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1 Uvod

[ Didaktika matematiky ako analyza myslenia v triede ]

Tato kniha vznikla z presvedcenia, zZe didaktika matematiky by nemala byt len suchym
zoznamom pedagogickych pravidiel. Mali by sme ju vnimat skor ako systematickt analyzu
toho, ako Ziaci v konkrétnych situaciach pocas vyucovania skuto¢ne matematicky uvazuju.

Tradi¢né ucebnice sa zvycajne zameriavaju na to, ¢o by sa malo ucit a aké metddy k tomu
vybrat. Len malokedy sa vSak venuju tomu, ako presne ziak pocas ucenia premysla, aké si
vytvara predstavy, kde presne robi chyby a ako sa tieto predstavy postupne menia.

Matematika je vsak v tomto zmysle $pecificka. Nejde totiz len o to, aby sa Ziak naucil

postupovat podla vzorcov. Predovsetkym nam ide o:

pochopenie vztahov,

« schopnost rozlisit domnienku od istoty,

déraznd argumentaciu,

pracu so separovanymi modelmi.

Ak tieto procesy nebudeme analyzovat, zostane didaktika matematiky len abstraktnou tedriou,
ktora nema v realnej triede velky vyznam.
Zamerom tejto knihy je preto presunut pozornost od vseobecnych odportcani k detailnému

skiimaniu toho, ¢o sa v triede skutocne deje. Chceme sledovat, ako ziak

experimentuje,

formuluje hypotézy,

+ sa vyrovnava s chybou a ako

prechadza od intuitivneho pozorovania k ¢istému matematickému zd6évodneniu.

Velmi dolezita je aj dynamika vyucovania. Vdaka modernym technolégiam mozeme dnes
pracovat s matematickymi objektmi, ktoré st v pohybe a neustale sa menia. To Gplne meni

sposob, akym sa matematika uéi. Ziak uz nie je len pasivnym prijimatelom hotovych informacii,



ale stava sa aktivnym tucastnikom. Experimentovanie, vizualizacia a diskusia sa tak stavaju
prirodzenou sucastou toho, ako si buduje nové pojmy.

Didaktiku matematiky tu vnimame prave ako reflexiu tychto procesov.Ide o skimanie toho,
¢o sa vlastne deje v hlave ziaka, ked riesi ulohu, ked urobi chybu, ked hlada pravidla alebo
ked sa snazi svoje vysledky logicky obhéjit. Tento pristup neponuka ziadne hotové recepty.
Namiesto toho dava ucitelovi nastroje, vdaka ktorym méze lepsie pochopit, ako Ziaci myslia, a
tak cielene vytvarat situacie, kde matematické poznanie vznika prirodzene a dava zmysel.

Predkladana monografia zdoraznuje tri zakladné dimenzie vyucovania matematiky:
« matematicky obsah,

 porozumenie Ziaka,

« proces matematického modelovania,

ktory spaja matematiku so svetom realnych situacii.



2 Didaktika matematiky

2.1 Vychodiska

Vyucbu matematiky na vsetkych stupnoch vzdelavania treba chapat ako
tvorivy a neopakovatelny proces,

ktory sa neda sputat do presnych schém, modelov, ¢i spojif len s jedinou teériou.

Moderné koncepcie dnes stavaja ucitela matematiky skor do ulohy koordinatora a ma-
nazéra procesu. Jeho hlavnym cielom je pomahat ziakom rozvijat ich klucové matematické
kompetencie. Rolu autoritativneho skolitela, ktory vyzaduje hlavne memorovanie definicii a
tvrdeni, ako to bolo v minulosti, uz dnes vnimame skor ako podpornu funkciu.

Moderna didaktika je disciplina, ktora skima proces vyucby ako prepojenie ¢innosti ucitela
(ucenie) a ¢innosti ziakov (ucenie sa). V tomto kontexte je dobré pripomenut myslienku J. A.
Komenského, ktory tvrdil, Ze didaktika sa zaobera samotnym procesom vyucby vo vSeobec-
nosti, bez ohladu na to, o aky konkrétny predmet ide. Viac informacii najdete v jeho praci
[KOM, 1948]. Na druhej strane existuji odborové didaktiky, ktoré sa sustreduji na vyucbu v

ramci Specifickych skupin predmetov.

Teoria
vyucovania
matematiky

Obr. 2.1: Synergeticky vztah medzi vednymi disciplinami



Teoria vyucovania matematiky skima procesy prostrednictvom analyzy
obsahu, prostriedkov, metod a foriem

vyucovania a $tadia matematiky usiluje o hlbsie porozumenie u¢ebnému procesu.

V niektorych pracach [HE], 1989] sa namiesto terminu Didaktika matematiky pouziva Teéria
vyucovania matematiky. V praci [KUR, 2016] sa objavuje aj anglicky termin od E. Whittmann

~Mathematics Education". V tejto praci vsak budeme pouzivat termin Didaktika matematiky.

Komparaciou viacerych prac a viacerych autorov uvedieme hlavné charakteristiky pre

vymedzenie pojmu didaktika matematiky:.

Definicia 1: Didaktika matematiky (DM)

+ Cielom DM je vyskum novych, efektivnejsich metéd vyucovania matematiky na

vsetkych stupnoch vzdelavania a ich aplikacie do skolskej praxe.

« DM je zalozena predovsetkym na poznatkoch zakladnych matematickych disciplin,

na historickom vyvoji matematiky ako vedy a ich aplikacii do skolskej matematiky:.

« Vysledky experimentov DM aplikuje do pripravy buduicich uéitelov matematiky,
pricom vyuziva najnovsie vysledky v oblasti pedagogicko-psychologickych discip-

lin a moderné informac¢no-komunikacné technologie.

\ J

Teoretici v oblasti vyucovania matematiky sa v sti¢asnosti opieraju o vyznamnu publikaciu
[BAL, 2005].

2.2 Vztah didaktiky matematiky k dejinam matematiky

Historicky kontext

Korene didaktiky matematiky a medzniky jej vyvoja v 20. storoci

1. V roku 1872 Felix Klein publikoval Erlangensky program' a predniesol prednasku o
matematickom vzdelavani, v ktorej apeloval na vac¢siu aplikovatelnost matematiky pri jej
vyucovani. Ku konci svojej kariéry sa zacal zaujimat i o vyuku matematiky na nemeckych
skolach, snazil sa o modernizaciu matematiky. Presadil, aby sa na strednych skolach
vyucovali zaklady teorie funkcii a zaklady diferencialneho a integralneho poctu (tzv.
Kleinsche Reform). Neskor aktivne prispel k tomu, aby bola didaktika matematiky uznana

ako vedna disciplina. Podrobnejsie informéacie najdete v praci [TRK, 2007].

!Erlangensky program je v matematike metdda, ktora charakterizuje geometriu na zaklade teérie grup.



2. Délezitym medznikom bol rok 1908 a Stvrty medzinarodny kongres matematikov v
Rime, pocas ktorého bola ustanovena novéa organizacia: International Commision
on Mathematical Instruction (Medzinarodny vybor pre vyucbu matematiky), ktorej

prezidentom sa stal prave Felix Klein. Linka na web Tu.

3. Dalsim vyznamnym krokom bolo vytvorenie Commission for the Study and Improve-
ment of Mathematics Teaching - CIEAEM (Komisia pre stidium a rozvoj vyucovania

matematiky) v roku 1950. Linka na web Tu.

4. Sestdesiate roky 20. storoéia st obdobim, ked matematici ,,znovu objavuju” $kolu. Obja-
vuje sa hnutie New Math (Nova matematika) u nas zname ako Modernizacia vyucovania

matematiky.

5. V roku 1970 casopis Journal for Research in Mathematics Education, ktory sa
zaradil medzi najrenomovanejsie vedecké ¢asopisy tykajuce sa problematiky didaktiky

matematiky:.

Dejiny matematiky pomahaja prepojit matematiku s redlnym zivotom a ukazuju, ako
vznikaji matematické pojmy a tvrdenia. Ak ucitelia v hodine vyuzivaja historické vsuvky,
Ziaci sa maju radsej a zaroven odbuda ich strach z tohto predmetu. Cez histériu mozeme lepsie
pochopit, ako sa vyvija matematické myslenie, a tieto poznatky potom vyuzit aj pri vyucbe.
Podla P. M. Erdnija [ERN, 1978]:

~Rast stromu matematickych znalosti v hlave jedného cloveka bude uspesny len

vtedy, ked v urcitej miere zopakuje historiu rozvoja tejto vedy”.

Ked sledujeme, ako vznikali jednotlivé matematické pojmy, casto vidime zaujimavu paralelu
s tym, ako uvazuja nasi ziaci. MéZeme porovnavat vyvoj myslenia od starovekych civilizacii,

ako boli Egypt ¢i Mezopotamia, az po Grékov, Arabov a Eurépanov v neskorsom obdobi.
Matematické myslenie u Grékov je jasny posun k abstraktnejsiemu mysleniu.

Gréci vychadzali z matematickych poznatkov starého Egypta a Mezopotamie. Ako prvi sa
neuspokojili len s otazkou ako, ale hladali aj odpovede na otazku preco. To prinieslo niekolko

zmien:
1. Bol vytvoreny systém zakladnych vztahov (axiém) a poziadaviek (postulatov).
2. Matematika sa stava deduktivnou vedou.

3. Gréci zacali matematické tvrdenia dokazovat.

Viac o gréckej matematike najdete v Moodle kurze Historicky pohlad na vyvoj matematiky.


https://www.nctm.org/
https://www.cieaem.org/index.php/en/
https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=84378

Proces abstrahovania prebicha aj v §kolskej matematike. Ziaci za¢inaji v mladsom veku

experimentovat a postupne sa v starSom veku presuvaju ku kauzalnemu mysleniu.

Tento proces budeme interpretovat porovnanim riesenia prikladu (R403) pochadzajuceho
zo starovekého Egypta s moznostami, ktoré poskytuje sucasna skolska matematika. Upravena

verzia rieSeného prikladu zapisaného v Rhindovom papyruse je prevzata z prace [BEC, 2003].

Priklad 1: R403 - Rhindov papyrus

Je treba rozdelit 100 chlebov medzi 5 muzov tak, aby bola jedna sedmina z troch hornych

pre dvoch muzov dole.

Riesenie.

Myslienka povodného riesenia, ktoré je uvedené na papyruse je zaloZzena na metode chyb-
ného predpokladu.

Celkovy pocet chlebov je 100, ktoré je potrebné nejakym spésobom rozdelit medzi 5 muzov.

V tlohe sa spominaju traja horni muzi a dvaja dolni.
1. Egyptski pisari vychadzali z predstavy, ze ide o aritmeticku postupnost tvaru:

1,1+d,142d,1+3d,1+4d (2.1)

2. Dalej je tu podmienka, ktort je mozné interpretovat tak, Ze stcet poctu chlebov troch

hornych muzov v usporiadani sa rovna suctu chlebov dvoch muzov dole v usporiadani.

3. Chybnym predpokladom je to, Ze prvym c¢lenom tejto postupnosti explicitne stanovili

¢islo 1. Struény prepis riesenia tejto ulohy zaznamenaného na papyruse:

« Zo vztahu 2.1 vypotitame d = 53 (= 4)

« Ide teda o postupnost 1, 6%, 12, 17%, 23, ktorej sucet je 60.

« Cislo 60 musime vynasobit &¢islom 12, aby sme ziskali sucet 100.
4. Hladana aritmeticka postupnost je 1%, 10%, 20, 29%, 38%, ktorej diferencia je 9%.
O

V stcasnosti by sa tato tiloha mohla riesit ako sustava dvoch linearnych rovnic o dvoch

neznamych. Chybny predpoklad nahradime neznamou a. Dostaneme rovnice:

a+ (a+d)+ (a+2d)+ (a+3d) + (a+4d) = 100



a+ (a+d)=1/7[(a+2d) + (a+ 3d) + (a + 4d)]

Jednoduchym vypoc¢tom by sme sa dostali k tomu istému rieseniu.
Rozdiel medzi egyptskym a stucasnym rieSenim nespociva len v zovseobecnovani pomocou

neznamych, ale aj v povahe matematického pristupu k problému, ktory riesime.

2.2.1 Historicky vyvoj pojmu zlomok

To, ako sa pojem zlomok vyvijal a ako sa neskor zavadzal do §kdl, je skvelym prikladom
toho, Ze matematické myslenie sa vyvija postupne, v etapach, a nie skokovo. Historicky vyvoj
zlomku ma pozoruhodnt paralelu so spésobom, akym si pojem zlomok osvojuju ziaci v skolskej
matematike. V oboch pripadoch ide o $piralovity proces, v ktorom sa pojem opakovane vracia,

no zakazdym na vysSej urovni abstrakcie a porozumenia.

[ Zlomok v starovekom Egypte — zlomok ako operator ]

Najstarsie zachované matematické texty zo starovekého Egypta (napr. Rhindov papyrus,
priblizne 1650 pred n.l) ukazujui, Ze Egyptania pracovali so zlomkami vylu¢ne v podobe

kmenovych zlomkov, teda zlomkov tvaru
1
—, mneN.
n

Zlomok v ich chapani nepredstavoval samostatné ¢islo (mnozstvo), ale operaciu: ,,vezmi
jednu n-tinu z celku®. Aj v priklade R403 vidime, Ze zlomky vystupuju ako pokyny na rozdelenie,
nie ako objekty, s ktorymi by bolo mozné volne operovat. Hodnota diferencie d = 51 nie je
chapana ako ¢islo %, ale ako vysledok proceduralneho postupu, ktory je nasledne skalovany.

Z didaktického hladiska je dolezité zdoraznit, ze egyptska matematika:
 nepoznala vSeobecny zapis zlomku §,
« nepracovala so zlomkom ako s ¢iselnym objektom,

« vyuzivala metddu chybného predpokladu a skalovania namiesto algebraickych vztahov.

[ Paralela so skolskou matematikou - prva etapa zavadzania zlomkov ]

Analogicka situacia nastava v skolskej matematike, najma v niz$ich ro¢nikoch 2. stupna

ZS (5. - 6. roénik). Zlomok sa tu zavadza predovsetkym:
« ako operator (,vezmi polovicu®, ,vezmi tri $tvrtiny z kolac¢a®),
« prostrednictvom konkrétnych modelov (delenie celku, meranie, separované modely).

V tejto faze ziaci casto:



 nevnimaju zlomok ako ¢islo,
« nedokazu ho umiestnif na ¢iselnu os,
« pracuju so zlomkami prevazne proceduralne.

Zlomok tu plni rovnaku funkciu ako v egyptskej matematike: je nastrojom konania, nie

abstraktnym objektom.

[ Grécka matematika — zlomok ako pomer ]

Vyrazny posun nastava v antickom Grécku. Grécki matematici zacali chapat zlomky najma
ako pomery dvoch velkosti, pricom kladli déraz na geometricku interpretaciu. Pomer bol
vztahom, nie ¢iselnym objektom. Aj tu nachadzame paralelu so skolskou matematikou priblizne
od 7. ro¢nika ZS:

« Ziaci porovnavaji kmenové zlomky, pricom vyuzivaju adresu v intevale (0, 1),
« zlomky uZ chapu ako mnozstva, vedia rozhodnut ,vac¢si — mensi zlomok®,

« vyuzivaju usecky, obrazky a pomerové modely bez explicitnej numerickej reprezentacie.

[ Stredovek a novovek - zlomok ako ¢islo ]

A7 s rozvojom aritmetiky v islamskom svete a neskor v Eurdpe sa postupne zacalo uvazovat
o zlomku ako o ¢isle v tom modernom zmysle. Zlomok sa stava prvkom ¢iselného oboru, s
ktorym mozno vykonavat operacie, zapisovat ho v jednotnom tvare § a umiestnovat ho na

¢iselnti os. Tato etapa zodpoveda vys$sim roénikom ZS a SS, ked:
« ziak chape zlomok ako bod na ¢iselnej osi (adresa),
« rozumie ekvivalencii zlomkov,

« dokaze pracovat so zlomkami algebraicky.

Cielom prace s historickymi kontextmi nie je len nejaka rekonstrukcia dejin matematiky.

Ide skor o porozumenie procesu vzniku pojmov, ktory sa analogicky objavuje aj v mysleni

ziakov pri budovani tychto matematickych pojmov.




[ Didakticka interpretacia — spiralovity vyvoj pojmu zlomok ]

Historicky vyvoj ukazuje, Ze porozumenie zlomkom sa neda pochopit naraz. Kazda etapa
vyvoja ma svoj zmysel a funguje vo svojom kontexte. Ak budeme etapy preskakovat, ziakovi
sa ucivo sice podari zvladnut, ale bude to len formalne a povrchné.

Rovnaky princip plati aj v $kolskej matematike. Spiralovity navrat k pojmu zlomok na vyssej
urovni abstrakcie nie je prejavom neefektivnosti vyucovania, ale nevyhnutnou podmienkou
hlbokého porozumenia.

Z tohto pohladu mo6zeme tvrdit, Ze vyvin matematického myslenia u Ziaka v oblasti zlomkov
v mnohom kopiruje historicky vyvoj tohto pojmu v dejinach matematiky — od operatora, cez

pomer, az po Cislo.

e N

Metodické odporucania pre vyucujuceho

« V nizsich roénikoch ZS klast doraz na zlomok ako operator a pracovat s konkrétnymi

modelmi (delenie celku, meranie, realne situacie).
« Neurychlovat prechod k formalnym algoritmom operéacii so zlomkami.

« V vo vyssich roénikoch ZS systematicky prepéjat rozne vyznamy zlomku (mnohost

— operator — adresa).

« Zdoraznovat, ze navrat k pojmu zlomok na vysSej trovni nie je opakovanie, ale

prehlbenie porozumenia.

« Vyuzivat historické ulohy (napr. egyptské rozdelovanie) ako motiva¢ny a diagnosticky

nastroj.

« Pri hodnoteni prace so zlomkami je potrebné dosledne odlisovat spravny vypocet od

spravneho porozumenia pojmu.

2.3 Didaktika matematiky ako vedna disciplina

Didaktika matematiky je samostatna vedna disciplina, ktora skiima zakonitosti procesu

vyucCovania a ucenia sa matematiky. Jej vedecky vyskum sa zameriava na tri prepojené oblasti:

Predmet vyskumu: sleduje vztah medzi ucitelom a ziakom, obsah uciva a prostriedky,
ktorymi sa u¢i. Skima kognitivne procesy, ktoré prebiehaju pri osvojovani novych poznatkov.

V podstate ide o cely proces sprostredkovania a ucenia sa matematiky.

Metody vyskumu: vyuziva analyzu ucebnic, pedagogické experimenty, didaktické testy,

pozorovanie, rozhovory so ziakmi ¢i historicko-komparativne studie. Metddy st zamerané



predovsetkym na empirické a experimentalne pristupy.

Ulohy didaktiky matematiky: objasnovat ciele matematického vzdelavania, uréovaft
optiméalny obsah, vypracivat metddy vyucby a hodnotenia, skiumat efektivnost edukacnych

postupov.

4 N\

Didaktika matematiky analyzuje
« ciele, obsah;
« metddy, prostriedky;

« vysledky vyucovania.

. J

Ucitel, ktory chape didaktiku matematiky ako vedu, sa opiera o overené vysledky a nie iba o
vlastnu skusenost ¢i improvizaciu. Tym rastie profesionalita jeho prace. Ak chceme porozumiet

didaktike matematiky v plnom rozsahu, musime ju vnimat v suvislosti s inymi vedami.

Obsah vyuéovania matematiky na ZS a SS

Obsah skolského vyucovania matematiky je vysledkom didaktickej transformacie — vyberu,

upravy a usporiadania poznatkov matematiky do podoby vhodnej pre Ziakov. Zohladnuje:

1. Vekové osobitosti: pre nizsie rocniky su typické intuitivne a nazorné pristupy, pre vyssie
ro¢niky abstrakcia a formalizacia.

2. Zakladna skola: prirodzené ¢isla, operacie, zlomky, percenta, elementarna geometria,

uvod do algebry, statistika a pravdepodobnost.

3. Stredna $kola: algebraické struktary, funkcie a ich grafy, planimetria a stereometria,
analyticka geometria, kombinatorika, diferencialny a integralny pocet v elementarne;j

podobe.

4. Vertikalne prepojenie: obsah sa buduje v Spirale — ziak sa k témam vracia na vyssej

urovni, ¢im sa rozvija kontinuita poznania.

5. Didaktické ciele: formovanie logického myslenia, schopnosti riesit problémy a pripravit

ziaka na praktické aj vysokoskolské vyuzitie matematiky.

Dolezité je, aby ucitel dokazal vidiet ,velki mapu®“ obsahu a ukazal Ziakom zmysel

jednotlivych tém v SirSom kontexte matematiky a realneho zivota.

Didaktika matematiky neskima len to, ¢o sa ma ucit, ale aj preco a ako. Nejde len o

vyber pojmov ¢i algoritmov, ale o hlbsie otazky o zmysle, poradi a sposobe, akym sa ucivo
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sprostredkuje. Tieto tri otazky (o, preco, ako) nie st oddelené, ale tvoria jeden prepojeny
didakticky celok. Zvoleny obsah totiz priamo ovplyviiuje to, aké metody pouzijete, a tie zase

urcuju, co sa ziak realne dokaze naucit.

Co sa ma ucit, ale aj preco a ako
1. Otazka co ucit priamo suvisi s obsahovou strankou matematiky:

« ktoré pojmy, vztahy a postupy povazujeme za zakladné,
+ v akom poradi ich zavadzame a aku mieru presnosti od ziakov vyzadujeme.

Tato rovina je do velkej miery dana u¢ebnymi planmi a kurikulom. Zaroven musime

upozornit, Ze rovnaky obsah mdze byt ziakmi pochopeny velmi rozdielne.

2. Otazka preco ucit smeruje k cielom matematického vzdelavania. Matematika nie je len
nastrojom na riesenie praktickych uloh, ale aj prostriedkom rozvoja myslenia:
« uci presne formulovat problémy, hladat vztahy,
« rozliSuje medzi domnienkou a istotou,
« argumentuje na zaklade dokazov.
Didaktika matematiky sa preto nezaobera iba okamzitou vyuzitelnostou uciva, ale aj
jeho dlhodobym vplyvom na kognitivny rozvoj ziaka.
Otazke preco ucit sa budeme venovat v nasledujucej kapitole a priebezne v dalsich

kapitolach.

3. Otazka ako ucit patri k jadru didaktického skiimania. Didakticky proces vyucovania

matematiky zahina:
+ vyber metod, foriem prace, ktoré umoznuju zvysovat efektivnost matematického
vzdelavania,
« navrh aj tvorbu modelov a reprezentacii, ktoré podporuji porozumenie pojmov a

pomahaju zvladnut zlozitejsie algoritmy.

Rozdiel medzi mechanickym nacvikom a zmysluplnym ucenim spociva prave v spdsobe,

akym je ucivo sprostredkované.

Didaktika matematiky preto sleduje, ako Zziaci uvazuju, aké chyby robia, aké predstavy si

vytvaraju a ako tieto predstavy postupne menia.

[ Interpretacia Co sa ma udit, ale aj preco a ako. ]
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Priklad: Linearne funkcie

Nie grafy, ale vztahy

Pri vyucovani linearnych funkcii nejde len o kreslenie priamok, ale o pochopenie vztahu
medzi dvoma veli¢inami. Rovnica y = ax + b opisuje, ako sa jedna veli¢ina meni v zavislosti

od druhej. Nasledujuci applet ilustruje tuto myslienku.

e
Xl 31( ~ Give the red crosses two instructions to get to the green dots.
0 4 20
1 7 .
2 10
3 13 16 ®
4 16 14
5 19 1 e
6 22
10 @
First, multiply by m = 0 .
@
4@

B

i)

! -] |

Lo
4 wx
N %

Obr. 2.2: Linearna funkcia
Applet je dostupny na: https://www.geogebra.org/m/zeqcunfr

Cielom prace s appletom nie je najst ¢isla a a b mechanicky, ale porozumiet vyznamu jednot-
livych krokov ako modelu vztahu medzi velicinami. V applete (obr. 2.2) st ¢ervené kriziky
priradené k jednotlivym hodnotam premennej x. Zelené body predstavuju vysledné hodnoty

premennej y.

1. Vasou ulohou je pomocou dvoch opakovanych vypoctovych krokov (s moznostou
iterovat tieto 2 kroky) presunut ¢ervené kriziky do polohy zelenych bodov. Kroky pre

iteracie:
« zadajte m a stlacte Enter,

« zadajte b a stlacte Enter,

. ,try again® - iterujte az ddjdete k pozadovanému vysledku.

2. Kazdy krok predstavuje jednu operaciu, ktora sa vykonava so vsetkymi hodnotami

rovnako.
3. Vyrieste dalsie ulohy zo stranky https://www.geogebra.org/m/zeqcunfr.
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Pripadny mikro-dialog pri praci s appletom
Ziak: Zelené body st pevne umiestnené. Cervené zmenia polohu ak zadam &islo m ?
Ucitel: Ano, ale tloha spociva v najdeni vhodného cisla m.
Ziak: Takze ide o to, ¢o sa stane s cervenymi bodmi, ak zmenim ¢islo x urobi?

Ucitel: Presne tak. Skus povedat, ¢o sa stane s hodnotou y, ked sa x zvacsi o 1.
Sleduj tabulku vlavo.

Ziak: Zda sa, ze hodnoty v stlpci pre y sa kazdé zvacsi o 3.
Uéitel: A to je velmi dolezita informacia. Co nam to hovori o vztahu medzi x a y?
Ziak: Ze sa nemenia nahodne, ale pravidelne?

Ucitel: Presne. A prave toto pravidlo sa snazime zapisat rovnicou.

Graf je len sposob, ako toto pravidlo vidime.

Pomocné otazky pre ziakov:
1. Ako sa meni hodnota y, ked sa hodnota x zvacsi o 1?
2. Ktory vypoctovy krok zodpoveda nasobeniu premennej x?
3. Ktory krok predstavuje posun grafu nahor alebo nadol?
4. Viete zapisat vztah medzi x a y pomocou rovnice?

5. Zovseobecnenie: Na zaklade pozorovania urcte predpis funkcie v tvare y = ax + b.

Po takomto experimentovani by ucitel mohol uviest vhodnu interpretaciu z realneho zivota,
ktory zodpoveda modelovej matematickej situacii z obrazka 2.2. Uvadzame moznu realnu

situaciu.

Realna situacia

Cena sluzby

Ucitel: Predstavme si, Ze ide o cenu taxi sluzby.

+ Premenna z oznacuje pocet kilometrov jazdy.

« Premenna y oznacuje celkovud cenu v eurach.
Taxi ma:
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« nastupny poplatok 4 €,

« cenu 3 € za kazdy kilometer.

Ugitel: Ulohou Ziakov je:

1. opisat slovami, ako sa cena meni so vzdialenostou,
2. urcit, ktory krok v applete zodpoveda nastupnému poplatku,
3. urcit, ktory krok zodpoveda cene za kilometer,

4. zapisat vztah medzi vzdialenostou a cenou pomocou rovnice.

y=3r+4

Dolezité

Didakticky je dolezité, aby ziak nevidel graf len ako geometricky objekt, ale ako model

situacie: rast nakladov, zavislost ceny od mnozstva, alebo vztah medzi ¢asom a drahou

pri rovnomernom pohybe.

Pre hlbsie pochopenie otazok Co sa ma ucit? Ale aj preco a ako? a hladani odpovedi na tieto

otazky, studentom ucitelstva matematiky pomaha analyzovat rozne realne situacie.

Podobne ako pri ulohe o linearnej funkcii, Studenti sa mozu zamerat na didakticky problémy

z inych tematickych oblasti. Napriklad na témy tykajtce sa
« zlomkov,
« zapornych ¢isel,
« matematickych dokazov resp. argumentacie.

To su témy, pri ktorych ziaci zdkladnych $kol zvladaju formalny postup, ale bez dosledného
poznania vzajomnych vztahov zostavaju s ich porozumenim.Uvadzame niektoré vychodiskové

myslienky pri spracovani vyssie uvedenych tematickych celkov.

Viac nezZ ,pocitanie s kola¢mi®.

Zlomky sa v skole ¢asto motivuji delenim kolaca alebo pizze. Didakticky vsak nejde
primarne o jedlo, ale o budovanie predstavy vztahu casti a celku. Tato predstava sa neskor

prenasa do prace s mierami, percentami, hustotou, rychlostou ¢i pravdepodobnostou.
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Ak ziak chape zlomok len ako symbolicky zapis, dokaze sice vykonat algoritmus, no ma
tazkosti pri interpretacii vysledku. Didakticka otazka preto neznie, ¢i vie ziak zlomky séitavat,

ale ¢i rozumie tomu, ¢o sa v skutocnosti s¢itava.

Realny presah: pomery v recepte, podiel prace, percentualne zlavy, pravdepodobnost.

Zaporné cisla

Skusenost, nie pravidlo.

Zaporné ¢isla nie st len formalnym rozsirenim ¢iselnej osi. Predstavuji novy typ myslenia,
v ktorom sa pracuje s opacnostou, smerom a kompenzaciou.

Didakticky je dolezité, aby ziak mal skisenost so situaciami, kde zaporné ¢isla davaju zmysel:
dlh a kredit, teplota pod nulou, zmena vysky alebo posun v opacnom smere. Bez tejto skusenosti

sa pravidla pre scitanie a nasobenie zapornych ¢isel javia ako umelé a nezrozumitelné.

Matematicky dokaz

Nie formalizmus, ale istota.

Matematicky dokaz sa v skole ¢asto vnima ako formalizmus bez praktického vyznamu.
Z didaktického hladiska vsak ide o klicovy nastroj rozliSovania medzi tym, co ,funguje v
niekolkych pripadoch® a tym, ¢o plati vzdy.

Dokaz udi ziaka, ze presvedcenie nestaci, ak nie je podloZené argumentmi. Tento spdsob
myslenia ma presah aj mimo matematiky: do prirodnych vied, techniky a kritického hodnotenia
informacii.

Didaktika matematiky sa preto nezaobera len vyberom uciva, ale skima hlbsi zmysel
vyucCovania: aké predstavy si Ziaci vytvaraju, ako sa ich myslenie vyvija a aké nastroje ucitel

pouziva, aby tento vyvoj podporil.

Co, preco, ako?

Otazky co, preco a ako st v matematickom vzdelavani neoddelitelné a tvoria zaklad

didaktického uvazovania.

15



16



3 Vedecké poznavanie vo vyucovani

Uvod

Vedecké poznavanie vo vyucovani matematiky mozno chapat ako sled metodickych krokov,
v ktorom sa z pozorovania a experimentovania postupne rodia hypotézy, tieto sa overuju,
koriguju a nakoniec zovSeobecnuju do teérii. Analogicky vo vyucovani matematiky ucitel
vedie ziakov od problémovej situacie k formulovaniu predpokladov, ich skimaniu, k dokazom
a aplikaciam. Takyto pristup nielen rozvija matematické myslenie, ale zaroven napodobnuje

proces poznavania v samotnej matematike.

Nazornost v matematike ma vyznamné miesto vo vyucovani: vizualizacia, teda ndzorné
znazornovanie matematickych struktur. Uz Euklides zdoraznoval kreslenie obrazcov ako sucast
dokazu a moderné technologie tento princip posivaju dalej — umoznuju Ziakovi nielen sledovat

obrazok, ale aj dynamicky manipulovat s objektmi.

Didaktické ciele kapitoly

e N

Po absolvovani kapitoly by mal student ucitelstva matematiky:

1. rozumiet analégii medzi vedeckym poznavanim (pozorovanie — hypotéza — overenie

— zov$eobecnenie) a procesom ucenia sa matematiky v triede,

2. UcCelne vyuzivat vizualizaciu a IKT (GeoGebra, Al) ako podporu experimentovania a

formulovania ddkazov.

3. vediet planovat problémové vyucovanie tak, aby zZiak presiel od skimania k argu-

mentacii,

4. poznat a cielene pouzivat heuristické stratégie a typické ucitelské otazky,

- J

V tejto kapitole sledujeme prepojenie vedeckého poznavania s vyu¢ovanim matematiky
najma prostrednictvom problémového vyucovania a heuristickych stratégii. Konkrétne sa

zameriame na:
1. fazy badatelského cyklu a ich anal6giu vo vyucovani matematiky,
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2. problémové vyucovanie a jeho metodické postupy,
3. heuristické stratégie a typické ucitelské otazky,

4. moznosti IKT podpory (Moodle, GeoGebra) na konkrétnych prikladoch.

Didakticka poznamka

Nazornost a problémovost sa nedaji vnimat izolovane — ucitel vytvara pre ziakov ,mikro-
model” vedeckého badania. Pri probléme ,,Kde sa pretinaji vysky trojuholnika?“ moze
ziak najprv pozorovat, potom experimentovat (GeoGebra), vyslovit hypotézu a nakoniec
dojst k dékazu (porovnaj obr. 3.1). Takto sa krokmi priblizuje k metodologii matematiky
ako vedy.

Obr. 3.1: Priese¢nik vysok, applet si otvorite Tu.

3.0.1 Prepojenie s IKT

Informac¢né a komunikacné technologie (napr. GeoGebra, Moodle) umoziuju vizualizovat
problémy, zbierat data a analyzovat vysledky zZiakov, ¢im podporuju experimentovanie aj

argumentaciu.

+ GeoGebra: dynamicka manipulacia s objektmi umoznuje rychle testovanie hypotéz.

« Moodle: tloha typu otvorena odpoved vedie Ziakov k zapisaniu hypotézy a opisu postupu;

ucitel moze ocenit originalne heuristické pristupy.
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Stredna skola: Scenar vyuzitia IKT

Ucitel zada (napr. v Moodle) ulohu: ,Skumajte, ¢i sa vysky trojuholnika vzdy pretinaju v

jednom bode.“ Ziaci maju:
1. zostrojit trojuholnik v GeoGebre a zakreslit jeho vysky,
2. v Moodle zapisat hypotézu a kratky opis postupu,
3. diskutovat vo fore o réznych polohach ortocentra.

Na zaver ucitel poskytne spatnu vazbu a vyzdvihne jasni argumentaciu alebo originalny

pristup (porovnaj obr. 3.2)

Obr. 3.2: Vysky v trojuholniku - dékaz. Applet si otvorite Tu.

3.1 Vedecké poznavanie vo vyucovani matematiky

Charakteristickou ¢rtou vedeckého poznavania je proces systematického skimania, dosledne;
analyzy a nasledného vysvetlovania javov a vztahov vo svete. V matematike a didaktike mate-
matiky ide o sposob, ako systematicky zistovat pravidla, principy a postupy, ktoré umoznuju
efektivne vyucovanie a ucenie sa. Cielom tejto sekcie je ukazat, ako sa metédy vedeckého
skimania daju analogicky uplatnit vo vyucovani matematiky.

Proces skiimania v matematike sa v skolskom prostredi neprejavuje formalnymi dékazmi,

ale sposobom kladenia otazok, hladania vztahov, overovania tvrdeni a prace s chybou.
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Empirické overenie a matematicka istota

V skolskom experimente (napr. v GeoGebre) mdzeme ziskat vysoku mieru presvedcenia,
ze tvrdenie plati. Ide vsak o empiricku istotu zalozend na pozorovani mnohych pripadov.
Matematicka istota vznika az vtedy, ked ziak dokaze vysvetlit, preco tvrdenie plati vzdy.
Ulohou ucitela je preto viest Ziaka od experimentu k argumentacii a podla trovne aj k
dokazu.

J

Ulohou ucitela nie je sprostredkovat hotové poznatky, ale vytvarat situacie, v ktorych sa
ziak u¢i mysliet podobne ako matematik: formuluje hypotézy, skusa ich, opravuje sa a postupne

sprestiuje svoje predstavy.

Typicka ziacka miskoncepcia

Ziaci ¢asto povazuju tvrdenie za dokazané, ak sa ,potvrdilo na mnohych prikladoch .
Tento spdsob uvazovania je prirodzeny, ale v matematike nestaci. Didaktickou tlohou
ucitela je ocenit experiment ako zdroj hypotézy, no zaroven dosledne odlisovat overenie

od zdovodnenia.

3.1.1 Fazy vedeckého poznavania

Vedecké skiimanie mozno rozdelit do niekolkych faz, ktoré su uzitocné aj pre ucitelov a

Studentov matematiky:

1. Formulacia problému alebo vyskumnej otazky — urcenie presného ciela a definova-

nie, ¢o chceme sktimat.

2. Hypotéza alebo predpoklad — predpoklad, ktory je mozné testovat experimentom

alebo pozorovanim.

3. Zber dat - vyuzitie pozorovania, experimentu, dotaznikov alebo inych nastrojov na

ziskanie relevantnych informacii.

4. Analyza dat - spracovanie zozbieranych informacii pomocou kvantitativnych alebo
kvalitativnych metdd.

5. Interpretacia a diskusia vysledkov — hodnotenie a vysvetlenie zisteni, identifikacia

vztahov a suvislosti.

6. Zaver a odporucania do praxe - formulacia zaverov a odporuacani pre dalsie vyucovanie

alebo vyskum.



3.1.2 Vyskumné metody v kontexte vyucovania

Profesor Kopka navrhol viacero metdd, ktoré podporuja systematické a kritické myslenie vo
vedeckom poznavani. Zdoraziuje, ze stratégia alebo taktika pri rieSeni problémov sa nazyva
heuristika. Vyskumny pristup pri vyucbe skolskej matematiky sa v znacnej miere opiera o
experimentovanie. Uvedieme pouzitie heuristickej metddy na jednoduchom matematickom

priklade.

Experimentovanie ako heuristicka stratégia

Je dané celé ¢islo. Vydelim ho ¢islom 3. K vysledku pripo¢itam ¢islo 7. Takto ziskané ¢islo

eSte vynasobim ¢islom —2. Vysledné ¢islo je —6. Aké ¢islo bolo dané na zaciatku?

RiesSenie. Budeme experimentovat:
1. Skusime, ¢i by ,dané ¢islo“ nemohlo byt napr. ¢islo 6 (skusame len ¢isla delitelné tromi?).
2. Vypocitame, ze v tomto pripade vysledné ¢islo je (2 + 7) - (—2) = —18.
3. Teda ¢islo 6 nemoze byt danym zaciato¢nym ¢islom.

4. Zvolime iné ¢islo, napr. 3 a budeme si v§imat, ako sa priblizujeme k vysledku: dostaneme

—16.
5. Ak ,nemame $tastie”, pokracujeme v experimentovani.

Priebezné zistenie. Experimentélne ¢islo sa zmensilo o 3 a ,vysledné ¢islo® sa zvadsilo o
2. K vysledku (t. j. k ¢islu —6) sa ,priblizujeme“. Pokracujeme v experimentovani a vysledky

zapiSeme do tabulky.

Dané ¢islo Vysledné ¢islo

6 -18
3 -16
0 -14

Tabulka 3.1: Experimentalne vysledky

Pokusme sa postup zovseobecnit:
1. K ¢islu —18 je nutné 6-krat pripocitat ¢islo 2, aby sme ziskali vysledné ¢islo —6.
2. K ¢islu 6 je nutné 6-krat odpoéitat ¢islo 3: 6 4 6 - (—3) = —12.

Dané c¢islo by teda mohlo byt —12, o ¢om sa presvedc¢ime skuskou.

Odpoved. Na zaciatku bolo dané ¢islo —12. [
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Experimentovanie v predchadzajicej tlohe nie je nahodné skusanie, ale je riadené
pozorovanie zmien: zmena vstupu o —3 spésobuje zmenu vystupu o +2. Ziak tak objavuje
vztah medzi veli¢inami, ktory potom umozni zovseobecnenie a spatné urcenie hladaného cisla.

Tieto vseobecné fazy a vyskumné metddy sa neobmedzuju iba na akademicky vyskum. Pri
vhodnej didaktickej adaptacii ich mdézeme vyuzit aj v skolskej matematike, kde maju potencial

viest ziakov k aktivnemu objavovaniu a kritickému mysleniu.

Terminologicka poznamka

Pojem vyskumna metoéda oznacuje vseobecny ramec skumania (pozorovacia, analyticka,
experimentalna), kym heuristicka stratégia sa vztahuje na konkrétny postup alebo tak-

tiku, ktoru ziak voli pri rieSeni problému (analégia, nacrt, Specialny pripad a pod.). Vo

vyucovani sa obe roviny prirodzene prelinaju.

3.1.3 Vyuzitie vyskumnych metod v skolskej matematike

Cely proces poznavania s vyuzitim vyskumnych met6d moézeme stotoznit so schémou:
konkretizacia ($pecializacia) — zovSeobecnovanie — hypotéza — zddvodnenie / dokaz.

Uvedena schéma je v sulade so struktirou separovanych a generickych modelov (Hejny) a
zaroven odraZa hlavné rysy problémového vyucovania v matematike na ZS a SS. Preto heuris-
tické vyskumné met6dy mozno vyhodne vyuzit aj pri problémovom vyucovani matematiky:.

Su to predovsetkym:

+ Analyticka metoda - systematické rozkladanie problému, identifikacia jeho casti a

vztahov.

« Experimentalno-pozorovacia metéda - ziskavanie empirickych dat o spravani a
uspesnosti ziakov pri rieSeni uloh.

« Historicko-porovnavacia metdéda — skiumanie zmien didaktickych postupov v case;

ukazuje vyvoj matematického myslenia.

+ Matematicka modelacia - vyuzitie modelov na kvantifikaciu vztahov, napr. medzi

typom tulohy a tspesnostou Ziakov.

3.1.4 Heuristické stratégie vo vyucovani matematiky

Heuristické stratégie predstavuju osvedcené postupy, ktorymi sa ziak alebo ucitel usiluje o
rieSenie problémovej tlohy. Ich vyznam spociva v tom, Ze poskytujui nastroje na prekonanie
tzv. blokad v mysleni, ked priama cesta k rieSeniu nie je zrejma. Ucitel moze tieto stratégie
nielen uplatnovat, ale aj reflektovat spolu so ziakmi, ¢im rozvija metakogniciu — schopnost

Lucif sa ucit®.
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Priklady stratégii.

« Analoégia - hladanie podobnosti medzi novou tlohou a uz rieSenou situaciou.

Specialny pripad - skiimanie jednoduchej alebo hrani¢nej situacie.
+ Nacrt - vizualizacia problému pomocou obrazku, grafu alebo schémy.
« Experimentovanie - skus$anie viacerych moznosti a sledovanie vzorcov ¢i pravidelnosti.

« Algoritmizacia - systematizovanie postupu do krokov alebo pravidiel.

Rozklad problému - dekompozicia na mensie, [ahsie riesitelné podproblémy.

Prepojenie s metakogniciou. Utitel, ktory pracuje s heuristickymi stratégiami, vedie Ziakov
k uvedomovaniu si ako uvazuji: ktoré stratégie im pomohli a ktoré boli menej G¢inné. Ziaci sa

ucia planovat kroky, sledovat priebeh riesenia a spatne hodnotit vlastné myslenie.

3.1.5 Analodgia s problémovym vyucovanim
Vedecké poznavanie a problémové vyucovanie su pribuzné procesy:
« zacinaju identifikaciou problému,
« vyzaduju tvorbu hypotéz a predpokladov,
« spoliehaju sa na pozorovanie a experiment,
« koncia analyzou, interpretaciou a zavermi.

Ukazka: Sacet prvych n neparnych ¢isel

Majme urcit sucet prvych n neparnych cisel.

RieSenie.
. Specialny pripad:
pren =1:1= 12
pren:2:1+3:4:22,
pren=31+3+5=9=3%
- Experimentovanie:pren =4:1+3+5+7 = 16 = 42
« Nacért: rastici Stvorec z jednotkovych stvoréekov (1, potom 3 okolo, potom 5 okolo, ...).

« Zaver: 1 +3+5+ -+ (2n — 1) = n?
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Metodicka poznamka

Uloha je vhodna na ukazku viacerych heuristickych stratégii v praxi. Ugitel moze viest
diskusiu tak, Ze necha ziakov najprv vypocitat niekolko Specialnych pripadov a hladat
pravidelnost. Nasleduje experimentovanie — skusanie dalsich hodnét a preverovanie
hypotézy. Pri otazke ,Nepodoba sa to na nieco, ¢o uz poznate?“sa da vyuzit analbgia.

Vizualny nacrt podporuje porozumenie a zaroven metakognitivnu reflexiu (,,Ako som

prisiel na tento vzorec?).

Typické heuristické otazky ucitela.
1. Otazky pri faze ,hladania®

« Co sa stane, ak skusis§ jednoduchsi alebo $pecialny pripad?
« Vyskytuje sa podobny problém, ktory uz pozname?

+ Ako by sme situaciu znazornili na obrazku?

« Je mozné rozdelit ulohu na viac mensich casti?

Aky je dalsi krok, ktory by si mohol urobit?

Ako mozes overit, ¢i je tvoje rieSenie spravne?

« Vies$ opisat, aku stratégiu prave pouzivas?
2. Otazky na prechod k dékazu.

« Preco si myslis, ze to bude platit vzdy, nie len v tomto priklade?

Ktory krok je v tvojom uvazovani rozhodujuci a preco?

« Vies vysvetlit, co sa v rieseni nemdze zmenit (Co je invariant)?

Ako by si presvedcil spoluziaka, ktory ti neveri?

3.2 Problémové vyucovanie

Problémové vyucovanie predstavuje taky pristup k vyucovaniu matematiky, v ktorom sa nové
poznatky odvodzuju z riesenia problémovych tloh. Ziaci st vedeni k aktivnej ¢innosti, k
objavovaniu a k hladaniu vlastnych rieseni. Ulohou uéitela nie je podat hotovy poznatok, ale

vhodne viest proces rieSenia problému.

Heuristické stratégie tvoria prakticka vybavu ziaka pri rieSeni problémov. Problémové
vyucovanie je didaktické usporiadanie vyucby, v ktorom sa tato vybava cielene rozvija.

Problémové vyucovanie:
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rozvija tvorivé a kritické myslenie Ziakov,

vedie k hlbsiemu porozumeniu matematickych pojmoyv,

podporuje motivaciu ziakov prostrednictvom otazok a vyziev,

« umoznuje rozvijat spolupracu v skupine pri rieseni.

Historicka vsuvka

Thalés z Milétu (6. stor. pred n. L.) je povazovany za jedného z prvych, ktori matematické
poznatky systematicky odvodzovali z pozorovania a logickej iivahy. Euklides (3. stor.
pred n. L) vytvoril v Elementoch stibor definicii, postulatov a dékazov a vo svojich
dokazoch vyuzival ndzorné znazornovanie (konstrukciu obrazcov), ktoré je predchodcom

dnesnej vizualizacie v softvéroch typu GeoGebra.

Kde sa pretinaju vysky trojuholnika?

V danom trojuholniku skimajte priesecnik vysok a overte, ¢i sa vsetky vysky pretinaja v

jednom bode. Aktivujte applet Ortocentrum — experiment.

Riesenie. Odporacany postup (riadené badanie):
1. FORMULACIA PROBLEMU: Zistite, ¢i priesec¢niky dvojic vysok predstavuju ten isty bod.
2. STANOVENIE HYPOTEZY: Vy$ky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode (ortocentrum).

3. EXPERIMENTALNE OVERENIE: Menite polohu vrcholov a sledujete, ¢i sa hypotéza potvr-

dzuje.

4. ZovSEOBECNENIE: Formulujte tvrdenie a diskutujte o polohe ortocentra (vnutri, mimo,

na vrchole).

Za problémovu povazujeme ulohu vtedy, ked:
1. ziak nema k dispozicii okamzity algoritmus,
2. tloha umoznuje viac stratégii alebo viac ciest riesenia,
3. poskytuje priestor na hypotézu, overenie a zovSeobecnenie,
4. vedie k potrebe zd6vodnit postup alebo vysledok.
Ziaci pri rieseni problémovych tloh prechadzajii ,malym vedeckym procesom‘:
1. z pozorovania vytvoria hypotézu,

2. experimentuju s jej overovanim a nakoniec
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3. dospeju k formulacii vseobecného tvrdenia.

Vizualizacia tu neplni len ilustra¢nu funkciu, ale vytvara podmienky pre naslednt argumentaciu.

3.3 Vizualizacia problému

Vizualizacia patri medzi klucové heuristické stratégie riesenia problémov. Umoziuje zmenit
abstraktny problém na konkrétnejsi, odhalit vzory a podporit diskusiu. Je vsak potrebné

zdoraznit, Ze vizualizacia nenahradza dokaz - pripravuje podu pre jeho formulaciu.

3.3.1 Formy vizualizacie v matematike
V didaktike matematiky rozliSujeme napr.:

« symbolické reprezentacie (algebraické zapisy),

o grafické reprezentacie (grafy, tabulky),

« dynamické vizualizacie (GeoGebra, Maple),

« pojmové mapy a schémy.

Didakticka poznamka

Sucasna prax casto trpi nedostatkom nazorného zdoévodnovania. Formalne sprostredko-
vanie poznatkov bez vizualizicie vedie k povrchnej reprodukcii uciva. Preto je dolezité

cielene rozvijat vizualizac¢né stratégie a integrovat ich s modernymi technoloégiami.

3.4 Vyznam a poslanie matematického vzdelavania

V Casti 2.3 sme sa zaoberali hlavnym poslanim didaktiky matematiky, pricom sme hladali odpo-
vede na otazky: Co udif, ako a preco ucit? S tymito otdzkami tizko stvisi problém zdévodnenia
vyznamu matematického vzdelavania pre potreby bezného Zivota. Ziaci, studenti ale aj fudia v

aktivnom pracovnom prostredi klada otazky typu
« ,Naco mi je matematika?",
. ,Pre¢o musime dokazovat?“
« ,Preco investovat do matematiky?“

Pritom o¢akavajt fundovanu ¢i dokonca vedecky podloZent odpoved. Ziaci ¢asto chet ,prak-
tické vyuzitie®, ale ucitel pontka viac typov legitimizacie matematiky (kognitivna, kultirna,

spolocenska).
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Otazky o zmysle matematiky maju viac vrstiev: (1) prakticku, (2) kognitivnu (rozvoj mys-
lenia), (3) kultdrnu (jazyk vedy) a (4) spolocensku (kritické rozhodovanie). Nasledujuce

dialogy ponukaju ucitelovi mozné odpovede primerané réznym adresatom.

V tejto kapitole ponikame odpovede na otazky sformulované na zaciatku kapitoly vo forme

simulovanych dialégov, ktoré ilustruju rozne roviny vyznamu matematického vzdelavania.

Dialog 1: Ziak ZS - uéitel matematiky

Ziak: Naco sa vlastne u¢ime zlomky? Ved kalkulacka to spoéita.

Ucitel: Kalkulacka vie pocitat, ale nevie pochopit, ¢o tie ¢isla znamenaji. Ked pracujes
so zlomkami, ucis sa premyslat o Castiach celku a o vztahoch medzi nimi.

Ziak: A preco je to dolezité?

Ucitel: Pretoze rovnakym spdsobom budes neskér premyslat o rychlosti, hustote alebo

pravdepodobnosti. Matematika ta uc¢i rozumiet vztahom, nie len pocitat vysledky.

Analyza situacie:
« Ziak vnima matematiku ako nastroj na vypocet.
« Ocakava praktické zdévodnenie (“na ¢o mi to bude”).

« Nevidi rozdiel medzi vypo¢tom a porozumenim.

Didakticka reakcia ucitela:
« prestuva pozornost od vysledku k vyznamu,
« zdoraznuje pracu so vztahmi,

 prepaja matematiku s buddcimi pojmami.

( \

Matematika neplni len funkciu nastroja na vypocty, ale predstavuje prostriedok na budova-
nie pojmov a porozumenie vztahom.
Ulohou ugitela je viest ziakov k tomu, aby za symbolickym zapisom videli vyznam —

napriklad zlomok ako vztah casti a celku, nie len ako vysledok vypoctu.
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Dialog 2: Ziak SS - uéitel matematiky

Ziak: Ja tomu verim, Ze to plati. Preco to este musime dokazovat?

Ucitel: Pretoze v matematike nestaci, Ze nieco funguje v niekolkych prikladoch. Dokaz
nam ukazuje, preco to plati vzdy.

Ziak: A na ¢o je to dobré?

Ucitel: Uci ta rozlisovat medzi domnienkou a istotou. To je zaklad vedeckého myslenia

— vediet, preco nieco plati, nielen Ze to funguje.

Analyza situacie:
« Ziak akceptuje empirickd pravdivost (“funguje to”).
« Nevidi potrebu vSeobecného zd6vodnenia.

+ Vnima dokaz ako nadbyto¢ny formalizmus.

Didakticka reakcia ucitela:
« odlisuje priklad od vseobecného tvrdenia,
« zdorazinuje univerzalnost matematického poznania,

+ prepaja dokaz s pojmom istoty a vedeckosti.

Dokaz nie je cielom sam o sebe, ale nastrojom kultivacie argumentacie a presného myslenia.

Ziak sa uéi rozlisovat medzi tym, ¢o sa javi ako pravdivé, a tym, ¢o je logicky zdéovodnené.
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Dial6g 3: Statnik - didaktik matematiky

Statnik: Preco by sme mali venovat tolko ¢asu matematike, ked ju va¢sina ludi v Zivote
priamo nepouzije?

Didaktik: Pretoze matematika neuci konkrétne postupy, ale sposob, ako pracovat s
problémami, neistotou a dokazmi.

Statnik: To nestacia digitalne nastroje?

Didaktik: Nastroje riesia ulohy. Matematika pripravuje Tudi na to, aby rozumeli dé6sled-

kom rozhodnuti a vedeli ich zddvodnit.

Analyza situacie:
« otazka smeruje k utilitarnemu chapaniu vzdelavania,
» matematika je redukovana na praktickt pouzitelnost,

« ignoruje sa jej kognitivny a spolo¢ensky vyznam.

Didakticka reakcia:
« prestuva doraz od pouzitia k mysleniu,
« zdorazinuje pracu s argumentaciou a dokazom,

 poukazuje na spolocensky vyznam matematického vzdelavania.

Matematické vzdelavanie ma zasadny spolocensky vyznam. Rozvija kritické a analytické
myslenie, ktoré je nevyhnutné pre orientaciu v informaciach a prijimanie rozhodnuti.
Matematika tak nepripravuje ziakov len na rieSenie uloh, ale na porozumenie svetu, v

ktorom ziju.

N
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Zaver kapitoly

Otazky ,Naco je matematika?“ alebo ,Pre¢o dokazujeme?“ nepredstavuju prekazku vo
vyucovani, ale prirodzeny prejav ziackeho myslenia.

Ulohou ucitela nie je tieto otazky obchadzat, ale vyuzit ich ako prilezitost na prehlbenie
porozumenia.

Matematika sa tak neprejavuje ako stibor pravidiel, ale ako spdsob myslenia, ktory umoz-

nuje chapat vztahy, argumentovat a rozhodovat sa.

\. J

V tejto kapitole sme ukazali, Zze vedecké poznavanie nie je pre skolski matematiku ,nieco
navyse", ale prirodzeny ramec, v ktorom sa rodi porozumenie: od problémovej situacie cez
pozorovanie, experimentovanie a formulovanie hypotéz az po argumentaciu a (primerany)
dokaz. Takto organizované vyucovanie vedie ziakov k tomu, aby matematiku nevnimali ako
subor pravidiel, ale ako spdsob myslenia, ktory sa da kultivovat a rozvijat.

Problémové vyucovanie a heuristické stratégie predstavuju praktické nastroje ucitela,
ako tento poznavaci proces cielene podporovat. Typické ucitelské otazky pritom nesluzia na
,prezradzanie” rieSenia, ale na usmernenie skimania, pomenovanie pouzitych stratégii a rozvoj
metakognicie (ucenie sa ucit). Osobitnu tlohu ma vizualizicia: experiment v GeoGebre alebo
in4 nazorna reprezentacia moze byt silnym zdrojom hypotézy, no didaktickou ulohou ucitela
zostava viest ziakov od empirického presvedcenia k matematickej istote.

Zaverecné dialogy naznadili, Ze otazka ,preco sa u¢it matematiku® sa v triede prirodzene
spaja s tymto obrazom matematiky ako poznavacieho procesu: matematika rozvija schopnost
pracovat s problémami, presne argumentovat a rozliSovat medzi domnienkou a zdévodnenym
tvrdenim. Na tieto vychodiska nadviazu dalsie kapitoly, v ktorych sa vedecké poznavanie
prejavi pri praci s modelmi, diagnostike porozumenia a pri vyuziti umelej inteligencie ako

nastroja na reflexiu ziackeho myslenia.
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4 Artificial Intelligence a matematika

Vychodiska kapitoly

V poslednych rokoch sa umela inteligencia (Al) stava ¢oraz vyznamnej$im nastrojom v oblasti
vzdelavania. Jej rozvoj neovplyvnuje len technické aspekty vyucby, ale zasadnym sposobom
meni aj to, ako chapeme proces ucenia, vyucovania a nadobudania poznatkov. Al dnes nevystu-
puje iba ako podporna technologia, ale ako systém schopny pracovat s jazykom, reprezentaciami
a argumentaciou, ¢o su oblasti kltic¢ové aj pre matematické vzdelavanie.

Matematika ako jeden z najviac Struktdrovanych a logicky usporiadanych predmetov
predstavuje prirodzené prostredie pre zmysluplné vyuzitie umelej inteligencie. Jej integracia

do vyucovania matematiky otvara nové moznosti najméa v oblastiach
1. personalizovaného ucenia,
2. automatizovanej spatnej vazby a hodnotenia,

3. interaktivnych vyucbovych nastrojov a adaptivnych systémov.

V oblasti personalizovaného ucenia dokaze Al reagovat na individualne potreby Ziakov
a Studentov. Na zaklade analyzy ich odpovedi, spésobu argumentacie alebo typickych chyb

moZe
« identifikovat slabé miesta v porozumeni matematickych pojmov,
« rozlisit medzi chybou vypoctu a chybnou predstavou,
« navrhnut dalohy alebo vysvetlenia zodpovedajtce aktualnej irovni porozumenia.

Takyto pristup je v stlade s didaktickym dérazom na porozumenie pojmov, ktory je v matema-

tike dolezitejsi nez samotné zvladnutie algoritmov.

V oblasti hodnotenia moze Al preberat cast rutinnych ¢innosti, ako je
« kontrola vysledkov,

+ generovanie variantov uloh,

 poskytovanie okamzitej spatnej vazby.
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Kontrola vysledkov s aktivnou pomocou Al ucitelovi pomaha sustredit sa na kvalitativne
aspekty vyucovania, predovsetkym na analyzu ziackeho myslenia, vedenie diskusie a podporu
argumentacie. Dolezité vsak je zdoraznit, Ze Al v tomto kontexte nema nahradzat pedagogické

rozhodovanie ucitela, ale sluzit ako podporny nastroj.

Osobitny vyznam méa vyuzitie Al ako interaktivneho didaktického partnera. V ta-

komto ponati Al
« nevystupuje ako autorita poskytujica spravne odpovede,
« ale vystupuje ako prostriedok na vyvolanie otazok, pochybnosti a diskusie.

Odpovede Al sa tak stavaji predmetom analyzy, porovnavania a kritického hodnotenia, ¢o je v

sulade s cielmi matematického vzdelavania.

Integracia umelej inteligencie do vyucovania matematiky vsak so sebou prinasa aj viaceré
vyzvy. Medzi najvyznamnejsie patria otazky didaktickej vhodnosti jej pouzitia, riziko povr-
chného osvojovania poznatkov a etické aspekty spojené s hodnotenim a zodpovednostou za
rozhodovanie. Preto je nevyhnutné, aby bolo vyuzivanie Al vo vzdelavani sprevadzané jasnym
didaktickym zdmerom a kritickou reflexiou zo strany ucitela.

V tomto kontexte sa otvara diskusia o tom, ako mdze umela inteligencia prispiet ku kultivacii
matematického myslenia, a zaroven o hraniciach jej vyuzitia v skolskom prostredi. Odpovede

na tieto otazky nie su technického, ale predovsetkym pedagogického charakteru.

( )

V tejto kapitole sa umela inteligencia nechape ako nastroj nahradzajici matematické
myslenie, ale ako prostriedok na jeho analyzu, rozvijanie a reflexiu.
Zakladnou myslienkou je, Ze odpovede Al nepredstavuju ciel vyucovania, ale vychodisko

pre didakticky dialog.

Z didaktického hladiska preto Al nechapeme ako nihradu ucitela ani Ziaka, ale ako didak-

tického sparingpartnera.

Al ako didakticky sparingpartner

Funkcia Al ktora umoznuje analyzovat rozne podoby matematického myslenia.
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Proces interakcie ziaka, ucitela a Al znazornuje diagram 4.1. Diagram znazornuje zakladny

didakticky cyklus prace s Al vo vyucovani matematiky.

« Ziak vstupuje do procesu so svojim riesenim, otdzkami, predstavami alebo chybami.
« Al poskytuje odpovede, vysvetlenia a mozné modely.

« Ucitel tieto odpovede didakticky interpretuje, kladie dopliiujice otazky a prepaja ich s

vhodnym matematickym modelom.

Cielom celého procesu nie je prevzatie odpovede Al, ale hlbsie porozumenie matematickému

pojmu alebo situacii.

Ziak W ( Al
riesenie ulohy %  generuje odpovede
predstavy, chyby J L modely, vysvetlenia
P . Y~ e
e BREN 4
Model 1 Utitel
reprezentacia ¢ riadi proces
(pojem, situacia) J L kladie otazky

Obr. 4.1: Didakticky model vyuzitia Al vo vyucovani matematiky

Plné sipky vyjadruja zakladny cyklus porozumenia. Prerusované sipky oznacuji doplnkové

vazby: Al moze navrhovat modely a ucitel méze priamo usmernovat Ziakovo uvazovanie.

4.1 Mikro-ukazky z triednej praxe

Nasledujtuce mikro-ukazky ilustruja situécie, v ktorych Al neslazi na rieSenie uloh, ale na
odhalovanie a analyzu ziackeho myslenia. Uvedené mikro-ukazky sa rozpracované do troch

urovni
1. odpoved Al ako algoritmicky vysvetlovatel,
2. odpoved Al ako vyznamovy vysvetlovatel,

3. porovnanie odpovedi s moznostou rozhodnut Ziaka, ktora je didakticky vhodnejsia.

Spolo¢nym znakom uvedenych situacii je, Ze odpoved Al nie je prijimana ako autoritativna,
ale stava sa predmetom diskusie, porovnavania a interpretacie. Rozhodovanie o tom, ¢o je

pedagogicky vhodné, zostava vzdy v kompetencii ucitela.
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Operacie so zlomkami

Mikro-ukazka 1a: Algoritmické vysvetlenie

Ziak vyriesi tlohu
2 1
3 4
a zapise spravny vysledok % no nedokaze vysvetlit vyznam jednotlivych krokov.
- _/

1. Ucitel poziada Al o vysvetlenie riesenia pre Ziaka 7. ro¢nika.
2. Mozna odpoved Al

« Pri scitavani zlomkov % a ;11 najprv najdeme spolo¢ného menovatela.

+ Spolo¢nym menovatelom ¢isel 3 a 4 je 12.

1 3
a zlomok Jha 5.

8

« Zlomok % rozirime na |5

& %3 .8 4, 3 _ 1
« Potom séitame citatele: 15 + 15 = 1o

3. Ucitel so ziakmi analyzuje odpoved Al a kladie otazky:

« Kde sa v tomto vysvetleni objavuje vyznam zlomku?

« Co znamena zlomok 3?

+ Preco prave menovatel 12? Je to pravidlo alebo dosledok vyznamu zlomku?
« Co vlastne s¢itavame? Je to praca s ¢astami celku alebo len so symbolmi?

+ Ako by sme to znazornili pomocou obrazka alebo modelu?

Odpoved Al je algoritmicky spravna, no pracuje so zlomkami ako so symbolmi. Nevysvet-
luje, ¢o zlomok znamena ako cast celku. To umoznuje ucitelovi otvorit diskusiu o rozdiele

medzi postupom a porozumenim.

Mikro-ukazka 1b: Vysvetlenie pomocou vyznamu

Ucitel poziada AL aby tu ista ulohu vysvetlila pomocou vyznamu zlomku ako casti celku.

1. Zadanie pre Al: ,Vysvetli s¢itanie zlomkov tak, aby bolo jasné, ¢o tieto zlomky zname-

naju.“
2. Mozna odpoved Al

. % znamena dve tretiny jedného celku.

. i znamena jednu stvrtinu toho istého celku.

34



« Aby sme ich mohli s¢itat, musime pracovat s rovnako velkymi castami.

Celok rozdelime na 12 ¢asti.

8 . 3
12 412
3 11

v “ . 8 3 _ 1
o Scitame Casti: 5 ti3=1

« Potom mame

3. Diskusia:

« V ¢om sa toto vysvetlenie lisi od predchadzajaceho?
« Preco je dolezité hovorit o ,tom istom celku®?

« Kedy ma menovatel vyznam?

Odpoved Al pracuje so zlomkami ako s reprezentaciami casti celku. Algoritmus je tu
dosledkom vyznamu, nie pravidlom bez kontextu. Takéto vysvetlenie podporuje pojmové

porozumenie.

Mikro-ukazka 1c: Porovnanie vysvetleni

Ucitel porovnava so ziakmi odpovede 1a, 1b od Al: algoritmicku a vyznamovo oriento-

vanu.

1. Ucitel predlozi obe odpovede vedla seba.
2. Uloha pre ziakov:
« Ktoré vysvetlenie je zrozumitelnejsie?

+ Ktoré pomaha pochopit zlomok?

+ Ktoré je vhodné len na vypocet?

3. Diskusia:
« MozZe byt spravny postup bez porozumenia?
« Staci vediet pravidlo?

« Ako suvisi model a vypocet?

Porovnanie dvoch odpovedi umoznuje ziakom uvedomit si, Ze matematické porozumenie
nespociva len v spravnom vysledku. Al tu neplni dlohu riesitela, ale nastroja na reflexiu

roznych podéb matematického myslenia.

35



Chyba ako informacia

Mikro-ukazka 2a: Formalna oprava chyby

Ziak tvrdi:

1. Ucitel poziada Al o vysvetlenie chyby.
2. Mozna odpoved AI:

. Ziak s¢ital ¢itatele aj menovatele.

« Menovatele sa nescitavaju.
3. Diskusia:

« Vysvetluje AI chybu alebo len opravuje postup?

« Co sa ziak dozvie o zlomkoch?

Al identifikuje formalnu chybu, no nepracuje s jej vyznamom. Oprava postupu sama o sebe

nevedie k porozumeniu.

Mikro-ukazka 2b: Interpretacia chyby

Ucitel poziada Al aby vysvetlila, ¢o si ziak pravdepodobne mysli o zlomkoch.

1. Zadanie pre Al: ,Vysvetli, aka predstavu o zlomkoch ma ziak, ktory napise % + % = %.

2. Mozna odpoved AI:

Ziak pravdepodobne chape zlomok ako dve nezavislé ¢isla.

1
3

Mysli si, Ze = znamena ,1 a 3%, ktoré mozno s¢itavat zvIast.

Nechéape zlomok ako jednu hodnotu, ktora vyjadruje cast celku.

« Preto scita Citatele aj menovatele, ako keby pracoval s dvojicami ¢isel.
3. Diskusia:

+ V ¢om spociva ziakova predstava?
« Preco vedie tato predstava k chybe?

« Ako by sme tuto predstavu mohli zmenit?
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Odpoved Al sa postuva od opravy k interpretacii. Chyba je chapana ako dosledok urcitej
predstavy, nie ako nahodné zlyhanie. To umoziuje ucitelovi pracovat s myslenim Ziaka,

nie len s vysledkom.

Mikro-ukazka 2c: Chyba ako diagnosticky nastroj

Ucitel porovnava so ziakmi dve odpovede Al: formalnu opravu a interpretaciu chyby.

1. Ucitel predlozi obe odpovede.
2. Uloha pre ziakov:

« Ktora odpoved lepsie vysvetluje chybu?
+ Ktora pomaha pochopit zlomok?

« Ktora vedie len k oprave vysledku?
3. Diskusia:

+ Je chyba nahodna alebo zmysluplna?
« Co sa mdzeme z chyby naucit?

« Ako suvisi chyba s porozumenim?

Mikro-ukazky 2a-2c ukazuju postupny prechod od formalnej opravy chyby k jej interpreta-
cii a didaktickému vyuzitiu. Chyba tu nevystupuje iba ako nespravny vysledok, ale ako mozny
zdroj informéacie o spdsobe ziakovho uvazovania.

Al moze ponuknut rézne interpretacie tej istej chyby. Tieto interpretacie vsak nemozno
automaticky povazovat za diagnézu ziackeho myslenia. Stavaju sa skor podnetom pre dalsie

otazky a rozhovor so ziakom.

Chyba ako informacia

Chyba nie je iba odchylkou od spravneho riesenia. Méze odrazat konkrétnu predstavu

ziaka a stat sa vychodiskom pre dalsiu didakticku pracu.

Uvedené mikro-ukazky ukazuju, ze odpovede Al mozno chapat ako Specificky typ repre-
zentacie matematického myslenia. Pri rieSeni uloh Al generuje r6zne podoby vysvetleni:
od algoritmickych postupov az po vyznamovo orientované interpretacie. Pri praci s chybou Al
umoziuje prechadzat od formalnej opravy k interpretacii ziackej predstavy a k jej didaktickému
vyuzitiu.

Z didaktického hladiska tak Al neposkytuje len odpovede, ale predovsetkym rozne re-

prezentacie toho istého problému, ktoré mozno porovnavat, analyzovat a interpretovat.
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Ulohou ugitela je tieto reprezentacie organizovat, viest ziakov k ich porovnavaniu a podporovat
prechod od formalneho postupu k pojmovému porozumeniu. Al sa tak nestava riesitelom tloh,

ale nastrojom na skumanie a rozvijanie matematického myslenia.
Uvedieme este jednu ukazku. Jej rozpracovanie do troch drovni prenechavame na Citatela.

Mikro-ukazka 3: Model ako reprezentacia

Ucitel poziada Al o vysvetlenie pojmu realne ¢islo.

1. Mozna odpoved Al:

« Realne ¢isla moézeme znazornit ako body na ¢iselnej osi.
« Kazdé ¢islo zodpoveda jednej polohe na priamke.

« Realne ¢isla mozno interpretovat aj ako vysledky merania (napr. dizky alebo teploty).
2. Uloha pre $tudentov:

 Aky model Al pouzila?
« Ide o jeden model alebo viac r6znych modelov?
« Co tieto modely vysvetluju?

« Ktory z modelov je genericky a ktory separovany?

4 N\

Al pontka viacero reprezentacii toho istého pojmu, no nerozlisuje medzi ich didaktickou
funkciou. Ich didakticka hodnota zavisi od interpretacie.
Ucitel rozhoduje, ¢i model podporuje porozumenie, alebo vedie k zjednoduseniu bez vy-

znamau.
\ J

Matematické poznanie sa v skolskom prostredi sprostredkiva prostrednictvom modelov.
Ziaci pracuju s ¢iselnou osou, obrazkami, situaciami z realneho Zivota, ktoré reprezentuji
abstraktné pojmy. Al dokaze tieto modely generovat, no ¢asto ich pouziva implicitne a bez

reflexie.

[ Didakticky problém nespociva v dostupnosti modelov, ale v ich interpretacii. ]

Vyuzitie Al tak prirodzene nadvézuje na pracu s modelmi: odpoved Al mozno chéapat ako
$pecificky typ reprezentacie, ktort je potrebné analyzovat. Ulohou ucitela je viest ziakov k

tomu, aby modely nielen pouzivali, ale aj rozumeli ich vyznamu a obmedzeniam.
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4.2 Moznosti vyuzitia Al v didaktike matematiky

Umelej inteligencii nemozno v si¢asnom vzdelavani rozumiet len ako dalsiemu digitalnemu
nastroju podobnému kalkulacke ¢i dynamickému softvéru. Jej potencial spociva predovsetkym
v praci s jazykom, reprezentaciami a argumentaciou, teda v oblastiach, ktoré su pre didaktiku
matematiky klacové.

Ulohou Al teda nie je poskytovat hotové odpovede, ale vytvarat priestor na analyzu,
porovnavanie a reflexiu. Tento pristup prirodzene nadvazuje na doraz na modely, porozumenie
pojmov a diagnostiku ziackeho myslenia, ktoré boli systematicky rozvijané v predchadzajicich

castiach. Z uvedeného vyplyva, ze Al mdze v didaktike matematiky plnit viacero funkcii:

+ generovanie uloh réznej naroc¢nosti,

« formulovanie alternativnych vysvetleni,

« simulacia ziackych chyb,

+ podpora reflexie matematickej argumentacie.

Pedagogicka hodnota Al nevznika automaticky. Zavisi od toho, ako je jej vyuzitie zaclenené
do vyucovania. Zakladnou myslienkou vyuzitia Al vo funkcii didaktického sparingpartnera je
dial6g. Odpoved Al

« nie je cielom,

« ale vychodiskom pre analyzu.

Rovnako ako model, ani odpoved Al nepredstavuje ,pravdu®, ale jednu z moznych repre-

zentacii, ktort je potrebné interpretovat.

4.2.1 Al vo vzdelavani a jazykové modely v matematike

Rozvoj umelej inteligencie v poslednych rokoch priniesol do vzdelavania nové typy nastrojov,
ktoré dokazu pracovat s prirodzenym jazykom, analyzovat odpovede pouzivatelov a generovat
nové reprezentacie matematickych uloh. Z pedagogického hladiska nejde len o technologicku
inovaciu, ale o zmenu sp6sobu, akym mozno organizovat proces ucenia a vyucovania.

Vo vzdelavani mozno ulohu umelej inteligencie chapat v niekolkych rovinach. Al moéze

vystupovat ako
« tutorialny systém, ktory poskytuje vysvetlenia a spatna vazbu,
« didakticky partner, ktory vstupuje do dialégu so ziakom alebo studentom,
« nastroj pre ucitela, ktory podporuje pripravu vyucby a tvorbu didaktickych materialov.
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Najma posledna z uvedenych rovin je v si¢asnosti pedagogicky velmi vyznamna. Jazykové
modely dokazu generovat matematické ulohy, navrhy vysvetleni alebo alternativne formulacie
pojmov, co moze ucitelovi pomdct pri priprave diferencovanych aktivit pre ziakov s r6znou
Uuroviou porozumenia.

Z didaktického hladiska vsak tieto nastroje nemozno chapat ako zdroj hotovych rieseni, ale
ako prostriedok na podporu reflexie a analyzy. Odpoved Al predstavuje jednu z moznych

reprezentacii matematického problému, ktoru je potrebné interpretovat a kriticky posudit.

Didakticky potencial jazykovych modelov

Jazykové modely umoznuju pracovat s matematikou spésobom, ktory spaja symbolické vyjad-
renie s prirodzenym jazykom. Prave tato vlastnost je pre didaktiku matematiky mimoriadne
dolezita, pretoze matematické porozumenie sa neprejavuje len v spravnom vysledku, ale aj v
schopnosti vysvetlit postup rieSenia a interpretovat jeho vyznam.

V pedagogickej praxi mozno jazykové modely vyuzivat najma v tychto oblastiach:

1. Generovanie matematickych uloh
Al moéze navrhovat varianty dloh rdznej naroc¢nosti, ¢im podporuje diferenciaciu vyuco-
vania. Ucitel modze rychlo pripravit viacero verzii rovnakého typu dlohy alebo vytvorit
slovné ulohy v roznych kontextoch.

2. Alternativne vysvetlenia pojmov

Al dokaze formulovat viacero sposobov vysvetlenia rovnakého matematického pojmu.
Ucitel tak moze porovnavat rozne formy vysvetlenia a diskutovat so zZiakmi o ich presnosti
a zrozumitelnosti.

3. Analyza ziackych rieseni

Zadanim typickej chyby do AI mozno simulovat diagnosticky rozhovor, ktory by inak
vyzadoval velké pedagogické skusenosti. Takyto postup moze pomoct ucitelovi pri

identifikovani miskoncepcii a chybnych predstav ziakov.

Potencialne prinosy vyuzitia Al

Pri vhodnom pedagogickom vyuziti méze Al priniest viacero pozitivnych efektov pre vyucova-

nie matematiky.

« Podpora diferenciacie Al umoznuje generovat ulohy réznej naro¢nosti a reagovat na

individualne potreby ziakov.

« Okamzita spatna viazba Digitalne systémy mozu ziakom poskytovat rychlu informéaciu

o spravnosti rieSenia a naznacit dalsie kroky:.

40



+ Podpora reflexie Odpovede Al sa mozu stat predmetom diskusie, porovnavania a

kritickej analyzy.

+ Efektivnejsia priprava uéitela Automatizicia niektorych rutinnych ¢innosti méze

uvolnit ¢as pre pedagogicku pracu s triedou.

Tieto prinosy vsak nevznikaju automaticky. Ich realizacia zavisi od didaktického kontextu,

v ktorom je Al pouzivana.

Rizika a obmedzenia vyuzivania Al

Popri uvedenych prinosoch je potrebné zohladnit aj obmedzenia umelej inteligencie v matema-
tickom vzdelavani.

Jednym z najvyznamnejsich problémov je skutocnost, ze jazykové modely pracuju na prin-
cipe pravdepodobnostného generovania textu. Ich odpovede moézu byt formalne presvedcivé,

ale obsahovo nepresné alebo didakticky nevhodné.

Jednym z najvacsich rizik je skutocnost, Ze ziaci zacna Al pouzivat ako nahradu vlastného

premyslania.

Takéto vyuzitie moze viest k povrchnému osvojovaniu matematickych postupov bez hlb-
sieho porozumenia pojmov. Z pedagogického hladiska preto plati zasada, ze Al by mala byt
vyuzivana predovsetkym ako podnet na diskusiu a analyzu, nie ako autoritativny zdroj
rieSeni.

4.2.2 Al ako didakticky sparingpartner

V kontexte tejto publikacie chapeme Al predovsetkym ako didaktického sparingpartnera.
Odpoved umelej inteligencie nie je cielom vyucovania, ale vychodiskom pre dalsiu pracu
so ziakmi alebo studentmi ucitelstva matematiky. Takyto pristup je v stlade s koncepciou

matematického vzdelavania zalozeného na
« diagnostike ziackeho myslenia,
+ praci s modelmi,
« argumentacii a diskusii o matematickych pojmoch.

Spravne vyuzita Al tak moze podporit reflexiu matematickych reprezentacii a prehibit
porozumenie pojmov. Rozhodujuce pedagogické rozhodnutia vsak vzdy zostavaju v rukach

ucitela. Al by v procese vyucovania matematiky nemala:

» nahradzat riesenie tloh za Ziaka,
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« poskytovat hotové rieSenia bez vysvetlenia,
« obchadzat proces porozumenia prostrednictvom mechanického kopirovania odpovedi.

Zakladnou myslienkou vyuzitia Al v didaktike matematiky je dialog. Rovnako ako pri praci
s modelmi, ani odpoved Al nepredstavuje ,pravdu, ale jednu z moznych reprezentacii, ktora

je potrebné interpretovat a kriticky posudit.

Metodicka poznamka

Z didaktického hladiska je Al osobitne prinosna vtedy, ked jej odpoved vyvola dalsiu
otazku, pochybnost alebo diskusiu. Pri formulovani zadania preto treba premyslat nielen

o ocakavanej odpovedi Al ale aj o tom, aku naslednu aktivitu Zziaka ma tato odpoved

podporit.

4.3 Prompt ako nastroj didaktického navrhovania

Ak ma Al vo vyucovani matematiky vystupovat ako didakticky sparingpartner, nestaci ziakovi
alebo $tudentovi iba spristupnit jazykovy model. Sposob, akym model reaguje, vo velkej miere
zavisi od toho, aké zadanie dostane. Rovnaka matematicka uloha preto méze viest k velmi
odlisnej komunikacii.

Jednoducha poziadavka
,Vyries tato ulohu.”
spravidla smeruje k hotovému rieseniu. Ak vsak model dostane pokyn
,Pomd7 mi tlohe porozumiet. Pytaj sa ma postupne a celé riesenie mi zatial neprezrad.”

meni sa charakter celej interakcie. Matematicky obsah zostava rovnaky, ale meni sa spdsob,
akym s nim ziak pracuje. Pozornost sa moze presunut od ziskania vysledku k analyze zadania,
hladaniu vztahov a postupnému vytvaraniu riesenia.

Textové zadanie, ktorym pouzivatel usmerniuje komunikaciu s jazykovym modelom, ozna-
cujeme ako prompt. V beznom pouzivani mdze ist o jednoduchu otazku alebo prikaz. Z
didaktického hladiska vsak prompt mdze mat $irsiu funkciu. Uéitel nim moze urcit nielen to,
¢o ma Al robit, ale aj ako ma so zZiakom komunikovat.

Moze napriklad pozadovat, aby Al
« neprezradila rieSenie predcasne,
« kladla ziakovi postupné otazky,
« poskytovala iba malé napovede,
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« reagovala na chybu otazkou alebo vysvetlenim,
« prisposobila jazyk veku a vedomostiam ziaka,
« viedla ziaka ku kontrole vysledku a k vysvetleniu vlastného postupu.

Prompt sa tak stava sucastou didaktického navrhu ucebnej situacie. Ucitel pri jeho tvorbe
premysla podobne ako pri priprave ulohy, pracovného listu alebo aktivity v dynamickom
matematickom prostredi. Rozhoduje, aky je ciel ¢innosti, aky priestor ma zostat ziakovi na

samostatné uvazovanie, kedy ma prist napoveda a ¢o ma byt predmetom zaverecnej reflexie.

s ~

Prompt nie je iba technickou instrukciou pre Al V didaktickom prostredi moze byt nastro-
jom na vytvaranie a regulovanie ucebnej situacie.
Jeho kvalitu preto nemozno posudzovat iba podla toho, ¢i Al poskytne spravnu odpoved.

Dolezitejsie je, aky sposob matematického uvazovania prompt podporuje.

\. J

V tomto zmysle mozno prompt chapat aj ako novy typ didaktického materialu. Na rozdiel
od pracovného listu alebo pripraveného vysvetlenia vsak nevytvara vopred urcent postupnost
krokov. Vytvara skor ramec pre dialog, ktory sa dalej rozvija podla odpovedi ziaka.

To zaroven znamena, Ze ani dobre pripraveny prompt nezarucuje vzdy rovnaku reakciu Al.
Jazykovy model méZe niekedy pontuknut prili§ velka napovedu, zvolit nevhodnu formulaciu
alebo prejst k rieseniu skor, nez by bolo z didaktického hladiska vhodné. Prompt preto treba
vnimat ako nastroj, ktory je potrebné skusat, upravovat a hodnotit podla toho, ako funguje v

konkrétnej ucebnej situacii.

Metodicka poznamka

Pri tvorbe didaktického promptu si mozno polozit jednoduchu otazku:
Co ma pocas rozhovoru s Al robit Ziak?

Ak prompt vedie predovsetkym k tomu, Ze Al vysvetluje, pocita a rozhoduje namiesto
ziaka, jeho didakticka hodnota je obmedzena. Ak vytvara priestor na otazky, vlastné
navrhy, chyby, argumentaciu a kontrolu vysledku, moze podporovat aktivnejsie mate-

matické myslenie.

4.3.1 Trirezimy prace s Al asistentom

Sposob formulacie promptu dzko suvisi s tym, aka tlohu ma Al v ucebnej situacii plnit. V
praxi mozno rozlisit tri zdkladné rezimy prace: vysvetlenie, sprevadzanie pri rieseni a
spatnu vazbu k vlastnému rieseniu. Nejde pritom o navzajom oddelené moznosti. V jednom

rozhovore sa mdzu postupne striedat podla toho, ¢o ziak v danej chvili potrebuje.
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Al ako nastroj vysvetlenia

V prvom rezime ziak alebo ucitel vyuziva Al na objasnenie matematického pojmu, vztahu

alebo postupu. Najjednoduchsia poziadavka mdze mat podobu:
,Vysvetli mi, ako sa s¢itavaja zlomky.*

Takto formulovany prompt vsak ponechava modelu velka volnost. Al méze ponuknut
spravny algoritmus, ale nemusi vysvetlit jeho vyznam. S tymto rozdielom sme sa stretli uz v
mikro-ukazkach pri s¢itavani zlomkov.

Didakticky presnejsi prompt moze preto zniet napriklad:

,Vysvetli ziakovi 7. ro¢nika, preco pri s¢itavani zlomkov potrebujeme pracovat s rovnakymi
castami celku. Pouzi jednoduchy priklad a nevychadzaj iba z pravidla o spolo¢nom

menovateli.

V tomto pripade prompt neurcuje iba matematicky obsah. Urcuje aj vek Ziaka, pozadovanu

uroven vysvetlenia a déraz na vyznam matematického pojmu.

Pri vysvetlovani pomocou Al nie je dolezité iba to, ¢i je vysvetlenie spravne. Ucitel by mal
sledovat aj to, aka reprezentaciu matematického pojmu model pouziva a ¢i tato reprezenta-

cia podporuje porozumenie.

Al ako sprievodca pri rieSeni

Druhy rezim meni postavenie Al vyraznejsie. Model uz nema tlohu vysvetlit celé riesenie, ale
sprevadzat ziaka pri jeho hladani. Namiesto odpovede pontka otazku, mensiu napovedu alebo
podnet na dalsi krok.

Prompt moze obsahovat napriklad pokyn:

sNevyrie$ ulohu za ziaka. Ved ho kratkymi otazkami. Poloz vzdy iba jednu otazku a dalsiu
poloz az po jeho odpovedi. Ak sa pomyli, neprezrad spravny postup, ale pomdz mu chybu
najst.”

Takato komunikacia sa viac priblizuje prirodzenému didaktickému dialégu. Ziak zostava
aktivnym rieSitelom a Al vytvara podnety, ktoré mu mézu pomoct pokracovat.

Z didaktického hladiska je tento rezim osobitne zaujimavy pri slovnych tlohach a mate-
matickom modelovani. Al sa moze pytat, ¢o je v ilohe dané, ¢o treba zistit, ktoré veli¢iny
spolu suvisia alebo ¢i ziskany vysledok zodpoveda pdvodnej situacii. Nemusi teda vytvorit
matematicky model namiesto Ziaka, ale mo6ze ho viest k tomu, aby model postupne vytvoril

sam.
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4 )

Rozhodujuca otazka v tomto rezime neznie:
Ako ma Al vyriesit ulohu?
ale:

Akt otazku ma Al polozZit, aby mohol v rieseni pokracovat Ziak?

Al ako nastroj spitnej vazby

V tretom rezime uz ziak prichadza s vlastnym rieSenim, vysvetlenim alebo argumentom. Ulohou
Al nie je vytvorit nové rieSenie, ale reagovat na to, ¢o ziak urobil.

Aj tu zalezi na formulacii promptu. Pokyn
LSkontroluj moje riesenie.

moze viest iba k oznaceniu spravnych a nespravnych krokov. Didakticky zaujimavejsia

poziadavka modze mat podobu:

LPrecitaj moje riesenie. Neopravuj ho hned. Najskor ozna¢ miesto, ktoré by som mal este raz

premysliet, a poloz mi otazku, ktora mi pomoze zistit, ¢i je moj postup spravny.“

Chyba sa v takomto rozhovore nestava iba miestom, ktoré treba opravit. Méze byt informa-
ciou o tom, ako ziak matematickému pojmu rozumie. Tento sposob prace prirodzene nadvazuje
na mikro-ukazky, v ktorych sme rozlisovali medzi formalnou opravou chyby, jej interpretaciou

a diagnostikou ziackeho myslenia.

Spatna vazba ma didaktickt hodnotu vtedy, ked Ziakovi neoznami iba to, Ze sa pomylil, ale

poméha mu porozumiet, preco jeho Gvaha viedla k chybe a ako ju méze sam prehodnotit.

Uvedené tri rezimy sa lisia mierou aktivity, ktort ponechéavaju ziakovi. Pri vysvetleni je
aktivita vo vacsej miere na strane Al Pri sprevadzani sa presuva k ziakovi a Al predovsetkym
reguluje dalsi krok. Pri spéatnej vazbe vychadza komunikacia priamo zo ziakovho vlastného
rieSenia.

Nejde preto iba o tri technické spdsoby pouzivania jazykového modelu. Kazdy z nich vytvara

inu didakticku situéciu a vyzaduje inak formulovany prompt.

Tri rezZimy prace s Al asistentom

Al moéze vo vyucovani matematiky vysvetlovat, sprevadzat pri rieseni alebo poskyto-
vat spatnu viazbu. Didakticka hodnota kazdého rezimu zavisi od toho, kolko priestoru

ponechava ziakovi na vlastné matematické uvazovanie.

45



4.3.2 Prompt ,Tator v matematike”

Predchadzajuce uvahy ukazuju, Ze spdsob komunikacie Al so ziakom mozno do urcitej miery
usmernovat vhodne pripravenym promptom. Otazkou vsak zostava, ako takyto prompt navr-
hnut, aby neostal iba suborom technickych pokynov, ale vyjadroval urcity didakticky zamer.

Ako konkrétny priklad uvedieme prompt ,Tutor v matematike®, ktory bol vytvoreny pre
komunikaciu so ziakom zakladnej skoly. Jeho cielom nie je vyriesit matematickd alohu ¢o
najrychlejsie, ale viest ziaka podobnym sposobom, ako by ho pri rieseni viedol ucitel: najskor
porozumiet zadaniu, potom hladat vztahy, navrhnut postup, riesit po jednotlivych krokoch a
napokon vysledok skontrolovat.

Zakladny didakticky zamer mozno vyjadrit jednoducho:
Al nema riesit namiesto Ziaka, ale pomahat Ziakovi, aby riesil sam.

Aby sa tento zamer premietol aj do komunikacie modelu, prompt obsahuje niekolko vza-

jomne prepojenych vrstiev.

1. Rola AI
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Model ma vystupovat ako trpezlivy sprievodca. Ma pouzivat jazyk primerany ziakovi,
reagovat prirodzene a vytvarat priestor na jeho vlastné odpovede.

2. Ciel rozhovoru
Cielom nie je iba spravny vysledok. Dolezité je, aby ziak rozumel zadaniu, vedel vysvetlit
zvoleny postup a na zaver posudil, ¢i jeho vysledok dava zmysel.

3. Miera poskytovanej pomoci
Al nema predcasne zobrazit celé riesenie. Pomoc ma poskytovat postupne, najskor
otazkou a az potom, ak je to potrebné, mensou napovedou.

4. Praca s chybou

Nespravna odpoved ziaka nema automaticky viest k zobrazeniu spravneho riesenia. Al
sa ma najskor pokusit otazkou odhalit, z akej predstavy alebo z ktorého kroku chyba

vznikla.

5. Kontrola a reflexia

Rozhovor sa neméa skonéit ziskanim vysledku. Ziak ma byt vedeny ku kontrole riesenia

[33

a k stru¢nému vysvetleniu toho, ako postupoval.

Takto pripraveny prompt neurcuje presny obsah kazdej odpovede Al Vytvara skor ra-
mec, v ktorom sa ma rozhovor pohybovat. Konkrétna cesta rieSenia potom zavisi od ulohy a

predovsetkym od odpovedi ziaka.
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Didakticky prompt neurcuje iba to, ¢o ma Al povedat. Urcuje najma to, kedy ma hovorit,
kedy sa ma pytat a kedy ma ponechat priestor Ziakovi.
Prave miera poskytovanej pomoci rozhoduje o tom, ¢i Al zostane riesitefom ulohy, alebo

sa stane sprievodcom pri jej rieSeni.

Od zadania k reflexii

Komunikéaciu pri pouZiti promptu ,Tutor v matematike“ mozno schematicky rozdelit do
niekolkych faz:

porozumenie zadaniu —> hladanie vztahov — navrh postupu — riesenie —

kontrola a reflexia.

Jednotlivé fazy nemozno chapat ako pevny algoritmus. Ziak sa mdze pocas riesenia vratit
k zadaniu, zmenit navrhnuty postup alebo opravit svoju péovodnu predstavu. Schéma skor
vyjadruje didakticku logiku rozhovoru.

V prvej faze Al neponuka vypocet, ale zistuje, ¢i ziak ulohe rozumie. M6ze sa napriklad
pytat:

+ Co je v tilohe dané?

« Co mame zistit?

« Ktoré udaje budeme potrebovat?

V dalsej faze sa pozornost prestva k matematickym vztahom:

+ Ktoré veli¢iny spolu suvisia?

« Co sa stane s jednou veli¢inou, ak sa zmeni druh4?

+ Poznas podobnu ulohu?

A7 potom prichadza navrh postupu a samotny vypocet. Ani tu v§ak Al nemusi vykonat
jednotlivé kroky namiesto ziaka. Moze sa pytat, aky krok by urobil ako prvy, preco ho zvolil a
¢o z neho vyplyva.

Posledna faza vracia pozornost od vypoctu k vyznamu vysledku:

Zodpoveda vysledok povodnému zadaniu?

Je jeho velkost rozumna?

Vedel by si vysvetlit, preco sme postupovali prave takto?

Da sa vysledok overit inym sp6sobom?
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Metodicka poznamka

Uvedena postupnost pripomina prirodzené fazy rieSenia matematického problému. Roz-
diel spociva v tom, ze Al moéze ziaka jednotlivymi fazami sprevadzat prostrednictvom
dialogu.

Didakticka hodnota takéhoto rozhovoru vsak zavisi od toho, ¢i otazky Al skutoc¢ne
podporuju ziakovo uvazovanie, alebo iba rozdeluju hotové riesenie na sériu malych

krokov.

Pilotné overovanie promptu

Prompt , Tator v matematike“ bol pilotne overovany v prostredi seminarov z didaktiky mate-
matiky so Studentmi ucitelstva matematiky. Neslo o experimentalne overovanie jeho u¢innosti,
ale o kvalitativne sledovanie toho, ako sa pri jeho pouziti meni charakter komunikacie medzi
pouzivatelom a AL

Pri analyze sme si nevsimali iba spravnost matematickych odpovedi. Sledovali sme najma,

« ¢i Al neprezradza rieSenie predcasne,

« ¢i kladie otazky smerujice k porozumeniu zadaniu,

« (i pracuje s malymi napovedami a postupnymi krokmi,

« Cireaguje na chybu ako na informaciu o ziackom mysleni,
« Ci pouziva jazyk primerany ziakovi,

« ¢i vedie ku kontrole vysledku a k vysvetleniu postupu.

Pri pilotnom pouzivani sa ukazalo, ze takto formulovany prompt spravidla obmedzuje
tendenciu modelu okamzite predlozit celé rieSenie. Al CastejSie zac¢ina otazkami zameranymi
na porozumenie zadaniu a dalsi postup prispdsobuje odpovediam pouzivatela.

Zaujimava bola aj praca s chybou. Namiesto okamzitej opravy sa Al castejsie pokusala
upozornit na problematické miesto otazkou alebo mensou napovedou. Chyba sa tak mohla stat
sucastou dalsieho rozhovoru, ¢o zodpoveda spdsobu prace s chybou uvedenému v predchadza-
jucich mikro-ukazkach tejto kapitoly.

Ukéazalo sa vsak aj to, Ze spravanie modelu nie je uplne stabilné. V niektorych situaciach
poskytla AI va¢siu napovedu, nez bolo potrebné, inokedy presla k rieseniu prilis skoro alebo

pouzila formulaciu, ktora nebola primerana predpokladanej urovni ziaka.

Dobre pripraveny prompt moze ovplyvnit charakter komunikacie s Al, nemdze vsak zarucit
jej didaktickd spravnost.

Aj pri praci s didakticky nastavenym Al asistentom zostava ucitel tym, kto posudzuje
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t matematicku spravnost, primeranost napovede a zmysel celej ucebnej situacie. J

Pilotné overovanie zaroven ukazuje eSte jednu moznost vyuzitia promptov v priprave
budtcich uéitelov. Student ugitelstva nemusi hodnotit iba odpoved Al Moze skiimat aj samotny
prompt: menit jeho jednotlivé pokyny, porovnavat vysledné rozhovory a sledovat, ako zmena
formulacie ovplyviiuje mieru aktivity ziaka.

Tvorba promptu sa tak méZe stat osobitnou didaktickou tlohou. Student pri nej nepremysla
iba o umelej inteligencii. Premysla predovsetkym o tom, aku otazku polozit ziakovi, kedy mu

pomdct a kolko pomoci mu poskytnut.

4.4 Navrhy scenarov prace so studentmi (VS)

Nasledujuce scenare su urcené predovsetkym pre pracu so Studentmi ucitelstva matematiky:.
Ich cielom nie je precvicovat technické pouzivanie Al ale vytvarat situacie, v ktorych stu-
dent premysla o matematickom obsahu, ziackom porozumeni a o didaktickej primeranosti
poskytovanej pomoci.

V jednotlivych scenaroch preto pracujeme s Al rdznym sposobom: ako so zdrojom vysvetle-
nia, nastrojom na interpretaciu ziackej chyby, generatorom matematickych modelov a napokon
ako s asistentom, ktorého spésob komunikacie mozno usmernovat didakticky formulovanym
promptom.

Spoloénym prvkom vsetkych scenarov je zaverecna reflexia. Student neposudzuje iba to, ¢i
Al odpovedala matematicky spravne, ale aj to, aky typ porozumenia jej odpoved podporuje a aki

aktivitu ponechava Ziakovi.

Scenar 1: Diagnostika porozumenia pojmu

Ciel: Rozlisit medzi spravnym matematickym postupom a pojmovym porozumenim.

Postup:

1. Student vyberie matematicky pojem alebo tlohu, pri ktorej mozno dobre rozlisit algorit-
micky postup od porozumenia vyznamu. Moze ist napriklad o s¢itanie zlomkov, dpravu

algebraického vyrazu alebo riesenie jednoduchej rovnice.

2. Poziada Al o vysvetlenie zvoleného postupu pre Ziaka prislusného ro¢nika, napriklad:
,Vysvetli ziakovi 7. ro¢nika, ako sa s¢itavaju zlomky.“
3. Nasledne prompt spresni tak, aby vysvetlenie nebolo zaloZené iba na algoritme:

,Vysvetli ziakovi 7. ro¢nika, preco pri s¢itavani zlomkov potrebujeme pracovat s

rovnakymi ¢astami celku. Nepouzi iba pravidlo o spolo¢nom menovateli.“
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4. Student obe odpovede porovna. Sleduje najma,

« aké matematické pojmy Al pouziva,
« (i iba opisuje postup, alebo vysvetluje aj jeho vyznam,
« aké reprezentacie matematického pojmu vyuziva,

« ktoré miesta vysvetlenia by mohli viest k nespravnej predstave ziaka.
Otazky na reflexiu:
« Je matematicky spravne vysvetlenie automaticky aj didakticky vhodné?

« V ¢om sa lisi vysvetlenie algoritmu od vysvetlenia vyznamu?

Ktora odpoved vytvara lepsie podmienky na pojmové porozumenie?

Co by bolo potrebné vo vysvetleni Al zmenit alebo doplnit?

Didakticky prinos:

N

Student sa uéi posudzovat vysvetlenie nielen podla spravnosti vysledku a postupu, ale aj
podla toho, aky vyznam matematického pojmu sprostredkuva.
Porovnavanie odpovedi Al tak vytvara priestor na rozliSovanie medzi zvladnutim algoritmu

a pojmovym porozumenim.

Scenar 2: Analyza ziackej chyby

Ciel: Rozvijat schopnost interpretovat chybu ako informaciu o matematickom mysleni

ziaka.

Postup:

1. Student vyberie typické chybné Ziacke riesenie. MdZe napriklad pracovat s tvrdenim

1,1 _2
3T3 76
2. Najskor poziada Al:
,Najdi a oprav chybu v tomto rieseni.”

3. Potom zmeni zadanie:

,Neopravuj chybu hned. Pokus sa vysvetlit, aka predstava o zlomkoch mohla Ziaka viest

k tomuto rieseniu.

4. V trefom kroku poziada Al, aby navrhla dve alebo tri otazky, ktorymi by ucitel mohol

ziaka viest k tomu, aby svoju chybu odhalil sam.
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5. Student porovna vsetky tri reakcie Al a sleduje prechod
oprava — interpretacia —> diagnostika.

Otazky na reflexiu:

« Ktora odpoved iba pomenovala nespravny krok?

« Ktora sa pokusila vysvetlit Ziakovu predstavu?

+ Je interpretacia chyby navrhnuta Al jedinym moznym vysvetlenim?

« Ktoré otazky Al by mohli ziakovi skutocne pomoct a ktoré uz prilis§ naznacuja spravne
rieSenie?

+ Ako by ucitel overil, ¢i jeho interpretacia ziakovej chyby bola spravna?

Didakticky prinos:

- N
Student sa u¢i vnimat chybu nielen ako odchylku od spravneho rieSenia, ale ako mozny
prejav urditej ziackej predstavy.

Al mdze navrhnut mozné interpretacie chyby, nemdze vsak spolahlivo urcit, ¢o si konkrétny
ziak skutocne mysli. Jej odpoved je preto vychodiskom pre diagnosticky rozhovor, nie jeho

nahradou.

Scenar 3: Al a modely matematickych pojmov

Ciel: Rozvijat schopnost posudzovat matematické modely a reprezentacie z didaktického

hladiska.

Postup:

1. Student vyberie matematicky pojem, ktory moZno reprezentovaf viacerymi spdsobmi,

napriklad zaporné c¢islo, zlomok alebo reéalne ¢islo.

2. Poziada Al
,Navrhni model, pomocou ktorého by si tento pojem vysvetlil Ziakovi.“

3. Nasledne poziada Al o dalsie dve odlisné reprezentacie toho istého pojmu.
4. Student jednotlivé navrhy analyzuje. Pri kazdom modeli si v§ima,

« ¢o model reprezentuje,

« ktoré vlastnosti matematického pojmu zvyraziuje,
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« ktoré vlastnosti naopak zostavaju skryté,
« pre aku uroven ziakov moze byt model vhodny,

« ¢i moze pri jeho pouziti vzniknut neziaduca predstava.

5. Ak to povaha zvolenych modelov umoznuje, student posudi, ¢i ide o model genericky

alebo separovany, a svoje rozhodnutie zdévodni.

6. Na zaver vyberie model, ktory povazuje pre zvolenu ucebnu situaciu za najvhodnejsi, a

navrhne otazku alebo aktivitu, pomocou ktorej by s nim pracoval so ziakmi.

Otazky na reflexiu:

« Existuje pre dany matematicky pojem jeden ,najlepsi® model?

Co jednotlivé modely umozniuju ziakovi vidief a ¢o naopak zakryvaji?

Rozlisuje Al medzi matematickou spravnostou modelu a jeho didaktickou vhodnostou?

+ Ako sa mdze menit vhodnost modelu podla veku a predchadzajacich vedomosti ziaka?

Kedy je vhodné prejst od jedného modelu k inému?

Didakticky prinos:

N\

Student sa u¢i modely generované Al nepreberat automaticky, ale posudzovat ich vzhladom
na konkrétny matematicky pojem a ucebnu situaciu.
Al'moze rozsirit sibor dostupnych reprezentacii. Rozhodnutie o tom, ktory model podporuje

porozumenie a kedy ho pouzit, vsak zostava didaktickou ulohou ucitela.

Scenar 4: Tvorba a overovanie didaktického promptu

Ciel: Uvedomit si, ako formulacia promptu ovplyviiuje charakter komunikacie medzi

ziakom a AL

Postup:
1. Student vyberie matematickd ulohu primerant ziakovi zakladnej alebo strednej skoly.

2. Najskor zada Al jednoduchy pokyn:
,Vyries tato tlohu a vysvetli postup.

3. Nasledne vytvori druhy prompt, v ktorom Al poZziada, aby tlohu nevyriesila, ale viedla

ziaka postupnymi otazkami. Prompt by mal urcit aspon:
« komu je vysvetlenie urcené,
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« aku ulohu méa Al v rozhovore,
« aku mieru napovede mdze poskytovat,
« ako ma reagovat na chybu,

« ako ma viest ziaka ku kontrole vysledku.

4. Student porovna komunikaciu vytvorenti oboma promptmi a sleduje najma:

kto vykonava podstatné matematické kroky,

kolko priestoru zostava na uvazovanie ziaka,

aky typ otazok Al pouziva,

kedy poskytuje napovedu,

« ako reaguje na nespravnu odpoved.

5. Na zaklade pozorovania student svoj didakticky prompt upravi a overi ho este raz.

Otazky na reflexiu:

Ktora formulacia promptu viedla k vacsej aktivite ziaka?

Ktoré pokyny mali na spravanie Al najvacsi vplyv?

Poskytla Al niekedy vacsiu pomoc, nez prompt pozadoval?
« Da sa prompt upravit tak, aby viac podporoval porozumenie?
« Co ani dobre pripraveny prompt nedokaze zabezpecit?

Didakticky prinos:

4 )
Student sa pri tvorbe promptu uéi premyslat o miere poskytovanej pomoci, o poradi otazok
a o priestore, ktory zostava ziakovi na vlastné uvazovanie.
Overovanie promptu preto nie je iba skisanim moznosti AL Je zaroven reflexiou vlastného

didaktického rozhodovania.

4.4.1 Urovne prace s Al v didaktike matematiky

Predchadzajuce mikro-ukazky a scenare ukazuju, ze samotna pritomnost Al eSte neurcuje
didaktickt hodnotu ucebnej situacie. Rozhodujuce je, akym spésobom s jej odpovedou dalej
pracuje ziak, student alebo ucitel.

Diagram ,Didakticky model vyuzitia Al vo vyu¢ovani matematiky“ na obrazku 4.1 zachy-
tava zakladné vztahy medzi ziakom, Al, ucitelom a matematickym modelom. Tieto vztahy vsak
mozu mat roznu didaktickd hibku. Al moéze zostat zdrojom hotovej odpovede, ale moze sa stat

aj podnetom na interpretaciu, porovnavanie, diagnostiku alebo reflexiu vlastného uvazovania.
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V predchadzajucich ¢astiach sme tento rozdiel sledovali v Styroch oblastiach: pri praci s
rieSenim, chybou, matematickym modelom a promptom. V kazdej z nich mozno rozlisit tri

urovne prace.

Oblast Uroven 1 Uroven 2 Uroven 3
RieSenie algoritmus vyznam porovnanie
Chyba oprava interpretacia diagnostika
Model navrh analyza porovnanie
modelov
Prompt prikaz usmernenie didakticky navrh

Tabulka 4.1: Urovne prace s Al v didaktike matematiky

Na prvej urovni Al predovsetkym poskytuje urcity vystup. Pontkne algoritmus, opravi
chybu, navrhne model alebo reaguje na jednoduchy prikaz. Takéto vyuzitie moze byt praktické,
ale aktivita pouzivatela zostava obmedzena najma na prijatie alebo kontrolu odpovede.

Na druhej Grovni sa pozornost prestiva od samotného vystupu k jeho vyznamu. Pri rieSeni
nas zaujima vyznam pouzitého postupu, pri chybe predstava, ktora k nej mohla viest, pri
modeli jeho moZnosti a obmedzenia a pri prompte spdsob, akym formulacia zadania usmernuje
komunikaciu AL

Na tretej urovni sa odpoved Al stava predmetom vedomej didaktickej prace. Ziak alebo
Student porovnava rézne rieSenia a reprezentacie, ucitel vyuziva chybu na diagnostiku myslenia,
modely sa posudzuji vzhladom na konkrétnu ucebnu situaciu a prompt sa navrhuje a overuje

podla toho, aky priestor vytvara pre aktivitu ziaka.

s 2

Vyssia Groven prace s Al neznamena zlozitejsiu technologiu. Znamena predovsetkym hlbsiu
didakticku pracu s jej vystupom.
Rozdiel medzi jednotlivymi droviiami preto nespociva v tom, co Al dokaze, ale v tom, ¢o s

Jjej odpovedou robi ziak, student alebo ucitel.

\. J

Uvedené trovne netreba chapat ako pevnu postupnost, ktorou musi prejst kazda u¢ebna
situacia. Aj jednoducha odpoved Al moze byt uzitocna, ak zodpoveda cielu vyucovania. Roz-
lisenie tirovni ma skor pomoct ucitelovi uvedomit si, aky typ ¢innosti od ziaka ocakava a ¢i
vyuzitie Al podporuje matematické porozumenie alebo iba ulahcuje ziskanie vysledku.

Z tohto pohladu sa meni aj vyznam promptu. Na prvej irovni je prompt najma prikazom na
vykonanie urditej ¢innosti. Na druhej Grovni usmernuje sposob vysvetlenia alebo komunikacie.
Na tretej urovni sa stava sucastou didaktického navrhu: ucitel alebo student ho cielene vytvara,

overuje a upravuje podla toho, ako ovplyviuje matematicku aktivitu ziaka.
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Od odpovede k didaktickému dialogu

Didakticka hodnota Al rastie vtedy, ked sa jej vystup prestava iba preberat a stava sa

predmetom otazok, porovnavania, interpretacie a reflexie.

Zaver

Vyuzitie umelej inteligencie vo vyucovani matematiky nemozno posudzovat iba podla toho,
ako rychlo a presne dokaze vyriesit alohu. Z didaktického hladiska je podstatnejsie, ¢o sa pri
praci s Al deje s matematickym myslenim ziaka: ¢i zostava aktivnym riesitelom, ¢i rozumie
pouzitym pojmom a vztahom, ¢i dokaze pracovat s vlastnou chybou a ¢i vie ziskany vysledok
interpretovat.

V tejto kapitole sme preto Al nechapali ako nahradu ucitela ani ako zdroj hotovych rie-
Seni. Pracovali sme s niou ako s didaktickym sparingpartnerom, ktorého odpovede mozno
analyzovat, porovnavat a kriticky hodnotit. Na mikro-ukazkach sme sledovali rozdiel medzi
algoritmickym a vyznamovym vysvetlenim, medzi opravou chyby a jej interpretaciou i medzi
jednoduchym pouzitim modelu a jeho didaktickou analyzou.

Doélezita ulohu pritom zohrava spdsob, akym komunikaciu s Al nastavime. Prompt nie je
iba technickym prikazom. M6ze urcovat rolu Al, mieru poskytovanej pomoci, sposob prace
s chybou aj priestor, ktory zostava ziakovi na vlastné uvazovanie. V tomto zmysle sa stava
sucastou didaktického navrhu ucebnej situacie.

Priklad promptu ,Tutor v matematike ukazal jednu z moznosti, ako mozno Al posunut od
poskytovania hotovych odpovedi k sprevadzaniu ziaka pri rieSeni. Ani dobre pripraveny prompt
v$ak nezarucuje didakticky vhodnd komunikaciu. Odpovede Al treba nadalej posudzovat z
hladiska matematickej spravnosti, primeranosti vysvetlenia a ciela konkrétnej uc¢ebnej situacie.

Pre pripravu buducich uéitelov matematiky sa tym otvara zaujimavy priestor. Student sa
nemusi ucit iba pouzivat novy nastroj. MozZe porovnavat vysvetlenia, interpretovat chyby,
hodnotit modely, vytvarat prompty a sledovat, ako jednotlivé didaktické rozhodnutia menia
charakter komunikacie so ziakom. Praca s Al sa tak moéze stat aj prilezitostou na reflexiu
vlastného ucitelského uvazovania.

Umela inteligencia preto nepredstavuje opustenie zakladnych principov didaktiky matema-
tiky. Naopak, znovu otvara otazky, ktoré su pre vyucovanie matematiky dlhodobo podstatné:
¢o znamena pojmu porozumiet, ako pracovat s chybou, akd tlohu maji modely a reprezentacie,
kolko pomoci ma ucitel ziakovi poskytnut a kedy mu ma ponechat priestor na samostatné

hladanie.

Technoldégia méze menit prostredie, v ktorom sa matematika uci, zakladny didakticky

problém vsak zostava rovnaky:

Ako vytvorit situaciu, v ktorej Ziak matematike nielen odpovie, ale jej aj porozumie?
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Vyznam Al nespociva v tom, Ze rie$i ulohy, ale v tom, Ze umoznuje o nich premyslat

novym spdsobom.
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5 Slovné ulohy

Uvod

Slovna uloha predstavuje v skolskej matematike osobitny typ ¢innosti, pri ktorej ziak nepracuje
iba s ¢islami a symbolmi, ale predovsetkym s vyznamom. Nestac¢i poznat matematicky postup;
treba porozumiet textu, rozpoznat vztahy medzi udajmi, rozhodnut, ¢o je dolezité, a az potom
vytvorit matematicky model situacie.

Prave v tomto spociva didakticka hodnota slovnych uloh. U¢ia ziaka prechadzat od bezného
jazyka k matematickému jazyku a spat. Rozvijaju nielen pocitanie, ale aj ¢itanie s porozumenim,
predstavivost, schopnost argumentacie a kontrolu vysledku v kontexte zadania.

Pre buduticeho ucitela matematiky je preto dolezité chapat slovné ulohy nielen ako aplika¢né
cvicenia, ale ako prostriedok rozvoja matematického myslenia. Otazkou nie je iba to, ,ako
ulohu vypocitat®, ale aj to, ,ako Ziak dlohe porozumie, aké reprezentacie si zvoli a kde sa pri
rieSeni mdze dopustit chyby*.

Didaktické ciele kapitoly

f N

Po absolvovani kapitoly by mal student ucitelstva matematiky:

1. rozlisovat medzi matematickou ulohou a slovnou ulohou a chapat vyznam

jazykovej zlozky pri jej rieSeni,

2. vediet opisat proces matematizacie slovnej ulohy, teda prechod od textu situacie

k matematickému modelu,

3. ovladat zakladné modely vizualizacie slovnych uloh a vediet posudit ich didakticka

vhodnost na jednotlivych stupnoch skoly,

4. rozliSovat medzi jednoduchou a zloZenou slovnou tlohou a medzi analytickym a

syntetickym sposobom riesenia,

5. navrhovat také metodické postupy, ktoré vedu ziaka od porozumenia textu k

samostatnej formulacii rieSenia a slovnej odpovede.
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Slovné ulohy tvoria vyznamnu stcast skolskej matematiky. Ich rieSenie prepaja matematické
vedomosti s beznymi Zivotnymi situdciami a zaroven rozvija ¢itanie s porozumenim, jazykové
kompetencie, schopnost analyzy a interpretacie vztahov. Prave preto patria slovné tlohy k tym

tematickym okruhom, ktoré st z didaktického hladiska mimoriadne dolezité.

5.1 Historické poznamky

Historicky kontext

Uz najstarsie zachované matematické texty obsahuju tlohy formulované slovne. Egyptské
papyrusy, babylonské tabulky aj stredoveké pocetnice pracovali s pribehmi o rozdelovani
chleba, obchode, merani alebo pohybe. Slovna tloha teda nevznikla ako doplnok ,hotove;j*

matematiky, ale ako prirodzeny sposob, ktorym sa matematika viazala na potreby Zzivota.

- J

Historicky mali slovné ulohy predovsetkym prakticka funkciu. V starovekych a stredo-
vekych textoch sa objavuja tlohy o deleni zasob, vymene tovaru, merani pozemkov alebo
spolo¢nej praci. Postupne sa z nich staval aj didakticky nastroj: ziak nemal iba vykonat vypocet,
ale musel pochopit situaciu, rozlisit zname a nezname udaje a zostavit primerany postup

rieSenia. Tento aspekt zostava aktualny aj v sucasnosti.

Historické ukazky

Jednym z najstarsich zachovanych matematickych textov je Rhindov papyrus (cca 1650 pred

n. l.). Obsahuje zbierku praktickych dloh z aritmetiky a geometrie.

Priklad 1: Uloha R49 - Rhindov papyrus

Priklad vypoétu obsahu obdlznikového pola.
Ak pole mé dizku 10 khet a sirku 2 khet, aky je jeho obsah?

Riesenie. Vynasob 10 a 2. Dostanes 20 setat.

V modernom zapise ide o vypocet obsahu obdlznika
S=a-b,

teda
S =10-2 = 20.

]
Uloha ukazuje prakticky charakter egyptskej matematiky, ktora vznikala najma z potrieb

merania, hospodarenia a spravy majetku. Z didaktického hladiska je zaujimava aj tym, ze
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matematicky problém nevystupuje izolovane, ale je zasadeny do konkrétnej situacie. Tato uloha

ilustruje
1. jednu z najstarsich foriem slovnej tlohy v dejinach matematiky,
2. prepojenie matematiky s praktickym meranim pody,

3. jednoduchy algoritmicky styl rieSenia.

Slovné ulohy sa riesili uz v starovekom Babylone (cca 1800 pred n. L.). Na hlinenych tabulkach

sa objavujii problémy uréovania dizky a $irky pola, ked je znamy stcet stran a obsah.

Priklad 2: Babylon - ulohy o dizke a sirke pola

Pole ma tvar obdlznika. Stcet jeho dizky a $irky je 20 jednotiek a obsah pola je 96

Stvorcovych jednotiek. Urcte rozmery pola.

Riesenie. V modernom zapise dostaneme sustavu

r+y =20, zy = 96.

Babylonsky postup riesenia Babyloncania by takuto tlohu riesili algoritmicky, bez symbo-
lického zapisu rovnic. Pri probléme, ked je znamy stéet stran a obsah obdlznika, postupovali

priblizne takto:

1. vezmi polovicu suctu stran,

20
— =10
2
2. umocni ju,
10% = 100
3. odcitaj obsah,
100 — 96 =4

4. vezmi druht odmocninu,

V=2
5. pripocitaj a odpocitaj vysledok k polovici suctu:
10+2=12, 10 -2 =8.
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Babylonsky postup — algebraické zdovodnenie Moderny algebraicky zapis umoznuje
jednotlivé kroky babylonského postupu zdovodnif nasledujiicim spésobom. Oznaéme dizky

stran obdlznika a a b a polozme

atb
g

Potom:

1. vezmeme polovicu suctu stran,
a+b

= I

2. umocnime ju,

a+b\? a®+2b+b
2 - 4 _ILL7

3. od¢itame obsah obdlznika ab,

a® + 2ab + b ; a’*—2ab+0*  (a—0)?
- —ab= — .
4 4 4 7

4. vezmeme druhd odmocninu; bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat a > b,

(@a—=b)? a-0b

4 2’

5. vysledok pripocitame k polovici sac¢tu a od¢itame od nej:

a+b+a—b_
2 2

a+b a—b_
2 2

b.

a,

V modernom algebraickom zapise mozno tuto ulohu formulovat aj pomocou kvadratickej

rovnice. Ak jedna strana obdlznika ma dizku x, druha mé dizku 20 — 2 a obsah je 96, dostavame
(20 — z) = 96,

teda
22 —20x 4+ 96 = 0.

Korene rovnice su x; = 12 a x5 = 8, ¢o zodpoveda dizkam oboch stran obdiznika.
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Porovnanie babylonského postupu s modernym algebraickym zapisom je didakticky zauji-
mavé z viacerych doévodov. Ten isty problém sa riesi v odlisnych matematickych jazykoch:
babylonsky postup pracuje s konkrétnymi aritmetickymi a geometrickymi operaciami,
zatial co moderna algebra vyjadruje vztahy medzi veli¢inami symbolicky:.

Z dnesného pohladu mozno vo vztahoch medzi su¢tom a suc¢inom hladanych veli¢in roz-
poznat aj Struktiru, ktort neskor vyjadruja Vietove vzorce. Historicky vyvoj algebraickych
metod rieSenia kvadratickych rovnic pritom pokracoval cez indicku a arabskt matematiku
az k symbolickej algebre novoveku.

Pre vyucovanie je podstatné, Ze nejde iba o porovnanie starého a nového algoritmu. Ukazka
umoznuje sledovat, ako mozno tu istd matematicku situaciu postupne vyjadrovat roznymi

reprezentaciami a ako sa meni matematicky jazyk pouzivany na jej rieSenie.

V eurdpskych aritmetikach 16. storocCia sa ¢asto objavovali praktické tlohy tykajtce sa
merania poli a zahrad. Jednym z autorov, ktori popularizovali aritmetiku v mestskom prostredi,
bol nemecky matematik Adam Ries (1492-1559). V jeho ucebniciach sa nachadzaju ulohy, ktoré
dnes interpretujeme pomocou algebraickych rovnic. Uvadzame ukazku slovnej ulohy, ktoru je

vhodné pouzit ako motivacnu na strednej skole.

Priklad 3: Adam Ries, 16. storocie

Zahrada ma obdlznikovy tvar. Jej obvod je 40 stdp a obsah je 96 stvorcovych stop. Aké

su rozmery zahrady?

Rie$enie. Riesenie v modernom zapise

Nech z oznacuje dizku a y sirku obdlZnika. Z podmienky o obvode dostdvame

2(z +y) = 40,
teda
x+y=20.
Z podmienky o obsahu plati
zy = 96.

Dosadenim y = 20 — x do druhej rovnice dostavame
(20 — z) = 96,
2% — 207 + 96 = 0.
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Po uprave dostaneme riesenia

Rozmery zahrady su teda 12 stop a 8 stop. ]

V zbierkach matematickych uloh uréenych pre gymnazia v 19. storoci sa ¢asto objavovali
ulohy spajajice geometrické a algebraické uvazovanie. Tieto zbierky su dnes dostupné v
digitalnej kniznici DML-CZ.

Priklad 4: Gymnazialna zbierka uloh - [STU, 1877]

Obdélnikové pole ma obsah 480 ¢tverecnich jednotek. Jeho uhlopticka méii /976 jedno-
tek. Urcete délku a sifku pole.

Riesenie. Ozna¢me z dlzku a y sirku pola.
zy = 480
Pre uhlopriecku plati podla Pytagorovej vety
2?4+ y* = 976.

Pouzijeme vztah
(z+y)* = 2% +9° + 22y,

odkial
(z +y)* = 976 + 960 = 1936.

Riesenim vzniknutej sustavy dostaneme

Rozmery pola st teda 24 a 20 jednotiek. ]

Didakticky vyznam historickych ukazok

Ulohy s historickym kontextom st vhodné na prepojenie matematickych tém:
« vztahu medzi geometrickymi veli¢inami (obvod, obsah),
- matematizacie slovnej ulohy,

+ prechodu od aritmetického uvazovania k algebraickému modelu.
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Ziaci niz§ich roénikov ZS ¢asto riesia podobné tilohy este bez formalneho pouZitia rovnic.
Vyuzivaj napriklad systematické skiisanie alebo tabulku hodnét. Vo vyssich ro¢nikoch ZS a na
SS Ziaci zistuju, ze rovnaky problém sa d4 zapisat pomocou matematického modelu, najcastejsie

pomocou algebraickych rovnic.

Historické ukazky ucitelovi umoznuju poukazat na to, Ze podobné praktické problémy

stali pri zrode algebry.

Diskusia o roznych stratégiach rieSenia pomaha budicim ucitelom pochopit, ako sa u
ziakov postupne formuje prechod od aritmetického k algebraickému mysleniu.

Historické ukazky zaroven naznacujq, ze slovné ulohy sprevadzaju skolski matematiku od
jej pociatkov a dodnes zostavaju dolezitym mostom medzi praktickou skusenostou a matema-

tickym modelovanim.

praktické ulohy o merani poli

{ Egypt (Rhindov papyrus) }
T

Babylon
algoritmické riedenie tiloh o dizke a $irke pola
T
{ Renesancia (Adam Ries) }

aritmetické slovné ulohy
T
{ Skolska algebra (18.-19. storocie) J

rovnice a sustavy rovnic

T
{ Moderna didaktika }

matematické modelovanie realnych situacii

Obr. 5.1: Vyvoj slovnych tloh v dejindch matematiky

Metodické poznamky pre vyucujuceho

1. Historicky kontext je vhodné vyuzivat motivacne, nie encyklopedicky. Dolezitejsie
nez presné datumy je ukazat, ze potreba riesit slovné ulohy vyrasta z praktickych

problémov.

2. V skolskej matematike sa osvedcuje otazka: ,Ktoré dnesné skolské slovné ulohy

maju blizko k historickym tlohadm o deleni, vymene alebo merani?“

3. Studentov je vhodné viest k tomu, aby historicky material nepouzivali ako ozdobu
vykladu, ale ako prostriedok na vysvetlenie, preco sa urcity typ ulohy v skole

vObec objavuje.
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Reflexné otazky pre studentov

1. Preco st slovné ulohy vhodnym prostredim na prepajanie matematiky s redlnym

Zivotom?
2. V ¢om sa v sucasnosti slovna tloha podoba historickym uloham a v ¢om sa od nich
odlisuje?

3. Aké matematické pojmy alebo postupy sa v historickych slovnych tlohach objavuja

v implicitnej forme?

. J

Diagram na obrazku 5.1 naznacuje postupny vyvoj slovnych uloh od praktickych vypoctov
v starovekych civilizaciach k dnesnému matematickému modelovaniu realnych situacii.

Historicky pohlad ukazuje, Ze slovna tloha nevznikla predovsetkym ako prostriedok na
precvicovanie uz znameho algoritmu. Jej prirodzenym vychodiskom bola potreba matematicky
uchopit konkrétnu situaciu.

V skolskom prostredi sa tento vztah moze obratit: matematicky postup je uz znamy a
slovny kontext sluzi iba ako jeho obal. Z didaktického hladiska je preto délezité rozlisovat
medzi Glohou, v ktorej Ziak skuto¢ne vytvara matematicky model situacie, a alohou, v ktorej

iba rozpoznava, ktory nauceny postup ma pouzit.

5.2 Vymedzenie pojmov

Slovné ulohy tvoria délezitu sucast didaktiky matematiky. Ich rieSenie kladie na ziaka pozia-
davky, ktoré presahuji samotné vykonanie matematickych operacii. Ziak musi porozumiet
textu, vytvorit si predstavu o opisanej situacii, rozpoznat podstatné udaje a vztahy medzi nimi
a nasledne ich vyjadrit matematickymi prostriedkami.

Jednou z hlavnych prekazok Gspesného riesenia preto byva nedostatocné porozumenie
zadaniu: ziak sice moze ovladat potrebny matematicky aparat, nemusi vsak spravne pochopit

situaciu alebo problém, ktory tloha opisuje.

Definicia 1: Slovna uloha

Slovna udloha je matematicka uloha, v ktorej je problém formulovany v prirodzenom
jazyku a vztahy medzi danymi a hfadanymi veli¢inami vychadzaju z opisanej situacie.
Jej rieSenie preto zahfna nielen matematické operacie, ale aj porozumenie textu, inter-

pretaciu situécie a vytvorenie vhodného matematického modelu.

. J

Pojem slovna tloha nie je v didaktickej literatire vymedzeny uplne jednotne. V niektorych
pristupoch sa za slovnt ulohu povazuje matematicka tiloha formulovana slovami, v inych sa

zdoraznuje aj jej viazba na uréitu situaciu alebo zivotnu skusenost riesitela.
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Z didaktického hladiska je toto rozliSenie podstatné. Samotna slovna formulécia este ne-

vytvara slovna ulohu v hlbsom zmysle. Rozhodujuce je, ¢i musi riesitel opisanu situaciu

interpretovat, rozpoznat v nej matematické vztahy a vytvorit ich matematicku reprezentaciu.

5.2.1 Ukazka matematickych uloh

Nasledujuice styri ulohy, prevzaté z prace [HE], 2003], mozno vyuzit na diskusiu o tom, ¢im sa

slovna tloha odlisuje od matematickej lohy formulovanej slovami.

1.

Ucitel napisal na tabulu rovnicu bx + 4 = 19 a spytal sa triedy, ¢i by ju niekto vedel

vyriesit.

. Sucet dvoch ¢isel je 19 a ich rozdiel je 3. Ktoré su to ¢isla?

. Sestry Klara a Lenka majui dokopy 19 rokov. Klara je o 3 roky starsia ako Lenka. Kolko

rokov ma Klara a kolko Lenka?

Sestry Klara a Lenka maju dokopy 19 rokov. Klara mala 3 roky, ked sa Lenka narodila.
Kolko rokov méa Klara a kolko Lenka?

Porovnanie tychto uloh ukazuje, Ze samotna slovna formulacia este nestaci na to, aby sme

ulohu povazovali za slovnu v didaktickom zmysle.

1.

V prvej tlohe je matematicky problém zadany priamo symbolicky. Slovny text vytvara

iba ramec, v ktorom sa objavi rovnica
5 +4 =19.

Riesitel nemusi opisovanu situaciu matematizovat; matematicky model uz dostava v

hotovej podobe.

. Druha tloha je formulovana slovami, ale vztahy medzi hladanymi ¢islami st uvedené

priamo matematickym jazykom: pozname ich stcet a rozdiel. Nepracujeme tu s konkrét-
nou zivotnou situaciou, ktora by bolo potrebné interpretovat. V dalsom texte preto tento

typ tloh nebudeme povazovat za slovné ulohy v uzsom didaktickom zmysle.

. Tretia tloha uZ opisuje konkrétnu situaciu. Udaj ,Klara je o 3 roky starsia ako Lenka“

vyjadruje vztah medzi vekmi oboch sestier v tom istom okamihu. Ide teda o staticku

slovnu alohu.

. Vo stvrtej ulohe je ten isty vekovy rozdiel vyjadreny prostrednictvom udalosti v ¢ase:

,Klara mala 3 roky, ked sa Lenka narodila“. Riesitel musi pochopit, ze rozdiel vekov
sestier zostava v ¢ase nezmeneny. Uloha preto obsahuje dynamicky prvok a vyzaduje

interpretaciu casového vztahu.
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Rozdiel medzi uvedenymi tlohami nespociva iba v mnozstve textu. Podstatna je ¢innost,
ktoru musi vykonat riesitel.

V prvej ulohe je matematicky model zadany priamo, v druhej st matematické vztahy
pomenované slovami, zatial co v tretej a Stvrtej tlohe ich musi riesitel z opisanej situacie

najskor rozpoznat a matematicky vyjadrit.

. J

Poznamka

V gkolskej praxi sa pojmy ,priklad®, ,matematicka uloha“ a ,slovna uloha“ ¢asto pouzi-

vaju bez presného rozlisenia. Z didaktického hladiska je vsak uzito¢né rozliSovat medzi

ulohou, v ktorej je matematicka struktira zadana priamo, a slovnou ulohou, v ktorej musi

riesitel najskor interpretovat opisanu situaciu a vytvorit jej matematickd reprezentaciu.

5.3 Matematizacia a vizualizacia slovnej ulohy

V texte slovnej tlohy mozno rozlisit tri zakladné zlozky:
1. opis situécie alebo kontextu, v ktorom je problém formulovany,
2. Udaje a vztahy potrebné na rieSenie; spolu vytvaraju podmienky ulohy,
3. otazku alebo poziadavku, ktora urcuje, ¢o ma riesitel zistit.

Riesenie slovnej tilohy moZno chapat ako $pecificky pripad matematického modelovania. Ziak
pri rieSeni postupne prechadza od realnej situacie opisanej v texte tlohy k matematickému

modelu a nasledne spét k interpretacii vysledku v kontexte pévodného problému.

Na obrazku 5.2 je znazorneny diagram zaloZeny na modelovacom cykle (Blum-Leiss), ktory
patri medzi najcastejsie pouzivané schémy opisujice proces matematického modelovania.
Cyklus zacina formulaciou realneho problému a pokracuje jeho porozumenim a analyzou
situacie. Nasleduje matematizacia, v ktorej sa vztahy medzi veli¢inami zapisuji pomocou

matematickych symbolov a vznika matematicky model dlohy.

Po vyrieseni matematického problému je potrebné vysledok interpretovat v pdvodnom
kontexte a posudit jeho zmysluplnost. Ak vysledok nezodpoveda realnej situacii, proces mode-
lovania sa opakuje a model sa upravuje. Modelovaci cyklus tak zdoraznuje, Ze rieSenie slovnej
ulohy nie je iba vypoctovy postup, ale proces prepajajici realnu situaciu, matematicky model a

interpretaciu vysledku.
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[ Realny problém }

<

Porozumenie { Inte,rpretama }
situacii vysl/e\dku
. Matematické
Matematizacia R
rieSenie

rMatematick}'f
model

Obr. 5.2: Modelovaci cyklus pri rieSeni slovnej tlohy

Didakticka poznamka

Z didaktického hladiska je osobitne dodlezity prechod od realnej situacie k matema-
tickému modelu. Ziak moze vediet vyriesit rovnicu, ale nemusi este vediet vytvorif
rovnicu, ktora spravne vyjadruje vztahy opisané v slovnej dlohe.

Porozumenie textu, rozpoznanie podstatnych veli¢in a vztahov medzi nimi a volba
vhodnej reprezentacie preto predchadzaju samotnému vypoctu. Prave v tomto prechode

spociva podstatna cast didaktickej naroc¢nosti slovnych aloh.

Proces, v ktorom riesitel prechadza od situacie opisanej prirodzenym jazykom k jej matema-
tickému vyjadreniu, nazyvame matematizacia slovnej alohy [SED, 2013]. Jeho vysledkom je
matematicky model, ktory mdze mat podobu rovnice, tabulky, diagramu, schémy alebo inej

vhodnej reprezentacie.

Spatny prechod od matematického vysledku k povodnej situacii nazyvame interpretacia
vysledku. Riesitel pritom neposudzuje iba spravnost vypoctu, ale aj to, ¢i ziskany vysledok

dava v kontexte povodnej tlohy zmysel.
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5.3.1 Ukazka matematizacie

Priklad: Staticka slovna uloha

Sestry Klara a Lenka maju spolu 19 rokov. Klara je o 3 roky starsia ako Lenka. Kolko

rokov ma Klara a kolko Lenka?

Riesenie. Na nizSom stupni vzdelavania sa pri rieSeni takejto dlohy ¢asto vyuzivaji nazorné
alebo experimentélne stratégie. Ziak moze napriklad pracovat s ,bodkovym® alebo tiseckovym

modelom a postupne hladat dve hodnoty, ktorych sucet je 19 a rozdiel 3.

Jedna z moznosti je zacat dvojicou, ktora zachovava rozdiel troch:
Klira eeeee eeeee
a potom o tri bodky menej k Lenke
Lenka eeeee oo

V tomto modeli predstavuja rady 10 a 7 bodiek, teda spolu 17. Ak do kazdého radu pridame po
jednej bodke, rozdiel zostane zachovany a dostaneme 11 4+ 8 = 19. Klara ma teda 11 rokov a

Lenka & rokov.

Starsi ziaci m6zu vyuzit rovnicovy model, napriklad:
K+ L =19, K =L+3,

kde K je vek Klary a L je vek Lenky:. O]

Metodické poznamky pre vyucujuceho

1. Pri vyklade treba zdoraznit, Ze matematizacia nie je mechanicky prepis slov na

symboly, ale vysledok porozumenia situacii.

2. Je vhodné porovnavat viacero sposobov riesenia tej istej ulohy: aritmeticky, mode-
lovy a algebraicky. Student tak lepsie uvidi, Ze matematizacia sa moze uskutoénit

na rdznych drovniach abstrakcie.

3. Hodnotenie Ziackeho rieSenia by malo rozliSovat medzi chybou vo vypocte a

chybou v porozumeni textu.
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Reflexné otazky pre studentov

1. V ktorom momente rieSenia ziak prechadza od opisanej situacie k jej matematic-

kému modelu?

2. Aké nebezpecenstvo hrozi, ak ziaka privelmi skoro vedieme priamo k rovnici?

5.3.2 Vizualizacia — modely

Pri rieseni slovnej ulohy vyznamnu ulohu zohrava vizualizacia. Vizualizacia mdZze mat podobu
nacrtu, schémy, diagramu, tabulky alebo tiseckového modelu. Nie je iba poméckou k vypoctu;
Casto sa stava sucastou samotného procesu riesenia.

Na vizualizaciu slovnej alohy sa vyuzivaji rézne modely, ktoré ziakom umoznuju lahsie
porozumiet vzajomnym vztahom medzi objektmi skimaného pribehu. Uvedieme S$tyri typy

modelov, ktoré sa pomerne Casto pouzivaju na 2. stupni zakladnej skoly:
1. rovnicovy alebo algebraicky model,
2. tabulkovy model,
3. useckovy model,
4. mnozinovy model.

Pouzitie uvedenych modelov budeme porovnavat pri rieSeni nasledujtcej ulohy. Nie kazdy
model je rovnako vhodny pre kazdy vek a kazdu uroven abstrakcie. Jeho didakticka hodnota
spociva nielen v matematickej spravnosti, ale aj v tom, ¢i pomaha ziakovi porozumiet vztahom
v opisanej situdcii.

Pripominame, Ze nie kazdy model je vhodny pre kazdy vek a kazdu aroven abstrakcie.
Didakticka hodnota modelu spociva nielen v jeho matematickej presnosti, ale aj v tom, ¢i je
pre ziaka interpretacne pristupny.

Nasledujuca uloha umoziiuje porovnat viacero modelov tej istej situacie.

Priklad: Uloha o ziakoch v triede

V triede je 25 Ziakov, z ktorych je 12 chlapcov. Na hodine telesnej vychovy uditel zistil,

ze 5 chlapcov vie plavat a 2 dievcata nevedia plavat. Kolko zZiakov v triede vie plavat?

Rovnicovy model

Rovnicovy model je vhodny skér pre vyssie ro¢niky alebo pre nadanejsich Ziakov ZS. Jeho
vyhodou je prehladné vyjadrenie udajov a vztahov pomocou symbolov. V nasej ulohe mozeme

oznacit pocet plavajucich dievcat neznamou z. Zo zadania lahko odvodime vztahy
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plavajuci chlapci: 5 plavajuce dievéata: x
neplavajuci chlapci: 12 -5=7 neplavajice dievcata: 2
Teraz zostavime zapis pre rieSenie ulohy:

spolu chlapci a dievéata: (54 7) + (z + 2)

spolu ziakov v triede: 25

Riesime rovnicu: 12 + (z + 2) = 25,
Z rovnice dostavame x = 11, teda plavat vie 11 dievcat. Spolu preto vie plavat

5+ 11 =16

ziakov.

Tabulkovy model

Tabulkovy model umoziuje prehladne zorganizovat udaje a vztahy medzi nimi. V tomto

pripade mozno zostavit tabulku podla pohlavia a podla toho, ¢i Ziak plava alebo neplava.

chlapci | dievéata | spolu

plavaja 5 x S+uw
neplavaja 7 2 9
spolu 12 13 25

Tabulka 5.1: Tabulkovy model riesenia slovnej ulohy

Dynamicku prezentaciu tabulky si mozete spustit na stranke https://www.geogebra.

org/m/fsujg9op3.

Useékovy model

Useckovy model patri medzi velmi u¢inné prostriedky vizualizacie, najmi pri tlohach o po-
rovnavani, ¢astiach celku a veku. Useckovy model moZe v tejto tlohe znazornif rozdelenie
celkového poctu ziakov na ciastkové skupiny a pomoct sledovat, ktoré udaje su zname a ktoré

treba dopocitat.

Mnozinovy model

Mnozinovy model vyuziva najma Vennove diagramy, ktoré mozu byt upravené podla pozia-

daviek zadania. Pri ulohach o spolo¢nych vlastnostiach ziakov pomaha rozlisovat prienik a
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Obr. 5.3: Use¢kovy model

doplnok mnozin. V nasom priklade mézeme pracovat len s mnozinou chlapcov a s mnozinou
plavcov alebo si zvolime Vennov diagram pre 3 mnoziny.
Ak oznac¢ime mnozinu chlapcov Ch, mnozinu dievéat D a mnozinu plavcov P, potom z

udajov ulohy vyplyva
|Ch| =12, |PNCh| =5, D\ P| =2,

pricom pocet dievcat je 13, teda pocet plavajucich dievcat je 11.

V triede je 25 Ziakov

Chlapcov je 12 \ Dievéat je 25 - 12 = 13

Plavat

Plavat y

nevie/2 —
vie 13-2 =11

vie/5 —

nevie 12- 5

Obr. 5.4: Mnozinovy model

Dynamicku prezentaciu mnozinového modelu si mozete spustit na stranke https: //www.
geogebra.org/m/sqjpdddt.

Viac o vyuziti roznych modelov vhodnych na interpretaciu slovnych uloh najdete v praci
[NOV, 2004] a [HOF, 2019].

5.3.3 Ulohy na priamu a nepriamu imernost

Slovné tlohy na priamu a nepriamu umernost podporuju rozvoj funkéného myslenia ziakov,
pretoze vedd k skimaniu zavislosti medzi veli¢inami. Pri ich rieSeni sa v skolskej matematike
casto pouziva trojélenka. Jej pouzitiu v§ak musi predchadzat porozumenie vztahu medzi

veli¢inami a rozhodnutie, ¢i ide o priamu alebo nepriamu imernost.
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Priama imernost

Priklad: Uloha - priama imernost

Priemerna spotreba automobilu je 6 litrov benzinu na 100 kilometrov. Akt vzdialenost

prejde automobil pri tejto spotrebe na plni nadrz s objemom 40 litrov?

Riesenie. Pri nezmenenej priemernej spotrebe je mnozstvo spotrebovaného benzinu priamo

umerné prejdenej vzdialenosti. Zapiseme trojclenku

6 litrov --- 100 km
40 litrov  --- xkm
Dostavame 6 100 40- 100
= - km.
10 pt x 5 666,7 km
Aktivujte si dynamicky model na stranke https://www.geogebra.org/m/ywxgcnmk.

O

Nepriama amernost

Priklad: Uloha - nepriama timernost

Siestim kotfiom vydrzi zasoba sena 15 dni. Ako dlho vydr#i tato zasoba sena deviatim

kotiom?

Rie$enie. Ak predpokladame rovnaka dennu spotrebu sena na jedného kona, pocet koni a

pocet dni, na ktoré zasoba vystaci, si nepriamo umerné. Zapiseme trojclenku

6koni --- 15 dni

9koni --- xdni

niekedy sa nacrtok uvadza vo formate

T 6koni --- 15dni
J 9koni --- zdni

Pretoze ide o nepriamu imernost, dostavame
6-15=9"-x,
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atedaz = 10 dni.

Aktivujte si dynamicky model https://www.geogebra.org/m/mtrueuhn. [

Kombinacia modelov

V niektorych slovnych tlohach je vhodné kombinovat viacero vizualizacii. Typickym prikladom

su ulohy o veku, v ktorych sa osvedcuje spojenie tabulkového modelu s rovnicovym modelom.

Priklad: Uloha o veku, pozrite tiez

Ked bude mat Katka tolko rokov, kolko mé dnes Janko, bude Janko o 10 rokov starsi ako

je Katka dnes. Urcte, o kolko rokov bol Janko starsi od Katky v ¢ase jej narodenia.

V tejto ulohe je vhodné vytvorit tabulkové modely pre osoby (Janko, Katka) a pre tri ¢asové
hladiny (vtedy, dnes, potom). Takéto usporiadanie poméha rozlisit otvorené a skryté vztahy
medzi udajmi.

Udaje a vztahy priamo uvedené v zadani mozno zachytit pomocou tabulkového modelu
na obrazku 5.5. Dalsie vztahy, ktoré zo zadania vyplyvajt aZ po jeho interpretcii, zachytava
model na obrazku 5.6. RieSenie Katka sa narodila v case, ked mal Janko 5 rokov najdete v Casti

Fragmentacia textu a cesta k rovnicovému modelu.

vtedy dnes potom
Katka y
Janko y+10
Obr. 5.5: Otvoreny vyskyt — pociato¢ny stav
vtedy dnes potom
Katka y y—-x+10
Janko y+x y+10

Obr. 5.6: Skryty vyskyt — konecny stav

73



https://www.geogebra.org/m/mtrueuhn

Metodické poznamky pre vyucujiceho

1. Pri tlohach o veku sa velmi osvedcuje viest Ziakov k rozliseniu ¢asovych hladin

,vtedy — dnes — potom*.

2. Trojclenku netreba vyucovat ako mechanicky postup; dolezité je, aby ziak vedel

najprv rozhodnut, ¢i ide o priamu alebo nepriamu imernost.

3. Kombinovanie modelov je didakticky hodnotné: ukazuje, Ze rézne reprezentacie

tej istej situacie sa navzajom dopliaju.

Reflexné otazky pre studentov
1. Ktory model je podla vas pre Ziaka na 2. stupni ZS najpristupnejsi a pre¢o?

2. Pri ktorych typoch uloh by ste preferovali tabulkovy model a pri ktorych aseckovy

model?

5.4 Typologia a klasifikacia slovnych uloh

Slovné ulohy mozno triedit z viacerych hladisk. V didaktike matematiky nejde iba o formalne
rozdelenie, ale o také triedenie, ktoré pomaha ucitelovi lepsie porozumiet povahe tlohy, pred-
vidat typické chyby ziakov a zvolit vhodny spdsob riesenia alebo reprezentacie.

Pri triedeni slovnych dloh sa najcastejsie uplatnuju tri hladiska:
1. matematicka $truktura alohy,
2. obsahové zameranie ulohy,

3. narocnost riesenia z hladiska poctu potrebnych krokov.

5.4.1 Klasifikacia podla matematickej struktary

Z hladiska matematickych vztahov, ktoré tvoria jadro tlohy, mozno rozlisovat najméa ulohy:

« aditivne,

multiplikativne,

+ proporcionalne,

kombinatorické,
« ulohy zaloZené na funkénych vztahoch.
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Takéto clenenie nie je vzdy jednoznacné. Zlozitejsia slovna uloha moéze spajat viacero
matematickych struktdr a td istt dlohu mozno niekedy vyjadrif r6znymi matematickymi

modelmi.

Aditivne alohy Aditivne slovné ulohy su zaloZené na vztahoch typu ,o0 kolko viac®, ,o
kolko menej“, ,kolko spolu®, ,kolko zostalo“. V niz$ich ro¢nikoch st délezitym vychodiskom

pre pochopenie vyznamu scitania a odc¢itania.

Priklad: Ilustrac¢na uloha

Marta ma 12 jablk a Eva mé o 5 jablk viac. Kolko jablk maju spolu?

Riesenie. Najprv uréime pocet jablk Evy:

12+5=17.
Potom uréime spolo¢ny pocet:
12 +17 = 29.
Odpoved: Marta a Eva maju spolu 29 jablk. ]

Multiplikativne ilohy Multiplikativne ulohy pracuju so vztahmi typu ,kolkokrat viac®,
s<rovnaké skupiny®, ,delenie na ¢asti®, ,delenie podla obsahu®. St zdkladom pre pochopenie

nasobenia a delenia.

Priklad: Ilustrac¢na uloha

V kazdom balicku je 6 ceruziek. Kolko ceruziek je v 8 balickoch?

Riesenie. Pocet ceruziek uréime nisobenim:
6-8=48.
Odpoved: V 8 balickoch je 48 ceruziek. O

Proporcionalne ulohy Do tejto skupiny patria najméa ulohy na priamu a nepriamu umernost,
percenta a mierku. Ich didakticky vyznam spociva v rozvijani vztahového a funkéného myslenia

a v porozumeni zavislostiam medzi veli¢inami.

Rovnicovy model slovnej ilohy Mnohé slovné ulohy mozno po matematizacii vyjadrit
pomocou jednej rovnice alebo sustavy rovnic. Typické st napriklad alohy o veku, pohybe,
spolo¢nej praci alebo zmesiach.

Rovnicovy zapis vsak nepredstavuje osobitny typ matematickej struktiury v rovnakom

zmysle ako aditivne, multiplikativne alebo proporcionalne vztahy. Je predovsetkym jednym
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zo spdsobov matematickej reprezentacie ulohy. Jeho pouzitie méa byt primerané veku ziakov,
charakteru ulohy a cielu vyucovania.

Didakticky vyznam klasifikacie slovnych tloh nespociva len v ich pomenovani, ale v tom, Ze
ucitelovi umoznuje lepsie odhadnit narocnost matematizacie, zvolit vhodny model a predvidat

typické chyby ziakov.

5.4.2 Klasifikacia podla obsahového zamerania
Z obsahového hladiska sa v skolskej matematike Casto rozlisuju slovné ulohy:

« 0 veku,

+ 0 pohybe,

o spolo¢nej praci,

« o percentach a zlomkoch,

o peniazoch, nakupoch a zlavach,

o geometrickych veli¢inach,
« 0 zmesiach a zloZeniach,
+ 0 kombinatorickych situaciach.

Toto triedenie je pre ucitela uzitocné najma preto, Ze jednotlivé skupiny dloh maju svoje
typické jazykové konstrukcie, typické vztahy medzi veli¢inami a typické chyby pri matemati-

zacii.

5.4.3 Jednoduché a zlozené slovné ulohy

Podla naro¢nosti rieSenia rozliSujeme:

1. jednoduché slovné alohy, pri ktorych staci jeden vypoctovy krok alebo jedna zakladna

operacia,

2. zlozené slovné ulohy, pri ktorych treba postupovat vo viacerych nadvazujucich kro-

koch.

Pri jednoduchej slovnej tlohe ziak identifikuje zname a nezname veli¢iny, rozpoznava vztah
medzi nimi a na jeho zaklade voli zodpovedajiucu matematickd operaciu. V nizsich ro¢nikoch
ZS sa jednoduché slovné tlohy riesia spravidla v obore prirodzenych &isel a ¢lenia sa podla
dominantnej operacie.

Zlozenu slovnu ulohu riesime tak, Ze ju postupne transformujeme na postupnost nadvézu-

jucich jednoduchych slovnych uloh, aby vysledok jednej jednoduchej dlohy bol vychodiskom
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pre druhu. Tato transformaécia sa najcastejSie uskutociiuje dvoma sposobmi: analyticky a
synteticky. V praxi sa ¢asto vyuziva aj analyticko-synteticky postup.

Zlozenu slovnu ulohu mozno rozlozit na postupnost jednoduchsich ¢iastkovych problémov.
Pri zostavovani planu rieSenia sa tradicne rozlisuje analyticky a synteticky postup; v praxi
sa oba sposoby uvazovania ¢asto navzajom dopliiaju.

Pri analytickom postupe vychadzame z otazky ulohy a pytame sa, ktoré udaje alebo
medzivysledky potrebujeme poznat, aby sme na niu mohli odpovedat. Postupujeme teda od
hladaného vysledku spat k znamym tdajom.

Pri syntetickom postupe naopak vychadzame zo znamych udajov a skimame, ktoré nové
informacie z nich mdézeme postupne odvodit. Postupujeme teda od danych tidajov smerom k
hladanému vysledku.

Pri rieSeni konkrétnej ulohy sa analytické a syntetické uvazovanie spravidla neoddeluja
striktne. Analyza pomaha vytvorit plan rieSenia, kym syntéza umoznuje tento plan postupne

uskutocénit.

A ———
Riesenie zloZenej slovnej ulohy mozno ¢lenit na tri zdkladné fazy:

1. porozumenie a rozbor ulohy - identifikacia udajov, vztahov a poziadavky ulohy,

pripadne vytvorenie nacrtu alebo diagramu,

2. matematizacia a rieSenie — vytvorenie vhodného matematického modelu, zosta-

venie planu a uskutocnenie vypoctu,

3. interpretacia a kontrola — postudenie vysledku vzhladom na pévodnu situaciu a

formulacia odpovede.

Priklad: Analyticky a synteticky postup

Osem cyklistov prejde spolu za sedem dni 2632 km. Kolko kilometrov pripada na jed-
ného cyklistu za jeden den, ak predpokladame, ze kazdy z nich prejde denne rovnakua

vzdialenost?

Analyticky postup
Vychadzame z otazky dlohy:
« Chceme zistit, kolko kilometrov pripada na jedného cyklistu za jeden den.

« Aby sme to mohli urcit, potrebujeme vediet, kolko kilometrov pripada na jedného cyklistu

za vSetkych sedem dni.
« Tento udaj ziskame z celkovej vzdialenosti 2632 km, ktora preslo osem cyklistov.
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Analyzou sme teda dospeli od otazky tlohy spat k udajom, ktoré mame k dispozicii. Podla

vytvoreného planu potom postupujeme opa¢nym smerom:

2632 : 8 = 329,

teda na jedného cyklistu pripada za sedem dni 329 km. Za jeden den preto pripada

329 : 7 =47

kilometrov.

Jeden cyklista teda prejde za jeden den 47 km.

Synteticky postup

Pri syntetickom postupe vychadzame z udajov uvedenych v zadani. Osem cyklistov jazdi sedem

dni, takze celkovu vzdialenost 2632 km mozno rozdelit najprv medzi osem cyklistov:

2632 : 8 = 329.

Na jedného cyklistu teda pripada za sedem dni 329 km. Tuato vzdialenost dalej rozdelime

na sedem dni:

329 : 7 =4T7.

Postupnym spajanim a spracovanim znamych udajov sme dospeli k hladanému vysledku:

na jedného cyklistu za jeden den pripada 47 km.

Poznamka

Matematické operacie pri analytickom a syntetickom postupe moézu byt rovnaké. Rozdiel
nespociva predovsetkym vo vypocte, ale v smere uvazovania pri vytvarani planu
rieSenia.

Analyticky postup vychadza z otazky a hlada tidaje potrebné na jej zodpovedanie, zatial
¢o synteticky postup vychadza zo znamych adajov a postupne z nich odvodzuje nové
informacie. Pri prirodzenom rieSeni slovnej tlohy sa oba spdsoby uvazovania Casto

prelinaju.

5.4.4 Anatomicky pristup k slovnej alohe

Pririeseni slovnej tlohy je uZitocné rozlisovat jej anatémiu, teda jednotlivé stavebné Casti textu
a ich funkciu v procese matematizacie. Slovna tloha nie je iba stibor viet; je to struktirovany
text, v ktorom jednotlivé jazykové prvky nesud rézne druhy informacii.

Z didaktického hladiska mozno v slovnej ulohe rozlisovat najma:
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1. kontextové jadro — kto alebo ¢o v tlohe vystupuje,
2. dané udaje - explicitne uvedené veliciny,

3. vztahy medzi veli¢cinami - otvorené alebo skryté,

4. casové a situacné roviny - napr. vtedy, dnes, potom,
5. poziadavku ulohy - ¢o mame urcit.

Takéto anatomické ¢itanie ulohy pomaha ziakovi aj budicemu ucitelovi uvedomit si, Ze

matematizicia nezacina pisanim rovnice, ale rozpoznanim Struktury situacie.

4 )

Anatomicky pristup vedie studenta k tomu, aby pri kazdej slovnej ilohe pomenoval:
« kto alebo ¢o je nositelom velicin,
« ktoré udaje su priamo dané,
« ktoré vztahy musime odvodit,

« aky model bude pre riesenie najvhodnejsi.

5.4.5 Ulohy o veku ako modelovy typ

Ulohy o veku tvoria osobitne vyznamnu skupinu slovnych tloh. Ich didaktick4 hodnota spoéiva
v tom, Ze prepajaju jazykové porozumenie, casové vztahy, pracu s neznamou a casto aj potrebu
tabulkového alebo rovnicového modelu.

Pre tieto ulohy je charakteristické:

« vystupuju v nich casové hladiny (,vtedy — dnes — potom®),

« rozdiel vekov 0sob ostava konstantny,

« text Casto obsahuje skryté vztahy, ktoré nie su vyjadrené priamo.

Jednoduchym prikladom statickej ulohy o veku je uz uvedena uloha o Klare a Lenke. Vsetky
udaje v nej opisuju vek osob v tom istom ¢asovom okamihu. Narocnejsie su ulohy, v ktorych

sa prepajaju udaje z viacerych ¢asovych hladin.

Priklad: Dynamicka uloha o veku

Otec ma dnes 40 rokov a syn 10 rokov. O kolko rokov bude mat otec prave dvojnasobok

veku syna?
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Riesenie. Nech hladany ¢as je = rokov. Potom o = rokov bude mat otec
40 + x

rokov a syn
10+ 2

rokov.

Podmienka, Ze vek otca bude dvojnasobkom veku syna, vedie na rovnicu

40 + x = 2(10 + x).

Po uprave:
40 + 2 = 20 + 2,
20 = x.
Odpoved: O 20 rokov bude otec prave dvakrat starsi ako syn. O]

5.4.6 Fragmentacia textu a cesta k rovnicovému modelu

Jednou z Uc¢innych didaktickych stratégii pri naro¢nejsich slovnych tlohach je fragmentacia
textu. Znamena to, Ze text Glohy nerozoberame naraz, ale po mensich vyznamovych tasekoch.
Kazdy fragment priradujeme k urcitej casti modelu: k osobe, veli¢ine, ¢asovej hladine alebo
vztahu.

Tento postup je mimoriadne uzito¢ny prave pri tlohach o veku, pretoze v nich byvaju
dolezité vztahy rozptylené vo viacerych vetach a Ziaci ich Iahko prehliadnu. Fragmentacia textu
nevedie priamo k vysledku, ale pomaha identifikovat tie ¢asti zadania, ktoré nesi matematicky

podstatné informécie.

Priklad: Narocnejsia uloha o veku, pozrite tiez

Ked bude mat Katka tolko rokov, kolko méa dnes Janko, bude Janko o 10 rokov starsi, ako

je Katka dnes. Kolko rokov ma Janko a Katka dnes?

Riesenie. Najprv rozdelime text na vyznamové fragmenty:
1. ,Ked bude mat Katka tolko rokov, kolko ma dnes Janko®
2. ,, Janko bude o 10 rokov starsi, ako je Katka dnes®

Ozna¢me dnesny vek Janka J a Katky K. Z prvého fragmentu vyplyva, ze od dneska po dany
budtci okamih uplynie
J—-K
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rokov. V tom istom okamihu bude Janko vek
J+(J—K).

Druhy fragment hovori, Ze v tomto okamihu bude Janko o 10 rokov starsi, ako je Katka dnes,
teda
J+(J—K)=K +10.

Po tprave dostaneme J — K = 5. To znamena, Ze Janko je dnes o 5 rokov starsi ako Katka. [

Samotné zadanie teda neurcuje ich presny vek jednotlivo, ale urcuje ich vekovy rozdiel. Ak
by sme chceli urcit oba veky jednoznacne, museli by sme mat v zadani este jednu dopliujicu

informaciu.

Uloha je zamerne formulovana tak, Ze otazka vyvolava o¢akavanie konkrétnych vekov oboch

0soOb. Analyza zadania vsak ukaze, ze dostupné informéacie urcuju iba ich vekovy rozdiel:
J— K =05.

Presny vek Janka a Katky preto nemozno zo zadania jednoznacne urcit. Na urcenie oboch

vekov by bola potrebna este jedna nezavisla informacia.

Metodické poznamky pre vyucujuceho

1. Pri klasifikacii slovnych tloh je vhodné prepajat formalne triedenie s analyzou ich

didaktickej naroc¢nosti.

2. Ulohy o veku st vybornym prostredim na rozvijanie schopnosti rozlisovat medzi

explicitnymi a implicitnymi vztahmi.

3. Fragmentacia textu pomaha Ziakovi prejst od intuitivneho porozumenia k presnej-

$iemu matematickému modelu.

4. Odporuca sa porovnavat tlohy, ktoré maji jednozna¢né riesenie, s tlohami, ktoré

urcuju iba niektory vztah medzi veli¢inami.

Reflexné otazky pre studentov

1. Ktoré triedenie slovnych uloh povazujete za najvhodnejsie pre ucitela na 2. stupni
ZS5?

2. V ¢om sa lisi obsahové triedenie slovnych uloh od triedenia podla matematickej
Struktary?

3. Preco su ulohy o veku didakticky naro¢nejsie nez bezné aditivne ulohy?
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4. Akym spésobom mdze fragmentacia textu pomdct ziakovi pri zostavovani rovnice?

5. Ako by ste vysvetlili rozdiel medzi analytickym a syntetickym rieSenim na kon-

krétnom priklade?

6. Kedy je pri slovnej ulohe vhodnejsie zostat pri aritmetickom rieSeni a kedy uz

prejst k algebraickému modelu?

5.5 Vyuzitie Al pri rieseni slovnych aloh

Riesenie slovnej ulohy mozno chapat ako modelovaci proces, v ktorom ziak prechadza od
porozumenia situacii cez matematizaciu a vytvorenie matematického modelu az k rieSeniu a
interpretacii vysledku. Zapojenie umelej inteligencie do tohto procesu preto nemozno zuzovat
iba na ziskanie spravneho vysledku.

Z didaktického hladiska je podstatné, v ktorej faze modelovacieho cyklu Al vstupuje
do prace ziaka a aku ¢innost v nej prebera. Ak Al hned vytvori matematicky model, zostavi
rovnicu a vykona vypocet, mdze ziaka pripravit prave o tie ¢innosti, ktoré maju slovné dlohy
rozvijat: porozumenie situacii, rozpoznanie vztahov medzi veli¢inami, matematizaciu a volbu
vhodnej reprezentacie.

Didakticky zmysluplnejsie je preto vyuzivat Al ako sprievodcu a sparingpartnera, ktory
vhodnymi otazkami podporuje zZiakovo uvazovanie, pomaha mu analyzovat zadanie, porovnavat
mozné reprezentacie a overovat zmysluplnost vytvoreného modelu a vysledku, ale neprebera

samotny proces rieSenia.

( )

Pri praci so slovnou tlohou nie je rozhodujtce iba to, ¢i Al poskytne spravnu odpoved.
Dolezitejsia je otazka, ktoré matematické a poznavacie ¢innosti zostavaju na ziakovi.
Vhodne navrhnuta interakcia s Al by preto mala podporovat modelovaci cyklus, nie ho

skracovat tym, Ze jeho podstatné fazy vykona namiesto ziaka.

5.5.1 AI ako nastroj kritickej analyzy pojmu slovna aloha

Umelu inteligenciu mozno pri praci so slovnymi tlohami vyuzit este pred samotnym rieSenim
konkrétnej ulohy. Predmetom skiimania sa moze stat aj to, ako Al rozumie pojmu slovna
uloha a podla akych znakov jednotlivé ulohy do tejto kategorie zaraduje.

Vratme sa k stvorici uloh uvedenych v casti Od matematickej iilohy k slovnej tilohe. Jednotlivé
ulohy sa lisia spdsobom formulécie aj mierou, v akej musi riesitel interpretovat opisanu situaciu
a vytvorit jej matematicku reprezentaciu.

Namiesto poziadavky, aby Al tieto ulohy vyriesila, jej mdZeme zadat nasledujicu tlohu:
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Priklad: Namet na pracu s Al

Predlozte Al vsetky Styri tlohy a pouzite napriklad tento prompt:

Ktoré z nasledujicich uloh povazujes za slovné tilohy? Pri kaZdej tilohe uved kritérium,

podla ktorého si sa rozhodol. Ulohy neries.

Odpoved Al nasledne porovnajte s vymedzenim pojmu slovna tloha uvedenym v tejto

kapitole.

Podstatou aktivity nie je zistit, ¢i Al priradi jednotlivym uloham ,spravne” oznacenie. Dole-
Zitejsie je analyzovat kritéria, ktorymi svoje rozhodnutie zdovodnuje. Al moze napriklad
prisudzovat prilis velky vyznam samotnej pritomnosti slovného textu a nedostatocne rozlisovat
medzi ulohou formulovanou slovami a tlohou, pri ktorej musi riesitel interpretovat situaciu a

vytvorit jej matematicky model.

Odpoved Al sa tak stava predmetom kritického postdenia. Student neprebera jej klasifikaciu
ako hotovy vysledok, ale konfrontuje ju s didaktickym vymedzenim pojmu a formuluje vlastné

stanovisko.

( ~\

V tejto aktivite Al nevystupuje ako riesitel ani ako zdroj hotového poznatku. Jej odpoved
vytvara podnet na didaktickd diskusiu.
Takéto vyuzitie Al rozvija schopnost Studenta kriticky posudzovat argumentaciu genero-

vanu Al porovnavat ju s odbornymi kritériami a svoje rozhodnutie zdoévodnit.

5.5.2 Al pri porozumeni a fragmentacii textu

Prvou fazou riesenia slovnej ulohy je porozumenie situacii opisanej v zadani. Skor nez ziak zac¢ne
pocitat alebo vytvarat matematicky model, musi rozpoznat, ktoré informacie text obsahuje,
aké veli¢iny v nom vystupuju a aké vztahy medzi nimi zadanie vyjadruje.

Prave v tejto faze moze Al posobit ako didakticky sparingpartner. Jej ulohou nemusi byt
vysvetlit ziakovi, ako ma tlohu vyriesit. M6ze mu pomdct spomalit ¢itanie textu, rozclenit ho na

vyznamové Casti a upriamit pozornost na informacie, ktoré bude potrebné dalej interpretovat.

4 )

Fragmentacia textu nevedie priamo k vysledku, ale pomaha identifikovat tie Casti zadania,
ktoré nesu matematicky podstatné informacie.
Al mozno v tejto faze vyuzit tak, aby podporovala porozumenie textu, ale eSte nepreberala

jeho matematizaciu.
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Priklad: Namet na pracu s Al

Vyberte slovnu tlohu, ktorej zadanie obsahuje viacero idajov a vztahov, a zadajte Al
napriklad tento prompt:

Rozdel zadanie na vyznamové fragmenty podla informacii, ktoré obsahuji. Pri kazdom frag-
mente strucne uved, ¢o sa z neho dozvedame. Zatial nevytvaraj rovnicu ani iny matematicky

model a ulohu neries.

Porovnajte vytvorenu fragmentaciu s vlastnym rozborom zadania. Posudte, ¢i Al zachytila
vsetky podstatné informacie a ¢i niektorej Casti textu neprisudila vyznam, ktory zo

zadania nevyplyva.

Este vacsi priestor pre aktivitu ziaka vznika vtedy, ked Al fragmentéiciu nevykona sama,

ale vedie ho k nej otazkami. Prompt mozno preto formulovat aj restriktivnejsie:

Priklad: AI ako sprievodca porozumenim

Poméz mi porozumiet zadaniu slovnej iilohy. Ulohu za mria nerozdeluj, nevytvaraj mate-
maticky model a nepocitaj. Pytaj sa ma postupne, vzdy iba jednu otazku. Ved ma k tomu,
aby som sam rozpoznal jednotlivé informacie, veliciny a vztahy medzi nimi. Ak odpoviem
nespravne alebo netiplne, neprezrad mi hned spravnu odpoved, ale poloz dalSiu otazku,

ktora mi pomoze moje tvrdenie prehodnotit.

V oboch pripadoch pracuje Al s tou istou slovnou tlohou, ale rozdelenie ¢innosti medzi
Al a ziaka je odlisné. V prvom pripade Al vytvori navrh fragmentacie a ziak ho kriticky
posudzuje. V druhom pripade zostava samotna analyza textu na ziakovi a Al riadi proces

pomocou otazok.

Druhy spdsob preto vyraznejSie zachovava poznavaciu aktivitu ziaka. Al neposkytuje

hotovu analyzu, ale vytvara podmienky na to, aby ju ziak uskutoc¢nil sam.
Otazky na reflexiu

« Ktoré casti zadania Al oznacila za matematicky podstatné?

« Rozlisila udaje, vztahy medzi veli¢inami a otazku dlohy?

+ Nevlozila do interpretacie informaciu, ktora v texte nie je?

«+ V ktorom z oboch spdsobov prace zostava vacsia Cast porozumenia zadaniu na
ziakovi?
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5.5.3 Al pri matematizacii a volbe matematického modelu

Po porozumeni zadaniu nasleduje jedna z najdolezitejsich faz rieSenia slovnej ilohy — matema-
tizacia. Riesitel v nej prechadza od situacie opisanej prirodzenym jazykom k matematickému
vyjadreniu vztahov medzi veli¢inami. Vysledkom nemusi byt iba rovnica. Vhodnym modelom
moze byt aj tabulka, diagram, schéma, graf alebo ina matematicka reprezentacia.

Préave v tejto faze vznika pri vyuzivani Al osobitny didakticky problém. Ak Ziak zada Al
slovnu ulohu s poziadavkou na jej vyriesenie, Al mdze velmi rychlo vytvorit matematicky
model a pokracovat vo vypocte. Ziak tak sice ziska riesenie, ale nemusi uskuto¢nit samotny
prechod od opisanej situacie k matematickej strukture.

Zmyslom vyuzitia Al preto nemusi byt vytvorenie modelu namiesto ziaka. Al moze p6so-
bit ako partner, ktory poméaha ziakovi model postupne vytvorit, porovnat viacero moznych

reprezentacii a zdovodnit ich vhodnost.

( A
Pri matematizacii je dolezité rozliSovat medzi pomocou pri vytvarani modelu a vytvo-

renim modelu namiesto ziaka.
Ak je ciefom vyucovania rozvijat schopnost matematizovat realnu situaciu, potom by tato
poznavacia ¢innost mala zostat predovsetkym na strane ziaka. Al méze proces podporovat

otazkami, spatnou vazbou a porovnavanim alternativ, nemala by v$ak automaticky vykonat

jeho podstatnu cast.

Od hotového modelu k vedeniu ziaka

Rozdiel medzi jednotlivymi spdsobmi vyuzitia Al mozno ukazat uz na formulacii promptu.

Predstavme si, ze ziak pracuje so slovnou ulohou a potrebuje vytvorit jej matematicky model.

Najjednoduchsia poziadavka mdze mat podobu:

Priklad: AI vytvara model

Vyries tito slovni ilohu krok za krokom. Zostav potrebnii rovnicu a vypocitaj vysledok.

Takto formulovany prompt pren4sa na Al nielen vypocet, ale aj matematizaciu. Ziak dostava
hotovy model bez toho, aby ho musel sam vytvorit.
Vhodnejsou moznostou méze byt poziadavka, pri ktorej Al navrhne niekolko reprezentacii,

ale rozhodnutie poneché na ziakovi:

Priklad: AI ponuka mozné reprezentacie

Navrhni dva mozné sposoby, ako mozno situaciu matematicky znazornit, napriklad po-
mocou diagramu, tabulky alebo rovnice. Ulohu nevypocitavaj. Vysvetli iba, ¢o jednotlivé

reprezentacie zachytavajil.
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Ziak nasledne posudzuje, ktora reprezentacia najlepsie vystihuje vztahy v zadanej situAcii,
a svoje rozhodnutie zdovodnuje.
Najvacsi priestor pre vlastni matematizaciu ziaka vznika vtedy, ked Al model sama nena-

vrhuje, ale vedie ziaka otazkami:

Priklad: Al vedie ziaka k vytvoreniu modelu

Pomoz mi vytvorit matematicky model tejto slovnej tilohy, ale nevytvaraj ho za mna. Pytaj
sa ma vZdy iba jednu otazku. Najprv ma ved k urceniu velicin a vztahov medzi nimi. Potom
sa ma pytaj, ako by som tieto vztahy mohol matematicky zapisat. Ak navrhnem model,
neposkytuj hned vlastné rieSenie, ale poméz mi overit, ¢i moj model zodpoveda pévodnému

zadaniu.

Vs
(.

Vo vsetkych troch pripadoch ma Al k dispozicii rovnaku slovnd dlohu. Meni sa vsak
rozdelenie poznavacich ¢innosti medzi Al a ziaka.

V prvom pripade Al matematicky model vytvori. V druhom ponuka mozné reprezentacie a
ziak medzi nimi rozhoduje. V tretom zostava vytvorenie modelu na ziakovi a Al podporuje
proces matematizacie otazkami a spatnou vazbou.

Nejde teda iba o rozdiel medzi tromi promptmi. Ide o tri odlisné didaktické situacie, v

ktorych ziak prebera rozdielnu mieru zodpovednosti za vytvorenie matematického modelu.

Didakticka poznamka

Pri navrhu prace s Al mozno polozit jednoduchu kontrolnt otazku:
Ktora poznavaciu ¢innost ma v tejto ulohe vykonat ziak?

Ak ju prompt bez dalsieho prenesie na Al, moze byt potrebné sposob interakcie
prehodnotit. Cielom nie je obmedzovat moznosti Al ale vedome rozhodovat, ktoré

¢innosti ma technoldgia podporovat a ktoré maju zostat sucastou ucenia ziaka.

J

Iteracia promptu ako didaktické rozhodovanie

Prompt nemusi byt kone¢nym zadanim vytvorenym na prvy pokus. Jeho formulaciu

mozno na zaklade odpovede Al dalej upravovat. Tento proces oznacujeme ako iteraciu
promptu.

Vo vyucovani matematiky vSak nemusi byt cielom iteracie iba ziskanie presnejsej alebo
kvalitnejsej odpovede AL Ucitel moze prompt upravovat aj podla toho, aka ¢ast pozna-
vacej ¢cinnosti Al prebera a aka ponechava ziakovi.

Ak napriklad Al vytvori matematicky model skor, nez mal ziak prilezitost vytvorit ho
sam, dalsia verzia promptu moze tuto ¢innost Al obmedzit a nahradit ju otazkami, ktoré
podporia vlastné uvazovanie ziaka. Iteracia promptu sa tak stava sucastou didaktického

rozhodovania uditela.

-
.




Schopnost iterovat prompt podla didaktického ciela mozno preto chapat ako jednu z novych
profesijnych kompetencii ucitela pri praci s umelou inteligenciou. K tejto otazke sa vratime v

zavere monografie.

5.5.4 Al pri kontrole matematického modelu a praci s chybou

Vytvorenim matematického modelu sa proces matematizacie nekonci. Riesitel by mal posudit,
¢i zvolena reprezentacia skutocne vyjadruje vztahy opisané v pdvodne;j situacii. Prave kontrola
modelu moéze byt dalsim miestom zmysluplného zapojenia Al.

Ak ziak predlozi Al svoj model, najjednoduchsou reakciou je jeho vyhodnotenie a pripadna
oprava. Z didaktického hladiska vsak moze byt cennejsie, ak Al chybu priamo neoznami, ale
pomdze ziakovi preskiimat vlastné uvazovanie a odhalit problém samostatne.

Al tak nevytvara model namiesto Ziaka. Vstupuje do procesu az vtedy, ked uz ziak formuloval

vlastnu predstavu o matematickej Struktire tlohy.

Priklad: Praca s chybnym matematickym modelom

Uvazujme slovnu tlohu:

Klara a Lenka maji spolu 19 rokov. Klara je o 3 roky starsia ako Lenka. Kolko rokov ma
Klara a kolko Lenka?

Ziak oznacil vek Lenky ako x a zapisal rovnicu

r+ (x—3)=19.

Namiesto poziadavky, aby Al rieSenie opravila, jej mozeme predlozit ziakov zapis a

poziadat ju, aby podporila jeho vlastnu kontrolu.
- J

Priklad: AI opravuje chybu

Skontroluj Ziakovo riesenie. Ak je v iom chyba, vysvetli ju a napis spravnu rovnicu.
- J

Priklad: Al vedie ziaka k odhaleniu chyby

Ziak vytvoril uvedeny matematicky model. Nehovor mu, &i je spravny alebo nespravny, a

neopravuj ho. Poloz mu vZdy iba jednu otazku, ktora ho vedie k porovnaniu jednotlivych
Casti jeho zapisu s povodnym zadanim. Ak chybu odhali, ved ho k tomu, aby ju sam vysvetlil

a navrhol opravu.

-~
|\

V druhom pripade sa meni tloha Al Namiesto hodnotenia vysledku podporuje proces
sebakontroly. Vhodna otazka moze napriklad upriamit pozornost ziaka na vyznam vyrazu
x — 3 ana jeho stlad s vetou Klara je o 3 roky starsia ako Lenka. Samotné rozpoznanie rozporu

a oprava modelu vsak zostavaju na ziakovi.



Al ako sparingpartner ucitela

Al nemusi pracovat iba priamo so ziakom. U¢itel ju mdze vyuzit pri priprave spatnej vazby k
ziackemu rieseniu. Namiesto otazky ,, Akt chybu Ziak urobil?“ mozno formulovat poziadavku,

ktora smeruje k didaktickej reakcii:

Priklad: Namet pre ucitela

Precitaj si zadanie a Ziakov matematicky model. Navrhni tri otazky, ktorymi by ucitel mohol
Ziaka viest ku kontrole jeho zapisu. Chybu Ziakovi priamo neprezradzaj. Pri kazdej otazke

strucne vysvetli, na ktort cast jeho uvazZovania je zamerana.

Takto formulovana interakcia neziada Al, aby nahradila ucitelovo didaktické rozhodova-
nie. Poskytuje navrhy, ktoré ucitel nasledne posudzuje vzhladom na konkrétneho ziaka, ciel

vyucovania a situaciu v triede.

( )
Z jedného chybného riesenia nemozno spolahlivo usudzovat na pric¢inu ziakovho neporo-

zumenia. Rovnaky chybny zapis méze vzniknuf z réznych dovodov.
Al preto mdze ucitelovi navrhovat mozné interpretacie chyby a vhodné otazky na ich
overenie, nemala by vsak z jedného vykonu formulovat jednoznac¢nt diagnoézu ziakovho

myslenia.
\ J

Praca s chybou tak pontka najmenej dve moznosti vyuzitia Al. V interakcii so ziakom moze
Al podporovat sebakontrolu a viest ho k odhaleniu rozporu. V praci ucitela moze posobit ako
sparingpartner pri hladani otazok a moznych didaktickych reakcii.

V oboch pripadoch zostava rozhodujuce, aby Al neprebrala ¢innost, ktort chceme prostred-

nictvom prace s chybou rozvijat.

5.5.5 Al pri posudzovani dostatocnosti adajov

Pri rieseni slovnej ulohy sa zvycajne predpoklada, ze zadanie obsahuje vsetky udaje potrebné na
jednoznacné urcenie vysledku. Ani tento predpoklad vsak nemusi byt vzdy splneny. Sucastou
matematického uvazovania je preto aj posudenie, ¢i dostupné informéacie skutocne postacuju
na zodpovedanie polozenej otazky.

Takato situacia vytvara zaujimavy priestor na pracu s Al. Namiesto overovania spravnosti
vypoc¢tu mdzeme skimat, ¢i Al kriticky posadi samotné zadanie, alebo sa napriek nedostatku

udajov pokusi vytvorit konkrétnu odpoved.

Priklad: Katka a Janko - je mozné ur¢it ich vek?

Vratme sa k ilohe o Katke a Jankovi analyzovanej v predchadzajuicej casti kapitoly.
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Jej rozbor ukazal, ze zo zadanych informacii mozno urcit vztah

teda vekovy rozdiel medzi Jankom a Katkou. Presny vek oboch 0s6b vsak bez dalsej neza-
vislej informacie nemozno jednoznacne urcit.
Prave tato vlastnost ulohy umoznuje skimat, ako sposob formulacie promptu ovplyvni

reakciu AL

Al orientovana na ziskanie odpovede

Najjednoduchsia poziadavka mdze mat podobu:

Priklad: Prompt A

Vyries nasledujucu slovnii ulohu. Urci vek Katky a Janka a vysvetli postup rieSenia.

Takto formulovany prompt predpoklada, ze konkrétne veky mozno urcit. Kvalitna odpoved
Al by mala napriek tejto formulacii rozpoznat nedostato¢nost tdajov. Aktivita je vsak zaujimava
prave tym, zZe student nema tento vysledok vopred povazovat za samozrejmy. Ma posudit, ¢i
Al predpoklad ukryty v poziadavke kriticky preveri.

Po ziskani odpovede Al student posudzuje:

Rozpoznala Al, Ze Gdaje nepostacuji na jednoznac¢né uréenie oboch vekov?

Vysvetlila, ktort informéciu mozno zo zadania skuto¢ne odvodit?

Nevlozila do riesenia dodato¢ny predpoklad, ktory zadanie neobsahuje?

Rozlisila medzi vztahom J — K = 5 a urc¢enim konkrétnych hodnét J a K7

Al ako kritik zadania

V druhej situacii zmenime poradie ¢innosti. Al nema zacat rieSenim, ale najprv preskiimat, ¢i

je problém z dostupnych tdajov vobec jednoznacne riesitelny.

Priklad: Prompt B

Skor nez zacnes tuto slovni ulohu riesit, preskimaj jej zadanie. Urci, co mozno z uvedenych
informacii jednoznacne odvodit a ¢i idaje postacuji na zodpovedanie poloZenej otazky.

Nepridavaj Ziadne predpoklady, ktoré nie su uvedené v zadani.

Zmena promptu presuva pozornost od vypoctu ku kontrole podmienok problému. Al
dostava explicitnu poziadavku odlisit informéacie vyplyvajuce zo zadania od predpokladov,

ktoré by don mohla doplnit.
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Aj v tomto pripade vsak Al vykonava podstatnu cast analyzy sama. Pre Studenta médze byt
jej odpoved vhodnym predmetom kritického postudenia, ale samotné odhalenie nedostatocnosti

udajov este zostava na strane Al

Al-tutor vedie studenta k odhaleniu problému

Ak chceme, aby dostato¢nost idajov posudil samotny Student, mozeme tlohu Al opéat obmedzit.

Namiesto analyzy zadania dostane za ulohu riadit proces otazkami.

Priklad: Prompt C

Pomoz mi preskimat, ¢i mozno tuto slovni ulohu jednoznacne vyriesit. Zatial mi nehovor,
¢i ma alebo nema dostatok tidajov. Pytaj sa ma vZdy iba jednu otazku.

Ved ma k tomu, aby som sam urcil nezname veliciny, zapisal vztahy, ktoré zo zadania
vyplyvaji, a posidil, ¢o z nich mozno jednoznacne urcit. Ak urobim nepodlozeny predpoklad,
neprezrad mi hned chybu, ale otazkou ma ved k tomu, aby som zistil, ¢i tento predpoklad

skutocne vyplyva zo zadania.

\ J

V tejto podobe Al neoznamuje, 7e tiloha nema jednoznac¢né riesenie. Student musi sam roz-
poznat, ze z dostupnych informacii ziskava iba jeden nezavisly vztah medzi dvoma neznamymi
veli¢inami.

AI tak neposobi ako kontrolor zadania, ale ako partner pri jeho kritickom skimani. Vy-

sledkom interakcie nema byt iba poznatok, Ze idaje nestacia, ale porozumenie tomu, preco

nestacia.
Rezim Uloha AI Uloha studenta
Al riesitel pokusa sa odpovedat na | kriticky posudzuje, ¢i Al re-
otazku zadania $pektovala dostupné udaje
AT kritik kontroluje dostato¢nost | posudzuje argumentaciu Al
udajov pred riesenim
Al-tator kladie otazky a riadi proces | sam zistuje, ¢o z udajov vy-
skimania plyva a ¢i postacuju
s N

Uloha s nedostatoénymi tidajmi meni tradiént otazku ,Dokdze Al ulohu vyriesit?” na

didakticky podstatnejsiu otazku:

Dokaze interakcia s Al podporit $tudenta v tom, aby rozpoznal, ¢i je vobec co

jednoznacne vyriesit?

Kritické ¢itanie zadania, kontrola dostatocnosti udajov a rozliSovanie medzi informaciou
a nepodlozenym predpokladom su pritom sucastou matematického myslenia, nie iba

kontrolou vykonaného vypoctu.
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Namet na seminar

Vyskusajte vSetky tri prompty s tou istou ulohou o Katke a Jankovi a porovnajte priebeh
interakcie s Al

Potom upravte Prompt C tak, aby Al este menej naznacovala zaver a vacsiu cast kontroly
dostatocnosti idajov ponechala studentovi. Zdévodnite, ktoré formulacie promptu ste

zmenili a aky didakticky dosledok od tejto zmeny ocakavate.

5.5.6 Od riesenia s Al k didakticky riadenej spolupraci

Uvedené priklady ukazuju, ze vyuzitie Al pri slovnych ulohach nemozno redukovat na ziskanie
spravneho riesenia. Al moze vstupovat do réznych faz modelovacieho procesu a v kazdej z nich
moze preberat odlisnd ulohu. Méze poméahat pri analyze zadania, podporovat fragmentaciu
textu, sprevadzat ziaka pri vytvarani matematického modelu, poskytovat podnety na jeho
kontrolu alebo viest k postudeniu, ¢i idaje v zadani vobec postacuji na jednoznacné riesenie.

Didakticky vyznam takejto interakcie v$ak nezavisi iba od toho, ¢o dokaze Al, ale pre-
dovsetkym od toho, ¢o pri praci s nou zostava ulohou ziaka. Rovnaka technologia moze
matematické myslenie nahradzat, ale moze ho aj podporovat. Rozhodujuci je spdsob, akym
ucitel navrhne situaciu a prostrednictvom promptu rozdeli poznavaciu ¢innost medzi ziaka a
Al

Z tohto pohladu mozno vyuzitie Al premietnut do jednotlivych faz modelovacieho cyklu:

porozumenie —> matematizacia —> matematicky model
— rieSenie — interpretacia a kontrola.
V kazdej faze si ucitel moze polozit rovnaku otazku: Ktori poznavaciu ¢innost ma vykonat
Ziak a aku podporu mu v tejto chvili moze poskytnut AI?
Takato otazka prestiva pozornost od samotného pouzivania technolédgie k didaktickému

navrhu interakcie.

s )

Zmysluplné vyuzitie Al vo vyucovani matematiky nespociva v tom, ze Al vykona co
najvacsiu Cast rieSenia. Jej prinos moze spocivat prave v tom, ze vhodnymi otazkami,
podnetmi a spatnou vazbou vytvara priestor pre matematicku ¢innost Ziaka.

Ucitel preto pri navrhu interakcie s Al nerozhoduje iba o tom, ako Al pouzit, ale aj o tom,

¢o jej zamerne neponechat.

& J

Prompt sa v tomto chapani stava sucastou didaktického dizajnu. Jeho iteracia umoznuje
ucitelovi reagovat na sposob, akym Al vstupuje do rieSenia, a postupne upravovat mieru jej
podpory tak, aby poznavacia aktivita zostavala primerane na strane ziaka.

Schopnost navrhovat a didakticky iterovat prompty preto mozno chéapat ako jednu z novych

profesijnych kompetencii ucitela matematiky v prostredi Al K $ir§im dosledkom tejto zmeny
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pre pracu ucitela sa vratime v zavere monografie.

Slovné ulohy tak v prostredi Al nestracaju svoj tradi¢ny vyznam. Naopak, este vyraznejsie
vystupuje do popredia ich tloha pri rozvijani porozumenia, matematizacie, kritického posu-
dzovania informacii a interpretacie matematickych vysledkov. Prave tieto ¢innosti nemozno
stotoznit so samotnym ziskanim spravnej odpovede.

Cielom prace so slovnou tlohou preto zostava, aby Ziak dokazal porozumiet opisanej situacii,
vytvorit jej primerany matematicky model, rieSenie interpretovat a posudit jeho zmysluplnost.
Al moze byt v tomto procese cennym partnerom — za predpokladu, ze podporuje cestu ziaka k

porozumeniu namiesto toho, aby ju absolvovala za neho.
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6 Ciselné obory

6.1 Historické poznamky

Didaktické ciele kapitoly

Po absolvovani kapitoly by mal student ucitelstva matematiky::

1. rozlisovat medzi intuitivhym $kolskym zavadzanim pojmu ¢isla a jeho abstraktnou

matematickou definiciou,

2. chapat historicky vyvoj pojmu ¢isla ako didakticky zdroj, nie ako encyklopedicku

informaéciu,

3. vediet vysvetlit rozdiel medzi pojmami éislo a &islica na trovni ZS.
J

V priebehu skolskej matematiky sa zZiaci postupne zoznamujua so zakladmi aritmetiky a
geometrie, dvoch najstarsich matematickych oblasti. V skolskej matematike sa pojem cisla
zavadza intuitivne, zatial ¢o na VS je definovany abstraktne (ako prvok mnoziny s operaciami).
Tento Studijny material je zamerany na aritmetické ucivo, teda na pracu s ¢islami a pocet-
nymi operaciami, ktoré tvoria neoddeliteInu sucast kazdodenného zivota. Slovo aritmetika

pochadza z gréckeho slova arithmos, ¢o znamena ¢islo.

Definicia 1: Aritmetika

Aritmetika je matematicka disciplina, ktora sa zaobera najma rozsirovanim ¢iselnych

oborov a zakladnymi pocetnymi operaciami v tychto oboroch — s¢itanim, od¢itanim,

nasobenim a delenim.

Definicia 2: Cislo a ¢islica
Cislo je matematicky pojem, ktorym vyjadrujeme pocet, mnoZstvo alebo poradie.

Cislica je znak, pomocou ktorého ¢isla zapisujeme.

V skolskej matematike je dolezité rozlisovat pojmy ¢islo a ¢islica. V sucasnosti pouzi-
vame desat arabskych ¢islic:
01,23,4,5,6,7,8,9
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Kazda z tychto ¢islic moze sama o sebe vyjadrovat aj prislusné ¢islo. V beznom Zivote tieto
pojmy casto nerozliSujeme, no v matematike je presné vyjadrovanie nevyhnutné. Arabské
Cislice maju povod v Indii, do Eurdpy sa vsak rozsirili prostrednictvom arabskych ucencov a
obchodnikov. Okrem slova ¢islica sa pouziva aj vyraz cifra. S pojmom ¢islo sa stretavame aj v

slovach ako numericky ¢i ¢iselny.

[ Historické ukazky vyvoja ¢iselnych oborov ]

Pojem ¢isla si ludia osvojili uz velmi davno, este v obdobi bez pisomnych zaznamov, ked sa
ucili rozlisSovat pocet predmetov v skupinach. Spociatku ludia pomenuvali len malé pocty a zna-
zornovali ich jednoduchymi spdsobmi — napriklad zarezmi do dreva, uzlikmi na povraze alebo
hromadkami kamienkov. Vaésie mnozstva vyjadrovali neurcito, slovom ,,mnoho®. S rozvojom
hospodarstva, obchodu a remesiel rastla potreba presnejsieho a uspornejsieho zaznamenavania
poctov, ¢o viedlo k vzniku ¢iselnych sustav a k zdokonalovaniu vypoctovych postupov.

O vysokej trovni aritmetickych poznatkov v staroveku svedc¢ia napriklad egyptské papy-
rusy a babylonské hlinené tabulky. Vyznamny prinos mali aj matematici v Cine, Indii a najmi v
starovekom Grécku, kde sa poznatky o ¢islach systematizovali a aritmetika sa postupne formo-
vala ako vedecka disciplina. Tieto zaklady umoznili neskorsi rozvoj dalsich oblasti matematiky.

Zakladnym stavebnym prvkom aritmetiky je ¢islo. Hoci Iudia pouzivali prirodzené ¢isla uz

Obr. 6.1: Véstonicka vrubovka

tisice rokov, rozhodujucim krokom pre rozvoj matematiky bol vznik desiatkovej sustavy a jej
zapisu pomocou arabskych ¢islic. Prvé predstavy o ¢isle pochadzaji uz z davneho obdobia
starsej doby kamennej, paleolitu. St nerozlu¢ne spojené s obdobim, ked na zaciatku stvrtohor
zacina ¢lovek ziskavat pomocou nastrojov prostriedky k obzive. Za prvy dokaz, ze ¢lovek uz
vedel pocitat sa povazuji vrubovky. Pozri obrazok 6.1.

Egyptania a Babylonc¢ania (2000 — 500 pred n. 1.) pouzivali vSetky zakladné aritmetické
operacie uz v roku 2000 pred Kristom. Hieroglyficky systém pre egyptské cislice vychadzal zo

scitacich znaciek pouzivanych na pocitanie. Pozri obrazok 6.2. Tento pévod viedol k hodno-
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tam, ktoré pouzivali desatinny zaklad, ale nezahrfnali pozi¢ny zapis. Babyloncania pouzivali

Sestdesiatkovy systém.

L) a

1,000 10,000 100 o000 1,000,000

jiena...

ennlll, .
e N

Obr. 6.2: Egyptska ciselna sustava

Babyloncania a Egyptania poznali zakladné vlastnosti operacii s prirodzenymi ¢islami, ako
je komutativnost, asociativnost a distributivnost. Tiez skimali niektoré vlastnosti suvisiace s
deliteInostou v obore prirodzenych ¢isel. Nepoznali pojem prvocisla, nebol im znamy explicitne.
Ich poznatky boli zamerané skor na praktické vypocty a zlomky.

Nepretrzity vyvoj modernej aritmetiky nastal s érou Gréckej civilizacie. Euklides zhro-
mazdil vSetky znalosti tej doby z matematiky a napisal knihu Zaklady. Jeho praca obsahuje
nielen geometriu, ale s tu zhrnuté vsetky vysledky badania v oblasti matematiky. Na vznik
matematickych pojmov a operacii s nimi, pdsobili praktické podnety (obchod, penaznictvo,
zememeracstvo, moreplavby, astronémia...). Starovekym Grékom az do helenistického obdobia
chybal symbol pre nulu a ako ¢islice pouzivali tri samostatné sady symbolov: jednu pre jednotky,
jednu pre desiatky a jednu pre stovky. Pre tisicky by znovu pouzili symboly pre umiestnenie jed-
notiek atd. Algoritmus pre scitanie, od¢itanie a delenie bol rovnaky ako dnes$ny, len algoritmus
nasobenia sa mierne lisil. Komplexné vypocty s rimskymi ¢islicami si na ziskanie vysledkov
vyzadovali pomoc pocitacej dosky (alebo rimskeho pocitadla). Pozri obrazky 6.5 a 6.4. Skoré
Ciselné systémy, ktoré obsahovali pozi¢ny zapis, neboli desiatkové, vratane Sestdesiatkového
(zaklad 60) systému pre babylonské ¢islice a vigezimalneho (zaklad 20) systému, ktory definoval
mayské cislice. Vdaka tomuto konceptu hodnoty miesta prispela moznost opatovného pouzitia
rovnakych ¢islic pre rozne hodnoty k jednoduchsim a efektivnejsim metédam vypoctu.

Zasadnym medznikom vo vyvoji aritmetiky bolo vznik desiatkového zapisu priro-
dzeného cisla v v stredovekom islamskom svete.

Axiomatické budovanie aritmetiky nastalo az v 19. storoc¢i. Zakladom pri vystavbe
aritmetiky bol Giuseppe Peano (1858 —1932), ktory zaviedol obor prirodzenych ¢isel pomocou

axiom. Na jeho pocest nazyvame subor Peanovych axiém ako Peanova aritmetika.
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Obr. 6.3: Rimske ¢islice

Prevod rimskych Cislic na prirodzené Cisla

Nové zadanie - generator

DCXXXIII 633

Obr. 6.4: Rimske pocitadlo - aktivuj Tu.

Historicky vyvoj pojmu ¢isla je vhodnym zdrojom motiva¢nych situécii najma na zakladnej
skole. Buduci ucitel by mal vediet rozlisit, kedy historicky pribeh podporuje porozumenie a
kedy sa stava len zaujimavostou. Podrobnejsie k historickému vyvoju aritmetiky najdete v

kurze Vybrané kapitoly z aritmetiky Tu .

Metodické poznamky pre vyucujuceho

1. Nejde o historicku exkurziu, ale o legitimizaciu intuitivnych predstav ziakov.

2. Zdoraznit, Ze: ,Ziak neobjavuje matematiku historicky spravne, ale psychologicky

primerane.”

3. V seminari sa osvedCuje otazka: ,Ktora historicka predstava sa podoba dnesnej

detskej predstave?”

Reflexné otazky pre studentov

1. Preco je presné rozlisovanie pojmov dolezité prave pre ucitela?

2. Kedy moze byt historia matematiky kontraproduktivna?
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6.1.1 Skolska matematika

Didaktické ciele

Po absolvovani kapitoly by mal student ucitelstva matematiky::

1. pochopit rozsirovanie ¢iselnych oborov ako odpoved na problém, nie ako

formalny krok,
2. vediet identifikovat didakticky moment zlyhania starého oboru,

3. rozlisovat medzi kurikularnym faktom (,je to v osnovach®) a didaktickym dévo-

dom.

Definicia 3: Ciselny obor

Ciselny oborje mnozina cisel (Ciselna mnozina), na ktorej st zavedené zakladné aritme-

tické operacie: scitanie a nasobenie.

Ciselné obory zavadzame postupne:

1. Na 1. stupni ZS zaé¢iname oborom prirodzenych ¢isel mensich ako 10 000.
2. Na 2. stupni ZS rozsirujeme tento obor pre ¢isla viacsie 10 000.

(a) V 6. ro¢niku priblizime zapis prirodzeného ¢isla v desiatkovej ¢iselnej sustave; plus
desatinné ¢isla.

(b) V 7. roéniku vybudujeme zlomky a operacie s nimi.

(c) Obor celych ¢isel zavadzame pomocou zapornych cisel v 8. ro¢niku.

(d) V poslednom roéniku ZS sa Ziaci oboznamujii s mocninami a odmocninami. Pozrite

si ukazku obohatenia"z ucebnice Bero a kol.: Matematika 9; strana 9, cvicenie 1.

3. Obor racionalnych &isel obohatime o iracionalne éisla aZ na SS. Komplexné ¢isla v
sucasnosti tvoria nepovinny tematicky okruh na SS. Zavadzaju sa ako mnozina vsetkych
usporiadanych dvojic realnych ¢isel, na ktorej st vhodne definované operacie s¢itania a

nasobenia. Vyznamnym prvkom - komplexnym ¢islom - je komplexna jednotka
i=(0,1) e R xR,
pri¢om plati vztah i x i = % = —1.

Potrebu rozsirovania ¢iselnych oborov mdézeme demonstrovat na rie§eni rovnic.
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Kazdé éislo umiestnite do mnoziny, ktora zodpoveda min. €islnému oboru
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Obr. 6.5: Ciselna klasifikacia. Applet si mozete aktivovat Tu.

1. Na prvom stupni ZS sa Ziaci stretavaji s rovnicami, v ktorych je pouZity rdamik na
oznacenie nezname;j
U+2=5

Pri rieSeni rovnic tohto typu ziaci pouzivaju metédu priameho dosadzovania/zapisovania.
Do ramika [J vpisuja prirodzené ¢isla a zistuju, ¢i vzniknuta rovnost plati. Na tomto
stupni vzdelavania zakladnou metédou pri rieSeni jednoduchych linearnych rovnic je

experimentalna metoda.
2. Na druhom stupni ZS pri niektorych linearnych rovniciach
6z +2=5 (6.1)

Uz nevystacia s prirodzenymi ¢islami. Pri rieSeni linearnych rovnic typu 6.1 Ziaci ZS sa

naucia vyuzivat ekvivalentné upravy.
3. Narocnejsia situacia nastane pri rovnici
T+5=2 (6.2)

Pri tejto rovnici este ani Ziaci 8. ro¢nika ZS nedokazu najst spravne riesenie. Nevedia

zdovodnit, Ze rieSenim je zaporné cislo.
4. Na strednej skole su to kvadratické rovnice

(a)
2425 —-3=0 (6.3)
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Pri rieseni kvadratickych rovnic Ziaci 1. roénika SS vyuZivaji okrem ekvivalentnych

uprav aj vzorce pre vypocet korenov kvadratickych rovnic.

Na tomto stupni vzdelavania Ziaci sa stretavaju aj s grafickym rieSenim rovnic.

Pozrite si applet Tu.

(b)
?4+204+3=0=0 (6.4)

Pri rieseni kvadratickych rovnic so zdpornym diskriminantom Ziaci SS musia

poznat komplexné cisla.

Cvicenie

Rieste v obore realnych ¢isel rovnicu

3r+ 2 =+26+5x. (6.5)

Urobte skusku. Rie$enie Tu.

Metodické poznamky pre vyucujiceho

1. Dolezité je explicitne zdoraznit: ,Novy c¢iselny obor nevznika preto, ze ho chceme,

ale preto, Ze ho potrebujeme.”
2. Rovnice su tu diagnosticky nastroj, nie ciel.
3. Odporucané porovnanie:

« ,Ako by som tato potrebu vysvetlil ziakovi?*

« ,Ako by som ju vysvetlil rodi¢ovi?“

Reflexné otazky pre studentov
1. Kedy ziak citi potrebu nového pojmu?

2. Ako dlho je didakticky unosné ,nechat problém otvoreny“?
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6.2 Prirodzené cisla

Didaktické ciele

Po absolvovani kapitoly by mal student ucitelstva matematiky:

1. rozumiet pojmu prirodzené ¢islo ako symbol rovnakych mnozstiev,

[\

. chapat porovnavanie mnozin ako predpripravu pojmu kardinality,

w

. chapat desiatkovu sustavu ako pozi¢ny systém, nie len zapis,

4. vedel identifikovat typické ziacke miskoncepcie (Cislica & pozicia).

Prirodzené ¢isla si [udia utvarali pri skimani vztahov medzi skupinami realnych objektov.
Pri takomto skiimani vztahov medzi skupinami objektov sa abstrahovalo od velkosti, farby a
dalsich vlastnosti. Podstatné bolo len to, ¢i predmety dvoch stiborov mozno vzajomne (bezo
zvysku) zoradit do dvojic.

Za najdolezitejsie zistenie pri ,,zoskupovani objektov® bol objav fudstva, pomocou ktorého

ludia dokazali odpovedat na otazku:

[ V ktorej skupine je menej, viac resp. rovnako objektov? ]

V podstate ide urcovanie "Velkost mnoziny". Princip resp. metéda porovnavania je
vychodiskova metdda pri zavadzani pojmu prirodzeného é&isla aj na 1. stupni ZS. Ziaci na tomto
stupni vzdelavania porovnavaji mnoziny z pohladu mnozstva prvkov. Osvoja si situacie, kedy

mnoziny maja rovnaky pocet prvkov.

[ Ide o predpripravu pojmu kardinality. ]

Predstavme si, Ze nepozname Zziadnu teoriu o ¢islach ale pozname len pojmy jeden, dva
a viac. Nasou ulohou bude zistit, ktorych krazkov je viac — modrych alebo ¢ervenych?
Pozrite si obrazok 6.6.

Ulohu mézeme jednoducho vyriesime tak, Ze budeme spajat jeden modry krizok s jednym
cervenym kruzkom. Dostaneme sa do situacie, ked uz nemoézeme spajat a pritom mame este
volné dva modré kruzky. Vtedy ,slavnostne” vyhlasime, ze modrych kriizkov je viac ako
cervenych kruzkov.

Ziaci porovnavaju koneéné mnoziny s reAlnymi prvkami - skupiny doméacich zvierat; deti
pri réznych hrach; peniaze, ktoré musia zaplatit v obchode a pod. Po ziskani zru¢nosti v metode
porovnavania, ziaci sa zoznamuju s pojmom prirodzeného c¢isla ako symbolom pre vsetky

mnoziny s rovnakym poctom prvkov. Takymto symbolom budu hovorit prirodzené cisla.
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Obr. 6.6: Porovnavanie mnozZin.

Naucia sa ako tieto symboly zapisat (pomocou ¢iarok, ¢islic, ...) a ¢itat. Pozrite si obrazok 6.7.

Ziaci éasto zamienaju hodnotu éislice a jej poziciu v zapise éisla.
H - H#- Il 3-5+3 =18
Obr. 6.7: Symboly pre prirodzené ¢isla.

Z historie vyvoja matematiky si zname tzv. vrubovky, ktoré slazili na primitivne uréovanie

poctu prvkov v skupine. Jedna z najstarsich vruboviek bola objavena na Morave v roku 1936.

V siedmom storoc¢i nasho letopoctu indo-arabska matematika zaviedla desiatkovu ¢iselna

sustavu.

Uvedieme zjednodusent definicia pojmu prirodzeného ¢isla, ktora je vhodna pre 2. stupen

Definicia 1: Prirodzené cisla

Prirodzené ¢isla su prvky mnoziny

N={1,2,3,4,...,n,...}.

Prirodzené c¢islo vyjadruje pocet prvkov danej konecnej a zaroven neprazdnej mnoziny.

Definicia 2: Nula

Nula predstavuje pocet prvkov prazdnej mnoziny.

Nulu z praktickych doévodov na zakladnej skole nezaradujeme medzi prirodzené ¢isla. Ma

samostatné postavenie v ¢iselnych oboroch.
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6.2.1 Desiatkova sustava

Dnes zapisujeme ¢isla pomocou skupin zaloZenych na ¢isle 10 (desiatkova ¢iselna sustava).
Zostavujeme postupne skupiny o 10, 100, 1000, 10 000, ... Pocet nul za jednotkou oznacuje
velkost skupiny a nazyva se rad.

Desiatkova ¢iselna sustava je spdsob zapisovania prirodzenych ¢isel pomocou desiatich
¢islic: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9.

Desiatkova ciselna ststava

V desiatkovej sistave zapisujeme Eisla pomocou desiatich cislic.
Hodnota dislice zavisi od jej miesta v Eisle.

537

Stovky Desiatky Jednotky
' ¥
500 30 7

5 stovik + 3 desiatky + 7 jednotiek = §37
Obr. 6.8: Zapis ¢isla v desiatkovej ¢iselnej sustave.

Pri zapise hodnota c¢isla zavisi od jej miesta Cislice v zapise ¢isle (jednotky, desiatky, stovky,
...). Napriklad Ziaci uz na 1. stupni ZS sa rychlo nauéia (a aj pochopia), Ze zapisy 12 a 21

predstavuju rozne cisla resp. rozne pocty prvkov.

Prevzaty rieseny priklad

Precti (zapis$ slovy) nasledujici pfirozena ¢isla zapsana v desitkové soustavé. U kazdého z
nich uved pocet ¢eho mohou udavat (napriklad ¢islo 58 mtize udavat pocet maturantti ve
dvou maturitnich tfidach).

a)14 b)301 c¢)6520012 304

(Prevzaté z Matematika ZS realisticky.cz)
. J

RieSenie.

vvvvv

3. 6520 012 304 - pocet obyvatel Zemé, nejvyssi fad 9 (miliardy).
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[ Porovnavanie a usporaduvanie prirodzenych ¢éisel. ]

Cisla zapisané pomocou desiatkovej ¢iselnej sustavy je mozné aj lahko porovnavat. Pozrite

si interaktivne obohatenia z ucebnice pre 5. ro¢nik od autorov Bero a kolektiv.

Cislo, ktoré md viac cifier, je vidy viicsie. 2 504 601>4 571 o
Ak majti dve ¢isla rovnaky pocet cifier, tak 4 872 506 >4 853 519

porovndvame ich cifry zlava doprava:
prvi s prvou, druhii s druhou... Viicsie cislo je to, u ktorého najskér ndjdeme vécsiu cifru.

Obr. 6.9: Bero a kol., Matematika pre 5. ro¢nik, str. 9

[ Operacie na mnozine prirodzenych ¢isel. ]

V niz$ich ro¢nikoch 2. stuptia ZS sa pri operaciach s prirodzenymi ¢islami kladie déraz na
porozumenie vyznamu operacii, ich vzajomnych vztahov a vyuzitie v realnych situaciach,
nie len na zvladnutie vypoctovych algoritmov.

Uvadzame priklady z uc¢ebnic v 5. ro¢niku.

1. Ziaci si opakujt zékladné pojmy a vztahy pre séitanie a odéitanie.

2. Osvojuju si operacie nasobenie a delenie prirodzenych ¢isel.

3. Rozsiruju obor nasobenia a delenia.

i 4 = 496
CINITEL . CINITEEL = SUCIN
| 496 : 4 = 124

DELENEC : DELITEL = PODIEL |

Obr. 6.10: Sediv;’r a kol., Matematika pre 5. ro¢nik, str. 23.

Ucebnica Sedivy a kol. je dostupna v elektronickej forme Tu.

[ Rozne pristupy ]
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Rozne pristupy k zavadzaniu a precvicovaniu pojmov, ktoré sa viazu k operaciam na

mnozine prirodzenych cisel.

1. Ukazka z uéebnice od autorov Sedivy a kolektiv je staticka. Neumoziiuje ziakom interak-

tivne si overovat znalosti, ktoré dosiahli pri operaciach s prirodzenymi ¢islami.

2. Ucebnica Bero a kol.: Matematika pre 5. ro¢nik na strane 48 ponuka Ziakom obohatenie
,Nasobilka“.

(=)}
B
Il

w1
=

-
Il

Obr. 6.11: Bero a kol., Nasobilka3.

Priklad: samostatné cvicenie

Vyuzitim Al navrhnite (pripadne vyhladajte) interaktivne materialy, ktoré ucitelia v 5.

ro¢niku ZS mézu vyuzit v tematickom okruhu ,,Operacie s prirodzenymi ¢islami®.

Metodické poznamky pre vyucujiceho

1. Neurychlovat prechod k symbolike.
2. Pracovat s realnymi situaciami, nie abstraktnymi objektmi.
3. Al moze generovat:

+ chybné ziacke odpovede na analyzu,

» diferenciované ulohy pre slabsich ziakov.

Reflexné otazky pre studentov

1. Preco je ,pocitanie” viac nez mechanicka zru¢nost?
2. Kedy ma zmysel zavadzat nulu?

3. Co sa zmeni, ak presunieme ¢islicu?
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6.3 Celé cisla

Didaktické ciele

Po absolvovani kapitoly ba mal student ucitelstva matematiky:

1. chapat zavedenie celych ¢isel ako nevyhnutny krok, nielen ako rozsirenie ,pre

pohodlie®,
2. vediet vysvetlit vyznam pojmu opacné cislo,
3. rozumiet rozdielu medzi $kolskou a vysokoskolskou konstrukciou 7Z,
4. rozliSovat separovany a genericky model,

5. vedel vysvetlit, Ze ¢iselna os patri medzi najabstraktnejsie modely.

Jedna z naro¢nych ale zaroven délezitych etap pri rozsirovani ¢iselnych oborov na zakladne;j
skole je rozsirenie oboru prirodzenych cisle na obor celych ¢isel. Zavedenie oboru celych
¢isel je v sucasnosti zakotvené v uéebnych osnovach pre 8. ro¢nik ZS. Vychodiskovym pojmom
je opacné cislo.

Prv neZ zaéneme s charakteristikou procesu vystavby celych &isel na ZS a komparaciou
ucebnic matematiky pouZivanych na ZS, uvedieme teoretické vychodiska k tejto problematike.
Motivaciou pri zavadzani celych ¢isel moze byt problém, ktory nastane pri pokuse riesit

niektoré linearne rovnice v obore prirodzenych ¢isel. Napriklad jednoducha algebraicka rovnica
x+5=2,

ktorej koeficienty 1,2, 5 st prirodzené c¢isla nema v obore prirodzenych ¢isel riesenie.

1. Ak budeme aplikovat ekvivalentni upravu ,od¢itanie” ¢isla 5 k obidvom stranam rovnice,

tak dostaneme
(x+5)—5=2-5.

2. Po uprave na lavej strane rovnice dostaneme len neznamu x a na pravej strane to bude
rozdiel (2 — 5).

3. Velmi lahko sa presved¢ime, Ze rozdiel (2 — 5) v obore prirodzenych ¢isle neexistuje.

Preto je nutné vytvorit novy ciselny obor, v ktorom takyto rozdiel existuje.

4. Pri rozsirovani oboru prirodzenych ¢isel na obor prirodzenych ¢isel je vhodné (aj ked nie

nutné) zaviest pojem opacného ¢isla.
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Pre TubovoIné prirodzené ¢islo n definujeme opacné ¢islo m také, pre ktoré plati rovnost

n+m = 0. (6.6)

Na rovnost 6.6 sa mdzeme pozerat aj ako rozdiel n = 0 — m. Myslienka vytvorenia nového
¢iselného oboru pomocou ,rozdielov prirodzenych ¢isel” je nosnou pri zavadzani oboru
celych ¢isel v teoretickej aritmetike na VS. Pre Ziakov ZS je nutné sformulovat definiciu, ktora

je viac-menej intuitivna.

[ Zakladna skola. ]

Uvedieme definiciu pojmu celého ¢isla, ktora je vhodna pre 2. stupen ZS.

Celé c¢isla su vsetky prirodzené (kladné celé) ¢isla a ¢isla k nim opacné (zaporné celé)

plus ¢islo nula.

Symbolicky to zapiseme ako mnozinu
Z=40,£1,£2,... ,+n,...} (6.7)

Zaporné celé ¢isla umozinuju vyjadrit aj velkost abytku resp. poklesu v realnych situaciach,
ktoré sa tykaju vypoctov.

Hovorime aj o odbore celych nezapornych ¢isel, ktory predstavuje mnozinu

7zt ={0,1,2,....n,...}

[ Vysoka $kola - teoreticka aritmetika. ]

Jednou z moznosti ako zaviest obor celych cisel je vyuzitie vhodnej relacie ekvivalencie
na kartezianskom suc¢ine N x N mnoziny prirodzenych ¢isel. Na prednaskach z teoretickej
aritmetiky sa tato relacia zvykne definovat nasledovne:

Nech N je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel. Definujme binarnu relaciu R na mnozine
N x N takto:
(a,b)R(c,d) & a+d=c+Db, (6.8)

kde a, b, ¢, d st prirodzené ¢isla.
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Relacia 6.8 je relaciou ekvivalencie.

Dokaz tohto tvrdenia je predmetom cvicenia z teoretickej aritmetiky.

Pozrite si vlastnosti tejto relacie Tu. V kurze z vyssej algebry ste sa presvedcili, ze kazda
relacia ekvivalencie indukuje rozklad mnoziny na disjunktné triedy. Zrejme mézeme vyslovit

tvrdenie/vetu, ktoré zaroven definuje mnozinu celych ¢isel.

Nech (N x N)/R je rozklad kartezidnskeho su¢inu N x N podla relacie6.8. Potom triedy
tohto rozkladu budeme povazovat za celé ¢isla.

Pre uplnost je nutné zadefinovat vhodné operacie sictu a sucinu.

Definicia 3: Sucet celych cisel.

Nech T{,), T{c,q) st dve celé ¢isla (dve triedy rozkladu), potom ich suctom
Tiap) © Tica)

bude trieda

T(a+c,b+d) .

Teda stcet tried je urceny vztahom

Tiareprd) = Tiap) © Tica) (6.9)

Samostatné cvicenia

Vyrieste nasledujuce ulohy!

1. Ukazte, ze usporiadané dvojice prirodzenych ¢isel sel (2,5) a a (0, 3) patria do tej istej

triedy rozkladu a teda predstavuju to isté ,zaporné” ¢islo —3.

2. Zvolte si lubovolné prvky x € T(g9),y € T{35) a vypocitajte sucet x + y. Urcte triedu

rozkladu, do ktorej tento sucet patri.

3. Vyslovte definiciu pre sacin dvoch tried. Pomoc: pozrite si definiciu v kurze Budovanie

¢iselnych oborov.

Tento pristup nie je uréeny pre Ziakov ZS, ale budticim uéitefom pontika hlbsie porozumenie

podstate zapornych cisel.
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[ Zakladna skola celé ¢isla. ]

Vratme sa teraz do 8. ro¢nika zakladnej skoly a pokusme sa vyriesit rovnicu x + 5 = 2.

Pri jej rieSeni mozeme pouzit aj nasledovny postup.

« Ziaci uz na ZS vedia, Ze plati rovnost 3 + (—3) = 0,

« pririeeni rovnice x + 5 = 2 vyuziju asociativnost: (z + 3) + 2 = 2,
« od obidvoch stran rovnice Ziaci od¢itaju to isté ¢islo: 2

« po odé¢itani ziskaji ,jednoduchsiu® rovnicu x 4+ 3 = 0,

« kedze plati aj rovnost (—3) + 3 = 0.

Ina moznost rieSenia rovnice x + 5 = 2

« ak ,od¢itame” ¢islo 5 od obidvoch stran rovnice,

« dostaneme (x +5) —5=2—5,

« odkial z = (2 — 5).

Zistili sme, Ze rieSenie mdzeme zapisat dvomi sposobmi: © = (—3) resp. z = (2 — 5).

Zavery:
1. KedZe rovnica ma len jedno rieSenie (preco?), tak musi platit (—3) = (2 — 5).
2. Namiesto zapisu (—3) budeme pouzivat zapis —3.

3. Zavedieme oznacenie 2 — 5 = —3.

4. Cisla zapisané v tvare —3 budeme nazyvat zaporné ¢&isla a ¢itat ...

Historicky kontext

Zaporné cisla sa objavili po prvykrat v ¢inskej matematike. V knihe ,Devit kapitol
matematického umenia“ (202 pred n.l.) st pouzité ¢ervené ,isecky” pre kladné ¢isla a

Cierne pre zaporné Cisla.

Tento systém je opak sucasného zapisovania kladnych a zapornych ¢isel v oblasti bankovnictva,

Uctovnictva a obchode.

Matematici v r6znych historickych obdobiach povazovali zaporné ¢isla za absurdné

(Diofantos), klamné (Descart) a fiktivne (Bombelli).
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Obr. 6.12: Cinsky zapis zapornych &isel

6.3.1 Opacné cisla

Uloha ZS (Zmena teploty)

Janko a Marienka mali za tlohu zistit ako sa zmenila vonkajsia teplota na skolskom
dvore medzi 7 hodinou a 10 hodinou. Janko zistil, Ze teplota vzduchu v tomto ¢asovom
useku stupla o 5 stupnov, Marienka zistila, Ze teplota vzduchu o 10 hodine dosiahla
len 2 stupne.

Na hodine matematiky mali Ziaci 8. triedy vypocitat aka bola teplota vzduchu na skolskom

dvore rano o 7 hodine.

\ J

Riesenie.

1. Ziaci pri rieSeni dospeli k rovnici ci z + 5 = 2, ktorej koeficienty 1,2, 5 st prirodzené

¢isla.
2. Zistili, Ze rovnica v obore prirodzenych ¢isel nema riesenie.

3. Otazka: Preco rovnica  + 5 = 2 nema rieSenie v obore prirodzenych cisel?
Odpoved: Ekvivalentnou upravou - pri¢itanim fubovolného prirodzeného ¢islan > 0 k
¢islu 5 dostaneme n + 5 > 0 + 5 = 5 > 2. Teda vyraz x + 5 v obore prirodzenych ¢isel
nikdy nenadobudne hodnotu 2.

]
Ziaci intuitivne prijimaji zaporné é&isla v kontexte teploty skor nez v ¢isto algebraicke;
forme. Pri rieseni je vhodné pouzit dynamicky applet ,Teplomer®, ktory si aktivujete Tu.
V applete nastavte posuvnik ,Narast teploty” na hodnotu 5 a posuvnik ,Pociato¢na teplota®
plynule posuvajte tak, aby ,Konecna teplota"dosiahla hodnotu 2. Applet zobrazi v textovom
poli ,Pociato¢na teplota“ hodnotu -3, ktora je rieSenim tlohy.
Vychodisko pri zavadzani celych resp. zapornych c¢isel v skolskej matematike je pojem
opacného ¢isla. Opacné cisla su zavadzané pomocou modelov, ktoré reprezentuji nazorné

realne situacie. Z pohladu metodoldgie ide tedriu separovanych a generickych modelov.
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Obr. 6.13: Tlustracia rieSenie ulohy ,, Zmena teploty®

Osvojovanie matematickych schopnosti je Gzko spojené s dusevnym vykonom Zziaka,
ktorého dolezitou sticastou je proces abstrakcie. Viac v praci [Hejny, 2004]. Poznavaci proces
vychadza z toho, ze vo vzdelavacom procese ziak/student

1. najskor vnima a pochopi elementarne javy asavislosti na viacerych konkrétnych situ-
aciach (separované modely),

2. neskor hlada ¢o maju spolocné tieto elementarne javy (generické modely) a nasledne

objavuje obecnejsie javy a vztahy, pricom prichadza k abstraktnému poznaniu.

[ Zaikladna skola ]

Uvedieme ukazky tematického bloku ,,Opac¢né ¢islo®, ktoré s zahrnuté v najcastejsie pou-
7ivanych ucebniciach. Za najabstraktnejsi genericky model sa povazuje model ,Ciseln os®.
Pravdepodobne najmenej vyhodny je model ,Vytah®, kedZe realne v nasej geografickej oblasti
mame velmi malo budov s podlaziami oznacenymi zapornymi ¢islami. Ako najicinnejsi sa javi
model ,Teplomer®, ktory je akymsi prechodom od separovaného modelu ku generickému. Tu
su tri ukazky z roznych ucebnic.

1. Sedivy, O. a kol.: Matematika pre 6. roc. 7S, 1. ¢ast, str. 41.

Na ¢iselnej osi su zobrazené symetricky umiestnené body.
2. Zabka, J.,.Cernek, P.: Matematika pre ZS, 8. ro¢, 1. Cast, str. 49.

3. Berovci: Interaktivna kniha - Matematika - U¢ebnica pre 8. ro¢nik, str. 5. Pozrite si na

tejto stranke obohatenie ,Preco st zaporné ¢isla potrebné?”
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- Abstrakény zdvih

/

Genericky model

l= Abstrakény zdvih

Genericky model

Abstraktné poznanie

Obr. 6.14: Vztahy medzi separovanymi a generickym modelmi

Pri ukazke zapornych ¢isel sa pouzivaju tiez priklady z oblasti financii a meteorologie
(teplota), ktoré sa naviac priblizuja redlnemu Zivotu. Na pribliZenie pojmu zaporného ¢isla

(Zabka) sa pouziva aj vyfah alebo nadmorska vyska, ale to st nie celkom realne situacie.

1. Situacie typu 2 — 5 alebo 2 + (—5) vyhodne mdzeme modelovat napriklad na financiach

(pokuste sa interpretovat toto od¢itanie pri platbe platobnou kartou).

2. K pojmu zaporného/opacného ¢isla si v ramci cvicenia vytvorime dynamicky applet, na
ktorom budeme modelovat situacie o zmene teploty. Pozrite si ukazku teplomeruTu a
vytahu Tu. Na dynamickom teplomere vymodelujte situaciu, ktora prezentuje riesenie

rovnice e r + 5 = 2.
Zapamitajte si zavery:
1. Rovnica ma len jedno rieSenie, preto musi platit (—3) = (2 — 5).
2. Namiesto zapisu (—3) budeme pouzivat aj zapis —3.

3. Cisla zapisané v tvare —3 budeme nazyvat zaporné ¢isla a citat minus tri.

6.3.2 Generické modely
Modely pre upeviiovanie pojmu zaporné ¢islo

1. Farebny model - operacie. Ziaci intuitivne prijimaji zaporné ¢isla v kontexte teploty

skor nez v cCisto algebraickej forme.predstavuju éierne a cervené palicky..
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PRIKLAD 1

Janko si narysoval ¢iselni os a na nej vyznadil dve &isla:

1l cm
i t i
-6 0 1
Cim je tato dvojica &isel zaujimava?

RIESENIE

ﬂ Janko meria:
Vzdialenost’ obrazu &isla 6 od cbrazu &isla 0 je 6 cm.
Vzdialenost' obrazu &isla —6 od obrazu &isla 0 je 6 em.
Obrazy tychto &isel st rovnako vzdialené od obrazu &is-
la 0 a leZia na opaénych Eastiach &iselnej osi vzhladom

na obraz &isla 0.

o

(:lisla —6 je opacné k &islu 6. Plati to aj obritene:
Cislo 6 je opaéné k &islu —6.

Obr. 6.15: Ciseln4 os - Sedivy

Predstavte si, ze ste na 4. poschodi a iete sa 0 6 p

poschodi budete?

hodi nizsie. Na ktorom

Pozrite, ako iilohu riesil Vilo.

Postupne si predstavujem, ako idem
0 jedno poschodie nizsie 3. poschodie
o dve poschodia nizsie 2. poschodie
o tri poschodia nizsie 1. poschodie
o0 styri poschodia nizsie 0. poschodie (prizemie)
o pit poschodi nizsie ~1. poschodie
o sest poschodi nizéie ~2. poschodie.
Budem na -2. poschodi. 30

Obr. 6.16: Vozenie hore - dole vytahom

Tento model vychadza z ¢inskeho spdsobu zapisu zapornych ¢isel. Tento model je vhodny
aj pre ziakov zakladnych $kol. Staci im povedat pravidlo: Jedna ¢ierna a jedna Cervena
palicka sa vyrusi. Teda rovnaky pocet ¢iernych a cervenych paliciek dava nulu. Potom

napriklad rovnost
3+ (-2)=1

mozeme reprezentovat tak, ako je znazornené na obrazku ,,Cinsky model®.
2. Model profesora Milana Hejného Tajna chodba pouziva pravidlo:

« Vystup o jeden schod predstavuje prirodzené ¢islo 1
« Zostup o jeden schod predstavuje zaporné ¢islo (-1)

« Potom matematicku ulohu na séitanie v obore celych ¢isel moézeme prezentovat
ako prechadzku po chodbe, v ktorej sa nachadzaju viaceré schodistia v smere nahor

ako aj nadol.
Analogicku funkciu ma model Vytah - zmena stavu.

3. Ciselna os
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a) Zapis teploty namerané na teplomeroch. b) Zapi3, na ktorom podlazi
parkuje kazdé auto.

Teploty nad nulou oznacujeme
znamienkom ,+" a teploty pod nulou
oznacujeme znamienkom ,~ “.

Obr. 6.17: Meranie teploty

3 —tri

| |
I " I (-2) - minus dva
I Spolu 1

Obr. 6.18: Cinsky model

Pravdepodobne najprirodzenejsim a najpraktickejsim modelom pre zobrazovanie celych
Cisel zrejme ostane Ciselna os. Prechod od dynamickych modelov k ¢iselnej osi predstavuje
prechod od konkrétneho k abstraktnému mysleniu.

Nech je dana priamka a nej body 0 a 1, pricom d(0, 1) = 1. Applet ,,Ciselna os“ je dostupny
Tu.

Celému ¢islu u a € Z priradime bod A na osi x podla pravidiel:
(a) Pre nezéporné &islo a bude jeho obraz bod na polpriamke 01, pricom bude platit
d(0,A) = a.

(b) Ak ¢islo a je zaporné, tak jeho obraz bude bod A’ na opacnej polpriamke k pol-
priamke 01, pricom pre vzdialenost bodu A’ od pociatku bude platit d(0, A’) = |al.

Cvicenie (7. - 8. ro¢nik ZS)

Na obrazku 6.20 je narysovana ¢iselna os a na nej st vyznacené tri ¢isla x, y, z.. Narysujte
na tejto Ciselnej osi obraz nuly, ak viete, Ze sicet dvoch vyznacenych cisel se rovna
tretiemu. Najdite vSetky rieSenia.

Otvorte si applet ,,Ciselna os®, ktory je dostupny Tu.
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Zvolte si cislo - stlaéenim

Obr. 6.19: Ciselné os

1. Model je most, nie ciel.

2. Vytah, teplomer, financie — kazdy model ma obmedzenia.
3. Kazdy model nieco zvyraznuje a nieco potlaca.

4. Ulohou u¢itela je vediet, kedy model opustif a prejst k ¢iselnej osi.

5. Zdoraznit, Ze:,Abstrakcia nie je odstranenie kontextu, ale jeho zov§eobecnenie.”

Reflexné otazky pre studentov
1. Ktory model je preco u¢inny?

2. Kedy model zac¢ne ziaka brzdit?
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6.3.3 Operacie s celymi ¢islami

- N

Didaktické ciele

Po absolvovani kapitoly ba mal student ucitelstva matematiky:

1. chéape pravidla znamienok ako vysledok pozorovania,

2. vie identifikovat nevhodné verbalne algoritmy;,

3. vie navrhnut sekvenciu uloh veduicu k objavu pravidla.

[ Sc¢itovanie a odéitovanie ]

Sc¢itovanie a od¢itovanie celych ¢isel sa v dostupnych uc¢ebniciach matematiky zavadza postupne

ako sucet:
1. dvoch kladnych ¢isel
2. dvoch zapornych ¢isel
3. kladného a zaporného dvoch,

pricom sa zddraziuje tvrdenie: ,Od¢itat zaporné ¢islo znamena pricitat cislo opacné.”

PRIKLAD 2

Petra chee vypodéitat tieto priklady:
-9 -32; 14-358; 100+(-64); -105+47

RIESENIE

Petra pouZije takyto postup:

1. uréi znamienko vysledku:

gisia maji
| rovmakéznamienka |« s | rdzne znamienka i
vysledok bude mat’

"™ [ Znamienko toho ¢isla, ktoré
je po zakryti znamienok vAgsil

&islamaja

rézie znamienka
od&ita menSie &islo od viitlie |

Obr. 6.21: Uké&Zka z ucebnice (Sedivy'/, Matematika 6/1, str. 60)

V uéebnici od autorov Zabka, Cernek je od¢itanie dvoch celych ¢&isel prezentované pomocou
pricitania opac¢ného cisla:
V ucebniciach didaktiky matematiky spravidla nadjdeme len symbolické zapisy vlastnosti

sCitania. Napriklad:
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Tento vysledok Peter struéne zhrnul takto:
3's Petrovo) pr",%ifiillbf:i

. Odéitat dané &slo je to isté, ako pripo&itat
~ &islo k nemu opaé&né.

itujems vicaie Eislo od mensieho:
: )=-30427=-3

l.a+(—a)=0,;0=0,a-1=aq,

2.a+(—b)=a—baka>bkdea,be N.

Poznamky

1. Pre ziakov 8. ro¢nika sc¢itanie a od¢itanie nepredstavuje narocné ucivo, kedze sa s v
beznom Zivote stretavaju aj s tlohami pre od¢itanie, v ktorych je vysledok zaporné ¢islo.

Su to prevazne ulohy o teplote a financiach.

2. Ak chceme ziakov dosiahnut dobré zru¢nosti pri sc¢itovani a od¢itovani dvoch celych
¢isel, tak musime s nimi riesit dostato¢né mnozstvo prikladov. Dbame na to, aby priklady

korespondovali so situaciami v beznom Zivote.

3. Pre scitanie a odcitanie celych ¢isel mdzete vyuzit celt skalu modelov vytvorenych v

prostredi GeoGebra. Ako priklady uvadzame dostupné modely

« ,Ciselny rad na sé¢itanie a od¢itanie” od autora Bo Kristensen

1+4=5

@

210 9 8 7 8 5 4 3 2 4 oo

—

Obr. 6.23: S¢itanie a odc¢itanie

V applete z obrazka 6.23 posuvajte ¢ierny a modry bod. Applet je dostupny na
stranke GeoGebra Tu.
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« ,Odcitanie dvoch celych ¢isel” od autora Kwanchau. V applete zmenite hodnoty

pomocou posuvnikov. Dostupnost appleta Tu.

4. Pri rieSeni uloh sa pouzivaja aj formulacie typu: ,,Ak absoliitna hodnota cisla je vicsia
..., tak od¢itame ...% ktoré su pre ziakov malo vypovedajuce. Preto uprednostriujeme

formulacie: ,,Ktora z "cifier” a, b predstavuje vicsie prirodzené ¢islo".

5. Pravidla pre znamienka by mali byt vysledkom pozorovania, nie memorovania.

[ Nasobenie a delenie ]

Medzi zakladné operéacie v aritmetike celych ¢isel patri nasobenie a delenie celych ¢isel. Pri
nasobeni sa vyuziva skutocnost, ze sucin predstavuje opakované sc¢itanie rovnakych scitancov,
¢o umoznuje nadviazat na skisenosti ziakov s nasobenim v obore prirodzenych ¢isel. Rozsirenie
nasobenia na zaporné celé Cisla si vSak vyzaduje didakticky citlivy pristup, v ktorom sa vyznam
znamienka postupne objasinuje prostrednictvom modelov, pozorovania a zovSeobeciiovania

pravidelnosti, nie mechanickym zavedenim pravidiel pre znamienka. Pri deleni celych ¢isel

!

(1) (3)=3

Obr. 6.24: Odcitanie dvoch celych ¢isel

vychadzame z chapania delenia ako inverznej operacie k nasobeniu. Déraz sa kladie na po-
chopenie vztahu medzi delitelom, delencom a podielom, pricom Ziaci postupne objavuja, za
akych podmienok je podiel celym ¢islom a kedy je potrebné rozsirit ¢iselny obor. Aj pri deleni
je vhodné opierat sa o realne situacie a modely, ktoré ziakom poméahaji porozumiet vyznamu
operacie a spravnemu pouzivaniu znamienok.

Studijné texty v dostupnych ucebniciach maji rozne zameranie. Pozrite si dve ukazky.

Ukazky, ktoré sme prevzali z u¢ebnic matematiky pouzivanych na nasich zakladnych
skolach su statické.
Nevyuzivaju dnesné moderné technické vybavenie ani moznosti poskytované Al vo vyuco-

vani matematiky:.
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PRIKLAD 1

Stéin 8 .7 mdZeme zapisat’ aj pomocou suctu. Ako?

Napiste pomocou siiétu aj sudin 8 . (—7). -
(77 \,
RIESENIE g ;
Rie§ia Martin a Janka: B
B.7=7+7+7+7+7+7+7+7=56

8-krat
Ako dobre, Ze vieme nasobilku! S¢itovat tolko sedmidiek by sa nim uz
nechcelo, pomyslela si Janka.
8 .(=7) vyjadrime ako sutet podobne, Martin pise:
8.CN=CD+ENDN+HEDN+HEDHEDHED+HED+H(ED) =
==7-7-7-7~-7=-7-7-7=
8-krat
vietky ¢isla majii rovnaké znamienka

=_(T+T+7+7+7+7+T+7)=-(8.7)=-56

A Y R-krat

Obr. 6.25: Ukazka z ucebnice Sedivy

Potitajte ako Rudo.
3-(-67) 7 - (-568) 23 . (-71) 673 - (—46) 503 - (-931)

| romas: |

Vynésobit dve kladné &isla je lahké ~ vysledny siéin bude kladné éislo:

3.12=36
Aj ked' mam vyndsobit kladné Eislo zapornym, bude to lahké - ako poéitanie s dlhmi.
Preto vysledok bude zaporné éislo:

3.(-12)=-36
Ako to viak bude, ked'chcem vyndsobit zdporné &ielo kladnym?
Napriklad (-3) - 122

| sona

V takom pripade si éisla prehodim a mam to isté, o predtym:
(-3)-12=12-(-3)=-36.

Jasné, vysledok bude zasa ziporné éfslo. Potom to nemusim ani prehadzovat,
mbdzem rovno napisat, ze (-3)- 12 = -36.

Obr. 6.26: Ukazka z ucebnice Zabka

Na upeviiovanie vedomosti suvisiacich s operaciami s celymi ¢islami vsak v dnesnom
rozvinutom svete existuje cely rad vhodnych GeoGebra appletov, ktoré interpretuju algebraické
operacie v roznych ¢iselnych oboroch.

Takéto dynamické applety ucitelovi mozu vyznamne pomoct pri vyklade nasobenia resp.
delenia dvoch zapornych celych ¢isel. Applety st vytvorené v prostredi GeoGebra, ktoré mozno
jednoducho zdielat aj v systéme Moodle, kde si zachovavaju svoju dynamicnost ale aj interaktiv-

nost. Uvedieme niekolko ukazok, ktoré su volne dostupné sa serveri https://www.geogebra.org/.

1. Applet z obrazka 6.27 od K. Raju sme upravili (prelozili do SK jazyka) pre potreby nasho
skolského systému.
Plna verzia appletu s didaktickymi pozndmkami je na GeoGebra serveri pod nazvom

Multiplication of Integers - Translation from Raju to SK. Applet si aktivujete Tu.
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Nasobenie celych Eisel =
Vypocitajte suéin cisel 2 a -5, vysledok zapis do textového pofa a stlaé Enter!

2 % —§ = Prepac, pocitaj znovu.

Created by
K Raju

0
Dalsia tloha Skoére 0 ZPHS, Cheriyala
- ra
i

Obr. 6.27: Nasobenie celych ¢isel

2. Applet z obrazka 6.28 od Kwanchau je dostupny Tu.

)
1) x((3)=3
10 -9 -8 -7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 12 3 4 5 6 7 8 9 10
a=-1 b=3
® ®

Obr. 6.28: Multiplication of Directed Numbers

3. Applet z obrazka 6.29 od Silverman je dostupny Tu.

Tento pripad velmi jasne vizualne zahfna aj nasobenie typu celé ¢islo zaporné x celé
cislo zaporné. Tento spoj nasobenia sa povazuje za najkomplikovanejsi z pohladu
ucitelovho vykladu.

Interaktivna ucebnica

V ucebnici matematiky pre 8. ro¢nik od autorov Bero a Berova su interaktivne testové

otazky o nasobeni a deleni celych ¢isel:
« Otazky typu ,Viacnasobné odpovede” pre obohatenie ,Nasobte. Delte .

« Otazky typu ,Numericka odpoved™ pre obohatenie ,Dlh rastie. Dlh klesa“

Vyuzite obohatenia zo strany 16.
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Multiplying Non-Zero Integers

2nd Factor

1st Factor

a=1 *

Obr. 6.29: Multiplying Non-Zero Integers

Metodické poznamky pre vyucujiceho

1. Neposkytovat pravidlo skor, nez ma ziak skisenost.

2. Vyuzivanie Al na analyzu chyb. Napr. poziadame Al o analyzu konkrétneho
alebo typického ziackeho rieSenia. Nechame Al pomenovat chybnu predstavu, nie

len konstatovat chybu.

3. GeoGebra a Al su tu prostriedky na experimentovanie, nie na nahradenie

myslenia. Experiment by mal zahfiiat navrh zadania — realizacia v GeoGebre —
didakticka reflexia.
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6.4 Racionalne ¢isla

V tejto kapitole sa zameriame na zlomok ako zakladny nosi¢ pojmu racionalneho cisla a na

didaktické uskalia, ktoré s jeho zavadzanim suvisia.

s N

Didaktické ciele

Po absolvovani kapitoly student ucitelstva matematiky
1. rozumie trom vyznamom zlomku: mnohost — operator - adresa,

2. pozna kritické miesta vo vyucovani zlomkov,

3. vie analyzovat Ziacke rieSenie (Pozrite si ukazku "Cilkin priklad").

Priklad 1: Nakup

Mamka i$la nakupit zeleninu. Kuapila 6 baleni zemiakov a 3kg uhoriek. Spolu tak mala v

taske 6kg zeleniny. Na hodine matematiky mali Ziaci 8. triedy vypocitat kolko kg vazi 1

balenie zemiakov.

Riesenie.

1. Ziaci pri rieseni dospeli k algebrickej rovnici ci 6z + 3 = 6, ktorej koeficienty y 1, 3, 6 st

celé ¢isla. Takuto rovnicu vsak nedokazu vyriesit v obore celych ¢isel. Preco?
2. Lahko sa presvedcime, Ze rovnica 6z + 3 = 6 nema v obore celych ¢isel rieSenie.

3. Staci pripocitat k obidvom stranam rovnice ¢islo o —3 a dostaneme rovnicu 6z = 3,

ktorej rieSenim nemoze byt celé ¢islo.

4. Na lavej strane rovnice 6x = 3 mame parne &islo 2(3x) = 2k, ale na pravej strane

neparne ¢islo 3 = 2.1 + 1. To nie je mozné!

Vychodisko pri zavadzani racionalnych ¢isel v skolskej matematike je pojem zlomku.
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Poznamka: K rieSeniu prikladu "Nakup"

1. Na chvilu predpokladajme, Ze existuje celé ¢islo, ktoré je rieSenim danej rovnice
6r = 3.

2. Vo vSeobecnosti pri rieSeni linearnej rovnice a vlastnosti operacie nasobenia vieme,

ze rieSenim je ¢islo o x rovné podielu 3 : 6. Teda muselo by platit:z = %.

3. Zaroven zo zakladnej skoly vieme, Ze rovnicu u 6x + 3 = 6 mdZeme upravit na
tvar 2z + 1 = 2.

4. Riesenim tejto rovnice je aj ¢islo o x = %, ktoré tieZ nie je celé.

5. Zistili sme, Ze rovnica 6x + 3 = 6 ma dve rie$enia. St to ,podiely“ (3 : 6), (1 : 2)

resp. zlomky y x = 2, 2 = 1.

Zaver. KedzZe linearna rovnica ma najviac jedno rieSenie, musi platit rovnost % = %

[ Zikladna a stredna skola. ]

Uvedieme definiciu pojmu racionalneho ¢isla, ktora je vhodna pre 2. stupeni ZS ale aj pre SS.

Racionalne ¢isla su ¢isla, ktoré mozno vyjadrit v tvare zlomku. Symbolicky to zapiseme

ako mnozinu

Qz{g;peZ,qu}-

Ak ¢isla p, g st nesudelitelné (ich spoloc¢ny delitel je rovny 1), tak zlomok je v zakladnom

tvare.

Racionalne ¢isla umoznujua vyjadrit aj casti celku.

[ Vysoka $kola - teoreticka aritmetika ]

Jednou z moznosti ako zaviest obor racionalnych cisel je vyuzitie vhodnej relacie ekvi-
valencie na kartezianskom sucine Z x N. Vedeckym pristupom na vysokej skole sa zaobera
Teoreticka aritmetika. V kurze Vybrané kapitoly z aritmetiky najdete podrobnejsiu charakteris-
tiku vlastnosti ¢iselnych systémov a ich aplikacii. Ako priklad uvadzame dve zakladné definicie
pre obor racionalnych ¢isel. Relaciu ekvivalencie, ktora generuje ¢iselny obor racionalnych

Cisel a definiciu scitania dvoch racionalnych cisel.
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1. Nech Z je mnozina vSetkych celych ¢isel. Definujme binarnu relaciu R je na

mnozine Z X Z7 takto:

(a,b)R(c,d) < a-d=c-b
2. Scitanie racionalnych cisel

Tiap)y ® Tic,a) = Tia-dsebpd)

kde T{4), T{c,q) s st dve racionélne ¢isla (dve triedy rozkladu.

. J

Tvrdenie

Binarna relacia R na mnozine Z X Z* definovana vztahom

(a,b)R(c,d) < a-d=c-b

je relaciou ekvivalencie.

Vs
(.

V préaci [HE], 1989] je uvedené dolezita funkéna charakteristika racionalneho ¢isla. Profesor

Hejny uvadza:

[ Cislo médze vystupovat ako: mnohost, operator, adresa. ]

Tieto funkcie racionalneho ¢isla rozoberieme trochu podrobnejsie. Pom6zu nam pri chapani

pojmu zlomok.

1. Prirodzené ¢islo ako mnohost reprezentujeme v skolskej matematike pocet prvkov
konec¢nej mnoziny. V teoretickej aritmetike hovorime o kardinalnom ¢isle konecnej

mnoziny.

2. Celé cislo ako adresa vyjadruje usporiadanie a poradie. Umoznuje presne urcit miesto
prvku v nejakej Struktire. V beznom Zivote sa s tym stretavame casto — pri ¢islach
domov, poschodi (mo6zu byt aj zdporné), dni v mesiaci, sedadlach v kine ¢i linkach v
cestovnych poriadkoch. V matematike tento vyznam najvyraznejsie predstavuje Ciselna

o0s. V teoretickej aritmetike hovorime o ordinalnom ¢isle kone¢nej mnoziny.

3. Cislo ako operator chapeme ako pokyn na zmenu: ,pridaj 3%, ,uber 5% ,zdvojnasob®,
,vezmi polovicu® a pod. Nazorne sa tento vyznam prejavuje na sipkovom diagrame 6.30,

kde kazda sipka predstavuje prikaz zmeny. Applet diagramu je dostupny Tu.
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Zadaj do I'avého dolného okna také ¢islo, aby vysledok bol rovny tomuto ¢&islu.

A sugin 0.2

suget 3.2

sucet —8 Vysledok: 7

Zadaj &islo e ?

sugin 4.5

Obr. 6.30: Obor racionalnych ¢isel - dopliovacka

6.4.1 Zlomky

Obsahové a vykonové standardy pre tematicky okruh Zlomky na Z$ zahfnaju:

1. Zavedenie pojmu zlomok ako ¢ast celku. Ziaci sa maji naucit chapat, precitat, zapisat a

znazornit diagramom zlomok ako ¢iselnt hodnotu.
2. Vediet umiestnit zlomok prostrednictvom ¢isla na ¢iselnej osi.

3. Nulovy a jednotkovy, pravy a nepravy zlomok. Prevod na zmie$ané ¢islo. Vyjadrenie

desatinnym ¢islom.

4. Porovnavanie a usporiadanie. Rovnaké zlomky v inom tvare. Zakladny tvar. Rozsirovanie

a kratenie.
5. Scitanie a od¢itanie zlomkov s rovnakym a réznym menovatelom.

6. Nasobenie a delenie zlomkov prirodzenym ¢islom a zlomkom. Kratenie do kriza. Uprava

vysledku na zakladny tvar, resp. zmiesané ¢islo.

Moderné informac¢né technolégie (AL, GeoGebra, ...) poskytuju rozne prostredia, ktoré
umoziuju vytvorit dynamicky a zaroven interaktivny matematicky model pre pracu so zlom-
kami. Jednoduchsie modely si mdze pripravit ucitel matematiky aj sim v on-line softvéroch.
Existuje vSak aj mnozstvo zaujimavych (multimedialnych) produktov vhodnych na zaradenie
do vyucovania matematiky. Ako priklad uvadzame applet ,, Porovnavanie zlomkov*, ktory je
vhodny na porovnavanie zlomkov pomocou ¢iselnej osi.

Na stranke Fraction Book najdete desiatky appletov ku zlomkom. Na zaradenie do ma-

tematického vzdelavania na ZS je nutné ich anglicku verziu prelozit do slovenského jazyka.
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Inspiraciou pre ucitelov modze byt aj zavere¢na praca [Podmanicky, 2020] s nazvom ,Zlomky
a GeoGebra®, pripadne $tudentska prezentacia ,Hejny, M. a kol.: 25 kapitol/Zlomky* ktora je
dostupna Tu.

Na obrazku 6.31 je ukazka appletu, ktory umoznuje ziakom porovnavat zlomky vo funkcii
operatora. Ziak ma za ilohu pomocou mysi spravne umiestnit zlomok na ¢iselnti os. Applet
generuje cely rad novych zadani a zaroven vyhodnocuje ziakove umiestnenia zlomkov. Takéto

applety maju vysoku pridant hodnotu z hladiska didaktického alo i vzdelavacieho.

asc S

Select a set below, then drag the triangle below each fraction to the correct location on the number line.

set1 v

D Check locations

4> W
4N =
4~
40 W

[ ] Hint

<—&—0—+—0—+—+—0—,‘—>

Obr. 6.31: Locating Fractions on a Number Line

Applet z obrazka 6.31 je dostupny Tu.

Vo vseobecnosti existuje v dnesnej dobe uz dostatocné mnozstvo funkénych a odborne
aj didakticky vhodnych na vyu¢ovanie matematiky. Problémom pre mnohych Ziakov ZS je
skutocnost, ze pokyny na pracu s tymito appletmi nie si v slovenskom jazyku. Preto by
didakticka priprava buducich ucitelov matematiky mala zahinat aj jazykovu tpravu takychto
appletov do slovenciny.

K tomu st nutné dve zakladné zruénosti budiceho ucitela matematiky:

1. Ovladat program GeoGebra na vyssej urovni. To znamena vediet vyuzivat okrem kon-

strukénych prikazov aj prikazy algebraické resp. iné.
2. Nutné su schopnosti programovat aj v GeoGebraScript alebo aspon ovladat jazyk Phyton.

Jazykova aprava appletu.

Stiahnite si applet Locating Fractions on a Number Lin Tu a prelozte do slovenciny!

V predchadzajucej casti sme uviedli, Ze na zlomok sa mézeme pozerat z hladiska mnohosti,

operatora ale aj adresy. Pripomenme si:
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Rozne vyznamy c¢isla

1. Mnohost odpoveda na otazku ,Kolko?“

2. Adresa hovori o usporiadani, o zaradeni do struktury, v matematike ide ¢asto o

umiestnenie na ¢iselnu os.

3. Operator sa chape ako prikaz zmeny, napr. odober z celku 3/4.

Profesor Hejny identifikuje kritické miesta vo vyucovani zlomkov.

1. Prva predstava zlomku, s ktorou sa Ziaci stretavaji uz na ZS je vo forme operatora.
Zlomok 3/4 nechapu ako kardinalne ¢islo (mnohost), ale ako operatora typu ,vziat 3/4 z

nie¢oho®. Napriklad ako ¢ast kolaca, ktoru si odkrojim.

2. Pochopit zZlomok ako mnohost vyzaduje abstrakciu. Pomézeme si ¢iselnou osou.
Zlomok 3/4 predstavuje primarne adresu na Ciselnej osi. Avsak reprezentuje aj mnohost :
dizku tsecky (to je kardinalne ¢islo) od za¢iatku osi v &isle 0 po &islo 3/4. Tiez reprezentuje

operator: vyclenenie troch stvrtin z asecky s krajnymi bodmi 0, 1.

3. Pred zavedenim suctu a sucinu zlomkov je potrebné postupne viest ziaka od

predstavy zlomku ako operatora ku zlomku ako mnohosti.

V skolskej praxi sa zlomky casto zavadzaju najskor ako operatory, teda ako pokyny na

zmenu nejakej hodnoty.

[ Chapanie zlomku ako operatora. ]

Vyraz 1/2 z 12 znamena prikaz: ,Rozdel 12 na 2 rovnaké casti a vezmi jednu.*
alebo

3/4 kolaca znamena: Rozdel kol4¢ na 4 rovnaké Casti a vezmi 3 z nich.

Takéto chapanie je ziakom blizke, pretoze vychadza z konkrétnych situacii — delenie pizze,
¢asti triedy, ¢ast dizky a podobne. Zlomok tu nieéo robi s celkom. Postupne si viak za¢iname

vsimat, ze vysledky tychto operacii maja vlastny vyznam:
« polovicaz 12 je 6

« polovica z 8 je 4

« polovica z 1 metra je 0,5 m

[ Chapanie zlomku ako mnozstva (velkosti). ]
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V tomto momente sa objavi dolezitad myslienka: polovica uz nie je len pokyn, ale aj
konkrétna velkost — ¢islo. Zlomok tak prestava byt iba ¢innostou a stava sa ¢islom, ktoré
ma svoje miesto na Ciselnej osi. Zlomok uz nevyjadruje, co mame urobit, ale kolko niecoho
je:

+ 3/4 hodiny = 45 minut

+ 1/2 metra = 50 cm

« 2/3 litra = konkrétne mnozstvo tekutiny

Zlomok mdzZe oznacovat aj mnozstvo, velkost alebo hodnotu. Prechod od operatora k
mnozstvu je narocny.

Ziak je dlho zvyknuty, Ze zlomok je ,sloveso” - teda akcia: ,vezmi polovicu®, ,zober tretinu®.
Neskor vsak ma pochopit, Ze zlomok je aj ,podstatné meno“ — samostatné ¢islo: ,, polovica

(tretina) je ¢islo medzi 0 a 1°.

Prechode od operatora k mnozstvu

Problém teda spociva v prechode od predstavy ,urob cast z niecoho k predstave ,tato

cast je sama o sebe ¢islo“.

Z pohladu vys$sej matematiky (Teoreticka aritmetika) zlomky predstavuju racionalne ¢isla,

pricom dva zlomky y ¢, 5 budu predstavovat to isté racionalne ¢islo, ak bude platit rovnost
ad = cb.

Je zrejmé, Ze mnozina racionalnych ¢isel obsahuje vsetky pravé zlomky, ktorych citatel je celé

¢islo a menovatel je kladné prirodzené ¢islo.

a

b
s desatinnymi ¢islami. Desatinné ¢isla prezentujeme ako vysledok delenia ¢itatela menovatelom

Tento fakt vyuzijeme v skolskej matematike, ked sa zameriavame na pracu so zlomkami % a

m (a : b,b # 0). Nazov racionalne ¢islo pouzivame len zriedkavo. Pri zavadzani operacii s¢itania

a nasobenia racionalnych cisel v $kolskej matematike sa opierame o scitanie a nasobenie

zlomkov. Pre Tubovolné dva zlomky ¢, 5 definujeme:
tamie . N c ad+ch
stanie : 3+ - = —
bemie: ©. € _ %
nsobenie : 4+ = = 3.

Je dolezité pripomenut ziakom pravidlo: Pred vykonavanim kazdej operacie so zlomkami ich
najprv upravime na zakladny tvar a po vypocte tiez vysledny zlomok vykratime na zakladny

tvar.
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Metodické poznamky pre vyucujuceho

1. Pribeh je didakticky nastroj, nie ilustracia.
2. Utitel sa musi naucit: rozpoznat polopravdu a nepodporit ju autoritou.

3. Utitel by mal vyuzivat rozne pribehy k tematickému celku zlomky (¢as, dlzka,

financie).

Reflexné otazky pre studentov
1. Kedy je algebraicky postup nebezpecny?

2. Ako oddelit spravny vysledok od spravneho porozumenia? Pozrite si podkapitolu

,Vysledok - porozumenie®

3. Posudte Cilkino uvazovanie pri rieseni tlohy 6.4.1.

UKAZKA (NE)SPRAVNEHO POROZUMENIA CHAPANIA FUNKCIE ZLOMKU.
Ukazka z prace Hejny, M. a kol., 25 kapitol z didaktiky matematiky , [HE], 2004].

Poznamenajme, Ze Ziaci v 6. rocniku este nepreberali formalne vztahy pre operacie so

zlomkami typu:
a ¢ ad+cb

b d  bd

Formalne vzorce pre operacie so zlomkami by mali byt zavedené az po tom, ¢o ziak rozumie,

aky vyznam ma vysledok v danom kontexte.

Cilka chodi do 6. triedy a doteraz mala samé jednotky. V druhom polroku doslo k zmene

ucitela matematiky, ktory ku koncu prvej hodiny dal naro¢nu dlohu.

Uloha pre Cilku

Kolko $estin je nutné pridat k dvom tretinam, aby sme dostali $tyri $tvrtiny?

Riesenie. [Cilkino riesenie]

Cilka chcela od pana ucitela vysvetlit navod na rieSenie takychto uloh. Ked sa dozvedela, zZe
navod neexistuje, zneistela. Za pomoci pana ucitela a mnozstva obrazkov, ktoré jej pan ucitel
ponukol, Cilka nedokazala urcit spravny vysledok.

Nevzdavala sa. Nakoniec vsak zaziarila a zvolala:
,UZ to viem! Je to na od¢itanie zlomkov.*
Akoze 4/4 minus 2/3. To som vyratala a dostala som 4/12. Ale to (zvysi hlas) treba este vykratit

dvomi, aby sme mali Sestiny. To st dve Sestiny. Takze su to dva. Je to tak?
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Zaver - zhodnotenie ucitela.
~Radost Cilky a moja bezmocnost spdsobili, Ze som tuto polopravdu zbabelo odsthlasil

a vzdal som sa dalsieho vysvetlovania.‘

]

Poznamky.

1. Podla prof. Hejného: “ ,Zrejme pre Cilku zlomok nie je objekt, ale len dvojica ¢isel

oddelena vodorovnou ¢iarou.” Sihlasite s tymto nazorom?
2. V ¢om je vynimoc¢ny Cilkin algebraicky postup?

3. Pokauste sa vytvorit vhodny separovany model, ktory by pomohol Cilke vyriesit tato
ulohu a argumentacne zdovodnit rieSenie. Nas navrh modelu/appletu z obrazka 6.32 si

mozete stiahnut Tu.

1 2 1 :
Kol'ko 8 treba pridat k 3 aby sme dostali 1 7

Obr. 6.32: Cilkino rieSenie. Model na doplnovanie zlomku.
4. Analyzujte situaciu keby sme pozmenili tlohu takto: Kolko tretin je nutné pridat k dvom
patinam, aby sme dostali styri Stvrtiny?

5. Ktord z metdd v takto pozmenen,, “ej ulohe je vyhodnejsie aplikovat - Cilkinu, ¢i (nezve-

rejnent) metddu ,nového ucitela?"

6. Najdite univerzalny (genericky) model na interpretaciu dloh typu: Kolko o % treba pridat

ki aby sme dostali i =?
q m
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6.4.2 Vysledok - porozumenie

1.

Zakladna téza:
Spravny vysledok este neznamena spravne porozumenie. Pri zlomkoch mdze ziak ziskat
spravne Cislo aj z nespravnych dévodov. Nie je to ,vina“ zZiaka, ale didaktické riziko, za

ktoré zodpoveda ucitel.

. Preco st zZlomky na to ,nebezpecné®:

Zlomky maju viacero vyznamov (mnohost - operator — adresa). Problém nastava, ked
uloha vyzaduje jeden vyznam, ale ziak pouzije iny a ndhodou dostane spravny vysledok.
« Operator: ,vezmi 3/4 z nie¢oho®
« Mnohost (velkost): ,3/4 je ¢islo medzi 0 a 1°

« Adresa: ,bod 3/4 na ¢iselnej osi”

. Klaicovy rozdiel:

« Spravny vysledok = ¢iselna zhoda s o¢akavanym riesenim (da sa rychlo overit

skuskou).

« Spravne porozumenie = zhoda medzi vyznamom pojmu a spdsobom riesenia

(odhali sa v novom alebo pozmenenom kontexte).

Porozumenie sa netestuje jednym prikladom.

. Cilkin priklad - pre¢o moze byt vysledok spravny, ale porozumenie nie:

Uloha: ,Kolko $estin je nutné pridat k dvom tretindm, aby sme dostali §tyri $tvrtiny?“

Cilka urobi: 4/4- 2/3 = 4/12 = 2/6.

« Preco je vysledok ,spravny*“: ¢iselne sedi a da sa overit spatnym dosadenim.

+ Preco porozumenie nemusi byt spravne: ziak moze manipulovat so symbolmi
(ako s ,dvoma ¢islami oddelenymi ¢iarou”) bez porozumenia, ¢o znamena od¢itanie

a ¢o predstavuje vysledok v danom kontexte.

. Jedno-vetové vysvetlenie pre studentov:

Ziak moze mat pravdu v &isle, ale mylif sa v pojme.

(Alebo: Vysledok patri matematike, porozumenie patri ziakovi.)

. Prakticky didakticky test porozumenia (diagnostika):

Ak 7iak rozumie, zvladne aj mald zmenu ulohy. Ak nerozumie, spravny vysledok sa mu

~rozpadne®.
« Pévodna tloha: Kolko Sestin treba pridat k 2/3, aby sme dostali 4/4?
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« Pozmenena uloha: Kolko tretin treba pridat k 2/5, aby sme dostali 4/4?
Pri zmene kontextu sa ukaze, ¢i ide o porozumenie, alebo o mechanicky postup.
7. Ako ma ucitel reagovat (o ucit buducich ucitelov):

« Co nerobit: nehodnotit iba vysledok, nepovedat ,je to spravne, podme dalej”.

. Co robit: pytat sa na vyznam a mentalny model Ziaka, napr.:
,Co si vlastne od¢ital?”
,Co znamena 4/4 v tejto ulohe?"

,Kde by si to ukazal na ¢iselnej osi?”
Ucitel nehlada len chybu vo vypocte, ale zistuje, ako ziak chape pojem zlomku.

8. Vhodna didakticka formulacia:
Spravne porozumenie sa prejavi schopnostou riesit ulohu aj po zmene kontextu, nie len

dosiahnutim spravneho ¢iselného vysledku.

9. Hodnotenie Cilkinho rieSenia?
Ako by ste hodnotili Cilkino riesenie keby bola Ziatkou 8. ro¢nika ZS?

Dolezité

Oddelenie spravneho vysledku od spravneho porozumenia znamena skumat, ¢i ziak

pracuje s pojmom zlomku ako s matematickym objektom, alebo len manipuluje so

symbolickym zapisom.

6.5 Realne cisla

Didaktické ciele kapitoly

Po absolvovani kapitoly ba mal student ucitelstva matematiky:

1. rozumiet archimedovskej* vlastnosti mnoziny realnych ¢isel a jej vyznamu v skolskej

matematike,
2. chapat realne ¢islo ako reprezentanta v geometrickom modeli, bod na ¢iselnej osi,
3. rozliSovat presnud a aproximovand hodnotu,

4. vediet vysvetlit, preco sa iracionalita na ZS dokazuje len vynimo¢ne.

?Usporiadana mnozina R je archimedovskd, ak Vz,y e R,0 <z <y,In e N:z(n—1) <y < zn.
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Metodické poznamky pre vyucujiceho

Artificial Intelligence (AI) m6Ze vyznamne pomahat pri:
1. vizualizacii operacii s realnymi ¢islami v separovanych modeloch,
2. vytvarani aproximacii realnych ¢isel a ich porovnavani,

3. generovani diskusnych otazok a tvorbe pracovnych listov, pripadne testov.

Realne ¢isla su Cisla racionalne a Cisla iracionalne. Iracionalne ¢isla su ¢isla, ktoré sa

nedaju vyjadrit v tvare zlomku ku %.

Termin realne ¢islo zaviedol René Descartes (1637) ako spolo¢ny nazov pre racionalne a

iracionéalne disla.

« Viac ako dve tisic rokov boli zname typy iracionalnych ¢isel ako odmocniny niektorych
prirodzenych &isel v/2, V/2 ...

« Euler (1737) dokazal, Ze ¢islo e (zéklad prirodzeného logaritmu) je iracionalne a Lambert

((1768) dokazal, ze Ludolfovo cislo T iracionalne.
« Charles Hermit (1873) dokazal transcendentnost ¢isla e .

« Ferdinand von Lindemann (1882) ukazal, Ze ¢islo 7 je transcendentné - nie je rieSenim

algebraickej rovnice s celo¢iselnymi koeficientami

Ak chceme na strednej skole rozvijat abstraktné predstavy ziakov o realnych ¢islach, je
nevyhnutné systematicky podporovat ich pracu s modelmi realnych ¢isel a vytvarat priestor
na hlbsie porozumenie tejto problematiky. Takato praca vsak kladie zvysené naroky na cas,
organizaciu vyucovania aj na didakticku pripravenost ucitela.

V skolskej praxi preto ¢asto zostavame pri zakladnych, prevazne intuitivnych predstavach
o realnych ¢islach, ktoré postacuju na rieSenie beznych dloh, no len zriedka vedud k hlbsiemu
pochopeniu struktury tohto ¢iselného oboru.

Zaroven vsak nemozno prehliadnut, Ze cast ziakov — najma tych, ktori maju k matematike
prirodzeny vztah — prejavuje zaujem o hlbsie a presnejsie uchopenie pojmu realneho ¢isla.
Ulohou ugitela je byt na takyto zaujem pripraveny, vediet ho usmernif a primerane rozvijat, a

to aj nad ramec minimalnych poziadaviek uciva.
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[ Modely realnych ¢isel ]

S dvoma modelmi sa stretne uz ziak zakladnej skoly. Su to:
1. Aritmeticky model - mnozina vsetkych ¢isel.
2. Geometricky model - priamka (Ciselna os).

Hoci ide o dve rézne mnoziny, ich vzajomny izomorfizmus dovoluje stotoznit ich prvky a
nerozlisovat medzi ¢islom = a bodom X so siradnicou x. Z geometrického modelu ziska ziak
velmi nazorne poznatok o Styroch dolezitych vlastnostiach mnoziny R. Uvedieme geomet-
ricku interpretaciu tychto 4 vlastnosti, ktoré vyzeraju prijatelne a zrozumitelnejsie pre ziakov

strednych skul. Najskor zakladna vlastnost:

Vztah medzi aritmetickym a geometrickym modelom

Kazdému realnemu cislu odpoveda prave jeden bod na ¢iselnej osi.

Teraz 4 dolezité vlastnosti mnoziny R:

1. Aksu X, Y dvarozne body na ¢iselnej osi o, tak pre siradnice tychto bodov nastava prave
jeden z pripadov: © < y,x > y (bod X lezi vlavo od Y, Y lezi vlavo od X)) [usporiadana

mnozZina].
2. Medzi kazdymi dvoma réznymi bodmi existuje bod [husta mnozina].

3. Ak bod B lezi vnutri isecky AX a ak na polpriamke R zostrojime postupnost bodov
By = B, By, Bs, ... tak, Ze postupne nanasame usecku AB (t.j. |AB;| =i |AB

istom pocte krokov prekro¢ime bod X (budeme mimo use¢ky AB [Archimedova axiémal].

), tak po

4. Na priamke osi o nie su diery [spojitd mnozina].
Interpretacia

V skolskej matematike ma archimedovska vlastnost predovsetkym interpreta¢ny vyznam

— pomaha pochopit, ze redlne ¢isla nemaji ,nekonecne malé” ani ,nekonec¢ne velké"

medzery.

Vztah medzi aritmetickym a geometrickym modelom realnych ¢isel je mozné efektivne pod-
porit vyuzitim dynamickych modelov v prostredi GeoGebra. Tieto modely umoznuju ziakom
experimentovat s ¢iselnou osou, sledovat aproximaciu iracionalnych ¢isel a nazorne po-
chopit vlastnosti mnoziny R, ako st hustota ¢i archimedovska vlastnost. Ich vyznam spociva

najma v tom, zZe spristupiiuju abstraktné pojmy bez potreby formalnych dékazov.
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Aproximacia

Praca s aproximaciami pripravuje ziakov na neskorsie chapanie limitnych procesov bez

potreby ich formalneho zavedenia.

Uvedieme dve ukazky takychto modelov, ktoré sme prevzali z GeoGebra servera. Popisy
v tychto appletoch sme zamerne ponechali v anglictine. Kedze jednym z praktickych cviceni
z didaktiky matematiky je preklad popisov, z originalnych appletov vytvorenych v prostredi

GeoGebra, do slovenciny.

1. Real Numbers on the Number Line

Na obrazku 6.33 je zobrazena pozicia realneho ¢isla /35 pomocou interaktivneho appletu.
Applet umoziiuje ndhodne vygenerovat redlneho ¢islo na éiselnej osi. Ziak navrhne
pribliznu polohu tohto realneho ¢isla na c¢iselnej osi, ktorej spravnost si moze overit

pomocou tlacidla Check your ansver.

Applet si mozete aktivovat Tu.

Drag the red point to locate the approximate position of
the following number on the number line.

V35

Here!

\4
@
-10-9 8 -7 6 -54-3-2-101 2 3 45 6 7 8 9 10

Please try again!

Check your answer [ Hide answer New number

Obr. 6.33: Pozicia realneho ¢isla na ¢iselnej osi

2. Rational and Irrational Numbers in Decimal Form

Na obrazku 6.33 je zobrazeny zapis realneho ¢isla % pomocou interaktivneho appletu.
Applet umoziiuje vypisat desatinny rozvoj realneho ¢islo podla vopred nastavenych
kritérii (vyber mozZnosti - racionalne/iracionalne ¢islo, pocet desatinnych miest, formu
zapisu v stlpcoch). Ziak po zadani ¢isla uvidi rozvoj realneho ¢&isla. Zaroven moze zistit

(ne)periodickost zadaného cisla.

Applet si mozete aktivovat Tu.
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. D
Show in Decimal Form - | Rational Number, b v
q

-
q =|EJ

Displaying in one row:

Show 410 significant figures

®

% = (.04347826086956521739130434 7826086956521 739130434 78260869565217391304347826086956521739130434 7826086956521 7.

Display digits in

1

23
0
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086

multiple columns ¥

95652173913
95652173913
05652173913
95652173913
05652173913
95652173913

04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086

Show 6 column(s)

95652173913
95652173913
95652173913
95652173913
95652173913
95652173913

\
e

04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086
04347826086

95652173913
95652173913
95652173913
956562173913
95652173913
956562173913

Show 11 digits in & column
(move slider if digits are not, visible )

o

Obr. 6.34: Desatinny rozvoj realneho ¢isla

Z pohladu skolskej matematiky je ddlezité, aby zZiaci chapali vzajomny vztah medzi realnym

¢islom a jeho geometrickou interpretaciou. Ide o vychodisko k analytickej geometrii priestoru

[E;. Ciseln4 os je klt¢ovym spojovacim prvkom aritmetiky a geometrie.

Rozsirovanie oboru celych ¢isel je rozdelené na dve etapy:.

1. Zavadzanie racionalnych ¢isel v $kolskej matematike. Tato etapa je zahrnuta do tematic-

kych celkov, ktoré sa vztahuju na pracu so zlomkami a s rieSenim linearnych rovnic na

ZS.

2. Zavadzanie iracionalnych ¢isel je zaradené do matematického uciva hlavne na strednych

$kolach. Uréovanie hodndt iracionalnych &isel na ZS je obmedzené. Pri vypoétoch sa

vyuzivaju kalkulacky, pripadne iné prostriedky Al

A. Tracionalne ¢isla uzko suvisia s aplikovanim Pytagorovej vety. Napriklad pri vypocte

velkosti uhlopriecky stvorca sa pracuje s algebraickymi iracionalnymi ¢islami typu

V2.

B. Pri uréovani obvodu a obsahu kruhu sa Zziaci uz aj na ZS stretavaju s transcendent-

nym iracionalnym ¢islom - Ludolfovo ¢islo lo 7.

C. Na strednej skole pribudne pojem ¢isla e ako zaklad prirodzeného logaritmu.
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6.5.1 Odmocnina z dvoch

Matematik Pytagorovej skoly Hippasus (5. stor. pred n. 1.) ukazal, Ze uhlopriecka $tvorca

s jednotkovou stranou neméze byt vyjadrena racionalnym ¢islom.

Obr. 6.35: Velkost uhlopriecky stvorca je iracionalne ¢islo

Hippasus' este pre dokazanim Pytagorovej vety pravdepodobne dospel k zaveru, Ze u? =
12 + 12. Dnes vieme, Ze to predstavuje kvadratickd rovnicu s celo¢iselnymi koeficientmi u? =2,
ktorej korefiom je odmocnina z 2.

S vyuzitim vlastnosti delitelnosti ukazeme, zZe tato rovnica nema v obore racionalnych ¢isel

Q riesenie.

Doékaz. Dokazeme to nepriamo. (Dokaz je uréeny pre studentov SS.)

Nech existuje racionalne &islo lo 7 € @, ktoré je riesenim rovnice 2 = 2. Potom zrejme r = g,

pricom celé ¢isla p, ¢ st nestdelitelné. Najvacsi spolocny delitel ¢isel p, ¢ je rovny ¢islu jedna.
Po dosadeni do rovnice 22 = 2 a po ekvivalentnych pravach dostaneme rovnost p? = 2.4>.

Na pravej strane rovnosti je urcite ¢islo parne. Z vlastnosti delitelnosti celych ¢isel vyplyva,

ze Cislo 2 deli ¢islo na pravej strane rovnosti a zaroven musi delif aj ¢islo na lavej strane

rovnosti. Vyuzijeme skutocnost, ze druha mocnina parneho ¢isla je opat parne ¢islo a druha

mocnina neparneho ¢&isla je neparne ¢islo. Teda ¢islo p? je parne, preto musi byt aj ¢islo p parne.

(Dokazte to). To znamena, Ze je v tvare p = 2k. Po dosadeni do rovnosti p* = 2.¢? dostavame

(2k)? = 2.¢*> & 2k* = ¢*.

Analogickou uvahou zistime, Ze ¢islo ¢ je parne. KedZe aj ¢islo p je parne, tak najvacsi spolo¢ny

delitel cisel p, g je vacsi alebo rovny ¢islu 2.

To je spor s nasim predpokladom, Ze riesenim je racionalne ¢islo slo r = g, kde p, q su

nesudelitelné celé ¢isla. Pozrite si zapis dokazu v GeoGebre Tu. O]

Na ZS sa dokaz iracionalityy/2 nevyzaduje - jeho cielom je rozvoj logického myslenia, nie

proceduralna zrucnost.

!Podla povesti bol Hippasus zvrhnuty z lode do mora a utopeny, aby objav iracionality zostal utajeny.
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attachments/Odmocnina_2_Iracionalna_Dokaz.ggb

Navrh zadani pre pracu na seminaroch z didaktiky matematiky.

1.

2.

. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je zlomok

V GeoGebre vytvorte applet pre model "Teplomer". Postup konstrukcie si otvorte Tu.

Vytvorte asponl jednu prezentaciu s niektorou s tém:

. Nech a, b, kde a, b, c st prirodzené ¢isla. Potom existuju také celé ¢isla s, t, Ze sa + tb =

nsd(a, b). Pouzite matematickd indukciu a Euklidov algoritmus. Larson, 3.1.2.

Rovnica ax + by = ¢, kde a, b, c st celé ¢isla, ma celociselné riesenie prave vtedy, ked
d = nsd(a, b) deli c. Ak navyse (zo, yo) je nejaké celo¢iselné riesenie, tak pre kazdé celé
Cislo k aj ¢isla 2’ = ””(’f;bk, Yy = @ su rieSenim a vsetky celociselné rieSenia maja

tento tvar. Larson, 3.1.4.

. Navrhnite postup ako nabrat jeden liter vody ak mame k dispozicii len 9 a 16 litrova

nadobu.

21n+4
14n+3

v zakladnom tvare. Larson,
3.1.5.

. Dokazte, ze pre kazdé dve za sebou iduce Fibonacciho ¢isla F,, F;, 11, n > 2 s navzajom

nesudelitelné v zdkladnom tvare. Larson, 3.1.10.

. Néajdite také ¢islo (zadajte ho do lavého dolného okna), aby vysledok bol rovny danému

¢islu. Ulohu rieste aj algebraicky pomocou rovnic.

Zadaj do l'avého dolného okna také éislo, aby vysledok bol rovny tomuto éislu.

A sugin 0.2

sucet 3.2

suget —8 Vysledok: 7

Zadaj Gislo " ?

sagin 4.5

Obr. 6.36: Doplnovacka, applet je dostupny Tu.
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