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Skalarny sucin

Ukazte, ze zobrazenie f v priestore R*, ktoré ma vzhladom
na kanonicka bazu tvar:

f(z,y) = z1y1+x1ys+222y2+323Yy3+2x3ys +T4y1 +224y3+3T4Y4

Je skalarnym stGéinom? Teda:
Zobrazenie f : V x V — R zadané vzhladom na kanonickd bazu je
bilinearna forma, ak plati:

o linearnost v prvom argumente:
o linearnost v druhom argumente:

A f musi byt symetrickd a pozitivne definitna.
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Skalarny sucin

Toto zobrazenie je bilinearna forma. Zadame maticu
koeficientov bilinearnej formy A:
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Tato matica je symetricka, teda: A
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Skalarny sucin

Pre dand maticu A
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S O N O
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vypocitame vlastné hodnoty rieSenim charakteristickej rovnice:

det(A—AI)=0
kde I je jednotkova matica a A st vlastné hodnoty.
Potom:
1—A 0 0 1
0 2-X 0 0
det(A — AI) = det 0 0 3-) 2 =0
1 0 2 3—A

Andrii Golubtsov Plusové ulohy



Skalarny sucin

Rozvinutim determinantov dostaneme charakteristicky polyném:

A —9X\3 + 2902 — 390 +18 =0

Riesenim tejto kubickej rovnice ziskame vlastné hodnoty:
M=1LX=2X3=3

Preto spektrum matice (vlastné &isla matice) A je {1,2,3}.
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Skalarny sucin

Skontrolujeme determinanty vSetkych hlavnych vedicich
podmatic:

det(Asz) = det(1) =

det(As) = det <(1)
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3
= vSetky > 0 A je pozitivne definitna

Zaver: Funkcia f(x,y) je symetrickd, pozitivne definitna bilinedrna
forma, teda skalarny sicin.
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Ortogonalna a ortonormalna baza

N4&jdite ortogonalnu a ortonorméalnu bazu priestoru R* vzhladom
na skalarny sadin:

f(z,y) = z1y1+x1ya+222y2+323y3+ 203y +T4y1 +224Yy3+ 324y

@ PouZijeme Gram-Schmidtovu ortogonalizaciu vzhladom na
skalarny sacin f
@ Zaciname so Standardnou bazou: ey, es, €3, €4

e N3jst ortonorméalnu bazu {u, ua, us, us}
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Ortogonalna a ortonormalna baza

Zaciname s bazou Standardnych vektorov:

: vy =e; = (1,0,0,0)
lvi]| =1=u1 =v;
2.
vy =-e3=1(0,1,0,0) a f(vg,u1)=0= vy L
[v2]] = V2 = up = 7(0,1,0 ,0) = (0, ‘f,o,())
3.

U3 = €3 = <0707 170) f(’Ug,Ul) = f(’l)g,’u,g) =0= U3 1 Uy, u2

V3

Josll = V3 = us = —=(0,0,1,0) = (0 0,-3-0)

@
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Ortogonalna a ortonormalna baza

Najdime uq = (a,b, ¢, d) tak, aby bol ortogonalny k uy, ug, us
podla skalarneho stcinu f.

f(u4>u1):a+d:()
fug,u2) =v2b=0
flug,uz) = \/?:(c+%d) =0

Riesenie sistavy:

Teda:

uy = (—t, 0, —%t, t)=t-(-1, 0, —%, 1) (fubovolné t # 0)
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Ortogonalna a ortonormalna baza

Normalizacia:

fluug) =2 (1144 -4 —1-4+3) = 22

3
flugug) =1= 2 =1=t*="=t== 5
_ /3.
Nech t = /3:
6 6 6
Uy = §( 1,0, -2 1)= —\f’ 0, _£7£
2 2 37 2
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Ortogonalna a ortonormalna baza

g = (0,?,0,0)
ug = (0,0,?,0)

_ (V6 V6 V6
=T B Ty

Tieto vektory st navzdjom kolmé podla f(x,y) a majl jednotkovi
normu.
Ortogonalna a ortonormalna baza je najdena.
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Kolmost vektorov a uhol medzi vektormi

Kolmost vektorov: © = (1,0,3,-2) ay = (2,—-1,1,2).
Z-y=5
Vektory nie st kolmé.

Uhol medzi vektormi: @ = (2,1,0,1) a v = (0,3,1,—1)

i-5=3, |dl=vi3, 7] =20

cosf =

3 365 0 — cou-1 3v/65
V13-v20 130 N 130

> ~ 79, 28°
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Ortogonalne doplnky: Urcéte ortogonalne doplnky podpriestorov v
priestore R* so skalarnym stéinom:

f(z,y) = v1y1+x1ya+222y2+323y3+2x3ys+T4y1 +224Yy3+3T4Y4

Urcte ortogonalne doplnky nasledovnych podpriestorov:
o Wi =[z], x=(1,0,3,-2)
* WQ:[uﬂUL u:(27170a1)7 U:(OaBala_l)
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17 L

Potrebujeme néjst mnozinu vietkych z € R*, pre ktoré f(v,z) =0
pre kazdy generator v podpriestoru. Nech z = (1,0,3, —2)7.
Potom

Wit ={z e R*| f(z,2) =0} = {z | 2T Az = 0}
Najskor vypocitame Ax:
—1

Az = = Wi ={zeR*|2T(-1,0,5,1) =0}

0
5
1
Teda: —21 + 523 +24 =0= 21 =bz3+ 24
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17 L

Vyjadrenie z pomocou volnych premennych 23, 23, 24:

95z3 + 24 0 5 1

Z9 1 0 0

z = 2 = 29 0 + z3 1 + 24 0
24 0 0 1

wi :[(0,1,0,0), (5,0,1,0), (1,0,0,1)]
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17 L

Nech u = (2,1,0,1), v = (0,3,1,—1).
Spocitame:

Au = Av =
-1
A 2T Av =0}

o LUt N W
—_

Potom Wi+ = {z | 2T Au =

321 + 229 + 223+ 524 =0
—21+6z904+23—24=0
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17 L

Vyjadrime slstavu rieSenim pomocou volnych premennych z3 = s,
z4 = t. Dostaneme bazu:

1 1 8
WZ: (_5)_17170)7 (_5 — 1N
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Skalarny sucin

Dana je bilinearna forma:

f(z,y) = 4z1y1 — 22192 + 321Yy3
— 2x91y1 + dT2y2 — T2y3
+ 3z3y1 — w3y2 + 6x3Yy3

Overte, & tato forma predstavuje skalarny saéin na R3.
Pouzite vypocet vlastnych hodnét matice formy.
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Skalarny sucin

Zapis f(x,y) je mozné vyjadrit ako maticovy sicin:

fla,y) =" Ay
kde matica A je:
4 -2 3
A=|-2 5 -1
3 -1 6

o Matica A je symetricka: A = AT

e Skalarny sicin vyzaduje, aby bola A kladne definitna.
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Skalarny sucin

Vlastné hodnoty zistime z rovnice:
det(A—XI)=0

Vypocitame determinant:
det| =2 5-X —1 [=X—15)\% 460\ 59
Ziskame charakteristicky polyném:

p(A) = X3 — 15X + 60\ — 59
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Skalarny sucin

Riesenim polynému:
A% — 15A% + 60X — 59 = 0
dostaneme priblizné hodnoty:
A1 R 9,144, Ao = 4,384, A3~ 1,472

Vsetky vlastné hodnoty st kladné = matica A je kladne
definitna. Bilinedrna forma f je skalarnym siéinom na R3.
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