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Uvod

Cesta k pochopeniu sveta mozZe viest aj cez geometriu, od konstrukcii kruZidlom
a pravitkom az po vyuZitie maticového kalkulu.

Rozsirend myslienka Euklida

Kuzelosecky patria k najstarsim a zaroven najvyznamnejsim objektom geometrie.
Kruznicu, elipsu, parabolu a hyperbolu pozname najma z analytickej geometrie, kde ich
opisujeme pomocou rovnic a rozlisujeme podla ich algebraickych a metrickych vlastnosti.
Elipsu charakterizujeme pomocou dvoch ohnisk, parabolu pomocou ohniska a riadiacej
priamky, hyperbolu pomocou rozdielu vzdialenosti od dvoch ohnisk. Pri takomto pristupe
je prirodzené vnimaft ich ako rozdielne geometrické utvary.

Sktsme sa vSak na ne pozriet trochu inak a polozit si otazku:

Predstavuji kruznica, elipsa, parabola a hyperbola skutocne styri rozdielne geometrické

objekty, alebo su len réznymi podobami jedného vseobecnejsieho geometrického utvaru?

Prave tato otazka je jednym z vychodisk predkladanej uc¢ebnice. Odpoved budeme
postupne hladat v projektivnej geometrii. Rozsirenim afinnej roviny o nevlastné body
a nevlastnu priamku sa meni sposob, akym sa na zname geometrické situacie pozerame.
Rovnobezné priamky ziskaji spolo¢ny nevlastny bod a kazdé dve rozne priamky sa
pretinaju prave v jednom bode. To, ¢o bolo v afinnej geometrii osobitnym pripadom, sa
v projektivnej rovine stava prirodzenou sicastou jedného geometrického obrazu.

Podobne sa meni aj nas pohlad na kuzelosecky. Kruznica, elipsa, parabola a hyperbola
uz nevystupuju iba ako samostatné krivky definované roznymi metrickymi vlastnostami.
Projektivna geometria nam umoznuje hladat to, ¢o maji spolocné, a sledovat vlastnosti,
ktoré zostavaju zachované aj vtedy, ked sa vzdialenosti, uhly ¢i rovnobeznost menia.

Analytickym nastrojom takéhoto rozsirenia sit homogénne siradnice. Umoznuju jed-
notne pracovat s vlastnymi aj nevlastnymi bodmi a projektivne zobrazenia zapisovat
pomocou matic. Geometrickd predstava sa tak prirodzene prepdja s analytickou geomet-
riou a linearnou algebrou. Pri stiudiu kuzeloseciek je toto prepojenie obzvlast nazorné:
obrazom kruznice v kolineacii moze byt elipsa, parabola alebo hyperbola. To, ¢o sa v euk-
lidovskej rovine javi ako rozdielnost, sa z projektivneho pohladu zacne ukazovat ako

jednota.



Cesta, ktorou sa v ucebnici vydame, mé preto prirodzent postupnost

afinnd rovina — projektivna rovina — homogénne siradnice

— projektivne transformacie — kuzelosecky.

Osobitné miesto na tejto ceste patri kruznici. Je to objekt doverne znamy z elementarnej
geometrie, a prave preto moze sluzit ako prirodzeny vychodiskovy bod. V euklidovskej
geometrii ju charakterizujeme pomocou vzdialenosti od stredu. Pri prechode k projektivnej
geometrii vsak vzdialenost prestava byt podstatna a do popredia sa dostavaju incidencia,
kolinearita a vlastnosti zachovavané kolineaciami. Sledovanie obrazu kruznice nam tak
umozni postupne prejst od klasickej geometrie k vSeobecnejsiemu pojmu kuzelosecky.

Predkladana ucebnica vsak nechce poniknut iba iné usporiadanie znamej teérie kuze-
loseciek. Pokuisame sa v nej ukazat aj trochu iny sposob prace s geometriou. Geometricky
objekt nevnimame iba prostrednictvom jeho definicie, rovnice alebo hotového obrazka.
Dolezita je aj moznost objekt menit, sledovat jeho spravanie a pozorovat, ktoré vlastnosti
sa pri zmene konfiguracie zachovavaju a ktoré nie.

Vyznamnu tlohu preto v ucebnici zohravaji dynamické konstrukcie vytvorené v pro-
stredi GeoGebra. Applety nie st iba ilustraciami k uz vyslovenej matematickej teérii.
Citatel moze menit polohu bodov a priamok, sledovat pohyb geometrickych objektov,
prechadzat medzi roznymi konfiguraciami a pozorovat vlastnosti, ktoré pri tychto zmenach
zostavaju nemenné. Dynamicky obrazok sa tak stava sticastou procesu poznavania: moze
viest k otazke, k objaveniu suvislosti alebo k formulovaniu hypotézy, ktorti je nasledne
potrebné matematicky zdovodnit.

Préve spojenie klasického matematického vykladu s dynamickou a interaktivnou geomet-
riou povazujeme za jednu z hlavnych ¢ft tejto ucebnice. Nejde pritom o nahradenie ma-
tematického dokazu experimentom v GeoGebre. Dynamicka konstrukcia ma int tlohu:
pomaha geometricky vztah objavif, porozumief mu a polozit otazku, preco pozorovana
vlastnost plati. AZ matematickd argumentacia rozhoduje o jej vseobecnej platnosti. Takyto
sposob prace moze viest od pozorovania cez hypotézu k dokazu a nasledne spat k hlbsiemu
pochopeniu geometrickej situdcie.

Kuzelosecky budeme preto skiimat z troch navzajom prepojenych pohladov. Metricky
pohlad vyuziva vzdialenosti, ohniska, riadiace priamky, osi a excentricitu. Analyticky
pohlad ich opisuje pomocou rovnic, matic a kvadratickych foriem. Projektivny pohlad hlada
vlastnosti zachovavané projektivnymi transformaciami a odhaluje spolo¢ni geometricka
podstatu jednotlivich typov kuZeloseciek. Ziadny z tychto pohladov nepovazujeme za
nadradeny ostatnym. Kazdy ukazuje int stranku toho istého geometrického objektu.

Text nadvézuje na nasu predchadzajucu publikidciu Afinnd geometria — zobrazenia,
vizualizacie, aplikdcie. Niektoré pojmy a vysledky z afinnej geometrie preto pripominame
iba v rozsahu potrebnom pre dalsi vyklad. Predpokladame zakladné vedomosti z analytickej

geometrie roviny, linedrnej algebry a elementarnej teérie kuzeloseciek.



Ucebnica je urcena predovsetkym studentom ucitelstva matematiky, ale aj dalsim
citatelom, ktori chei kuzelosecky vnimat v SirSich geometrickych suvislostiach. Nasim
cielom nie je iba zhromazdit ich zname vlastnosti a odvodit prislusné rovnice. Chceme
ukazat, ako sa moze menif pohlad na ten isty objekt pri prechode od euklidovskej a afinnej
geometrie ku geometrii projektivnej a ako moze dynamické geometrické prostredie tento
prechod spristupnit a podporit jeho porozumenie.

Hlavnu myslienku u¢ebnice mozno napokon vyjadrit jednoducho: to, co sa v euklidovskej
rovine javi ako rozdielnost jednotlivich kuZeloseciek, sa v projektivnej rovine ukazuje ako

ich jednota.

Pri priprave rukopisu sme vyuzivali aj nastroje umelej inteligencie. Sluzili predovset-
kym ako pomocny nastroj pri formélnych a stylistickych upravach textu, pri kontrole jeho
zrozumitelnosti a nadvéiznosti jednotlivych cCasti a pri technickej praci s BTEXom. Mate-
maticka koncepcia ucebnice, vyber a usporiadanie tém, matematicky obsah, argumentacia,

dynamické konstrukcie a vyslednad podoba vykladu zostavaji vysledkom préace autorov.






1 Pripomenutie zakladnych pojmov

V tejto kapitole strucne pripomenieme pojmy z linearnej a afinnej geometrie, ktoré budeme
potrebovat pri zavedeni projektivnej roviny a pri dalSom stidiu kuzeloseciek. Nasim cielom
nie je znovu budovat tedriu vektorovych a afinnych priestorov, ale zdoraznit tie vlastnosti,
ktoré sa neskor prirodzene prenestu do projektivnej geometrie.

Osobitni pozornost budeme venovat afinnym podpriestorom, incidencii, kolinearnosti
a determinantovym kritériam. Prave tieto pojmy vytvaraju prirodzeny most medzi afinnou

a projektivnou geometriou.

1.1 Vektorovy priestor

Zacneme struénym pripomenutim zakladnych pojmov linearnej algebry.

Definicia 1.1.1: Vektorovy priestor

Nech T je komutativne teleso. Vektorovy priestor nad telesom T je neprazdna

mnozina V', na ktorej st definované operécie sc¢itania vektorov
+: VXV —V

a nasobenia vektorov skalarmi
T xV —V,

ktoré splitaji obvyklé axiémy vektorového priestoru.

- J

Prvky mnoziny V nazyvame vektory, prvky telesa T' skaldre. V dalsom texte budeme
pracovat najmé s realnymi vektorovymi priestormi, teda s pripadom 7" = R.

Typickym prikladom je priestor
R™ = {(x1,...,2,); v; € R},

v ktorom st s¢itanie a nasobenie skalarom definované po zlozkach.

Geometricky vektor mdézeme interpretovat ako triedu ekvivalentnych orientovanych



useciek. Dve orientované tsecky reprezentuju ten isty volny vektor, ak maji rovnaky smer,

orientaciu a velkost.

Definicia 1.1.2: Vektorovy podpriestor

Neprazdna podmnozina W C V' sa nazyva vektorovy podpriestor priestoru V', ak pre
vsetky u, v € W a vSetky A € T plati

u+veWw, e W.

Pripomenme, ze mnozina vektorov

je linearne nezavisla, ak z rovnosti

vyplyva
A ==X =0.

Bazou konec¢norozmerného vektorového priestoru nazyvame linedrne nezavisli mno-
zinu vektorov, ktora tento priestor vygeneruje. Pocet prvkov bazy konecno-rozmerného

vektorového priestoru predstavuje jeho dimenziu.



1.2 Afinny priestor

7 algebraického pohladu vo vektorovom priestore existuje jeden trividlny prvok — nu-
lovy vektor. V geometrii vSak pracujeme s bodmi bez toho, aby sme niektorému z nich

prisudzovali osobitné postavenie. Tuto situdciu opisuje afinny priestor.

Definicia 1.2.1: Afinny priestor

Nech V' je vektorovy priestor nad telesom 7" a A neprazdna mnozina. Usporiadani
dvojicu

A=(AYV)

nazyvame afinny priestor so zameranim V , ak je kazdej usporiadanej dvojici bodov

EEV

A, B € A priradeny vektor

tak, ze platia nasledujice vlastnosti:
1. pre Iubovolné body A, B,C € A

E—i—ﬁzﬁ;

2. pre kazdy bod A € A a kazdy vektor « € V existuje prave jeden bod B € A,

AD - .

pre ktory

J

Prva vlastnost nazyvame Chaslesovou reldciou. Druhé vlastnost vyjadruje, ze kazdy

bod mdzeme jednoznacne posunit o lubovolny vektor zamerania.

Ak
AB =1

budeme pouzivat aj zapis
B=A+u.

7 Chaslesovej relacie bezprostredne dostavame
— — v
AA =0, BA=—-AB.
Dimenziou afinného priestoru rozumieme dimenziu jeho zamerania:

dim A =dim V.



1.2.1 Rovina ako afinny priestor

Nasledujtci priklad ukazuje typicku situaciu, v ktorej mnozina bodov vznikne posunutim

vektorového podpriestoru. Pozri obrazok 1.1.

Priklad 1.2.1: Afinna rovina v R?

Uvazujme mnozinu

A= {(xl,xQ,xg) eR3 1+ 1z — 225 = 5}
a vektorovy podpriestor

V= {(ul,uQ,u?,) eR3 wy +us — 2us = 0} )
Pre body X,Y € A definujeme

XY =Y -X.

Ukézeme, ze (A, V) je afinny priestor.

-

RieSenie. Ak X,Y € A, potom
II}1+1’2—2.’E3=5, y1+y2—2y3=5.

Preto
(h — 1) + (Y2 — x2) —2(ys —23) =0,

a teda
XY=Y-XeV.

Chaslesova reldcia ma tvar
Y-X)+(Z-Y)=7Z-X.

Nech teraz X € A a « € V. Polozme

Y =X+u
Potom
—
XY = 4.
Navyse

(!El + 'Ll,1> + (!EQ + 'ng) — 2(%3 -+ U3) = (.’171 + X9 — 2%3) + (Ul —+ Uy — QU3) = 5,

8



teda Y € A. Bod Y je jednoznacne urceny rovnostou

Y =X+1u.

Mnozina A je preto dvojrozmerny afinny priestor so zameranim V. [

Obr. 1.1: Afinna rovina ako posunutie vektorového podpriestoru

1.2.2 Afinny priestor nemusi byt rovina

Pojem afinného priestoru je pomerne abstraktny. Mnozina jeho bodov preto nemusi byt
v euklidovskom priestore zobrazena ako priamka alebo rovina.
V nasledujicom priklade budit bodovii mnozinu afinného priestoru tvorit body len

jednej vetvy hyperboly. Uvazujme lavi vetvu hyperboly (pozri obr. 1.2)

2 2
“%—%2:1, a,b> 0,
a
teda mnozinu
, 22 P
H = [x,y]E]R;ﬁ—b?:Lxg—a.

Kazdému y € R zodpoveda prave jeden bod tejto vetvy:

X(y) = [—a“l%—‘zz, y] )

Za zameranie zvolime jednorozmerny vektorovy priestor R.



Priklad 1.2.2: Vetva hyperboly ako afinny priestor
Nech A = H a V = R. Definujme zobrazenie

fiHXH—R
takto: pre dva body
X1 = [z1, 1), Xo=[z2,30] € H

polozme
-
f(Xl,X2) = X1 Xo =y — 1.

Potom (H,R, f) tvori jednorozmerny afinny priestor.
. J

Riesenie. Pre Tubovolné tri body X, X5, X3 € H plati
e I IR
XiXo+ X0 Xz = (Y2 —y1) + (Ys —92) =y — 1 = Xu Xs.
Nech X; € H a u € R. Polozme

Yo =y +u.

Kedze kazdej realnej hodnote y, zodpoveda prave jeden bod

X |—ay1+ L, 4| en
2 — a b2ay2 ’

existuje prave jeden bod Xs, pre ktory

X1X2 = U.

Obe axiémy afinného priestoru si teda splnené. Mnozina H spolu so zameranim V = R

a zobrazenim f tvori jednorozmerny afinny priestor. O]

Poznamka 1.2.1: Poznamka

Tento priklad ukazuje dolezity rozdiel medzi abstraktnym afinnym priestorom a jeho
geometrickym zobrazenim. Hoci mnozina ‘H mé v euklidovskej rovine tvar krivky,
vzhladom na uvedenu afinnt struktiru je jednorozmernym afinnym priestorom.

Rozhodujuca teda nie je podoba mnoziny bodov, ale sposob, akym je medzi bodmi

a vektormi zamerania definovand afinnd struktira.

10



Hyperbola (a, b)

Obr. 1.2: Lava vetva hyperboly ako model jednorozmerného afinného priestoru

1.3 Afinné podpriestory

Definicia 1.3.1: Afinny podpriestor

Nech A = (A, V) je afinny priestor, A € Aa V' C V vektorovy podpriestor. Mnozinu
A=A+V' ={A+ 0, 0eV'}

nazyvame afinny podpriestor priestoru A so zameranim V.

Afinny podpriestor teda mozeme chapat ako posunuty vektorovy podpriestor.

Ak
dim V' =k,

potom
dim A" = k.

V n-rozmernom afinnom priestore rozlisujeme najma:

0-rozmerné afinné podpriestory — body,

1-rozmerné afinné podpriestory — priamky;,

2-rozmerné afinné podpriestory — roviny,

e (n — 1)-rozmerné afinné podpriestory — nadroviny.

11



1.3.1 Parametrické vyjadrenie afinného podpriestoru

Nech A’ je k-rozmerny afinny podpriestor, A € A" a

je baza jeho zamerania. Kazdy bod X € A" mozno zapisat v tvare
X = A+ tyiy + -+ tyily, t1,...,tx € R.

Tento zapis nazyvame parametrickym vyjadrenim afinného podpriestoru, ktorému
odpovedd n parametrickych rovnic o k parametroch/neznamych. Tieto parametrické

rovnice podpriestoru A¥ maji znamy tvar

1 = a1 + alltl + - +a1ktk

To = Qo + a21t1 + - +a2ktk

(1.1)

Tp = Ap + Apity + -+ Aty

V maticovom tvare

Ty ap air Az ...G1 t
T2 az (21 Aoy ...a2k to

= " [+] A (1.2)
Tn (07% Ap1 Ap2 ...0pk tk

V afinnom priestore A" moZeme linedrne podpriestory A¥ C A" vyjadrit aj nepara-
metricky pomocou ststavy p linedrnych rovnic s n neznamymi. Ich pocet je zavisly od
dimenzie podpriestoru k£ a od dimenzie daného priestoru n. Musi byt splnena rovnost:
p=mn-—k.

Priklad 1.3.1: Rovina v afinnom priestore

Néjdite parametrické aj neparametrické vyjadrenie roviny v A3, ktora prechiddza
bodom A = [1,2,3] a ma smer 4 = (—5,6,4),7 = (2,—1,0).

Riesenie. Parametrické rovnice 1.1 maja tvar

r=1-—5t+2s
y=2+6t—s (1.3)
z=3+4t

Zo vztahov linedrnej ststavy (1.5) moézeme vyjadrit ¢t = % a dosadit do 1. a 2. rovnice
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tejto sustavy. Po tprave dostaneme ststavu dvoch linearnych rovnic:

dr =4 —5(2 —3) + 8s

2u=4+3(2—3) —2s (14)

7 kazdej rovnice stustavy 1.4 mozeme vyjadrit parameter s a ich porovnanim ziskame len

jednu (vSeobecnii/neparametrickd) rovnicu.
dr+8y—Tz+1=0 (1.5)

O
Rovnica 1.5 predstavuje neparametrické vyjadrenie roviny v afinnom priestore A3
Sposob pouzity v tomto priklade nazyvame elimina¢nd metoda. Eliminovali sme parametre

t, s v sustave 1.4 RieSenie je prezentované GeoGebra appletom Tu.

Poznamka 1.3.1: Euklidovsky priestor

Ak je v afinnom priestore A" definovany skalarny sucin, tak ho budeme nazyvat
euklidovskym priestorom a symbolicky ho budeme oznacovat ako E". Podrobnejsie

informécie ndjdete v nasej préaci [11].

1.4 Priamka a nadrovina

1.4.1 Priamka
Nech A, B st dva rozne body afinného priestoru. Priamka urc¢end bodmi A a B je mnozina
p= {A+t/ﬁ; teR}.
Ak pozname bod A a nenulovy smerovy vektor «, mdzeme priamku zapisat v tvare
p: X = A+ tu, teR.
V afinnej rovine A2, kde
A = [aq, as), U = (ug,us),

dostavame parametrické rovnice

T = aq + tuq, Y = as + tus.
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Ak su
A= [a17a2]7 B = [blabZ]

dva rozne body priamky, potom bod X = [z, y] lezi na priamke AB prave vtedy, ked s
vektory

ﬁ:(x—al,y—cm)

1@ = (bl —al,bg _0/2)

linearne zavislé. Teda plati rovnost

XA=k. B (1.6)

kde k je odpovedajuci skalar (redlne ¢islo). Pozrite si obrazok 1.3, ktory koresponduje

s interaktivnym appletom Priamka urcena dvoma roznymi bodmi.

p=AB:2rx+4y—14 = 0

Pohyb bodom X
o

Obr. 1.3: Priamka urc¢end dvoma réznymi bodmi
Z linearnej algebry [24] vieme, Ze rovnost 1.6 je splnend préave vtedy, ak

r — aq Y — Qg —0

by —a; by —aq

Po uprave dostavame
(by — ag)x — (by — a1)y — (by — ag)ay + (by — ay)as = 0.
Ide o vSseobecnt rovnicu priamky
ar + by +c =0,
kde (a,b) # (0,0).
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1.4.2 Normalovy vektor priamky

Ak v afinnom priestore je definovany skalarny sicin (euklidovsky priestor E?), tak moZzeme

hovorif aj o kolmosti a normalovom vektore.

Ak

/Ij - (U/l, Ug)
je smerovy vektor priamky, potom jednym z jej normélovych vektorov je napriklad
n = (_u27 u1)7

pretoze

n-U= —UU1 + ULU2 = 0.

Analogicky mézeme postupovat pri rovine v euklidovskom priestore. Viac informécii

néjdete napriklad v praci [13].

Poznamka 1.4.1: Afinné a metrické vlastnosti

Urcenie priamky bodom a smerovym vektorom, incidencia bodu s priamkou a rovno-
beznost su afinné pojmy. Na ich definovanie nepotrebujeme vzdialenost ani uhol.
Kolmost, velkost vektora, vzdialenost a uhol st uz metrické pojmy. Vyzaduji doda-
tocnu euklidovsku struktiru.

Toto rozlisenie bude doélezité pri prechode k projektivnej geometrii, v ktorej sa

metrické vlastnosti vo vSeobecnosti nezachovavaju.

1.4.3 Nadrovina

Nadrovina v n-rozmernom afinnom priestore je afinny podpriestor dimenzie n — 1.

Nech je nadrovina p C A" urcena n afinne nezavislymi bodmi

A07A1> cee 7An71-

Bod X patri do nadroviny p prave vtedy, ked st vektory
s 1A A%
A0A17 s 7A0An—17 AO

linedrne zavislé.

V stradniciach



mozeme tuto podmienku zapisat determinantovou rovnicou

T To e Ty, 1

ap1 aga -+ apn 1

aly aig -+ a1 =0.
p—1,1 An-12 " Qp—-1n 1

Rozvinutim determinantu dostavame rovnicu
a1y + -+ apxy, + ap =0,

kde
(ay,...,an) # (0,...,0).

Poznamka 1.4.2: Pohlad dopredu

V poslednom stlpci determinantovej rovnice sa objavuji jednotky. Tento zapis nie je
nahodny. V projektivnom rozsireni afinnej roviny sa prave tato dodatocna siradnica
stane stucastou homogénnych sturadnic.

Determinantovy zapis incidencie sa tak prirodzene prenesie z afinnej geometrie do

geometrie projektivnej.

1.5 Incidencia a kolinearnost

Jednou zo zékladnych vlastnosti, ktoré budeme sledovat aj v projektivnej geometrii, je

incidencia bodov a priamok.

Hovorime, Zze bod A a priamka p st incidentné, ak
A€enp.

Podobne mézeme hovorit o incidencii bodu s rovinou alebo vseobecnejsie s afinnym

podpriestorom.

1.5.1 Kolinearne body

Definicia 1.5.1: Kolinearne body

Body A, B, C' nazyvame kolinedrne, ak existuje priamka, na ktorej vsetky tri body

lezia.
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Ak A # B, body A, B, C' st kolinearne prave vtedy, ked existuje A € R také, ze

AC = \AB.

V afinnej rovine nech

A= [xA7yA]a B = [xB7yB]a C= [x07y0]-

Kolinearnost mozeme vyjadrit podmienkou

IB —TA YB — YA

Tc—TA Yo —Ya

= 0.

Ekvivalentne:
Ta Ya 1
rg yp 1| =0.
re Yo 1

Poznamka 1.5.1: Preco je determinantovy zapis dolezity?

Determinantové kritérium kolinedrnosti bude mat v projektivnej geometrii velmi

podobny tvar. Namiesto afinnych sturadnic

[z, y]
budeme pracovat s homogénnymi stiradnicami
[xl‘) T, 'I?)] .

Podmienka kolinedrnosti troch projektivnych bodov sa potom zapise jedinou deter-
minantovou rovnicou. Uz v afinnej geometrii tak vidime algebraicky zapis, ktory sa

neskor prirodzene zovseobecni.

1.5.2 Afinna nezavislost bodov

Pojem linearnej nezavislosti sa tyka vektorov. Pre body afinného priestoru pouzivame

pojem afinnd nezdvislost.
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Definicia 1.5.2: Afinna nezavislost bodov

Body

AOaAlw"vAk

afinného priestoru nazyvame afinne nezdvislé, ak vektory

Ao, ... A,

su linedrne nezavislé.

V afinnej rovine st tri body afinne nezavislé prave vtedy, ked nelezia na jednej priamke.
V trojrozmernom afinnom priestore s Styri body afinne nezavislé prave vtedy, ked nelezia

v jednej rovine.

1.6 Riesené priklady

Priklad 1.6.1: Kolinearnost troch bodov

Rozhodnime, ¢i body

A=[1,2, B=[35, C=[558]

lezia na jednej priamke.

Riesenie. Pouzijeme determinantové kritérium:

=1(5—8) —2(3 = 5) + (24 — 25) = 0.

Ot W =
oco Ot N
[ S -

Body A, B, C su teda kolinearne.

Rovnaky zaver dostaneme z vektorov

AB =(2,3), AC = (4,6) = 24B.
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Priklad 1.6.2: Rovnica priamky urcenej dvoma bodmi

Uréme rovnicu priamky prechadzajicej bodmi
A=[2,-1], B =15,3].

Bod X = [z,y] lezi na priamke AB prave vtedy, ked

y 1
-1 1/=0
3 1

RieSenie. Po rozvinuti determinantu dostéavame

—4x + 3y + 11 =0,

alebo ekvivalentne
dr — 3y —11=0.

Priklad 1.6.3: Afinna nezavislost bodov v priestore

Uvazujme body

Ay =10,0,0], A;=1][1,0,0], Ay=10,1,0], As=10,0,1].

RiesSenie. Vektory

AOAl = (17 07 0)7 AOAQ = (07 1; 0)7 AOA3 = (07 07 1)

tvoria Standardni bazu priestoru R3, a preto s linedrne nezavislé.
Body
A07 A17 A27 A3

su teda afinne nezavislé. O
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1.7 Cvicenie
1. Rozhodnite, ¢i mnozina
V= {(x,y,z) € R3; x—2y+z:()}

je vektorovym podpriestorom priestoru R?. Uréte jeho dimenziu a néjdite jednu jeho
bazu.

[dimV = 2, napr. B = {(2,1,0),(—1,0,1)}]

2. Uvazujte mnozinu
A= {(a:,y,z) e R x—2y—|—z:4}.

Urcte zameranie tohto afinného podpriestoru a zapiste ho v tvare

A=A+V.

[A = (4,0,0), V = {(x,y,2) € R® x—2y+ 2z = 0}]

3. Nech
A=11,2], B =15,-2].

Urcte bod X, ktory je afinnou kombinaciou

3 1
X=-A+-B.
4 +4

Vysvetlite geometricky vyznam bodu X.

[X = [2,1]; bod X lezi na priamke AB]
4. Urcte parametrické rovnice priamky prechddzajicej bodmi
A=1,-2], B =14,3].
Nésledne urcte jej vSeobecnu rovnicu.
[t =143t y=—2+5t 5z — 3y — 11 = 0]

5. Priamka je dana rovnicou
p: 3x—4y+7=0.
Urcte jeden jej norméalovy a jeden smerovy vektor.

[n = (3,—4), napr. u = (4,3)]
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10.

11.

. Rozhodnite pomocou determinantu, ¢i body

A=[1,1, B=[23, C=[47

su kolinedrne.

[Ano.]
Néjdite hodnotu parametra ¢, pre ktorta su body
A=11,2], B =[3,4], C = [5,1]

kolinearne.

. Urcte rovnicu priamky prechadzajicej bodmi

A= [a1>a2]7 B = [blabQ]

pomocou determinantu
xr y 1
a; as 1| =0.
by by 1

Porovnajte vysledok s rovnicou ziskanou zo smerového vektora Ag.

[(ag — bg)x + (bl — al)y + a1by — agby = 0]

. Rozhodnite, ¢i body

Ao - {0,0,0], Al - []_, 1,0], A2 - [O, ]_, 1], Ag - [1,0, ]_]

su afinne nezavislé.

[Ano; det(AgA;, AgAs, AgAs) = 2 # 0.]
Urcte rovnicu roviny prechadzajicej bodmi
A=[1,0,0], B =10,1,0], C =10,0,1].

Pouzite determinantovy zapis incidencie.

t+y+2z—-1=0]

Vysvetlite, preco rovnica
ar +by+c=0

21



opisuje afinnt priamku iba vtedy, ked
(a,b) # (0,0).

[Koeficienty a, b uréuji nenulovy normalovy vektor priamky.]
12. Uvazujte dve rozne rovnobezné priamky v afinnej rovine. Maji spolo¢ny bod?
Porovnajte tuto situaciu s dvoma roéznobeznymi priamkami.

Zamyslite sa, ¢i by bolo mozné afinni rovinu rozsirit tak, aby aj rovnobezné priamky

mali spolo¢ny bod.

[Rovnobezné priamky nemaji vlastny spoloény bod.]

Od afinnej k projektivnej geometrii

V tejto kapitole sme pracovali s vlastnostami, ktoré nevyzaduji meranie vzdialenosti ani
uhlov. Incidencia bodu a priamky, kolinearnost bodov, afinné nezavislost a rovnobeznost
majua zmysel uz v afinnej geometrii.

Pri determinantovom zapise rovnice priamky sme dostali

z y 1
TA Ya 1| =0.
rp yp 1

Jednotka v poslednej sturadnici sa zatial moze javit iba ako vhodny algebraicky trik.
V nasledujtcej kapitole vSak uvidime, Ze ma hlbsi geometricky vyznam.

Afinna geometria zaroven obsahuje jednu situaciu, ktora si vyzaduje osobitné zaob-
chadzanie. Dve réznobezné priamky maja spolo¢ny bod, zatial ¢o dve rézne rovnobezné
priamky spolo¢ny bod nemaju.

Projektivna geometria tito vynimku odstrani. Afinni rovinu rozsirime o nevlastné

body a nevlastni priamku tak, aby platila jednoducha a jednotna vlastnost:
Kazdé dve rozne priamky projektivnej roviny maju prave jeden spolocny bod.

Prechod od afinnej k projektivnej geometrii teda nebude znamenat opustenie pojmov,
ktoré sme doteraz pouzivali. Naopak, incidencia, kolinedrnost a determinantovy zéapis

zostanu zachované. Zmeni sa vsak priestor, v ktorom ich budeme interpretovat.
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2 Projektivna rovina

Motivacia: V predchadzajicej kapitole sme si vSimli jednoduchu, ale podstatni
odlisnost medzi dvoma situaciami. Dve roznobezné priamky afinnej roviny maju
prave jeden spolo¢ny bod, zatial ¢o dve rézne rovnobezné priamky spolo¢ny

bod nemaju.

Skisme sa vSak na rovnobezné priamky pozriet inak. Predstavme si Zeleznicné
kolajnice alebo okraje dlhej priamej cesty. Vieme, ze si rovnobezné, a teda sa
v euklidovskej rovine nepretinaju. V perspektivnom obraze sa vsak zda, ze sa

so vzrastajucou vzdialenostou priblizuju a smeruju k spoloé¢nému bodu.

Tento jav pozname aj z kresby, fotografie ¢i architektiary. Priamky, ktoré
maju v priestore rovnaky smer, sa v perspektivnom obraze zbiehaju k tomu
istému tbezniku. Ubeznik tak urcitym sposobom reprezentuje smer celej triedy

rovnobeznych priamok.

To vedie k prirodzenej otéazke:

Mozno afinni rovinu rozsirit o nové body tak, aby kaZdému smeru

rovnobezngch priamok zodpovedal jeden spolocny bod?

Ak kazdému smeru priradime jeden takyto novy bod, rovnobezné priamky
prestant predstavovat vynimoc¢ny pripad. Dve roznobezné priamky sa pretinaji
vo vlastnom bode roviny a dve rovnobezné priamky budd mat spoloény novy

bod reprezentujuci ich smer.

Takéto rozsirenie afinnej roviny je zakladnou myslienkou projektivnej geometrie.
Nové body budeme nazyvat nevlastné (idedlne) body. Vsetky nevlastné body
vytvoria nevlastni priamku a spolu s pévodnymi bodmi a priamkami afinnej

roviny vytvoria jej projektivne rozsirenie.

2.1 Nevlastné body

Motivacia z predchadzajicej casti nas priviedla k myslienke priradit kazdému smeru

rovnobeznych priamok jeden novy bod. Tuto predstavu teraz vyjadrime matematicky.
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Nech A? je afinnd rovina so zameranim V. Kazdt priamku p moZeme zapisat v tvare
p=A+ (1),

kde Ac A2, 4eV, @#0, a
(i) = {\i; A € R}

je jednorozmerny vektorovy podpriestor priestoru V.
Smer priamky pritom nie je urc¢eny jedinym konkrétnym vektorom. Ak
U=pd,  p#0,

potom

Vektory « a ¢ teda urc¢uju ten isty smer.

Dve priamky
p=A+{W), q¢=B+ (")

st rovnobezné prave vtedy, ked

Vidime teda, Ze smer triedy rovnobeznych priamok mozno jednoznac¢ne reprezentovat
jednorozmernym vektorovym podpriestorom zamerania V. Prave tomuto smeru priradime

novy bod.

Definicia 2.1.1: Nevlastny bod

Nech A? je afinné rovina so zameranim V a nech (i) je jednorozmerny vektorovy
podpriestor priestoru V.
Jednorozmernému vektorovému podpriestoru (@) priradime jeden novy bod, ktory

nazyvame nevlastny (idedlny) bod smeru ().

Ak priamka
p=A+ (i)

ma smer (), prislusny nevlastny bod budeme oznacovat P,,. Tento bod nezavisi od volby
bodu A na priamke, ale iba od jej smeru. Vsetky priamky s tym istym smerom preto maju

spolo¢ny ten isty nevlastny bod.
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Poznamka 2.1.1: Poznamka

Nevlastny bod nereprezentuje konkrétny smerovy vektor, ale cely smer. Nenulové
vektory
U, A\, A # 0,

urcuju ten isty jednorozmerny podpriestor (i), a teda aj ten isty nevlastny bod.
Nevlastny bod preto nechdpeme ako bod afinnej roviny, ktory sa nachadza ,nekonecne
daleko®. Je to novy geometricky prvok pridany k afinnej rovine, ktory reprezentuje

smer triedy rovnobeznych priamok.

- J

Ako prvy priklad si vSimnime parabolu. Pri pohybe po parabole sa smer jej doty¢nic
postupne priblizuje k smeru jej osi. V projektivnom rozsireni parabole prislicha jeden
nevlastny bod, ktory reprezentuje tento smer. Na obr. 2.1 je tento smer reprezentovany
vektorom

= (0,1).

K presnému sturadnicovému vyjadreniu nevlastného bodu paraboly sa vratime po zavedeni
homogénnych siradnic.

V= (-1, —4)

Obr. 2.1: Parabola — kvadraticka funkcia

Aktivaciou appletu na adrese www.geogebra.org vymodelujte viaceré nevlastné body
pre rozne kvadratické funkcie — paraboly.

2.2 Nevlastna priamka

Kazdému smeru priamok afinnej roviny sme priradili prave jeden nevlastny bod. Mnozinu

vsetkych takto ziskanych nevlastnych bodov budeme povazovat za nova priamku.
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Definicia 2.2.1: Nevlastna priamka

Mnozinu vsetkych nevlastnych bodov afinnej roviny nazyvame nevlastnd priamka
a oznacujeme ju

Poo-

Kazda vlastna priamka p afinnej roviny méa prave jeden nevlastny bod P,,. Tento bod
reprezentuje jej smer.
Ak st dve rozne vlastné priamky p a ¢ rovnobezné, maji rovnaky smer, a preto im

prislicha ten isty nevlastny bod:
rlle = Px€p, Px€q

Ak priamky p a g rovnobezné nie su, pretinaju sa vo vlastnom bode afinnej roviny.
Rozsirenim kazdej vlastnej priamky o jej nevlastny bod tak odstranime rozdiel medzi
dvoma pripadmi: medzi priese¢nikom roznobeznych priamok a ,priese¢nikom® priamok

rovnobeznych.

Poznamka 2.2.1: Vlastné a nevlastné prvky

Povodné body a priamky afinnej roviny budeme nazyvat vlastné body a vlastné
priamky. Nové body reprezentujice smery nazyvame nevlastné body a mnozinu
vsetkych nevlastnych bodov nazyvame nevlastnd priamka pso.

Kazda vlastna priamka ma prave jeden nevlastny bod, zatial ¢o nevlastna priamka

obsahuje vSetky nevlastné body.

2.3 Projektivne rozsirenie afinnej roviny

Mame teraz pripravené vsetky prvky potrebné na rozsirenie afinnej roviny. K jej bodom
sme pridali nevlastné body reprezentujice jednotlivé smery a tieto body sme usporiadali
do nevlastnej priamky po.
P6vodné body afinnej roviny budeme v tomto rozsireni nazyvat vlastné body. Pévodné
priamky afinnej roviny budeme nazyvat vlastné priamky.
Kazdu vlastni priamku
p=A+ (1)

rozsirime o nevlastny bod P, ktory reprezentuje jej smer ().

Projektivne rozsirenie afinnej roviny teda obsahuje

o vsetky vlastné body afinnej roviny,
o vSetky nevlastné body reprezentujice jej smery,
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a jeho priamkami s
o vlastné priamky rozsirené o prislusny nevlastny bod,
e nevlastna priamka p...

V takto rozsirenej rovine uz rovnobezné priamky nepredstavuji vynimoc¢ny pripad. Ak
st dve vlastné priamky roznobezné, maju spolo¢ny vlastny bod. Ak st rovnobezné, maju
spolo¢ny nevlastny bod, ktory reprezentuje ich spolo¢ny smer.

Dostavame tak jednotnu vlastnost:

Kazdé dve rozne priamky projektivne rozsirenej roviny maji prdve jeden spolocny bod.

Poznamka 2.3.1: Poznamka

Oznacenie vlastny a nevlastny zavisi od toho, ktord priamku projektivnej roviny
zvolime za nevlastnu priamku.
7 pohladu samotnej projektivnej geometrie nema nevlastnéd priamka vysadné postave-

nie. Jej vyc¢lenenim iba urcujeme, ktori cast projektivnej roviny budeme interpretovat

ako afinni rovinu.

-
|\

Historicky kontext

Korene projektivnej geometrie siahaju do 17. storocdia a suvisia s rozvojom per-
spektivy a so studiom kuzeloseciek. Vyznamnu tlohu zohrali najma prace Gérarda
Desarguesa (1591-1661), ktory skiimal geometrické vlastnosti perspektivnych zo-
brazeni, a Blaisa Pascala (1623-1662), ktorého vysledky odhalili hlboké projektivne
vlastnosti kuzeloseciek.

Ich myslienky ziskali $irsi vyznam najmé v 19. storo¢i, ked sa projektivna geometria
rozvinula do samostatnej matematickej discipliny. K jej rozvoju vyznamne prispeli
Jean-Victor Poncelet (1788-1867), August Ferdinand Mobius (1790-1868) a dalsi
geometri. Postupne sa vytvoril geometricky jazyk, v ktorom sa body v nekone¢ne

stali prirodzenou sicastou geometrie a jednotlivé typy kuzeloseciek bolo mozné

skimat z jednotného projektivneho hladiska.

2.4 Axiomatické zavedenie projektivnej roviny

Projektivne rozsirenie afinnej roviny nam poskytlo konkrétny model, v ktorom sa odstranil
vynimocny pripad rovnobeznych priamok. Kazdé dve rozne priamky maji v tomto rozsireni
prave jeden spoloény bod.

Pri dalSsom studiu vsak nie je vzdy potrebné rozlisovat, ktoré body a priamky vznikli
z povodnej afinnej roviny a ktoré sme k nej pridali. Do popredia vystupuji predovsetkym

vztahy medzi bodmi a priamkami, najma vztah incidencie.
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Abstrahujme preto od konkrétnej konstrukcie projektivneho rozsirenia a vyberme
vlastnosti, ktoré budeme povazovat za zakladné. V nami predkladanej praci budeme
vychadzat z projektivneho rozsirenia, ktoré sa opiera o axiomatické vychodisko, ktoré je

uvedené v definicii 2.4.

Iny pristup k projektivnemu rozsireniu je cisto algebraicky, ktory je uvedeny napriklad
v praci [18]. V tejto praci autori definuju projektivny priestor P" nad telesom R ako

mnozinu vsetkych jednorozmernych podpriestorov (n+1)-rozmerného vektorového priestoru
Vo1 (R).

Definicia 2.4.1: Projektivna rovina - axiomatické zavedenie

Projektivna rovina je incidenéna struktura
P =(B,L1I),

kde B je mnozina bodov, £ je mnozina priamok a I je vzfah incidencie medzi bodmi

a priamkami, pricom platia nasledujtice axiémy:
P1 Kazdymi dvoma réznymi bodmi prechadza prave jedna priamka.
P2 Kazdé dve rozne priamky maji prave jeden spolo¢ny bod.

P3 Existuju styri body, z ktorych ziadne tri nelezia na jednej priamke.

Axiéma P1 vyjadruje znamu vlastnost afinnej aj euklidovskej geometrie: dva rézne

body jednoznac¢ne urcuju priamku.

Axiéoma P2 odstranuje rozdiel medzi ré6znobeznymi a rovnobeznymi priamkami. V pro-

jektivnej rovine uz neexistuju dve rozne priamky bez spolo¢ného bodu.

Axioma P3 zabezpecuje, ze projektivna rovina nie je degenerovanou inciden¢nou
struktirou. Zarucuje existenciu dostatocne bohatej konfiguracie bodov a priamok, aby

sme mohli hovorit o rovine v geometrickom zmysle.

Poznamka 2.4.1: Body a priamky v projektivnej rovine

Z pohladu axiomatickej projektivnej geometrie uz medzi bodmi nerozliSujeme vlastné
a nevlastné body a podobne nerozliSujeme vlastné a nevlastné priamky. Vsetky body
mnoziny B maju rovnaké postavenie a rovnako vsSetky priamky mnoziny L.

Rozlisenie na vlastné a nevlastné prvky vznikne az vtedy, ked v projektivnej rovine
zvolime jednu priamku za nevlastni a jej odstranenim vyclenime prislusni afinnta

rovinu.
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Poznamka 2.4.2: Symetria bodov a priamok

Vsimnime si napadni podobnost prvych dvoch axiém:

P1: dva rozne body urcuju prave jednu priamku,
P2: dve rézne priamky urcujia prave jeden bod.

Ak v axiéme P1 zamenime slova bod a priamka, dostaneme axiému P2, a naopak.

Tato symetria nie je nahodna. Neskor ju sformulujeme ako princip duality, ktory

patri medzi zdkladné vlastnosti projektivnej geometrie.

2.5 Projektivne konfiguracie

Axiomy P1-P3 urcuju zakladnt inciden¢ént struktiru projektivnej roviny. Opisuju vztahy
medzi bodmi a priamkami, neurcuju vsak vSetky vlastnosti, ktoré moze projektivna rovina
spiﬁat’.

Pri studiu projektivnej geometrie sa casto stretdavame s konfiguraciami bodov a priamok,
v kto rych z urcitych incidenénych vztahov vyplyvaja dalSie, na prvy pohlad neocakavané

incidencie. Prave takéto konfiguracie odhaluju vnitorni struktiru projektivnej roviny.

2.5.1 Stvorroh a Stvorstran

Medzi zédkladné konfiguracie bodov a priamok v projektivnej rovine patria stvorroh
a Stvorstran. Tieto dve konfiguracie si navzajom tizko prepojené a uz na nich mozno
pozorovat symetriu medzi bodmi a priamkami, ktora je charakteristickd pre projektivnu

geometriu.

Definicia 2.5.1: Uplny $tvorroh

Nech A, B, C, D su styri body projektivnej roviny, z ktorych ziadne tri nelezia na
jednej priamke.
Konfiguraciu tvorent bodmi

A B, C, D

a Siestimi priamkami

AB, AC, AD, BC, BD, CD

nazyvame uplny stvorroh.

Body A, B, C, D nazyvame vrcholy stvorrohu a uvedenych Sest priamok jeho strany.

Dvojice protilahlych stran tplného stvorrohu urcuju tri diagondlne body
P=ABNCD, Q=ACNBD, R=ADnNBC.
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Body P, Q, R tvoria diagondlny trojuholnik iplného stvorrohu.

Priklad 2.5.1: Uloha

Dokéazte, ze diagonalne body P, @, R tplného stvorrohu nelezia na jednej priamke.

B

Obr. 2.2: Uplny stvorroh a jeho diagonalne body E, F, G
Interaktivny GeoGebra applet: Stvorroh.ggb.

Definicia 2.5.2: Uplny $tvorstran

Nech a, b, ¢, d st styri priamky projektivnej roviny, z ktorych ziadne tri neprechadzaji
jednym bodom.
Konfiguraciu tvorenu priamkami
a, b, ¢, d
a ich Siestimi priesecnikmi
anNb, aNec, and, bNe bNd, cNd

nazyvame uplny stvorstran.

Priamky a, b, ¢, d nazyvame strany stvorstranu a ich Sest priesecnikov jeho wvrcholy.

Tri dvojice protilahlych vrcholov uplného Stvorstranu urcuju tri diagondlne priamky.

Tieto priamky tvoria diagonalny trojstran tiplného Stvorstranu.
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Priklad 2.5.2: Uloha

Vytvorte v programe GeoGebra interaktivny applet znézornujtci uplny Stvorstran

a jeho diagonalne priamky.

Poznamka 2.5.1: Stvorroh a Stvorstran

Uplny $tvorroh a tplny $tvorstran maji navzdjom symetrickd stavbu:

uplny stvorroh uplny Stvorstran
4 vrcholy 4 strany
6 stran 6 vrcholov

3 diagonélne body | 3 diagonalne priamky

Tato zamena tloh bodov a priamok je jednym z prvych prejavov symetrie, ktort

neskor presnejsie vyjadrime principom duality.

Didaktickd poznamka. Uplny Stvorroh a dplny Stvorstran predstavuji vhodnd
dvojicu konfiguracii na prvé oboznamenie sa s principom duality v projektivnej
geometrii. Studenti moézu najskoér vytvorit konstrukciu tplného $tvorrohu
a nasledne sa pokusit systematicky zamenit body za priamky, spojnice za
priese¢niky a kolinearnost za konkurentnost priamok. Takyto postup umoznuje
vnimat dualitu nielen ako formélne pravidlo, ale ako jeden zo zakladnych

struktirnych principov projektivnej geometrie. Viac na 2.4.

Medzi najvyznamnejsie patria konfiguracie spojené s Desarguesovou a Pappovou vetou.
Ich vyznam nespociva iba v samotnych geometrickych tvrdeniach. Ukazuje sa, Ze ich

platnost suvisi s algebraickou struktirou projektivnej roviny.

Je pritom ddlezité zdoraznit, ze Desarguesova ani Pappova veta nie su dosledkami
samotnych axiom P1-P3. Existuju projektivne roviny, v ktorych tieto vety neplatia. Ich

platnost preto predstavuje dodatoénu vlastnost projektivnej roviny.

Ako prvu preskimame konfiguraciu dvoch trojuholnikov, ktori opisuje Desarguesova

veta.

2.5.2 Desarguesova veta

Uvazujme dva trojuholniky
ABC a A'B'C’

v projektivnej rovine. Predpokladajme, ze priamky spajajice zodpovedajice si vrcholy
AA, BB, cc’
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prechadzaju jednym bodom S:

S=AA'NnBB'NnCC".

Hovorime, ze trojuholniky ABC' a A'B'C’ st perspektivne z bodu S.

Teraz zostrojme priese¢niky zodpovedajicich si stran:

P=ABnNnAB,
Q =BCnNBC,
R=CANC'A.

Desarguesova veta vyjadruje pozoruhodny vztah medzi tymito dvoma konfiguraciami.

Veta 2.5.1: Desarguesova veta

Ak st dva trojuholniky AABC a AA'B'C’ perspektivne z bodu, potom priesecniky
ich zodpovedajtcich si stran

P=ABnAPB, Q= BCNB'C, R=CANnC'A

lezia na jednej priamke.

Priamku obsahujicu body P, Q, R nazyvame osou perspektivity. Trojuholniky ABC
a A'B'C’ st v tomto pripade perspektivne z priamky.

Desarguesova veta teda spaja dve podoby perspektivnosti:

perspektivnost z bodu =  perspektivnost z priamky.

Poznamka 2.5.2: Desarguesovska projektivna rovina

Desarguesova veta neplati v kazdej projektivnej rovine urcenej axiémami P1-P3.
Redlna projektivna rovina je desarguesovska.

Pri axiomatickom budovani desarguesovskej projektivnej geometrie mozno platnost
Desarguesovej vety pozadovat ako dalSiu axiomu.
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Obr. 2.3: Desarguesova veta
Interaktivny GeoGebr a applet: DesarguesAxioma.ggb.

Didakticka poznamka. V dynamickom modeli 2.3 mozno menit polohu vrcholov

oboch trojuholnikov pri zachovani ich perspektivnosti z bodu S. Sledujte polohu
bodov

P=ABNAB, Q=BCNBC, R=CANCA.

Pri pohybe vrcholov overujte, ze body P, (), R zostavaju kolinearne. Experiment
tak umoznuje dynamicky pozorovat vlastnost, ktori vyjadruje Desarguesova

veta.

Definicia 2.5.3: Desarguesovska rovina

Projektivna rovina, v ktorej plati Desarguesova veta, sa nazyva desarguesovskd

projektivna rovina.

2.5.3 Pappova veta

Dalsou vyznamnou inciden¢nou konfiguraciou projektivnej geometrie je konfiguracia spo-

jena s Pappovou vetou.

Uvazujme dve rézne priamky p a ¢q. Na priamke p zvolme tri rézne body
A B, C
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a na priamke ¢ tri rézne body

A, B, C.
Zostrojme priesec¢niky
P=AB'NnA'B,
Q=AC"NAC,
R=BC'NnB'C.

Na prvy pohlad nie je zrejmy ziadny dévod, preco by takto ziskané body P, Q, R mali
lezat na jednej priamke. Prave tito prekvapujicu incidenéni vlastnost vyjadruje Pappova

veta.

Veta 2.5.2: Pappova veta

Nech A, B, C st tri rozne body jednej priamky a A’, B’, C tri r6zne body druhej
priamky. Potom body

P=AB'NA'B, Q=AC'NAC, R=BC'NBC

lezia na jednej priamke.
" J

Priamku obsahujticu body P, @, R nazyvame Pappovou priamkou danej konfiguracie.

Poznamka 2.5.3: Pappovska projektivna rovina

Pappova veta neplati v kazdej projektivnej rovine urcenej axiomami P1-P3. Redlna

projektivna rovina je pappovska.

Pri axiomatickom budovani projektivnej roviny mozno platnost Pappovej vety pozadovat

ako dalsiu axiému.

Definicia 2.5.4: Pappovska rovina

Projektivna rovina, v ktorej plati Pappova veta, sa nazyva pappouvskd projektivna

TOVING.

Didakticka poznamka. Pri praci s dynamickou konstrukciou 2.4 mozno menit
polohu bodov A, B,C, A’, B', C" na prislusnych priamkach a sledovat, ze body
P, Q, R zostavaju kolinearne. Experiment vedie prirodzene k otazke, ktoré
vlastnosti konstrukcie si podstatné a ktoré zavisia iba od konkrétnej polohy
bodov.
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Obr. 2.4: Pappova konfiguracia
Interaktivny GeoGebra applet: PappovaAxioma.ggb.

2.5.4 Vztah Pappovej a Desarguesovej vlastnosti

Desarguesova a Pappova veta predstavuju dve vyznamné dodatocné incidencéné vlastnosti

projektivnych rovin. Medzi nimi existuje dolezity vztah.

Veta 2.5.3: Pappos a Desargues

Kazda pappovska projektivna rovina je desarguesovska.

Opacné tvrdenie vo vSeobecnosti neplati. Existuju desarguesovské projektivne roviny,

ktoré nie su pappovské. Vztah medzi nimi mozno znazornit diagramom

‘ pappovské projektivna rovina = desarguesovské projektivna rovina = projektivna rovina

Pre realnu projektivnu rovinu, ktorou sa budeme v dalSom texte zaoberat predovsetkym,

platia obe vlastnosti.
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2.6 Stredova kolineacia

Motivacia: Kazdy, kto niekedy kreslil 3D kocku na papier, intuitivne pouzil
princip stredovej kolineacie. Preco sa kocka javi ako ,skreslena“? Stredova
kolineacia vystihuje zobrazenie z priestoru na rovinu — tak, ako ho pozname
z fotografie, malby ¢i architektiry. Je to most medzi euklidovskou geometriou

a vizuadlnym vnimanim priestoru.

Projektivna geometria vznikala v tizkej suvislosti s perspektivnym zobrazovanim. Pri
stredovom premietani sa body jednej roviny zobrazuju do druhej roviny pomocou priamok
prechadzajucich pevnym bodom.

Nech « a o’ st dve rozne roviny projektivneho priestoru a nech

S ¢ a, Sé¢da.

Pre bod A € «a zostrojme priamku SA. Jej priese¢nik s rovinou o/ oznac¢me A’

Definicia 2.6.1: Stredové premietanie

Zobrazenie
Y:a— o, Ar— A,
pri ktorom
A =SANnd,
nazyvame stredové premietanie roviny « do roviny o’ so stredom S.
- J
o
Ve

Obr. 2.5: Stredové premietanie roviny « do roviny «’. Applet Tu.
Body S, A, A’ st teda kolinearne.
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Nech st dané dve réznobezné roviny o, o/ v euklidovskom priestore E2. Zvolme bod

S € E3, ktory nepatri ani jednej z rovin. Nech o je ich priese¢nica. Pozrite obrazok 2.5.

Definicia 2.6.2

Zobrazenie
d:a—ay A A,

kde body S, A, A’ su kolinedrne, nazyvame stredovd kolinedcia. Bod S sa nazyva

stred kolinedcie, priamka o priesecnica rovin «, o/ sa nazyva os kolineécie.

Ak

o=anNda,

potom kazdy bod X € o patri sticasne do oboch rovin. Preto
SXNad =X

a teda
p(X) = X.

Priamku o nazyvame osou perspektivity. Vsetky jej body st samodruzné.
Stredové premietanie medzi dvoma rovinami moézeme vhodnym projektivnym stotoz-
nenim oboch rovin preniest do jednej projektivnej roviny 7. Dostaneme tak projektivnu

transforméciu roviny 7 na seba.

Definicia 2.6.3: Stredova kolineacia

Kolineaciu projektivnej roviny na seba, ktord ma stred S a os o, nazyvame stredovd
kolinedcia alebo perspektivna kolinedcia.

Jej stred S' je samodruzny bod a kazda priamka prechadzajica bodom S sa zobrazuje

sama na seba. Os o je samodruznd priamka a kazdy jej bod je samodruzny.

Ak okrem stredu S a osi 0 pozname jednu dvojicu zodpovedajicich si bodov
Avr— A,
budeme prislusni stredovt kolineaciu oznacovat
K(S,0,A— A").
Pritom pre dvojicu zodpovedajucich si bodov mimo osi plati
S, A, A" st kolinearne.
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Pricauet

Obr. 2.6: Stredova (perspektivna) kolinedcia zobrazend v jednej projektivnej rovine .

V stredovej kolinedcii plati:

1. Kazdy bod A € a, A # U, mé obraz A’ € o/, pricom body S, A, A’ lezia na jednej
priamke.
VAea\{U} = A e d

2. Existuje bod U € «, pre ktory je W] | o/, a ktory sa zobrazi do nevlastného bodu
o'

U Uy €d

Takyto bod U nazyvame tbeznik 1. drubhu. Naopak, obrazom nevlastného bodu
z roviny « moze byt vlastny bod V' € o/, pricom V,, — V' — tento bod V' nazyvame
ubeznik 2. druhu.

Priamky, ktoré st obrazom alebo vzorom nevlastnych priamok, nazyvame tibezZnice.

Priklad 2.6.1

V perspektivnej kolineacii K(S, 0, A — A’) zostrojte obe tibeznice.

Riesenie. Riesenie formou konstrukcie , krok za krokom“ najdete Tu. n

Poznamka 2.6.1

 Perspektivna kolinedcia v [E3 je bijekcia medzi bodmi dvoch rovin a, o

e Obraz priamky a jej vzor sa pretinaju v osi kolineacie.

o Deliaci pomer nie je invariantom kolinedacie, ale dvojpomer ano.
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Obr. 2.7: Konstrukcia ubeznic v kolineacii

Definicia 2.6.4: Dvojpomer

Nech (A, B;C, D) body lezia na jednej priamke. Dvojpomer usporiadanej stvorice
bodov (A, B; C, D) je definovany ako ¢islo (A, B;C, D) = gg:ig, kde XY oznacuje

orientovanu vzdialenost medzi bodmi X, Y.

Didakticka poznamka. Projektivna geometria zjednocuje vlastné aj nevlastné
objekty. Nevznikaju vynimky: kazdé dve priamky sa pretinaju.
Tento jednotny pristup zjednodusuje formulaciu a klasifikaciu geometrickych

utvarov.

7 projektivneho hladiska sa elipsa, parabola a hyperbola nejavia ako tri na-
vzajom oddelené typy kriviek. Ich rozdiel v afinnej rovine stuvisi s ich vztahom
k nevlastnej priamke. K tejto myslienke sa vratime pri projektivnej klasifikacii

kuzeloseciek.

Ako uvadza J. Cizmér v praci [7]:

,Projektivna geometria nas oslobodzuje od nepotrebnych
metrickych obmedzeni a vyzdvihuje tie vlastnosti itvarov, ktoré su invariantné
vzhladom na Siroku triedu transformacii. Je to geometria pohladu — geometria, kde

13

je rovnobeznost len Specidlnym pripadom prieniku.

— J. Cizméar, Grupy geometrickyjch transformdcii
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2.7 Cvicenie

1. V afinnej rovine si dané priamky
p: 2x—y+3=0, q: 2z —y—4=0.

Rozhodnite, ¢i maju v afinnej rovine spolo¢ny bod. Ak nie, urcte smer, ktory ich

spolo¢ny nevlastny bod reprezentuje.

[Priamky st rovnobezné; spolo¢ny nevlastny bod reprezentuje smer (1,2).]
2. Urcte nevlastny bod priamky, ktora prechadza bodmi
A=11,2], B =14,5].
Vysledok zatial zapiste pomocou smerového vektora priamky:.
[Nevlastny bod reprezentuje smer (1,1).]

3. Vysvetlite, preco vSetky navzajom rovnobezné priamky afinnej roviny maji po
projektivnom rozsireni spolo¢ny prave jeden nevlastny bod.
Ako sa zmeni tento nevlastny bod, ak zmenime smer priamok?
[Nevlastny bod zavisi iba od smeru triedy rovnobeznych priamok.|

4. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich tvrdeni vyplyvaji priamo z axiém projektivnej

roviny:

a) Kazdymi dvoma réznymi bodmi prechadza prave jedna priamka.

Existuja styri body, z ktorych zZiadne tri nelezia na jednej priamke.

)
b) Kazdé dve rdzne priamky maji prave jeden spolocny bod.
c)

)

d) Kazdé dve trojice perspektivnych trojuholnikov st perspektivne aj z priamky.

[a), b), ¢); tvrdenie d) je obsahom Desarguesovej vlastnosti.]
5. Formulujte tvrdenia dudlne k nasledujtcim tvrdeniam:
a) Dva rozne body urcuju prave jednu priamku.

b) Tri roézne kolinearne body lezia na jednej priamke.

¢) Bod A lezi na priamke p.

[a) Dve rézne priamky uréuju prave jeden bod; b) tri rézne priamky prechadzaji jednym

bodom; ¢) priamka p prechiddza bodom A.]
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6.

10.

Nech A, B,C, D tvoria uplny Stvorroh.

a) Vypiste jeho Sest stran.
b) Urcte tri diagonédlne body.
c¢) Sformulujte dudlny objekt k iplnému Stvorrohu.

[AB, AC, AD, BC, BD,(CD; diagonélne body su priesecniky troch dvojic protilahlych

stran; dudlnym objektom je tplny Stvorstran.|

Zostrojte uplny stvorroh zo Styroch bodov, z ktorych Ziadne tri nie st kolinearne,

a vyznacte jeho tri diagonalne body.

Potom zostrojte dudlnu konfiguraciu — uplny stvorstran.

. Dva trojuholniky ABC a A’B'C" st perspektivne z bodu S, teda

AA'NBB' NCC' = S.
Oznacte

P=ABNnAPB, QQ = BCNB'C, R=CANC'A.

Co mozno podla Desarguesovej vety povedat o bodoch P, Q, R?

[Body P, @, R st kolinearne.|

. Formulujte dualnu verziu Desarguesovej vety, teda tvrdenie, v ktorom sa navzdjom

vymenia tulohy bodov a priamok.
Vytvorte v GeoGebre applet, ktory tito dualnu situaciu znazornuje.

V rozsirenej euklidovskej rovine st dané styri body A, B, P, @), z ktorych ziadne tri

nie su kolinearne.

Nech
C =ABnN PQ, R=AQNPB, S=APNBQ,

D =RSNAB, T =RSNPQ, U=ATnNPD.
Dokazte, ze body
R, U, C
su kolinearne.

Pomoc: Pri dokaze vyuZite Desarquesovu vetu.

[Body R, U, C st kolinedrne.|
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11.

12.

13.

14.

15.

Nech A, B, C st tri rozne kolinearne body rozsirenej euklidovskej roviny a P, Q, P’, Q'
su také body, ze priamky
AB, PQ, P'Q

st rozne a pretinaju sa v bode C.

Nech
R=AQ N PB, S =APnN BQ, D = RSNAB,
R = AQ'n P'B, S’ = AP' N BQ', D' =RS NAB.

Dokazte, ze
D=0D.

Pomoc: Pri dokaze vyuZite Desarguesovu vetu.
[D=D"]
Na dvoch réznych priamkach p, g zvolte body
A, B,C € p, A B C"eq.
Oznacte

P=AB'NAB, Q=ACNAC, R=BCNBC.

Co mozno povedat o bodoch P, Q, R? Ktora veta toto tvrdenie vyjadruje?

[Body P, @, R st kolinedrne; Pappova veta.]

Vytvorte dynamicky applet, ktory interpretuje Pappovu vetu. Pohybujte vstupnymi

bodmi po oboch nosnych priamkach a sledujte, ¢i zostava zaver vety zachovany.

Porovnajte Desarguesovu a Pappovu vetu.

Urcte, ktoré z nasledujucich pojmov alebo vlastnosti sa v nich prirodzene objavuju:

perspektivnost z bodu perspektivnost z priamky

kolinearita konkurentnost

[Desarguesova veta prepaja perspektivnost z bodu a z priamky; v Pappovej vete je

zédverom kolinearita troch priesecnikov.]

Nech IC je stredova kolineacia so stredom S a osou o. Bod X nelezi ani na osi o, ani

nie je totozny so stredom S.
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Na ktorjch priamkach musf lezat jeho obraz X’? Co mozno povedat o bodoch osi 0?
[X' € SX; kazdy bod osi o je samodruzny.]
16. Pri stredovej kolineécii K(S;0) je dany bod A a jeho obraz A’
Zostrojte obraz bodu X, ktory nelezi na osi o ani na priamke AA’.
17. Uréenost perspektivnej kolineacie.
Zo zadanych prvkov dourcite stred kolineacie, os kolineacie a potrebné dvojice
zodpovedajucich si prvkov:
a) os kolineacie o a dva pary zodpovedajtcich si bodov A, A" a B, B';
b) tri pary zodpovedajicich si bodov A, A’, B, B', C,C";

c) stred kolinedcie S, os kolineacie o a ibeznik 1. druhu U.
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3 Homogénna suradnicova sustava

V predchadzajicej kapitole sme projektivnu rovinu vytvorili rozsirenim afinnej roviny
o nevlastné body a nevlastni priamku. Kazdému smeru afinnych priamok sme priradili
jeden nevlastny bod, takze aj dve rovnobezné priamky maju v projektivnej rovine spolo¢ny

bod.

Tento geometricky pohlad vSak prirodzene vedie k otazke:

Ako mozno vlastné aj nevlastné body projektivnej roviny opisat pomocou jednej

suradnicovej sustavy?

Bezné kartézske sturadnice
(z,y)
opisuju iba vlastné body afinnej roviny. Nevlastné body, ktoré reprezentuji smery, pomocou
nich nemozno vyjadrit ako body s konec¢nymi stiradnicami.
Potrebujeme preto suradnicovy systém, ktory nebude oddelovat vlastné a nevlastné
body, ale umozni pracovat s nimi jednotnym sposobom. Takyto opis poskytuji homogénne
sturadnice.

Zakladna myslienka je jednoducha. Bod afinnej roviny so stradnicami

(z,9)

zapiseme pomocou trojice
[z:y:1].

Tato trojica vsak nebude ur¢ena jednoznacne. Rovnaky bod budu reprezentovat vsetky

nenulové nasobky tejto trojice:
[x:y: 1= x:Ay: A, A # 0.

Prave tato zdanliva nejednoznac¢nost umozni zahrnut do stradnicového opisu aj ne-

vlastné body a vytvorit jednotny analyticky model projektivnej roviny.
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3.1 Homogénne suradnice bodu

Uvazujme bod A afinnej roviny s kartézskymi sturadnicami
A= (z,y).
Priradme mu trojicu

(z,y,1) € R%.

Ak tuto trojicu vynasobime Tubovolnym nenulovym redlnym ¢islom A, dostaneme
(Az, Ay, A).
Po vydeleni tretej siradnice ¢islom A sa opat dostaneme k bodu

(z,y).

Trojice

((L‘, y) 1)7 (Aa’;7 Ay’ A)? A # 07

preto budeme povazovat za rozne reprezentacie toho istého projektivneho bodu.

Definicia 3.1.1: Homogénne sturadnice bodu

Nech
(z1,72,23) € R*\ {(0,0,0)}.

Vsetky nenulové nasobky tejto trojice
(/\Il,)\xz,)\.%g), A S R\{O},

reprezentuju ten isty bod projektivnej roviny.
Tento bod zapisujeme

A=z 29 x3)

a Cisla x1, x9, x3 nazyvame jeho homogénne suradnice.
Plati teda

(1 : 9 1 x3] = [Azy + Ay @ Axs), A #£ 0.
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Poznamka 3.1.1: Preco s homogénne siradnice urcené az na nasobok?

Zapis
A:[.’I}lixgiilfg]

neoznacuje jednu konkrétnu trojicu realnych ¢isel. Oznacuje vsetky nenulové trojice,

ktoré st navzajom proporciondalne.

Matematickt korektnost tohto zapisu mézeme vyjadrift pomocou ekvivalenc¢nej reldcie.

Na mnozine
R*\ {0}
definujeme relaciu
(21, w2, 23) ~ (Y1, Y2, Y3)

prave vtedy, ked existuje
A e R\ {0}

také, ze
(Y1, Y2, Y3) = A(x1, T2, T3).

Téato relacia je reflexivna, symetrické a tranzitivna, a teda je relaciou ekvivalencie. Rozklada
mnozinu R? \ {0} na triedy ekvivalencie. Kazda takdto trieda predstavuje jeden bod

projektivnej roviny.

Zapis

A=z : 29 x3]

preto oznacuje triedu

[($1,ZE2, (L’g)] = {()\Il, )\I’Q, )\$3), AeR \ {O}} .

Lubovolnt usporiadant trojicu redlnych ¢isel (x,y, z) patriacu do triedy [x; : x9 : 3]

rozkladu nazyvame reprezentant bodu X = [z, xo, 3.
Geometricky vsetky vektory
)\(%1,33'2,373), )‘7&07

leZia na tej istej priamke v R?® prechadzajicej poc¢iatkom. Projektivny bod teda mozeme

interpretovat ako priamku v R? prechadzajicu pociatkom:

bod projektivnej roviny +—  priamka v R® prechadzajica pociatkom.
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Priklad 3.1.1: Rozne reprezentanty toho istého bodu

Trojice
(2,4,1), (4,8,2), (—2,—4,-1)

reprezentuju ten isty projektivny bod, pretoze st navzajom nenulovymi nasobkami.

Mozeme teda pisat
[2:4:1)]=1[4:8:2]=[-2:—-4:-1].

Naopak, bod
[2:4:1]

nie je totozny s bodom
[2:4:2],

pretoze prislusné trojice nie st proporcionalne.

3.1.1 Vlastné a nevlastné body

Homogénne stradnice umoznuju jednotnym sposobom opisovaf vlastné aj nevlastné body
projektivnej roviny. Rozhodujicu tlohu pritom zohrava tretia homogénna sturadnica.
Uvazujme projektivny bod

A=z :x9: 23]
Ak z3 # 0, mozeme vsetky homogénne siradnice vydelit ¢islom xj:

nr )

[T1 291 3] =
T3 T3

Takyto bod teda zodpoveda bodu afinnej roviny s kartézskymi suradnicami
Gr5)
T3 ’ T3 ’
Definicia 3.1.2: Vlastny bod

Projektivny bod

A =[xy : 29 x3)

nazyvame vlastny, ak
T3 7£ 0.

Kazdy vlastny bod mozno zapisat v tvare

A=[z:y:1].
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Prechod od homogénnych siradnic

[ 29 23], x3 £ 0,
k reprezentantu
Tr1 T2
— 1]
I3 T3

nazyvame normaliziciou homogénnych suradnic.

Priklad 3.1.2: Normalizacia homogénnych stiradnic

Bod
A=1[6:9:3

je vlastny, pretoze jeho tretia homogénna siradnica je nenulova. Po vydeleni vSetkych

suradnic ¢islom 3 dostaneme
A=12:3:1].

Bodu A teda v afinnej rovine zodpoveda bod s kartézskymi siradnicami

A=(2,3).

Pre vlastny bod budeme pouzivat normalizaciu, pri ktorej volime reprezentanta s trefou

homogénnou suradnicou rovnou 1:

Ak je naopak (nevlastny bod)

173:0,

normalizdcia na tvar [z : y : 1] nie je moznd. Dostdvame bod
Ao =[x 1 29 : 0],

kde aspon jedno z ¢isel x1, x5 je nenulové.

Definicia 3.1.3: Nevlastny bod

Projektivny bod
Aoo = [331 X 0], (Il,xg) 7£ (0,0),

nazyvame nevlastny bod.

Kedze homogénne siradnice si urc¢ené iba az na nenulovy nasobok, plati
[z @y : 0] = [Azy : Az : 0] A # 0.
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Nevlastny bod teda nezavisi od velkosti vektora

(xla x2>7

ale iba od jeho smeru. Bod

[x1: 29 : 0]

preto reprezentuje smer vSetkych nenulovych vektorov

A1, 22), A#0.

Poznamka 3.1.2: Geometricky a stradnicovy pohlad

V predchadzajicej kapitole sme nevlastny bod zaviedli geometricky ako bod repre-
zentujuci smer triedy rovnobeznych priamok.

Homogénne siiradnice teraz poskytuju algebraicky zapis toho istého pojmu:

smer (z1,23) <— [x1:x9:0].

Proporcionalne smerové vektory urcuju ten isty nevlastny bod.

Uy ={ki ke R}

Bz, yy)

Obr. 3.1: Homogénne stradnice smeru a prislusného nevlastného bodu.

Obr. 3.1 ukazuje, ako mozno homogénne stradnice nevlastného bodu ziskat priamo zo

smerového vektora.

Nech B a C' st dva rozne vlastné body afinnej roviny, ktoré v homogénnych stiradniciach

zapiseme v normalizovanom tvare
B:[bllbgil], 02[0120221].
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Orientovana tusecka B? urcuje smerovy vektor
U= (Cl — bl,CQ — bg)
Tomuto smeru zodpoveda nevlastny bod

Uoo:[cl_bl 202—b230]. (31)

Nulova tretia suradnica vznika prirodzene. Pri normalizovanom homogénnom zapise

maju oba vlastné body tretiu suradnicu rovni 1, a preto je rozdiel tretich siradnic

1-1=0.

Ak smerovy vektor vynasobime Iubovolnym nenulovym ¢islom A, dostaneme proporci-

onalny vektor a tomu zodpovedajici homogénny reprezentant
[)\(Cl — bl) . )\(CQ — bg) . 0]

Ide vsak stéle o ten isty nevlastny bod.

Priklad 3.1.3: Nevlastny bod ako smer

Vektory
(1a2)7 (2’4)7 (_37 _6)

su navzajom proporcionalne, a preto reprezentuju ten isty projektivny smer. Uréuju
teda ten isty nevlastny bod:

[1:2:0]=1[2:4:01=[-3:—-6:0].

Tento nevlastny bod reprezentuje spolo¢ny smer vsetkych afinnych priamok, ktorych

smerovy vektor je nenulovym nasobkom vektora (1,2).

Nevlastny bod teda nezavisi od konkrétneho nenulového vektora zvoleného na repre-

zentaciu smeru. Proporcionalne nenulové vektory urcuju ten isty nevlastny bod.

Bod

[z : xg : 0]
preto reprezentuje smer urcéeny vsSetkymi nenulovymi vektormi
A1, 22), A# 0.
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Poznamka 3.1.3: Zapamaitajte si

Homogénne stradnice umoznuju jednotne opisaf vlastné aj nevlastné body projek-
tivnej roviny:

x3 # 0 vlastny bod,
[t1 29 23] —

r3 =0 nevlastny bod.

Pre nevlastny bod navyse plati

[£1:29:0] <—  smer (z1,22).

& J

Uvedieme priklad, ktory sa viaze na pojem reprezentant bodu. Nech je dana trojica
bodov Oy = [2,5,1], O1 = [6,—4, 2], O5 = [1, 3, 0], ktora je zrejme linedrne nezavisla. Kazdy
bod X projektivnej roviny tvori s takouto trojicou bodov mnozinu linearne zavislych bodov.
Preto ho mozno vyjadrit ako linearnu kombinaciu

X = poOp + p101 + p20s.

Priklad 3.1.4: Vyjadrenie reprezentanta bodu

Uvazujme projektivne body
Op=1[2:5:1], O,=1[6:—4:2], Oy =1[1:3:0]
a zvolme ich reprezentantov
0y = (2,5,1), o; = (6,—4,2), 0, = (1,3,0).

Tieto tri vektory st linedrne nezdvislé, a preto tvoria bazu vektorového priestoru R3.
Pre projektivny bod

Q=1[2:1:-3]
zvolme reprezentanta

q=(2,1,-3).
Urcte raciondlne ¢isla pg, p1, p2 tak, aby platilo

q = pPoOg — P101 + 2020.

(& J

Riesenie. Po dosadeni zvolenych reprezentantov dostaneme

(27 1’ _3> = p0<27 57 1) - :01(67 _47 2) + 2/)2(17 37 0)
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Porovnanim jednotlivych siradnic ziskame ststavu

2po — 6p1 + 2py = 2,
5/)0 + 4,01 + 6p2 = 1,

po — 2p1 = —3.
Jej riesenim je
19 2 18
Po = 5 pl_—g, Pz—g
Skutocne,
—159(2, 5,1) + ;(6, —4,2) + 356(1,3,0) =(2,1,-3).

Teda reprezentant q bodu ) ma vzhladom na zvoleni bazu og, 01, 02 vyjadrenie

——Bo —|—20 —|—@o
q= 5 0 5 1 5 2-

Didakticka poznamka. Priklad zdoraznuje rozdiel medzi projektivinym bodom
a jeho reprezentantom. Projektivny bod @ je triedou proporcionalnych nenulo-
vych vektorov, zatial ¢o linearne operacie vykonavame s jeho reprezentantmi

v priestore R3.

Prave tento prechod umoznuje vyuzivat metody linearnej algebry pri analytic-

kom opise projektivnej roviny.

3.2 Projektivna rovina v homogénnych suradniciach

V predchadzajucej casti sme ukézali, ze projektivny bod nie je reprezentovany jedinou

nenulovou trojicou realnych cisel, ale celou triedou navzajom proporciondlnych trojic.

Homogénne siradnice nam tak umoznuju vytvorit analyticky model projektivnej roviny.
Uvazujme mnozinu

R*\ {0},

teda mnozinu vsetkych nenulovych vektorov trojrozmerného redlneho vektorového priestoru.

Na tejto mnozine sme zaviedli ekvivalenénu relaciu
X~y <=  y=XX, A e R\ {0}.

Kazda trieda tejto ekvivalencie obsahuje vSetky nenulové vektory leziace na jednej
priamke v R3 prechddzajicej pociatkom. Jedna takito trieda predstavuje jeden bod

projektivnej roviny.
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Definicia 3.2.1: Realna projektivna rovina

Redlnu projektivnu rovinu definujeme ako mnozinu tried ekvivalencie nenulovych

vektorov priestoru R? vzhladom na reldciu proporcionality:

P*(R) = (R®\ {0})/~.

Prvky mnoziny P?(R) nazyvame projektivne body.

Ak

X = (x17$27x3) 7& 07

prislusny projektivny bod zapisujeme
X = [x1: 29 : x3).
Pre kazdé X\ # 0 pritom plati
[t1: 29 1 w3] = [Awy @ Awg @ Aag).

Geometricky teda mozeme realnu projektivnu rovinu interpretovat ako mnozinu vset-

kych priamok v R3, ktoré prechadzaji pociatkom:

P*(R) <— {priamky v R? prechadzajice poéiatkom} )

3.2.1 Afinna rovina ako ¢ast projektivnej roviny
Kazdy vlastny projektivny bod

X =[z1: 29 @ x3), x3 £ 0,
ma prave jedného reprezentanta s trefou suradnicou rovnou 1:

X:{xl'mzl].

l’g‘.’lfg

Vlastné body projektivnej roviny preto mozeme stotoznit s bodmi afinnej roviny
pomocou priradenia

(x,y) <+— [x:y:1].
Afinnu rovinu tak mdézeme chapat ako cast projektivnej roviny tvorend bodmi
(21 : xg © 3], xg # 0.
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Body, pre ktoré

5(73:0,

st nevlastné body. Tie nemaju zodpovedajici bod s koneénymi kartézskymi siradnicami

a predstavuju smery afinnej roviny.

Poznamka 3.2.1: Zapamaitajte si

Projektivna rovina obsahuje afinnti rovinu a navyse nevlastné body:

(z,y) «— [z:y:1],

smer (uy,us) <— [ug :ug:0].

Homogénne sturadnice tak umoznuju opisovat vlastné body aj smery v jednom

suradnicovom systéme.

Realna projektivna rovina P?(R) je stradnicovym modelom projektivneho rozsirenia

roviny, ktoré sme v predchadzajticej kapitole oznacovali Es.

3.3 Linearna zavislost a kolinearita bodov

Homogénne stradnice umoznuju previest geometrické vztahy medzi bodmi projektivne;j
roviny na vztahy medzi ich reprezentantmi v priestore R®. Jednym z najdolezitejsich

prikladov je kolinearita troch bodov.

Nech
A=la:ay: ag), B = [by : by : b, C=lc1:co:cy)

st tri body projektivnej roviny a nech
a = (a17a27a3)7 b: (b17b27b3)7 C = (017027C3>

st ich zvolené reprezentanty v R3.

Body A, B, C' lezia na jednej projektivnej priamke prave vtedy, ked vektory
a,b,c
su linearne zavislé.
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Definicia 3.3.1: Linedrna zavislost projektivnych bodov

Projektivne body
AlaA27"'7Ak

nazyvame linedrne zdvislé, ak ich reprezentanty
a1,ag,...,a

st linedrne zavislé vektory.
Ak st ich reprezentanty linedrne nezavislé, projektivne body nazyvame linedrne

nezdvislé.

- J

Tato definicia nezavisi od volby reprezentantov. Ak totiz reprezentanty nahradime ich

nenulovymi nasobkami
a; = \a,, Ai #0,
linearna zavislost alebo nezavislost sa nezmeni.
Linedarna (ne)zavislost je teda vlastnostou samotnych projektivnych bodov, nie iba ich
konkrétne zvolenych reprezentantov.
Pre tri body projektivnej roviny méa linearna zavislost bezprostredny geometricky

vyznam.

Veta 3.3.1: Kritérium kolinearity troch bodov

Tri projektivne body

A=la;:ay: ag), B = [by : by : bs], C=lc1:co:cy)

st kolinearne prave vtedy, ked ich reprezentanty si linearne zavislé.

Doékaz. Nech a, b st reprezentanty dvoch réznych projektivnych bodov A, B. Vektory a, b

st linedrne nezavislé a urc¢uji dvojrozmerny podpriestor
L = span{a,b} C R®.

Tento dvojrozmerny podpriestor reprezentuje projektivnu priamku prechadzajicu
bodmi A a B.

Bod C' lezi na tejto projektivnej priamke prave vtedy, ked jeho reprezentant c patri do

L, teda ked existuju ¢isla A, u, nie obe nulové, také, ze
c = X\a+ ub.
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To nastava prave vtedy, ked vektory
a,b,c

su linedrne zavislé. O

V priestore R? st tri vektory linedrne zdvislé prave vtedy, ked je determinant matice

vytvorenej z ich sturadnic rovny nule. Dostavame preto nasledujice kritérium:

a; ag as
A, B,C su kolinedrne <= det|b; by by | =0.

1 C2 C3

Ak niektory reprezentant vynasobime nenulovym c¢islom, prislusny riadok determi-
nantu sa vynasobi tym istym ¢islom. Nulovost determinantu sa preto nezmeni. Kritérium

kolinearity je teda korektne definované pre projektivne body.

Priklad 3.3.1: Kolinearita troch projektivnych bodov

Rozhodnite, ¢i body
A=1[1:1:1], B=1[2:3:1], C=1[3:5:1]

lezia na jednej projektivnej priamke.

Riesenie. Vypocitame determinant

det

W N =
ot W =
— =

Dostéavame

=1(3-5)—1(2—3) + 1(10 — 9) = 0.

[}

D

=+
W N =
Ot W
[ S -t

Reprezentanty bodov A, B, C su teda linedrne zavislé, a preto body A, B, C lezia na
jednej projektivnej priamke. O]
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Poznamka 3.3.1: Uloha

V predchadzajicom priklade sme pomocou homogénnych stradnic ukazali, ze body
A=1[1:1:1], B=1[2:3:1], C=1[3:5:1]
st kolinearne.
a) Zapiste body A, B, C v kartézskych stradniciach.
b) Urcte v afinnej rovine rovnicu priamky AB.

c¢) Overte, Ze bod C' lezi na priamke AB.

d) Porovnajte tento postup s overenim kolinearity pomocou determinantu homo-

génnych suradnic.

Priklad 3.3.2: Kolinearita s nevlastnym bodom

Uvazujme body
A=[1:1:1], B=1[3:2:1], U =1[2:1:0].

Rozhodnite, ¢i su tieto body kolinedrne.

Riesenie. Vypocitame

det

N W
— N =

Body A, B, U, su preto kolinearne.

Vektor
3-1,2—-1)=(2,1)

urcuje smer priamky AB. Nevlastny bod
Uw=1[2:1:0]
je teda prave nevlastnym bodom tejto priamky. O
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Poznamka 3.3.2: Zapamaitajte si

Geometricka kolinearita troch projektivnych bodov sa v homogénnych siradniciach

prejavi ako linedrna zavislost ich reprezentantov:

a
A, B, C kolinedrne <= a,b,c linedrne zavislé <= det|b| =0.

C

3.4 Priamka v homogénnych sdaradniciach

Priamka patri medzi zakladné geometrické objekty, jej chapanie vSak zavisi od geometric-
kého modelu, v ktorom pracujeme.

V syntetickom pristupe k euklidovskej geometrii, napriklad v Hilbertovom axiomatickom
systéme, sa pojem priamky nedefinuje. Bod a priamka st primitivne pojmy a ich vzajomny
vztah opisuje primitivny vztah incidencie. Jedna zo zakladnych axiém incidencie vyjadruje

znamu vlastnost:
Dvoma roznymi bodmi prechddza prave jedna priamka.

Vyroky
Aep alebo Adp

potom vyjadruju, ¢i bod A s priamkou p inciduje, teda ¢i bod A lezi alebo nelezi na
priamke p.
V analytickom modeli afinnej roviny uz mozno priamku opisat pomocou vektorovych

operacii. Priamka ur¢end dvoma réznymi bodmi A, B je mnozina
AB={X€Ey X=A+tB—A), tcR}.

V projektivnej rovine chceme zachovat zékladnt incidenénu vlastnost priamky, ale
zaroven ju vyjadrit pomocou linedrnej algebry. V predchadzajicej casti sme ukazali, Ze tri
projektivne body st kolinedrne prave vtedy, ked ich reprezentanty v R? st linedrne zavislé.

To prirodzene vedie k nasledujicej definicii.

Definicia 3.4.1: Projektivna priamka

Nech A, B € P*(R) st dva rozne projektivne body. Projektivnou priamkou urcenou
bodmi A, B nazyvame mnozinu vsetkych projektivnych bodov X, ktorych reprezen-

tant je linearnou kombinaciou reprezentantov bodov A, B.

p=AB.

Priamku oznacujeme

29



Ak
a,b e R\ {0}

su zvolené reprezentanty bodov A, B, potom mozno projektivnu priamku p = ;1? zapisat

Vv mnozinovom tvare

p= {X = [x] e P(R); x = koa + kb, (ko k1) # (070)}'

Ekvivalentni definiciu projektivnej priamky pomocou linedrneho vyjadrenia jej bodov

uvadza aj Cizmar v praci [7].

Kedze body A a B si rozne, ich reprezentanty a, b si linedrne nezavislé. Ich linedrny
obal
L = span{a, b}

je preto dvojrozmerny vektorovy podpriestor priestoru R3.

Projektivna priamka p pozostava prave z projektivnych bodov, ktorych reprezentanty

lezia v tomto dvojrozmernom podpriestore. Geometricky teda plati

projektivna priamka v P?(R) <— rovina v R® prechddzajica pociatkom.

V predchadzajicej casti sme ukéazali, ze projektivne body mozno reprezentovat ne-
nulovymi vektormi priestoru R?, pri¢om proporcionalne vektory predstavuji ten isty
projektivny bod. Podobnym sposobom mozno pomocou homogénnych siradnic opisat aj

projektivne priamky:.

Nech p je projektivna priamka. V priestore R? jej zodpoveda dvojrozmerny vektorovy
podpriestor prechadzajuci pociatkom. Kazdy takyto podpriestor mozno opisat homogénnou
linearnou rovnicou

a1ry + asrs + azxrz = 0,

kde
(al, a9, 6L3) 7é (O, 07 0)

Projektivny bod
X =[xy xg @ x3]
lezi na priamke p prave vtedy, ked jeho homogénne siradnice spiﬁajﬁ rovnicu

171 + A9To + A3T3 = 0.
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Definicia 3.4.2: Homogénne stradnice priamky

Nech projektivna priamka p ma rovnicu
a1r1 + asTy + azxs = 0, (ay,a9,a3) # (0,0,0).

Trojicu
[a1 Qo (13]

nazyvame homogénnymi suradnicamsi priamky p a piseme

p=lai:as:as.

. J

Rovnica projektivnej priamky nie je urc¢ena jednoznacne. Ak ju vynasobime Iubovolnym

nenulovym ¢islom A, dostaneme rovnicu
Aa1x1 + Aasxs + Aazxs = 0,

ktora opisuje tu istu priamku.
Preto plati
[a1 = ag @ as] = [Aay : Aag @ Aag), A # 0.

Homogénne siradnice priamky si teda, rovnako ako homogénne stradnice bodu, ur¢ené

iba az na nenulovy nasobok.

Poznamka 3.4.1: Bod a priamka

Bod projektivnej roviny zapisujeme
X = [z1: 29 @ x3),
priamku projektivnej roviny zapisujeme
p=lay:as: as).

V oboch pripadoch si homogénne siiradnice urc¢ené iba az na nenulovy nasobok.

3.4.1 Incidencia bodu a priamky

Nech

X = [z1: 2o : x3)

je projektivny bod a

p=lay:asy: as)
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projektivna priamka.

Bod X lezi na priamke p prave vtedy, ked
121 + A9To + A3T3 = 0.
Tato podmienku mézeme zapisat aj v maticovom tvare

T
(a1 Qo (lg) zo | = 0.

T3

Algebraickym vyjadrenim incidencie bodu a priamky je teda

X € p < 41T+ %2 + a3x3 = 0.

Tato podmienka nezavisi od volby homogénnych reprezentantov. Ak stradnice bodu
vynasobime nenulovym ¢islom g a siradnice priamky nenulovym c¢islom A, lava strana

rovnice sa vynasobi ¢islom Ap:

(Aay)(pz1) + (Aag)(puxe) + (Aag)(uxs) = Ap(arxy + asxs + azxs).

Jej nulovost sa teda nezmeni.

3.4.2 Afinna a homogénna rovnica priamky

Uvazujme v afinnej rovine priamku s rovnicou

ar + by +c=0.
Vlastny bod
X:[$12$211'3], ZE37AO,
ma kartézske suradnice
I T2
r=—, y=—.
T3 T3

Po dosadeni do afinnej rovnice dostaneme

s T
a—t +b=2+c=0.
Zs Z3

Po vynasobeni ¢islom 3 ziskame homogénnu rovnicu

ary + bl’g + cxr3 = 0.
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Afinnd priamka
ar +by+c=0

ma teda v projektivnej rovine homogénnu rovnicu
axy + bxy + cx3 =0

a homogénne sturadnice

p=la:b:d.

Priklad 3.4.1: Homogénna rovnica priamky

V afinnej rovine je dana priamka
p:2x—y+3=0.
Urcte jej homogénnu rovnicu a homogénne siiradnice. Overte, ¢i projektivne body
A=1[1:5:1], B=[2:7:1], Usw=1[1:2:0]

lezia na priamke p.

Riesenie. Homogenizaciou rovnice
20 —y+3=0

dostaneme
2%1 — To + 31’3 = 0.

Homogénne siradnice priamky su teda

p=1[2:—-1:3].

Pre bod A =[1:5:1] plati
2.1-5+3-1=0,

preto
A€ np.

Pre bod B =[2:7: 1] plati
2.2-7+3-1=0,
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a teda
B € p.

Pre nevlastny bod Uy, = [1 : 2 : 0] dostavame
2.1-2+3-0=0,

preto
Uy € p.

Nevlastny bod Uy, = [1 : 2 : 0] reprezentuje smer priamky p. O

Poznamka 3.4.2: Uloha

V predchadzajicom priklade sme zistili, Ze nevlastny bod
Usw=1[1:2:0]
lezi na projektivnom rozsireni priamky
p: 2x—y+3=0.

a) Urcte smerovy vektor priamky p v afinnej rovine.
b) Porovnajte jeho stradnice s homogénnymi siuradnicami nevlastného bodu U,.

c¢) Vysvetlite geometricky vyznam incidencie U, € p.

Poznamka 3.4.3: Zapamaitajte si

Projektivna priamka

p=lay:as: as)

m& homogénnu rovnicu

121 + A9To + A3T3 = 0.

Pre projektivny bod X = [x; : x5 : x3] plati

‘XGp <= a1x1 + a2z + asrz = 0.

Suradnice bodu aj priamky st urcené iba az na nenulovy nasobok.
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3.5 Spojnica dvoch bodov a priesecnik dvoch priamok

Nech
A=ay:ay: as), B =1[b; : by : bs]

st dva rozne projektivne body. Podla axiémy incidencie nimi prechédza prave jedna

p=AB.

projektivna priamka

Ak
p=[p1:p2:ps,

potom oba body lezia na priamke p, a preto plati
p1a1 + p2asz + pzaz = 0,

p1b1 4 p2bs 4 p3bs = 0.

Vektor
P= (pla b2, p3)

je teda kolmy na oba reprezentanty
a — (al,ag,ag), b: (bl,bg,b3>.
Takyto vektor ziskame pomocou vektorového siacinu

p=axb.

Veta 3.5.1: Spojnica dvoch projektivnych bodov

Nech
A=la;:ay: ag), B = [by : by : bs]

su dva rézne projektivne body. Homogénne siiradnice ich spojnice p = A§ mozno

ur¢it pomocou vektorového stucinu

Explicitne

P = [agbg — a3b2 3 a3b1 — a1b3 2 albg — agbl] .

\ J

Zéapis A x B chéapeme ako skratené oznacenie vektorového stcinu zvolenych reprezen-
tantov bodov A a B. Zmena reprezentantov iba vynéasobi vysledok nenulovym ¢islom,

a preto nezmeni urc¢eni projektivnu priamku.
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Priklad 3.5.1: Spojnica dvoch bodov

Urcéte homogénne stradnice priamky prechadzajticej bodmi

A=1[1:2:1], B=[3:1:1].

Riesenie. Pouzijeme vektorovy sicin

p=AXB.
Dostavame
ij k
p=11 2 1|=(1,2,-5).
311
Preto
p=[1:2:-5]

a homogénna rovnica priamky je
xr1 + 21‘2 — 51’3 =0.

Dosadenim stradnic bodov A a B Iahko overime, Ze oba body rovnicu spliiaj. O

Priesecnik dvoch projektivnych priamok

Nech
p=[p1:p2:psl, =0 :q: g

st dve rézne projektivne priamky:.
Ich spolo¢ény bod

X:[$12$21$3]

musi splinat obe rovnice

D171 + paa + p3xgz = 0,
@171 + Gxo + qzx3 = 0.

Reprezentant bodu X je teda kolmy na oba vektory

p = (p1,p2,p3), q=(q1,q,7s)

Preto ho mézeme urcit pomocou vektorového sucinu

X=pxq.
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Veta 3.5.2: Priesecnik dvoch projektivnych priamok

Nech
p:[pl:p2:p3]a q:[Q13Q23Q3]

st dve rozne projektivne priamky. Ich priesecnik je projektivny bod

Explicitne
X = [p2g3 — P32 : Psqi — D143 : P1G2 — P2 -

.

Priklad 3.5.2: Priesecnik rovnobeznych priamok

V afinnej rovine st dané rovnobezné priamky

(.

p: 2x—y+1=0, q: 20 —y—3=0.

Urcte ich priesecnik v projektivnej rovine.

-
|\

Riesenie. Homogénne suradnice priamok su
p=1[2:-1:1], g=1[2:-1:-3].

Ich priesecnik vypocitame pomocou vektorového stucinu

X =pxaq.
Dostéavame
i j k
X = -1 1|=(48,0).
2 -1 -3

Po tuprave homogénnych suradnic
X=[4:8:00=[1:2:0].

KedZe tretia homogénna stradnica je nulova, X je nevlastny bod. Reprezentuje spolo¢ny
smer oboch rovnobeznych priamok.

0

K rieseniu prikladame aj GeoGebra applet, ktory reprezentuje pries¢nik dvoch projek-
tivnych priamok. Pozrite so obrazok 3.2



Obr. 3.2: Homogénne sturadnice priesecnika priamok
Interaktivny applet si otvorite Tu

Komentar 1. V interaktivnom applete zmente polohu jednej z priamok a sledujte homo-
génne suradnice ich priesecnika. Ak sa priamky stani rovnobeznymi, tretia suradnica ich
priesecnika je nulovad:

X =[zx:y:0].

Takyto bod nelezi v afinnej casti projektivnej roviny, ale na nevlastnej priamke. Reprezentuje
spolocny smer oboch rovnobezZnich priamok. Projektivne rozsirenie roviny tak umoznuje

chdpat aj rovnobeziné priamky ako priamky s prdve jednym spolocnym bodom.

Poznamka 3.5.1: Zapamaitajte si

V homogénnych siradniciach maji dve zakladné incidencéné konstrukcie rovnaky

algebraicky tvar:

spojnica bodov A, B : p=AX B,

priesec¢nik priamok p,q : X =p xq.

Vektorovy stucin tak umoznuje jednotne riesit zdkladné incidenéné ulohy projektivne;j

roviny.
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Priklad 3.5.3: Priesecnik spojnic dvoch dvojic bodov

V projektivnej rovine st dané body
A=1]2:1:1], B=[5:-4:1], C=[1:-2:1], D=[7:2:1].
Urcte homogénne stradnice priamok
p=4B, ¢=CD,
a homogénne stradnice ich priese¢nika

X =pNng.

&

Riesenie. Najskor urcime spojnicu bodov A, B:

i j k
p=AxB=1[2 1 = (5,3, —13).
5 —4 1
Teda
p=1[5:3:—-13].
Podobne pre body C, D:
i j k
¢g=CxD=11 -2 1|=(-4,6,16).
7T 2 1

Po vydeleni nenulovym ¢islom 2 mézeme pisat
q=[-2:3:8|].

Priesecnik priamok p, ¢ ziskame opat pomocou vektorového sicinu:

i j k
X=pxq=|5 3 —13|=(63,—14,21).
-2 3 8
Po vydeleni ¢islom 7 dostaneme
X=1[9:-2:3]|

KedzZe tretia homogénna siradnica bodu X je nenulovd, ide o vlastny bod. Jeho

69



normalizovany zapis je
2
X = [3 —= 1] )
3

a preto mu v afinnej rovine zodpoveda bod

2
X=(3-2).
(-3)
0

Poznamka 3.5.2: Uloha

Overte vysledok predchadzajiceho prikladu metédami analytickej geometrie v afinnej

rovine.
a) Zapiste body A, B,C, D v kartézskych siradniciach.
b) Urcte kartézske rovnice priamok AB a C'D.
c¢) VyrieSenim sistavy ich rovnic urcte priesecénik.

d) Porovnajte tento postup s vypoctom pomocou vektorovych siucinov v homo-

génnych siradniciach.

|\ J

Homogénne stradnice tak poskytuju jednotny algebraicky nastroj na riesenie zakladnych
incidenc¢nych tloh projektivnej roviny. Spojnicu dvoch bodov aj priesecnik dvoch priamok
mozno urcit pomocou vektorového sicinu, pricom vysledok moze reprezentovat vlastny aj
nevlastny bod.

Tato jednotnost sa naplno prejavi pri opise nevlastnej priamky, ktorej sa budeme
venovat v nasledujicej casti.

Zaujimavé postupy spojnic a priesecnikov priamok v afinnej rovine, ktoré vyuzivaja
vektorovy stcin, néjdete v dostupnej praci [6] profesora Eduarda Cecha. Pre $tudenta
ucitelstva matematiky doporucujeme aj pracu [5] akademika Bohumila Bydzovského.
Obidve prace s sice orientované na afinni geometriu ale po homogenizacii stradnic ich

mozete aplikovat na projektivny priestor.

3.6 Nevlastna priamka

V predchadzajicej kapitole sme projektivnu rovinu vytvorili rozsirenim afinnej roviny
o nevlastné body. Kazdému smeru rovnobeznych priamok sme priradili jeden nevlastny
bod.

Homogénne stradnice ndm teraz umoznuju opisat vsetky nevlastné body jednotnym

algebraickym sposobom.
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Vieme, ze nevlastny bod ma homogénne stradnice
Uso = [ug : ug : 0], (ug,uz) # (0,0).
Vietky nevlastné body teda spliiaji rovnicu
z3 = 0.

Této rovnica je homogénnou linearnou rovnicou projektivnej priamky. Dostavame tak

prirodzene nasledujicu definiciu.

Definicia 3.6.1: Nevlastna priamka

Mnozinu vSetkych nevlastnych bodov realnej projektivnej roviny nazyvame nevlastnd
priamka a oznacujeme ju

U

Jej homogénna rovnica je

lo: 3 =0

a jej homogénne sturadnice su

loo=10:0:1].

- J

Nevlastny bod a nevlastna priamka maji v homogénnych sturadniciach formalne
podobny zéapis, predstavuju vSak rozne geometrické objekty.
Nevlastny bod ma tvar
Uso = [ug : ug : 0],

zatial ¢o homogénne siradnice nevlastnej priamky s

loo=10:0:1].

Skutoc¢ne, dosadenim siradnic Tubovolného nevlastného bodu do rovnice nevlastnej
priamky dostavame
O-u1r4+0-us+1-0=0.

Kazdy nevlastny bod teda lezi na nevlastnej priamke.

Afinna rovina a nevlastna priamka
Vlastné body projektivnej roviny si prave body
X =[xy : 29 @ 23], xg # 0.
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Po normalizacii ich mozeme zapisat v tvare
X=[z:y:1],

a teda stotoznit s bodmi afinnej roviny.
Naopak body, pre ktoré
T3 = 07
tvoria nevlastni priamku /..

Afinni rovinu preto moézeme chapat ako projektivnu rovinu, z ktorej odstranime

nevlastni priamku:

A’(R) 2 P*(R) \ /w.

Projektivna rovina teda vznika z afinnej roviny pridanim jednej priamky pozostavajicej

zo vsetkych nevlastnych bodov.

Z geometrického hladiska tak nevlastna priamka zdruzuje vsetky smery afinnej roviny

do jediného projektivneho objektu. Kazdy smer rovnobeznych priamok urcuje prave jeden
bod na £,.

Nevlastny bod priamky
Uvazujme afinni priamku
p:ax+by+c=0, (a,b) # (0,0).
Jej projektivne rozsirenie ma homogénnu rovnicu
p: axry+ bxry + cxrz = 0.
Nevlastny bod priamky p je jej priesecnikom s nevlastnou priamkou
ls : 3 =0.
Po dosadeni x3 = 0 do rovnice priamky p dostavame

axri + bxry = 0.

Jednym z nenulovych rieseni je dvojica

(1, 22) = (b, —a).
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Nevlastny bod priamky p ma preto homogénne sturadnice

Uw=1[b:—a:0].

Vektor
(b> _a)

je smerovym vektorom priamky
ar + by +c =0,
pretoze je kolmy na jej normalovy vektor

(a,b).

Homogénne sturadnice nevlastného bodu teda presne zachytavaji smer priamky, ktory

sme geometricky zaviedli uz v predchadzajicej kapitole.

Veta 3.6.1: Nevlastny bod rovnobeznych priamok

Dve rozne rovnobezné afinné priamky maju v projektivnej rovine spoloény nevlastny
bod.
Ak

p:ar+by+c =0, q: ar+by+cy =0, c1 # ¢,

potom ich spoloénym nevlastnym bodom je

Uw=1[b:—a:0].

Priklad 3.6.1: Nevlastny bod priamky

Urcte nevlastny bod projektivneho rozsirenia afinnej priamky

p: 3x—2y+5=0.

Riesenie. Homogénna rovnica priamky je

3.’171 — 2%2 + 5$3 =0.

Nevlastny bod lezi na nevlastnej priamke, preto
T3 = 0.
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Dostavame

31’1 - 21’2 =0.
Mézeme zvolit
T = 2, To = 3,
a teda
U =12:3:0].
Vektor (2,3) je zaroven smerovym vektorom afinnej priamky p. O

Poznamka 3.6.1: Uloha

Urcte nevlastné body projektivnych rozsireni priamok
p: x+2y—3=0, q: 2x+4y+5=0, r:2r—y+1=0.

Ktoré z tychto priamok maju spolo¢ny nevlastny bod? Interpretujte vysledok v afinnej

rovine.

Poznamka 3.6.2: Zapamaitajte si

Nevlastnd priamka obsahuje vsetky nevlastné body projektivnej roviny:

loo : 23 =0, loo=10:0:1].

Pre afinni priamku
prar+by+c=0

je jej nevlastnym bodom

Usw=[b:—a:0].

Rovnobezné afinné priamky maji rovnaky smer, a preto maju v projektivnej rovine

spolo¢ny nevlastny bod.

3.7 Princip duality

V predchéadzajicich ¢astiach sme si mohli vS§imnuit pozoruhodni symetriu medzi bodmi
a priamkami projektivnej roviny. Dva rézne body urcuji prave jednu priamku a dve rézne
priamky urc¢uju prave jeden bod. Tato symetria nie je ndhodnd, ale patri medzi zakladné
vlastnosti projektivnej geometrie.

Prvykrat sme sa s nou stretli uz pri axiomatickom zavedeni projektivnej roviny. Pripo-

menme si prvé dve incidenéné axiomy:
P1 Dvoma roznymi bodmi prechadza prave jedna priamka.
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P2 Dve rozne priamky maju prave jeden spolo¢ny bod.

Ak vo vyroku P1 navzajom vymenime pojmy bod a priamka a sucasne zodpovedajicim
sposobom zamenime incidencné vztahy, dostaneme vyrok P2. A naopak, z vyroku P2

rovnakou zdmenou ziskame P1.

Takéto dvojice vyrokov nazyvame dudlne vyroky.

bod — priamka,
dva body urcujua priamku <— dve priamky urcujua bod,

A€ep +—> p3 A

Pri zamene bodov a priamok sa zachovava vztah incidencie: vyrok, Ze bod lezi na

priamke, sa dudlne ¢ita ako vyrok, ze priamka prechadza prislusnym bodom.

Definicia 3.7.1: Princip duality

Ak v inciden¢nom tvrdeni projektivnej roviny navzajom zamenime pojmy
bod <—  priamka

a sucasne zamenime zodpovedajtce incidencéné konstrukcie, dostaneme dudlne tvrde-
nie.
Ak je povodné tvrdenie dosledkom incidencénych axiém projektivnej roviny, potom je

pravdivé aj jeho dualne tvrdenie. Tuto vlastnost nazyvame princip duality.

. J

Princip duality mozno pozorovat aj na dvoch zakladnych konstrukcidch projektivne;
roviny.

Dvoma réznymi bodmi A, B je urcend ich spojnica
),
zatial ¢o dvoma roznymi priamkami p, ¢ je urc¢eny ich priesecnik
X =png.

Tieto konstrukcie si navzajom dualne:

A B — fﬁ,

p,g — phyq.

V homogénnych siradniciach sa tato symetria prejavuje este vyraznejsie. Spojnicu
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dvoch bodov urcujeme vztahom
p=AXB,

zatial ¢o priesecnik dvoch priamok vztahom
X =pxaq.

Formaélne teda maju obe dudlne konstrukcie rovnaky algebraicky tvar.

Pojem Dualny pojem
bod priamka
priamka bod
dva rézne body dve rozne priamky

spojnica dvoch bodov | priesec¢nik dvoch priamok

kolinearne body konkurentné priamky

uplny Stvorroh uplny Stvorstran

Symetria medzi bodmi a priamkami projektivnej roviny sa prejavuje aj v homogénnych
suradniciach.

Projektivny bod zapisujeme v tvare
X = [513'1 LTy .1'3],

pricom jeho homogénne siradnice st urcené iba az na nenulovy nasobok. Podobne projek-
tivnu priamku zapisujeme

p=lay:asy: as,

pricom aj jej homogénne suradnice su urcené iba az na nenulovy nasobok.

Vztah incidencie medzi bodom X a priamkou p je vyjadreny jedinou rovnicou
121 + A9To + A3T3 = 0.

Teda

X € p < 1T+ G2Z2 + a3x3 = 0.

Vsimnime si, ze v tejto rovnici vystupuja stradnice bodu
(xlu T, x3)

a sturadnice priamky
(alu ag, a/3)
symetrickym sposobom. Prave tato algebraickéd symetria je siradnicovym prejavom principu

duality.
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Treba vsak rozlisovat medzi projektivnou rovinou a jej dualnou rovinou. Body
X =[z1: 29 : x3)
st prvkami projektivnej roviny P?(R), zatial o priamky
p=lay:as: as)

mozno chapat ako body jej dudlnej projektivnej roviny.

Formalna podobnost ich homogénnych siradnic teda neznamena, ze bod a priamka
st tym istym geometrickym objektom. Vyjadruje skutocnost, ze bodova a priamkova
struktura projektivnej roviny su navzajom dudlne.

Algebraicka symetria sa prejavuje aj pri zdkladnych incidenénych konstrukciach. Pre

dva rozne body A, B sme ich spojnicu urcili pomocou vektorového stacinu
p=AXxB.
Pre dve rdzne priamky p, ¢ sme ich priesec¢nik urcili analogicky vztahom
X =pxaq.

Dostavame tak dvojicu navzajom dudlnych konstrukcii:

A B — p=AXxB,

p.qg — X=pxgq.

Rovnaky algebraicky aparat teda opisuje spojnicu dvoch bodov aj priesecnik dvoch

priamok; meni sa iba geometrickd interpretacia vstupnych a vystupnych objektov.

Priklad 3.7.1: Dudlne tvrdenie

Uvazujme tvrdenie:
Ak tri rozne body A, B, C leZia na jednej priamke p, potom su kolinedrne.

Vytvorte jeho dualne tvrdenie.
(N J

RieSenie. Pri dualizacii vykoname zameny

bod <— priamka

priamka obsahujica body <— bod, ktorym prechadzaji priamky.
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Duélne tvrdenie preto znie:

Ak tri rozne priamky a,b, ¢ prechddzaji jednym bodom P, potom maji spolocny bod.

Priklad 3.7.2: Uplny Stvorroh a uplny Stvorstran

V predchadzajucej kapitole sme zaviedli iplny Stvorroh ako konfigurdciu styroch
bodov, z ktorych ziadne tri nelezia na jednej priamke, spolu s ich Siestimi spojnicami.

Urcte dualnu konfiguraciu.

RieSenie. Pri zdmene

bod <— priamka

prechadzaju styri body uplného Stvorrohu na styri priamky a ich spojnice na prislusné

priesecniky.

Dostavame konfiguraciu styroch priamok, z ktorych ziadne tri neprechadzaji jednym

bodom, spolu s ich Siestimi priesecnikmi. Tato konfiguracia sa nazyva wuplng stvorstran.

Teda

uplny stvorroh <—  tplny Stvorstran.

]

Dalsim vyznamnym prikladom je Desarguesova veta. Jej formulacia pracuje s bodmi,
priamkami, spojnicami a priese¢nikmi, a preto ju mozno dualizovat zamenou tychto

pojmov.

Ak pdvodnd formulacia vyjadruje suvislost medzi perspektivnostou dvoch trojuholnikov
zo stredu a kolinearitou priesec¢nikov zodpovedajtcich stran, dualna formulacia zamiena

tlohu bodov a priamok, a teda aj tlohu spojnic a priese¢nikov.

Podrobni formuldciu dualnej Desarguesovej vety ponechavame ako tlohu, aby bolo

mozné princip duality priamo aplikovat na zname projektivne tvrdenie.
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Poznamka 3.7.1: Zapamaitajte si

Princip duality vyjadruje zakladni symetriu projektivnej geometrie:

bod <+— priamka.

Pri dualizacii sa zodpovedajicim spoésobom zamienaju aj zakladné incidencéné kon-

Strukcie:

spojnica dvoch bodov <+— priesecnik dvoch priamok,
kolinedrne body <— priamky prechadzajice jednym bodom,

uplny Stvorroh <— 1plny Stvorstran.

V homogénnych siradniciach sa tato symetria prejavuje rovnakym algebraickym

tvarom zakladnych incidenénych vztahov.

Princip duality tak umoznuje z jedného projektivneho tvrdenia ziskavat nové tvrdenie
bez budovania tplne novej geometrickej konstrukcie. Nie je iba formalnou zamenou slov,

ale dosledkom incidenc¢nej struktiury projektivnej roviny.

3.8 Deliaci pomer a dvojpomer

Pri praci s kolinedrnymi bodmi sa stretdvame s dvoma pribuznymi pojmami — deliacim
pomerom troch bodov a dvojpomerom styroch bodov. Hoci ich zapisy sa si podobné,
z geometrického hladiska maju odlisny vyznam. Deliaci pomer patri k afinnej geometrii,

zatial ¢o dvojpomer je zakladnym invariantom projektivnych transformécii.

3.8.1 Deliaci pomer troch bodov

Nech A, B, C' st tri rozne kolinearne vlastné body a zvolme orientéciu ich spolo¢nej priamky.

Orientovanu vzdialenost bodov X, Y budeme oznacovat
XY.

Plati teda

S
S
I
|
s



Definicia 3.8.1: Deliaci pomer

Deliacim pomerom bodu C' vzhladom na usporiadanti dvojicu bodov A, B nazyvame
¢islo y\
C
ABC) = —.
(ABC) = ==

7 tejto znamienkovej konvencie vyplyva, ze
(ABC) > 0,
ak bod C' lezi medzi bodmi A a B, a
(ABC) < 0,

ak bod C' lezi mimo usecky AB.

Ak zvolime na priamke afinni suradnicu ¢ a body maju stradnice

potom
c—a
ABC) =
( )=
Pre
(ABC) = A, A# -1,
dostédvame
_a+Ab
1N

Vo vektorovom zapise teda

Poznamka 3.8.1: Poznamka

Deliaci pomer sa zachovava pri afinnych transformaciach, nie vsak pri vSeobecnych

projektivnych transformaciach. Preto nejde o projektivny invariant.

3.8.2 Dvojpomer Styroch bodov

Pre styri kolinedrne body uz mozno vytvorit veli¢inu, ktora sa zachovava aj pri projektivnych

transformaciach.
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Definicia 3.8.2: Dvojpomer

Nech A, B, C, D su styri rozne kolinearne vlastné body. Dvojpomerom usporiadane;j
stvorice (A, B; C, D) nazyvame ¢islo

AC DB

Pomocou deliacich pomerov mézeme t1 istt definiciu zapisat v tvare

(ABC)
(ABD)’

(A,B;C,D) =

Ak na spoloc¢nej priamke zavedieme afinnii stiradnicu ¢ a

potom
(c—a)(b—d)

(b—c)(d—a)

Na rozdiel od deliaceho pomeru je dvojpomer projektivnym invariantom. Ak projektivna

(A,B;C,D) =

transformécia zobrazi
A A, Bw B, Cw— Dw— D,

potom
(A,B;C,D) = (A",B;C", D).

3.8.3 Dvojpomer v homogénnych siradniciach

Homogénne stradnice umoznuju vyjadrit dvojpomer bez pouzitia vzdialenosti. Tento zapis
je zvlast vyhodny v projektivnej geometrii, pretoze zostava pouzitelny aj vtedy, ked je
niektory zo Stvorice bodov nevlastny.

Nech A, B st dva rozne body projektivnej priamky a zvolme ich nenulovych reprezen-
tantov a, b. Kazdy dalsi bod tejto priamky mozno reprezentovat linearnou kombinaciou
tychto vektorov. Nech

c = aa + b, d = va + db,

pricom

afyd # 0.
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Potom pre dvojpomer bodov A, B, C, D plati

Tento vztah mozno zapisat aj pomocou determinantov. Ak body projektivnej priamky

vzhladom na bézu (a, b) reprezentujeme dvojicami
A=[:0,  B=[0:1, C=[a:f, D=4,

potom

Hodnota dvojpomeru nezavisi od volby nenulovych reprezentantov homogénnych si-
radnic bodov. Ich vynasobenie nenulovymi skalarmi sa vo vyslednom podiele navzajom

vykrati.

Poznamka 3.8.2: Dvojpomer a nevlastny bod

Pri znamienkovej konvencii
AC
ABC) = —
(ABC) = ==

pouzivanej v tejto ucebnici plati pre nevlastny bod D, priamky AB
(A, B;C, Do) = —(ABC).

Znamienko minus je doésledkom zvolenej orientacie v definicii deliaceho pomeru.
Deliaci pomer troch vlastnych bodov je teda, az na toto znamienko, osobitnym

pripadom dvojpomeru, v ktorom stvrtym bodom je nevlastny bod prislusnej priamky.

Didakticka poznamka. Deliaci pomer opisuje polohu troch bodov v afinnej
geometrii. Dvojpomer ide o krok dalej: porovnava dve takéto delenia a prave
tato kombindcia zostava zachovand aj pri projektivnej transformécii. Preto ma

dvojpomer v projektivnej geometrii podstatne vacsi vyznam.
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Priklad 3.8.1: Deliaci pomer

Na orientovanej priamke sii dané body

a) Urcte deliaci pomer (ABC'), ak C' = C(3).

b) Uréte stiradnicu bodu C, ak

(ABC) = 2.
c¢) Urcte suradnicu bodu C, ak

(ABC) = —2.

d) Porovnajte polohu bodu C' v predchadzajtcich dvoch pripadoch so znamienkom

deliaceho pomeru.

35 C(5); C(13)]

Riesenie. Pouzijeme vztah
c—a

(ABC) = =—.

Pre A= A(1), B= B(7) a C = C(3) dostavame

3—1 1
WBC) =735
Ak (ABC) = 2, potom
c—1 _ 9
7T—c 7
odkial
c=>5.
Ak (ABC) = —2, potom
c—1 _ 9
T—c¢ ’
odkial
c=13.

V prvom pripade lezi bod C' medzi bodmi A, B, preto je deliaci pomer kladny. V druhom

pripade lezi mimo tsecky AB, preto je deliaci pomer zaporny. O
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Priklad 3.8.2: Urcenie bodu z deliaceho pomeru

Na priamke AB, kde
A=11,2], B =1[-3,-2],

urcte suradnice bodu C tak, aby

2
(ABC) = 3
(€ =[-3.3]]
Riesenie. Pre
(ABC) =\
plati A+ )\B
C=T

Po dosadeni A = % dostéavame

C:

[1,2]453[—;,—2] _ [ 3 2]

Priklad 3.8.3: Dvojpomer Styroch vlastnych bodov

Na jednej priamke st dané body

Vypocitajte

[(A,B;C,D) =

" J

[][oY]

Riesenie. Pouzijeme stradnicové vyjadrenie dvojpomeru
—a)(b—d
(A,B;C,D) = w.
c

Po dosadeni dostavame
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Priklad 3.8.4: Dvojpomer s nevlastnym bodom

V projektivnej rovine si dané kolinedrne body
A=[1:0:1], B=1[2:0:1], C=1[3:0:1], Dy =1[1:0:0].

a) Urcte deliaci pomer (ABC).

b) Uréte dvojpomer
(A, B;C, D).

c¢) Porovnajte oba vysledky.

[(ABC) = —2, (A,B;C, D) = —2]

Riesenie. V afinnej casti maju body siradnice

Preto

Kedze D, je nevlastny bod priamky AB, plati
(4, B; C, Do) = (ABC).

Teda
(A, B;C, Dy) = —2.

Tento priklad ukazuje, ze deliaci pomer troch vlastnych bodov mozno chapat ako
osobitny pripad dvojpomeru, v ktorom stvrtym bodom je nevlastny bod prislusnej priamky.
O
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Priklad 3.8.5: Dvojpomer v homogénnych stiradniciach

Nech
A=11:0:1], B=1[2:0:1].

Zvolte reprezentantov
a=(1,0,1), b=(2,0,1)

a vyjadrite body
C=1[3:0:1], Dy =11:0:0]

ako linedarne kombinécie
c = aa+ (b, d = va + ¢b.
Pomocou homogénneho vyjadrenia vypocitajte
(A, B;C, D).

[c=—-a+2b, d=-a+b; (A B;C,Dy)=-2]

Riesenie. Pre bod C' hladame cisla «a, 8 tak, aby

(3,0,1) = (1,0, 1) + 3(2,0, 1).

Dostavame

o = _17 ﬁ = 27
teda

c = —a-+2b.
Podobne
(]‘7 07 0) = 7(17 0’ 1) + 5(2’ 07 ]')

dava

7= _17 6= 17
a preto

d=-a+b.

7 homogénneho vyjadrenia dvojpomeru

By
A B:C.D)=""L
( b 707 ) O[(S
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potom dostavame

Priklad 3.8.6: Konstrukcia bodu pri zadanom dvojpomere

Na projektivnej priamke st dané tri rozne vlastné body A, B, C. Zostrojte bod D
tak, aby

1
(A, B;C, D) = u, I E {—1, 2, 5}

RieSenie. Pomoc: Pozrite pracu [17], s. 27.
Ide o konstruként dlohu. Pre kazdu zadant hodnotu i zostrojte bod D a spravnost

konstrukcie overte vypoctom dvojpomeru

(A,B;C, D).

Priklad 3.8.7: Nevlastny bod a deliaci pomer

Na projektivnej priamke su dané vlastné body A, B, C' a jej nevlastny bod D.

Preskimajte podmienku

1
(A7B7C7DOO):M> /116{—1, 27 _}7

a porovnajte ju s deliacim pomerom (ABC).

- J

Riesenie. Pre nevlastny bod D, prislusnej priamky plati
(A, B;C, D) = (ABC).

Preto podmienka
(A, B;C,Dy) = b

je ekvivalentna podmienke

(ABC) = p.

Uloha tak ukazuje vztah medzi afinnym deliacim pomerom a projektivnym dvojpome-

rom. O
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3.9 Cvicéenie

1. Rozhodnite, ktoré z nasledujuicich trojic reprezentuju ten isty projektivny bod:

(2,-4,6),  (=1,2,-3),  (3,-6,9),  (1,—2,4).

[(2,-4,6) ~ (—1,2,-3) ~ (3,—6,9); (1,—2,4) reprezentuje iny bod.]

2. Rozhodnite, ktoré z bodov
A=1[2:-1:1], B=14:3:0], C=[-6:9:3], D=[0:1:0]

st vlastné a ktoré nevlastné. Vlastné body zapiste v normalizovanom tvare s poslednou

suradnicou rovnou 1.

[A=1[2:-1:1], C =[-2:3:1] st vlastné; B, D st nevlastné.]

3. Dokézte, ze linedrna zavislost, resp. linedrna nezavislost projektivnych bodov nezavisi

od vyberu ich nenulovych reprezentantov.

4. Rozhodnite, ¢i st nasledujtce trojice projektivnych bodov linedrne zavislé:

a)
Alz[_1:2:_674]7 A2:[3:_6:19,2], A3:[011]7

b)
By =1[2:3:-2], By=[l1:2:-4], B3y=[0:1:—6].

[a) linedrne zavislé; b) linedrne zavislé.]

5. Nech
Op=1[1:0:0], O, =[0:2:0], Oy, =10:0:1].

Urcte raciondlne ¢isla pg, p1, p2 tak, aby reprezentant bodu
Q=1[2:1:-3]
bolo mozné zapisaf v tvare
(2,1, =3) = (p0,0,0) = (0, 1,0) +2(0,0, p2).
[0 =2, p1 = —1, ps=—3]
6. Ukazte, ze body s reprezentantmi
a=(23,-2), b= (1,2,—-4), c=(0,1,-6)
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su kolinedrne.

Urcte A, p tak, aby
a = Ab+ uc.

Dalej ur¢te t tak, aby bod
X=[4:-1:1

lezal na priamke AB, a najdite o, 7 tak, aby

(4,—1,t) = ca+ 7b.

.V projektivnej rovine st dané body
A=[1:2:1], B=[3:5:1], C=[k:8:1],
kde k € R.

a) Urcte hodnotu k, pre ktori si body A, B, C kolinedrne.
b) Podmienku kolinearity zapiste pomocou determinantu.

c¢) Urcte v afinnej rovine rovnicu priamky AB a overte, ze ziskany bod C' na nej
lezi.
d) Ktory z oboch postupov mozno bez zmeny pouzit aj vtedy, ked je jeden z bodov

nevlastny?

[k =5; 3z —2y+ 1=0; determinantové kritérium.]
. Urc¢te homogénnu rovnicu priamky prechadzajicej bodmi
A=[2:1:1], B=1[5:—-4:1].

Urcte aj jej nevlastny bod.

[p=15:3:—13], teda bz1 + 3x9 — 13x3 = 0; Py, = [3: —5: 0]]
.V projektivnej rovine st dané priamky
p: 2xy — 3w+ 4x3 =0, q: 4xr; — 629 — D23 = 0.

Urcte ich priese¢nik a interpretujte vysledok v afinnej rovine.

[X =[3:2:0]; priamky st v afinnej rovine rovnobezné.]
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10. Uvazujte projektivne rozsirenia afinnych priamok
p: 2x—3y+4=0, q: 4r—6y—5=0, r: 3r+2y—1=0.

a) Zapiste ich homogénne rovnice.

)

b) Urcte nevlastny bod kazdej priamky.

¢) Rozhodnite, ktoré priamky maji spolo¢ny nevlastny bod.
)

d) Interpretujte vysledok v afinnej rovine.

[Poo =Qoo=1[3:2:0], R =[-2:3:0];p| ¢

11. K bodu
A=1[2:-3:1]

priradte formalne dudlnu priamku
a: 2xy — 3rs + 23 =0.

Na tomto priklade vysvetlite, ako sa v homogénnych stradniciach prejavuje dualita
medzi bodom a priamkou.
[Homogénna trojica [2 : —3 : 1] méze predstavovat stradnice bodu alebo koeficienty

rovnice dudlnej priamky.|

12. Na orientovanej priamke st dané body

a) Urcte deliaci pomer (ABC'), ak C' = C(3).

b) Urcte suradnicu bodu C, ak
(ABC) = 2.

c¢) Urcte suradnicu bodu C, ak

(ABC) = —2.

d) Porovnajte polohu bodu C' v predchadzajtcich dvoch pripadoch so znamienkom

deliaceho pomeru.

[%; C(5); C(13); kladny pomer — vnitorné delenie, zdporny — vonkajsie delenie.|

13. Na priamke AB, kde
A=11,2], B =1]-3,-2],
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14.

15.

16.

urcte suradnice bodu C' tak, aby

2
(ABC) = 3
(€ =[=3.31
Na jednej priamke st dané body
A = A(0), B = B(1), C =0C(2), D = D(4)
Vypocitajte
(A, B;C, D).
[(4,B;C,D) = 3]
V projektivnej rovine si dané kolinearne body
A=11:0:1], B=1[2:0:1], C=1[3:0:1], Dy =1[1:0:0].

a) Urcte deliaci pomer (ABC).

b) Uréte dvojpomer
(A, B;C, D).

c¢) Porovnajte oba vysledky.
[(ABC) =-2 (AvBac>Doo) =2 (AvBac>DOO) = _(ABC)]

Nech
A=1[1:0:1], B=12:0:1].

Zvolte reprezentantov
a=(1,0,1), b =(2,0,1)

a vyjadrite body
C=1[3:0:1], Dy =1[1:0:0]

ako linedrne kombinacie
c = aa + b, d =~ya + éb.
Pomocou homogénneho vyjadrenia vypocitajte

(A, B;C, D).

[c=-a+2b, d=-a+b; (4,B;C,Dy)=2|
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17. Na projektivnej priamke st dané tri rozne vlastné body A, B, C'. Zostrojte bod D

18.

tak, aby

1
(A, B;C,D) = u, pe{—l, 2, 2}.

Pomoc: Pozrite pracu [17], s. 27.

Na projektivnej priamke st dané vlastné body A, B, C' a jej nevlastny bod D.

Preskimajte vztah medzi

(A,B;C, Dy)

a deliacim pomerom

(ABC).
Ako sa tento vztah prejavi pre hodnoty

(ABC) e {—1, 2 ;}?
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4 KruZnica

Motivacia: Kruznica patri medzi geometrické itvary, s ktorymi sa stretavame
uz od elementarnej geometrie. Pozname jej stred, polomer, dotycnice, stredové
a obvodové uhly a v analytickej geometrii aj jej rovnicu. Mohlo by sa preto

zdaf, Ze nas na kruznici uz nema co prekvapit.

V tejto kapitole sa vSak na nu pozrieme z iného pohladu.

Co sa stane so zndmou euklidovskou kruznicou,

ak ju zacneme skumat v projektivnej rovine?

Ukaze sa, ze stred a polomer, ktoré st pre euklidovski kruznicu charakteristické,
nie si projektivnymi vlastnostami. Objavia sa vSak iné vlastnosti, ktoré vsetky

kruznice spajaju a ktoré nas neskor privedu k vseobecnému pojmu kuzelosecky.

V euklidovskej rovine je kruznica so stredom
O = [a,b]

a polomerom r > 0 mnozinou vsetkych bodov X = [z,y], ktorych vzdialenost od bodu O

je rovna r. Jej rovnica mé tvar
(z—a)*+ (y—0)?*=r (4.1)

Téato rovnica vyjadruje kruznicu pomocou vzdialenosti, a je teda zalozena na metrike
euklidovskej roviny. Pri prechode do projektivnej geometrie vsak vzdialenost ani stred
kruznice nie si zakladnymi pojmami. Budeme preto hladaf taky opis kruznice, ktory

mozno preniest aj do projektivnej roviny.

4.1 Od geometrickej konstrukcie k rovnici kruznice

Kruznicu moézeme skiimat réznymi sposobmi. Mozeme ju zostrojit, opisat pomocou vzdia-
lenosti alebo vyjadrif rovnicou. Tieto pohlady sa navzajom doplnaju a kazdy z nich

zvyraznuje ind stranku toho istého geometrického objektu.
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Nasledujuci GeoGebra applet vychadza z klasickej konstrukcie kruznice a umoznuje

sledovat jej vznik dynamicky.

IM A+ |MB)> = |MS|?

$2+y2:r2

Obr. 4.1: Fermatova kruznica — v prostredi GeoGebra
Dynamicku konstrukciu s pohyblivym bodom M si otvorite Tu.

Didakticka poznamka. Skuiimajte dynamicka konstrukciu Pri praci s apple-
tom nemente iba jednotlivé prvky konstrukcie. Sledujte predovsetkym, ktoré

vlastnosti kruznice sa pri pohybe zachovavaju.

1. Pohybujte uréujicimi bodmi konstrukcie. Co sa pri zmene ich polohy

meni a ktoré vlastnosti vyslednej kruznice zostavaju zachované?

2. Ktoré z vlastnosti, ktoré pri kruznici pozorujete, suvisia so vzdialenostou,
dlZkou alebo uhlom? Ktoré z nich by teda stratili svoj vyznam, keby sme

prestali pouzivat euklidovskt metriku?

3. Skiiste odhliadnut od velkosti a polohy konkrétnej kruznice. Co majui
vsetky kruznice vytvorené v applete spolocné? Ktoré z tychto spoloénych
vlastnosti by mohli zostat podstatné aj pri prechode k vseobecnejsiemu

geometrickému pohladu?

Dynamicka konstrukcia je v tomto pripade viac nez iba ilustraciou. Predstavuje priro-
dzeny vychodiskovy bod dalsieho vykladu. Pri pohybe urcujicich prvkov sa meni konkrétna
poloha a velkost kruznice, jej geometricka podstata vsak zostava zachovana.

Prave tu sa stretavaju dva sposoby prace s geometriou. V. GeoGebre kruznicu vidime
a menime; v analytickej geometrii ten isty objekt opisujeme rovnicou. Ak ma kruznica

stred
O = |a, b

a polomer r > 0, jej rovnica je
(x—a)*+ (y—b)* =r> (4.2)
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Po roznasobeni dostdvame
2?4+ y* —2ax — 2by +a® +b* —r? =0.

Tento zapis je dolezity pre dalsi vyklad. Kruznica sa v nom objavuje ako krivka druhého

stupna. Zatial stale pracujeme v afinnej rovine a body zapisujeme pomocou dvojice stiradnic

[, y].

Teraz vsak urobime krok, ktory nemeni samotny geometricky objekt, ale sposob jeho

matematického opisu. Bod afinnej roviny
[z, Y]
budeme v projektivnej rovine reprezentovat homogénnymi stiradnicami
[z:y:1].
VsSeobecnejsie budeme pracovat s trojicami
[z 1y 2],

pricom nenulovy nasobok tej istej trojice predstavuje ten isty projektivny bod.
Tretia homogénna stiradnica z nam umozni algebraicky zachytit aj body, ktoré v afinnej
rovine nemaju konecné suradnice. Nezavadzame teda novy geometricky objekt. Rozsirujeme

matematicky jazyk, v ktorom mozeme zndmu kruznicu skiimat.

Poznamka 4.1.1: Od kruznice k projektivnej geometrii

Fermatova kruznica predstavuje ten isty geometricky objekt bez ohladu na to, z akého
geometrického pohladu ho budeme skiimat. Meni sa predovsetkym jazyk jeho opisu.

V euklidovskej a afinnej rovine pracujeme so sturadnicami

[z, ],
kym v projektivnej rovine prechadzame k homogénnym siradniciam
[z:y: 2]
Prave tento krok nam umozni pozriet sa na zndmu kruznicu novym sposobom

a neskor ju zaradit do Sirsej rodiny kuzeloseciek.

. J

Tieto otazky naznacuju smer, ktorym sa budeme dalej uberat. Kruznicu najskor opiseme
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analyticky a nasledne jej rovnicu prenesieme do homogénnych siradnic. Geometricky
objekt pritom nemenime — menime jazyk, ktorym ho opisujeme, a vlastnosti, ktoré pri

jeho skimani povazujeme za podstatné.

4.2 Kruznica v projektivnej rovine

Prejdime teraz od afinného opisu kruznice k jej projektivnemu rozsireniu. Homogenizaciou

rovnice
(0= af + (=0 =7

dostavame
(x —az)® + (y — b2)* —r?22 = 0. (4.3)

V afinnej casti projektivnej roviny, kde z # 0, mdzeme zvolit reprezentanta s z = 1
a dostavame spaf povodnu rovnicu kruznice. Novy opis teda povodnt kruznicu nement,
ale rozsiruje moznosti, ako o nej mozeme uvazovat.

A prave teraz mozeme polozit otazku, ktora v euklidovskej rovine nemala zmysel:
Stretdva sa kruznica s nevlastnou priamkou?

Nevlastna priamka projektivnej roviny ma rovnicu
Poo i 2 =0.
Ak chceme zistit, ¢i ma kruznica nevlastné body, polozime v rovnici (4.3) z = 0. Dostavame
2* +y* =0. (4.4)

Nad polom realnych ¢isel mé tato rovnica iba riesenie x = y = 0, ktoré vsak nepredsta-
vuje projektivny bod. Kruznica teda v redlnej projektivnej rovine nema ziadny nevlastny
bod.

Tento algebraicky vysledok zodpoveda nasej geometrickej skiisenosti: kruznica je v euk-

lidovskej rovine uzavreta a nema ziadny realny smer, v ktorom by smerovala do nekonec¢na.

Rovnica (4.4) vSak naznacuje este jednu moznost. Ak dovolime komplexné stradnice,

mozeme ju zapisat v tvare

2 +y? = (z+ay)(z —iy) = 0.

Na nevlastnej priamke tak dostavame dva body



Tieto body nazyvame izotropické body, pripadne kruhové body v nekonecne.

Poznémka 4.2.1: Co maju vSetky kruZnice spoloéné?

Body
I'=[1:3:0], J=[1:—i:0]

nezavisia od stredu kruznice ani od jej polomeru.

Kazda euklidovska kruznica teda vo svojom komplexnom projektivnom rozsireni
prechadza tymi istymi dvoma nevlastnymi bodmi 7 a J.

To, ¢o sme pri praci s GeoGebra appletom hladali ako vlastnost spolo¢nu vSetkym

kruzniciam, tak dostava presné algebraické vyjadrenie.

4.3 Izotropické body a priamky

Vyskyt komplexnych bodov I a .J nie je iba formalnym doésledkom rieSenia rovnice 22 +y? =
0. Suvisi priamo s euklidovskou metrikou.
Uvazujme vektor

u = (ug,us).
Jeho euklidovska norma je urc¢ena vztahom
2 2, 2
[ul[* = uj +us.
V realnej rovine plati
2iui=0 = —uy =0

Po rozsireni nad komplexné cisla vsak existuji aj nenulové vektory s nulovou hodnotou

tejto kvadratickej formy. Napriklad

Smery urcené tymito vektormi nazyvame izotropické smery. Ich nevlastnymi bodmi si

prave body

Priamky prechadzajice bodom I alebo J nazyvame izotropické priamky. Z algebraického
hladiska teda mézeme povedat, ze izotropické vektory maju vzhladom na kvadratickt
formu

uj + uj (4.6)

yhulova dlzku“, hoci ide o nenulové vektory.
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Dosadenim stiradnic 4.5 do formy 4.6 vznikne velmi prirodzena postupnost:
|ul|? = u? 4+ u3 =0 = ,nulovd dizka“ = izotropicky smer = I,.J

Smery tychto vektorov st izotropické smery a ich nevlastnymi bodmi st prave body

Tato formulacia si vSak vyzaduje ist opatrnost.

Poznamka 4.3.1: Pozor na vjznam slova ,,dizka*

[zotropicky smer nemozno interpretovat ako realny smer nulovej diiky. Body I a J
nie st bodmi redlnej projektivnej roviny RP?.
Objavia sa az po komplexnom rozsireni projektivnej roviny a ich vyznam spociva

predovsetkym v tom, ze algebraicky zachytavaju euklidovskd metricka struktaru.

- J

Kruznica sa ndm tak po projektivnom rozsireni ukazala v novom svetle: jej stred ani
polomer nie st projektivnymi vlastnostami, vsetky kruznice vsak vo svojom komplexnom
projektivnom rozsireni prechadzaju dvojicou pevnych izotropickych bodov I a J.

V dalsej kapitole urobime rozhodujuci krok: budeme sledovat, ¢o sa s kruznicou stane

pri kolineécii projektivnej roviny.
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5 Obraz kruznice v kolineacii

V predchadzajucej kapitole sme kruznicu rozsirili do projektivnej roviny. Ukazali sme,
ze v realnej projektivnej rovine nemad ziadny nevlastny bod, zatial ¢o v komplexnom

projektivnom rozsireni vsetky kruznice prechadzaju dvojicou izotropickych bodov

Teraz urobime dalsi krok. Kruznicu uz nebudeme iba opisovat v projektivnej rovine,

ale budeme ju zobrazovat kolinedciou.

Motivacia: Predstavme si kruznicu a za¢nime menit sposob, akym sa na nu
pozerame. Projektivne zobrazenie moze vyrazne zmenit jej tvar. Zachova vsak

incidenciu bodov a priamok a kruznica ako krivka druhého stupna sa nestrati.

Vznika preto prirodzena otazka:
Aky obraz moze mat kruznica pri kolinedcii projektivnej roviny?

Prave odpoved na tato otazku nas privedie od kruznice k elipse, parabole

a hyperbole a ukaze ich spolo¢nu projektivnu podstatu.

5.1 Kruznica a uibeznica kolineacie

Budeme uvazovat perspektivnu kolineaciu
K(S,0,u),

urcenu stredom S, osou o a ibeznicou u. Pojmy perspektivnej kolineacie a jej tibeznic sme
zaviedli v predchadzajicej kapitole.
Pripomenme iba vlastnost, ktora bude pre dalsi vyklad rozhodujica: body tbeznice u

sa pri kolinedcii zobrazuji na nevlastni priamku obrazu. Schematicky
K
U — Poo-
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Pre obraz kruznice je preto podstatné, v kolkych redlnych bodoch kruznica k pretina

ubeznicu u.

Obr. 5.1: Perspektivna kolineacia IC(S, o, u)

V interaktivnom applete Kolineacia — obraz bodu mozno menit polohu bodu A a sledovat

jeho obraz. Osobitne si vSimnite, ¢o sa deje s bodom, ktory sa priblizuje k ibeznici u.

Veta 5.1.1: Obraz kruznice v kolineacii

Obrazom kruznice v regularnej kolineécii projektivnej roviny je regularna kuzelosecka.

7 projektivneho hladiska teda kruznica, elipsa, parabola a hyperbola nepredstavuji
styri navzajom oddelené typy kriviek. Kolinedcia mdze jednu z nich zobrazit na ini, pricom
projektivna podstata kuzelosecky zostava zachovana.

O tom, ako bude obraz kruznice vyzerat v zvolenej afinnej ¢asti projektivnej roviny,
rozhoduje vztah kruznice k ubeznici u.

5.2 Od kruznice k elipse, parabole a hyperbole

Nech k je kruznica a

K = K(k)

jej obraz v perspektivnej kolineacii.

Kedze ibeznica u sa zobrazi na nevlastni priamku p.., kazdy bod
XeknNu

sa zobrazi na nevlastny bod kuzelosecky k'
Pocet redlnych bodov prieniku
kENu
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preto urcuje pocet redlnych nevlastnych bodov obrazu k’.

Nastavaju tri pripady.

E) Ak
kENu=ga,

obraz k' nema ziadny reilny nevlastny bod. V afinnej casti projektivnej roviny je

preto elipsou.
P) Ak sa tbeznica u dotyka kruznice v jedinom bode U, teda
kENnu={U},

potom

U'=K(U) € pso

je jedinym redlnym nevlastnym bodom obrazu. Obraz k" je parabola.
H) Ak tbeznica pretina kruznicu v dvoch roéznych bodoch U, V|
ENnu={UV},

potom ich obrazy
U'=K({), VI =K(V)

su dva rozne redlne nevlastné body obrazu. Obraz k' je hyperbola.

Tuato klasifikaciu mozeme strucne zapisat:

kNu=2 = elipsa,
|kNu| =1 == parabola,

|kNu| =2 == hyperbola.

Poznamka 5.2.1: Rozhoduje poloha tbeznice

Pri kolineécii sa nemeni projektivna podstata kuzelosecky. Rozdelenie na elipsu,
parabolu a hyperbolu vznika az vzhladom na zvolent nevlastni priamku afinnej
casti.

V nasej situdcii je preto rozhodujice, ako tibeznica u, ktord je vzorom nevlastnej

priamky obrazu, pretina péovodnu kruznicu.
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5.3 Dynamicky experiment: od kruznice ku kuzeloseckam

Predchadzajicu klasifikdciu mozeme sledovat priamo v jednej dynamickej konstrukcii.

Uvazujme perspektivnu kolineaciu
K(S,0,u)

a kruznicu k so stredom O.
V nasledujicom GeoGebra applete nemenime samotni kolineaciu. Pohybujeme iba

stredom kruznice O, a tym menime polohu kruznice vzhladom na tbeznicu u.

Obr. 5.2: Kruznica v kolineacii
Interaktivny GeoGebra applet si otvorite Tu.

Pri pohybe bodu O nahor a nadol sledujte siicasne povodni kruznicu k, jej polohu

vzhladom na tbeznicu u a jej obraz
kK = K(k).

Didakticka poznamka. Skimajte dynamickta konstrukciu Pohybujte stredom
kruznice O predovsetkym vo zvislom smere. Neskor skiste menif jeho polohu

aj do stran.

1. Najdite polohu bodu O, pri ktorej kruznica k nepretina ubeznicu u. Aky

tvar méa jej obraz k'?

2. Postvajte bod O tak, aby sa kruznica postupne priblizovala k tibeznici.
Néjdite okamih, ked méa kruznica s iibeznicou prave jeden spolo¢ny bod.

Ak4 kuzelosecka vznikéd v obraze?
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3. Pokracujte v pohybe bodu O, az tibeznica pretne kruznicu v dvoch bodoch.
Ako sa zmeni obraz kruznice? Skuste vysvetlit tito zmenu pomocou

obrazov oboch priesecnikov na nevlastnej priamke.

4. Pohybujte tiez bodom L a pozorujte jeho obraz L'.

Potom pohybujte bodom O aj do stran.
Co rozhoduje o type vyslednej kuzelosecky?

Konkrétna poloha stredu O, alebo vzajomna poloha kruznice k a ibeznice u?

Poznamka 5.3.1: Co ukézal experiment?

Typ obrazu kruznice nezavisi od konkrétnej polohy jej stredu, ale od poctu realnych

priesecnikov kruznice s ibeznicou u:

kNu=2 = elipsa,
|kNu| =1 = parabola,

|kNu| =2 == hyperbola.

5.4 Co sa pri kolineacii zachovalo?

Dynamicky experiment ukazal, Ze obraz kruznice moze mat v afinnej casti projektivne;j
roviny velmi rozdielny tvar. Z kruznice méze vzniknuf elipsa, parabola alebo hyperbola.

Na prvy pohlad sa teda zda, ze kolineacia pévodny geometricky objekt vyrazne zmenila.
Z projektivneho pohladu vsak zostalo zachované to podstatné.

Kolineacia zachovava incidenciu bodov a priamok. Ak bod lezi na priamke, jeho obraz
lezi na obraze tejto priamky. Priamky sa zobrazuju na priamky a prieseéniky priamok na
priesec¢niky ich obrazov. Zachovava sa tiez dotyk priamky s kuzeloseckou.

Na druhej strane sa vo vSeobecnosti nezachovavaju vzdialenosti, velkosti uhlov ani
rovnobeznost. Preto obraz kruznice nemusi mat stred a polomer v tom istom metrickom

zmysle ako povodnd kruznica.

Poznamka 5.4.1: Co sa zmenilo a ¢o zostalo?

Pri kolineacii sa mozu zmenif metrické vlastnosti kruznice: jej tvar, vzdialenosti,
uhly a dalsie vlastnosti zavislé od euklidovskej metriky:.
Zachovava sa vsak jej projektivna podstata: regularna kuzelosecka sa zobrazi opéat

na regularnu kuzelosecku.

\ J

Kruznica, elipsa, parabola a hyperbola sa nam tak prvykrat ukazuju nie ako Styri

oddelené geometrické objekty, ale ako rozne afinné podoby jedného projektivneho objektu.
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To, c¢o rozlisuje euklidovskd a afinnd geometria, moze projektivna geometria zjednotit.

Motivacia: Doteraz sme ku kuzeloseckam prisli projektivnou cestou: ako
k obrazom kruznice v kolineacii.
Zo stredoskolskej geometrie ich vsak pozname aj inak — pomocou ohnisk,

riadiacich priamok, vzdialenosti a ich rovnic.

Vznika preto prirodzena otazka:

Ako spolu stvisia projektivny, analyticky a metricky pohlad na kuzelosecku?

Priklad 5.4.1: Obraz kruznice, ktora nepretina ibeznicu

Zostrojte obraz kruznice k = (O, r) v kolineacii (S, 0, A — A’) z roviny 7 do roviny

7 a urcte typ kuzelosecky. Zadanie je zobrazené na obrazku 5.3.

Obr. 5.3: Obraz kruznice v kolinedcii

Pomoc: VyuZite zadanie vo forme appletu Obraz kruznice v kolineacii, v ktorom je vy-
tvoreny novy nastroj pre zostrojenie obrazu lubovolného bodu v kolinedcii. Ndastroj aktivujete
postupnym kliknutim na zvoleny bod roviny, potom na stred S, potom na os kolinedcie o

a nakoniec na ubeznik U. Automaticky sa zobrazi obraz zvoleného bodu.

Postup konstrukcie v GeoGebre:

1. Dana je kruznica k so stredom O|0, 0] a polomerom r = 1, ktord nepretina tibeznicu.
Obrazom bude elipsa. Kolinedcia je dané stredom S, osou o a ubeznikom U (prvého

druhu), pre ndzornost je vytvorena dvojica odpovedajicich bodov A, A’.
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Obr. 5.4: Zdruzené priemery

. Zostrojte dotycnice ku kruznici v dvoch smeroch, ktoré si uréené ibeznikmi U, U;.
Pozri obrazok 5.4. Vzniknu dva pary dotycnic, ktorych obrazy zrejme buda — dvojice
rovnobeznych priamok. Totiz ich priese¢niky s obrazy ubeznikov, ktoré lezia na

nevlastnej priamke.

. Dva péry doty¢nic vytinaji na kruznici zdruzené priemery (modré tsecky). Najdite
obrazy tychto zdruzenych priemerov. Vyuzite novy nastroj, ktory je umiestneny na

paneli nastrojov (treti sprava).

. Over, ze jej dotycnice v smeroch obrazu w1, iy s zdruzené — teda ze ich nosice s
navzajom zdruzené priemery. Elipsu zostroj pomocou niektorej konstrukcie uvedene;j

v diplomovej praci [10] Effenberger, V., Kuzelosecky .
. Iny sposob konstrukcie elipsy:

(a) P&t bodova: Vyber aspon 5 bodov A; na kruznici a zobraz ich kolinedciou. N&jdi

obrazy A; .Zostroj elipsu ako kuzelosecku prechadzajicu bodmi A}, ..., A5.

(b) Pomocou GeoGebra nastroja Mnozina bodov.

. Analyzuj jednotlivé sposoby riesenia. Zmen polohu kruznice resp. jej polomer tak,

aby pretinala ibeznicu v 0,1,2 bodoch. Riesenim bude elipsa, parabola a hyperbola.

. Kompletné riesenie v pripade, Ze kruznica nepretina tbeznicu, najdete Tu. Po

aktivovani appletu Obraz kruznice v kolinedcii - riesenie pouzite navigacny panel.
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5.5 Cvicenie
1. V afinnej rovine je dana kruznica vSeobecnou rovnicou
2, .2 _
4y —4dr+2y—4=0.

a

b

Upravte rovnicu kruznice na stredovy tvar.

Urcte sturadnice jej stredu S a polomer 7.

d

Homogenizujte vseobecnu rovnicu kruznice a zapiste jej projektivne rozsirenie.

¢) Rozhodnite, ¢i kruznica pretina stradnicové osi, a urcte prislusné priesecniky.
e)

Overte, ze pre z = 1 dostaneme spat povodnu afinnd rovnicu.

(2 -2+ (y+1)2=9;5=[2,-1],7=3; 0, : [2£2V2,0], 0,: [0,—1 £ /5];
2?2 4+ 9% — 4wz + 2yz — 422 = ()

2. V projektivnej rovine je dana kruznica
kE:a?+y* —daz+ 2z —422=0

a priamka
p:y—z=0.
a) Urcte priesecniky kruznice k s priamkou p.
b) Rozhodnite, ¢i st ziskané priese¢niky vlastné alebo nevlastné.

c¢) Interpretujte vysledok v afinnej ¢asti projektivnej roviny.

kNp={[2++v2:1:1],[2—+/2:1:1]}; oba body st vlastné.]

3. V projektivnej rovine je dana kruznica
kE:a?+y? —daz+ 2z — 422 =0

a sustava priamok
pa: x— Az =0, AeR.
a) Urcte prieseéniky kruznice k s priamkou p, v zévislosti od parametra A.

b) Urcte hodnoty parametra A, pre ktoré ma priamka p, s kruznicou dva rozne

realne spolo¢né body.
c¢) Urcte hodnoty A, pre ktoré je p, dotycnicou kruznice.

d) Urcte hodnoty A, pre ktoré nemaju py a k ziadny spoloény redlny bod.
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e) Interpretujte ziskané vysledky geometricky vzhladom na stred a polomer kruz-

nice.

[-1 < A < 5: dva rozne body; A = —1,5: dotyk; A < —1 alebo A > 5: bez redlneho

priese¢nika.
. Urcte prienik projektivneho rozsirenia kruznice
w? +y? — 4wz + 2z — 422 =0

s nevlastnou priamkou

Poo : 2 = 0.

Rozhodnite, ¢i ma kruznica realne nevlastné body.

[2 + 32 = 0; v reélnej projektivnej rovine nemé kruznica nevlastné body.]

. Predchadzajicu tlohu rieste v komplexnej projektivnej rovine. Uréte nevlastné body

kruznice.

. Ukéazte, ze kazdé kruznica
(x—a)’>+ (y —b)* =17

prechadza vo svojom komplexnom projektivnom rozsireni bodmi

Aky vyznam mé skutocnost, ze vysledok nezéavisi od stredu [a, b] ani od polomeru 7

[Body I, J st spoloénymi nevlastnymi bodmi vsetkych euklidovskych kruznic.]

. Pre vektory
u = (1,1), v =(1,—1)

vypocitajte hodnotu kvadratickej formy
q(z,y) = 2 +y*.

Vysvetlite suvislost vysledku s pojmom izotropicky smer.

[q(u) = q(v) = 0; oba vektory ur¢uji izotropické smery.]
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8.

10.

11.

Urcte rovnice izotropickych priamok prechadzajicich bodom
O=[0:0:1].

Pouzite izotropické body

ly =iz, y = —iz]

V perspektivnej kolinedcii K je u tibeznica, teda vzor nevlastnej priamky obrazu.

Kruznica k£ ma podla svojej polohy vzhladom na u tieto moznosti:

a) kNu=g,
b) kNu={U},
c) knu={U,V},U#YV.

Urcte v kazdom pripade typ kuzelosecky
K = K(k)
v afinnej casti obrazu.
[a) elipsa; b) parabola; ¢) hyperbola.]

Uvazujte kruznicu
ki (z—2)2+y* =4

Rozhodnite, aky typ kuzelosecky vznikne ako jej obraz v kolineécii, ak jej ibeznica
ma postupne rovnicu
Uy T =09, Ug @ x =4, uz: T = 3.

Svoje rozhodnutie zdoévodnite po¢tom realnych priese¢nikov kruznice s prislusnou

ubeznicou.

[uy: elipsa; ug: parabola; us: hyperbola.

Pre kruznicu a ubeznice z predchadzajiucej tlohy urcte konkrétne priesecniky & M u;.

[k Nup = kNug = {[470]}§ kNus = {[3a \/g]v [37_\/5]}']
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12.

13.

14.

15.

V dynamickom applete Kruznica v kolineacii pohybujte stredom kruznice O tak, aby

jej obrazom bola postupne
elipsa, parabola, hyperbola.

V kazdom pripade sledujte:
a) pocet priese¢nikov kruznice s ibeznicou u,
b) obrazy tychto priesecnikov,
¢) pocet nevlastnych bodov vyslednej kuzelosecky.

Formulujte na zaklade experimentu pravidlo, ktoré urcuje typ obrazu kruznice.

[0 — elipsa, 1 — parabola, 2 — hyperbola.]

Rozhodnite, ktoré z nasledujicich vlastnosti sa pri projektivnej kolineacii vo vse-

obecnosti zachovavaju:

a) incidencia,  b) vzdialenost, ¢) kolinearita,
d) velkost uhla, e) dotyk priamky s kuzeloseckou, f) rovnobeznost.
[Zachovavaji sa a), c), e).]

Vysvetlite, pre¢o obraz kruznice v projektivnej kolineacii nemusi byt kruznicou, hoci

zostava regularnou kuzeloseckou.

Ktoré vlastnosti kruznice st metrické a ktoré vlastnosti pouzité pri projektivnom

opise zostavaji zachované?

[Kolinedcia nezachovava vo vseobecnosti vzdialenosti ani uhly, ale zachovéva incidenciu,

kolinearitu a dotyk.]

Zostrojte obraz kruznice k(O, r) v stredovej kolineacii
K(S,0,u),
ak kruznica k ma s ubeznicou u prave jeden spolo¢ny bod
kNnu={U}

a 0s kolineacie pretina kruznicu v dvoch bodoch T, R.

Urcte najskor typ vyslednej kuzelosecky. Pri konstrukeii vyuzite obrazy dotyénic
kruznice v bodoch T, R.

Ndvod: Kedze kruznica ma s ubeznicou prave jeden spolo¢ny bod, jej obrazom je

parabola. Body 7', R leziace na osi kolineécie st samodruzné. Zostrojte dotyé¢nice ku
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16.

17.

kruznici v bodoch T', R a urcte ich obrazy. Na dokoncenie paraboly mozete pouzit

lichobeznikovii metodu.
Lichobeznikovd metoda: Spojnica priesecnika dvoch réznych dotycnic paraboly so

stredom tetivy urcenej ich dotykovymi bodmi je rovnobezna s osou paraboly.

Zostrojte obraz kruznice k(O,r) v stredovej kolineacii
K(S,0,u),

ak
kEnu={UV}, U#YV,
a 0s kolineacie pretina kruznicu v dvoch bodoch.
Urcte najskor typ vyslednej kuzelosecky a potom zostrojte jej asymptoty.

Ndvod: Obrazom kruznice je hyperbola. Zostrojte dotyc¢nice ay,ay ku kruznici
v bodoch U, V. Ich obrazy st asymptotami vyslednej hyperboly. Smery obrazov

mozno urc¢it pomocou stredu kolinedcie S.

Zostrojte v prostredi GeoGebra vlastny priklad perspektivnej kolineacie a kruznice

tak, aby obrazom kruznice bola:

a) elipsa,
b) parabola,
¢) hyperbola.

V kazdom pripade vyznacte ibeznicu a graficky overte prislusny pocet jej priesecnikov

s kruznicou.
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18. Vo VRP =zostrojte rez rotacnym kuzelom s vrcholom V. Rovina rezu p je urcena

priesecnicou o roviny podstavy a roviny p a bodom V' leziacim na osi V; V.
Zadanie podla obrazka 5.5.
Ndvod.

Perspektivna kolinedcia je dana: K(V, 0,V — V). Niektoré riesené priklady najdete

v praci [21].

Obr. 5.5: Projektivna transformacia kuzelosecky.
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6 Kuzelosecka — tri pohlady

Motivacia: Studium kuzelose¢iek vytvira prirodzeny most medzi klasickou
geometriou, analytickou geometriou a linearnou algebrou. Elipsu, parabolu
a hyperbolu mézeme opisovat pomocou ich geometrickych vlastnosti, rovnic
alebo projektivnych vztahov. Kazdy z tychto pohladov zvyraznuje int stranku

toho istého geometrického objektu.

V predchadzajicej kapitole sme navyse pomocou dynamickej konstrukcie videli,
ze z projektivneho pohladu sa hranice medzi jednotlivymi typmi kuzeloseciek
stracaju. Elipsa, parabola a hyperbola sa ukézali ako rozne afinné podoby

jedného projektivneho objektu.

Historicky kontext

Zaklady systematického studia kuzeloseciek polozil Apollénios z Pergy (3. storocie
pred n. 1.), ktory skumal elipsu, parabolu a hyperbolu ako rezy kuzelovej plochy.
Jeho dielo Kuzelosecky (Konika) patrilo po starocia k zékladnym dielam geometrie.
V novoveku priniesli Fermat a Descartes analyticky spdsob sktimania geometrickych
kriviek pomocou sturadnic a rovnic. Newton ukazal vyznam kuzeloseciek aj pri opise
pohybu telies a projektivna geometria 19. storoc¢ia napokon odkryla ich spoloéni

projektivnu podstatu.

Kuzelosecky sa prirodzene objavuji aj mimo samotnej geometrie. Stretdvame sa s nimi
v optike, nebeskej mechanike, pri opise drah telies ¢i v roznych zobrazovacich metodach. Ich
vyznam vSak nespociva iba v mnozstve aplikacii. Z matematického hladiska st zaujimavé
najmé tym, ze ich mozno skimat viacerymi sposobmi, ktoré sa navzajom dopliiajd.

V predchadzajicej kapitole Obraz kruznice v kolinedcii sme dospeli ku kuzelosecke
projektivnou cestou. Obrazom kruznice v regularnej kolineacii projektivnej roviny je
regularna kuzelosecka. Dynamicky experiment zaroven ukézal, ako sa podla vzajomnej
polohy kruznice a ibeznice objavuju elipsa, parabola a hyperbola.

To vsak nie je jediny sposob, ako mozno pojem kuzelosecky zaviest. V klasickej geometrii
sa historicky i matematicky stretavame s viacerymi charakterizaciami toho istého objektu.

V tejto kapitole sa zameriame najmé na tri z nich:
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1. metrickd charakterizaciu kuzelosecky pomocou vzdialenosti od daného bodu a priamky;,

2. projektivnu charakterizaciu kuzelosecky pomocou dvoch projektivnych zvazkov

priamok,

3. priestorovu charakterizaciu kuzelosecky ako rovinného rezu rotacnej kuzelovej plochy,

ktoru s metrickym opisom prepaja Quételetova—Dandelinova veta.

Popri tychto geometrickych charakterizaciach budeme kuzelosecku opisovat aj analy-
ticky, ako mnozinu bodov spliiajicich kvadratickd rovnicu. Prave analyticky opis vytvori

spojenie s linedrnou algebrou a umozni nam neskor kuzelosecky systematicky klasifikovat.

Nejde o rozne kuzelosecky, ale o rozne sposoby, ako sa pozerat na ten isty geometricky
objekt.

6.1 Metricky pohlad na kuzelosecku

Zacnime charakterizaciou, ktora vychadza z euklidovskej metriky. Nech F' je pevny bod
roviny a r priamka, ktora bodom F' neprechadza. Pre bod X porovnavame jeho vzdialenost

od bodu F' so vzdialenostou od priamky 7.

Definicia 6.1.1: Metricka definicia kuzelosecky

Nech F je bod, r priamka, pricom F' ¢ r, a nech € > 0 je redlne ¢islo.

KuZeloseckou nazyvame mnozinu vsetkych bodov X roviny, pre ktoré plati
d(X,F)=¢ed(X,r),

resp.
d(X, F)

——— ==

d(X,r)

Bod F' nazyvame ohniskom, priamku r riadiacou priamkou a ¢islo € numerickou

excentricitou kuzelosecky.

Podla hodnoty excentricity dostavame

0<e<1l = elipsa,
e=1 —> parabola,
e>1 —> hyperbola.
Tato definicia poskytuje jednotny metricky opis troch typov kuzeloseciek. Rozdiel
medzi nimi je vyjadreny jedinym parametrom — excentricitou e.

Metricka definicia kuzelosecky je vyhodna vo vyucovani pre jej ndzornost a moznost

okamzitej vizualizacie v dynamickej geometrii (napr. pomocou GeoGebry).
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Obr. 6.1: Vizualizacia kuzelosecky pomocou pomeru vzdialenosti od ohniska a riadiacej

priamky. ) o - o
Interaktivny applet: Metricka definicia kuzelosecky

Didakticka poznamka. Skiimajte metrickd definiciu V applete mente hodnotu

excentricity e a sledujte tvar vznikajucej kuzelosecky.

1. Co sa deje s kuzeloseckou, ked sa hodnota e postupne priblizuje k hodnote

17 V applete je pouzité oznacenie k < €.

2. Porovnajte pripady ¢ < 1,e = 1 ae > 1. Ako sa zmena jediného parametra

prejavi na tvare kuzelosecky?

3. V predchadzajucej kapitole sme elipsu, parabolu a hyperbolu rozlisovali

podla poc¢tu redlnych nevlastnych bodov. Cim ich rozliSujeme teraz?

Od geometrickej konstrukcie k analytickej rovnici

Predchadzajuci applet vytvara kuzelosecku ako mnozinu bodov, ktorych vzdialenost od
ohniska a riadiacej priamky je v konstantnom pomere. V algebraickom okne GeoGebry
sa sucasne zobrazuje rovnica vznikajucej kuzelosecky. Pri zmene vstupnych tudajov tak
mozeme bezprostredne sledovat nielen zmenu jej geometrického tvaru, ale aj zmenu jej
analytického vyjadrenia. Ukazeme, ako mozno tito rovnicu odvodit priamo z metrickej
definicie.

Zvolme kartezidnsku stiradnicovi ststavu tak, aby ohnisko malo siradnice F(f,0)
a riadiaca priamka mala rovnicu

d: x=c.

Nech X (z,y) je lubovolny bod kuzelosecky s numerickou excentricitou e > 0. Metrick4

definicia dava vztah
AXEF)

d(X,d)
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Kedze
d(X,F)=(z - f)*+y*  dX,d)=|r—,
dostédvame
(z—f)2+y?
|z — ¢

=E.

Po umocneni oboch stran vznikne rovnica
2 2 2 2
(=) +y =c(r—0),

ktoru po roznésobeni upravime na vSeobecny tvar

(1—eHa? —2(f —*)x+ 9> + f2 — 22 = 0. (6.1)

Rovnica (6.1) predstavuje vSeobecni kvadratickt rovnicu kuzelosecky. Jej konkrétny

typ zavisi iba od hodnoty numerickej excentricity:

0<e<1l = elipsa,
e =1 = parabola,

€ >1 = hyperbola.

Komentar 2. Pri prdaci s appletom sledujte sucasne geometrické okno a algebraické okno
GeoGebry. Zmena polohy ohniska, riadiacej priamky alebo numerickej excentricity sa prejavi
nielen zmenou tvaru kuZelosecky, ale aj zmenou koeficientov jej rovnice. Geometrickd

konstrukcia a analytické vyjadrenie tak opisuji ten isty objekt dvoma roznymi sposobmi.
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Priklad 6.1.1: Od konstrukcie k rovnici

Pracujte s appletom Metrickd definicia kuZelosecky. Sledujte sticasne geometrické
a algebraické okno GeoGebry a zmenou vstupnych tdajov vytvorte postupne elipsu,

parabolu a hyperbolu.

1. Sledujte, ako sa pri zmene numerickej excentricity € meni tvar kuzelosecky

a jej rovnica v algebraickom okne.

2. Pre kazdy z troch typov kuzeloseciek si zaznamenajte hodnotu € a rovnicu,

ktort zobrazi GeoGebra. Porovnajte svoje pozorovanie s podmienkami

0<e<l, e=1, e > 1.
3. Vyberte jednu zo ziskanych rovnic a porovnajte ju s rovnicou (6.1). Identifikujte
v nej udaje, ktoré zodpovedaji geometrickej konstrukcii.

4. Upravte vybranu rovnicu na kanonicky tvar a urcte z nej zakladné parametre

kuzelosecky. Potrebny postup si mozete vopred nastudovat v sekcii 7.6.

5. Porovnajte analyticky ziskané parametre s geometrickou konstrukciou v applete.

6.1.1 Projektivna definicia kuzelosecky

Metrické definicia kuzelosecky vyuziva vzdialenost, ohnisko, riadiacu priamku a excen-
tricitu. V projektivnej geometrii vsak vzdialenost nie je invariantom. Kuzelosecku preto
potrebujeme charakterizovat pomocou vlastnosti, ktoré majua projektivny vyznam.

Jednu z takychto moznosti poskytuja projektivne zvazky priamok.

Nech [P] a [@] st dva zviazky priamok so stredmi v roznych bodoch P a Q. Najskor
pripomenme osobitny sposob, akym mdzeme tieto dva zvazky navzajom priradit.
Nech o je priamka, ktora neprechddza bodmi P ani ). Kazdej priamke p € [P] priradime
jej priesecnik
A=pno

a bod A nasledne spojime s bodom ). Dostaneme priamku
¢=QA€[Q]
Takto vznika zobrazenie
p:lPl—[Q, pr—yq,
ktoré nazyvame perspektivnostou zvdzkov priamok. Priamku o nazyvame osou perspektiv-
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Obr. 6.2: Perspektivne zvizky priamok

Vseobecnejsie zobrazenie medzi dvoma zvazkami, ktoré mozno ziskat zlozenim konec-

ného poctu perspektivnosti, nazyvame projektivnostou zvizkov.

Podrobnejsi vyklad projektivnosti zvizkov mozno néjst v praci [CHO, 2013].

Motivacia: Perspektivnost zviazkov si mozeme predstavit ako dva rozne stredy
pozorovania P a (). Priamka o sprostredkuje medzi nimi priradenie smerov:
priamka prechadzajica bodom P pretne o v bode A a ten isty bod A urci

zodpovedajicu priamku prechadzajiucu bodom Q).

Projektivnost je vSeobecnejsie priradenie medzi oboma zvizkami. Ak teraz
budeme sledovat priesec¢niky zodpovedajucich si priamok oboch zvazkov, do-

staneme novy geometricky objekt.

Akt mnoZinu vytvoria priesecniky zodpovedajicich si priamok dvoch

projektivnych zvizkov?
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Definicia 6.1.2: Projektivna definicia kuzelosecky

Nech P,@Q st dva rozne body projektivnej roviny P? a nech [P], [Q] st zvizky
priamok so stredmi P, Q).
Nech

m: [P] — (@]

je projektivnost medzi tymito zvazkami, ktora nie je perspektivnostou.
Kuzeloseckou K, nazyvame mnozinu priesecnikov zodpovedajtcich si priamok oboch
zvazkov:

K,={X=mnmn(m); me[P]}.

KuZelosecku urcent zvazkami [P], [@Q] a projektivnostou 7 oznacujeme

K,=K,(P,Q;n).

Obr. 6.3: Kuzelosecka uré¢end dvoma projektivnymi zviazkami priamok

Interaktivny GeoGebra applet: Projektivna definicia kuZelosecky

Didakticka poznamka. Sktimajte projektivnu konstrukciu V applete sledujte

dvojice zodpovedajucich si priamok

a ich priesecnik X.
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1. Pohybujte urc¢ujtcimi prvkami konstrukcie a sledujte pohyb bodu
X =mnna(m).

Akt krivku tento bod vytvara?

2. Co sa pri pohybe meni a ¢o zostava zachované vo vztahu medzi oboma

zvazkami priamok?

3. Ktoré metrické pojmy z predchadzajicej definicie — ohnisko, vzdialenost,

riadiaca priamka alebo excentricita — sme pri tejto konstrukceii potrebovali?

Komentar 3. Podmienka, Ze projektivnost m nie je perspektivnostou, je podstatnd. Ak by
7 bola perspektivnostou s osou o, zodpovedajice si priamky by sa pretinali prave v bodoch
osi 0. Namiesto reqularnej kuzelosecky by sme tak dostali degenerovany, resp. singuldarny

pripad.

Teda ak 7 nie je perspektivnost, kuzelosecka K, sa nazyva regulrna; v opacnom

pripade je singularna.

Poznamka 6.1.1

Znacenie: kuzelosecku urcent zvazkami [P] a [Q] a projektivnostou 7 budeme

oznacovat K, = K (P, Q;7).

6.1.2 KuzZelosecka ako rovinny rez kuzelovej plochy

Historicky kontext

Myslienka skiimat kuzelosecky ako rovinné rezy kuzelovej plochy siaha az do antickej
matematiky. Uz Menaichmos (4. storocie pred n. l.) vyuzival kuzelosecky pri hladani
riesenia problému zdvojenia kocky. O storocie neskor Apollénios z Pergy vo svojom
diele Konika systematicky rozvinul ich teériu a zaviedol nazvy elipsa, parabola
a hyperbola, ktoré pouzivame dodnes.

Pozoruhodné prepojenie priestorového a rovinného pohladu prinieslo az 19. storocie.
Adolphe Quetelet (1796-1874) a Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) nezavisle
skumali vztah medzi rezmi rotacnej kuzelovej plochy a ohniskovymi vlastnostami
vznikajucich kuzeloseciek.

KTacovu tlohu pritom zohravaju gulové plochy vpisané do kuzelovej plochy a do-
tykajuce sa roviny rezu. Dnes ich pozname ako Dandelinove sféry. Ich konstrukcia

vytvara prirodzeny most medzi priestorovym rezom kuzelovej plochy a metrickymi

vlastnostami kuzelosecky v rovine.
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Doteraz sme kuzelosecku charakterizovali dvoma spdsobmi. Metricky pohlad vyuzival
vzdialenost od ohniska a riadiacej priamky, projektivny pohlad zasa priesecniky zodpove-
dajucich si priamok dvoch projektivnych zvazkov.

Historicky vsak pojem kuzelosecky vznikol inak — skiimanim rovinnych rezov kuzelovej
plochy.

Uvazujme rotacnu kuzelovi plochu a rovinu p, ktord ju pretina. Podla polohy roviny p

vzhladom na kuzelovi plochu moze byt rezom kruznica, elipsa, parabola alebo hyperbola.

o Ak je rovina p kolméa na os kuzelovej plochy, rezom je kruznica.

» Ak rovina pretina iba jednu cast kuzelovej plochy a nie je rovnobezné so ziadnou jej

tvoriacou priamkou, rezom je elipsa.

o Ak je rovina rovnobezna s niektorou tvoriacou priamkou kuzelovej plochy, rezom je

parabola.

o Ak rovina pretina obe ¢asti kuzelovej plochy, rezom je hyperbola.

Takto vznikol aj samotny nazov kuzelosecka: ide o krivku, ktori dostaneme ako prienik

roviny s kuzelovou plochou.

Ako vsak suvisi priestorovy rez kuzelovej plochy s ohniskami a riadiacimi priamkamsi, ktoré

sme pouzili v metrickej definicii?

Odpoved poskytuje pozoruhodné konstrukcia pomocou gulovych ploch, ktoré dnes

nazyvame Dandelinove sféry.

Quételetova—Dandelinova veta

Do kuzelovej plochy vlozme gulovi plochu tak, aby sa dotykala kuzelovej plochy a zaroven
roviny rezu p. Aktivujte si applet popisany na obrazku 6.4 Bod dotyku gulovej plochy
s rovinou p oznacme F'.

Ukazuje sa, ze tento bod nie je nahodnym bodom rezu. Je prave ohniskom vznikajtice;
kuzelosecky.

Veta 6.1.1: Quételetova—Dandelinova veta

Nech rovina p pretina rota¢nt kuzelovi plochu v reguldrnej kuzelosecke.
Gulové plochy vpisané do kuzelovej plochy, ktoré sa stucasne dotykaju roviny p,

urcéuju svojimi bodmi dotyku s rovinou p ohniska tejto kuzelosecky.

Myslienka Quételetovej—Dandelinovej vety vychadza z jednoduchej vlastnosti dotyc¢nic
ku gulovej ploche. Dve doty¢énicové tsecky vedené z toho istého bodu ku gulovej ploche

maju rovnaku dlzku.
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Obr. 6.4: Dandelinove sféry a ohniska kuzelosecky

Interaktivny applet: Quételet-Dandelinova veta

Nech X je bod kuzelosecky. Tvoriaca priamka kuzelovej plochy prechadzajica bodom
X sa dotyka Dandelinovej sféry v urc¢itom bode. Z rovnosti prislusnych dotyc¢nicovych
useciek potom mozno vyjadrit vzdialenost bodu X od bodu dotyku F' pomocou geometrie

kuzelovej plochy.

Prave tato vlastnost vytvara spojenie medzi priestorovym rezom kuzelovej plochy

a metrickymi vlastnostami kuzelosec¢ky v rovine p.

Pocet Dandelinovych sfér zavisi od typu rezu.

1. Pri elipse mozno umiestnit dve Dandelinove sféry dotykajtice sa roviny rezu. Ich

body dotyku urcuju dve ohniska elipsy.

2. Pri parabole vznika jedna Dandelinova sféra a jej bod dotyku s rovinou rezu urcuje

ohnisko paraboly.

3. Pri hyperbole mozno opat uvazovat dve Dandelinove sféry, zodpovedajice dvom

ohniskam hyperboly.
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Poznamka 6.1.2: Preco st Dandelinove sféry dolezité?

Kuzelosecku sme najskor ziskali ako rovinny rez kuzelovej plochy. V takomto priesto-
rovom opise sa ohniska na prvy pohlad vobec nevyskytuju.
Quételetova—Dandelinova veta ukazuje, ze ohniska nie si dodatoc¢ne zavedenymi
bodmi. Vznikaju prirodzene z geometrie samotného rezu.

Priestorova a metricka charakterizacia kuzelosecky tak opisuju ten isty geometricky
objekt z dvoch réznych pohladov.

6.2 Tri cesty ku kuzelosecke

V tejto kapitole sme sa k pojmu kuzelosecky dostali tromi geometrickymi cestami:

metricka projektivna priestorova

dX,F)=¢ed(X,r) X=mnmn(m) K=pnC

kde C oznacuje kuzelovt plochu.

Kazda z tychto charakterizacii vychadza z inych geometrickych pojmov. Metricka
pracuje so vzdialenostou, projektivna s incidenciou a projektivnostou zvézkov a priestorova
s rezom kuzelovej plochy.

Napriek rozdielnym vychodiskam opisuju ten isty geometricky objekt.
Algebraicky pohlad

Zostava este jeden pohlad, ktory bude pre dalsie stidium rozhodujuci. Kuzelosecku

mozeme opisat rovnicou druhého stupna
ax® + 2hxy + by? + 2g9x + 2fy + ¢ = 0.
Geometricka otazka sa tym meni na algebraick:
Ako mozno z koeficientov rovnice rozpoznat, ¢i opisuje elipsu, parabolu alebo hyperbolu?

Touto otazkou prejdeme k analytickej klasifikacii kuzeloseciek.
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6.3 Cvicenie

1. Rozhodnite, aka kuzelosecka vznikne rezom rotacnej kuzelovej plochy rovinou p
v nasledujuicich pripadoch:

a) rovina p pretina iba jednu ¢ast kuzelovej plochy a nie je rovnobezné so ziadnou

jej tvoriacou priamkou;
b) rovina p je rovnobeznd s jednou tvoriacou priamkou kuzelovej plochy;
c¢) rovina p pretina obe Casti kuzelovej plochy;

d) rovina p je kolma na os rotacnej kuzelovej plochy.

Porovnajte jednotlivé pripady s konstrukciou rezu rotacného kuzela, ktoru ste reali-

zovali v cviceni 18 pomocou perspektivnej kolineacie v prostredi GeoGebra 3D.

[a) elipsa; b) parabola; ¢) hyperbola; d) kruznica. |

2. Vysvetlite pomocou Dandelinovych guli, pre¢o mozno pri reze rotacnej kuzelovej

plochy elipsou interpretovat body dotyku guli s rovinou rezu ako ohniska elipsy.
Ktora vlastnost dotyc¢nic ku guli je pri tejto argumentacii rozhodujtaca?

[Useéky dotycnic vedenych z toho istého bodu ku guli maja rovnaku diéku.]

3. Nech F je pevny bod, r pevné priamka, F' ¢ r, a € > 0. Bod X sa pohybuje tak, ze

d(X,F) =ed(X,r).

Urcte typ kuzelosecky pre

[e = %: elipsa; e = 1: parabola; ¢ = 2: hyperbola.]
4. V kartezianskej siradnicovej sistave je dané ohnisko
F =[2,0]

a riadiaca priamka

r:ox=-—2.
Urcte rovnicu mnoziny vSetkych bodov X = [z, y], pre ktoré plati
d(X,F)=d(X,r).
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Urcte typ ziskanej kuzelosecky a jej vrchol.

[y? = 8z; parabola; V = [0,0].]

. Je dané ohnisko

F =[3,0],
riadiaca priamka
r:r=2>5
a numericka excentricita )
€=

Zostavte rovnicu prislusnej kuzelosecky a urcte jej typ.

[322 + 4y? — 142 + 11 = 0; elipsa.]

. Je dané ohnisko

riadiaca priamka

a numericka excentricita

Zostavte rovnicu prislusnej kuzelosecky a urcte jej typ.

[32% — y? — 22 — 5 = 0; hyperbola.]
. Vysvetlite, preco metricka definicia
d(X,F)=¢cd(X,r)

rozlisuje elipsu, parabolu a hyperbolu podla hodnoty e, zatial ¢o z projektivneho
hladiska tieto tri krivky predstavuju ten isty typ geometrického objektu.

. Nech [P] a [@Q] st dva rozne zvizky priamok a nech
m: [Pl — Q]

je projektivita, ktora nie je perspektivitou.

Pre kazda priamku p € [P] oznacme jej obraz

p'=n(p) € [Ql-
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Akt mnozinu vytvaraju priesecniky

X =pnyp?

[Projektivnu kuzelosecku prechddzajicu bodmi P a Q.|
9. V predchédzajicej ilohe predpokladajme, Ze projektivita 7 : [P] — [Q] je perspekti-
vitou.

Preskuimajte, ¢o sa stane s mnozinou bodov

X =pnx(p).

Porovnajte vysledok s pripadom, ked projektivita perspektivitou nie je.

[Vznikd degenerovany pripad; nedostdvame reguldrnu kuzelosecku.]

10. Vysvetlite, v ¢om sa liSia a v ¢om sa dopliiaji nasledujuce tri charakteristiky kuzelo-
secky:
a) rez rotacnej kuzelovej plochy rovinou;

b) mnozina bodov spliiajicich
d(X,F)=¢ed(X,r);

¢) mnozina priesecnikov zodpovedajicich si priamok dvoch projektivne zdruzenych

zvazkov.

Uvedte, ktory z tychto pohladov je priestorovy, ktory metricky a ktory projektivny.

[a) priestorovy; b) metricky; ¢) projektivny.]

11. Otvorte interaktivny applet Metrickd definicia kuZelosecky.

Mente polohu ohniska, riadiacej priamky a hodnotu numerickej excentricity e.

a) Vytvorte postupne elipsu, parabolu a hyperbolu.

b) Pri kazdom pripade sledujte rovnicu, ktori GeoGebra zobrazuje v algebraickom
okne.

c¢) Porovnajte geometricki konstrukeiu s analytickou rovnicou vytvorenej kuzelo-

secky.

d) Pokdtste sa formulovat, ktora cast vSeobecnej rovnice signalizuje prechod medzi

jednotlivymi typmi kuzeloseciek.
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7 Analyticka klasifikacia kuzeloseciek

Motivacia: V predchadzajucich kapitolach sme sa ku kuzeloseckam dostali
geometrickou cestou. Sledovali sme obraz kruznice v kolinedcii, porovnavali
metricky a projektivny pohlad a kuzelosecku sme charakterizovali aj ako rovinny

rez kuzelovej plochy.
Teraz zmenime jazyk.

Kuzelosecku budeme opisovat pomocou rovnice a polozime si otazku:
Co mozno o geometrickom tvare kuzelosecky vycitat priamo z jej rovnice?

Ukéaze sa, ze koeficienty kvadratickej rovnice v sebe nest informaciu nielen
o type kuzelosecky, ale aj o jej polohe, orientacii a pripadnej singularite.

Geometricky problém sa tak prirodzene prepaja s linearnou algebrou.

7.1 Vseobecna rovnica kuzelosecky
V afinnych siradniciach mé vSeobecnd kvadratickd rovnica tvar
Az® 4+ 2By + Cy* + 2Dz + 2By + F = 0, (7.1)

kde
A/ B,C,D,E,F €R,

pricom aspon jeden z koeficientov A, B, C' je nenulovy.

Rovnica (7.1) mo6ze opisovat regularnu kuzelosecku, ale v osobitnych pripadoch aj
degenerovany geometricky utvar alebo prazdnu mnozinu realnych bodov. Samotny zapis
rovnice teda este neprezradza, aky geometricky objekt predstavuje.

Prvym krokom bude preto nédjst algebraicky zapis, ktory umozni koeficienty rovnice

skiumat systematickejsie.
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7.2 Homogénna a maticova rovnica kuzelosecky

Prejdime k homogénnym stradniciam
X=zx:y:z]
Homogenizéciou rovnice (7.1) dostavame

Az? + 2Bxy + Cy?* + 2Dxz + 2Eyz + F2* = 0. (7.2)

Rovnicu mo6zeme zapisat pomocou symetrickej matice

A B D
A=|B C E
D FE F
Ak homogénne stiradnice bodu zapiSeme ako stipcovy vektor

potom rovnica kuzelosecky nadobida kompaktny tvar

XTAX = 0. (7.3)

Poznamka 7.2.1: Preco je maticovy zapis uzitocny?

Matica A obsahuje vsetky koeficienty kuzelosecky v jedinom algebraickom objekte.
Geometrické vlastnosti kuzelosecky tak mdézeme skiimaf pomocou vlastnosti tejto

matice — jej determinantu, hodnosti, vlastnych ¢isel a transformacii pri zmene

sturadnicovej sustavy alebo pri kolineacii.
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Poznamka 7.2.2: Poznamka k oznaéeniu koeficientov

V celej ucebnici pouzivame vseobecnu rovnicu kuzelosecky v tvare
Ax? +2Bxy + Cy? + 2Dz +2Ey + F = 0.

Koeficienty B, D, E su teda polovicami koeficientov, ktoré v rovnici priamo stoja pri
clenoch zy, z,y.
Toto oznacenie budeme dosledne pouzivat najmé preto, ze vedie k prirodzenému

symetrickému maticovému zapisu

A
A=|B
D

o QW
RS

7.3 Regularna a singularna kuzelosecka

Maticovy zapis umoznuje prirodzene rozlisit regularny a singularny pripad kuzelosecky.

Nech je kuzelosecka v projektivnej rovine danad homogénnou rovnicou

XTAX =0,
kde
A B D
A=|B C E
D E F

je symetrickd matica kuzelosecky.

Definicia 7.3.1: Regularna a singularna kuzelosecka

Kuzelosecku

XTAX =0
nazyvame reqularnou, ak

det A # 0.
Ak

det A =0,
kuzelosecku nazyvame singuldrnou alebo degenerovanou.

Singularna kuzelosecka mdze v redlnej afinnej casti projektivnej roviny predstavovat

napriklad dvojicu réznobeznych alebo rovnobeznych priamok, dvojnasobnt priamku ¢i
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jediny bod. V niektorych pripadoch nemusi mat Zziadne realne vlastné body.

Determinant

Ag = det A
budeme nazyvat velkym diskriminantom kuzZelosecky.

Pri klasifikacii regularnych kuzeloseciek zohrava doéleziti tlohu aj kvadratickd cast
vSeobecnej rovnice
Az? + 2Bxy + Cy.

A B
e (a)

§=det Ay = AC — B?

Je urc¢enda symetrickou maticou

Jej determinant

umoznuje rozlisit tri zakladné typy kvadratickej casti:

0 >0 = elipticky typ,
0 =0 = parabolicky typ,
0 <0 = hyperbolicky typ.

Pri regularnych realnych kuzeloseckach s realnymi bodmi zodpovedaju tieto tri pri-
pady elipse, parabole a hyperbole. Uplnt analytickt klasifikdciu, vratane degenerovanych

pripadov, uvedieme neskor.

Poznamka 7.3.1: Tretia klasifikacia toho istého objektu

Tie isté tri zakladné typy kuzeloseciek sme uz rozlisovali dvoma geometrickymi
sposobmi.
Projektivne podla poc¢tu realnych nevlastnych bodov:
0, 1, 2.
Metricky podla hodnoty excentricity:
e<l, e=1, e>1.

Analyticky ich teraz rozlisSujeme pomocou znamienka

§ = AC — B>,

Tri rozne jazyky geometrie tak vedu k tej istej zakladnej klasifikacii kuzeloseciek.
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7.4 Kolineacia projektivnej roviny

V predchédzajicich kapitolach sme pracovali najmé so stredovou (perspektivnou) koli-
neaciou. Jej geometricky opis pomocou stredu, osi a tibeznic nam umoznil dynamicky
sledovat, ako sa kruznica zobrazuje na elipsu, parabolu alebo hyperbolu.

Pre analytické skimanie kuzeloseciek vsak potrebujeme vseobecnejsi pohlad na koline-

aciu projektivnej roviny.

Definicia 7.4.1: Kolineacia projektivnej roviny

Kolinedcia realnej projektivnej roviny je bijektivne zobrazenie
K : P*(R) — P*(R),

ktoré zachovava incidenciu bodov a priamok.

Ekvivalentne, kolineacia zobrazuje priamky na priamky a kolinearne body na koline-

arne body.

- J

Pripomenme, ze redlna projektivna rovina bola zavedena ako mnozina tried ekvivalencie
P2(R) = (B?\ {0})/~,
kde
X~y <<= y=\Xx, A e R\ {0}.

Projektivny bod preto reprezentujeme homogénnymi stradnicami
X=zx:y:z],

pricom
[x:y:z] =[x Ay Az, A # 0.
Tento spdsob zavedenia projektivnej roviny umoznuje opisat kolinedciu pomocou

linedrnej algebry.

Poznamka 7.4.1

V préci [14] sa uvddza definicia: Kolineécia je bijektivna transformécia redlnej pro-
jektivnej roviny na seba, ktora zobrazuje priamky na priamky a zachovava prieniky
priamok.

Tato vlastnost je ekvivalentnd s formuléciou definicie 7.4. Z nej vyplyva, Ze kolineécia

K zobrazuje body roviny E; opif na body tejto roviny a priamky roviny E; na

priamky tejto roviny, pricom zachovava incidenciu bodov a priamok.
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7.4.1 Maticové vyjadrenie kolineacie

Nech
hi1 hig haz
H = [hy ha hos
ha1 hza has
je regularna matica, teda
det H # 0.
Regularna linearna transformacia
X+— HX

zobrazuje nenulové vektory z R? opétf na nenulové vektory a zachovava ich proporcionalitu.
Preto indukuje zobrazenie tried ekvivalencie v projektivnej rovine.

Podrobnejsie informécie o matici kolinedcie najdete v préci [1].

Definicia 7.4.2: Maticové vyjadrenie kolineacie

Nech
H € GL(3,R).

Regularna linearna transformacia
X+— HX

indukuje kolineaciu

Kg : P2(R) — P*(R)

predpisom
Ku([X]) = [HX].

Maticu H nazyvame maticou kolinedcie.

- J

Ak bod X prejde pri kolineécii na bod X', mozeme tuto skutocnost v homogénnych
suradniciach zapisovat
X' ~ HX.

Symbol ~ pripomina, Ze homogénne stiradnice bodu st urcené iba do nenulového skaldrneho
nasobku.
Pre kazdé X\ # 0 plati
[HX] = [AHX],

preto matice
H a AH
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urcuju tu istd kolineaciu projektivnej roviny.

Poznamka 7.4.2: Co znamena G'L(3,R)?

Symbol
GL(3,R)

oznacuje vseobecni linedrnu grupu (angl. General Linear Group), teda mnozinu

vsetkych regularnych realnych matic rozmeru 3 x 3:
GL(3,R) = {H € R ; det H # 0}.

Oznacenie GL pochadza zo slov General Linear, ¢islo 3 udava rozmer matice a R
oznacuje teleso redlnych cisel.
Tieto matice tvoria grupu vzhladom na nasobenie matic. Pre nase potreby je najdo-

lezitejsie, ze podmienka

det H # 0
zarucuje existenciu inverznej matice H 1.
Podmienka

det H #0

zarucuje existenciu inverznej matice H !, a teda aj jednoznac¢nost spétnej transformaécie.

Ak by bola matica H singuldrna, niektory nenulovy vektor by sa mohol zobrazit na
nulovy vektor, ktory nereprezentuje ziadny projektivny bod. Takéto zobrazenie preto

neurcuje kolineaciu projektivnej roviny.

Poznamka 7.4.3: Perspektivna kolineacia ako Specialny pripad

Stredova (perspektivna) kolinedcia, s ktorou sme pracovali v predchadzajtcich
kapitolach, je Specialnym pripadom vseobecnej kolineacie projektivnej roviny.

Je charakterizovana existenciou stredu S a osi o:
o vsetky body osi 0 st samodruzné,
o vsetky priamky prechadzajice stredom S st samodruzné.

Aj takéato kolineacia je v homogénnych sturadniciach reprezentovana reguldrnou

maticou H.
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Priklad 7.4.1: Uréenie matice kolineacie

N4jdite maticu kolinedcie K projektivnej roviny P?(R), ktord body
A=1[1:0:0], B=1[0:1:0], C=1[0:0:1], D=11:1:1]
zobrazi postupne na body

A =[2:1:1], B'=[1:2:1], C'=1[:2:2], D'=[4:5:4].

(N J

Riesenie. Pri urcovani matice kolinedcie vyuzijeme najskor tri linearne nezavislé homogénne
vektory bodov A, B, C.

Zostavime matice

o = O
— N =
[NOT NOR

ktorych stlpce tvoria zvolen{ reprezentanti homogénnych suradnic bodov A, B,C' a ich
obrazov A’, B',C".

Pre maticu kolineacie H potom v tomto pripade plati

HM = M.
Kedze
M=1,
dostédvame
H=MM"'=M,

teda

2 1 1

H=11 2 2|.
11 2

Overime, ¢i takto urcena matica spravne zobrazi aj stvrty bod. Pre
D=[1:1:1]

plati



a teda
HD =D'.

Navyse
det H=1#0,

preto H € GL(3,R) a matica skutocne urcuje kolinedciu projektivnej roviny.

Hladana matica kolineécie je

— N
R

Vo vseobecnom pripade treba pritom respektovat, ze homogénne siradnice kazdého
obrazového bodu st urcené iba do nenulového skaldrneho nasobku. Preto nemozno pri
Iubovolne zadanych dvojiciach bodov automaticky pouzit ich zapisané stradnice ako stlpce
matice M. ]

Poznamka 7.4.4: Prakticky postup

Pri podobnych tlohach mo6zeme postupovat takto:
1. vyberieme tri body, ktorych homogénne vektory si linedrne nezavislé,
2. z ich saradnicovych vektorov zostavime stvorcovi maticu M,

3. analogicky zostavime maticu M’ z vhodne zvolenych reprezentantov ich obra-

7OV,

4. uréime kandidata na maticu kolinedcie zo vztahu

H=MM"

5. pomocou dalsej dvojice zodpovedajicich si bodov overime, ¢i ziskana matica

splna pozadované projektivne zobrazenie.

Didakticka poznamka. Skimajte kolinedciu pomocou jej matice V applete
mozete menit polohu vlastného bodu L; a nevlastného bodu Uy a sledovat
ich obrazy v danej kolineéacii. Experiment tak umoznuje porovnat spravanie

vlastnych a nevlastnych bodov pri projektivnom zobrazeni.

1. Zvolte niekolko pol6h vlastného bodu Lj a sledujte, ako sa meni jeho
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Obr. 7.1: GeoGebra applet k prikladu 7.4.1 aktivujete Tu

obraz. Porovnajte pozorovanie s maticovym zapisom kolinedcie
X'~ HX.

2. Mente polohu nevlastného bodu Uy a sledujte jeho obraz. Je obraz ne-

vlastného bodu vzdy opét nevlastnym bodom?

3. Pokiuste sa najst taka polohu nevlastného bodu Uy, pri ktorej je jeho
obraz vlastnym bodom. Co tento experiment naznacuje o obraze nevlastnej

priamky pri vSeobecnej projektivnej kolineacii?

4. Porovnajte obrazy bodov Lj a Uy. Ktoré vlastnosti ich obrazov st dosled-
kom projektivnej kolinedcie a ktoré uz zavisia od zvolenej afinnej casti

projektivnej roviny?

Experiment s bodom Uy prirodzene vedie k otazke, ako sa pri kolineacii zobrazi celd
nevlastna priamka.

V projektivnej rovine predstavuje Uy nevlastny bod. Kedze vsak GeoGebra pracuje
v tomto applete v afinnej rovine, nevlastny bod Uy je reprezentovany smerovym vektorom.
Zmenou smeru tohto vektora teda menime nevlastny bod Uy na nevlastnej priamke.

Zapnite v applete stopu obrazového bodu Uj, a pohybujte nevlastnym bodom Uy.
Sledujte mnozinu poloh jeho obrazu Uj. Zistite, ze obrazy nevlastnych bodov lezia v tomto
pripade na jednej priamke — wbeznici.

Dynamicky experiment tak nazorne ukazuje, ze obrazom nevlastnej priamky pri koline-
acii je opaf priamka. Nemusi vSak byt nevlastnou priamkou; vo vSeobecnej projektivnej
kolineacii moéze byt jej obrazom vlastna priamka.

Prirodzene sa preto mozeme pytat: Kedy kolinedcia zachovdva nevlastni priamku?
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Poznamka 7.4.5: Projektivna a afinna transformacia

Nie kazda projektivna kolineacia zachovava nevlastni priamku zvolenej afinnej casti
projektivnej roviny.
Ak kolinedcia nevlastni priamku zachovava, mozeme jej maticu po vhodnej normali-

zacii zapisat v tvare

H =

[eoRESS TN~

e
f
1

S o 2

V afinnej casti potom dostavame znamy predpis

@)= 96 0)

Afinné zobrazenia teda predstavuju osobitni triedu projektivnych kolineacii — préave

tie, ktoré zachovavaju nevlastnu priamku.

7.4.2 Obraz priamky v kolineacii

Maticovy zapis zaroven ukazuje, ako sa pri kolineacii transformuje priamka.

Nech priamka p ma homogénnu rovnicu

p'X =0,
kde
a
p=|0b
c
Ak
X' = HX,
potom
X=H'X.

Dosadenim do rovnice priamky dostavame
pTH—lxl _ 0,

¢ize

(HTp)'X"=0.
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Obrazova priamka p’ je preto reprezentovand vektorom

o

Méme teda dva zakladné transformacné vztahy:

bod: X' ~ HX,

priamka: p~H Tp.

Tieto vztahy pripravia algebraicky zaklad pre nasledujicu otazku: ako sa pri kolineacii

transformuje samotna kuzelosecka?

7.5 Kuzeloseéka a matica kolineacie

V kapitole o obraze kruznice sme kolineaciu skimali predovsetkym geometricky a dyna-

micky. Teraz sa na ten isty proces pozrieme algebraicky.

Nech kolineacia projektivnej roviny je reprezentovand regularnou maticou
H e GL(3,R)

a nech bod X prejde na bod X’. Po vybere reprezentantov homogénnych siradnic mozeme
pisat

X'=HX,
a teda

X = H X'

Nech pévodna kuzelosecka méa maticovi rovnicu

XTAX = 0.
Po dosadeni
X =H X
dostavame
(H XN A(H'X') = 0.
Kedze

(H—lxl)T — X,TH_T,

mozeme pisaf

XTHTAH'X' = 0.
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Obrazova kuzelosecka ma teda maticu

A = HTAH ] (7.5)

Poznamka 7.5.1: Geometria ukryta v maticiach

Vztah
A =HTAH™!

je algebraickym vyjadrenim toho, ¢o sme v GeoGebra applete pozorovali geometricky:

Kolinedcia zobrazuje kuzZelosecku opdat na kuZelosecku.

Matica H opisuje transformaciu projektivnej roviny a matica A opisuje kuzelosecku.
Vztah
A =HTAH™!

ukazuje, ako sa pri kolineacii meni jej rovnica.

Maticové vyjadrenie tak spaja tri objekty, s ktorymi sme postupne pracovali:

bod : X'~ HX,
priamka : p'~ H Tp,
kuzelosecka : A ' =H TAH!.

Geometricky obraz kolineacie, ktory sme doteraz skimali konstrukéne a dynamicky;,

tak ziskava jednotny algebraicky opis.

7.6 Zmena suradnicovej sustavy a kanonicky tvar kuzelo-
secky
VsSeobecnd rovnica kuzelosecky

Az® 4+ 2By + Cy* + 2Dz + 2By + F =0

moéze matf na prvy pohlad pomerne zlozity tvar. Samotna kuzelosecka vsak moze byt
geometricky velmi jednoduché. Zlozitost rovnice casto suvisi iba s tym, Ze jej osi nie
st rovnobezné so suradnicovymi osami alebo Ze jej stred nelezi v pociatku sturadnicovej
sustavy.

Prirodzenou otézkou preto je:

Mozno vhodnou zmenou suradnicovej sustavy upravit vSeobecnii rovnicu kuZelosecky na
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jednoduchsi tvar?

Odpoved je kladna. Vhodnou kombinaciou otoc¢enia a posunutia sturadnicovej sustavy

mozno rovnicu regularnej kuzelosecky previest na jej kanonicky tvar.

Motivacia: Pri zmene stradnicovej ststavy nemenime samotni kuzelosecku.

Menime iba sposob, akym opisujeme jej body pomocou sturadnic.

Je to podobné, ako keby sme ten isty geometricky utvar pozorovali z inak
zvolenej suradnicovej stustavy. Vhodnou volbou jej pociatku a smerov suradni-
covych osi mozeme dosiahnuf, ze rovnica kuzelosecky nadobudne podstatne
jednoduchsi tvar.

7.6.1 Otocenie suradnicovej ststavy
Zmiesany c¢len
2Bxy
vo vSeobecnej rovnici kuzelosecky naznacuje, ze prirodzené osi kuzelosecky nie st rovno-
bezné so suradnicovymi osami.

Otoc¢me sturadnicova sustavu o uhol . Vzfah medzi pévodnymi stradnicami z,y

a novymi suradnicami z’, 3’ moézeme zapisat

x =12 cosp — 1y siny,

y = 2’ sin o + 9 cos .

V maticovom tvare

r\ [cosp —sing) (x
Y sing  cosp !
Matica
coS — sin
R— ¥ ¥

sing  cosp

je matica otocenia.
Po vhodnej volbe uhla ¢ mozno zmiesany ¢len x'y’ z rovnice odstranit. Ak A # C,

prislusny uhol mozno uré¢it zo vztahu

2B

tan2¢ = 1-C

(7.6)

Ak A= C a B # 0, mozno zvolif

e
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Po otoceni méa kvadraticka ¢ast rovnice tvar
12 12
)\11‘ + )\gy s

kde A1, A9 st vlastné cisla symetrickej matice

AQZ(A B).
B C

Poznamka 7.6.1: Preco mozno ¢len zy odstranit?

Matica

AQZ(A B)
B C

je symetricka. Symetricka redlnu maticu mozno vhodnym otoc¢enim siradnicovej

A O
0 X/

7 geometrického hladiska to znamend, ze nové suradnicové osi zvolime v smeroch

stustavy previest na diagonalny tvar

vlastnych vektorov matice Ay. Prave v tychto smeroch zmiesany ¢len zy zmizne.

|\ J

Pre dalsie tivahy nie je potrebné podrobne rozvijat tedriu vlastnych cisel a vlastnych
vektorov. Ddlezité je vediet, Ze pri realnej symetrickej matici mozno takéto navzajom

kolmé smery vzdy najst.

7.6.2 Posunutie siradnicovej sustavy

Po odstraneni zmiesaného ¢lena moze rovnica obsahovat linearne ¢leny. Tie mozno v pri-
padoch, ked kuzelosecka mé stred, odstranit vhodnym posunutim pociatku siradnicove;j
sustavy.

Nech novy poc¢iatok ma v pévodnej siradnicovej ststave suradnice

S = [95073/0]-

Polozime
r=1"+xz0, Y=Y+

V pripade stredovych kuzeloseciek — elipsy a hyperboly — volime bod S tak, aby bol

stredom kuzelosecky. Po posunuti pociatku do jej stredu linearne ¢leny z rovnice vymiznu.
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Stred mozno vo vSeobecnej rovnici
Az? 4+ 2Bry + Cy* + 2Dz + 2By + F =0

hladat ako riesenie ststavy
Axo—i‘Byo—i‘D:O,

B£U0+Cy0+E:O.

(5 &) ()--()

§=AC — B2 40,

V maticovom tvare

Ak

sustava méa prave jedno riesenie. Kuzelosecka ma teda jednoznacne urceny stred.

Poznamka 7.6.2: A co parabola?

Pre parabolicky typ plati
§=AC - B*=0.

Kvadraticka cast je singularna a postup zalozeny na presunuti pociatku do stredu
nemozno pouzif, pretoze parabola nema stred.
Po vhodnom otoceni siradnicovej sustavy vSak mozno dalsim posunutim siradnic

dostat jej rovnicu do kanonického tvaru.

7.6.3 Kanonicky tvar

Po vhodnom otoceni a posunuti suradnicovej stustavy dostavame najjednoduchsie rovnice

jednotlivych typov regularnych redlnych kuzeloseciek.

Pre elipsu:
2
g + ﬁ = 1, a, b > 0
Pre hyperbolu:
12 y/2
? — b_2 = 1, a, b> 0.

Pre parabolu, podla orientécie jej osi, napriklad:

y*=2pz’, p#0.

Tieto rovnice nazyvame kanonickymi rovnicami kuZeloseciek.
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Definicia 7.6.1: Kanonicky tvar kuzelosecky

Kanonickym tvarom rovnice kuzelosecky nazyvame jej najjednoduchsi tvar ziskany
vhodnou zmenou siradnicovej ststavy, v ktorej su stiradnicové osi prispdsobené

geometrickym vlastnostiam danej kuzelosecky.

Didakticka poznamka. Prechod ku kanonickému tvaru nie je iba algebraickou

upravou rovnice. Kazdy krok ma svoj geometricky vyznam:

e otocenim suradnicovej sustavy hladame prirodzené smery osi kuzelosecky;,
e posunutim vhodne volime novy pociatok,

o kanonicka rovnica potom odhaluje zakladné geometrické vlastnosti kuze-

losecky.

Pri aprave rovnice sa teda nemeni geometricky objekt, ale iba stradnicovy

systém, v ktorom ho opisujeme.

Priklad 7.6.1: Prevod elipsy na kanonicky tvar

Transformujte kuzelosecku dani rovnicou

4o + 3xy +4y* — 120 — 12y +9=0 (7.8)

na kanonicky tvar. Uréte jej stred, smer hlavnych osi a dizky poloosi.

\ J

Riesenie. Budeme postupovat v niekolkych krokoch. Najskor uréime typ kuzelosecky a jej
stred, potom posunieme pociatok siradnicovej stustavy do stredu a napokon vhodnym

otoc¢enim odstranime zmiesany clen.

1. Urcenie typu kuzelosecky

V celej kapitole pouzivame vSeobecnt rovnicu v tvare
Az® 4+ 2By + Cy* + 2Dz + 2By + F = 0.
Porovnanim s rovnicou (7.8) dostdvame
A =4, B=— C =4,

D=-6, FE=-6, F=0.

Determinant kvadratickej casti je
3 2
§=AC-B*=4-4— <2) =16—-=—>0.
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Kuzelosecka je teda eliptického typu.

2. Urcenie stredu elipsy

Stred stredovej kuzelosecky je rieSenim stustavy
A$0+By0+D:07 B$0+Cy0+E:O
V nasom pripade
3 3
4x0+§y0—620, 5560"‘43/0—6:0.

Po vynéasobeni rovnic ¢islom 2 dostavame

8.1‘0 + 3y0 = 12,
3xg + 8yp = 12.
Odtial
12
To=1Yp= —.
0=%Yo 11
Stred elipsy je teda
12 12
s=[rm)

3. Posunutie siradnicovej ststavy do stredu

Zavedieme nové suradnice

12 12

X =g -2 -

T TR

teda 19 19
— X —Y 4+ =

v T YEY T

Po dosadeni do rovnice (7.8) a uprave dostavame

4
4X2+3XY+4Y2—1‘;’:0,

45
A4X%2 4+ 3XY +4Y?% = e (7.9)
Linearne ¢leny zmizli, pretoze pociatok novej suradnicovej stustavy lezi v strede elipsy.
Zmiesany c¢len XY vsSak zostal. To znamend, zZe osi elipsy este nie si rovnobezné so

suradnicovymi osami X, Y.

4. Otocenie suradnicovej sustavy

Uhol otocenia urcuje vztah
2B

A—-C’

tan2p =
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Kedze

A=C =4, B = 2 # 0,
mozeme zvolit
T
= — =45°.
LA
Pouzijeme transformaciu
Uu-V U+V

V2 V2

Po dosadeni do rovnice (7.9) zmiesany ¢len zanikne a dostdvame

11 5 45
—U*+ViP= —.
2 + 2 11
5. Kanonicky tvar
Vydelenim rovnice ¢islom % dostavame
121 11
U+ =Vi=1
90 * 18 ’
teda
Uz v?
w Tt =L (7.10)
121 11
Kedze
18 %0
11~ 1217

hlavné poloos lezi v smere osi V.

18 3v22 b [ 90 3v10
a = _— = — — _— —,
11 11 7 121 11

Vysledkom je teda elipsa so stredom

DI7ky poloosi st

12 12
5= [11’11]’

ktorej hlavné osi su vzhladom na pdvodni suradnicovil sustavu otocené o 45° a ktorej

poloosi maju dlzky

_3vV22 3v10

o= p=V
11 11
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Elipsa:
42 + 3xy + 4° — 120 — 12y = -9
: Posunutie

Posunuta elipsa:
4a® + 3xy + 4y = 4.09

.3 4 5
Posunutie + Otocenie

Otocend elipsa:
2.52% + 5.5y% = 4.09

N

Obr. 7.2: Transformécia elipsy na kanonicky tvar

Interaktivny GeoGebra applet: Transformacia kuZelosecky — elipsa

Didakticka poznamka. Sledujte geometricky vyznam transforméacie V applete
porovnajte pévodnu elipsu s jej opisom po posunuti a otoceni suradnicovej

sustavy.

1. Co sa v rovnici zmeni po presunuti pociatku do stredu

2

g_ [12 12]

11711
Ktoré ¢leny rovnice zmiznu?
2. Preco po samotnom posunuti zostava v rovnici zmiesany clen XY?

3. Sledujte otocenie suradnicovych osi 0 45°. Ako st nové osi U, V orientované

vzhladom na osi elipsy a ¢o sa pritom stane so zmiesanym c¢lenom?

4. Meni sa pri posunuti a otoc¢eni samotna elipsa, alebo iba jej siradnicovy

opis?

Priklad 7.6.2: Parabola — prevod na kanonicky tvar

Transformujte kuzelosecku dani rovnicou

P +4x+2y—3=0

na jej kanonicky tvar a urcte vrchol paraboly.
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Riesenie. Najskor urcime typ kuzelosecky. VSeobecnil rovnicu zapisujeme v tvare
Az? +2Bxy + Cy? + 2Dz + 2By + F = 0.

Porovnanim dostédvame

Pre determinant kvadratickej casti plati
§=AC — B*=0,
preto ide o kuzelosecku parabolického typu.

1. Ma parabola stred?

Pri elipse sme zacali urcenim jej stredu. Skiisme rovnaky postup pouzit aj teraz. Stred

by musel spliiat ststavu
Axg+ Byg+ D =0, Bzxy+ Cyo+ E = 0.

Po dosadeni dostéavame
ro+2=0, 1=0.

Druh4é rovnica nemé4 riesenie. Parabola teda neméa stred.

Poznamka 7.6.3: Preco pri parabole postupujeme inak?

Pri elipse a hyperbole mézeme presunit pociatok siradnicovej sustavy do stredu
kuzelosecky. Parabola vSak stred nema.

Hladédme preto namiesto stredu jej vrchol a stradnicova sustavu prisposobime osi

paraboly.

.

2. Uprava rovnice

V rovnici
2 4+4r+2y—3=0

doplnime prvé dva cleny na Stvorec:
? + 4 = (z+2)* — 4.

Dostavame
(z+2)—4+2y—3=0,
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teda 7
(x+2)* = -2 (y—2>.

Zavedieme nové suradnice

7
X=z+2, Y:y—§.

V novej stradnicovej ststave ma parabola rovnicu
X? = -2Y.

Porovnanim s kanonickou rovnicou

X? =2pY
dostavame
p=—1.
Vrchol paraboly je
7
v=[-23

Os paraboly je rovnobeznd s osou y a parabola je otvorend smerom nadol.

V=(-2,35)

22 +dx+2y =3

Obr. 7.3: Transforméacia kuzelosecky na standardny tvar paraboly

Didakticka poznamka. Sledujte transformaciu paraboly V applete sledujte,

ako sa meni siradnicovy opis paraboly pri prechode ku kanonickému tvaru.

1. Porovnajte tento postup s predchadzajicim prikladom elipsy. Preco ten-
toraz nehladame stred kuzelosecky?

2. Preco v tomto priklade nie je potrebné otacat suradnicovi sustavu?

148



3. Sledujte presunutie pociatku do vrcholu

V= [—z,g].

Co sa pritom zmeni v rovnici paraboly?

4. Meni sa pri transformacii samotna parabola, alebo iba jej opis vzhladom

na zvolenu suradnicova sustavu?

Priklad 7.6.3: Hyperbola — prevod na kanonicky tvar

Transformujte kuzelosecku dant rovnicou
32* — 6zy — 3y> —8xr + 8y =0 (7.11)

na jej kanonicky tvar. Urcte jej stred a smer hlavnych osi.
- J

Riesenie. Najskor urcime typ kuzelosecky. VSeobecnu rovnicu zapisujeme v tvare
Ax? +2Bxy + Cy? + 2Dz + 2By + F = 0.

Porovnanim s rovnicou (7.11) dostavame

Determinant kvadratickej casti je
§=AC - B*=3(-3) - (-3)*= —-18 < 0.

Kuzelosecka je teda hyperbolického typu.

1. Urcenie stredu hyperboly

Stred stredovej kuzelosecky urcime zo stustavy
A£C0+By0+D:0, B.’IJO—FCQO—FE:O
Po dosadeni dostavame
3I0—3y0—4:0,
—3x0 —3yo +4 =0.
Riesenim ststavy je
4

33025, Yo = 0.
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Stred hyperboly je teda

2. Posunutie suradnicovej sustavy

Pociatok novej siradnicovej stustavy presunieme do stredu hyperboly. Polozime

4
X=x— - Y =
x 37 y?
teda A
x:X—i—g, y=Y.

Po dosadeni do rovnice (7.11) a tprave dostavame

16

3X? —6XY —3Y? = R (7.12)

Linearne c¢leny zmizli, ale zostal zmieSany ¢len XY. Stradnicové osi preto este nie s

totozné s hlavnymi osami hyperboly.

3. Otocenie suradnicovej stustavy

Kvadratickej ¢asti rovnice zodpovedd symetrickd matica

3 =3
()

Uhol otocenia uréime zo vztahu

tan 2 2B
n2p = )
e N
V nasom pripade
tan 2 =0 1
n2w = —— = —1.
73 (3
Mozeme teda zvolit
oy T _ 7

Pouzijeme transforméaciu
X =Ucosp — Vsiny, Y =Usingp + V cos p.

Po otoceni stiradnicovej stustavy zmiesany ¢len zanikne. Vlastné ¢isla matice A, st

A= 3V2, Ao = —3V2.
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Rovnica (7.12) preto nadobudne tvar

1
3V2U% —3/2V2 = —36.

Po uprave

4. Kanonicky tvar
Vydelenim pravej strany dostavame

v2 U2
RV ks
9 9
Ide teda o hyperbolu so stredom
4
S= { o}
3

V tomto osobitnom pripade st menovatele oboch ¢lenov rovnaké, preto ide o rovnoosi

hyperbolu. O]

Hyperbola:
3% — 6zy — 3y> — 8z +8y = 0

g (3

Obr. 7.4: Transforméacia hyperboly na kanonicky tvar

Didakticka poznamka. Porovnajte s predchddzajicimi prikladmi Pri préci
s appletom sledujte jednotlivé kroky transformécie a porovnajte ich s elipsou

a parabolou.
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1. Co sposobi presunutie pociatku do stredu hyperboly?
2. Preco je potrebné sturadnicovu sustavu este otocit?
3. Co sa stane so zmiesanym ¢lenom XY po otoceni?

4. V ¢om sa postup podoba transformacii elipsy a v ¢om sa odliSuje od

transformécie paraboly?

7.7 Vztahy medzi parametrami kuzeloseéiek

Pri préaci s kuzeloseckami sa stretdvame s viacerymi charakteristickymi veli¢inami. Pri
elipse a hyperbole st to najmé poloosi a, b, vzdialenost ohniska od stredu ¢, excentricita
e a parameter kuzelosecky p. Pri parabole vystupuje vzdialenost ohniska od vrcholu
a parameter jej kanonickej rovnice.

Tieto veli¢iny nie st nezavislé. Ich vzajomné vztahy umoznuju prechadzat medzi
analytickym opisom kuzelosecky a jej geometrickymi vlastnostami.

Nasledujuci prehlad zhrnuje zakladné vztahy, s ktorymi sme sa stretli v tejto a pred-

chadzajucej kapitole.

Elipsa

Pre elipsu v kanonickom tvare

2 2
x
72—’—?272:17 a,>b>0,
a
plati
e
e? =a® — b, £=—, 0<e<l,
a

kde e je linedrna excentricita a € numerickd excentricita elipsy.

Zo vztahu

dostédvame

Po dosadeni do vztahu

ez =a%— b

dostaneme

=aVv1—¢e2
Parameter elipsy je

p=—=ua(l —¢&%).
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Poznamka 7.7.1: Zakladné vztahy pre elipsu

Vztah Vyznam
e? = a? — b* | vztah medzi poloosami a linedrnou excentricitou

numericka excentricita

parameter elipsy

b= av'1 — e? | vedlajsia poloos pomocou numerickej excentricity

Parabola

Pre parabolu s vrcholom v pociatku a osou totoznou s osou x budeme pouzivat kanonicky

tvar

y? = 2px.
Jej excentricita je
e=1
Ohnisko ma siradnice
p
P=[30
2
a riadiaca priamka mé rovnicu
p
r=-—-=.
2

Ak oznacime vzdialenost ohniska od vrcholu ¢, potom

bl

cT7

Pre p > 0 je parabola otvorena v kladnom smere osi x, pre p < 0 v opa¢nom smere.
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Poznamka 7.7.2: Pozor na oznacenie parametra paraboly

V literattre sa mozno stretnit aj s kanonickou rovnicou
y? = daz,

kde a oznacuje vzdialenost ohniska od vrcholu.
Pri nasom oznaceni
y* = 2px

preto plati
p = 2a.

Pri porovnavani réznych zdrojov je teda potrebné vzdy overit, akt konvenciu autor

pouziva.
Hyperbola
Pre hyperbolu v kanonickom tvare
2 P
g — b—2 = 1, a, b > O,
plati
& =a®+ b, e:E, e> 1.
a
Odtial

b=ave? —1.

Parameter hyperboly je

Vztah Vyznam
c? = a® +b* | vztah medzi poloosami a ohniskom
e= ¢ excentricita, e > 1
a
b2
p=— parameter hyperboly
a
b=ave?—1 vedlajsia poloos pomocou e
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7.8 Cvicenie

1. Dana je kuzelosecka vseobecnou kvadratickou rovnicou
32% + 2xy + 3y® — 8w+ 4y — 4 = 0.

a) Homogenizujte dant rovnicu.

b) Urcte prienik projektivneho rozsirenia kuzelosecky s nevlastnou priamkou
z=0.

¢) Rozhodnite, ¢i ma kuzelosecka redalne nevlastné body.
d) Na zdklade poctu redlnych nevlastnych bodov urcte projektivny typ kuzelosecky.

e) Porovnajte vysledok so znamienkom
B? — 4AC
povodnej kvadratickej rovnice.

[322 4 22y + 3y? — 8z + 4yz — 422 = 0; 322 4 22y + 3y? = 0; Ziadny redlny nevlastny bod;
elipticky typ; B2 — 4AC = —32 < 0]

2. Dana je kuzelosecka

2? —day + 42 + 20 +4y — 3 =0.

a) Homogenizujte jej rovnicu.

b) Uréte nevlastné body projektivneho rozsirenia.

¢) Rozhodnite o type kuzelosecky podla poctu jej redlnych nevlastnych bodov.
d) Overte klasifikiciu pomocou vyrazu

B? —4AC.

[22 — day + 4y? + 222 + dyz — 322 = 0; Xoo = [2: 1: 0] je dvojndsobny nevlastny bod;
parabolicky typ; B2 — 4AC = 0.

3. Dand je kuzelosecka
r? —3y* — 2x + 6y — 5 = 0.

a) Homogenizujte jej rovnicu.

b) Urcte nevlastné body projektivneho rozsirenia.
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c¢) Urcte typ kuzelosecky podla poétu redlnych nevlastnych bodov.

d) Porovnajte vysledok s hodnotou

B? — 4AC.

[ — 3y? — 222+ 6yz — 522 = 0; Xoo = [V/3:1:0], Yoo = [~V/3: 1:0]; hyperbolicky typ;
B? —4AC =12 >0

4. Uvazujte vSeobecni kvadratickd rovnicu kuzelosecky
Ax* + Bxy + Cy* + Dx + By + F = 0.

a) Homogenizujte rovnicu.
b) Urcte rovnicu, ktori musia spliiat jej nevlastné body.

c) Ukéazte, Ze pocet redlnych nevlastnych bodov zavisi od diskriminantu

B? —4AC.

d) Formulujte klasifikdciu reguldrnej kuzelosecky podla znamienka tohto diskrimi-

nantu.

[Az? + Bay + Cy? + Dxz + Byz + F2? = 0; Az? + Bay + Cy? = 0; B2 — 4AC < 0:
elipticky typ; B2 — 4AC = 0: parabolicky typ; B? — 4AC > 0: hyperbolicky typ.]

5. Kruznica
k:a®+y*—22=0

je zobrazena projektivnou kolineaciou s maticou

I
N
o = o
— o o

a) Urcte obraz bodu
X=[zr:y:27

v tejto kolineacii.
b) Uréte inverzni maticu H .

¢) Dosadenim inverznej transforméacie do rovnice kruznice urcte rovnicu obrazovej

kuzelosecky k.

d) Uréte nevlastné body kuzelosecky &’ a na ich zdklade klasifikujte jej afinny typ.
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1
(X'=[z:y:a+z; H1=| 0
-1

: y? + 222 — 22 = 0; dvojnasobny nevlastny bod

oS = O
_ o O

[1:0:0]; parabola.]

6. Nech je kuzelosecka k v homogénnych stradniciach zapisand maticovou rovnicou
XTQX =0
a projektivna kolinedcia je dana
X' =HX, det H # 0.

a) Vyjadrite X pomocou X'.

b) Odvodte maticu @' obrazovej kuzelosecky
X/T Q/ X' =0.

c) Ukazte, Ze regularna kuzelosecka sa regularnou projektivnou kolinedciou zobrazi

opat na regularnu kuzelosecku.
X=H'X,Q =H TQH™'; det Q' = (det H)"%2det Q # 0.]

7. Vraftte sa k interaktivnemu appletu Obraz kruznice v kolineacii a k prikladu, v ktorom

sa kruznica zobrazuje perspektivnou kolinedciou na kuzelosecku.

a) Zvolte polohu tibeznice tak, aby obrazom kruznice bola elipsa, parabola a hy-

perbola.

b) V kazdom pripade zapiSte rovnicu obrazovej kuzelosecky z algebraického okna
GeoGebry.

¢) Homogenizujte ziskani rovnicu a urcte jej nevlastné body.

d) Porovnajte pocet nevlastnych bodov s polohou pévodnej kruznice vzhladom na
ubeznicu kolineacie.
e) Formulujte suvislost medzi geometrickou konstrukciou obrazu kruznice a analy-

tickou klasifikaciou vyslednej kuzelosecky.

8. Dand je kuzelosecka
52% + 9y? — 20z + 36y + 11 = 0.

a) Urcte jej typ podla kvadratickej Casti rovnice.

b) Vhodnou transforméciou siradnicovej sistavy upravte rovnicu na kanonicky

tvar.
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c¢) Urcte stred kuzelosecky a dizky jej poloosi.
d) Urcte linedrnu excentricitu e, siradnice ohnisk a numerickd excentricitu e.

—2)? 2)2
[(ZL‘ 9 ) —i—(y—; ) =1;9=[2,-2;a=3, b=1/5, e:2,5:%;F172:[2:t2,—2H

9. Dand je kuzelosecka

r? — 4 — 8y +12=0.

a) Urcte jej typ.

b) Vhodnou transforméciou suradnicovej ststavy upravte rovnicu na kanonicky

tvar.
c¢) Urcte vrchol, os paraboly a parameter p.

d) Urcte suradnice ohniska a rovnicu riadiacej priamky.
[(z—22=8(y—1);V=[21iose=2%p=4 F=[23)r: y=—1]
10. Dana je kuzelosecka
4a* — 9y* — 8z — 36y — 68 = 0.
a) Urcte jej typ podla kvadratickej ¢asti rovnice.

b) Vhodnou transforméciou sturadnicovej sistavy upravte rovnicu na kanonicky

tvar.
c¢) Urcte stred kuzelosecky a dizky jej poloosi.
d) Urcte linedrnu excentricitu e, siradnice ohnisk a numerickd excentricitu e.

e) Urcte rovnice asymptot.

_12 22
[(a:9 ) _(yz) =1;5=[1,-2];a=3, b=2, e =13, e = Y13,

Fio=[1+£V13,-2;y+2=+2(z—1)]

11. Vypocitajte uhol otocenia suradnicovej sistavy, ktorym odstranite zmiesany clen z

rovnice
22% + 3xy 4+ 2y° —4 = 0.
Rovnicu nésledne zapiste v novych suradniciach a urcte typ kuzelosecky.
2 2

lo=17; %uz + %1}2 =4, teda % + % = 1; elipsa.]

12. Transformujte na kanonicky tvar a urcte typ kuzelosecky
2* +xy +y* — 5z + 3y = 0.

Urcte aj jej stred.

[S =13 7—1;71]§ po otoceni o ¢ = 7: 9u? + 3v? = 98; elipsa.]
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13. Zistite, ¢i je kuzelosecka
22 —dry+ 4y + 2 —4dy+1=0
regularna alebo singuldrna. Rovnicu upravte na ¢o najjednoduchsi tvar a geometricky
interpretujte vysledok.
[(x — 2y + 1)? = 0; singuldrna kuzelosecka — dvojndsobna priamka x — 2y + 1 = 0.]
14. Zo zbierky Effa—Novotny: Ulohy z analytickej geometrie vyberte tilohu na transfor-

maciu kuzelosecky so zmiesanym ¢lenom a rieste ju pomocou postupu uvedeného

v tejto kapitole.

15. Uvazujte jednoparametricki sistavu kuzeloseciek
ky: 2+ M —dx +2y —1=0, AeR.

a) Zapiste maticu kvadratickej ¢asti rovnice a urcte jej determinant v zavislosti

od parametra .

b) Homogenizujte rovnicu kuzelosecky k) a urcte jej nevlastné body, t. j. priesecniky

s nevlastnou priamkou z = 0.

¢) Na zaklade poc¢tu redlnych nevlastnych bodov rozhodnite, pre ktoré hodnoty

parametra A ma kuzelosecka elipticky, parabolicky alebo hyperbolicky typ.

d) Porovnajte ziskanu klasifikdciu so znamienkom determinantu matice kvadratic-
kej casti.

e) Preskimajte osobitne hrani¢ny pripad A = 0. Upravte rovnicu na kanonicky

tvar a urcte zakladné geometrické prvky ziskanej kuzelosecky.

[det A = X; A > 0: elipticky typ; A = 0: parabolicky typ; A < 0: hyperbolicky typ; pre
A=0: (.’IJ - 2)2 = _2(y - 2)7 V= [27 %]]

16. Elipsa ma poloosi

Urcte linedrnu excentricitu e, numericktl excentricitu e, parameter p a siradnice

ohnisk, ak jej stred je v pociatku a hlavna os je totozna s osou .

e=3e=2p=18 Fo=[43,0]]

17. Pre elipsu je dand numericka excentricita

ot W
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a parameter

Urcte poloosi a, b a linedrnu excentricitu e.

18. Hyperbola ma poloosi

Urcte linearnu excentricitu e, numericki excentricitu €, parameter p, suradnice ohnisk

a rovnice asymptot, ak jej stred je v pociatku a hlavna os je totozna s osou .

le=5e=23p=120; Fip= (450} y = £32.]

19. Pre hyperbolu je dand numericka excentricita

£ = ?
-3
a parameter
16
p= 3
Urcte poloosi a, b a linedrnu excentricitu e.
[a=3,b=4, e=5]
20. Parabola méa kanonicktl rovnicu
y? = 12z

Urcéte parameter p, vzdialenost ohniska od vrcholu, stradnice ohniska a rovnicu
riadiacej priamky.

[p=6;d(V,F)=3; F=[3,0;r: z=-3]

21. Doplnte chybajice udaje:

kuzelosecka | a

elipsa 13| 5
elipsa 10| ?

N O V| D

hyperbola | 5 | 12
hyperbola | 7 | 8 | 10

[12,13: 8,213, 25 6, 3]

22. Porovnajte vztahy medzi parametrami elipsy a hyperboly:
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23.

e =a® -7, e? = a® + b*

Vysvetlite, prec¢o z nich vyplyva

0<exl
pre elipsu a
e>1
pre hyperbolu, ak
e
€= —.
a

[Pre elipsu e < a, pre hyperbolu e > a.]

Ukazte, ze parameter p mozno pomocou numerickej excentricity vyjadrit v tvare

p=a(l—¢e?

pre elipsu a
p=a(e*—1)

pre hyperbolu.
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8 Zaver

Cielom tejto ucebnice nebolo iba systematicky spracovat teériu kuzeloseciek. Chceli
sme ukéazat aj to, ako sa pohlad na ten isty geometricky objekt meni pri prechode od
euklidovskej a afinnej geometrie ku geometrii projektivnej a ako sa pritom stretavaju
geometrické, analytické a algebraické metddy.

Zacali sme afinnou rovinou a pripomenutim jej zékladnych pojmov. Doplnenim nevlast-
nych bodov a nevlastnej priamky sme presli k projektivnej rovine. Mnohé situacie, ktoré
bolo v afinnej geometrii potrebné posudzovat osobitne, tak dostali spoloény geometricky
ramec. Homogénne stradnice ndm umoznili pracovat s projektivnou rovinou analyticky
a neskor opisovat aj projektivne transformacie.

Osobitné miesto mala v nasom vyklade kruznica. Tento dobre znamy geometricky
utvar sa v projektivnej rovine ukazal v trochu inom svetle. Pri sledovani jeho obrazu
v kolineacii sme sa dostali k elipse, parabole a hyperbole. Zaroven sme mohli rozliSovat
medzi vlastnostami, ktoré zavisia od euklidovskej metriky, a tymi, ktoré sa pri projektivnych
transformaciach zachovavaji. Kruznica, elipsa, parabola a hyperbola sa tak prestali javit
ako Styri navzajom oddelené objekty a ukazala sa ich spolo¢né projektivna podstata.

Geometricky pohlad sme postupne doplitali analytickym opisom pomocou homogénnych
rovnic, matic a kvadratickych foriem. Maticové vyjadrenie transforméacii a kuzeloseciek
prepojilo geometrické tvahy s linearnou algebrou. Pri klasifikacii kuzeloseciek a ich prevode
na kanonické tvary sme sa potom vydali opa¢nym smerom: z rovnice sme sa vracali
ku geometrickym vlastnostiam prislusnej kuzelosecky. V priebehu ucebnice sme sa teda
viackrat stretli s tym istym objektom raz v geometrickej konstrukcii, inokedy v rovnici
alebo v maticovom vyjadreni.

Pri tomto pohlade na geometriu nam pomahali aj dynamické konstrukcie v prostredi
GeoGebra. Nesluzili ako nahrada matematického zdovodnenia. Umoznovali vsak menit
geometrickd situaciu, pozorovaf, ¢o sa pri tejto zmene deje, a porovnavat geometricky
obraz s jeho analytickym opisom. Na niektorych miestach boli iba ilustraciou preberaného
pojmu, inde mohli byf podnetom na experimentovanie a hladanie vlastnych odpovedi.

Tym sa moznosti skimania kuzeloseciek, samozrejme, nevycerpavaju. Konstrukcie
a postupy uvedené v ucebnici mozno dalej menit, dopliiat a skdSat v novych situdcidch.
GeoGebra je na takéto experimentovanie vhodnym prostredim. Pozorovanie na obrazovke

vsak moéze byt iba prvym krokom. Zaujimava geometricka otazka vznika najma vtedy, ked

163



sa z pozorovania stane hypotéza a zacneme hladaf jej matematické zdévodnenie.

Na zaciatku ucebnice sme sa na kuzelosecky pozerali predovSetkym ako na utvary
s rozdielnymi tvarmi a metrickymi vlastnostami. Projektivna geometria ndm umoznila
vidiet za tymito rozdielmi aj to, ¢o maju spolo¢né. Mozno prave v tom spociva jeden z
prinosov geometrie: znamy objekt mozeme vidiet z iného pohladu a medzi vecami, ktoré

sa na prvy pohlad zdaja odlisné, objavif spolo¢nu suvislost.
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