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Uvod

"Geometria je branou k porozumeniu sveta — ¢i uZ pomocou kruzidla, alebo matrice."

— anonymny geometer 20. storocia

Geometria nie je len vedou o tvare a priestore — je to jazyk, ktorym opisujeme pries-
torové vztahy a struktiry sveta okolo nas. V sicasnosti sa vyucba geometrie postuva od
vylucne syntetického ¢i ¢istého analytického pristupu k hlbsiemu porozumeniu pomocou
vizualizacie, dynamickej manipuldcie a projektivnych transformécii. Prave projektivna
geometria predstavuje elegantny ramec, ktory spaja klasicka euklidovskt geometriu s mo-
dernymi vizualizacnymi nastrojmi a digitalnym modelovanim a poniika zjednoteny pohlad
na geometrické objekty.

V tejto publikacii sa zameriavame na tematicky celok kuzeloseciek a kvadrik z hla-
diska analytickej aj projektivnej geometrie. Kuzelosecky — elipsy, hyperboly, paraboly —
st nielen zakladnymi objektmi vyssej matematiky, ale zaroven maju bohatt algebraick,
geometricki a vizualnu struktaru. Ich pritomnost nachadzame v optike, astronémii, archi-
tekture ¢i umelej inteligencii (napr. optimaliza¢né tlohy s kvadratickymi obmedzeniami).
Zovseobecnenim kuzeloseciek do priestoru vznikaji kvadriky — geometrické objekty so
sirokym vyuzitim v technickej praxi aj vo vypoctovej geometrii.

Koncepcia tejto publikacie vznikla ako snaha o prepojenie tradi¢ného vykladu s mo-
dernym chapanim geometrie ako stiboru vztahov invariantnych voci transformaciam. Pro-
jektivny pristup tu nezohrava len teoreticki tilohu — prave naopak — ukazuje, ze zdanlivé
Lvynimky“ v afinnom ponimani (napr. rovnobezné priamky sa nepretinaji) st v projek-
tivnej geometrii elegantne vyriesené. Kazdé dve priamky sa pretinajui, kazda kvadraticka
krivka ma jednotny algebraicky opis, a tibezniky sa stavaju prirodzenou stucastou analy-
tického jazyka.

Vyznamntu pozornost venujeme praci s homogénnymi siradnicami, kvadratickymi for-
mami a ich vyuzitiu pri popise kuzelosec¢iek v projektivnej rovine. Stucastou vykladu su aj
ukazky konstrukeii a vizualizacii pomocou dynamickych geometrickych systémov, predov-
setkym GeoGebry, ktoré umoznuji studentovi vlastnt manipuldciu a objavovanie geomet-

rickych suvislosti.
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Tento text nadvazuje na predchadzajicu publikaciu ,,Afinnd geometria — zobrazenia,
vizualizacie, aplikacie®, v ktorej bola polozena baza pre zobrazenia a suradnicovy aparéat.
Tato monografia je urcend nielen studentom ucitelstva matematiky, ale aj vsetkym,
ktori chci pochopif hlbsi zmysel geometrie kvadrik z hladiska ich jednotného analyticko-
projektivneho popisu. Verime, Ze text podpori nielen technické zvladnutie problematiky,
ale aj estetické a zazitkové vnimanie geometrie ako sucasti matematického myslenia a

kultary.



Kapitola 1

Pripomenutie pojmov

1.1 Vektorovy priestor

Motivacia: Afinny priestor mozno chapat ako ,priestor bez zac¢iatku“ — ne-
existuje v nom ziadny privilegovany bod typu ,nula“. Napriek tomu vieme v
takomto priestore porovnavat pozicie bodov pomocou vektorov. Nasledujice
definicie a priklad ukazuju, ako mézeme vytvorit afinny priestor z rovinného

zadania — ako mnozinu bodov vybaveni vhodnou vektorovou struktiarou.

Definicia 1.1.1

Nech T' je komutativne teleso. Mnozinu V nazveme vektorovy priestor nad te-

lesom T prave vtedy, ked st na V' definované dve operacie:

1. Sc¢itanie vektorov:
Tubovolnej dvojici vektorov 4, v € V je jednoznacne priradeny sucet (vektor)

ut+veV.

2. Nasobenie skalarom:
pre Iubovolny vektor @ € V a skalar a € T je jednoznacne priradeny sicin

au €V.

Zaroven musia byt splnené nasledujice vlastnosti:

o Struktira (V,+) je komutativna grupa,
o plati distributivnost: (a + )4 = atl + bil, a(d + U) = ai + av,

e pre jednotkovy prvok skalarneho nasobenia 1 € T' plati: 1 -4 = 4.
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Priklady vektorovych priestorov
1. MnoZina R? vSetkych usporiadanych dvojic redlnych ¢&isel s operdciami

o séitania usporiadanych dvojic: (a1, as) + (b1, b2) = (a1 + by, as + bs),

o néasobenia: k - (ay,as) = (kay, kas).
(tzv. aritmeticky vektorovy priestor R? nad telesom redlnych ¢isel)

2. Mnozina orientovanych useciek (vektorov) spolu s operaciou s¢itania vektorov a na-

sobenia redlnym ¢islom.

Dokézte, 7e uvedené Struktury spliiaji vietky podmienky vektorového priestoru.
3. Na mmnozine V usporiadanych trojic
V= {(3717352,953) € R ay + 19— 225 = 0}

stu dané: operacia sc¢itania trojic "po zlozkachéa obvyklé nasobenie trojic skaldarom.

o Dokazte, ze (V,+.-)je dvojrozmerny vektorovy priestor nad polom R.

o Urcte jeho bazu. (Dva linedrne nezavislé vektory.)
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1.2 Afinny bodovy priestor

Afinny priestor je usporiadané trojica (A,V, f), kde:
1. A je nepréazdna mnozina bodov (nazyvand tiez afinny nosic),
2. 'V je vektorovy priestor nad polom R,

3. f: Ax A — V je zobrazenie definované predpisom f(X,Y) = XY, ktora

kazdému usporiadanému paru bodov priradi vektor (tzv. vektor rozdielu).
Této aplikicia spliia:
(A1) Pre vetky X,Y,Z € Aplati: XY +YZ = XZ.
(A2) Pre kazdy bod X € A a kazdy vektor @ € V existuje prave jeden bod Y € A

taky, 7e XY = .

. J

Poznamka 1.2.1

Poznamky k definicii:

1. Axioma (A1) zabezpecuje ,vektorovu transitivitu* medzi bodmi.
2. Axioma (A2) definuje moznost ,posunu Tubovolného bodu o dany vektor.

3. Vektorovy priestor V sa nazyva zameranie (alebo transla¢ny priestor) afinného

priestoru.
4. Ak dim(V) = n, hovorime o n-rozmernom afinnom priestore.

5. Vektorovy priestor V je urceny len do izomorfizmu, ale geometricky ho mozeme

chapat ako ,Struktiru smerov® v priestore.

6. Funkcia f(X,Y) = XY nie je ,rozdiel bodov* v klasickom zmysle — ide o
abstraktni operaciu s geometrickym vyznamom. Zaroven k nej existuje dualna

operacia g(X,u) =Y, ktord vyjadruje ,,pridanie” vektora k bodu.

Dvojica operdcii f(X,Y) = XV a ¢g(X,@) = Y st navzdjom inverzné vo

svojom posobent:

g9(X, X_’Y) =Y, azaroven f(X,g(X,u))=1u
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Priklad 1.2.1

Nech A C R? je rovina s parametrickym opisom:
A={(z,y,2) €R® |z +y+2=1}

anech V={(z,y,2) eR¥ |z +y+2=0}
Dokazte, ze (A,V, f) je afinny priestor s f(X,Y) = Y — X (vektorovy rozdiel).
Overte axiomy (Al), (A2).

:B1—|—1132—2:]33:5

Obr. 1.1: Dvojrozmerny afinny priestor: xy + x9 — 223 =5

Riesenie. Musime overit platnost podmienok (A1) a (A2).
(A1) VX,Y,Z € Aplati XY +Y7 = X7
(A2) VX € A,u €V existuje prave jeden bod Y € A, pre ktory f(X,Y) =

H .
XY =u.
1 Nech
1 1 1
X = |:m17372v§($1 + 22 _5):| 7Y = |:y17y2a§(yl +y2 —5):| ’Z: [21’22,5(21 + 29 _5):| ,
potom
Yy +yY2—95 T1+T2—5 — )+ (4o —
XY = (yl — T1,Y2 — T2, n 22/2 N 1 22 > — (yl —T1,Y2 — To, (yl 1) 2 (y2 2))

ﬁ=<21—y1722—y2, ! 22 -0 32/2 )Z(zl_yl’@_y%(l y1)2(2 y2>'

Po s¢itan{ dostaneme pozadovany vysledok - podmienka (A1) je splnena.
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2 Nech je dany bod X = [z1, %2, 5 (21 + 22 — 5)] a vektor @ = (uy, ug, 5(u1 + u2)). Potom zrejme

existuje bod

1
Y = |21 +ug, 22 +U27§(($1 +uy) + (x2 +u2) — 5)|,

pre ktory plati f(X,Y) =Y — X = )ﬁ = 4. Teda zobrazenie fp = f(P,X) je surjektivne -
'na'". Ukdzeme, Ze zobrazenie f je prosté zobrazenie (injektivne). Nech X,Y € A si lubovolné
dva rdzne body a nech @ = (uy,us, %(ul + ug)) je pevne zvoleny vektor mnoziny V. Potom je

(1 # y1) V (22 # y2) a zrejme aj obrazy

f(P,X)= (Pl — T1,p2 — X2, % (p1 —z1) — (p2 —5U2))>

1
f(PY) = <p1 —YLP2— Y25 (p1—y1) — (p2 — y2))>
st dva rozne body. Teda zobrazenie fp = f(P, X) je prosté.

Odtial dostédvame, Zze podmienka (A2) je splnena.

]

Poznamka 1.2.2

Afinny priestor mozeme konstruovat nielen v celom R”, ale aj na podmnozinéach,
ktoré spliiaju isté geometrické alebo algebraické vlastnosti. Nasledujici priklad uka-
zuje, ako mozno definovat afinny priestor na vetve hyperboly, pricom zmysel vekto-

rového rozdielu zachytime len cez jednu stradnicu.

.

Priklad 1.2.2

Nech a,b > 0 a nech mnozina

(.

2 2

T Y
A={en e S 1,0 < )

predstavuje lavi vetvu hyperboly. Zavedme zobrazenie f : A x A — R predpisom:

I (1, 1), (72, 42]) = y1 — v

Potom (A, R, f) tvori jednorozmerny afinny priestor.

-~
|\

Doplnujuce informacie k prikladu 1.2:
1. Mnozina A nie je linearny priestor ani jeho podpriestor, no vyber bodov umoznuje

dobre definovat vektorovi operaciu.

2. Zobrazenie f urcuje vektorovy rozdiel len cez y-ovi zlozku — teda ide o projekciu

zmeny vysky:.
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3. Tento priklad ukazuje, ze afinnd Struktira moze byt zavedena aj netradic¢ne, pokial

su zachované zakladné axiomy.

Riesenie. Ukézeme platnost podmienky (A1) a dékaz platnosti podmienky (A2) prene-

chavame citatelovi.

(A1) Pre Iubovolne zvolené tri body A[x,, ya], Blzs, Y], Clxe, ye| z definicie zobrazenia f
plati: (Otvorte si applet k obrazku 1.2)

f(A7B) = f ([xayya] ) [$b7yb]) =Ya — W

f(B,C) = f([xo, 9] s [Te; ye]) = Yo — Ye

po dosadeni dostaneme

f(A’ C) = f([$a>ya] ) [xc,ch =Ya — Yec = f(A’ B) —i—f(B,C). O

Hyperbola (a,b)

Obr. 1.2: Afinny priestor - hyperbola Applet otvorite Tu

(A2) Preskumajme ako vyzeraju vektory priestoru V. Podla definicie zobrazenia f, kazdé
redlne ¢islo reprezentuje vektor vo vektorovom priestore afinného priestoru A a

naopak. Podmienke
VA[xa,y.) € A, U € R existuje prave jeden bod B € A, pre ktory f(X,Y) = E,

zrejme vyhovuje bod Blzy, y, + u]. Prvi stiradnicu x;, ur¢ime z podmienky, ze bod

B je bodom hyperboly v II. alebo v III. kvadrante.


https://www.geogebra.org/m/m3grcpqb
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1.3 (Ne)parametrické vyjadrenie podpriestoru

Nech A™ = (A, V, f) je afinny priestor nad potom R, kde f([X,Y]) =Y — X je obvykla

operacia odcitania n-tic.

Definicia 1.3.1

Neprazdnu podmnozinu A" : A" C A nazyvame afinny podpriestor resp. linedrna

varieta afinného priestoru A, ak existuje vektorovy podpriestor V' C V, pricom plati
LVX,Yed XY =Y -X)eV

2. VX e A VueV : (X+u) eA

\ J

Pre Iubovolny bod X patriaci k-rozmernému podpriestoru A’ = A* a pre jeho strad-
nice [, xg, - - - x| platia vztahy 1.3. Koeficienty (a4, - - - , ay;) pri parametri ¢; si suradnice
vektora @; v kanonickej baze (€1, &, - , &) vektorového podpriestoru V/ = V*.

Parametrické rovnice podpriestoru A* maji znadmy tvar

1 = aq —i—a11t1 + - +a1ktk

Ty = Qg + agity + - - + agty

(1.1)

Tp = an+an1t1 + +anktk

V maticovom tvare

1 ay ailr a2 .01 th
T as Q21 Q22 ...0A2k to

- + (1.2)
Tn (07 ap1 Ap2 . ..0pk tk

V afinnom priestore A" mozeme linedrne podpriestory A¥ C A" vyjadrit aj nepara-
metricky pomocou sustavy p linedrnych rovnic s n neznamymi. Ich pocet je zavisly od
dimenzie podpriestoru k£ a od dimenzie daného priestoru n. Musi byt splnend rovnost:

p =n — k. V stredoskolskej analytickej geometrii sa stretavame s pripadmi:

1. Priamka (k = 1) leziaca v rovine (n = 2) je vyjadrend jedinou linedrnou rovnicou

s dvoma neznamymi.

2. Bod (k = 0) je chapany ako prienik dvoch priamok, teda mdze byt vyjadreny ako

sustava dvoch linedrnych rovnic.

3. V afinnom priestore A® rovina (nadrovina (k = 2)) je vyjadrend jedinou linedrnou
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rovnicou s troma neznamymi. Priamka je uré¢end dvomi rovnicami.

Priklad 1.3.1

Najdite parametrické aj neparametrické vyjadrenie roviny v A3, ktord prechddza

bodom A = [1,2,3] a ma smer 4 = (—5,6,4),7 = (2,—1,0).

Riesenie. Pouzijeme metodu "step by step'. Parametrické rovnice maju tvar

r=1-—5t+2s
y=2+6t—s (1.3)
z =3+ 4t

z—

43 a dosadit do 1. a 2. rovnice

Zo vztahov linedrnej stustavy (1.5) mozeme vyjadrit ¢t =

tejto sustavy. Po tprave dostaneme stustavu dvoch linedrnych rovnic:

dr =4 —5(z —3) + 8s

2y=4+3(2—3) —2s (14)

Z kazdej rovnice sustavy (1.6) modzeme vyjadrif parameter s a ich porovnanim ziskame

len jednu (vSeobecnii/neparametrickd) rovnicu.
dr+8y—Tz+1=0 (1.5)

O

Tito rovnicu nazveme neparametrické vyjadrenie roviny v afinnom priestore A3.

Sposob pouzity v tomto priklade nazyvame elimina¢na metéda. Eliminovali sme para-
metre ¢, s v stistave (1.5).

Riesenie je tiez prezentované appletom na GeoGebra serveri Tu.

Poznamka 1.3.1

Ak je v afinnom priestore A" definovany skalarny sucin, tak ho budeme nazyvat

euklidovskym priestorom a symbolicky ho budeme oznacovat ako [E". Podrobnejsie

informécie ndjdete v praci [HAN, 2025].

Linearne podpriestory s danou dimenziou

1. Afinny podpriestor dimenzie 1 sa nazyva afinna priamka.
2. Afinny podpriestor dimenzie 2 sa nazyva afinna rovina.

3. Afinny podpriestor dimenzie n-1 sa nazyva nadrovina.


https://www.geogebra.org/m/a4jyuvdv
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4. Zrejme priamka je zaroveni nadrovinou v priestore A? a rovina je nadrovinou v A3,

Neparametrické vyjadrenie priamky a roviny

V euklidovskom priestore E™ priamka je jednoznac¢ne urcena prave jednym z dvoch spo-
sobov
1. dvoma roznymi bodmi

2. bodom a smerovym vektorom

V euklidovskom priestore rovina je jednoznacne urcend prave jednym z dvoch sposobov

1. troma nekolinedrnymi bodmi

2. bodom a dvoma smerovymi vektormi
Ur¢it neparametrickd rovnicu priamky ako nadroviny v E? moézeme aj inym ako elimi-
na¢nym sposobom. Napriklad mozeme vyuzif vlastnost linearne zavislych vektorov. Pre

neparametrické vyjadrenie priamky sa pouziva aj ndzov vSeobecna rovnica priamky.

A. Vyuzitie determinantu

Zvolme Tubovolny bod X = [z, 2] patriaci priamke, ktord je uréend dvoma roznymi
bodmi A = [ay, as], B = [b1, bs]. Potom plati

XA=k 4B (1.6)

kde k je odpovedajici skalar (redlne ¢islo). Pozrite si obrazok 1.3, ktorému odpoveda
interaktivny applet na adrese geogebra.com.

Z linedrnej algebry (praca [ZLA, 2011]) vieme, Ze rovnost (1.8) je splnend prave vtedy,
ak determinant v rovnici (1.9)

R (1.7)

b1 — ay bQ — Q9
je singuldrny tj. je rovny nule. Upravou rovnice (1.9) dostaneme vSeobecnii rovnicu priamky
(b2 — CLQ)I — (bl - al)y — (bz - CLQ)CLl - (bl — al)ag =0

Ak priamka je uréend jednym bodom A = [aj, as] a nenulovym vektorom 4 = (uq,uz),

tak v rovnici (1.9) stac¢i polozit

bl—alzul,bg—a2:u2.


https://www.geogebra.org/m/yugmuv7e
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p=AB:2zx+4y—14 = 0

Pohyb bodom X
o

Obr. 1.3: Priamka ur¢end dvoma roznymi bodmi
B. Vyuzitie normalového vektora
Koeficienty a, b, ¢ vo vSeobecnej rovnici priamky
ar+by+c=0 (1.8)

predstavuji suradnice normalového (kolmého) vektora @ = (ny,n2) na smerovy vektor
@ = (u1,up) priamky. Pomocou skaldrneho sic¢inu v rovnici 7 x @ = 0 lahko uréime
suradnice norméalového vektora. Staci prehodit a zmenit jedno znamienko pri siradniciach

vektora 4. Napriklad staci polozit

(n1,m2) = (—u1, us)

Analogicky mdzeme postupovat pri rovine v euklidovskom priestore E3. Viac informécif
najdete napriklad v praci [HAS, 2020].

C. Vseobecna rovnica nadroviny

Pojmy pouzivané v tejto casti vychddzaju z prace [HAN, 2025]. Nadrovina p v afinnom

priestore A" je jednoznacne urcena n linearne nezavislymi bodmi Ag, Aq,--- A,_1.

Nech nadrovina p je urcena linearne nezavislymi bodmi Ay, Ay, --- A,,_1, ktorych

stradnice st A; = [a;1, iz, -+ , @i, © = 0,1,--- ;n—1. Potom stradnice lubovolného

bodu X = [z1, 2, - - - ,x,] nadroviny p spliiaji rovnost 1.9.
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T Lo« -+ Ty, 1
ao1 agy -+ ag, 1
=0 (1.9)
Ap—-11 An—-12°"" QGp-1n 1
Dokaz. Staci dokazat, ze rovnica
T Lo« -+ Ty, 1
ao1 agy -+ ag, 1
=0
p—11 Qp-12°"*" QAp_1n 1
je ekvivalentnda s rovnicou
1 — ao1 Ty — Qo2 * - - LTy — Qon
a1 — Qo1 Q12 — Qo2 * -+ Q1n — Qon
=0
Gp—1,1 — Qo1 An—12 — Ap2°** OGp—1n — Aon

To vyplyva z vety o rozvoji determinantu z rovnice (1.11) podla posledného stipca. Pred-
tym vsak musite druhy riadok odpocitat od zvysnych riadkov. Prvy minus druhy, treti

minus druhy, ... O]

D. Vyuzitie zmiesaného suc¢inu vektorov

Priklad 1.3.2

Pouzitim zmiesaného si¢inu urcte vzdialenost bodu A[2;3; 4] od roviny e:

r1 =2 — 3t + 2u,
€ qxy =342t —u,
r3 =2+1t+ 4u.

Riesenie. Mame dva smerové vektory roviny e:

U = (=3,2,1), #h=(2,—1,4).
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Normaélovy vektor roviny je dany ich vektorovym sicinom:

ik
n=1|-3 2 1
2 -1 4
RozloZzme determinant:
n=1 -7 +k
-1 4 2 4 2 -1

Vypocitajme determinanty:

2 1
T =8+1=9,
—3 1
2 4:<_3'4)_(1'2):—12—2:_147
-3 2
, =3 ) - @) =3-d= 1

Dostavame normalovy vektor:
= (9,14, -1).

Teraz upravme vzdialenost bodu A(2,3,4) od roviny:

o
PA - il
7]

d:

—
Suradnice bodu P2, 3, 2] ziskame dosadenim ¢ = u = 0. Vektor PA = (0,0, 2),

o
PA-ii=0-940-1442-(=1) = —2.

17| = /9% + 142 + (~1)2 = V8L + 196 + 1 = V/2T8.

Odpoved:
g -2/ 2
V278 V218

Kolinearnost bodov a vektorov
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Definicia 1.3.2

Bod C' je kolinearny s bodmi A a B, ak lezi na priamke urcenej bodmi A a B, t.j.
C e jﬁ . Trojica bodov A, B, C' je kolinearna, ak existuje redlne cislo A\ také, ze:

AC = \AB.

. J

Kolinearnost je najjednoduchsi geometricky vztah medzi tromi bodmi — incidencia s jed-
nou priamkou. Ak body nie su kolinearne, hovorime, Ze s nekolinearne a urcuja troju-
holnik.

Vektory @, ¢ st linedrne zavislé (kolinearne), ak existuje A € R, ze @ = A\v.

Kolinearnost bodov je mozné algebraicky overit pomocou vektorového rozdielu:
AB || AC — AB = \AC.

Tento pristup je obzvlast uzitocny v analytickej geometrii alebo pri vypoctoch.

Priklad 1.3.3

Rozhodnite, ¢i st body A = (1,2), B = (3,6),C = (5, 10) kolinedrne.

RieSenie. Vypolitame vektory AB = (2,4) a AC' = (4,8). Zrejme AC = 2 - AB, takie

body st kolinedrne. O

Poznamka 1.3.2

Alternativne mozeme vyuzit determinantovi podmienku:

T — XA To—X
det B 4 e A =0.
YB —Ya Yc —Ya

Tato metdda sa casto vyuziva v informatike a programovani pri rieSeni polohovych

uloh.

Historicky kontext

| (
.

Myslienka kolinearnosti bola implicitne znama uz v Euklidovych Zdkladoch, kde
sa pracovalo s priamkami a ich priesecnikmi. Algebraické testy kolinearnosti sa
objavili az s rozvojom analytickej geometrie v 17. storo¢i u Descarta a Fermata,

pricom determinant ako nastroj sa udomacnil az v 19. storoci.
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1.4 Cviéenie

Vektory

1. Skalarny sucin je definovany ako
Ty =1y — 2T1Y2 — 2x2y1 + T2y,

kde 7 = (z1,x2), ¥ = (y1, y2). Urcte velkost vektora 4 = (2,4)

2. Nech f je bilinedrna forma na priestore R? definovand vztahom:

f(z,y) = 2191 + T2ys + Ta2ys + T3ye + 223Ys.

(a) Overte, ze f je skalarny sucin.
(b) Overte, ¢i st vektory = = (1,—-3,2) ay = (2,1, —1) ortogonalne.
(¢) Uréte ortogonalny doplnok podpriestoru W = {(1,2,—1)}.
3. Vypocitajte skalarny sucin, velkosti a odchylku vektorov @, 5, ak viete, ze
(a) @=(8,4,1), b=(2,-21),
(b) @=(2,5,1), b=(3,-2,4).

4. Urcte, pre aku hodnotu parametra a su vektory a + od;, @— ab ortogonalne, ak
@l = 3, [|b]| = 5.

5. Vypocitajte velkosti vniatornych uhlov trojuholnika s vrcholmi
A=1[6,-4,6], B=[-1,-4,5], C=]2,—4,9].

6. Zistite, ¢i stvoruholnik s vrcholmi
K =15,2,6], L=1[6,4,4], M=14,3,2], N =][3,1,4] je stvorec.

7. Vektor 7 je kolmy na vektory a@ = (3,2,2), b = (18,22, —5) a so osou o, zviera
tupy uhol. Vypoditajte jeho suradnice, ak ||Z]| = 14.

8. Vypocitajte vektorovy sucin a x b:

(a) @

(b) @=(—3,0,—1),b=(2,—1,-1).

(_27 17 _3)7 g: <_17 27 2)7

9. Zistite, aky uhol zvieraji vektory @, 7, ak ||@]| = 2, || =4 a @ = @ + 7;b = 3@ st

na seba kolmé.
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10. Uréte velkost vniitorného uhla pri vrchole A v trojuholniku ABC, ak A[0; 1], B[v/3; 0],
C'0; 3].
11. Dany je trojuholnik ABC'. Vypocitajte skalarny sucin a - g, ak

i=B-A b=C—-B, |[BC|=5 |AC|=6, |AB|=T1.

Afinny priestor

1. (a) Zistite, ¢i usporiadand trojica (A;V; f) je afinnym priestorom, ak
A={[ry, 1] € R? | 3 = x,%}
V=R
FiAXASYV
[ [[901@2@3} ; {91792,93}} = [951 - yl}
(b) Dokazte,ze A" = {(0,z,0,1) | z € R} je afinny podpriestor priestoru A3 = (A,V, f),
kde
A= {(21, 29,73, 14) ER* | 24 = 1}

V = {(x1,79,23,24) €R* | 24 =0}
a f je odcitanie po zlozkach.
(c¢) Uréte vzajomnu polohu priamok p = [A; ] a ¢ = [B;v] v afinnom priestore As:

a) A = [17273]7{[: (1a_37 2)7B = [07571]727: (_2767_4)
b) A= [17_374]7ﬁ: (2727 _1)78 = [3707_1]76\: (07173)

2. (Ne)parametrické vyjadrenie afinnych podpriestorov

(a) Napiste vSseobecnt rovnicu roviny 7, ktord je dand parametricky:

r=1+2u— 3v,
y =14 3u—4v,
z=3—u+2v,
kde u,v € R.
(b) Vseobecnt rovnicu nadroviny Stvorrozmerného afinného priestoru prepiste do

parametrického tvaru:

22L’1+l’2—2$3+$4—3:0.
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(¢) Napiste vSeobecni rovnicu:
a) priamky urcenej bodmi A[1;2], B[—3;5],
b) roviny urc¢enej bodmi A[2;1; —2], B[4; —3;1], C[—3;2;4].

Euklidovsky priestor

1. Napiste vSeobecnu rovnicu roviny ¢, ktora je urcena bodmi A, B a na suradnicovej

osi z vytina tsek dizky 4:

A[-1;3;4], B[2;—-3;—1].

2. Napiste vseobecnu rovnicu priamky, na ktorej lezi vyska v, trojuholnika ABC kde
A[2;5], B4;2], C[1; -2

3. V Ej3 napiste vSseobecnu rovnicu roviny [, ktora prechadza priamkou p a je kolma

na rovinu «:

p: X =1[2;3;0] +¢(1;0; 1),

o :x]—Tog+ 203 —4=0.

4. Napiste vSeobecnii rovnicu roviny prechadzajicu bodom M|[1;2;1], ktord ma od
bodov M;[2;3; 2], Ms[4; 5; —4] rovnaki vzdialenost.

5. Napiste vSeobecnt rovnicu nadroviny, ktord prechadza bodom M a je kolma na
priamku p:
MI[2; -1;1;1],

p: X =[7;1;4;=2] +t(3;2; —2;1).

6. V Ej3 napiste vSeobecni rovnicu roviny [, ktord prechadza priamkou p a je kolma

na rovinu a:
p: X =(2;3;0] +¢(1;0; 1),

a:x]—Tog+ 203 —4 =0.

7. Pouzitim zmiesaného stcinu urcte vzdialenost bodu A[1; —2; 3] od roviny e:

r1 =2 — 3t + 2u,
€ qxy=3+2t—u,
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Urcte velkosti vysok trojuholnika K LM, ak:

KL:x24+y—1=0, KM:x—-2y—5=0, LM:3x+y=0.

8. Rozhodnite, ktoré z nasledujucich trojic bodov st kolinearne:

() A=(-1,1),B = (0,0),C = (1,2)

Pouzite oba pristupy — vektorovy aj determinantovy.

25
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Kapitola 2
Projektivne priestory

Motivacia: Uz staroveki grécki geometri pozorovali zvlastnosti ,rovnobe-
ziek® pri skimani perspektivy. Prec¢o sa rovnobezné priamky zdaju zbiehat do
jedného bodu na horizonte? Odpoved na tuto otazku podnietila vznik projek-
tivnej geometrie — matematického jazyka pre to, ¢o vnimame opticky, ale ¢o
klasicka euklidovska geometria nevie vyjadrit v ramci svojich pravidiel. Pro-
jektivny priestor je rozsirenim nasho vnimania sveta a zaroven nevyhnutnym

nastrojom pre porozumenie kuzeloseckam a kvadrikdm z jednotného hladiska.

Historicky kontext

Zéklady projektivnej geometrie polozili Desargues a Pascal v 17. storo¢i, ked sa
pokusali formalizovat zdkonitosti perspektivneho zobrazovania. Ich diela sa vsak
stali vSeobecne zname az v 19. storoc¢i vdaka pracam Ponceleta a Mobiusa, ktori

vytvorili novy geometricky jazyk — jazyk bodov v nekonecne a jednoty kuzeloseciek.

Projektivna rovina meni pohlad na geometriu: v nej sa rovnhobezné priamky pretinaja
a body ,v nekoneéne® prestavaju byt abstraktnym tnikom. Tato kapitola nés zavedie do
priestoru, kde sa zjednocujui rozne triedy kriviek a kde kuzelosecky nadobtidaju elegantny

algebraicky tvar.

V praci [HAN, 2025] sme ukazali, Ze Iubovolny bod euklidovského priestoru E" =

(A,; V,,; —) sa da vyjadrit pomocou jeho simplexu. Uviedli sme vetu:

27
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Veta 2.0.1

Lubovolny bod X € E" sa d4 jednoznac¢ne vyjadrit v tvare

X:I00+JI1E1+"'+TL’”ER,

kde zo+ 21+ +z,=1a8={0, E, ..., E,} je simplex afinného priestoru E".

Predchadzajtca veta plati len pre body euklidovského priestoru E”. Body
E, =11,0,...,0],...,E,=1[0,0,...,1]

simplexu S su koncové body stradnicovych vektorov OE; (¢ = 1,...,n) ortonormélne;
bazy vektorového priestoru V,,. Vo vSeobecnosti definujeme linearne nezavislé body na-

sledovne:

Definicia 2.0.1

Body Ay, ..., Ay euklidovského priestoru E™ nazveme linedrne nezavislé, ak si vek-

tory Ay As, A1As, ..., A1 A linedrne nezavislé vo vektorovom priestore V,,.

Predstavme si, ze mame mnozinu vSetkych bodov rovinnej paraboly. Takato parabola
ma aj jeden nevlastny bod, ktory nepatri euklidovskej rovine a neda sa vyjadrift pomocou
suradnic vhodného simplexu. Na obrazku 2.1 je applet, v ktorom takyto nevlastny bod je

urceny priamkou x = —1 alebo vektorom « = (0, 1).

A N TP SN O i

SRR
Obr. 2.1: Parabola — kvadraticka funkcia

Aktivaciou appletu na adrese www.geogebra.org vymodelujte viaceré nevlastné body

pre rozne kvadratické funkcie — paraboly.


https://www.geogebra.org/m/tkhn8qpy
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Poznamka 2.0.1

Nevlastné body nepatria do euklidovského priestoru E? a nedaji sa redlne vyjadrit
len pouzitim klasickych stiradnic. Preto sa v tejto kapitole zameriame na rozsirenie

euklidovského priestoru na projektivny priestor, v ktorom uz mézeme vyjadrit aj

nevlastné body pomocou redlnych homogénnych siaradnic.

2.1 Stredova kolineacia

Motivacia: Kazdy, kto niekedy kreslil 3D kocku na papier, intuitivne pouzil
princip stredovej kolinedcie. Preco sa kocka javi ako ,skreslena“? Stredova
kolineacia vystihuje zobrazenie z priestoru na rovinu — tak, ako ho pozname z
fotografie, malby ¢i architektury. Je to most medzi euklidovskou geometriou a

vizualnym vnimanim priestoru.

Nech st dané dve roéznobezné roviny o, o v euklidovskom priestore E2. Zvolme bod

S € E3, ktory nepatri ani jednej z rovin. Nech o je ich priese¢nica. Pozrite obrazok 2.2.

Definicia 2.1.1
Zobrazenie

d:a—a; A A,

kde body S, A, A’ st kolinedrne, nazyvame stredovd kolinedcia. Bod S sa nazyva

stred kolineacie, priamka o prieseCnica rovin «, ' sa nazyva os kolineacie.

Obr. 2.2: Stredova kolinedcia roviny « do roviny «/. Applet Tu.


https://www.geogebra.org/m/vzzr5mzz
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V stredovej kolineécii plati:

1. Kazdy bod A € a, A # U, méa obraz A’ € o/, pricom body S, A, A’ lezia na jednej
priamke.

VAea\{U} = A € d

2. Existuje bod U € a, pre ktory je ﬁ] | o/, a ktory sa zobrazi do nevlastného bodu

o'

U—Uy€d
Takyto bod U nazyvame dbeznik 1. druhu. Naopak, obrazom nevlastného bodu
z a moze byt vlastny bod V' € o/, pricom V, — V' — tento bod V' nazyvame
ubeznik 2. druhu.

Priamky, ktoré st obrazom alebo vzorom nevlastnych priamok, nazyvame tibeznice.

Poznamka 2.1.1

Stredova kolineacia sa v projektivnej geometrii nazyva aj perspektivna koline-

acia.

Perspektivnu kolinedciu medzi rovinami «, o’ mozeme previest do jednej roviny T,
ktora je roznobezna s oboma. Rovnobezné premietanie zachovava kolineaciu i deliaci po-

mer.

Obr. 2.3: Perspektivna kolinedcia z roviny « do roviny o/ zobrazend v jednej rovine 7.

Takto definovant kolineaciu oznacujeme:

K(S,0,A— A"
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t. j. je urcend stredom S, osou o a korespondujicou dvojicou bodov A +» A’.

Priklad 2.1.1

V perspektivnej kolineécii (.S, 0, A — A’) zostrojte obe uibeznice.

Riesenie. Riesenie formou konstrukcie ,krok za krokom® najdete Tu. ]

Obr. 2.4: Konstrukcia ubeznic v kolineacii

Poznamka 2.1.2

 Perspektivna kolinedcia v [E3 je bijekcia medzi bodmi dvoch rovin a, o
e Obraz priamky a jej vzor sa pretinaju v osi kolineacie.

e Deliaci pomer nie je invariantom kolineacie, ale dvojpomer ano.

2.2 Idealne body

V tejto praci budeme nevlastné body oznacovat ako idealne body a mnozinu vsetkych
nevlastnych bodov ako ideadlnu priamku. Zavedenie tychto prvkov prirodzene vychadza
z pojmu rovnobeznosti — kazda trieda rovnobeznych priamok méa spolo¢ny idedlny bod.
Uvedieme zakladné definicie, ktoré zohravaja klicova tlohu pri algebraickom skimani

kuzeloseciek a kvadrik.


https://www.geogebra.org/m/w3nwmcsr
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Definicia 2.2.1

Nech E? = (A, V5(R), —) je euklidovskd rovina (afinny 2-rozmerny priestor, v ktorom
je definovany skaldrny stcin).

Idealnym bodom rozumieme jednorozmerny vektorovy podpriestor smerového
priestoru V(R).

Idealna priamka je mnozina vsetkych idealnych bodov tejto roviny.

Didakticka poznamka. Zavadzanie pojmu idealny bod vo vyucCovani geomet-
rie je ¢asto vyzvou — odporuca sa kombinovat analytické, konstrukéné a vizu-
alizacné pristupy.Idealne body reprezentuji ,smer” — teda triedu vsetkych
priamok s rovnakym smerovym vektorom. V projektivnej rovine sa tieto body

spajaju do jednej priamky ,na nekonecne”, ktori nazyvame idedlna priamka.

Pripomenme si, ze afinny priestor A" = (A, V,,(R), —) je definovany pomocou neprézd-

nej mnoziny bodov A a vektorového priestoru V,,(R).

Pre kazdy vektor v € V,,(R) existuju body A, B € A také, ze v = B — A.

Rozsirme euklidovsky priestor E" o vsetky idedlne body. Ziskame tak novy, (n +
1)-rozmerny projektivny priestor. Idedlny bod je v tomto priestore jednoznacne urceny

smerovym vektorom priamky. V tejto kapitole sa sustredime na pripady n =2 an = 3.

Euklidovsky priestor E? rozsireny o vsetky idedlne body a idedlne priamky nazveme
projektivny priestor. Projektivne rozsirenie roviny E? nazveme projektivna ro-

vina a oznac¢ime ju symbolom Es.

Poznamka 2.2.1

Kazdy idedlny bod v E? je uréeny svojim smerovym vektorom, t. j. jednorozmernym

podpriestorom V5(R). Podobne, v E? m4 idealny bod tiez vektorovy charakter a

idealna priamka je dvojrozmerny podpriestor.

Poznamky

1. Linearne zavislé nenulové vektory urcuju ten isty idedlny bod. Dve roéznobezné

priamky urcuju rézne idealne body.
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2. Nevlastné (idedlne) prvky nemaju niektoré vlastnosti vlastnych prvkov — nemozno

napriklad hovorit o ich smere alebo o velkosti tsecky na idedlnej priamke.

3. V E3, idedlnym bodom rozumieme jednorozmerny podpriestor V3(RR), idedlnou priam-
kou dvojrozmerny podpriestor a idealnou rovinou mnozinu vsetkych idealnych bo-

dov.

Veta 2.2.2

a) Dve rozne priamky v projektivnej rovine sa pretinaju v prave jednom bode.

b) Dve rovnobezné priamky sa pretinaji v idedlnom bode — tento patri na spo-

lo¢nu idealnu priamku.

Podla [JAN, 2001] definujeme projektivny priestor ako algebraickd struktiru:

Projektivny priestor P" nad telesom R je mnozina vsetkych jednorozmernych pod-

priestorov (n + 1)-rozmerného vektorového priestoru V,,;1(R).

Kazdy bod X € P" je generovany nenulovym vektorom ¥ € V,,;1:
X ={a-7; aeR}

Takyto vektor  nazyvame aritmeticky zastupca bodu X.

Definicia 2.2.4

Nech V' je (n + 1)-rozmerny vektorovy priestor nad R. Projektivnym podpries-
torom dimenzie k£ (0 < k < n) nazveme mnozinu vsetkych jednorozmernych pod-
priestorov U C V, ktoré lezia v pevne zvolenom (k + 1)-rozmernom linedrnom

podpriestore W C V.

Kazdy projektivny podpriestor dimenzie £ mozeme interpretovat geometricky:
e k=0:bod

e k = 1: priamka

e k = 2: rovina

e k =mn—1: nadrovina
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2.3 Homogénna stiradnicova sustava

Historicky kontext

Prvy dosledny koncept homogénnych saradnic zaviedol Jean-Victor Poncelet
(1788-1867), ktory ako vojnovy zajatec vo Voronezi pisal svoj slavny , Traité des
propriétés projectives des figures. Homogénne sturadnice mu umoznili studovat
vlastnosti geometrickych ttvarov nezavisle od euklidovskej metriky — ¢im polozil

zaklady modernej projektivnej geometrie.

Homogénna ststava siradnic v projektivnej rovine Es je rozsirenim kartezidnskej st-
radnicovej ststavy euklidovskej roviny E2?. Nech je dany bod A € E? uréeny kartezian-

skymi stradnicami z 4,y4. Teda nech plati A = [ay, as).

Definicia 2.3.1

Homogénnymi stiradnicami vlastného bodu A rozsirenej projektivnej roviny Es

rozumieme kazdd usporiadant trojicu [aq, as, agl, ag # 0, pre ktoru plati

-
.

1. 7 definicie vyplyva, ze kazdy vlastny bod projektivnej roviny E; mé nenulovi st-
radnicu ag. (V nasej praci tuto siradnicu budeme umiestniovat na poslednom mieste

usporiadanej n-tice.)

2. Zakladny tvar homogénnych siradnic vlastného bodu A projektivnej roviny

E, je usporiadana trojica redlnych ¢isel A = [ay, as, 1].

Skimajme aké stiradnice bude mat nevlastny bod U,, euklidovskej roviny E2. Teda aké
stradnice bude mat idealny bod projektivnej roviny E,. Definicia idedlneho bodu hovori,
ze idedlny bod je jednorozmerny vektorovy podpriestor. Bod U, modzeme chépat ako
mnozinu v = {k.@; k € R}, kde 4 je smerovy vektor nejakej priamky s nevlastnym bodom
U.. Pozrite si obrazok 2.5.

Reprezentantom vektora (smeru resp. nevlastného bodu) 4 je orientovand usecka
@ urcend koncovymi bodmi B, C. Homogénne siradnice smeru reprezentujiceho ne-
vlastny bod U, ziskame rozdielom homogénnych stradnic koncovych bodov vektora, ktory
je jeho zvolenym reprezentantom. Napriklad pri volbe koncovych bodov B, C' dostaneme

rovnost

ﬁ: C — B = [01702, 1] - [b17b2, 1] = [Cl — bl,CQ — bg,O]. (21)
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Vsimnime si dolezitu skutocnost: body B, C su vlastné a teda ich tretia homogénna
suradnica je rovna ¢islu 1 a ich rozdiel bude vzdy nulovy. To predstavuje tretiu homo-
génnu suradnicu idealneho bodu projektivnej roviny.

Z uvedeného vyplyva, ze reprezentant nevlastného bodu je jednoznac¢ne urcéeny kazdou

usporiadanou dvojicou [uy, us], pre ktort plati uy = k(c; — by),ug = k(ca — by). Rovnost

2.1 umoznuje definovat homogénne stiradnice idedlneho bodu projektivnej roviny E,.

Definicia 2.3.2

Homogénnymi stradnicami idedlneho bodu projektivnej roviny E, (nevlastného

bodu U,, euklidovskej roviny) je trojica redlnych ¢isel
[U1, U, O]

kde wui,us su kartezianske siradnice zvoleného reprezentanta nevlastného bodu

(smeru) a tretia siradnica je rovnd 0.

re Uy = {ka; k € R}

B(JL‘{J- yh) -”’ = (._-r - B

A(xa, Ya)

Obr. 2.5: Homogénny siradnicovy systém

Predchadzajice dve definicie moézeme zahrnit do jednej definicie.

Definicia 2.3.3

Homogénnymi stradnicami bodu X projektivnej roviny Es rozumieme usporiadani

trojicu [kx, ky, kz], kde k € R — {0} a [kz, ky, kz] # [0, 0,0].

Komentar 1. Homogénne siradnice projektivnej roviny Eo reprezentuji triedu vietkijch

nenulovijch ndsobkov tej istej trojice. Napr. body [2,3,1] a [4,6,2] st totozné body v projek-
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tivnej rovine. Tato invariantnost voci nasobeniu umoznuje spojit afinné a nevlastné body

do jedného ramca.
Ak bod X je idedlny, tak z = 0 a ak X je vlastny bod, tak z # 0.

Nech (R)?> = R x R x R je tretia kartezidnska mocnina pola redlnych éisel a nech

P = (R)®>—(0,0,0). Definujeme bindrnu reldciu R na mnozine P takto:
(z,y,2)R(«",y, ') & Ik € R: (2, y, 2) = k(2,9 2).

Binarna relacia R je relacia ekvivalencie na mnozine P. Pre pevne zvoleni usporiadant

trojicu redlnych éisel (z,y, z) # (0,0,0) mnozina vsetkych usporiadanych trojic
X ={(kz,ky, kz),k € R}

je jedna trieda z rozkladu P/R podla ekvivalencie R a predstavuje stradnice toho

istého bodu. Triedy rozkladu budeme oznacovat pomocou hranatych zatvoriek: [x,y,z|.

Poznamka 2.3.1

o Lubovolni usporiadant trojicu redlnych ¢isel (z,y, z) patriacu do triedy X =

[z,y, z] rozkladu P/R budeme nazyvat reprezentant bodu X.

o Ak [z, y, 2] stt homogénne stradnice vlastného bodu X projektivnej roviny E,,

tak [, 4] st kartezidnske stiradnice bodu X (X € Ey).

2z z

Didaktickd poznamka. Projektivna geometria zjednocuje vlastné aj ne-

vlastné objekty. Nevznikaju vynimky: kazdé dve priamky sa pretinaju.

Tento jednotny pristup zjednodusuje formulaciu a klasifikaciu geometrickych
utvarov. Napriklad: parabolu uz nerozlisujeme podla ,,otvorenosti“, ale podla

polohy jej idedlneho bodu.

Ako uvddza J. Cizmar:

,Projektivna geometria nas oslobodzuje od nepotreb-
nych metrickych obmedzeni a vyzdvihuje tie vlastnosti ttvarov, ktoré s invariantné
vzhladom na Siroku triedu transformacii. Je to geometria pohladu — geometria, kde

je rovnobeznost len Specialnym pripadom prieniku.”

— J. Cizméar, Grupy geometrickijch transformdcii
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Preto ma projektivna geometria nielen vypoctovy, ale aj filozoficky vyznam: ukazuje,
ze geometrické vlastnosti mozno chapat nezavisle od konkrétneho priestoru, len z pohladu

vztahov medzi bodmi a priamkami.

Uvedieme priklad, ktory sa viaze na pojem reprezentant bodu. Nech je dana trojica
bodov Oy = [2,5,1], O = [6,—4,2], Oy = [1,3,0], ktord je zrejme linedrne nezavisla.
Kazdy bod X projektivnej roviny tvori s takouto trojicou bodov mnozinu linedrne zavis-

Iych bodov. Preto ho mozno vyjadrit ako linedrnu kombinaciu
X = poOp + p101 + p20s.

Priklad 2.3.1

Urc¢ite reprezentantov (pg,0,0), (0, p1,0), (0,0, ps) bodov Og, O1, 0, tak, aby bod
Q = (2,1, —3) mal vyjadrenie

Q = (vaOvO) - (07:0170) + 2(0707102)

a zaroven, aby ¢isla p; boli racionalne.

Riesenie.
Nech st dané body:
0o =[2,5,1], O;=1[6,-4,2], Oy=11,3,0].
Hladame reprezentantov

(p07070)7 (Oapbo)? (0707/)2)

tak, aby pre linearnu kombinéciu platila rovnost

Q = (po,0,0) — (O,p1,0> + 2(0,0,/)2) = (2, 1, —3)

Dosadime sturadnice bodov:

:00(27 57 1) - P1(67 _47 2) + 2P2<17 37 0) = (27 17 _3)
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a ziskame sustavu rovnic:

2p0 — 6p1 +2py =2
5po +4p1 +6p2 = 1
po—2p1 = —3

RieSenfm ststavy je: pg = =2, p1 = —2,pp = 2.

Zaver. Hladani reprezentanti si:

1 2 1
(po,0,0) = (_59707()) ) (Oapho) = <07 _570) ’ (07 O7p2) = <0707 58> .

Didaktickd poznamka. Tato uloha ma zasadny vyznam: ide o analdgiu
rozkladu vektora vzhladom na bazu, ale v homogénnom priestore. Takéto vy-
jadrenie bude nevyhnutné pri zavadzani kvadratickych foriem, matic kvadrik

a klasifikacii podla hodnosti.

2.4 Linearna zavislost bodov projektivnej roviny

V definicii 2 sme uviedli, ze body A, Ay, Az euklidovského priestoru E? si linedrne zavislé,
ak su linedrne zavislé vektory a; = O—AZ (1 = 1,2,3), kde O je pociatok stradnicového
simplexu.

Homogénne stradnice projektivneho priestoru Ey umoziiuji pomerne jednoducho cha-

rakterizovat zavislost bodov projektivneho priestoru.

Definicia 2.4.1

Body A1 = [Ta1, Ya1s Zalls - - - » Ak = [Tak, Yak, Zar] Projektivnej roviny Ey sa nazyvajt

linearne zavislé prave vtedy, ked hodnost matice

LTal Yal Zal

La2 Ya2 Za2

M=| " (2.2)
LTak Yak ZRak

je mensia ako k. Body st linearne nezavislé, ak nie st linedrne zavislé. Dva linearne

nezavislé body sa nazyvaji aj rézne body.
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Priklad 2.4.1

O nasledujicich mnozinach bodov zistite, ¢i su linedrne zavislé resp. nezavislé.
a) Ay =(2,-1,3), A, =(0,2,-1), A3 = (4,0,1), Ay = (1,1, -2);

b) Ay = (—1,2,—6.4), Ay = (3,—6,19.2);

- J

V pripade linearnej zavislosti najdite vyjadrenie tejto zavislosti ako linearnu kombi-

naciu vsetkych ostatnych bodov mnoziny. Napriklad v tvare
X:a1A1+a2A2—|—~~-+akAk
Riesenie.

a) Dand mnozina obsahuje Styri body; hodnost matice

> = \)
|
—

sa rovna 3, teda body Aj, A, A3, A4 su linearne zavislé. Napriklad linearna kombi-

nacia bodu A; je v tvare

1 11 16
A= —A+ —A3— —A
RV R Ve I VE
b) Hodnost matice
-1 2 —64
M =
3 —6 19.2
sa rovna sa rovna 1, body su linedrne zavislé. Ich linedarnu zavislost vyjadruje rovnost

3A1+A2:0

2.5 Priamka v projektivnej rovine

V konstrukénej geometrii (v Hilbertovom axiomatickom systéme) priamka sa nede-

finuje. Formuluje sa axiéma incidencie Dvoma réznymi bodmi prechddza prdve jedna
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priamka a popisuje sa primitivny vztah incidencia. Pomocou axiémy incidencie a pri-
mitivneho vztahu sa vyjadruje vzajomny vztah bodu a priamky. Pritom sa predpoklada,

ze vieme vzdy rozhodnit o pravdivosti vyrokov typu:
o priamka a prechadza bodom A,
e bod A lezi na priamke a (symbolicky zapisané A € a).

V afinnej geometrii (v euklidovskej rovine E?) priamka uré¢ena dvoma ré6znymi bodmi

A, B sa definuje ako mnozina bodov
AB = {X € E%X = A+ (B - A)} (2.3)

V definicii 2.4 sme definovali r6zne body aj pre projektivnu rovinu E,. Rozne body st

linearne nezavislé body.

Definicia 2.5.1

Mnozina vsetkych bodov projektivnej roviny, ktoré si linedrne zavislé od dvoch

roznych bodov A, B € Ey (A # B), sa nazyva priamka (projektivnej roviny Es).

Budeme ju tiez symbolicky oznacovat ako p = AB.

V préci [CIZ, 1984] sa uvddza mnozinova forma definicie priamky v projektivnej rovine
E, takto:
Vsetky body priamky p = /ﬁ mozno vyjadrif zapisom

VX € p3(ko k1) ER xRy X = koA + ky B (2.4)

pricom (ko, k1) # (0,0). Body patriace jednej priamke sa nazyvaji kolinearne body.
Zapis (2.3) sa nazyva linearne vyjadrenie bodu X, ktory lezi na priamke p = AB.

Po zavedeni definicie priamky v projektivnej rovine dokazeme vetu 2.2.

Dékaz. (vety 2.2.2 a) Mdme dokézat fundamentalne tvrdenie, ktoré charakterizuje pro-
jektivnu rovinu:
Kazdé dve rézne priamky v projektivnej rovine Ey sa pretinaji v prdve jednom bode.

Nech su dané priamky p = j@ aq= Cﬁ Potom linearne vyjadrenie 2.4 priamok p, ¢
ma tvar

p=rgA+mB
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q=s0C + s1D

Pre spolo¢né body X € p N q oboch priamok musi platit
TOA+7’1B = 800+ 81D (25)

Po dosadeni homogénnych stradnic A = [4, Ya, Za], B = [Tp, Y, 2b), C = [Te, Yoy 2e],
D = [xg4,yq, z4) bodov A, B,C, D dostaneme linedrnu ststavu troch rovnic o $tyroch ne-
znamych ro, 11, o, $1. Kedze body A, B a tiez body C, D st linedrne nezavislé, tak matica
sustavy roA + B = soC + s1D ma hodnost rovnu 3. Teda vzdy existuje 1-parametrické

riesenie danej linearnej stustavy - existuje aspon jeden spolo¢ny bod priamok. O]
Tvrdenie vety 2.2 a) budeme interpretovat na dvoch prikladoch.

Priklad 2.5.1

Nech st dané priamky p = z@ aq= %, ktorych homogénne siradnice st
1. A=[2,1,1], B=[5-41],C=[1,-21], D=[7,2,1]
2. A=1[2,1,1], B=15,3,1], C =[1,-2,1], D = [7,2,1]

Urc¢ite vzajomni polohu priamok (urcite siradnice ich spolo¢ného bodu).

- J

RieSenie.

1. V pripade homogénnych siuradnic A = [2,1,1], B = [5,—4,1], C = [1,-2,1],
D = [7,2,1] a ich prevodu (normalizovanim) na kartezidnske stradnice dosta-
neme

A:=[2,1],B:=[5,—4],C :=[1,-2],D :=[7,2].
V tomto pripade priamky p = fﬁ; A=12,1,B=15—-4aq= Cﬁ; C=[1,-2],
D = [7,2] v euklidovskej rovine st réznobezné. Pozrite si obrazok 2.6.
Po dosadeni homogénnych siradnic A = [2,1,1], B = [5,-4,1], C = [1,-2,1],
D = [7,2,1] do rovnice (2.4) dostaneme linedrnu sistavu troch rovnic o Styroch

neznamych. Matica tejto linedrnej sustavy je

2 5 -1 =7
M=]1 -4 2 =2
1 1 -1 -1

a mé hodnost 3. Preto stistave odpoveda 1-parametrické riesenie (2t, t, 2t,t). Polozme

t = 1 a opétovne dosadme (2,1) do lavej strany rovnice (2.4). Ziskame suradnice
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Obr. 2.6: Roznobezné priamky

bodu R = 2A + 1B = [9,—2, 3] na priamke p resp. stradnice priesecnika priamok

3, =] dostévame rieSenie

R= <3,—§).

Zaver.Priamky majii spoloény vlastny bod R = (3, -2).

p, q. Po uprave na kartezidnske siradnice |

3

2. V pripade homogénnych stradnic A = [2,1,1], B = [5,3,1],C = [1,-2,1], D = [7,2,1]

a ich prevodu na kartezianske stradnice dostaneme
A:=[2,1],B:=1[5,3],C:=[1,-2],D :=[7,2].

Euklidovské priamky p = f@ ,q = @ v euklidovskej rovine st rovnobezné. Pozrite
si obrazok 2.7. Pri hladani spolo¢ného bodu postupujeme ako v predchadzajicom
pripade. Ziskame rieSenie

R =(6,4,0),

ktoré reprezentuje idealny bod projektivnej roviny Es. Zdovodnenie rieSenia si urobte

podla obrazka 2.7 ako samostatni tlohu.

Zaver. Priamky maju spolo¢ny idedlny bod R (6,4,0).

2.6 Vektorovy sucin pri urcovani priamky

V projektivnej rovine P? pracujeme s homogénnymi stradnicami. Body aj priamky st

reprezentované trojrozmernymi vektormi:
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Obr. 2.7: Rovnobezné priamky

* bod: ﬁ: (x,y, 2)7

« priamka: [ = (a:b:c),
pricom bod p’lezi na priamke [ prave vtedy, ked (pre skalarny sicin!) plati:

'p=azx+by+cz=0. (2.6)

Priamka v projektivnej rovine (samozrejme aj v euklidovskej) je jednoznacne urcend
dvoma réznymi bodmi (axiéma incidencie). Nech p) a py st dva rézne body v projektivnej
rovine.

Chceme urcit priamku f, ktora prechadza oboma bodmi. Na zaklade podmienky 2.6
bod p; pre i = 1,2 lezi na priamke l_: ak plati i p; = 0. Teda musia byt splnené rovnosti:
=0, I'j,=0,

To znamend, ze vektor (priamka) [ je ortogondlny (v zmysle skaldrneho sucinu) na oba
vektory (body) pi a ps. Vektory pj a ps urcuju rovinu prechadzajicu pociatkom. Vektor
kolmy na tito rovinu, dostaneme pomocou vektorového sucinu [= P1 X Po.

Vektor [ predstavuje hladant priamku, ktora je uréenid bodmi p; a ps.

Napriklad pre body py = (1:2:1), po = (3: —1: 1) je ich vektorovy stacin

i ]k
I=f xfy=|1 11=2-1—-1-(-1),1-3—1-1, 1-(-1)=2-3)=(3, 2, =7).
3 -1 1

Teda rovnica priamky je:

3r+2y—Tz=0.
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Obratena uloha - priesecnik dvoch priamok. Analogicky, ak mame dve priamky ¢, (s,

tak ich prieseénik (bod) vypocitame ako:
]7: 61 X 82.

Hladame vektor kolmy na obidve priamky, teda vektorovy sucin.
Riesenie. Prikladu 2.3.3 pomocou vektorového stc¢inu.
Pre ziskanie rovnice priamky v homogénnych siradniciach pouzijeme vektorovy sicin

bodov, ktoré ju urcuju:

p=AxB, ¢=CxD
Priesecnik dvoch priamok p a q ziskame tiez vektorovym sicinom:
R=pxq

Pripad 1
Pre body A = [2,1,1], B = [5,~4,1], C = [1,-2,1], D = [7,2,1] a priamky p = AB,
q= Cﬁ dostaneme

i j ok
P=AxB=[2 1 1|=i(1-1—=1-(=4)—72-1=1-5)+k((2-(-4)—1-5) =
5 —4 1
= i(5) — j(=3) + k(—13) = [5,3, —13]
ik
7=CxD=|1 —2 1| =1i(-4) = j(—6) + k(16) = [4,6, 16].
7 02 1

Priese¢nik R = p' X ¢ urc¢ime zo vztahu

— — —

i j Ok
R=|5 3 —13]=i(48+ 78) — j(80 — 52) + k(30 + 12) = [126, —28, 42)].
—4 6 16

Po normalizovani suradnic dostaneme

Zaver. Priamky p a ¢ sa pretinaji v bode R = [3, —%, 1].

Pripad 2
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Pre body A = [2,1,1], B = [5,3,1], C = [1,-2,1], D = [7,2,1] a priamky p = ﬁ,
q= @ (ako predtym) dostaneme

ﬁ::[_27371]
i j ok
AxB=12 1 1|=[-2,3,1]
5 3 1
q = [-4, 6, 16]

Priesecnik R = p x ¢ uréime zo vztahu

-

1
R=\|-2 3 1|=1[42,28,0]
—4 6 16

.
=t

Zaver:

Priesecnik mé tretiu stradnicu nulovi = lezi na idealnej priamke. Priamky p a ¢ su

rovnobezZné. O

2.7 Vseobecna rovnica projektivnej priamky

Nech st dané dva rozne body A, B projektivnej roviny E, a ich homogénne stiradnice
A = [(lo, ay, CLQ], B = [bo, bl, bg]

 Pre stradnice lubovolného bodu X = [z, y, z| priamky p = j@ plati rovnost 2.4. Po

dosadeni suradnic bodu X a po tuprave dostaneme ststavu troch rovnic

r = kZQCLO + ]flbo
y = koar + kiby (2.7)
z = /{0@2 + klbg,

kde k’o,k‘l S R, k’g + k% 7é 0.

Zéapis 2.7 nazyvame parametrické vyjadrenie projektivnej priamky urcenej

bodmi A = [ao,al,ag], B= [bo,bl,bg].

e Bod X = [z,y, 2] priamky p = ﬁ je linearne zavisly od bodov A, B. Preto matica

X = ag a1 as

bo b1 by
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ma hodnost 2 a determinant |X| tejto matice musi byt rovny nule. Rozvinutim

determinantu |X| podla prvého riadku ziskame rovnicu s tromi nezndmymi x, y, z

ay Qg

by by

Qg G2

by by

Qo aq

by by

ar +by+cz =0, kde a = , (2.8)

)

Zéapis 2.8 nazyvame vSeobecna rovnica projektivnej priamky urcenej bodmi
A = [CLO, ag, CLQ], B = [b(]? b17 b2]

2.8 Princip duality

V projektivnej geometrii plati princip duality: kazdému vyroku o bodoch a priamkach
existuje dudlny vyrok, ktory vznikne vymenou pojmov ,,bod“ a ,priamka®

Princip duality umoznuje, aby sa mnohé tvrdenia (a ich dokazy) dali jednoducho trans-
formovat. Pri stadiu kuzeloseciek bude princip duality uzito¢ny napriklad pri prechode

od bodového ku priamkovému pohladu.

Priklad 2.8.1

Vyrok: ,Dvoma roznymi bodmi prechadza prave jedna priamka.”

Dualny vyrok: ,Dvoma roznymi priamkami prechadza prave jeden bod.“

Tento priklad zédkladného vyroku a jeho duality odraza fakt, ze v projektivnej ro-
vine sa kazdé dve priamky pretinaji (tie, ktoré su v euklidovskej rovine rovnobezné, sa

v projektivnej rovine stretavaju v bode v nekonecne).

Definicia 2.8.1:

KazZdému vyroku o bodoch a priamkach v projektivnej rovine zodpovedd pravdivy

dudlny vyrok, ktory sa ziska vymenou pojmov ,bod“ a ,priamka*.

Algebraicky pohlad V predchadzajicej casti sme ukazali, Zze v projektivnej rovine

s homogénnymi stiradnicami bod a priamka je urcend trojicami realnych bodov:
Bod: P = [z,y, 7] Priamka: p = (a, b, ¢)

Vztah ,bod P lezi na priamke p“ (interpretuje sa ako incidentnost bodu a priamky)
formélne zapiSeme ako:

Pep < ar+by+cz=0.
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Na rovnost ax+by-+cz = 0 sa mozeme pozerat aj ako na ,skaldrny stcin bodu a priamky*.
Tento skaldrny sucin je symetricky — mozeme ho ¢itat aj ako ,,priamka prechadza bodom®.

Algebraicky je teda pojem ,bod na priamke® a ,priamka cez bod“ identicky.

Désledky a pouzitie duality
o Dualita umoznuje ziskat nové tvrdenia zo znamych.
e Zjednodusuje dokazy — stac¢i dokézat vyrok a potom urobit duadlnu verziu.

o Ma dolezitu tlohu pri analyze geometrickych ttvarov, ako si kuzelosecky.

Tabulka dualnych vyrokov

Vyrok Dudlny vyrok
Dvoma bodmi prechadza prave jedna priamka. Dvoma priamkami prechadza prave jeden bod.
Priese¢nik dvoch priamok je bod. Spojnica dvoch bodov je priamka.
Mnozina priamok prechddzajicich bodom P. Mnozina bodov leziacich na priamke p.
) o o Tri doty¢nice (kruznice) sa dotykaji prave v
Tri body urcuja prave jednu kruznicu. )
jednom bode.

Pouzitie pri kuzeloseckach

V studiu kuzeloseciek sa dualita pouziva na prechod medzi:

« Bodovym pohladom: kuzelosecka je mnozina bodov spliiajicich kvadratickd rovnicu.

Bodova forma kuzelosecky ma tvar:

Az + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0 (2.9)

o Priamkovgm pohladom (dudlnym): kuzelosecka je mnozina vSetkych priamok, ktoré

st jej dotycnicami. Duédlna forma kuzelosecky (v priamkovych stradniciach):
Aa®>+Bab+CV +Da+Eb+F =0 (2.10)

Poznamka 2.8.1

Odvodenie vztahov 2.9 a 2.10 urobime v kapitole 4 - Kuzelosecky.

Priamkové stiradnice

Priamkové sturadnice kuzeloseciek st nastrojom projektivnej geometrie, ktory vyuziva
dudlny pohlad na rovinu, kde miesto bodov uvazujeme priamky. Kuzelosecka sa v tomto
pristupe vyjadruje nie ako mnozina bodov, ale ako mnozina doty¢nic — teda priamok,

ktoré sa jej dotykaju. Tento pristup je uzko spéaty s pojmom dudlnej kuZelosecky.
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V projektivnej rovine E? je kuZelosecka v bodovych stradniciach C' definované kvad-
ratickou formou:

x'Qx =0, (2.11)

kde x = (z,9,2)" je (transponovany) homogénny bod a @ je symetrickd matica 3 x 3.
Porovnaj s rovnicou 2.9 a komentarom 3, ktory popisuje "Vztah medzi afinnou a pro-
jektivnou rovnicou kuzelosecky"'. Ku vzajomnému vztahu medzi afinnou a projektivnou

formou sa budeme venovat v kapitole Kuzelosecky.

V duélnom priestore E>* uvazujeme priamky v rovine. Kazd4 priamka ¢ = (a,b,c)"
zodpoveda rovnici:

ar 4+ by +cz = 0.

Duélna kuzelosecka C* je mnozina priamok, ktoré st dotycnicami ku povodnej kuzelo-
setke C. Tato mnoZzina taktiez spliia kvadratickd rovnicu, ale tentoraz v priamkovych
sturadniciach:

0T =0,

kde @Q* je matica definujica dudlnu kuzelosecku. Vztah medzi maticami @ a Q* je mozné
popisat nasledovne. Ak je @ reguldrna (t.j. nenulovd hodnota determinantu, resp. ma

inverzni maticu), potom plati:
Q=0
Vo vseobecnosti mozno uvazovat aj adjungovani maticu @Q* = adj(@), ktord je definovana

aj vtedy, ked () nie je invertibilna.

Poznamka 2.8.2

Kréatke porovnanie medzi degenerovanymi a nedeformovanymi kuzeloseckami. Ked

determinant @) je nulovy — vtedy kuzelosecka degeneruje na dvojicu priamok, bod,

alebo vobec neexistuje.

Priklad 2.8.2

Uvazujme kuzelosecku dani rovnicou:

2 +y* — 22 =0,

¢o zodpoveda kruznici v afinnom reze z = 1. (Rez - pozri komentar 2.)
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V homogénnej forme ma tato kuzelosecka rovnicu:

10 0
x'Qx=0, Q=101 0
0 0 —1
Dualna kuzelosecka je potom dana rovnicou:
10 0
Q=0 Q'=101 0|,
00 —1

teda
a?+b—c*=0.

Tato rovnica opisuje mnozinu vsetkych priamok ¢ = (a, b, ¢), ktoré sa dotykaju povodne;j

kuzelosecky.

Zhrnutie

o Kuzelosecka v projektivnej rovine moze byt opisana kvadratickou formou pomocou

bodovych stradnic.

e V dudlnom priestore mozeme opisat tu isti kuzelosecku ako mnozinu dotyc¢nic po-

mocou priamkovych stradnic.

 Dudlna kuzelosecka je uréend kvadratickou rovnicou T Q*¢ = 0, kde Q* je inverzna

alebo adjungovana matica ku Q).

Princip duality je hlboky geometricky nastroj, ktory nielenze odhaluje symetriu me-
dzi bodmi a priamkami v projektivnej rovine, ale zaroven vyrazne zjednodusuje pracu v
dokazoch a vypoctoch — najmé pri kuzeloseckach, polarnych zobrazeniach a inych javoch

projektivnej geometrie.

Komentar 2.

Ak chceme ,uyrezat® obycajnd (afinnid) rovinu z projektivnej, urobime to fixovanim
poslednej suradnice z = 1. Tento ,rez* identifikuje vsetky projektivne body, ktoré nelezia na
nekonecne vzdialengjch bodoch (tie maji z = 0). Premienia projektivne rovnice na klasické
afinné rovnice.

V projektivnej rovine maoze kuzelosecka ,prejst do nekonecna® (napr. parabola). V afin-
nom reze sa td istd kuZelosecka moze javit ako kruznica, elipsa, parabola ¢i hyperbola —

podla toho, ako ,reZeme*
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V' afinnom reze su vsetky body s z # 0 , idedlne body maji z = 0. Tieto ,body v

nekonecne® su v projektivnej rovine neoddelitelnou sucastou geometrie.

Komentar 3.

V obycajnej (afinnej) rovine A% vieobecnd rovnica kuZelosecky md tvar 2.9, kde A, B,
C, D, E, I si redlne koeficienty.

Pri prechode do projektivnej roviny E2, vyjadrime rovnicu 2.9 v homogénnych sirad-

niciach x = (x,y, z). Zavedieme substiticiu:

x
T =y — Yy
z z
Vyndsobime celi rovnicu 2* a ziskame:
Ax? + Bay + Cy* + Daxz+ Eyz + F2* =0 (2.12)

To je homogenizovand rovnica kuzZelosecky v projektivnej rovine E?, ktord odpovedd

rovnici 2.11. Tito rovnicu mozZeme zapisat pomocou kvadratickej formy:

x
x'Qx =0, kdex=|y (2.13)

z

Matica Q) je symetrickd matica 3 X 3:

Q=

D vlw s
vl Q vl
ESENIICENe!

Kvadratickd forma (2.13) je teda vSeobecngm zdpisom kuzZelosecky v projektivnej rovine.

e Rownica (2.13) je vSeobecnejsia — plati pre celid projektivnu rovinu vrdtane bodov
v nekonecne (z =10).

o Afinnd rovnica 2.9 vznikne, ak v projektivnej rovnici (2.13) poloZime z = 1, ¢im
ziskame afinny rez.

o Matica @ obsahuje vsetky informdcie o geometrii kuzZelosecky — typ (elipsa, para-

bola, hyperbola), orientdciu, stred atd.

Vztah medzi afinnou rovnicou kuZelosecky a kvadratickou formou v projektivnych si-

radniciach je priamy a prirodzeny. Projektivna rovnica pomocou matice Q) poskytuje kom-
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paktny, suradnicovo nezdvisly zdpis kuzelosecky a umoznuje jednoduché algebraické operd-

cie (napr. transformdcie, dualitu, prieniky).

2.9 Desargov vyrok, vyrok k nemu dualny

[Spracované podla prace [SOL, 2013], pozri tiez http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ his-
tory/Biographies/Desargues.html]

Historicky kontext

Girard Desargues (1591 — 1661) sa zaujimal o rozne praktické veci ako linearna per-
spektiva, navrhovanie stavebnych objektov z tesaného kamena alebo slne¢né hodiny
(1640). Jeho najvyznamnejsia praca bola o kuzeloseckach, ale znama je aj Desargova

veta o dvoch perspektivnych trojuholnikoch v projektivnej rovine Ej.

\. J

Pre tplnost uvedieme tiez axiomatické ponatie projektivnej geometrie, ktoré sa opiera

o Styri zédkladné axiémy projektivnej geometrie:

P1 Pre Tubovolné dva rozne body existuje jedina priamka, ktorda prechadza tymito

bodmi (je incidentna s tymito bodmi).
P2 K dvom réznym priamkam existuje aspon jeden bod, ktory lezi na tychto priamkach.
P3 Existuju tri nekolinedrne body.

P4 Kazda priamka mé aspon tri rozne body, ktoré na nej lezia.

Axiéma P2 hovori, ze v projektivnej geometrii neexistuju rovnobezné priamky. Pojmy
trojuholnikov a stvoruholnikov sa definuji podobne ako v euklidovskej geometrii. Desar-
gova vyrok o dvoch perspektivnych trojuholnikoch neplati v kazdej projektivnej geometrii.
Napriklad neplati v geometrii Moulton Plane, pozri Moulton plane. Preto vo vSeobecnosti
hovorime o Desargovom vyroku a nie o Desargovej vete.

V rozsirenej euklidovskej rovine (v Standardnom modeli nad polom redlnych cisel)
Desargov vyrok je pravdivy, t.j. je vetou. Desargovu vetu mozno dokazat bud analyticky
pomocou homogénnych siradnic, alebo elegantnym syntetickym dokazom vyuzivajicim
priestorovu perspektivu, konkrétne stredovi kolineaciu.

Roviny, v ktorych Desargov vyrok plati, sa nazyvaji desargovské. Tieto roviny su
algebraicky realizovatelné nad telesom. Rozsirena euklidovska rovina je teda desargovskou

rovinou.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Desargues.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Moulton_plane
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Definicia 2.9.1

Dva trojuholniky st perspektivne z bodu, ak spojnica prislusnych vrcholov preché-
dza jednym bodom (stredom perspektivy).
Dva trojuholniky st perspektivne z priamky, ak prieseéniky prislusnych stran lezia

na jednej priamke (os perspektivy).
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Desargova veta

Veta 2.9.1

A \ \ \
7, 7,

Ak priamky AA", BB, OC sa pretinaji v bode O, tak body

P_ABNAE, Q=4CnAC R-BCnBC

su kolinedarne. Pozri obrazok 2.8.

Obr. 2.8: Desargova veta v projektivnej rovine Eq

Kedze v projektivnej rovine plati princip duality, tak plati aj obratena veta k Desar-

govej vete - Dualny vyrok k Desargovej vete.

Veta 2.9.2

Ak body
P=ABNAB, Q=ACNAC, R=BCnNBC

su kolinedrne, tak priamky AA’, BB', C'C" inciduju s jednym bodom O.

- J

Dokaz. Dokaz obratenej Desargovej vety nie je automaticky — vyplyva z principu duality,

no nie vsetky geometrie ho pripustaju. O

Historicky kontext

Desargova veta je povazovana za prvu vyznamnu vetu projektivnej geometrie a tvori

zéklad pre neskorsie axiomatické systémy (napr. Hilbertovu axiomatiku).
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2.10 Cvicenie

1. Urcenost perspektivnej kolineacie. Zo zadanych prvkov dourcite stred kolineacie, os

kolineacie a par odpovedajtcich si bodov:

(a)
(b)
()

Os kolineacie o a dva pary odpovedajucich si bodov A, A’; B, B'.
Tri pary odpovedajucich si bodov A, A"; B, B"; C,C".

Stred kolineacie .S, os kolineacie o a ibeznik 1. druhu U.

2. Linearna zavislost bodov

(a)

(b)

Dokéazte, ze linedrna zavislost, resp. linedrna nezavislost bodov projektivne;j

roviny E3 nezdvisi od vyberu reprezentantov tychto bodov.

O nasledujtcich mnozinach bodov zistite, ¢i st linearne zavislé resp. nezavislé.
Body st urc¢ené svojimi reprezentantmi.

e Ay =(-1,2,-64), Ay =(3,—-6,19.2), A3 = (0,1,1);

e A1 =(2,3,-2),Ay=([,2,—-4),A3 = (0O,1,—6).;
Trojica bodov Oy = [1,0,0],0; = [0,2,0],02 = [0,0,1] je zrejme linedrne
nezavisla. Kazdy bod X projektivnej roviny tvori s takouto trojicou mnozinu
linearne zavislych bodov. Preto ho mozno vyjadrit ako linedArnu kombinaciu
X = poOp + p101 + p20,.
Urdite reprezentantov (pg,0,0), (0, p1,0), (0,0, p3) bodov Ogy, Oy, 0y tak, aby
bod @ = (2,1, —3) mal vyjadrenie

Q = (IO07 07 O) - (07 P1, O) + 2<07 O? /32)

a zaroven, aby ¢isla p; boli raciondlne. Pozri pracu [CIZ, 1984], str. 29.

Ukézte, ze body s reprezentantmi (a) = (2,3,-2), (b) = (1,2,—4), (¢) =
(0,1, —6) inciduju s jednou priamkou. Urcite A, u tak, aby

(a) = A(b) + p(c)

Urcite t v trojici (4, —1,¢) tak, aby bod s tymto reprezentantom incidoval s

priamkou (a)(b) a najdite o, T tak, aby

(4,-1,t) = o(a) + 7(b)

3. Priamka v projektivnej rovine
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(a) Dané priamky p = j@ aq= Cﬁ, ktorych homogénne stradnice bodov st
i A=[2,1,1], B=1[5-4,1,C=[1,-2,1], D =[7,2,1]
i. A=1[2,1,1], B=1[5,3,1,C=[1,-2,1], D =[7,2,1]

Ur¢ite nevlastné body priamok (urc¢ite ich homogénne stiradnice).

(b) Urcite vSeobecné aj parametrické vyjadrenie priamok B a Cﬁ v projektivne;j

rovine, ktoré st uré¢ené bodmi s reprezentantmi
A=1(0,0,1),B=(-2,3,0),C =(0,—1,3),B = (-2,3,0).

Urcite suradnice ich spolo¢ného bodu.

(c) Napiste rovnicu priamky, v projektivnej rovine, ktord je uréend priesecnicou
priamok y +22 +9 =0, x + 2 + 3 = 0 a je rovnobezna s osou O,.

(d) Vzhladom k afinnému repéru (O[0, 0, 0]; €1(1,0,0); €(0,1,0); €3(0,0,1)) v E? je
dana priamka p vSeobecnym vyjadrenim p : 2x+y—2—2=0;x—y+2+1 = 0.
Urcite rovnice priamky p v indukovanych homogénnych sturadniciach a urcite

suradnice nevlastného bodu priamky p. Pozri pracu [JAN, 2001], str.27.

Definicia 2.10.1

Stvorroh je geometricky ttvar v projektivnej rovine, ktory pozostava zo Sty-

roch bodov, z ktorych ziadne tri nie s kolinedrne a zo Siestich priamok, ktoré

st tymito bodmi urcené.

4. Geometricky utvar dudlny k stvorrohu je stvorstran; sformulujte jeho definiciu.

5. V rozsirenej euklidovskej rovine st dané styri body A, B, P, @Q, z ktorych ziadne tri
nie su kolinedrne. Nech C = ABNPQ, R = AQNPB,S = APNBQ,D = RSNAB,
T =RSNPQ,U=ATNPD. Dokazte, ze body R, U, C st kolinearne.

(Pri dokaze vyuZite Desargovu vetu.)

6. Nech A, B, C su tri rozne kolinearne body rozsirenej euklidovskej roviny a P, ), P’,
()’ su také body, ze priamky AB, PQ a P'Q)' si rozne a pretinaju sa v bode C. Nech
R=AQNPB,S=APNBQ,D=RSNAB, R =AQ'NP'B, S = AP ' n B,
D' = R'S"N AB. Dokézte, ze D = D'.

(Pri dokaze vyuzite Desargovu vetu. )
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Kapitola 3
Obraz kruznice v kolineacii

Motivacia: Kruznica bola od antiky povazovana za dokonaly tutvar. Jej
symetria a jednoduchosf z nej robili zakladny stavebny kamen euklidovskej
geometrie aj konstrukénych metéd pomocou pravitka a kruzidla. Vsetky tzv.
selementarne konstrukcie“ (napr. delenie usecky, zostrojenie kolmic, trojuhol-
nikov, ale aj pravidelnych mnohouholnikov) vyuzivaji vlastnosti kruznice ako

mnoziny bodov s rovnakou vzdialenostou od stredu.

Prvé dosledné konstrukcie s kruznicou najdeme v Euklidovych Zdkladoch, kde sa pouzi-
vaju na delenie useciek, zostrojenie pravouhlych trojuholnikov a konstrukciu pravidelnych
mnohouholnikov. Este predtym vsak babylonski a egyptski geometri poznali empirické

vztahy na vypocet obvodu a obsahu kruhu.

Vrcholom antickej geometrie bola Archimedova metéda aproximécie ¢isla m pomocou
mnohouholnikov. Archimedes priblizoval obsah kruhu pomocou vpisanych a opisanych
mnohouholnikov a vytvoril tak prvii numerickt aproximaciu ¢isla 7. V diele Meraci kruhov

223 , 22

urcil 7 s presnostou medzi 25> a == — Co je presnost, ktoru ludstvo neprekrocilo po dalsich
1000 rokov.

Neskér sa kruznica objavila v analytickej rovine ako kvadratickd rovnica tvaru
(x —a)*+ (y — b)* =%, (3.1)

kde O, = [a, ] je stred a r je polomer kruznice. Rovnica 3.1 predstavuje Specidlny pripad
algebraickej krivky druhého stupna. V novoveku sa kruznica algebraicky zapisala ako

rovnica druhého stupna — ako Specialny pripad kuzelosecky.

o7
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3.1 Idealne body kruznice v projektivnej rovine

Historicky kontext

V projektivnej geometrii (najméa v praci Ponceleta, Mobiusa a Cayleyho) sa ukazalo,
ze rozdiel medzi kruznicou, elipsou, parabolou a hyperbolou je len zdanlivy — zavisi
od polohy roviny rezu kuzelovej plochy.

KruzZnica tak prestala byt ,,vynimoc¢na*, ale stala sa sti¢astou Sirsej rodiny

kriviek, ktorych spoloénym zakladom je ich algebraicky stupen.

\. J

Uvazujme o projektivnej rovine Eq, v ktorej je dand kruznica (O,r) so stredom (re-
prezentantom) O = [a, b, 1] a polomerom r. V predchédzajiicej ¢asti 3.1 sme ukazali, Ze v

afinnych (kartezianskych) siuradniciach ma tato kruznica rovnicu
(x—a)*+ (y—b)* =1

Prechodom do homogénnych stradnic (zavedenim projektivnej siradnice z) dostdvame

rovnicu
(x —az)® + (y —b2)* —r?22 =0, (3.2)

ktora opisuje kruznicu ako kvadraticki kuZelosecku v projektivnej rovine E,. Aby sme

urcili, kde kruznica dana rovnicou 3.2 pretina idealnu priamku, dosadime z = 0:
2?4y =0. (3.3)

Ziskana rovnica je nezavisla od suradnic stredu [a : b : 1]. Rovnica 3.3 nemé reélne
riesenia okrem nulového vektora, ktory nezodpovedd ziadnemu projektivnemu bodu. Preto
kruznica v redlnej projektivnej rovine E; nepretina idedlnu priamku v Ziadnom

redlnom bode.

Riesenia rovnice 22 + 3% = 0 v8ak existuji v komplexnej rovine: st to body s homo-

génnymi suradnicami

teda dva navzajom zdruzené komplexné idedlne body. V komplexnej projektivnej rovine
P?(C) kazd4 kruZnica, bez ohladu na svoj stred, pretina idedlnu priamku v dvoch

(komplexnych) bodoch, ktorych reprezentanti su [1,7,0] a [1,—i,0].

V realnej projektivnej geometrii (teda aj v nami skiimanej projektivnej rovine Es) sa
casto uvazuje kruznica ako kuzelosecka, ku ktorej mozno z pevnych redlnych smerov viest

rovnobezné dotycnice. Vsetky dotycnice v danom smere sa zbiehaju v jednom idedlnom
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bode, ktory tak mozno chépat ako “prislusny” idedlny bod kruznice pre dany smer. Z tohto
pohladu mozno povedat, ze projektivne rozsirenie kruznice obsahuje prave tie idedlne
body, ktorymi prechddzaji dotycnice kruznice v pevnom smere — teda pre kazdy takyto

smer ide len o jeden idedlny bod.

3.2 Kolineacia projektivnej roviny

Definicia 3.2.1

Nech E, je projektivna rovina a K bijektivne zobrazenie
IC: EQ = EQ.

Zobrazenie K nazyvame kolinedciou roviny Ey, ak kazdu trojicu kolinedrnych bodov
A, B, C, ktoré su po dvojiciach rdzne, zobrazi na trojicu A’, B, C’, ktora je takisto

po dvojiciach rézna a kolinearna.

- J

Poznamka 3.2.1

V préaci [HVI, 2016] sa uvadza definicia: Kolineécia je bijektivna transformécia redl-

nej projektivnej roviny na seba, ktora zobrazuje priamky na priamky a zachovava
prieniky priamok.
Tato vlastnost je ekvivalentna s formulaciou definicie 3.2. Z nej vyplyva, ze koline-

acia K zobrazuje body roviny E, opét na body tejto roviny a priamky roviny Es na

priamky tejto roviny, pricom zachovava incidenciu bodov a priamok.

s
|\

Samodruzné prvky kolineacie
Nasledujuce pojmy su relevantné prave vtedy, ak ak existuju spominané samodruzné

prvky. [Pojmy su prevzaté z prace [Sol,2013].]
e Bod M sa nazyva samodruzngm bodom kolineacie K, ak (M) = M.
« Priamka m sa nazyva samodruznou priamkou kolinedcie K, ak IC(m) = m.

» Bod S sa nazyva stredom (tiez silne samodruznym bodom alebo priamkovo samod-
ruzngm bodom) kolineacie IC, ak IC(S) = S a navyse K(m) = m pre kazdi priamku

prechadzajicu stredom S.

« Priamka o sa nazyva osou (silne samodruznou priamkou alebo bodovo samodruznou
priamkou) kolinedcie K, ak K(0) = 0 a K(X) = X pre kazdy bod X priamky o.
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« Kolineacia, pre ktori existuje stred a os, sa nazyva stredovd kolinedcia alebo tiez

perspektivna kolineacia. Porovnajte s definiciou 2.1.

V dalsej casti tejto kapitoly budeme skimat obraz kruznice v perspektivnej kolineacii
KC(S, 0,u), ktord je urcend stredom S kolinedcie, jej osou o a tibeznicou u. Perspektivna
kolineacia je Specidlnym pripadom bijektivneho zobrazenia projektivnej roviny na seba,
ktoré zachovava kolinearnost. Uvedieme definiciu kolineacie.

Ako ukazuje obrazok 3.1 prvky S,o,u st postacujice na definovanie perspektivne;
kolineacie v rovine m. V takto definovanej perspektivnej kolineacii vieme zostrojif obraz
TubovoIného bodu roviny 7, dokonca aj nevlastného (idedlneho bodu). Zostrojte obraz
idedlneho bodu priamky a v interaktivnom applete: Kolineacia -Obraz bodu. Vyuzite

konstrukciu z prikladu 2.1.

Obr. 3.1: Obraz bodu v kolineacii K(S, 0, u)

V projektivnej geometrii hovorime, Ze kruznica sa zobrazi na kuzelosecku, pricom
obrazy jej ubeznikov budu idedlne body. Tieto body — ktoré v euklidovskom svete ,ne-
existuju® — su klic¢om k pochopeniu jednoty vsetkych kvadratickych kriviek. Perspektivne
zobrazenie teda nie je len geometrickym trikom, ale néstrojom k hlbsiemu porozumeniu
kruznice ako projektivneho objektu. Pri kategorizacii kuzeloseciek sa budeme opierat o
nasledujice tvrdenie, ktoré uvadzame bez dokazu. Dokaz néjdete napriklad v praci [HAS,
2020].

Obrazom kruznice v stredovej kolinedcii K(S, 0, A — A’) je regularna kuzelosecka:

elipsa, parabola alebo hyperbola.
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Obraz kruznice v kolineacii je vo vseobecnosti kuzelosecka. Vysledny typ zavisi od
polohy stredu, osi a smeru kolineécie.

Interpretacia vety 3.2. Podrobne popiseme konstrukciu obrazu kruznice v prostredi
GeoGebra. Nech je dand perspektivna kolinedcia (.S, 0, u) v rovine 7. Uvazujeme o kruz-

nici k = (O, r), ktora lezi v rovine 7 ale nepretina ibeznicu u. Pozrite obrazok 3.2.

s
®

Obr. 3.2: Zadanie: Obraz kruznice v kolineacii

Otvorte si interaktivne zadanie https://www.geogebra.org/m/peyhrwhf. Pomocou na-~

sledujucich krokov konstruujte obraz kruznice k a urcite ubezniky:
1. Uréite dva idedlne body Vi1, Vo kruznice k (napr. ako smerové vektory dvoch
roznobeznych doty¢nic).
2. Zobrazte idedlne body v kolineécii — vznikni redlne body V/, V.
3. Zostrojte obraz L' bodu L € k.

4. Aktivujte GeoGebra nastroj Mnozina bodov. Postupne zvolte (kliknite na) bod L € k
a nasledne ukazte (kliknite na) bod L’. Program automaticky vykresli stopu bodu
L' v zéavislosti od dynamického pohybu bodu L € k. Vysledkom (rieSenim) bude

elipsa.
Riesenie https://www.geogebra.org/m/zwx5vzdd

Reéalne body V' a Vj predstavuji ibezniky druhého druhu elipsy a budeme ich nazyvat

idedlne body kruznice k.

3.3 Klasifikacia kuzeloseciek

Regularne kuzelosecky mozeme klasifikovat podla toho, kolko maji nevlastnych bodov.


https://www.geogebra.org/m/peyhrwhf
https://www.geogebra.org/m/zwx5vzdd
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E) Elipsa m4 vsetky body vlastné. Teda neméa nevlastné body. < Kruznica s ibeznicou

u© nema spolo¢ny bod.

P) Parabola mé jeden nevlastny bod (mé jednu vetvu). < Kruznica s ibeznicou u mé

spolo¢ny jeden bod.

H) Hyperbola ma dva nevlastné body (dve vetvy), ktoré lezia v smere asymptot.<

Kruznica s ibeznicou u ma dva spolo¢né body.
Poznamka 3.3.1
Poktsme sa zodpovedat otazky:
o Ako sa meni v zornom poli kruznica, ak sa na nu pozerame ,z dialky“?

o MozZe sa zobrazit kruznica v perspektivnej kolinedcii opdat do kruznice?

- J

Pri hladani odpovedi na tieto a podobné otazky nam pomoze riesenie prikladu 3.3,
ktory demonstruje klasicky vysledok projektivnej geometrie: kruznica sa pri kolinedcii
zobrazuje na kuzelosecku, pricom smer jej zdruzenych priemerov suvisi s obrazmi idealnych
bodov kruznice.

Kruznica je Specidlny pripad kuzelosecky so simernou geometriou. Ak sa vsak po-
zrieme na kruznicu z pohladu projektivnej geometrie, jej obrazom pri perspektivnej ko-
lineacii moéze byt Iubovolna kuzelosecka — typicky elipsa. Tento proces nam umoznuje
premostif afinné chapanie kruznice so zobrazovacimi vlastnostami projektivneho pries-

toru.

Uvazujme perspektivnu kolinedciu K(S,0, A — A’) z roviny 7 do roviny m, kde ob-
razom kruznice k = (O, r) je elipsa. Nech si dané dva idedlne body kruznice (napr.
vektorovo: @ = (1,0) a @y = (0,1) - ako dvojice doty¢nic rovnobeznych v horizontalnom

a vertikdlnom smere).

Priklad 3.3.1

Zostrojte obraz kruznice pri tejto kolinedcii (elipsu) a urcte jej zdruzené priemery.

Pomoc. Vyuzite zadanie https://www.geogebra.org/m/zd6vhspx, v ktorom je vytvorens

novy ndstroj pre zostrojenie obrazu lubovolného bodu v kolinedcii.

Postup konstrukcie v GeoGebre:

1. Dand je kruznica k so stredom O[0,0] a polomerom r = 1. Kolinedcia je dana
stredom S, osou o a ibeznikom U (prvého druhu), pre ndzornost je vytvorena dvojica
odpovedajicich bodov A, A’


https://www.geogebra.org/m/zd6vhspx
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2. Zostroj doty¢nice ku kruznici v smeroch @, = (1,0) a @ = (0,1). Vznikni dva pary
doty¢énic — rovnobezné dvojice v horizontalnom a vertikalnom smere. Ich priesec¢niky

lezia na idedlnej priamke a urcuju dva idealne body kruznice.

3. Spoj kazdy z tychto dvoch idealnych bodov so stredom kolineacie S a najdi ich
priesecniky s osou o. Tieto priesec¢niky predstavuju obrazy idealnych bodov — teda

urcéuju zdruzené priemery elipsy.

4. Over, ze jej dotyCnice v smeroch obrazu w7y, s si zdruzené — teda zZe ich nosice st
navzajom zdruzené priemery. Elipsu zostroj pomocou niektorej konstrukcie uvedene;j

v diplomovej praci Effenberger, V., Kuzelosecky .
5. Iny sposob konstrukcie elipsy:

(a) Pat bodova: Vyber aspon 5 bodov A; na kruznici a zobraz ich kolinedciou. Najdi

obrazy A! .Zostroj elipsu ako kuzelosecku prechadzajicu bodmi Af, ..., AS.

(b) Pomocou GeoGebra nastroja Mnozina bodov.

6. Analyzuj jednotlivé sposoby rieSenia. Zmen polohu kruznice resp. jej polomer tak,

aby pretinala tibeznicu v 0,1,2 bodoch. RieSenim bude elipsa, parabola a hyperbola.

Didakticka poznamka. V euklidovskej rovine nema kruznica ziadne idealne
body — je ,uzavreta“. No ak sa na kruznicu pozerame ako na mnozinu bodov
s nekonecnym poctom doty¢nic (z rdéznych smerov), kazdd dotyénica ma svoj

smerovy vektor. Tomuto vektoru odpoveda jeden idealny bod.

V projektivnej rovine kazda trieda rovnobeznych priamok urcuje prave jeden idealny

bod. Z toho vyplyva, ze:

o Kazdy smer dotyc¢nic ku kruznici definuje jeden idealny bod.

o Idealne body kruznice si teda tie body ,na nekonecne“, kde sa ,pretinaja“
dotyc¢nice s danym smerom. Vsetky idedlne body kruznice teda vytvaraju idealnu

(nevlastnii) priamku.

 Pri projektivnom zobrazeni (kolineécii) sa tieto idedlne body zobrazia do reél-

nych bodov.

o Kedze kolineacia je aj linedrne zobrazenie, tak obrazom idealnej priamky bude realna

priamka. Takuto priamku nazyvame aj tbeznica 2. druhu. Pozri obrazok 3.3.

o Tieto obrazy nazyvame tibezniky elipsy, pretoze vsetky priamky s danym smerom

(v pévodnej rovine) sa v obraze ,zbiehaji* do tychto bodov.


https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vera.setmanukova.dp/?page=konstrukce&pkonstrukce=1
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Pozor! Ubezniky elipsy nie si ,,nové“ body, ale obrazy pdévodnych idedlnych bodov
kruznice — a prave tym ziskavaju svoju vizualnu pritomnost.

Zhrnutie: Idealny bod = nevlastny bod kruznice (smer doty¢nic) Ubeznik = obraz
tohto idedlneho bodu cez kolinedciu. Aktivujte si konstrukciu z obrazka 3.3 a zostrojte
niekolko dalsich ubeznikov typu V/, napriklad najdite ubeznik 2. druhu pre dotyc¢nice

iduce stredom kolineéacie.

Obr. 3.3: Ubezniky elipsy V7, https://www.geogebra.org/m/schqguem

i

Uvedené metody umoznuju urcit obraz kruznice ako elipsu, parabolu ¢i hyperbolu —
v zavislosti od polohy stredu, osi kolineacie a ibeznice 1. druhu vzhladom na kruznicu.
Elipsa ako obraz kruznice vznika typicky vtedy, ked sa idedlne body kruznice zobrazia na

idedlne body s redlnym smerom — teda na zdruzené priemery vyslednej elipsy.

3.4 Matica kolineacie

Nech KC(S, 0, A — A’) je perspektivna kolinedcia roviny 7 do seba (autokolineécia), uréena:

» osou kolineacie o, danou dvoma bodmi P = [p1,ps] a Q = [¢1, ¢o],
» stredom kolineacie S = [s1, s3],
» jednou dvojicou korespondujtcich bodov A = [ay,as] a A" = [a], ab].

Poznamka 3.4.1

Perspektivna (stredovd) kolinedcia je Specidlny pripad linedrnej kolineacie, ktora sa

algebraicky reprezentuje maticou.



https://www.geogebra.org/m/scbqguem
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Poktisme sa urcit vzorec pre maticu takejto autokolinedcie H € R3*3, pozri pracu [Baltus,
2020]. Matica kolinedcie v homogénnych stradniciach zobrazuje bod X na bod X' tak,
aby platilo:

X' =H-X.
Vypocet matice kolineacie
Zavedme homogénne siradnice:
P= [p17p27 1] aQ = [Q1,CJ2, 1] s A = [a17a27 1] 7B = [b17b27 1]

Priamka o = P(Q ma vektorovu reprezentaciu ako vektorovy siucin bodov P a Q:
1=P x Q.

Potom je mozné ukazat, ze matica perspektivnej kolineacie nadobuda tvar:

(a’ —a)-17

H=I+—
+ IT.a ’

kde I je identicka matica 3 x 3,17 je transponovany vektor priamky o, a podiel vyjadruje

linearne zobrazenie v smere kolinedacie.
Tento vzorec zarucuje:
 vsetky body na priamke o st invariantné (H - x = X pre X € 0),
e obraz bodu A je prave bod A’,

o kolineacia je centralna so stredom S, kedze kazda spojnica X.S prechadza

odpovedajicimi bodmi X — X',

Aplikacia v GeoGebre

Priklad 3.4.1
Nech je dand kolinedcia K osou o = PQ: P = [-3,2] a Q = [5,—1], stredom

S = [3,1] a dvojicou odpovedajicich bodov A = [1,—1] a A" = [0, —2]. Ur¢ite

maticu kolineacie K pomocou GeoGebra nastrojov.

V GeoGebre si aktivujeme pracovné oknéd Algebraické okno a Tabulka. Do tabulky
vlozime stiradnice bodov, ale ako homogénne suradnice. Napriklad pre body P, A to pred-

stavuje vektory
P=[-321,A=[1,-1,1],
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kde tretia suradnica je rovna 1. Priamka o = P() je ur¢ena pomocou vektorového sucinu
bodov P a Q:
1=PxQ=(3,8,-7),

¢o odpoveda rovnici priamky 3x + 8y = 7. V matici perspektivnej kolineacie

m
H=1+—
* sk
v c¢itateli zlomku je matica
-3 8 7
m=| -3 -8 7 (3.4)
0 0 0

a sk = 12 je skalarny sucin. Tento podiel vyjadruje linearne zobrazenie v smere kolineécie.
Pozri pracu [SOL, 2013] Vypocet vyslednej matice kolinedcie si moZete pozriet v GeoGebre

riesen{ na https://www.geogebra.org/m/cxpezcex.

Obr. 3.4: Konstrukéné riesenie prikladu 3.4 https://www.geogebra.org/m/cxpezcex


https://www.geogebra.org/m/cxpezcex
https://www.geogebra.org/m/cxpezcex
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Priklad 3.4.2

Néjdite maticu kolinedcie I, ktord body (projektivnej roviny ms) s homogénnymi

suradnicami
A=[1,0,0), B=[0,1,0], C=1[0,0,1], D =[1,1,1]

zobrazi postupne na body (tej istej projektivnej roviny o)

A =12,1,1, B =[1,21, ¢ =[1,22, D =I[454)]

(N J

Riesenie. Zostavime dve matice M a M’ ktorych stlpce st homogénne stiradnice po-

vodnych a obrazovych bodov (v stipcoch):

1 00
M=10 10
0 01

—_ = =

2
, M=
1

[ =

1
2
2

= Ol

Pretoze kolinedcia K zachovava pomerné vztahy (dvojpomer) v projektivnom priestore,
jej matica K spliia:
K-M= M.

Ak je M regularna (¢o v tomto pripade je, pretoze A, B, C st zakladné body a D nie

je ich linedrna kombindcia), mozeme vyjadrit:
K=M -M"

Spoditame inverzni maticu M1 a potom maticu K. Vysledok:

— N
N DN =

Overenim:
K-A=A K-B=B, K-C=(C, K-D=D.

Skutocne plati, ze K je hladana matica kolineacie IC. Algebraicky sposob riesenia pomocou
ststavy linedrnych rovnic (12 homogénnych linedrnych rovnic s 13 nezndmymi) néjdete v
praci[SOL, 2013] na str. 68. O
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V tomto priklade ide o projektivnu kolinedciu (homografia), ktorda nemé spolo¢ni
invariantnt os ani jednoznacny stred — je to vSeobecna projektivna kolineacia, nie
je to elacia ani homoldgia, kedZe treti riadok nie je (0,0, 1). Nejde o ¢isto afinné zobrazenie.

Inymi slovami: Ide o vSeobecnu kolineaciu v projektivnej rovine, ktora nie je Special-
nym afinnym zobrazenim (ako posunutie, otocenie, ¢i zhodné zobrazenie), ale zachovava
kolinearnost, priamky sa zobrazuju na priamky, kuzelosecky na kuzelosecky, atd.

Priklad 3.4 mézeme zredukovat na afinnt transforméciu (z konstrukéného euklidov-

ského hladiska velmi doleziti), ktora bude predstavovat afinné zobrazenie.

Poznamka 3.4.3

Interaktivne GeoGebra nastroje pre afinné zobrazenia si volne dostupné v online

ucebnici: Afinnd geometria a jej aplikicie, dostupné na https://lms.umb.sk/mod/
book/view.php?7id=239318.

Homogénne suradnice z prikladu 3.4 nahradime kartezianskymi stiradnicami

A=[1,0, A =21, B=[0,1, B =[1,2], C=1[0,0], C'= [%1}

V pripade bodov A a B nahrddzame homogénne stiradnice smerov reprezentujiceho tieto
(projektivne) nevlastné body, kartezianskymi siradnicami (afinnych) koncovych bodov

vektorov @ = (1,0) a b= (0,1). Zvysné body st zrejme vlastné body projektivnej roviny.

Priklad 3.4.3

Urcite afinné zobrazenie, ktoré zobrazuje body
A=][1,0], B=1[0,1, C=]0,0]

na body

A=[21], B=[,2, 0:%4.

Urcte obraz kruznice, ktora prechddza bodmi A, B, C.

(N J

RieSenie. Hladdme afinné zobrazenie, ktoré ma tvar (pozri pracu [HAN,2025])

()-(n) () )

Dosadenim sturadnic do rovnic dostaneme sistavu, ktorej riesenim st:

1"—§x+1 —{—1 "=y+1
=9 2y 9 y =y :


https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=239318
https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=239318
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Obrazom jednotkovej kruznice prechadzajucej bodmi A, B, C' je elipsa. Konstrukcia je
znazornend na obrazku 3.5.

]

Afinné zobrazenie, ktoré zobrazuje body

(1,0) — (2,1), (0,1) — (1,2), [U,U]—»(%!l) B

g P S

Transformaéné rovnice
a3 1 1

@ 3 x+ > y+ 5
y=0r4+1y4+1

Obr. 3.5: Afinné zobrazenie kruznice na elipsu pomocou trojice bodov a ich obrazov.

Didakticka poznamka. Aj ked povodne bola tiloha zadana ako projektivna
(so Styrmi bodmi v homogénnych stradniciach), tato interpretacia ukazuje, ze
zobrazenie kruznice na elipsu mozno ziskat uz pomocou trojbodového afinného

zobrazenia.

Afinné zobrazenie je podmnozinou projektivnych kolineacii — su to tie, ktoré zacho-
vavaju idedlnu priamku (ibeznicu). Vyhodou tohto pristupu je jednoduchost konstrukcie
a moznost analytického vyjadrenia v tvare linedrnych rovnic.

Priklad 3.4 mozno vyuzit ako **motivacny mostik** pri prechode od afinnej geometrie
ku vseobecnej projektivnej geometrii, kde neskor rozsirime uvazovanie o body na idealnej

priamke a matice (3 x 3).

3.5 Kruznica a izotropické body

Pri analyze kolineacii v projektivnej rovine vyvstava prirodzena otézka: ako sa zobrazuju
body, ktoré nelezia v euklidovskej (afinnej) casti roviny — teda body na idedlnej priamke?

Budeme skimaf obraz mnoziny vsetkych idealnych bodov v danej kolineacii.
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V nasledujticom interaktivnom applete mozete menit maticu projektivnej kolineacie a
sledovat, ako sa jednotlivé body zobrazuji. Obzvlast zaujimavé je zobrazenie celej mnoziny
idedlnych bodov (napr. bodov so suradnicami [0, u, 0] pre jednotkovy kruh). Tieto body sa

transformuju do jednej priamky, do obrazu pévodnej idealnej priamky.

#dﬂ] (2 ¥ O\

@& B I| EE= <]
2 1 1 A B @
2 Nacimd: L o , .
Matica kolinescie ( 1 2 2 ) Vlastny bod a jeho obraz: Ly — Ly 1 Matica kolineac
11 2 2 2 1 1
Idedlny (nevlastny) bod s obrazom: Uy — U
3 1 2 2
4 1 1 2
Qe Ly =(1.2,12) 5
et N R 6 bod - vektor
‘ | See k=@ 7 15 05 0
/ 8 bod -vlastny
g Q. / N 9 2 1 1
; ’ ! \ 4 U =(2.5,05) 10 bod kruznica
e { o i " -0.91 0.41 1
i | Sy L \ p
, | s | ; 12
R I s
{ | , 13
A e 14
¢ 15
« UK:(1 5, -0.5) e
17
——
18
Bod na kruznici a jeho obraz na clipse: Qx(—0.91, 0.41) — @Q}(—0.28, 1.27) 19 r

Obr. 3.6: Matica kolineacie: https://www.geogebra.org/m/txbgwkgs

Téato vizualizacia nazorne potvrdzuje, zZe kolineacia zachovava incidenciu a zobrazuje

priamky (aj idedlne) opaf na priamky.

V dynamickej vizualizacii reprezentovanou appletom z obrazka 3.7 sledujeme kruznicu
v projektivnej rovine. Kruznica je dand (prechadza zvolenym) redlnym bodom A a zaroven
dvoma Specidlnymi bodmi v nekonecne, teda dvoma idedlnymi bodmi.

Ako sme uz uviedli v sekcii 3.1 tieto idedlne body maju Specidlne postavenie vzhladom
na ubovolnu kruznicu a v literatiire sa oznacuju ako izotropické body alebo circular points

at infinity.

Definicia 3.5.1

[zotropické body akejkolvek (lubovolnej) kruznice st body projektivnej roviny, ktoré

st urcené idedlnymi bodmi (imagindrnymi smermi)

Korektnost definicie 3.5 je nutné overit. Musime ukazat, Ze pre Iubovolni kruznicu

projektivnej roviny su izometrické body pevne urcené. Inymi slovami:

Kazda kruznica projektivnej roviny prechadza izometrickymi bodmi.


https://www.geogebra.org/m/txbgwkgs
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Realna kruznica v projektivnej rovine, ktora je urcena tromi nekolinearnymi bodmi,
prechadza vzdy aj dvoma Specidlnymi komplexnymi bodmi na idealnej priamke — tzv.

izotropickymi bodmi. Tieto body st algebraicky urcené ako rieSenia rovnice
P +yP=0
na idedlnej priamke z = 0. V homogénnych sturadniciach su to body
I'=[1:4:0, J=[1:—i:0].

Izotropické body neleZia v redlnej projektivnej rovine P?(R), ale v jej komplexnom rozsi-
reni P?(C).

Kazda realna kruznica sa teda projektivne uzatvara prave tymito dvoma komplexnymi
bodmi v nekonecne. Z tohto pohladu mozno realnu kruznicu definovat aj ako kuzelosecku,
ktora prechadza tymito dvoma fixnymi komplexnymi bodmi a este jednym realnym bo-

dom. Preto mozno vyslovit tvrdenie:

Redlnu kruznicu v projektivnej rovine mozno jednoznacne urcit pomocou dvoch

izotropickych bodov a jedného redlneho (vlastného) bodu.

Obr. 3.7: Kruznica prechadzajica bodom A: https://www.geogebra.org/m//rezrdftk

Komplexna rovina s bodmi I, J. V GeoGebre sa body I, .J zobrazuji ako body mimo
redlnej osi: I = (1,4), J = (1, —i). GeoGebra umoznuje zobrazenie komplexnych ¢isel ako

bodov v rovine:


https://www.geogebra.org/m/rezrdftk
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e realna cast = z-ova stradnica,

e imaginarna cast = y-ova suradnica.

Takto mozno zobrazit aj body I, J ako body v tzv. komplexnej rovine. Tieto body
st spolo¢né pre vsetky kruznice — v tom zmysle, ze kazdéa kruznica v projektivnej rovine
wsmeruje* do rovnakych dvoch (komplexnych) bodov v nekonecne. Obrazok 3.7 prezentuje
konstrukeciu na zostrojenie kruznice v projektivnej rovine, ktora je uréena jednym realnym

(vlastnym) bodom.

Rovnica kruznice, ktora je urcena 1 redlnym bodom a 2 izotropickymi bodmi

Nech A = [0 : r : 1] je redlny bod, a nech I = [1:¢:0], J = [1: —i : 0] st izotropické
body. Hladdme rovnicu kuzelosecky prechadzajicej tymito tromi bodmi.

Nech kvadratickd forma méa homogénnu rovnicu v tvare:
x'Qx =0,
kde () je realna symetrickd matica:

ailz a2 ais
Q: a12 Q22 (23

a13 Qa23 A33

Dosadenim podmienok ATQA = 0, ITQI = 0, J'QJ = 0 dostaneme jednoznaény tvar

kvadratickej formy (aZ na zvy$né parametre):

2@237" + ass

_77’2 0 a13
Q _ 2(1/237’ + ass
- 0 -5 923
T
ais as23 ass

Teda kazdé kruznica prechadzajica zadanym bodom A a oboma izotropickymi bodmi
ma homogénnu rovnicu urcitelni z tejto matice. Zostava urcit a;s, ass, azz podla dalsich
podmienok (napr. druhého redlneho bodu, dotyku a pod.).

Tato konstrukcia je dolezitd najma pri ivahach o projektivnych zobrazeniach: obraz kruz-
nice je opéat kuzelosecka, ktora musi prechadzat obrazmi tychto dvoch komplexnych izot-

ropickych bodov. Tie sa tak stavaju projektivnymi invariantmsi vsetkych kruznic.
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Zaver

Z hladiska projektivnej geometrie nie je kruznica vynimocnou kuzeloseckou, ale Special-
nym pripadom kvadratickej krivky, ktorda ma dva spolo¢né komplexné idedlne body —
izotropické body. Tie su zakladom pre jednotny algebraicko-geometricky opis kruznic a

zohrévaju tstrednu tlohu v metrickom rozsireni projektivnej geometrie.

Aj ked izotropické body nelezia v realnom modeli projektivnej roviny, reprezentuju
vsetky mozné smerové vektory dotycénic ku kruznici — v komplexnom rozsireni. V tomto
zmysle mozeme kruznicu chapat ako objekt, ktory ,smeruje do dvoch fixnych komplex-
nych bodov v nekonecne. Prave tieto izotropické body zabezpecuju, ze vsetky kruznice v

projektivnej rovine patria do tej istej triedy kvadratickych kriviek.

V tzv. konformnej projektivnej geometrii (napr. v modeli Cayley-Klein) zohrévaji
izotropické body tlohu spolo¢nych bodov vsetkych kruznic a umoznuja definovat metrické

pojmy ako pravy uhol alebo dizku pomocou €isto projektivnych ndstrojov.

3.6 Zdruzené priemery kuzelosecky

Historicky kontext

Cayley (a neskor Klein) ukazali, ze kruznica mdze v projektivnej geometrii sli-
zit ako zakladny utvar, voci ktorému sa definuji metrické pojmy. Kruznica ,na
nekonecéne“ (tzv. absolutum) umoznuje zadefinovat euklidovski alebo hyperbolickt
geometriu ako Specialny pripad projektivnej geometrie. Tento pohlad nahradza mys-

lienku ,,rovnobeznosti“ ideou ,,idedlneho dotyku“ — teda vyskytu tbeznikov.

Jednym z klicovych pojmov pri konstrukcidch kuzeloseciek st zdruZené priemery.
Hoci maji metricky vyznam (napr. v pripade elipsy ako dvojice priemerov so Specialnymi
vlastnostami), ich skuto¢ny vyznam spociva v ich projektivnej povahe. Pri prechode z
afinnej roviny do projektivnej roviny sa totiz ,rovnobeznost“ dotycnic zachovava v zmysle
incidencie s idedlnym bodom (ibeznikom).

Konkrétne, dotycnice ku kruznici, ktoré sa v afinnom modeli javia ako rovnobezné a
teda sa pretinaju v idedlnom bode (na tibeznici), sa pri perspektivnej kolinedcii zobrazia
na dotycnice ku vseobecnej kuzelosecke, ktoré sa sice uz geometricky nepretinaji, ale stéle
majui rovnaky smer — ten urcuje smer zdruZeného priemeru ku danej mnozine dotyc¢nic.
V tomto zmysle sa zachovava projektivna incidencia bodov a priamok, a to aj v pripade,

ze ide o bod v nekonecne.
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Definicia 3.6.1

Definicia (afinny pohlad). Nech C je netrividlna kuzelosecka v afinnom priestore
A? a nech d je priamka. Priamka d’ sa nazyva zdruzeny priemer ku priamke d (voci
kuzelosecke C), ak plati:

Pre kazdy bod P € d, doty¢nica ku kuzelosecke C v Tubovolnom bode T taka, ze

PT je secnica kuzelosecky, je rovnobezna s d'.

Inymi slovami: body na d uréuju zvazok sec¢nic kuzelosecky, a zdruzeny priemer d’ je

spolo¢ny smer dotyé¢nic v prislusnych priese¢nikoch. Pozri obrazok 3.8.

Definicia 3.6.2

Definicia (projektivny pohlad). Nech C je kuZelosecka v projektivnej rovine P2.

Dve priamky d a d' sa nazyvaja zdruzené priemery kuzelosecky C, ak ich idealne

body (body v nekonecne) st zdruzené poléarne body vzhladom na kuzelosecku C.

Teda, nech ¢, je idedlna priamka (stbor vSetkych bodov v nekonecéne) a nech P €

leoNda P el,nd. Potom P’ je polar ku bodu P vzhladom na C, a naopak.

Obr. 3.8: Riesenie: Elipsa urc¢end zdruzenymi priemermi

Riesenie step by step https://www.geogebra.org/m/mmxhkemx


https://www.geogebra.org/m/mmxhkemx
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Poznamka

V pripade elipsy st vsetky zdruzené priemery navzajom rézne. Pre hyperbolu existuju také
dvojice zdruzenych priemerov, kde jeden je asymptota, druhy je jej zdruzend asymptota.
V pripade paraboly st vsetky priemery zdruzené s jednym spoloé¢nym smerom — smerom

hlavnej osi paraboly.

Cvicéenie

Zostrojte obraz kruznice k(O,r) v stredovej kolinedcii K(S, 0, u), ak kruznica k nem4d s
tbeznicou u spolocny bod. Zadanie https://www.geogebra.org/m/peyhrwhf
Riesenie.

Kedze kruznica k nema s iibeznicou u spolo¢ny bod, tak obrazom bude elipsa. Na jej
zostrojenie nam staci, ak pozname jej zdruzene priemery [T]73], [R| R}]. Potom pomocou
Rytzovej konstrukcie https://www.geogebra.org/m/BJGBjSCh zostrojime hlavni a ved-
lajsiu os elipsy.

Zdruzené priemery su také, ze dotyc¢nice v ich koncovych bodoch T7, T} st rovnobezné

s druhym priemerom [R]R}].

2 ‘U, U,
0 = }\-;c__ — -

Obr. 3.9: Zadanie: Elipsa urcenéd zdruzenymi priemermi

Zvolme si lubovolny tubeznik U; a zostrojme z neho dotycnice U;T7, U, T, ku kruznici.
Zostrojme priesecnik /ibeznik U, € m N u a opat dotycnice Us Ry, Us Ry ku kruznici.
Ubezniky Uy, U, sa zobrazuji do nevlastngch bodov, preto obrazy dotyénic UyTy, UyTs
Us Ry, Us Ry budi rovnobezné priamky. Teda budu zdruzené priemery elipsy. Pozri obrazok
3.9


https://www.geogebra.org/m/peyhrwhf
https://www.geogebra.org/m/BJGBjSCh
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Komentar 4. V projektivnej rovine sa vsetky kuzelosecky lisia len polohou svojich idedl-
nych bodov. Preto kruznica, elipsa, parabola aj hyperbola su z pohladu projektivnej geomet-
rie tym istym typom objektu: kvadratickd krivka. Tvar, symetria a ,zakrivenie“ su len

afinné vlastnosti — nie projektivne invarianty.

Kruznica je jednou z najdolezitejsich kriviek klasickej geometrie — jej symetria a kon-
strukéné vlastnosti z nej robia zédklad euklidovského sveta. Obrazom kruznice v projek-
tivnej rovine je elipsa, pricom povodné ,nekonecne vzdialené* smery sa stanu realnymi
bodmi — tzv. ibeznikmi 2. druhu. Kazdy smer dotycénic ku kruznici urcuje v projek-
tivnej rovine jeden idealny bod kruznice. Tieto body nie st viditelné v euklidovskom
zobrazeni, ale pri kolineacii sa zobrazujui ako tibezniky.

Tento pohlad nielen unifikuje vsSetky kuzelosecky, ale zaroven poskytuje tc¢inny kon-

strukény nastroj pre optiku, architektiru ¢i vizualizaciu.

Komentar 5. V projektivnej geometrii sa kruznica meni na kuZelosecku — podla polohy

vzhladom na ubeznicu vznikd elipsa, parabola alebo hyperbola.

o Ubesniky elipsy si redlne body — si to obrazy idedlnych bodov kruinice. Na elipse

predstavuji body, kam sa zbiehaju priamky rovnobezZné v povodnej rovine.

e Rovnica kruznice x* + y? = r? je v projektivnej rovine zdpisom x* + y* — r?2? = 0.

Nejde o zvldstnu krivku, ale o specidalny pripad kvadratickej formy druhého stupra.

o Projektivna klasifikdcia kuZeloseciek sa zakladd na pocte a polohe idedlnych bodov:

elipsa nema realne idedlne body, parabola ma jeden, hyperbola dva.

o Konstrukcia elipsy ako obrazu kruznice vyuziva perspektivnu kolinedciu a obrazy ide-

alnych bodov — tieto ubezniky spolu s dalsimi bodmi urcuji obrazovi krivku.
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3.7 CvicCenie

1. Nech E, je euklidovskéd rovina a R(M,«) je otocenie okolo bodu M o uhol vel-
kosti . Rozsirme zobrazenie R z roviny E; do zobrazenia R projektivnej roviny Eo

nasledovne:

o Na mnoZine vlastnych bodov definujeme R = R.

o Na mnozine nevlastnych bodov projektivnej roviny E,; definujeme R tak, Ze

nevlastny bod U priamky m sa zobrazi na nevlastny bod U’ priamky R(m).

Uloha: Ukézte, Ze zobrazenie R je kolinedciou roviny E,.
Ak a # k7, kde k € Z, jedinym samodruznym bodom tejto kolinedcie je bod M.
Ak a = k7, potom:
« pre parne k je R identitou na Eo,
 pre neparne k je bod M silne samodruznym bodom kolineicie R, teda R je
stredovou kolineaciou.
2. Analogicky rozsirme rovnolahlost R so stredom S na kolinedciu R rozsirenej eukli-
dovskej roviny E, na seba.
Uloha: Ukézte, Ze S je silne samodruznym bodom kolinedcie R.
3. Obdobne rozsirme aj osovii simernost S euklidovskej roviny na kolinedciu S rozsi-
renej euklidovskej roviny E,.
Uloha: Zistite, & mé S silne samodruzné body a (alebo) priamky.

Definicia 3.7.1

Identické zobrazenie projektivnej roviny na seba je zrejme kolinedciou; na-

zyvame ju identickou kolinedciou. Kolinedciu, ktord nie je identitou, voladme

netdentickou kolinedciou.

4. Zostrojte obraz kruznice k(O,r) v stredovej kolineacii (S, 0, u), ak kruznica k ma

s ibeznicou u jeden spolo¢ny bod: kNu = U a os kolineacie pretina v dvoch bodoch

T, R.
Ndvod.

KedZe kruznica k£ méa s ibeznicou u spolo¢ny prave jeden bod, tak obrazom bude pa-

rabola. Na jej zostrojenie ndm staci, ak pozname jej dve dotycnice ¢, r s dotykovymi
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Obr. 3.10:

bodmi T, R. Pri pouziti lichobeznikovej metdédy nam staci zostrojit obrazy dotyc-
nic t,r. Zostrojme priesecnik/ibeznik U; a smer SU; . Obrazom doty¢nice ¢ bude

priamka prechadzajica samodruznym bodom 7', ktora je rovnobeznd so smerom

SU; .

Lichobeznikova metdda: Spojnica priesecnika dvoch roznych dotycnic paraboly so

stredom tetivy urcenej ich dotykovymi bodmi je rovnobeznd s osou paraboly.

Kruznica — parabola

. Zostrojte obraz kruznice k(O, r) v stredovej kolineacii K (S, o, u), ak kruznica k ma s

ubeznicou u dva spolo¢né body: kNwu = U,V a os kolineacie pretina v dvoch bodoch
X, X,

Ndavod.

Kedze kruznica k ma s tubeznicou u spoloc¢né dva body, tak obrazom bude hy-
perbola. Na jej zostrojenie nam staci, ak pozname jej asymptoty a jej hlavné vr-
choly. Zostrojme doty¢nice a,,a, v bodoch U,V ku kruznici k. Najdime obrazy

a,(al||US),al (a!||V'S). Priamky a,, a! st asymptoty hyperboly.

u) v

. Vo VRP zostrojte rez rota¢nym kuzelom s vrcholom V. Rovina rezu p je uréena

priesec¢nicou o roviny podstavy a roviny p a bodom V't leziacim na osi V;, V.
Zadanie podla obrazka 3.10, 3.11 a 3.12.
Ndvod.

Perspektivna kolinedcia je dané: K(V, 0, V; — V). Niektoré rieSené priklady ndjdete
v praci [PLI, 2025].


https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=234766&chapterid=11255
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Obr. 3.11:

%

Obr. 3.12:
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Kapitola 4

Kuzelosecky - bodova mnozina

Uvod

Motivécia: Stiudium kuZeloseciek tvorf most medzi klasickou geometriou a
linearnou algebrou. Nielenze umoznuje analyzovat geometrické titvary pomo-
cou suradnic, ale otvara dvere k zjednotenému pohladu na zdanlivo odlisné
krivky, ktoré v projektivnom rozsireni priestoru nadobudaju nové, elegantné

suvislosti.

Historicky kontext

Zaklady studia kuzeloseciek polozil Apollénios z Pergy, ktory systematicky skimal
vlastnosti elipsy, paraboly a hyperboly. Jeho dielo ,Kuzelosecky* (Konika) malo
zasadny vplyv na vyvoj geometrie a zostalo autoritativne po viac ako tisic rokov. V
novoveku sa kuzelosecky stali predmetom analytického vyskumu vdaka Fermatovi,
Descartovi a Newtonovi. Projektivny pristup k nim sa naplno rozvinul az v 19.

storodi.

\. J

V analytickej geometrii predstavuju kuzelosecky jednu z najddlezitejSich tried algeb-
raickych kriviek druhého stupna. Apollonios v 3. storoc¢i pred n. 1. systematicky skiimal
vlastnosti elipsy, paraboly a hyperboly ako rezov kuzelovej plochy.

Kuzelosecky sa prirodzene objavuju v mnohych oblastiach matematiky a fyziky: v
optike, nebeskej mechanike, ako drahy planét ¢i projekcie pri zobrazovacich metddach.
Okrem klasickej geometrie sa kuzelosecky skimaji aj v rdmci projektivnej geometrie,
linearnej algebry c¢i diferencidlnej geometrie.

Moderny pristup ku kuzeloseckam spdaja metrické, algebraické aj projektivne pohlady.
Zakladnou otazkou je zavedenie pojmu kuzelosecka ako rovinnej krivky a klasifikacia

kuzeloseciek pomocou analyzy rovnic druhého stupna, ktoré definuju tieto krivky:.
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4.1 Definicia kuzelosecky

V predchadzajicej kapitole Obraz kruznice v kolinedcii sme odvodili pojem kuzelosecky
ako obraz kruznice v perspektivnej kolineacii. V tejto kapitole uvedieme dalSie mozné

zavedenie pojmu kuzelosecka.

1. Metricku definiciu kuzelosecky ako mnozina bodov danej vlastnosti.
2. Projektivnu definiciu kuzelosecky ako mnozinu priesec¢nikov dvoch zvazkov priamok.

3. Kuzelosecka ako rovinny rez rotacnej kuzelovej plochy ( Quételet-Dandelin veta).

4.1.1 Metricka definicia kuzelosecky

Definicia 4.1.1

Nech F € E? je dany bod nazyvany ohnisko, nech d je dana priamka nazyvana
riadiaca priamka (angl. directriz) anech k € R je dané kladné redlne ¢islo nazyvané
ciselna excentricita (tieZ numerickd vystrednost). Potom kuZelosecka je mmnoZina
vietkych bodov X € E2, ktoré spliiajui vztah:
X, F

PAXE) _y, (4.1)

p(X, d)
kde p(X, F') je euklidovska vzdialenost bodov X a F' a p(X,d) je vzdialenost bodu
X od priamky d.

(.

\.

Poznamka 4.1.1

Tato definicia mé zretelny fyzikalny vyznam. Predstavme si bod X, ktory sa pohy-

buje tak, ze jeho vzdialenost od pevného bodu (ohniska) a vzdialenost od pevnej
priamky st vo fixnom pomere k. V niektorej literatiire sa tento pomer oznacuje
gréckym epsilon e.

Vyslednd draha je prave kuzelosecka, ktorej typ zavisi od hodnoty k:
e 0 < k<1: elipsa
e k =1: parabola

e k > 1: hyperbola

-~
|\

Didaktickd poznamka. Metricka definicia kuzelosecky je vyhodna vo vy-
ucovani pre jej nazornost a moznost okamzitej vizualizacie v dynamickej geomet-

rii (napr. pomocou GeoGebry). Odporica sa ziakom ukézat experimentalny
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dokaz pomocou pohybu bodu, ako aj vypocet analytickej rovnice kuzelosecky

vychadzajuci z tejto definicie.

(0,0

Obr. 4.1: Vizualizacia kuzelosecky pomocou pomeru vzdialenosti od ohniska a riadiacej

priamky. ) - o
Interaktivny applet: Metricka definicia kuzelosecky

Historicky kontext

Rozvoj projektivnej geometrie v 17. a 19. storoci priniesol novy pohlad na vztahy
medzi priamkami, bodmi a zvizkami priamok.

Prvé myslienky perspektiv a zobrazeni zvizkov vznikli v sivislosti s dielami **Gé-
rarda Desarguesa (1591-1661)**, ktory skiimal zékonitosti perspektivneho zobra-
zovania pri architektonickych a umeleckych projekciach. Jeho vyroky o kolinearite

a perspektivnosti sa stali zakladom syntetickej projektivnej geometrie.

Historicky kontext

V 19. storo¢i na tieto zaklady nadviazali **Jean-Victor Poncelet (1788-1867)**
a **August Ferdinand Mobius (1790-1868)**, ktori rozvinuli systematickd tedriu
projektivnych zobrazeni. Poncelet zaviedol pojem projektivnosti medzi zvazkami
priamok a ukézal, Ze mnozina priesecnikov zodpovedajicich si priamok tvori kuze-

lTosecku. Mébius doplnil tedriu o analyticky aparat a pojem homogénnych stradnic.

Perspektiva zvazkov ma prirodzeni geometricki interpretaciu: predstavuje vztah me-
dzi dvoma pozorovatelmi (stredmi zvézkov) a spolo¢nou priamkou (osou), na ktorej sa
jednotlivé smery priamok zodpovedajice si v zobrazeni premietaju. Tento princip je kli-

covy pre pochopenie projektivnej definicie kuzeloseciek.


https://www.geogebra.org/m/whq6wrrc
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4.1.2 Projektivna definicia kuzelosecky

V kontexte projektivnej geometrie mozno kuzelosecku definovat ako mnozinu priesec¢nikov
priamky m a jej obrazu 7(m), kde 7 je projektivnost medzi dvoma zvizkami priamok.
Projektivnost medzi zvizkami priamok sa definuje pomocou ich perspektivnosti.

Nech [P] a [Q] st dva zvizky priamok so stredmi P a Q. st dva zvizky priamok so
stredmi P a (). Pozri obrazok 4.2. Zobrazenie

p: [Pl =[]

nazyvame perspektivnostou zvizkov [P], [Q], ak existuje priamkova rada bodov (mno-
zina bodov na priamke) [o] = {A, B,C} , ktord neprechddza stredmi zviazkov P ani @),
takd, Ze zobrazenie p je zlozenim dvoch perspektivnosti tejto priamkovej rady [o] na

zvazky [P] a [Q]. Priamkovi radu bodov [o] nazyvame osou perspektivity zvizkov [P], [Q)]

a zobrazenie - perspektivnost znacime:

Obr. 4.2: Perspektivne zvizky priamok

Dva zvazky priamok st medzi sebou projektivne ak su vytvorené z konecného poctu

perspektivnych zvéizkov priamok. Podrobnejsi vyklad k projektivnosti najdete v préci
[CHO, 2013].

Motivacia: Perspektivita zvazkov priamok predstavuje prirodzené prepojenie
medzi dvoma bodovymi stredmi pozorovania. Predstavme si dva fotoaparaty
umiestnené v bodoch P a ) a pevnu priamku o, ktora lezi mimo oboch fo-

toaparatov. Kazdy smer priamky zo zvizku [P] pretina priamku o v jednom
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bode, a odtial ho mézeme ,premietnut® do druhého zviazku [@Q]. Takto vznika

zobrazenie p : [P] — [Q)], ktoré je ur¢ené prave osou o.

Tento princip je zakladom pre projektivnu definiciu kuzeloseciek: ked vezmeme
dva zvizky priamok so stredmi P a @), ich projektivne alebo perspektivne pre-
pojenie urcuje bodovt kuzelosecku ako mnozinu vsetkych priesecnikov zodpo-

vedajucich si priamok.

Definicia 4.1.2

Nech P, @ st dva rozne body roviny E?, a nech Z(P), Z(Q) st zvizky priamok so
stredmi P, Q. Nech 7 : Z(P) — Z(Q) je projektivnost medzi tymito zvizkami.
KuZeloseckou K, nazyvame mnozinu vsetkych bodov X, ktoré lezia sucasne na

priamke m € Z(P) a na jej obraze m(m) € Z(Q):

K,={Xemnmn(m)|meZ(P)}.

Obr. 4.3: Vizualizacia kuzelosecky pomocou projektivnych zvizkov

Interaktivny applet: Projektivna definicia kuzelosecky
Ak 7 nie je perspektivnost, kuzelosecka K, sa nazyva regularna; v opa¢nom pripade
je singularna.

Poznamka 4.1.2

Znacenie: kuzelosecku uréent zvazkami Z(P), Z(Q) a projektivnostou = budeme

oznacovat K, = K (P, Q;7).
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Didakticka poznamka. Tato definicia je zakladom pre syntetickt a projek-
tivnu geometriu. Umoznuje elegantne dokazovat vlastnosti kuzeloseciek pomo-

cou Desargovho alebo Pascalovho vyroku a je nezavislad od stradnic ¢i mierky.

Komentar 6. V tejto kapitole sa zameriame na oba pristupy — metricky aj projektivny.

Ukdazeme, Ze vedu k tej istej mnozine bodov, ale kazdy z nich odhaluje iné siuvislosti.

4.1.3 Kuzelosecka ako rovinny rez kuzelovej plochy

Motivacia: Klasicka predstava kuzeloseciek vychadza zo starovekej geomet-
rie: kuzelosecka je krivka, ktora vznikne pri prieniku roviny a rotacného kuzela.
Téato definicia je vizualne velmi nédzorna a vhodna na prvé oboznamenie stu-
dentov s elipsou, parabolou a hyperbolou. V spojeni s Quételet-Dandelinovou
vetou ziskava navyse elegantné prepojenie s metrickou definiciou cez ohniska

a riadiace priamky.

Historicky kontext

Uz **Menaichmos™** (4. storocie pred n. 1.) skiimal rezy rotacného kuzela pri hladani
rieSeni problémov duplikécie kocky. **Apollénios z Pergy** potom v diele Konika
(3. storocie pred n. 1.) systematicky popisal vlastnosti kuzeloseciek a zaviedol dnesné
nazvy elipsa, parabola a hyperbola.

V novoveku **Lambert Quételet (1796-1874)** a **Germinal Pierre Dandelin
(1794-1847)** dokézali, ze kuzelosecka ako rez rotacného kuzela je ekvivalentna
s metrickou definiciou pomocou ohnisk a riadiacich priamok. Ich veta o dotyko-
vych guliach (Dandelin spheres) je dnes Standardnym mostom medzi priestorovou

a rovinnou definiciou kuzeloseciek.

Veta 4.1.1: Quételet-Dandelinova veta

Nech je dand rotacna kuzelova plocha a rovina rezu, ktord neprechadza jeho vr-

cholom V. Nech su S; a Sy gule (Dandelinove gule) vpisané do rotacnej kuzelovej
plochy tak, ze sa dotykaju roviny rezu v bodoch Fi a F5.

Potom krivka prieniku rotacnej kuzelovej plochy a roviny rezu je kuzelosecka s

ohniskami F}, Fy, pricom ohniska kuzelosecky st dotykové body gul s rovinou rezu.

Dokaz. Uvedieme zakladni ideu dokazu pre elipticky rez. Obrazok 4.4 priblizuje situaciu,
ked rovina rezu pretina vsetky tvoriace priamky W( rotacnej kuzelovej plochy. Nech P

je lubovolny bod rezu, t. j. bod prieniku danej tvoriacej priamky W( S rovinou rezu.
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Obr. 4.4: Kuzelosecka ako rez kuzela podla Quételet-Dandelinovej vety.

Interaktivny applet: Quételet-Dandelinova veta

Pre gulovi plochu plati, ze vzdialenost Tubovolného vonkajsieho bodu P od dotykového
bodu (napr. R) na dotycnici vedenej ku gulovej ploche bodom P je rovna konstante konst.
To znamend, ze plati:

‘PR|:|PF2’S ’PQ‘:’PFﬂ;

ale zaroven plati
konst = |PR| + |PQ| = |PF,| + |PF].

Posledna rovnost predstavuje ohniskovi definiciu elipsy. Podrobny dokaz Quételet-Dandelinovej
vety ndjdete napriklad v praci [EFF, 2007]. ]

Didakticka poznamka. Quételet-Dandelinova veta poskytuje nazorny most
medzi priestorovou a rovinnou geometriou. Vo vyucovani je vhodné najprv
vizualizovat pohyb dotykovych gl pri zmene rezu a nasledne prepojit ohniska
s metrickou definiciou kuzelose¢iek. Ziaci tak ziskaju hlbsie pochopenie, ze

elipsa, parabola aj hyperbola st len rozne rezy toho istého rotacného kuzela.
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4.2 Analytické vyjadrenie kuzeloseciek

Pri odvodeni analytického vyjadrenia kuzelosecky sa ststredime na kuzelosecky z pohladu
mnoziny bodov danej vlastnosti. Budeme vychadzat z metrickej definicie 4.1 kuzelosecky,
ktora ju charakterizuje konstantnym podielom vzdialenosti:

PXF) (4.2)

Obr. 4.5: Elipsa v kartezianskej suradnej stustave

Interaktivny applet: Excentricita a parameter kuzelosecky

Zvolme kartezidnsku stradnud stustavu (KSS) tak, aby stradnicova os o, prechiadzala
bodom F[f; 0] a bola kolméa na priamku d s rovnicou x = ¢. Nech X[z, y| je lubovolny bod

kuzelosecky. Pri takto zvolenej KSS bude pre k& > 0
d:x=c¢, F[f;0], f=c+p. (4.3)

Bod F' budeme nazyvat ohnisko, priamku d riadiaca priamka a ¢islo ¢ > 0 excen-
tricita resp. numericka vystrednost kuzelosecky. Vzdialenost p ohniska od riadiacej priamky
nazveme parameter kuzelosecky.

Vzdialenost ohniska od stredu kuzelosecky oznacime e a nazveme linearna excentri-
cita. Pozri obrazok 4.5, ktory predstavuje rovnost 4.2 pre numericka vystrednost e = 0, 7.

Vztah 4.2 po dosadeni hodnot 4.3 mézeme upravit na tvar

(z—f)2+y?
|z — ¢

= €.
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Umocnenim a tpravou dostaneme
(x— f)?+y* =€(xz— )

resp. roviicu
?(1—€)—2(f —E)r+y* + fP— 2 =0 (4.4)

Ide o vseobecnu rovnicu kuzelosecky, o ktorej sme sa zmienili v kapitole 2. Teda vse-

obecnd rovnica kuzeloseciek je urcend vztahom 2.9.

Tvar resp. druh kuzelosecky zavisi od kladnej hodnoty € > 0 v rovnici 4.4. Konkrétne
v sulade s poznamkou 4.1.1 pre 0 < e < 1 kuzelosecka je elipsa, pre e =1 je parabola

a pre € > 1 je hyperbola.

4.3 Parametre ohnisk a riadiacich priamok

7, analytickej rovnice kuzelosecky moézeme odvodit jej zdkladné geometrické parametre:
polohu ohnisk, excentricitu a rovnice riadiacich priamok. Najprv uvazujme standardné

polohy kuzeloseciek s osou symetrie totoznou s osou x alebo .
Elipsa
Standardné rovnica elipsy so stredom v pociatku a velkou poloosou a na osi o, méa

tvar ) )
T Y
§+b—2:1, a>b>0.

Priklad 4.3.1

Dokazte, ze pre elipsu v Standardnom tvare ohniskd maju suradnice: Fi(—e,0),
F5(e,0) a zaroven plati:

2 =a? 12,

kde e je vzdialenost ohniska od stredu, ktort nazveme linearna excentricita

elipsy.

. J

Pripominame, Ze pre konstantu € pouzivame niazov len excentricita (alebo numerické
vystrednost), ktorej hodnota pre elipsu je v intervale (0 < e < 1).
Riesenie. Pri rieseni tlohy z prikladu 4.3 sa budeme zaoberat konkrétnou hodnotou € =
0,8 tak, ako ju znazornuje obrazok 4.6. Zovseobecnenie na IubovoInii hodnotu 0 < e < 1

prenechédvame na citatela. Pre vrcholy A, B danej elipsy musi platif vztah 4.2. Oznac¢me
X (F) = —e prvu stradnicu ohniska F; a X(A) = —a,X(D) = —d. Potom po dosadeni
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dostaneme pre bod A
5a —5e —4d =0

a pre bod B
5a — be —4d =0

odkial e = %a, ¢o pri a = 5 bude e = 4. Teraz stac¢i vyuzit vedlajsie vrcholy elipsy a

dostaneme pozadovany vysledok. O]

Obr. 4.6: Elipsa v Standardnom tvare

Veta 4.3.1

V elipse existuju dve rézne ohniska Fi, Fy, pricom sucet vzdialenosti lubovolného
bodu X elipsy od oboch ohnisk je konstantny a rovny dvojnasobku hlavnej poloosi
2a.

|F1X| + |FoX| = 2a (4.5)

\ J

Dokaz. Ide klasicky dokaz metodami afinnej geometrie a prenechavame ho citatelovi.
Na zaklade tohto tvrdenia mozeme odvodit stredovi rovnicu elipsy. Nech pociatok

kartezidnskej stustavy suradnic (KSS) je totozny so stredom elipsy, hlavna a vedlajsia os

elipsy je totozna s osami KSS. Dalej vzdialenost ohnisk od stredu oznac¢me e (linedrna

excentricita). Potom pre stradnice tychto bodov plati:
S[0; 0], Fi[—e; 0], Fy[e; 0]

. Potom rovnost 4.5 ma tvar

\/(x+e)2—|—y2—|—\/(x—e)2+y2=2a. (4.6)
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Dalsim umocnovanim a upravami dostaneme:

=1 (4.7)

Ak stred elipsy je bod S[m;n] a ohniskd lezia na rovnobezke s osou x prechadzajicou
bodom S, potom stredova rovnica elipsy je dana vztahom:
(z—m)® (y—n)

a? * b2

~1 (4.8)

Parabola

Standardné rovnica paraboly s osou rovnobeznou s osou x je
2
y© = 2pz,

kde p > 0 je parameter paraboly (vzdialenost ohniska od vrcholu). Ohnisko mé siradnice
F (%, O) a riadiaca priamka md rovnicu: z = —%. Excentricita musf byt rovna 1: € = 1.

Po dosadeni siradnic ohniska paraboly dostaneme rovnicu

0o IS

(4.9)

Ak vrchol paraboly je bod V[m;n] a ohnisko lezi na rovnobezke s osou o, prechadzajicou

bodom V', potom vrcholova rovnica paraboly:
(y —n)? = 2p(x — m). (4.10)

Didakticka poznamka. Pri parabole je vzdialenost bodu od ohniska a od
riadiacej priamky vzdy rovnaka, ¢o je nazorné a lahko overitelné v dynamicke;j

geometrii. Vytvorte vhodny applet v GeoGebre pre parabolu.

Hyperbola

Standardna rovnica hyperboly s centrom v pociatku a realnou osou na osi x je

2 2
oy

2 , a,b>0.

Pre jej parametre plati:

c
A=a>+b, e=->1.

S
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Ohniska:  Fi(—c,0), Fy(c,0). Riadiace priamky:

a
r=+—.
e

Rozdiel vzdialenosti Tubovolného bodu hyperboly od ohnisk je staly a rovny 2a,

pricom konstanta 2a je mensia ako vzdialenost ohnisk.

Podobne ako v casti Elipsa Tahko ukazeme, ze stredova rovnica hyperboly mé tvar

(z—m)* (y—n)® _
R (4.11)




Kapitola 5
Kategorizacia kuzeloseciek

V predchadzajucich castiach sme ukazali, ze vSeobecna rovnica kuzelosecky v afinnych

suradniciach mé tvar:
Ax? + Bay + Cy* + Dx + Ey + F =0, (5.1)

kde A,B,C, D, E, F' € R, pricom aspon jeden z koeficientov A, B, C' je nenulovy.

Definicia 5.0.1: Regularne a singularne kuzelosecky

Pod regularnou kuzeloseckou rozumieme kruznicu, elipsu, hyperbolu alebo pa-
rabolu.

Pod singularnou kuzeloseckou rozumieme kazdu dvojicu priamok (dve rézno-

bezné priamky, dve rézne rovnobezné priamky) alebo bod.

Vseobecnu rovnicu kuzelosecky mozeme vyjadrit aj v maticovom tvare:

(@yl)-o-ly|=0,

kde matica o pozostava z koeficientov vseobecnej rovnice. Algebraickymi tpravami mo-

zeme ukéazat, Ze matica ¢ ma tvar

A B D
s=|B ¢ EB|. (5.2)
D E F

Determinant matice o nazyvame velky diskriminant kuzelosecky.

93
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Maly diskriminant kuzelosecky je determinant matice:

A B
(1) -

Na uréenie konkrétneho druhu kuzelosecky pomocou velkého diskriminantu (oznacenie
det o = |o|) a malého diskriminantu (oznacenie detd = |§|) sme zostavili kvoli prehlad-

nosti nasledujtici algoritmus:

1. Ak velky diskriminant je rézny od nuly (det o # 0), tak kuzelosecka je regularna
a pre
o detd >0
— A-|o| <0alebo C-|o| <0 = elipsa,
— A-|o| > 0alebo C'-|o| > 0 = prazdna mnozina.
e detd =0 = parabola,
e detd < 0 = hyperbola.
2. Ak velky diskriminant je rovny nule (det o = 0), tak kuzelosecka je singularna a
pre
e |§] > 0 = kuzelosecka je singuldrnym bodom,
e |d] = 0 = st to rovnobezky alebo prazdna mnozina, Specidlne ak

- A#0:
A

* < 0 = dve rézne rovnobezky,

D

D F
A D . 5

* = (0 = dve totozné rovnobezky,
D F
A D , »

* > (0 = prazdna mnozina,
D F

- A=0,C#0

C FE R 5

* < 0 = dve rézne rovnobezky,
E F
C F . .

* = 0 = dve totozné rovnobezky,
E F
C FE , »

* > ( = prazdna mnozina.
E F
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e |§] < 0 = singularna kuzelosecka predstavuje dve réznobezky.

Poznamka 5.0.1

Jednoduchsi sposob triedenia regularnych kuzeloseciek vychadza z preskimania

hodnoty diskriminantu A kvadratickej formy 5.1, ktory sa urci ako:
A = B*>—4AC.

Tento sposob triedenia je vhodny len pre regularne kuzelosecky:.

Podla hodnoty diskriminantu A rozlisujeme tri pripady:

o A <0: elipsa (vratane kruznice, ak A = C, B = 0),
o A = 0: parabola,

o« A > 0: hyperbola.

Didakticka poznamka. Diskriminant A = B%2—4AC kvadratickej formy 5.1
je spolahlivym a standardnym kritériom na klasifikaciu kvadratickych kriviek.
Pri zavadzani tejto klasifikacie je vhodné ukazat nielen analytickd interpre-
taciu, ale aj graficki vizualizaciu — napriklad pomocou parametrov A, B, C'

menif typ kuzelosecky v realnom case.

Priklad 5.0.1

Rozhodnite, o aky typ kuzelosecky ide v nasledujicich pripadoch:
L 224+y*—1=0 — A=0>—4-1-1=—4 — kruZnica (elipsa),
2. 22 —y>’=1 — A=02—4-1-(—1) =4 — hyperbola,

3. 224+2y—1=0 —+ A=0-4-1-0=0 — parabola.

5.1 Prevod vseobecnej rovnice na standardny tvar

Motivacia: Pri skimani kuzeloseciek je ¢asto potrebné previest ich vSeobecnt
kvadratickd rovnicu 5.1 do tzv. standardného tvaru, ktory priamo odhaluje
typ kuzelosecky a jej zdkladné parametre (poloha stredu, osi, dlzky hlavnych

a vedlajsich poloosi).
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Navrh postupu transformacie vseobecnej rovnice na standardny tvar je zalozeny na

transformécii kartezidnskej stradnej stustavy a naslednej redukcii na standardny tvar.
1. Uréenie typu kuZelosecky pomocou diskriminantu A = B? — 4AC.

2. Najdenie stredu kuzelosecky S = [z, yo], ktorého suradnice zg,yy st rieSenim
sustavy

0
%(A:v2+B:vy+C’y2+Dx—i—Ey+F):0,

0
a—y(Ax2+Ba:y+C’y2—|—Da7+Ey+F):0,

3. Posunutim sidradnicovej ststavy o vektor @ = (—zg, —yo) ziskame stredovi

rovnicu kuzelosecky.

4. Rotacia suradnicovej sustavy: Pre odstranenie zmiesaného c¢lena Bxy mdzeme

pouzif substiticiu
r=Xcosf —Ysinf), y = Xsinf+Y cosb,

kde uhol 6 spliia

tan 20 = B
n =1_c

Substiticia predstavuje rotaciu o uhol, ktory zviera hlavna os stredovej kuzelosecky

so suradnicovou osou 0,.

5. Redukcia na standardny tvar: Po transformécii dostaneme rovnicu tvaru

X2  y?
? + ﬁ =1 alebo Y2 = 2pX
V tejto podkapitole skiimame prepojenie analytickej a syntetickej geometrie. Vyucova-
nie s vyuzitim dynamickej vizualizdcie (napr. GeoGebra) umoznuje studentom sledovat,

ako sa kuzelosecka meni pri posune a rotacii suradnicovej stustavy. Uvedieme niekolko

prikladov transformacie.

Priklad 5.1.1

Elipsa. Transformujte kuzelosecku dant rovnicou

4o + 3xy +4y* — 120 — 12y +9=0

na jej standardny tvar.
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Riesenie:
1. Urcenie typu kuzelosecky pomocou diskriminantu.

Vseobecnd rovnica ma koeficienty:

Diskriminant kvadratickej formy je
A=DB?—4AC=3>-4-4-4=9—-64=-55<0.

Kuzelosecka je teda elipsa (resp. kruznica, ak by A =C a B =0).

2. Najdeme stred elipsy. Stred je rieSenim ststavy

0
—f:8x+3y—12:0,
ox

0
—f:3x+8y—12:0.
Ay

Po derivovani rieSime ststavu:

8z + 3y = 12,
3z + 8y = 12.

Vyriesenim sustavy dostaneme stradnice stredu kuzelosecky:

60 12
551’0—60 = .T()—g—ﬁ
36 12

3. Posun saradnicovej ststavy do stredu. Zavedieme nové siradnice

12 12
X=2v——, Y=y——.
11 11

Dosadenim do pévodnej rovnice dostaneme rovnicu v posunutej sistave:

4X2+3XY+4Y2—??:0 N 4X2+3XY+4Y2:??,

4. Rotacia stiradnicovej sustavy. Odstranime ¢len XY rotaciou o uhol 6, kde

B 3 T
W= = _T
tan 26 1-C-0 = f 1
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Pouzijeme substiticiu
Uu-Vv v — U+V
v2 o V2

Po dosadeni a zjednoduseni ziskame:

X =

11, 5 36
Uty v =2
2 T3 11

5. Uprava na $tandardny tvar. Vydelime celd rovnicu %:

1., 11 5, 11 121 55
U2yt oo = e fyr—og
2 36727 36 o Th

Viymenou ¢lenov tak, aby vacsia poloos bola pri V', dostaneme:

V2 U2
=t =l
55 121
alebo ekvivalentne
V2 U2
st = b
121 121

¢o vedie k poloosiam

~3v22 3v/10

NV =V
11 11

Tento vysledok je v stulade s vysledkom, ktory sme ziskali pomocou GeoGebry 5.1.

Vysledok: Standardny tvar elipsy po posune a rotécii je

V2 U2
s t 5o = b
121 121
stred je S (12, 12) osi otocené o 45° a poloosi
11711 )"

Stred elipsy je S = (%, %)

Didakticka poznamka. Pri elipse je dolezité nielen najst stred a typ kuzelo-
secky, ale aj urcit orientaciu a diiky poloosi. Postup posunu a rotacie stiradnic

je univerzalny pre vSetky kuzelosecky.
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Elipsa:
42 + 3y + 47 — 120 — 12y = —9
: Posunutie

Posunutd elipsa:
42?4 3ay + 4y = 4.09

, .3 4 5
, Posunutie + Otoenie

Otocend elipsa:
2.522 + 5.5y> = 4.09

N

Obr. 5.1: Grafické znazornenie riesenia prikladu 5.1

Interaktivny applet: Transformacia kuzelosecky - elipsa

Priklad 5.1.2

Parabola: Transformujte kuzelosecku dani rovnicou

2 +4z+2y—3=0

na jej standardny tvar a urcte vrchol paraboly.

Riesenie:
1. Urcenie typu kuzelosecky pomocou diskriminantu. Vseobecnd rovnica ma

koeficienty:

Diskriminant kvadratickej formy je
A=B*—4AC=2"-4-1-1=4-4=0

Kuzelosecka je teda parabola.

2. Najdeme vrchol paraboly. Pre parabolu sa vrchol nachadza v bode, kde gradient

kvadratickej ¢asti je ortogonalny na linedrnu cast, ¢o zodpoveda rieseniu stustavy

0
— =2 20—2=0
Oz T+ 2y )
0
f:2:c—|—2y—|—4:0.

dy


https://www.geogebra.org/m/bsjduw4d
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Stustava dava:
r+y=1
r+y=-2
Sustava nema rieSenie, ¢o potvrdzuje, Ze parabola nema stred. V takomto pripade po-

krac¢ujeme transformaciou suradnicovej sustavy rotaciou tak, aby sme odstranili ¢len xy.

3. Rotéacia stradnicovej ststavy. Odstranime ¢len XY rotaciou o uhol 6, kde

tan2 = —— = = §=

e

Pouzijeme substiticiu

Dosadenim do pdvodnej rovnice (a po tprave) dostaneme
2U% +4V2V -3 =0

alebo po uprave
1 3

— U? + .
22 42

V:

To je standardny tvar paraboly so smernicou osi V.

4. Urcenie vrcholu a parametrov. Parabola ma os rovnobeznu s osou V' a vrchol

v bode
Vo= (0,2
0 — 74\/5 :

Otvéra sa smerom nadol, pretoze koeficient pri U? je zdporny. Parametrické vyjadrenie

tvaru paraboly je

vo 3 L
42 2V/2
v tvare
V—-k=-p U?
S parametrom
1

a vzdialenost ohniska od vrcholu je
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Vysledok: Standardny tvar paraboly v otodenej sistave je

3 1,

HV, RN

s osou paraboly rovnobeznou s osou V. Vrchol je V = (0, %) a ohnisko vo vzdialenosti
2v/2 nad alebo pod vrcholom. Pozri obrazok 5.2.

V=(-2,3.5)

\

Obr. 5.2: Transformacia kuzelosecky na standardny tvar paraboly

Didakticka poznamka. Pri parabole je transforméacia jednoduchsia, pretoze
nie je potrebna rotécia siradnicovej sustavy (diskriminant A = 0 znamen4,
ze os paraboly je v povodnej ststave rovnobezné s jednou z osi). Dynamicky
applet umozni studentom vizualizovat vrchol, ohnisko a riadiacu priamku pri

roznych posunoch.

Priklad 5.1.3

Hyperbola: Transformujte kuzelosecku dant rovnicou
322 —6ay — 3y —8x +8y =0 (5.4)

na jej standardny tvar.

RiesSenie:
1. Urcéenie stredu kuzelosecky.
Pouzijeme parcialne derivacie:

of

L 6r—6y—8=0
ox v y
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0
—f:—6x—6y+8:0
dy
Riesime stustavu:
6x — 6y =8
—b6z — 6y = —8

Po upravach ziskame riesenie, ktoré predstavuje suradnice stredu:

Stred kuzelosecky je

2. Posun suradnicovej ststavy.

Zavedieme nové suradnice:

4
X =z, Y:y—l—g

Po dosadeni do rovnice 5.4 dostaneme (skratene):
3X% - 6XY — 3Y? 4 konstanta = 0
Linearne ¢leny sa po posune redukuji, pricom konstantna hodnota nebude ovplyviovat

typ kuzelosecky.

3. Rotacia stradnicovej sustavy.

Odstranime zmiesany ¢len XY pomocou rotacie. Uhol rotacie 6 ur¢ime z:

B —6 —6 s
_ i S RNV PNy
A-C 3-(=3) 6 ~ 1

T
tan 20 = Z
an 3

Pouzijeme substituciu:

X =Ucos —Vsinf, Y =Usinf+ V cost

Po dosadeni a zjednoduseni dostaneme kvadraticky tvar bez zmiesaného ¢lena.

4. Redukcia na standardny tvar.
Po odstraneni zmiesaného clena a tiprave rovnice dostaneme nieco ako:
U2 v2

@ !
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4

Ide o hyperbolu so stredom S = (g, 0) a osami otocenymi o uhol § = —

™
5
Pozri obrazok 5.3.

Hyperbola:
3:5276;L'y73y278w+8y =0

Obr. 5.3: Grafické znazornenie riesenia prikladu 5.1

Didakticka poznamka. Tento priklad ukazuje iplny postup transformacie
kuzelosecky na standardny tvar: ndjdenie stredu, posun sturadnicovej sustavy,

odstranenie zmiesaného c¢lena rotaciou a upravu do standardného tvaru.

Hyperbola je jedinad kuzelosecka, ktorej vetvy sa v nekonecne priblizuju k priam-
kam. Tieto priamky nazyvame asymptoty a ich urc¢enie ma vyznam nielen v analytickej
geometrii, ale aj v aplikaciach, napriklad pri modelovani trajektérii, optickych vlastnosti

alebo vo fyzike pri pohybe telies po hyperbolickej drahe.

Definicia 5.1.1: Asymptota hyperboly

Asymptotou hyperboly H nazyvame priamku p, ku ktorej sa body hyperboly Tubo-
volne priblizuju, ked sa ich vzdialenost od stredu siradnicovej ststavy zvéicsuje do
nekonecna. Formalne:

lim p(X,p) =0,

| X |—o00

kde X € H a p(X,p) je vzdialenost bodu X od priamky p.

Pri hyperbole s rovnicou vo vSeobecnom tvare
Az* + Bry+Cy* +Dx+ Ey+F =0

sa asymptoty uréujt ako priamky prechddzajice stredom hyperboly a spliiajice rovnicu
kvadratickej formy:
Az? + By + Cy? = 0.
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Tento tzv. homogénny clen definuje smerové priamky v nekonecne, ku ktorym sa hyperbola
priblizuje.

Priklad 5.1.4

Urcite asymptoty hyperboly

4a* — 9y? — 8z + 36y — 44 = 0.

Riesenie.
1. Najprv najdeme stred hyperboly:

of

g -8=0 = z,=1,
ox

0
—f=—18y+36:0 — y, = 2.
dy

Stred hyperboly je teda S(1,2).

42 — 9y? — 8z + 36y = 44

Obr. 5.4: Asymptoty hyperboly

2. Posunieme sturadnicovu sustavu do stredu substiticiou X =z —1, Y =y — 2:
AX +1)2?=9(Y +2)> —8(X +1)+36(Y +2) —44 = 0.

Po uprave dostavame
4X? —9Y? - 12 =0,

alebo
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3. Standardny tvar hyperboly ukazuje, Ze asymptoty maji smerové rovnice:
2
Y =+-X.
3

Po navrate do pdévodnej sustavy ziskame rovnice asymptot povodnej hyperboly,
ktoré su v tvare:
2

y—2::|:§(ac—1).

Didakticka poznamka. Pri vyucovani sa osvedcuje postupovat nasledovne:

1. zvyraznit homogénnu cast kvadratickej rovnice,
2. posunit suradnice do stredu hyperboly,

3. urcif smerové priamky asymptot a zakreslit ich do grafu.

5.2 Vztahy medzi parametrami kuzeloseciek

Pri préci s kuzeloseckami sa ¢asto stretavame s viacerymi parametrami: hlavnymi a vedlaj-
simi poloosami a a b, vzdialenostou ohniska ¢, excentricitou e a parametrom kuzelosecky p
(vzdialenost ohniska od priamky kolmice na hlavni os cez vrchol). Tieto parametre st na-
vzajom prepojené vztahmi, ktoré umoznuji jednoduchy prechod medzi roznymi formami
rovnic kuzeloseciek.

Uvadzame strucny prehlad vzajomnych vztahov medzi tymito parametrami, ktory

zhriuje vysledky z tejto a predchadzajucej kapitoly..

Elipsa

Pre elipsu so stredom v pociatku a hlavnou osou na osi x platia zakladné vztahy:

2 2
x Y
?_Fﬁ:l’ 0<e<l1
c b?
E=a®>-0, e=-, p=—.
a a

kde a, b st hlavna a vedlajsia poloos, ¢ je vzdialenost ohniska od stredu elipsy, e je excen-
tricita (0 < e < 1) a p parameter elipsy (vzdialenost ohniska od priamky kolmice na os

cez vrchol).
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Poznamka 5.2.1

7 vyssie uvedenych vztahov mézeme zostavit uzitoc¢nu tabulku:

Vyznam

Vztah
2= a2 — b2
-
p=7%
b=av1—e?

Ohnisko elipsy
Excentricita
Parameter kuzelosecky

Vedlajsia poloos cez e

Parabola

Pre parabolu s vrcholom v pociatku a osou x plati:

yi=2px, e=1
p

= — :2‘

c 5 D c

Parabola ma iba jeden ohniskovy parameter ¢, excentricita je vzdy e = 1 a parameter

p je dvojnasobkom vzdialenosti ohniska od vrcholu.

Hyperbola

Pre hyperbolu so stredom v pociatku a hlavnou osou na osi = plati:

2 2
xz Yy B
g—b—2—1, €>].
b2
F=a*+b, e=-, p=—.
a

Poznamka 5.2.2

Tabulka vztahov je velmi podobné ako pri elipse, iba s opa¢nym znamienkom v

zakladnom vztahu medzi a, b, c:

Ohnisko hyperboly
Excentricita (e > 1)

Parameter kuzelosecky

Vedlajsia poloos cez e
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5.3 Polarne (ohniskové) rovnice kuzeloseciek

Motivacia: Polarne rovnice kuzeloseciek vyjadruju polohu bodu kuzelosecky
vzhladom na jej ohnisko. St dolezité najmé v analytickej geometrii a vo fyzike,
kde sa kuzelosecky cCasto pouzivaju na opis pohybu telies v centralnom poli

(napriklad Keplerove drédhy planét).

Definicia 5.3.1: Polarna rovnica kuzelosecky

Nech je kuzelosecka urcena ohniskom F' a excentricitou e. Ak zaciatok polarnej
suradnicovej sistavy zvolime v ohnisku £’ a os Or smerujeme rovnobezne s hlavnou

osou kuzelosecky, potom polarna rovnica ma tvar:

p

"= 1+ecosh’

kde 7 je vzdialenost bodu kuzelosecky od ohniska, 6 je uhol polarnej suradnice
merany od osi, p je parameter kuzelosecky (vzdialenost ohniska od priamky kolmo

na os cez vrchol), e je excentricita kuzelosecky.

Priklady
Priklad 5.3.1: Elipsa

Rozhodnime poladrnu rovnicu elipsy so semiosou a = 5, semiosou b = 3, a ohniskom

v zaciatku suradnicového systému.

RieSenie.

1. Excentricita: e = \/1 — 2= \/1 -2 =43

a

2. Parameter: p = % =

Ul

3. Polarna rovnica:

99
_1+§Cos<9_5+4c0s9'

r

Priklad 5.3.2: Parabola
Nech je dand parabola s vrcholom v bode V' (0, 0) a ohniskom F'(¢,0), ¢ > 0. Ndjdime

jej polarnu rovnicu.

RieSenie.
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1. Pre parabolu je e = 1, parameter p = 2c.

2. Polarna rovnica:

2c
r=—.
1+ cosf

3. Ak ¢ = 3, potom 6
"= 1+ cosf’

Priklad 5.3.3: Hyperbola

Rozhodnime polarnu rovnicu hyperboly s hlavnou osou na osi x, semiosou a = 4,

semiosou b = 3.

RieSenie.

1. Excentricita: e = \/1 + Z—z = \/1—|— 1% = g.

2
2. Parameter: p = % = %.

3. Poldrna rovnica (so znamienkom — pre vetvu v smere osi):
9/4 9

r = —

N 1—2(2089 4 —5cosh’

Didakticka poznamka. Polarne rovnice st mimoriadne vhodné pre interak-
tivne vizualizacie. V GeoGebre mozno menif excentricitu e a sledovat prechody
medzi elipsou, parabolou a hyperbolou. Vo fyzike sa tento zapis pouziva na

opis orbit planét a komét.
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Cvicenie
I. Identifikacia a klasifikacia kuzeloseciek

1. Urcte typ kuzelosecky a jej zédkladné vlastnosti pomocou velkého a malého diskri-

minantu:

(a) 2 +y* —dx+2y—4=0
(b) 2 —4y* — 22 +8y+1=0
(c) 92% +4y* — 36 =0

2. Rozhodnite, ¢i st nasledujice kuzelosecky regularne alebo singulérne:

(a) 2> —2zy +4*> =0
(b) 2?2 +4y* +2x —4y+3=0
(c) * +2zy+y*+x+y=0

3. Kuzelosecka je dana rovnicou
322 + 2xy 4+ 2% — 120 — 4y + 4 = 0.

(a) Vypocitajte diskriminant kvadratickej formy a urcte typ kuzelosecky.

(b) Najdite jej stred.
4. Rozhodnite o polohe kuzelosecky vzhladom na siradnicova sustavu:
2, .2 _
4y " —6r—8y+9=0

Urcte stred a polomer kuzelosecky, ak ide o kruznicu.

5. Pre ktoré hodnoty parametra k je rovnica
4 kry+y*—2r+2y—3=0

(a) elipsa,
(b) parabola,
(¢) hyperbola?

6. Urcte typ kuzelosecky a jej stred:

4% 4+ 9y* — 242 + 36y + 36 =0
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7. Rozhodnite, ¢i je kuzelosecka dana rovnicou
2 —dry+ 42 20 —4y+1=0

degenerovana. Ak ano, urcte typ degeneracie.

8. Vyhladajte v zbierke Kopka—Tichy: Analytickda geometrie priklad s podobnou tlohou

a vyrieste ho.
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5.4 CvicCenie
II. Transformacia na standardny tvar a vypoc¢ty parametrov

1. Transformujte na Standardny tvar a urcte parametre kuzelosecky:

22 —6x+1y°+4y—3=0

2. Prevedte na standardny tvar:
4o + 3y +4y* — 120 — 12y +9=0
N4jdite stred, osi a dlzky poloosi.
3. Elipsa je dana rovnicou
92% + 169> — 362 + 64y +4 =0

(a) Urcte stradnice stredu elipsy.

(b) Transformujte rovnicu na Standardny tvar.
4. Transformujte nasledujicu rovnica hyperboly a urcte asymptoty:

P —xy—yP—20+4y—1=0

5. Urcte standardny tvar paraboly:
2?42 —4dy—1=0
a vypocitajte suradnice ohniska a rovnicu riadiacej priamky.
6. Transformujte rovnicu na standardny tvar a uréte excentricitu:

242y +yt —22 -2y =0

7. Vypocitajte uhol otocenia suradnicovej siistavy, ktorym odstranite zmiesany clen z
rovnice kuzelosecky:

207 + 3wy +2y° —4 =0



112 KAPITOLA 5. KATEGORIZACIA KUZELOSECIEK

8. Transformujte na standardny tvar a urcte typ kuzelosecky:

P fay+y* —5r+3y=0

9. Zistite, ¢i je nasledujica rovnica regularna alebo singularna a upravte ju na stan-
dardny tvar:

2 —dry + 4y 20— 4y +1=0

10. Zo zbierky Effa-Novotny: Ulohy z analytickej geometrie vyberte tilohu na transfor-

maciu kuzelosecky so zmiesanym ¢lenom a rieste ju pomocou postupu z prednasky.



Kapitola 6
Zaver

Kuzelosecky predstavuju jeden z najkrajsich prikladov prepojenia algebry a geometrie.
V tejto ucebnici sme ukazali, ako je mozné ich skimat z viacerych uhlov pohladu — od
klasického afinného a euklidovského pristupu, cez homogénne stradnice, az po projektivnu
geometriu, ktora poskytuje elegantny jednotiaci ramec.

Spojenim analytickych metéd s vizualizaciou a dynamickymi geometrickymi systé-
mami sa z kuzeloseciek stava nielen téma vysokoskolskej matematiky, ale aj priestor pre
objavovanie, tvorivost a rozvoj geometrickej intuicie. Verime, Ze text podnieti studentov
a ucitelov k hlbsiemu zaujmu o geometriu a ukaze im, ze matematika nie je len suiborom
postupov, ale aj estetickym a konstruktivnym jazykovym nastrojom na opis sveta okolo
nas.

Do budtcnosti zostava velkym potencidlom prepojenie tychto poznatkov s modernymi
informatickymi metédami, ako je pocitacova vizualizacia, symbolické vypocty ¢i vyucbové
prostredia umoznujuce interaktivne modelovanie a experimentovanie s geometrickymi ob-

jektmi.

113
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