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@ Aritmetické a geometrické postupnosti a jedna zaujimava
funkcionalna rovnica.

@ Spracované podla prezentacie profesora Cihlafa z Usti nad
Labem.
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Aritmetické a geometrické postupnosti

@ Ako sa vytvarajl tieto postupnosti?
@ Stadi poznat prvy ¢len a “pravidlo tvorby":

e Pri aritmetickej postupnosti sa neustale pripocitava isté Cislo.
o Pri geometrickej postupnosti sa neustale nasobi istym Cislom.
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Obr.: Vytvéranie postupnosti
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Konstrukcia zaujimavej funkcie

@ Vytvorme funkciu, kde hodnoty nezavislej premennej tvoria
aritmetickd postupnost a im zodpovedajiice hodnoty zavislej
premennej tvoria geometrickd postupnost.

o Napriklad definujme funkciu f(x):

2:1,2,3.4,...
flz):2,4,8,16,...

@ Aké vlastnosti ma tato funkcia?

Pavol Hanzel Aritmetické a geometrické postupnosti



Klicova vlastnost tejto funkcie

@ Zamerajme sa na to, ako ziskat hodnotu f(x + y), ak
pozname funkéné hodnoty f(z) a f(y).
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Klicova vlastnost tejto funkcie

@ Zamerajme sa na to, ako ziskat hodnotu f(x + y), ak
pozname funkéné hodnoty f(z) a f(y).

@ Napriklad:
x=1y=3:f(143)=f(4) =16, f(1) =2, f(3) =8.
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Klicova vlastnost tejto funkcie

@ Zamerajme sa na to, ako ziskat hodnotu f(x + y), ak
pozname funkéné hodnoty f(z) a f(y).

@ Napriklad:
x=1y=3:f(143)=f(4) =16, f
r=1y=3:f1+3)=f(4) =16, f

Pavol Hanzel Aritmetické a geometrické postupnosti



Klicova vlastnost tejto funkcie

@ Zamerajme sa na to, ako ziskat hodnotu f(x + y), ak
pozname funkéné hodnoty f(z) a f(y).

@ Napriklad:
x=1Ly=3:f14+43)=f4)=16, f(1)=2,f(3) =8
r=1y=3:f(1+3)=f(4) =16, f(1)=2,f(3) =8
x=1y=4:f1+4)=f(5)=32, f(1)=2,f(3) =16.
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Klicova vlastnost tejto funkcie

@ Zamerajme sa na to, ako ziskat hodnotu f(x + y), ak
pozname funkéné hodnoty f(z) a f(y).

@ Napriklad:
x=1Ly=3:f14+43)=f4)=16, f(1)=2,f(3) =8
r=1y=3:f(1+3)=f(4) =16, f(1)=2,f(3) =8
x=1y=4:f1+4)=f(5)=32, f(1)=2,f(3) =16.

@ Zovseobecnenie: f(z +y) = f(x) - f(y).
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Jednoduché riesenia

@ Rovnicu f(z +y) = f(x) - f(y) spiia napriklad funkcia
flx) =27

@ Preco? Pretoze plati:

flzt+y)=2"" =272V = f(z) - f(y).
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Jednoduché riesenia

@ Rovnicu f(z +y) = f(x) - f(y) spiia napriklad funkcia
flx) =27

@ Preco? Pretoze plati:

flzt+y)=2"" =272V = f(z) - f(y).

@ Dokéazete najst dalSie analogické riesenia?

@ Vseobecné riesenia st vsetky funkcie tvaru f(x) = a”.
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Grafy exponencialnych funkcii

Obr.: Grafy funkcii
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Dotycnica ku grafu funkcie e*

Smernicu doty¢nice v bode P mdzeme urcit ako limitu smernice
priamky uréenej bodom P a dal$im bodom X = [h;e"] na grafe
funkcie y = €* pre h — 0.

Obr.: Dotyénica v bode [0; 1]
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Exponenciala a jej derivacia

o Pre malé hodnoty h sa hodnota e” priblizuje k 14 h (z
definicie exponenciélnej funkcie ako limity).
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Exponenciala a jej derivacia

o Pre malé hodnoty h sa hodnota e” priblizuje k 14 h (z
definicie exponenciélnej funkcie ako limity).

@ To m6zeme zapisat ako:

h—1
¢ — 1.

lim
h—0
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Exponenciala a jej derivacia

o Pre malé hodnoty h sa hodnota e” priblizuje k 14 h (z
definicie exponenciélnej funkcie ako limity).

@ To m6zeme zapisat ako:

h—1
¢ — 1.

lim
h—0

e Odetial plynie: exponenciala je rovna svojej derivacii.
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Vlastnosti funkcie e*

Doty¢nica ku grafu funkcie y = e® v bode [0, 1] zviera s osou x
uhol o velkosti 45°.

Dékaz. Vlyuzitim vlastnosti derivacie (¢)" = e smernicu dotycnice
v bode (0,1) mdzeme vypoditat aj tak, ked dosadime z = 0 do
derivacie:

y'(0) =€’ =1.

Smernica dotycCnice je teda k = 1.
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Vlastnosti e*

Uhol o medzi doty¢nicou a osou x je dany vztahom:
tan(a) = k,

kedze k = 1, plati:
tan(a) =1,

tak uhol «, pre ktory je tan(a) = 1, je:
o = 45°

Tym je d6kaz ukonceny.
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Rozvoj funkcie y = e*

Funkcia y = e* sa da zapisat ako:
< .k 22 23
=) Elteh g tgt=
k=0
n fEk
k=0
kde k!=1-2..... k (pricom 0! = 1).
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Eulerovo cislo - alternativne definicie

Eulerovo ¢islo e ako limita postupnosti (zloZzené Groclenie):
1 n
e= lim (1 4F )
n—00 n
Cislo e je vyjadritelné postupnostou:
=1 1 1 1 . Z1

kde k! =1-2..... k (pricom 0! =1).
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Nieco malo o Cisle e

Racionalnu aproximaciu Cisla e mézeme poditat zo vztahu:

1
€n—1+ == €n.
n!
Postupne pre 1,2, ... ziskame
1-1+1 2
= = - =2.000
“ 1 1
2-2+1 5
= - =2.500
2T T2
3-54+1 16
= = — = 2.667
=732 "%
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Preco je exponencialna funkcia dolezita?

@ Prepéja aritmetické a geometrické postupnosti (napr. Groky).
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Preco je exponencialna funkcia dolezita?

@ Prepéja aritmetické a geometrické postupnosti (napr. Groky).

@ Vyjadruje taky rast velicin, pri ktorom s prirastky Gmerné
okamzitej hodnote veli¢iny (napr. rast populacie).
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Preco je exponencialna funkcia dolezita?

@ Prepéja aritmetické a geometrické postupnosti (napr. Groky).

@ Vyjadruje taky rast velicin, pri ktorom s prirastky Gmerné
okamzitej hodnote veli¢iny (napr. rast populacie).

@ Moze popisovat kruhovy (a teda aj kmitavy) pohyb (napr. pri
striedavych pridoch)
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Najkrajsia formula

Problém

Ako sa odvodi formula, o ktorej vacsina matematikov tvrdi, ze je
»najkrajsou matematickou formulou"?
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Najkrajsia formula

Problém

Ako sa odvodi formula, o ktorej vacsina matematikov tvrdi, ze je
»najkrajsou matematickou formulou"?

Musime nieco vediet o goniometrickych funkciach. Podobnymi
Gvahami ako pri exponenciéle sa definuji funkcie sinus a kosinus:

. oz x3 xd x’
i TR TR I
_ 1 :E2 .’E4 I‘G

cosr=logrt et
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Najkrajsia formula

Dalej musime niecCo vediet o komplexnom ¢isle ¢. Zakladnou
vlastnostou imaginarnej jednotky je: i = —1.
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Najkrajsia formula

Dalej musime niecCo vediet o komplexnom ¢isle ¢. Zakladnou
vlastnostou imaginarnej jednotky je: i = —1.

Z toho potom vyplyva, ze:

SRS TSN
S Ot W
|
—_
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Najkrajsia formula

Teraz uz moézeme odvodit jeden ddlezity vztah. Dosadenim iz do

vztahu
_ x2 .CC?’ :II4 3357
= +$+*+§+7+a—

Pavol Hanzel Aritmetické a geometrické postupnosti



Najkrajsia formula

Teraz uz moézeme odvodit jeden ddlezity vztah. Dosadenim iz do

vztahu
_1 2 3 gt x57
= +$+*+§+7+a—
dostaneme:
T=1+1ir— 3:—2—Z%—B—F:Lj—i-zﬂc—f)—53—6—zgi—i-x—g—
N 2! 3! 5/ 6! 78
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Najkrajsia formula

Teraz uz moézeme odvodit jeden ddlezity vztah. Dosadenim iz do

vztahu
_1 2 3 gt x57
= +$+*+§+7+a—
dostaneme:
T=141ix— ﬁ—zx—3+x—4+zx—5—x—6—1i+£
N 2! 3! 5/ 6! 78!
odkial
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Najkrajsia formula

Teraz uz moézeme odvodit jeden ddlezity vztah. Dosadenim iz do

vztahu
_1 2 3 gt x57
= +$+*+§+7+a—
dostaneme:
T=1+1ir— 3:—2—Z%—B—F:Lj—i-zﬂc—f)—53—6—zgi—i-x—g—
N 2! 3! 5/ 6! 78
odkial

xz 24 6 x8 a3 v 47

e =cosx +isinx

odkial
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Najkrajsia formula

Co vztah e"* = cosx + isinx znamena a ¢o z neho vyplyva?

Vyraz e'z je teda tzv. komplexnou jednotkou.

sin sinus = E
2
1.0 s Qos a0
1
kosinus = o
Obr.: Komplexna jednotka
Pre x = 7 dostaneme najkrajsiu formulu na svete: '™ = —1.
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Zaver

@ Predstavili sme exponenciadlnu funkciu y = a” a jej zakladné
vlastnosti. Pomocou vyznacnej hodnoty derivacie sme z nich
vybrali exponencialu.
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Zaver

@ Predstavili sme exponenciadlnu funkciu y = a” a jej zakladné
vlastnosti. Pomocou vyznacnej hodnoty derivacie sme z nich
vybrali exponencialu.

o Ukazali sme Specialnu funkciu y = €* a jej vyznam. Ukazali
sme niektoré pozoruhodné vlastnosti iracionalneho ¢isla e.
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Zaver

@ Predstavili sme exponenciadlnu funkciu y = a” a jej zakladné
vlastnosti. Pomocou vyznacnej hodnoty derivacie sme z nich
vybrali exponencialu.

o Ukazali sme Specialnu funkciu y = €* a jej vyznam. Ukazali
sme niektoré pozoruhodné vlastnosti iracionalneho ¢isla e.

@ Preskiimali sme vlastnosti ¢&isla e a odhalili sme

»najkrajsiu formulu na svete” J
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