Vektorovy stcin

Na rozdiel od skalarneho sacinu, vektorovy stucin (po anglicky cross product) je definovany
len v troch rozmeroch. Matematicka definicia je:

AxB= (a17a2,a3) X (b17b27 bs) = (sz3 — asby, agby — aibs, a1by — ale) (1)

Vysledkom vektorového stucinu je vektor, ktory je kolmy na oba vektory a jeho dizka je
rovna obsahu stvoruholnika ((0,0), A, A + B, B). Existujua dva opacné vektory s takouto
dlzkou (A x B= —(B x A)).

Ak chceme zistit, ktory z nich je vysledkom sicinu, pouzijeme pravidlo pravej ruky.
Ukazovék ukazuje v smere prvého vektora, prostrednik v smere druhého a palec bude
ukazovat v smere vektorového sacinu. gpeciélne ak st povodné vektory linedrne zavislé
(jeden je nasobkom druhého), vysledkom vektorového sacinu je nula (t.j. vektor (0,0, 0)).
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Ak potrebujeme vektorovo vynasobit dvojrozmerné vektory A = (aj,a) a B =
(b1,b2), jednoducho vektorovo vynésobime trojrozmerné vektory A’ a B’, ktoré maju
prvé dve stiradnice rovnaké ako A a B a tretiu stradnicu maja nulovi:

(a1, a2,0) x (b1, b2,0) = (0,0, a1by — azby) (2)

Zaujimava je orientovana dlzka vysledného vektora, ¢iZe a1by — asb;. Ked hovorime o
vektorovom sti¢ine ako o ¢isle, mame na mysli prave tito hodnotu: a1bs — asb;

Opét nim dokazeme zistit nie¢o o uhle medzi vektormi.

A X B[ = [[A][ - [|B]| - sin 6 (3)



Ak st vektory kolinearne, vysledok je 0. Ak je A "nalavodd B, ich vektorovy suéin je
kladny, a ak je A "napravood B, je ich vektorovy stéin zéaporny (¢ize AxB = —(Bx A)).
Vdaka tomu vieme zistovat, ¢i dany bod lezi na danej priamke, ¢ je bod vo vnutri
konvexného n-uholnika, ¢i sa dve usecky pretinaju, ¢i je bod vo vnutri lubovolného n-
uholnika a mnoho dalsich veci.

Priklady

Bod a priamka Maéame dany bod X a priamku prechadzajicu bodmi Y, Z a mame zis-
tit, ¢i sa bod nachadza na priamke, nalavo od nej alebo napravo od nej (ked sa pozerame
v smere z Y do Z). Spo¢itame:

(Z-Y)x(X-Y) (4)

Ak vyjde 0, bod lezi na priamke. Ak vyjde kladné ¢islo, bod X je nalavo, ak vyjde zaporné
¢islo, bod je napravo. Otvorte si dynamicky obrézok 1 Tu a pohybujte bodom X.
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Bod a konvexny n-uholnik Mame dany bod X a konvexny n-uholnik s vrcholmi
Y1,...,Y, a mame zistit, ¢i je bod vo vnutri n-uholnika. n-uholnik je konvexny, ak mé
kazdy jeho vnutorny uhol menej ako 180°. Spocitame:

zi = (Yip1 = Yy) x (X =Y5) (5)
pricom Y, ;1 = Y;. Ak st vSetky hodnoty kladné alebo vSetky zaporné, tak je bod X vo

vnutri.

Pretinanie tiseciek Mame dané dve tsecky XY a ZW a mame zistit, ¢i sa pretinaja.
Overime, ¢i tsecka XY pretina priamku ZW a tsecka ZW pretina priamku XY. Overenie
prvej podmienky spravime napriklad tak, Ze sa pozrieme na vektorové suciny:

(X-Z)x (W=2Z) a (Y—2Z)x(W-—17) (6)

Tieto musia mat opa¢né znamienka, resp. ich sti¢in musi byt zédporny.


https://www.geogebra.org/m/fb8kud6m

Zdoévodneie.

Ak sa dve tusecky v rovine pretinaji, znamené to, ze koncové body jednej tsecky
lezia na opac¢nych stranach druhej tsecky a naopak. To mézeme matematicky vyjadrit
pomocou vektorového stcinu.

Nech méame dve tsecky AB a C'D, kde:

AB = Blb,,b,] — Alas.a,), CD = Dld,,d,) — Clea, ).

Bod C' lezi na jednej strane tisecky AB a bod D na druhej strane prave vtedy, ked
vektorové suciny

(B—A)x (C—A) a (B-A) x(D-A)

maji opa¢né znamienka, teda ich suc¢in je zaporny:
(B—A)x (C—-A)]-[(B—A) x(D-A4)]<0.
Analogicky, ak body A a B leZzia na opa¢nych stranach usecky C' D, musi platit:
(D-C)x(A=C)]-[(D-C)x (B-C)] <0.

Ak st obe nerovnosti splnené, tsecky sa pretinaju.

Bod a l'ubovol'ny n-uholnik Mame dany bod X a l'ubovolny n-uholnik s vrcholmi
Y1, ..., Y, a mame zistit, ¢i je bod vo vnitri n-uholnika. Ak je bod X vo vnutri, kazda
polpriamka, ktora v hom zacina, pretina n-uholnik neparny pocet krat. Ak je X vonku, tak
je pocet pretnuti vzdy parny. Takze pomocou vektorového sii¢inu spoc¢itame priesecniky
nejakej polpriamky s hranami n-uholnika. Treba si vSak davat pozor na pripady, kedy
vrcholy n-uholnika leZzia na priamke.

Obsah trojuholnika Mame dany trojuholnik pomocou bodov A, B, C' a chceme spo-
¢itat jeho obsah. Tu vyuZijeme to, Ze dvojrozmerné vektory vieme preniest do trojroz-
merného priestoru pridanim nulovych stradnic. Potom je vysledok:

[(A-C)x (B -C)
2

(7)

Speciélne, ked je jeden z bodov (povedzme C) nulovym — (0,0), tak vysledok je:

‘albg — agbl‘
2



