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1 Pripomenutie pojmov

1.1 Grupa

Definicia 1.1. Grupou (M, *) rozumieme mnozinu M spolu s operaciou * na M, ktord ma

tieto vlastnosti:

i) Ve,y e Msxzxy € M,
Opericia * je neomezene definovanad na M. (MnoZina M je uzavretd vzhladom k

operacii *.)

i) Vo,y,2 € Mz * (y*xz2)=(zxy)xz €M
Operacia * je asociativna.

iii) de € M,Vx € Mexx=x+*e =z,

Existuje neutralny prvok

iv) Ve € M,3y € Mz xy = y*x = e. Ku kazdému prvku existuje prvok inverzny

vzhladem k operacii *.
Ak operécia + je naviac komutativna, grupa nazyva sa komutativna grupa alebo Abelova
grupa.
Priklady grip
1. Ciselné obory spolu s operaciou séitania: (Z,+),(Q,+), (R, +),
2. Ciselné obory spolu s operdciou nasobenia: (Q\ {0},-), (R \ {0},-),(C\ {0},-).

3. Uvazujme rovnostranny trojuholnik ABC v rovine p. Grupou je potom mnozina
vsetkych transformacii roviny, v ktorych sa trojuholnik zobrazi sam do seba spolu

s operaciou skladania transformacii (grupa symetrii).

Uloha 1.
Popiste grupu symetrif, ktord repredukuje §tvorec v rovine E2. Vytvorte vhodny

applet v GeoGebre. pozrite si ukdzku Tu

1.2 Teleso

Definicia 1.2. Struktira (7, +,-) se nazjva teleso , prave vtedy, ked operécie (+,-) - st
distribuivne.
Ak (T, +) je komutativna grupa a ked (T"\ {0} ,- ) je tiez komutativna grupa hovorime

o komutativnom telese.

Uloha 2.
Uved'te aspont tri priklady telies.



https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=162395&chapterid=5503

1.3 Vektorovy priestor

Definicia 1.3. Nech T je komutativne teleso. Mnozinu V nazveme vektorovy priestor

nad telesom T prive vtedy, ked st na V definované dve operacie:

1. Scitanie vektorov:
Tubolnej dvojici vektorov @, ¥ € V je jednoznaéne priradeny stcet (vektor) @+ 4 € V.

2. Naéasobenie skaldrom:

pre lubolny vektor @ € V a skaldr a € T je jednoznaéne priradeny stéin ai € V.

Pritom s splnené nasledujice vlastnosti:
e Struktira (V,+) je komutativna grupa,
e plati distributivnost: (a + b)d = ati + b, a(d + ¥) = ai + av,
e pre jednotkovy prvok skaldrneho nasobenia 1 € T plati: 1 -4 = 4.
Priklady vektorovych priestorov
1. Mnozina R? vsetkych usporiadanych dvojic redlnych é&isel s operdciami

e s¢itania usporiadanych dvojic: (a1, as) + (b1,b2) = (a1 + b1, as + ba),

e ndsobenia: k- (a1, a2) = (kay, kaz).
(tzv. aritmeticky vektorovy priestor R? nad telesom redlnych éisel)

2. Mnozina orientovanych tseciek (vektorov) spolu s operédciou séitania vektorov a ndsobenia

redlnym ¢islom.

Uloha 3.

Dokazte, ze uvedené struktury spiﬁajﬁ vSetky podmienky vektorového priestoru.

Uloha 4.

Na mnozine V usporiadanych trojic
V= {(wl,xg,xg,) eR3 21 + 20 — 223 = O}
su dané: obvykla operacia s¢itania trojic a ndsobenie trojic skalarom.
e Dokaite, Ze (V, +.-)je dvojrozmerny vektorovy priestor nad polom R.

e Urcte jeho bazu. (Dva linedrne nezéavislé vektory.)

e Vytvorte applet v 3D Geogebre. Pozri obr. 1.




1.4

Afinny bodovy priestor

Definicia 1.4. Pod afinnym priestorom rozumieme usporiadand trojicu A = (A;V; f),

pricom mnozina A je neprdzdna (jej prvky st body), V je vektorovy priestor a f je zo-

brazenie

FiAXASV, (X,Y) s XY

spfﬁajﬁce podmienky

(A1) VX,Y,Z € Aplati XY + Y2 = X2
(A2) VX € A, @ €V existuje prave jeden bod Y € A, pre ktory f(X,Y) = XY

—

Poznamky

1.

2.

Podmienka (A2) ovori, ze zobrazenie f je bilekcia.

Mnozinu A nazyvame afinny priestor, vektorovy priestor V nazyvame zameranie

afinného priestoru A.
Dimenzia (alebo rozmer) afinného priestoru je ¢islo, ktoré je dimenziou jeho zamerania.
Afinny priestor dimenzie 0, 1, 2 budeme v poradi nazyvat bod, priamka, rovina.

Nech A = (A;V; f) je afinny priestor, potom v A mézeme definovat zobrazenie
g: AxV — A nasledovne

g(X,0) =Y & f(X,Y) =1 (1)

(n — 1)-rozmerny podpriestor n—rozmerného afinného priestoru A nazyvame

nadrovina.

Afinny priestor, ktorého zameranim je vektorovy priestor nad pol’om realnych ¢&isel
nazyvame redlny afinny priestor. Symbolicky R™ = (R™; R"; f)

Zobrazenie f v redlnom afinnom priestore je definované ako odé¢itanie po zlozkéch:
fX,Y)=Y - X = (y1 — 71,92 — T2, -, Yn — Tn) (2)
a zrejme potom
g(X, @) = X+ =[z1 +u1,x2 + Uy eeo, Tpy + Un), (3)

kde X[$1,$27 ~-~733n]7Y[ylay27 "'7yn]7ﬁ(u17u25 ;un)



Veta 1.1. Nech X,Y, A, B,C, D si body afinného priestoru A; potom

XX =0 (4)
XY =YX (5)
(6)
(7)

AX=XY = X =Y
AB —CD = AC — BD

6

7

Dokazte tieto tvrdenia.
K tvrdeniu (7) navrhnite vhodny applet v GeoGebre. VyuZite vlastnost, ze (V, +) je grupa,
v ktorej plati: AB — CD = (AC+ CB) — (CB + BD).

Priklad 1. Nech
A= (Z’l,xg,xg) € R3;x1 + 29 —2x3 =205

V = (21, 22,23) ER3; 21 + 29 — 223 =0

Dokézte, ze trojica (A,V, f), kde f([X,Y]) =Y — X je obvykld operédcia od¢itania

trojic, je dvojrozmerny afinny priestor nad polom redlnych &isel.

RieSenie.
Musime overit platnost podmienok (A1) a (A2).
(A1) VX,Y,Z € Aplati XY +YZ = X2
(A2) VX € A, i € V existuje prave jeden bod Y € A, pre ktory f(X,Y) =

XY =1.
1 Nech
1 1 1
X = .')317552;5(1'1"‘1'2_5) 7Y: y17y27§(y1—|—y2—5) ’Z: 21’2275(21_*_22_5) ,
potom
+ -5 T1+ T2 — D —x1)+ —
)ﬁ: (yl —T1,Y2 —:Ez,yl 12/2 ! 22 ) — <y1 — X1, Yo — To, (y1 1) - (Y2 2))

z1+22—5 +y2—5 21— 1) + (29 —
ﬁ:(zl—yl,,@_y% 1 22 n gQ >:<Z1_y17z2_y2’(1 y1)2(2 y2>

po scitan{ dostaneme pozadovany vysledok - podmienka (A1) je splnena.

2 Nech je dany bod X = [21, z2, 3 (21 + 32— 5)] a vektor @ = (u1, u2, 5 (u1 +uz)). Potom

zrejme existuje bod

1
Y = [$1 + U1, x2 +U2,5(($1 +uq) + (22 + u2) 5)] )



pre ktory plati f(X,Y) =Y — X = )ﬁz = «. Teda zobrazenie fp = f(P,X) je

zobrazene surjektivne - "na”.

Ukézeme, Ze zobrazenie f je prosté zobrazenie (injektivne). Nech X,Y € A st lubovolné
dva rozne body a nech @ = (u1,ug, 3(u1 + u2)) je pevne zvoleny vektor mnoziny V.

Potom je (z1 # y1) V (x2 # y2) a zrejme aj obrazy

1

FPX) = (b= oapn =, (1 = 20) = 2 = 22) )

f(PY)= (p1 —Y1,D2 — Y2, % ((p1 —v1) — (p2 — y2)))

su dva rozne body. Teda zobrazenie fp = f(P, X) je prosté.

Odtial dostdvame, Ze podmienka (A2) je splnena.

Priklad 2. Dané je mnozina usporiadanych dvojic
2 2
z Y
A: {(1’,y) 6R2;¥ - be = ]-,:L' < _|a|}

pre pevne zvolené a,b € R a zobrazenie

[ AX A=V f([x,m], (22, 02]) =1 — 12

Dokazte, ze trojica (A,R, f) je jednorozmerny afinny priestor nad polom redlnych

Cisel.

RieSenie.

Ukézeme platnost podmienky (A1) a dokaz platnosti podmienky (A2) prenechévame ¢itatelovi.

(A1) Pre lubovolne zvolené tri body Alza,va|, Blzs, Y], Czc, yc] z definicie zobrazenia f
plati: (Otvotre si applet k obrdzku

f(A,B) = f([Ta, Ya] » [T6, vb]) = Ya — Wb

f(Ba C) =f ([mbayb} ’ [xcvyc]) =Y — Yc

po dosadeni dostaneme

f(A,C) = f([%a,Yal s [, Ye]) = Ya — ye = (A, B) + f(B,C). O

(A1) Preskiimajme ako vyzeraju vektory priestoru V. Podla definicie zobrazenia f, kazdé
redlne ¢islo reprezentuje vektor vo vektorovom priestore afinného priestoru A a naopak.

Podmienke

VA[za,y.] € A, @ € R existuje prave jeden bod B € A, pre ktory f(X,Y) = f@,



Hyperbola (a,b)

Obr. 1: Afinny priestor - hyperbola |Applet otvorite Tu

zrejme vyhovuje bod Blxy, y, + u]. Prvi siradnicu z; uréime z podmienky, ze bod
B je bodom hyperboly v II. alebo v III. kvadrante. Napriklad pre bod A[—6, 4.53] a
vektor 4 = 2.49 je to zrejme bod B[—9, 7.02 = 4.53 + 2.49].

Rieste tulohy
Zistite, ¢i usporiadand trojica (A,V, f) je afinnym priestorom, ak &dno uréite aj bazu jeho

zamerania.

1. Dané si A = {[x1,72] € R%; 29 = 1}, V = {[x1, 23] € R%; 25 = 0}

a zobrazenie

[ AX A=V ([x1,22], [y, y2]) = (21 — y1, 72 — y2)

pricom mézete predpokladat, Ze V s operaciou séitania po zlozkach je vektorovy pries-
tor nad telesom R.

2. Dané st A = |11, 22, 23] € R3 23 =1,V = [21, 29, 23] € R3 23 =0
a zobrazenie

[ Ax A=V ([x1, 22, 23], [Y1,Y2,¥3]) = (@1 + y1, 22 + Y2, 23 — y3)

pricom mézete predpokladat, ze V s operaciou séitania po zlozkach je vektorovy pries-
tor nad telesom R.

3. Symbol Py ozna¢uje mnozinu vsetkych polynémov s redlnymi koeficientmi, ktorych
stupen nie je vyssi ako Styri.Operdcia 4+ je vhodné zizenie obvyklej operdcie s¢itania
polynémov.

Dané si A= {P(z) € Py; P(0) =1} aV ={P(x) € P;; P(0) = 0}.

4. Mozno vektorovy priestor nad R povazovat za afinny priestor nad R?
Vysledok: Ano. Prokami bodovej aj vektorovej zlozky budu vektory, operdcia + bude

definovand na mnoZine vektorov.


https://www.geogebra.org/m/m3grcpqb

1.5 Afinné suradnice bodov

Definicia 1.5.

(a) Usporiadani n+1 -ticu [O, €1, &, . .., €,] zlozent z bodu O € A™ a bazy [€1, €a, . . ., €]

vektorového priestoru V*(A™) nazyvame afinnym siradnicovym repérom v A™.

(b) Linedrna sustava suradnic (LSS) (O, €}, é,,...,€,) v afinnom priestore A" prislichajica
k repéru [O, &1, é,...,¢€,| je bijektivne zobrazenie z mnoziny A" do R", ktoré
% ) €1, €2, ) J J y )

kazdému bodu X € A" priradi usporiadani n-ticu [x1,x2, ..., z,] takd, ze

X =0+ 1161 + 2265 + ...+ 2,En.

(¢) Bod O nazyvame zaéiatok sustavy suradnic a vektory €i,és,...,€&, nazyvame
stiradnicovymi vektormi. Vzhladom na to, Ze pre zaéiatok O afinnej siradnicove;

sustavy

(d) Vektor X — O nazyvame polohovy vektor bodu X vzhladom na danu stustavu

stradnic [0, €1, €3, . .., €], presnejsie vzhladom na zaciatok sustavy siradnic O.

(e) Suradnice bodu X afinného priestoru A” vzhladom na dand afinnt sistavu siradnic
st siradnice [x1, T2, . .., %,] jeho polohového vektora vzhladom na bdzu siradnicovych

vektorov.

Poznamka 1. Z linedrnej algebry je zname, Ze ku kaZdému vektoru existuje jedind uspo-

riadand n -tica [€1, &, ..., Ey,] takd, Ze
T = $1€1 + Iggg —+ ... +xn€n
Odtial’ dostdvame, Ze existuje jedind n -tica pre polohovi vektor O?

(ﬁ:X—Oleé’l—&—xQé’Q—&—...—l—xn@ resp. X = O+ x1€1 + 125 + ...+ xp€,

Priklad 3. Dany je afinny priestor (A, R, f), kde

_ 0 20 YR
A—{(x,y)ER,E—b—Q_l,m<—|a|}

frAX A=V f([x,m], [2,42]) =1 — v

Zistite, ¢i zobrazenie

L:A—=R;L([z,y]) =5+ 2y

je linedrnaa sustava suradnic.

RieSenie.
Poktsme sa charakterizovat zobrazenie £ v priestore R3.

V priklade [2|sme ukdzali, ze lubovolny bod A[z4,y.] € A je bodom hyperboly v II. alebo
v III. kvadrante. V obrazku je to cast zltej hyperboly. Nech A[z,,ya], Blzs, yp] si dva



Obr. 2: Afinny priestor - hyperbola |Applet otvorite Tul

rozne body hyperboly
2?2

a? b2

potom musi byt y, # ys. Z definicie zobrazenia £ si tymto bodom priradené dve roézne

=l,z<—|al,

realne ¢éisla
L([xa,Yal) = 5+ 2ya, L([26,]) = 5+ 2y

Odtial dostdvame, ze zobrazenie L : A — R; L([x,y]) = 5 + 2y je prosté.

Tiez plati, Ze pre lubovolné redlne éislo r € R existuje jediné redlne éislo y = ”;5 e R.
Zéroven existuje prave jedno redlne ¢islo z také, ze bod X|[x,y] je bodom hyperboly v II.
alebo v III. kvadrante. £ : A — R;L([z,y]) =5+ 2y je zobrazenie na mnozinu r € R.

Teda L je bijekcia. Tym sme dokézali, ze £ : A — R je linedrna sistava sturadnic.

Uvazujme mnozinu bodov so stiradnicami o = {X[z,y,5 + 2y|;z,y € (R}, Mnozina « je
2-parametricky tvar v priestore, ktory predstavuje rovinu (v obrdzku je to bledomodra
rovina). Ak chceme ndjst mnozinu

2

s
T2 —a

H= {A[:L‘a,ya,5 + 2ya]§ya = b }

a2

L obrazov len bodov hyperboly, tak tdto mnozina je prienikom roviny a a Hyperbolic Cy-
linder 2y

HC = {[z,vy, z]; P +0.22 =1}
Teda H = o N HC a to je hyperbola (v obrazku je to krivka hnedej farby). Ked'ze
hyperbola je jednoparametricky utvar, tak dimenzia A je rovnd jednej. Zobrazenie L je
zrejme bijektivne a z toho plynie zaver:

Zobrazenie L je linedrna sustava siradnic. Bodu A[z,,y,] € A je priradend suradnica

10


https://www.geogebra.org/m/j9ybszgx

2 _ 2 2 _ 2
a a
Rieste ulohy

Dany je afinny priestor (A, V, f). Zistite, ¢i zobrazenie £ := ... je linedrna stistava suradnic,

ak dno urcite jej pociatok a sdradnicové vektory.
1. Danésu A:=... ,V:=...a f:=...
2. Dané su
3. Dané su

4. Dané su

1.6 Euklidovsky bodovy priestor

Definicia 1.6. Euklidovskym bodovym priestorom E™ rozumieme afinny bodovy priestor,

ak na jeho zamerani je definovany skalarny stcin.

Definicia 1.7. Skaldrnym sti¢inom rozumieme operaciu, ktord kazdej dvojici vektorov

4,7 € V priraduje redlne &islo (skaldr) 4 - 7 € R tak, ze plati:

11



1.7 Geometrické zobrazenia

Definicia 1.8. Geometrickym zobrazenim f rozumieme predpis, ktorym je Iubovolnému
bodu X € E2 (resp. priestoru E3 ) je jednoznacne priradeny bod X’ = f(X) € E2? (resp.
priestoru E3 ).

Priklady vektorovych priestorov

1. Osova sumernost je bijektivne geometrické zobrazenie.

AfinneZobrDef .png

Obr. 3: Zobrazenie

2. Rovnobezné premietanie priestoru E? do roviny E? nie je prosté.

AfinneZobrDef .png

Obr. 4: Zobrazenie

12



Poznamka 2. This is a remark. {}]]

Priklad 4. This is a example.

Applet otvorite Tu

Axiéma 2. This is a axiom.

Dosledok 2.1. This is a Dosledok.

2.1 Citation

This is a citation|[?].

13
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