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1 VysSie sekundarne vzdelavanie

Podl'a Stitneho vzdeldvacieho programu (SVP) uebny predmet matematika na strednych $ko-
lach je zamerany na rozvoj matematickej kompetencie tak, ako ju formuloval Eurépsky parla-
ment: ,,Matematickd kompetencia je schopnost’ rozvijat’ a pouzivat’ matematické myslenie na
rieSenie ro6znych problémov v kaZzdodennych situdcidch. Vychéddzajic z dobrych numerickych
znalosti sa doraz kladie na postup a aktivitu, ako aj na vedomosti. Matematickd kompetencia za-
hffia na r6znych stupnioch schopnost’ a ochotu pouZzivat’ matematické modely myslenia (logické
a priestorové myslenie) a prezenticie (vzorce, modely, diagramy, grafy, tabul’ky).“ Vzdeldvaci
obsah predmetu je rozdeleny na pét’ tematickych okruhov:

Cisla, premennd a poctové vykony s &islami
Vzt'ahy, funkcie, tabul'ky, diagramy
Geometria a meranie

Kombinatorika, pravdepodobnost’, Statistika

A

Logika, dovodenie, dokazy.

Vo vyucovani matematiky sa na vysSom sekunddrnom stupni vzdeldvania kladie doraz na
rozvijanie logického a kritického myslenia Ziakov. Ucitel’ by mal viest’ Ziakov cestou objavova-
nia ku schopnosti argumentovat’. DdleZitou sicast’ ou vyucovania je aj vyuZivanie modernych
didaktickych technoldgii. Pouzitie komplexnych vzdelavacich systémov a vhodného softvéru
by malo ul’ah¢it’ niektoré namdhavé vypocty alebo postupy a umoznit' tak sustredenie sa na
podstatu rieSeného problému.

Kompetencie ucitel’ov matematiky na strednej Skole pri vyuZivani IKT su znacne rozsirené
oproti kompetencidm ucitel’ov na zdkladnej Skole. Na tomto stupni vzdeldvania ucitel’ by mal
byt’ schopny vytvorit’ si vlastny komplexny elektronicky Studijny material. Tu vSak nardZame
na generacny problém. Ucitelia, ktori ukoncili Studijny program ucitel’stva v minulom miléniu,
nemaju odborné vedomosti z tejto oblasti. Na ziskanie novych vedomosti v oblasti aplikovania
IKT su viac-menej odkdzani len na samo-stidium. Napriek tejto nepriaznivej situdcii, musime
strednych Skolach.

V d’alSej Casti tejto kapitoly prezentujeme dva komplexné Studijné materidly vytvorené
v LMS Moodle s integrovanymi GeoGebra appletmi. Najskor sa pokiisime v strunosti cha-
rakterizovat’ ,komplexny elektronicky Studijny materidl.* V praci (FanCovicova a kol. 2014)
sa uvadza:

»~Elektronické vzdeldvacie materidly maji svoje specifické poZiadavky na vlastnii tvorbu. Od
beznych ucebnych textov sa v mnohom lisia. Predovsetkym bohatsim clenenim textu, Struktiirou
kapitol, problémovymi otdzkami, ponukou iiloh Ci testov, pricom sii v§ak menej rozsiahle.*

Nase skusenosti pri tvorbe komplexného elektronického Studijného materidlu nds viedli
k poznaniu, Ze takyto Studijny materidl by mohol mat’ nasledovnu Struktiru:

1. Stru¢ny tvod a informovanie o cieli.
2. Uputanie pozornosti a motivicia vyuZivajica aj historické pozadie.
3. Poskytnutie obsahu

* zavedenie novych matematickych pojmov,

* popisanie vlastnosti (tvrdeni) s dostato¢nou argumentaciou (dokazmi)
* interpretdcia na vhodnych prikladoch

4. Ulohy na precviovanie a domdce zadanie vhodné na upeviiovanie novych pojmov a tvr-
deni.



Takto zostaveny Studijny materidl musi obsahovat’ dynamické a podl’a mozZnosti aj interak-
tivne applety v r6znych Specifickych formatoch. Pre ticely komplexného elektronického Studij-
ného materidlu nie si vhodné Power-Pointové prezenticie alebo rozsiahlejSie (viac stranové)
PDF materidly. V préci (Fancovicova a kol. 2014) sa konStatuje ,, Power-Pointovd prezentdcia
vytvorend pre prezencni formu vzdeldvania - nie je vhodny materidl pre elektronické vzdeldva-
nie pretoZe neobsahuje Ziadne priklady a vysvetlenia, ktoré by nahradili pozndmky a priklady
predndsajiiceho v tradicnom vyucovani. Podobne poskytnutie 20 stranového dokumentu nie je
vhodnym materidlom pre elektronické vzdeldvanie, pretoZe rolovanie textu nie je najvhodnejsim
rieSenim z hl’'adiska komfortu Studujiiceho.*

VysSie uvedené poziadavky kladené na komplexny elektronicky Studijny materidl budeme
interpretovat’ na materidloch, ktoré boli vytvorené v ramci tvorivych dielni z Didaktiky mate-
matiky v 1. ro¢niku magisterského Stidia na nasSej katedre. Budu to:

1. Goniometrické funkcie
2. Rezy na hranatych teleséich .

Pri tvorbe elektronického Studijného materidlu musime si uvedomit’, Ze ,,preklopenie uceb-
nych textov vyuZivanych pri beZnom vyucovani (papierové ucebnice a ucebné texty, zbierky
tloh, pracovné zoSity a pod.) nie je vobec postacujice. Od uclitel’a na strednej Skole oCaka-
vame, zZe uz v sucasnosti dokdZe vytvorit’ kvalitny elektronicky Studijny materidl v ucelene;j
podobe. Dnes stredoskolsky ucitel ma k dispozicii vhodné materidlne podmienky, ktoré mu
umoznia naplnenie tohto ciel’a.

2 Goniometrické funkcie

Goniometrické funkcie v matematike! si zdkladom goniometrie. Obvykle sa definuji ako po-
mer dvoch strdn pravouhlého trojuholnika alebo dfiky urcitych Casti tseCiek v jednotkovej
kruznici. My sa zameriame na definovanie pomocou jednotkovej kruznice, ktoré sa preferuje
na strednej ¥kole. Studijny materidl sme vytvorili v prostredi LMS Moodle s aplikovanim
GeoGebra appletov.

Vo vseobecnosti sa dlhodobo ukazuje, Ze ,, Trigonometria‘ ako jeden z dblezitych aplikac-
nych predmetov matematiky robi Studentom (a to nielen na strednych skoldch) pri uceni za-
sadné t'azkosti. (Adamek at al.2005). Preto je dolezité hl'adat’ nové a ucinnejSie vyuCovacie
prostriedky a metddy, aby sme tento stav zlepSili. Pocitace spolu so softvérovym vybavenim
st silnym a ndgpomocnym ndstrojom pri vyucovani a ueni matematiky, najmi pri porozumeni
matematickym pojmom, ako to poznamenali mnohi autori (Hohenwarter at al. 2007).Uroven
vzdeldvacich softvérovych aplikécii umoznuje ucitel’om ale i Ziakom pouZivat’ ich na pocitaci
bez toho, aby pokrocili v znalostiach o pocitacoch a programovani. (Antohe, 2009). Goniomet-
rické funkcie su tematickym celkom, kde vyuZivanie modernych DGS sa ukazuje ako vel'mi
efektivne.

V praci (Zengin at al. 2012) bola skiimand efektivnost’ vyucovacej metédy podporovani
pocitacovou vyucbou, pri ktorej sa vyuzival softvér GeoGebra. Dnes sa ¢asto hovori o vyuZivani
interaktivnych metdd vo vyucovani matematiky. Zengin tvrdi, Ze prvym krokom je nutnost’
vymenit’ klasicku tabul’u a kriedu dynamickym obrazom matematickych javov, integrovanych
v dynamickom softvéri ako GeoGebra.

V poslednych rokoch sa uskutoc¢nilo mnoZstvo $tidii zameranych na vyucbu goniometric-
kych funkcii. Zavery tychto stadii sa zhoduji v tom, Ze

"Pozri https://sk.wikipedia.org/wiki/Goniometricka sunkcia


https://sk.wikipedia.org/wiki/Goniometrická_funkcia

o Studenti, ktori dostali ,$tandardnd vyucbu* bez vyuzivania IKT, dosahovali slabsie vy-
sledky, a Ze nemaju trvald znalost’ o trigonometrickych funkciéch.

« Studenti, ktori dostali experimentélne in§trukcie, preukdzali v testoch silné pochopenie
goniometrickych funkcii. Vacsina z tychto Studentov dokazala vyuZit' svoje znalosti o
goniometrickych funkcidch. Nemali problém odvodit’ a zdovodnit’ ich vlastnosti.

Tieto zistenia sa potvrdili aj ndm, pri vyuZivani elektronického materidlu Goniometrické
Junkcie. Na schéme 1 je ndvrh Struktiry tohto Studijného materidlu Goniometrické funkcie,
ktory je moZzné pouZzit’ na expozi¢nych vyucovacich hodindch pri skimani vlastnosti goniomet-
rickych funkcii na gymnaziach. Materidl je vytvoreny na serveri Virtudlna Univerzita Mateja
Bela v Casti Fakulta prirodnych vied (Faculty of Natural Sciences), Katedra matematiky v kurze
Didaktika matematiky, ktory je vol'ne dostupny na adrese Tu.
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Obr. 1: Goniometrické funkcie - obsah

V historickych pozndmkach tohto Studijného materidlu sme pouZili aj motivacny applet
s ndzvom ,,Ptolemaios - definicia funkcie sinus®“. V applete pomocou posuvnika pre uhol ¢
a navigaéného panela moze uéitel’ priblizit’ Ziakom zakladné Hipokratovo vychodisko, e dizka
tetivy v danom kruhu je funkcia vel’kosti stredového uhla. Applet je funkény bud’ priamo na
stranke Historické pozndmky alebo je mozZné pracovat’ s nim samostatne na serveri GeoGebra
Tu. Cast’ stranky venovana histérii je zndzornena na obrazku 2.

Po dvodnych a historickych pozndmkach pristupujeme k poskytnutiu obsahu, kde je nutné
zaviest’ vychodiskové pojmy a vzt'ahy medzi nimi. V nasej lekcii o goniometrickych funkcidch
je vychodiskovy pojem pravouhly trojuholnik a dve I'ahko dokdzatel'né tvrdenia 2.1, 2.2.

Tvrdenie 2.1 V pravouhlom trojuholniku ANABC s uhlami oo = /BAC, B = ZABC,y =90° uhly

o, B si ostré.

Tvrdenie 2.2 Lubovol'né dva pravouhlé trojuholniky NABC, ANA'B'C’ s danym ostrym uhlom
o = /BAC = /B'A'C’ sii navzdjom podobné.

Pri dokazoch tychto tvrdeni ucitel mdze pouZit' dynamicky applet®, v ktorom je mozné
menit’ polohu vrcholov trojuholnika s pevne danym ostrym uhlom o = ZBAC. Pri zmene poloh

2Pozri stranku Goniometrické funkcie - vivod Tu.


https://lms.umb.sk/course/view.php?id=189
https://www.geogebra.org/m/nbywx2cj
https://www.geogebra.org/m/tqaejqmf

3. Nazov goniometria pochddza z gréétiny: gonia - uhol, roh a metron - merat) - oblast matematiky, ktora sa zacbera goniometrickymi funkciami.
4, Pojem goniometrické funkcie pochddza tie? z gréétiny, kde "ouvaptiosw pérpnong ywvuov (Eitaj synartiseis métrisis gonién) znamend "funkcie

5. Astroném Hipparchos (pochéddzal z Nikaie v Bitynii, obdobie asi 190 — 120 pred n. |.) a Klaudios Ptelemaios (asi 85— 165n. 1.)
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Ptolemaios:
Dlzka tetivy je funkeia stredového uhla. Ptolemaias

tet = 2r.sin§ =1

Tetiva {tet = A'L) je lunkciou stredového uhla

Nastav uhol . polvbuj bodom K.

1

sin ar = sin 30° =

o A4 33 b o2 5

Obr. 2: Goniometrické funkcie - historia

bodov A,C sa nezmenia predpoklady danych tvrdeni. Zaroven Ziaci pozorujd, Ze sa nemenia
vel'kosti uhlov trojuholnikov AABC, AA’B'C’. Takto organizovany vyucovaci proces vytvdra v
triede badatel’ ski atmosféru. Ziaci zrejme v kratkom ¢ase budu vediet’ zdévodnit’ resp. dokdzat’
tvrdenia 2.1 a 2.2 pomocou podobnosti danych trojuholnikov. Zo vzt’ahu

a b c
d_ v

i ey

Ziaci sami I’ahko odvodia vzt ah .
a a

g 2
b b/? ( )

kde a,b,d’,b’ st velkosti stran danych trojuholnikov.
Ucitel' pomocou jednoduchych dopliiujicich otdzok vedie Ziakov k zdveru, Ze posledny

vzt'ah 2 je vlastne tvrdenim 2.3.

Tvrdenie 2.3 Pre l'ubovol’ny pravouhly trojuholnik AABC s danym ostrym uhlom o je pomer

odvesien konstantny.

Poznamka 2.1 Komentdr a argumentdciu, ktorii sme pouZili v predchddzajiicich dvoch odse-
koch moZno zhrniit’ v elektronickom Studijnom materidli do jedného uZ spominaného appletu

Goniometrické funkcie - tivod.

Na zaklade tvrdenia 2.3 mOzeme zaviest’ definicie funkcii sinus a kosinus ako funkcie uhla
ostrého uhla v kontexte pravouhlého trojuholnika.



2v3 1
i =si 300 == —
sin(a) = sin(30°) av3 -2
c=4v3
prepona
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protilahla odvesna
90°
6 V3
cos(a) =cos(30°) = —— = ——
c (@) (309 4v3 2

A b=6

prilahla odvesna

Pohybujte posuvnikom, resp. bodomC

Obr. 3: Sinus a kosinus v pravouhlom trojuholniku, applet je dostupny Tu.

Definicia 2.1 Dany je pravouhly trojuholnik NABC s odvesnami a,b, preponou ¢ a uhlom
ZBAC = «.

« Sinus ostrého uhla o v trojuholniku NABC je pomer dizky protil'ahlej odvesny ostrého
uhla k dizke prepony

sin(a) = a
c

o Kosinus ostrého uhla o v trojuholniku NABC je pomer dizky pril’ahlej odvesny ostrého
uhla k diZke prepony

cos(o) = b
c

Pozri obrdzok 3. Po aktivovani appletu moZe ucitel’ menit’ vel'’kost’ uhla o a ukdzat' ako sa
menia hodnoty funkcii sinus a kosinus pre ostry uhol. Pri dynamickej zmene hodndt o =
30°,45°,60° pomocou posuvnika, dokdZe program GeoGebra vypisovat’ aj iraciondlne hod-
noty funkcii v zauZivanom matematickom mdde. Pri tvorbe appletu by tito skuto¢nost’ mal
mat’ ucitel’ na zreteli. Takymto spdsobom bude u Ziakov upeviiovat’ zdkladné vlastnosti goni-
ometrickych funkcii.

2.1 Jednotkova kruznica

Po tychto motivaénych vstupoch ucitel’ uz moze pristipit’ k jadru preberaného tematického
okruhu, k zavedeniu definicii sinus a kosinus. Najskor ich definuje ako pomer vel'kosti stran v
pravouhlom trojuholniku a nésledne svoj vyklad zameria na definovanie periodickych funkcii
pomocou jednotkovej funkcie.

V tvode tejto kapitoly sme uviedli, Ze elektronicky Studijny materidl bude efektivny, ak bude
textovo ,,usporny . Takyto usporny text musi byt doplneny verbalnym ucitel’ovym vykladom,
ktory zahifa dynamiku a interaktivitu separovanych modelov. Po zavedeni pojmu Jednotkovd
kruZnica a charakterizovani vlastnosti jednotkovej kruZnice v odpovedajicich kapitoldch® mo-
Zeme uviest’ zékladnu definiciu potrebnu pre definovanie periodickych funkcii sinus a kosinus.

3Pozrite si kapitoly: Jednotkova kruznica, Zobrazenie - vlastnosti Tu.


https://www.geogebra.org/m/ttuge6nz
https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=134432&chapterid=4216

M

X = [2.5;0]

J =[1,0]

Obr. 4: Zobrazenie mnoZiny redlnych ¢isel na kruznicu, applet je dostupny Tu.

Definicia 2.2 Jednotkovd kruznica KruZnica so stredom v pociatku siiradnicovej siistavy, ktord

md polomer r = 1 sa nazyva jednotkovd kruznica.

Pre nase uvahy bude dodlezity jej priesecnik J=[1,0] s kladnou polosou x. Odpovedajuci applet
k tejto definicii je zndzorneny na obrazku 4.

Definicia 2.3 Definujeme zobrazenie, ktoré kaZdému redlnemu Cislu x priradi na jednotkovej

kruZnici prdve jeden bod M takto:
1. Redlnemu ¢islu O priradime bod J[1;0]
2. Ak x > 0, tak ¢&islu x priradime taky bod M jednotkovej kruZnice, Ze dlzka oblitka JM v

kladnom zmysle (proti smeru hodinovych ruciciek) je rovnd Cislu x.
3. Ak x <0, tak &islu x priradime taky bod M jednotkovej kruznice, Ze dizka oblitka JM v
zdpornom zmysle je rovnd Cislu x.

Definiciu 2.3 podrobne interpretujeme pomocou appletu 4. Snazime sa Ziakov viest” k tomu,
aby sami prisli k zdveru uvedeného ako tvrdenie 2.4.

Tvrdenie 2.4 Zobrazenie mnoZiny redlnych cisel na jednotkovii kruZnicu popisané v definicii

2.3 je surjektivne ale nie je injektivne.

Tvrdenie 2.4 nam umoZni korektne definovat’ zobrazenie, ktoré kazdému redlnemu cislu
x priradi bod M = [M,;M,] jednotkovej kruZnice. Teda goniometrické funkcie moéZeme/vieme
definovat’ pre 'ubovol'ne vel’ky uhol pomocou jednotkovej kruZnice.

2.2 Funkcie sinus a kosinus

Definicia 2.4 Nech o je 'ubovol'né redlne Cislo a nech k = (S,r = 1) je jednotkovd kruZnica.

Potom
sin(x) = My, cos(x) = My 3)


https://www.geogebra.org/m/vwquf9ue

sinus _3 /
2

1
kosinus =
2

sin

60°

]
Y

A

(10): S/ cos ' (1,0)

Obr. 5: Definicia funkcii pomocou jednotkovej kruznice

V skimanom S$tudijnom materidli Goniometrické funkcie sme mali na zreteli aj zamer -
minimalizovat’ textovu Cast’. V kapitole/stranke Definicie pomocou kruznice sme uviedli mini-
mum textu ale zaradili sme aZ dva applety. Takymto spdsobom sme vytvorili znacny priestor
pre ucitel’'ov vyklad a na demonstraciu interaktivnych appletov. Pouzité applety su zndzornené
na obrdzkoch 5 a 6 a su dostupné na strankach Def18 a Def19.

'y
Funkcia sinus

NI 3
,
.
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Obr. 6: Grafy funkcii pomocou jednotkovej kruZnice

Ako sme uz uviedli Studijny materidl by mal obsahovat’ aj tlohy na precvi¢ovanie. Pred
zadanim tloh na samostatné rieSenie Ziakmi je vhodné, aby ucitel’ rieSil nejaké typické vzo-
rové ulohy. Aj pri tejto aktivite ucitel’a vidime priestor pre dynamicku interpretaciu. Priblizime
metodu, ktord sa javi ako univerzdlna pri rieSeni algebraickych tloh, a ktord sme pouZili pri rie-
Seni dloh v tomto $tudijnom materidli. Je to metéda Step by Step, ktord sa vel'mi jednoducho
aplikuje v programe GeoGebra pomocou bodov lomu a navigacného panela.


https://www.geogebra.org/m/e67th4qg
https://www.geogebra.org/m/xrbuv5mr

Zakladné Text Farba Pozicia Algebra Pokrocilé skriptovanie

Serif ~ | 'mala ~“| T K

\textcolor{black}{\text{Ukazte, 7e plati: i\
textcolor{red{\text{sin}(60°)= \text{cosH30°)=\frac{isqri{3}4{2}.

LaTeX vzorec = | Symbaly ~ | Objekty =

1 1 1 1 1 1 1 "
UkéaZka

Ukazte, ze plati:

sin(60°) = cos(30°) = ? .

Obr. 7: Formatovanie textu v GeoGebre

Vytvorenie appletu doplneného matematickym textom si vyzaduje okrem dobrej znalosti
a skusenosti s programom GeoGebra aj to, Ze uZivatel' (v nasSom pripade - ucitel' na stred-
nej Skole) musi poznat' zdklady pisania matematického textu v TgX-ovskom prostredi. Pou-
zivanie TEX symbolov v programe GeoGebra je mozné pomocou prednastavenych ndstrojov
IATeXvzorec a Symboly. Pouzitie tychto ndstrojov je pomerne jednoduché a nevyzaduje si hlb-
Sie znalosti . Pozrite si obrdzok 7. Po zvlddnuti jednoduchych TgXzdpisov, mdZe tvorca elektro-
nického Studijného materidlu vytvérat’ stranky metédou Step by Step. Napriklad v nami vytvo-
renom materidli Goniometrické funkcie mame vloZenu kapitolu, v ktorej prezentujeme rieSenie
ulohy 2.1.

Uloha 2.1 Vyuzitim rovnostranného trojuholnika vypocitajte sin(30°), cos(30°), tan(30°).

MozZnosti ucitel’a pri prezentovani rieSenia tejto tlohy si mozné v dvoch rovinach. Klasicka
rovina je zaloZend na pouZzivani historicky osvedcenych prostriedkov ,, kriedy a tabule*. Treba
konStatovat’, Ze tento spdsob povazujeme za vhodny a typicky pre strednt Skolu. M4 vSak jednu
nevyhodu, Ze pri pisani na tabul'u ucitel mad obmedzené moZnosti sledovat’ Ziakov v triede
pri ich Cinnosti. Tato nevyhoda sa d4 eliminovat’ pouZivanim interaktivnych appletov, ktoré
uplatiiuji metédu Step by Step.

Na obrazku 8 je zobrazené rieSenie dlohy 4.1. pomocou appletu ,,Calculation of sin and
cos“, ktory je zahrnuty do $tudijného materidlu a je tieZ vol'ne dostupny na serveri GeoGebra®.
Ucitel’ pomocou navigacného panela prezentuje metddou Step by Step Ciastkové kroky pri rie-
Seni tejto tlohy. Postupne na interaktivnu tabul’u zobrazuje vopred pripravené TeXovské texty a
zaroven pridava vlastny komentdr, ktorym pribliZuje Specifikd konkrétneho kroku rieSenia dane;j
ulohy.

Vsimnime si, Ze zapisat’ napriklad text 4

na tabul’u by bolo ¢asovo naro¢né. Ak ucitel’ pouZije interaktivny applet spojeny s krokovanim,
tak uSetri Cas. Toto je moment, kedy ucCitel’ ziska Casovy priestor pre komunikéciu s triedou.

4Na stranke https://www.geogebra.org/m/bgwpjcjb
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Obr. 8: Metdéda Step by Step v GeoGebre.

V zdvere tejto sekcie popiSeme zmeny na grafe goniometrickej funkcie y = a.sin(bx+c¢) v
zévislosti na zmendch parametrov a, b, c. PouZzijeme dynamicky model, ktory vol'ne dostupny
na stranke Function Sine/Cosine.

Zmenou vel’kosti uhla oo pomocou posuvnika ,,Nastavte vel'kost’ uhla‘ mdéZeme pozorovat’
ako sa menia hodnoty funkcie sinus na jednotkovej kruznici. Zaroven po ich preneseni z jednot-
kovej kruznice do pravouhlej stiradnicovej sustave moZeme pozorovat’ aj dynamicky bod Q na
grafe funkcie sinus. Po de-aktivovani zaSkrtavacieho policka ,,Funkcia sinus‘ sa applet trans-
formuje na funkciu kosinus. Pri cielenom pouZivani tohto appletu ucitel’ prezentuje zakladné
vlastnosti goniometrickych funkcii

* Defini¢ny obor: Dy = R; Obor hodndt: Hf =< —1;1 >; Neparnost’ sin (—x) = —sin x;
Ohranicenost’ a pod.

* Prostost’: Funkcia f nie je prostd, CiZe nie je ani rydzo monoténna. Z toho vyplyva, Ze k
nej neexistuje inverznd funkcia.

Z dynamiky a interaktivity appletu mdze ucitel’ poukazat’ na doleZitd vlastnost’, Ze redlnym
Cislam v tvare x = xo + 2k, kde k je celé Cislo a xo je pevne zvolené redlne Cislo, vzdy je
priradeny ten isty bod na jednotkovej kruznici. To znamena, Ze hodnoty funkcie sinus sa budu
pravidelne opakovat’. Takymto spdsobom pribliZi vlastnost’, Ze funkcia sinus je periodicka a jej
najmensia periéda je dizka jednotkovej kruznice, t.j. 27.

Funk¢né hodnoty zloZenej funkcii y = a.sin(bx+ ¢) zrejme st zavislé od koeficientov a, b, c.
Vytvorenie dobrej predstavy ako sa meni graf zloZenej funkcie je vhodné prezentovat’ napriklad
dynamickym modelom zndzornenym na obrazku 9. Teraz moZeme zaviest' pojmy

Definicia 2.5 Frekvencia funkcie sinus je Cislo (b), ktorym je vyndsobené premennd x vo funkcii

y = a.sin(bx+c).

Napriklad funkcia y =sin(2x+ 1) md dvojndsobni frekvenciu ako y =sin(x-+1). V grafe funkcie
sa to prejavi tak, Ze funkcia y =sin(2x+ 1) ma polovi¢ni periédu. Prezentovany model umozni
ucitel’ovi demonStrovat’ aj posun grafu goniometrickej funkcie sinus v smere osi stradnicovej
sustavy.


https://www.geogebra.org/m/xrbuv5mr
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Obr. 9: Zlozen4 funkcia sinus y = a.sin(bx +c)

3 Kvadratické rovnice

Kvadratické rovnice st jednou zo zdkladnych tém stredoSkolského uciva. Vo vSeobecnosti te-
maticky celok ,,Kvadratické rovnice* sa povazuje pre Ziakov strednych $kol procedurélne a
koncepcne za pomerne niro¢ny. Viaceré Stidie naznacuju, Ze ,,vel’a Studentov Celi problémom
pri uceni sa kvadratickych rovnic a ich vykon je hlavne slaby‘‘ (Harripersaud, 2021). Konceptu-
alny vyznam kvadratickych rovnic sa vo vyuovani vo vieobecnosti ignoruje. Studenti zvy&ajne
inklinuju dodrziavat’ naspamit’ naucené procedurdlne pravidla bez toho, aby premysl'ali o ich
vyzname pri rieSeni kvadratickej rovnice.

Ned4vno sa uskuto¢nila analyza (Didi,s Kabar, M. G., 2023)° vyskumov zameranych na
preskumanie efektivity procesu matematického vzdeldavania v tematickom celku kvadratické
rovnice. Analyzované boli Stidie realizované v obdobi rokoch 2000 az 2021. Spolo¢nym meno-
vatel’om tychto Stadii boli zistenia, zZe Studenti strednych §k6l vo viacerych vyspelych krajindch
robia pribliZzne rovnaké chyby. NajCastejSie su to nasledujuce tri kategorie.

* Chyba vo vypoctoch, numerické resp. algebraické chyby.
* Problémy sprdvne porozumiet’ zadaniu (hlavne pri slovnych tlohéch).
* Slabé algebraické zrucnosti pri faktorizacii (rozklade na sucin linearnych dvojclenov).

Na rieSenie kvadratickych rovnic sa pouZivajii rozne metddy, ako je faktorizécia, dopliiianie
do Stvorca, kvadraticky vzorec ako aj grafické rieSenie. Zd4 sa, Ze kvadraticky vzorec ma vy-
hodu oproti inym metdédam, pretoZze md univerzalny charakter. Na druhej strane, kazda metdda
mad svoje vyhody le i nevyhody. Tradi¢né vyu€ovanie kvadratickych rovnic

ax*+bx+c=0,a#0,b,c €R (5)

na slovenskych gymndzidch zvycajne sa zameriava na rozklad kvadratického troj¢lena na sicin
linearnych dvojclenov

ax®* +bx+c — a(x+xo)(x+x1)

a na pouZivanie kvadratického vzorca

—b+Vb?—4ac

> (6)

X12 =

>Stiidia je dostupna Tu.


https://www.researchgate.net/publication/372184199_A_Thematic_Review_of_Quadratic_Equation_Studies_in_The_Field_of_Mathematics_Education

Nasi ucitelia majui tendenciu prehnane zdoraziiovat’ pouZivanie Standardného kvadratického
vzorca 14. Menej ponukaju metddy zaloZené na efektivnych algoritmoch a na vyuZivani di-
gitdlnych technologii. Ucitelia by si mali uvedomit’, Ze rieSenie kvadratickych rovnic nie je
zaloZené len na zauZivanych postupoch. Mali by vo vicSej miere zarad’ovat’ do vyucovania aj
alternativne metddy a alternativne sposoby vyucby. Vyskum (Tendere and Mutambara, 2020)
ukézal, Ze je ,,vhodné zaclenit’ aj historicky aspekt rieSenia kvadratickej rovnice, manipulativne
alebo technologické nastroje*, ktoré poskytuji Studentom alternativne perspektivy a poméhaji
im ucit’ sa zmysluplne a koncepcne.

Z didaktického ale aj z psychologického hl’adiska je uz dlhodobo preukdzané, Ze vyucCovanie
sa stdva atraktivnejSim pre Studentov pri pouZivani historickych pristupov. V sucasnosti, vzhl a-
dom na rozsiahlu a dostupnu databdazu historickych faktov a artefaktov, ucitel’ nema problém
siahnut’ po kvalitnych historickych materidloch. V nami vytvorenej Moodle knihe ,,Kvadratické
funkcie a rovnice na SS®“ sme zvolili historickdy zaujimavi hlinentd tabul'ku ,,Tablet YBC
4663 (Mezopotamia asi 1800 pred Kristom)*.

Obr. 10: Matematicky tablet YBC 4663 vykopany v Uncertain.

Na tomto tablete je uz takmer pred Styrmi tisic rokmi rieSend uloha 3.1.
Uloha 3.1 Siicet dlzky a Sirky obdlZnika je 6% a plocha obdlznika je 7%. Mdme ndjst’ dlzku a
Sirku obdlZnika.

Ucitel’ pri interpreticii povodného rieSenia naznacuje resp. vysvetl'uje Ziakom, Ze pisar v
Mezopotamii vychadzal zo vzt'ahov zndzornenych na obrazku 11. Zdoéraznuje, Ze vel’a po-

dobnych problémov je vyrieSenych na viacerych tabletoch a rovnakym spdsobom, mdZeme sa
domnievat’, Ze v Mezopoténie vedeli rieSit’ kvadratické rovnice typu

ax* +c = bx, (N

®Dostupné na stranke https://Ims.umb.sk/mod/book/view.php?id=242204 Tu
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kde a = 1,b,c su kladné (redlne) ¢isla. Matematicky ddkaz, Ze navrhnuty algoritmus mdZeme
pouZit’ pre vypocet koretiov akejkol vek kvadratickej rovnice typu x4 ¢ = bx, zrejme v Mezo-
potdmii nepoznali. AZ Al-Chvérizmi podal geometricky dokaz. Nasledujiica Cast’ interpretuje
tento dokaz a je prevzata z prace (Katz 20009. str. 23).

P6vodné riesenie tlohy 3.1
Pisar podrobne popisuje kroky, ktorymi prechddza.

1. Najprv znizi 6% na polovicu, aby ziskal 3%.
2. Potom odmocni S%a dostane 101%.
3. Od tejto (plochy) odpogitava dani plochu 71, ¢o déva 3%.

4. Odmocnina tohto ¢isla sa extrahuje 1%.

Nakoniec pisar poznamena, Ze dizka je 3% + 1% =5, zatial’ Co Sirka je 3}1 — % = %

Pri ukdZke povodného rieSenia tejto tlohy je vhodné, takmer Ziaduce, aby Ziaci mali pred-
stavu ako spominany tablet z Mezopotdmie vyzeral. A prave tu nastiva moment, ked’ dneSnd
technika a internetové zdroje umoznuju prezriet’ si dokonald (vo vel’'mi vysokom rozliSeni) fo-
tograficku reprezenticiu tabletu. Na obrdzku 10 je tablet, ktory zobrazuje ,,Matematicky tablet
vykopany v Uncertain, uloZzeny v Yale Babylonian Collection, New Haven, Connecticut, USA*
a je vol'ne dostupny na .

Z povodného rieSenia ulohy 3.1 a ani z d’alSich doteraz zndmych vykopavok nevieme usu-
dit’, ¢i v Mezopotamii poznali aj dokaz spravnosti pouzivaného algoritmu pri rieSeni kvadratic-
kych uloh. Az Al-Chvarizmi podal geometricky dokaz, Ze pouZzity postup/algoritmus pri rieSeni
rovnice 7, vedie k jej spradvnemu vyrieSeniu. Je dobré pripomenit’, Ze Al-Chvarizmiho dokaz
vychddza z Euklidesovych Zakladov a tie boli publikované priblizne uz pred tisic rokmi. Nasle-
dujuca Cast’ pribliZuje tento dokaz a vychddza z prace (Katz 20009. str. 23).

Al-Chvarizmi pri rieSeni rovnice (piateho®) typu x + ¢ = bx pouzil vel'mi ti¢inni "substiti-
ciu". Korene rovnice oznacil ako p,q a zaroven pouzil "substiticie"p+qg = b, p-q = c. Tieto
rovnosti st ekvivalentné rovnostiam

b pP—q pP—q

2P Ty

O ich platnosti sa I'ahko presvedci aj stredoskoldk, ak ma vedomosti o sCitovani zlomkov. Z
. T 2 . v 91,4 13

obrazku 11 vidiet', Ze (%) predstavuje obsah Stvorca so stranou g. Obsah tohto ,,vel’kého

Stvorca (Stvorec mé zrejme stranu rovnu pTJ“q) je vacsi ako povodny obdi7nik s plochouc=p-q

préve o obsah ,,malého* §tvorca so stranou Z54.

Po zavedeni takéhoto oznaCenia dostaneme

2 2
ptq\" _ pP—q
(737) =re ()

Obréazok 11 ukazuje, Ze ak sa prida strana tohto ,,malého‘ Stvorca, konkrétne

b\ pP—q
(§> —c (zrejme = T)

"Dostupné na stranke https://cdli.mpiwg-berlin.mpg.de/artifacts/254984 Tu
8 Abu Abdallah Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi al-MadZusi: Al-kitdb al-muchtasar fi hisdb al-dZabr wa-I-

mugdbala.
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Obr. 11: Geometricky dokaz od Al-Chvarizmi, applet aktivujte Tu.

do %, tak dostaneme diZku p. Ak ju odpocitame od %’, dostaneme Sirku g. Algoritmus je teda

vyjadreny vo forme
b b\? b b\?

Mozno sa zd4, ze takto prevedeny graficky dokaz je dost’ narocny. Avsak jeho pouzitie pri
rieSeni uloh nie je komplikované. Napriklad vyrieSit’ kvadraticki rovnicu

421 = 10x
redlne znamena najskor urcit’ hodnoty g = % =35a \/ZSZ —21) =2 a potom spocitat’ korene
x1=542=7;, xp=5—-2=3.

Uvedeny Al-Chvarizmiho dokaz je zaloZeny sice na algebraickej substitucii, ale bez geomet-
rickej interpretdcie je t'azko pochopitel'ny. Ak pouZijeme dynamicky applet, tak interpretacia
tejto historickej uilohy sa stane prijatel'nou a zdrovent motivujicou aj pre stredoSkoldka.

Po historickych pozndmkach ucitel’ matematiky na vy$Som sekundarnom vzdeldvani pristu-
puje k vykladu a popisu metéd pouzivanych pri rieSeni kvadratickych rovnic. V sicasnosti ide
o metddy, ktoré si vhodné pre Skolski matematiku. Medzi také metddy zarad’ ujeme:

1. rozklad kvadratického troj¢lena na suicin linedrnych dvojclenov;

2. dopiﬁanie do dplného Stvorca;

3. pouZzitie kvadratického vzorca;

4. grafické rieSenie pomocou DGS.

Vsetky Styri metédy by mali byt predmetom matematického vzdeldvania minimdlne na
gymndzidch. NaSe skisenosti ukazuju, Ze vyucovacie hodiny venované tematickému celku Kvad-
ratické rovnice, by mali zacinat’ metddou rozkladu. T4to metdda je vlastne zopakovanim tprav
algebraickych vyrazov z prvého gymnazidlneho rocnika. Nasledovat’ by mala metdda dopfﬁa—
nie do uplného Stvorca a aZ potom pouZitie kvadratického vzorca. Grafické rieSenie je moderna
metdda, ktord v sucasnosti uprednostiiujeme. PouZivame ju v symbidze kvadratickej funkcie a
rovnice.


https://www.geogebra.org/m/jtpzgqcp

Z matematického hl’adiska nie je vyznamny rozdiel medzi prvou a druhou metédou. V obi-
dvoch pripadoch je algebraicky postup priblizne rovnaky. Rozklad kvadratického troj¢lena
(Casto v literatire oznacované faktorizécia) sa opiera o

Z pohl’adu uspeSnosti rieSenia kvadratickych rovnic nie je dolezité, ktorti metddu si Ziaci
zvolia pri ich rieSeni. Ucitel’ by ich mal usmerfiovat’ v duchu ,,pouZivajte akikol’ vek metddu,
ktord uprednostiiujete“. Neskor ked’ ziskajui viac praxe, sami uvidia, kedy a ktord metdda je
najviac uZitocna a zaroven vyhodna.

3.1 Metoda rozkladu - faktorizacia

Teraz z didaktického aspektu podrobnejsie rozoberieme metddu pouzivani V Skolskej matema-
tike, ktord je zaloZend na rozklade kvadratického troj¢lena na stcin dvoch linearnych dvojcle-
nov.

Zdkladnd myslienka tejto metddy spociva v tom, Ze ak dokdZeme najst’ rozklad v tvare

x*+Bx+C= (x—u)(x—v). )

Potom kvadraticky troj¢len (I'ava strana rovnosti 9) nadobudne nulovi hodnotu pre x prave
vtedy, ak sucin na pravej strane je rovny nule. To nastane presne vtedy, ked’ je asponi jeden z
faktorov sa bude rovnat’ nule resp. ked’ x = u alebo x = v. Z toho vyplyva, Ze vyrieSit’ kvadra-
tickd rovnicu 5 znamend ndjst’ dve Cisla u,v s vlastnost’ami

u+v=-B; uw=_=C. (10)

Toto je Standardnd metdda rozkladu (faktorizacie), ktord sa pripisuje francizskemu matemati-
kovi Francois Viete (Viete 1579).

N4jst’ Cisla u,v vyhovujice 10 nebyva vzdy pre stredoSkoldka jednoduché. Viacsinou ide o
metddu ,,pokus-omyl®, ktord samozrejme nema algoritmicky charakter. Neskor, ked’ si Ziaci
osvoja metédu dopfﬁania do Stvorca, tak rozklad na sucin linedrnych dvojélenov sa riesi pomo-
cou dopliiania do §tvorca.

Nedavno sme objavili pracu (Po-Shen Loh, 2019), ktord popisuje nové, zjednodusené rie-
Senie kvadratickych rovnic. Praca je dostupnd Tu. Po-Shen Loh v préci o svojej metdde (d’alej
len ,,Loh* tvrdi, Ze nie novym objavom. PiSe:

,Jednotlivé kroky tejto metédy samostatne objavili staroveki matematici. “

Zaroven poukazuje aj na zabudnuti pracu (Savage, 1989), ktord bola publikovand pred 20
rokmi v The Mathematics Teacher. Savage v nej navrhol podobnu koherentnd metdédu rieSenia
kvadratickych rovnic ale jeho pristup nie je technicky spravny.

Zdkladnd myslienka 1.oh metédy spociva v tom, Ze budeme hl’adat’ ¢isla u,v vyhovujtce

vzt'ahu 9 v Specidlnom tvare.
B B

u:—§+z, v=—o oz (11)
kde z je nejaka konStanta.
Zrejme plati, Ze sucCet dvoch Cisel je rovny —B prave vtedy, ked” ich priemer je —g, a tak
staci ndjst’ dve Cisla v tvare —l% = z, ktorych sucin je C. Teda namiesto hl’adania dvoch nezna-
mych &isel budeme hl’adat’ len jedno &islo z. °

9Této substitiicia pouZitd na rieSenie tlohy ndjst’ dve &isla vzhl'adom na ich sicet a sicin, bola zndma uz
Babylon¢anom (Katz, 2009). Objavila sa aj v prvej knihe Diophantus: Arithmetica (asi 250).


https://www.interez.sk/matematicky-genius-nasiel-novy-sposob-riesenia-kvadratickych-rovnic-je-ovela-jednoduchsi-ako-ten-doterajsi/

Sicin (—% +z)(—% —z) zrejme zodpoveda rozdielu 3tvorcov. Ked'Ze sa mé rovnat’ C, tak

bude platit’
2
B
(-5) ==

alebo ekvivalentne, prave vtedy, ked’ z spliia rovnost’

BZ

2
o)
©T

Ked'Ze odmocnina vZdy existuje (v pripade potreby sa rozsiri na komplexné Cisla),tak hI’adané
u a v existuju v tvare —g 4z, Co mdéZeme zapisat’ v tvare

B | B
——+4/—-C 12
2 4 (12)

su vSetky korene povodnej kvadraticke;.

Uloha 3.2 Rieste rovnicu
X 4+2x+4=0.

RieSenie. Potrebujeme ndjst’ dve Cisla so sictom -2 a sic¢inom 4. PouZijeme metodu Loh. Ak
dve Cisla maju sucet -2, tak zrejme maja priemer -1. HI'adame také Cislo z, aby dve Cisla v tvare
—1 &+ z mali stcin rovny 4 (ich priemer je automaticky -1). Tato podmienka je ekvivalentnd s
tymito ekvivalentnymi rovnicami:
1-22=4
2 =-3.
N4jst’ rieSenie poslednej rovnice je jednoduché. V obore komplexnych cisel rieSenim su kom-

plexne zdruZené Cisla z = +i/3.
Zaver: RieSenim povodnej kvadratickej rovnice st komplexné &isla —1 & iv/3.

Iraciondlne ani komplexné Cisla nepredstavujii prekdzku pre tiito metodu.

3.1.1 RieSenie kvadratickej rovnice s koeficientom a % 1 metédou ,,L.oh*.

Nech je dana rovnica ax? + bx + ¢ = 0, kde a je nenulové &islo rozne od jednej. Upravme tiito
kvadratickud rovnicu na ekvivalentny tvar:

X+ (g))ﬁ— (2) =0.

a ¢ za B a C vo vzt'ahu (12). Potom pre korene upravenej ekvivalentnej rovnice

b [ b2 ¢ b b2 —4ac —b+Vb?—4ac
Xjo=——=*F\/—5—— = —— &+ = .
' 2a 44> a 2a 4a? 2a
]

VSsimnite si, Ze s tymto pristupom je vytvoreny efektivny a zrozumitel'ny a I'ahko zapa-
mitatel'ny algoritmus. Namdhava vypoctova Cast’ sa vyZzaduje iba v pripade, Ze ide o klasicky
kvadraticky vzorec. Vo svetle efektivnosti algoritmu, je vSak otdzne, ¢i md zmysel memorovanie
kvadratického vzorca bez pochopenia.

Polozme g

dostaneme:




Poznamka 3.1 Je doleZité, aby ucitel’ pri odvodzovani klasického kvadratického vzorca pomo-

cou metédy ,,Loh “ vysvetlil Ziakom preco sme zvolili prdave aritmeticky priemer —5 vo vzt'a-

2
hoch 11.

Zddvodnenie takejto vol'by mdze ucitel’ urobit’ napriklad pomocou vlastnosti vrcholu para-
boly, ktord odpoveda grafu funkcii y = x> + Bx + C. Zrejme plati

* Prva sdradnica vrcholu paraboly md hodnotu —g, ¢o by si ziaci mali pamitat’ uz z pre-
bratého tematického celku Funkcie. Zaroven ucitel’ by si mal uvedomit’ aj suvislost’ s
vySSou matematikou (Ball, 2008). Hodnota derivacie funkcie v tomto bode je nulova, a
preto tu nadobuda extrém.

« Graf paraboly, ktory reprezentuje kvadraticki funkciu y = x> + Bx + C mus{ byt’ osovo
sumerny podl’a priamky x = —g. Po aktivdcii appetu z obrdzka 12 m6Zeme pozorovat’,
Ze aj prieseCniky (korene) u,v musia byt symetricky umiestnené voc¢i bodu [—g, 0].

\

Kvadraticka funkcia: y =2 — 2z — 3

Zobraz graf kvadratickej funkcie

R]V = -1 al
Ukaz korene kvadratickej rovnice )
c —3

Ukéaz vrchol paraboly

Obr. 12: Kvadratickd rovnica - vzt ahy medzi korefimi, applet aktivujete Tu.

3.2 Metbéda doplnania do Stvorca
Tato metéda mé viacero vyhod a tieZ uplatneni.

1. Doplnenie do Stvorca je vel'mi vyhodné, ak chceme previest’ Standardny/vSeobecny tvar
na vrcholovy tvar.

2. Geometricky pohl'ad na tuto metodu: Poskytuje vizudlne pochopenie paraboly a jej vr-
cholu.

3. Je uZito¢na na odvodenie kvadratického vzorca.

Pri metéde dopliiania do dplného $tvorca odporicame z didaktického hl’ adiska zalinat’ rovni-
cou s kvadratickym koeficientom a = 1, teda s rovhicou

x> +bx+c=0. (13)


https://www.geogebra.org/m/cvr6gazk

Dokonca odportiéame za¢at’ s konkrétnou rovnicou x” + 10x = 39, ktorej rieSenie je mozné gra-
ficky pekne interpretovat’. Tato rovnica predstavuje (moderné symbolické) zadanie Al-Chvarizmiho
ulohy ,,CHU2*, ktor4 sa stala sucast ou snad’ vSetkych ucebnic algebry az do novoveku.Uvadzame
jej povodné znenie a tieZ povodné rieSenie.

Uloha 3.3 Stvorec a desat’ Jjeho koreriov je rovnych tridsiatim deviatim dirhemom.

Povodné rieSenie. Pre ,Stvorec a desat’ korefiov rovnych tridsiatim deviatim* Al-Chvarizmi
uvadza dva r6zne spdsoby rieSenia zaloZené na obrazkoch, ktoré zndzornené na obrazku 13.
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Obr. 13: Rovnica Al-Chvarizmi x2 + 10x = 39.

Prvy sposob. Najprv sa pozrite na schému vI'avo na obrdzku 13. Dany je Stvorec (vnutorny Stvo-
rec), ktorého strana je nezname &islo x. Zrejme jeho obsah je rovny &islu x2. Na kazdej strane
tohto $tvorca vytvorte obdiZnik, ktorého druhd strana m4d dizku %. Obsah takto vytvorenych ob-
diznikov je rovny &islu 4(x14—0) = 10x. Dostaneme schému pozostdvajicu z vnttorného Stvorca
spolu so svojimi $tyrmi kridlami, ktord ma obsah x> 4 10x, ¢o je podl’a zadania tlohy prave 39.
Potom Al-Chvarizmi navrhuje riefitel'ovi rovnice x> + 10x = 39

,2Doplite* obrazok pridanim Styroch prerusovanych Stvorcov v rohoch.

Zrejme ak ma vzniknit' novy Stvorec, tak musime pridat’ Styri Stvorce v rohoch schémy so
stranou 14—0. Styri pridané §tvorce maji spolu obsah rovny &islu 4%0 = % = 25. Novovzniknuty
Stvorec mé teda obsah rovny ¢islu 39 + 25 = 64 a samozrejme jeho strana ma dizku 8.

Al-Chvérizmiho pokyn:

Ak chcete ndjst’ vel'kost’ strany vnitorného Stvorca, tak odpocitajte 214—0 =5 od 8, o je rovné
&islu 3. Nasli ste koreti x = 3 rovnice x* 4 10x = 39.

Dnes uzZ vieme, Ze existuje aj druhy koren tejto rovnice x; = —13. K tomuto zdpornému
korenu sa indo-arabski matematici dopracuju pri rieSeni kvadratickych rovnic piateho typu 7.
Vy?Zili pritom rozklad na sucin dvoch dvojclenov.

Druhy sposob. Teraz sa sa pozrite na schému vpravo'?. Lavy dolny $tvorec m4 stranu, ktorej
vel'kost' je nezndme x. Na dvoch susednych strandch z nej vytvorte obdiznik, ktorého druhd
strana je rovna %.

Al-Chvarizmi:

,<Doplite* obrazok pridanim Stvorca 5 x 5 vpravo hore a zvysok je jednoduchy.

Fraza ,.Doplnenie do Stvorca“ pravdepodobne pochadza z tychto schém.

10V povodnej Al-Chvarizmiho schéme vonkajii rozmer nie je zhodny so schémou vI'avo. Pravdepodobne Al-
Chvarizmi chcel takto poukdzat’ na platnost’ rieSenia rovnic vo vieobecnom tvare x> + B = C.



3.3 Kbvadraticky vzorec

Pouzitie kvadratického vzorca je spol’ahlivy sposob, ako vyrieSit' akikol’ vek kvadraticku rov-
nicu. Za mnohych okolnosti to v§ak moZe byt’ viac prace ako ostatnych. Kvadraticky vzorec je
odvodeny zo Standardného tvaru kvadratickej rovnice 5.

Tvrdenie 3.1 RiesSenie (korene) kvadratickej rovnice ax*> +bx+c¢ = 0,a # 0 su bud’

1. dve rozne redlne cisla, ak diskriminant D je kladny,
2. jedno redlne cislo, ak diskriminant D je rovny nule,

3. dve komplexne zdruZené Cisla, ak diskriminant D je zdporny,

kde diskriminant D je uréeny vzt'ahom D = b* — 4ac. Redlne korene méZeme urcit’ pomocou

vzt'ahu
—b+Vb*—4a
X12 = 7 (14)
Dokaz. Pri dokazovani tohto tvrdenia sa v Skolskej matematike vyuZziva metdéda rozkladu kvad-
ratického trojélena ax? + bx + ¢ na "st¢in dvoch linedrnych dvojélenov". U

RieSenie kvadratickej rovnice pomocou vzorca 14 ma univerzdlnu pouzitel'nost’. Podl'a Hej-
ného tedrie mdZeme povedat’, Ze je to univerzdlny genericky model. Funguje pre akukol vek
kvadratickd rovnicu, vratane tych, ktoré sa nedaji I'ahko rozlozit' na sucin dvojclenov. Jeho
striktné pouZzivanie pri osvojovani tematického celku Kvadratické rovnice vSak zastiera kon-
cepcnu Struktdru rieSenia kvadratickych rovnic. Vel'’ku vyhodu m4 jeho pouZitie v inych tema-
tickych celkoch, ak pri rieSeni nejakého problému sa ako Ciastkové uloha objavi kvadraticka
rovnica.

Na druhej strane metdda ,,doplnenie do Stvorca“ ponidka geometricky pohl'ad, ked’ Ziaci
bezprostredne vidia suvislost’ s grafom kvadratickej funkcie. Dopfﬁanie je vSak pomerne na-
rocné, ak koeficienty a, b, c ,,nie si pekné*. Napriklad ak maji charakter zlomkov. V takychto
pripadoch Ziaci majui problémy pri numerickych vypoctoch, ¢im sa u nich prehlbuje odpor voci
matematike ako takej.

Kazda metdda ma svoje silné ale aj slabé stranky. Vyber metddy Casto zavisi od konkrétnej
kvadratickej rovnice a kontextu, v ktorom ju rieSime. Toto ucitel musi mat’ na zreteli. Musi
koncepéne vyuZivat' vyber metddy, pricom rieSenia dopiﬁat’ dynamickymi a zdroven interak-
tivnymi appletmi. Na obrdazku 14 je nami navrhnuty applet so Sir§im uplatnenim. Takyto applet
by si mal ulitel’ pdsobiaci na gymndziu vediet’ vytvorit’ sam.

3.4 Vyuzitie DGS pri kvadratickych rovniciach

V applete zndzorneného na obrdzku 14 sa zobrazuje graf kvadratickej funkcie, jej vrchol a
nulové body (korene odpovedajticej kvadratickej rovnice). V applete je moZné pomocou po-
suvnikov menit’ koeficienty kvadratickej rovnice resp. funkcie. Pomocou zaskrtavacich policok
(ne)zobrazovat’ korene kvadratickej rovnice, vrchol a graf kvadratickej funkcie. Vel’'mi podobnu
Struktiru m4 aj applet zndzorneny na obrazku 12: Hlavny rozdiel je v zaddvani hodnét pre koefi-
cienty a, b, c. Prvy pouziva posuvniky a druhy textové polia. Dokonca je moZné obidva spdsoby
zadavania koeficientov integrovat’ do jedného bloku.

Vytvorenie takychto a podobnych appletov si vyZaduje mierne pokrocCilu znalost’ softvéru
GeoGebre. V sticasnosti absolventi ucitel’ ského Stidia matematiky (urcite aspon na nasej fa-
kulte) takéto zrucnosti maju. Ucitelia strednych §kol, ktori nepresli takymto vzdeldvanim, si



T B O ETTr Kvadraticka rovnica - korene
flxy=a*+2z-3

Zobraz graf kvadratickej funkcie

Ukaz korene kvadratickej rovnice

Ukaz vrchol paraboly

Zmente hodnoty posuvnikov

Obr. 14: Kvadratickd funkcia a korene odpovedajicej rovnice, applet aktivujete Tu.

zruénosti s programom musia zdokonalit’ v rdmci roznych postgradudlnych kurzov. V tejto
sekcii poukdZeme eSte na jednu zaujimavu aplikdciu GeoGebry pri téme kvadratické rovnice. V
procese matematického vzdeldvania je dplne prirodzené ale aj nevyhnutné, aby po zavedeni ma-
tematického pojmu a po popisani jeho vlastnosti, prisla etapa precvicovania. V tejto etape musi
najskor ucitel’ vyrieSit' dostatocné mnoZzstvo vzorovych tdloh (rieSenych prikladov) a néasledne
Ziaci precviCuju prebraté algoritmy a metddy na nerieSenych tlohach. Mnohi ucitelia tato etapu
povazuju za stereotypnu a ako hlavni metédu pouZzivaji tabul’u a kriedu. Pri takomto spdosobe
vedenia vyucovacej hodiny mnohokrat dochddza ku kolizidm. Napriklad pri tabuli Ziak urobi
chybu a ucitel’ to postrehne oneskorene. Podobnych situdcii by sme mohli vylicitovat’” pomerne
vel'a.

Polozme si otdzku. M6Zu nové technologie pomahat’ ucitel’ ovo aj takychto situdciach? Od-
poveddme. Ano. Jednu z moZnosti sme uZ popisali v predchddzajicich kapitolach. T4 v tom
,ze ucitel’ si vopred pripravi kvazi prezentdciu formou Step by Step. Na obrdzku 15 je applet z
prace ,.Nerovnosti a nerovnice naSej Studentky L'ubice Kupcovej. Pracu vypracovala ako se-
mindrnu pracu!! v rimci Didaktiky matematiky. Prezentovany applet je z asti ,,RieSené tlohy,
Kvadratické nerovnice ‘.

Tu treba popisat’ Lubkin applet

pridat’ ... applet 16 matica-zbierka ... moZnost’ vrétit’ predchddzajice zadanie

"Prica je vol'ne dostupna na adrese https://Ims.umb.sk/mod/book/view.php?id=182763&chapterid=5916
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Obr. 15: RieSeny priklad - kvadratickd nerovnica, applet si aktivujete Tu.

Vyber udlohu &. = 2
- 8
Vyrieste rovnicu

6 22422 —7T=0

8 10 12 14

Korene

Vrchol - extrém

Graf funkcie

Obr. 16: Zbierka rieSenych prikladov - kvadratické rovnice. Dostupné Tu.
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