1 VEKTORY V GEOMETRII

Nasledujtca kapitola je spracovand podla [1] vynechanim niektorych Casti, ktorym sa budeme venovat
neskor. Ciel'om tejto kapitoly je prispiet’ k vytvoreniu spravnych predstav spojenych s u¢ivom vzhl'adom na to,
7e vacsina geometrickych pojmov je zndma z predchddzajiceho stidia na strednej $kole. Tieto pojmy budeme
chépat’ intuitivne a tvrdenia o nich budeme zvacsa prijimat’ z ndzoru, tak ako sa to robi na zakladnej a stredne;j
Skole. Priestor budeme oznaGovat’ F°, v fiom pevne zvolent rovinu F~, priamku F' a budeme hovorit’ o troj-,
dvoj- resp. jednorozmernom fyzikdalnom priestore. Jednotné oznacenie pre vSetky tri priestory je F' pre n =1, 2,
3.

1.1 ORIENTOVANE USECKY

Orientovand usecka je UiseCka spolu s poradim jej krajnych bodov. Nenulova usecka 4B je podkladom pre
prave dve orientované usecky oznacované orAB a orBA, nulova GseCka A4 vedie k jedinej orientovanej usecke
orAA. Nenulovu orientovanu Usecku znédzoriiujeme rovnou Sipkou, ktord zacina v prvom a konc¢i v druhom
krajnom bode orientovanej usecky (Obr. 1.1).
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Obr. 1.1

DiZka orientovanej tiseky |orAB| je dizka jej podkladovej usecky |4B|, teda vzdialenost jej krajnych bodov.
Je zrejmé, Ze nenulova orientovana usecka ma kladnt a nulova orientovana tsecka nulova dlzku.

Kazdé dve nulové usecky su rovnako orientované, nenulova orientovana useCka nikdy nie je rovnako
orientovana so ziadnou nulovou orientovanou useckou. Nenulové orientované usecky orAB, orCD, ktoré lezia
na jedne] priamke, su rovnako orientované, ak jedna z polpriamok AB, CD je Castou druhej (Obr. 1.2).
Nenulové orientované usecky AB, CD, ktoré nelezia na jednej priamke, su rovnako orientované, ak su
rovnobezné, a ak polroviny ACB a ACD splyvaju (Obr. 1.3). O rovnako orientovanych useckach hovorime, ze
maju rovnaky smer.
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Obr. 1.2

1.2 VEKTORY

Kazda orientovana usecka urcuje vektor. Dve orientované usecky urcuji rovnaky vektor, ak maja rovnaku
dizku a rovnaky smer (Obr. 1.4). Vektor urceny (ktoroukol'vek) nulovou useCkou volame nulovy vektor.
Mnozinu vSetkych vektorov priestoru F" oznac¢ujeme symbolom V(F").
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Obr. 1.4 Obr. 1.5

Umiestnenim vektora nazyvame kazdu orientovant tsecku, ktora ten vektor urcuje. Umiestnenim vektora
do bodu nazyvame také jeho umiestnenie, ktoré¢ho prvym krajnym bodom je dany bod (Obr. 1.5).




Vektor je smerovym vektorom priamky resp. roviny, ak v nej ma umiestnenie. Hovorime tiez, ze takyto
vektor je rovnobezny s priamkou resp. s rovinou.

Vektor urceny orientovanou useckou 4B oznacujeme B — 4. Teda B — 4 = D — Cprave vtedy, ked
|AB| = |CD] a orientované usecky AB, CD maju rovnaky smer. Zrejme tiez plati, ze orientovana tisecka 4B je
umiestnenim vektora B — 4 do bodu 4.

Vektory budeme oznacovat’ tuénymi latinskymi pismenami (a, b, ...), v pisanej podobe pouzivame latinské

pismeno s pruhom (a,b,... ). Vinych zdrojoch sa &asto pouZivaju aj symboly a,b,.. Nulovy vektor
oznadujeme symbolom 0 resp. 0,&i 0. Teda B — 4 = 0 prave vtedy, ked’ 4 = B.

Urcovanie vektorov mozeme jednoducho ilustrovat’ na rovnobezniku ABCD (Obr. 1.6): B— A4 =C — D,
D—-A=C-B, ale B—A#D - C, hoci orientované tise¢ky 4B a CD maji rovnaki dizku a st rovnobezné.
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Obr. 1.6
Vektor sme definovali nepriamo — nepovedali sme, co vektor je, ale ako je urceny. Uvedenu definiciu
modzeme vSak bez problémov prepisat’ do priamej podoby: Ako prvé treba dokazat’, Ze reldcia ,,urCovat’ ten isty
vektor je ekvivalencia na mnozine vsetkych orientovanych useciek. Potom sa jednoducho povie, Ze vektor je
trieda rozkladu vzhl'adom na tato ekvivalenciu. Vtedy vektor je mnoZina vietkych navzdjom rovnako dlhych a
rovnako orientovanych orientovanych useciek.

Poznamenajme, ze vzt'ah orientovanej usecky k vektoru je taky isty ako vztahom zlomku k racionalnemu ¢islu: Kazdy zlomok
al/b, b # 0 urcuje racionalne Cislo, pricom zlomky a/b a c/d uréuju to isté racionalne ¢islo prave vtedy, ked” ad = bc. Namiesto frazy
»zlomky urcuju to isté racionalne ¢islo* sa kvoli jednoduchosti hovori, ze ,,zZlomky sa rovnaju‘“. Treba si vSak uvedomit, ze pritom
nejde o rovnost’ v zdkladnom zmysle slova, ale o ekvivalenciu. Zlomok je totiz (neobvykle zapisand) usporiadana dvojica celych Cisel
s nenulovou druhou zlozkou. Zakladna rovnost’ zlomkov teda znamend, Ze sa navzajom rovnaju ich Citatele a menovatele.

Nasledujuca vel'mi jednoducha vlastnost’ vektorov a ich umiestneni bude mat’ pre nas pristup ku geometrii
zasadny vyznam:

(A1) Pre kazdy bod 4 a pre kazdy vektor u existuje prave jeden bod B, pre ktory u = B — A4.
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Tato vlastnost’ hovori, Ze kazdy vektor mozno umiestnit’ do 'ubovoI'ného bodu a to jedinym spésobom.

Bod B z vlastnosti (A1) oznacujeme symbolom 4 + u. Je to druhy krajny bod orientovanej usecky, ktora je
umiestnenim vektora u do bodu 4. Hovorime tiez, ze bod B = 4 + u vznikol z bodu A posunutim o vektor u.
Operécie ,,sucet bodu s vektorom* a ,,rozdiel bodov* st navzdjom inverzné:

B=4A+u < u=B-4.

Zrejme plati:

A+(B-A)=B,
(A+u)—A=u,
A+0=4A.

Tieto rovnosti, dobre zndme zo s¢itovania a od¢itovania €isiel, dodato¢ne potvrdzuji vhodnost’ zépisu vek-
tora ako rozdielu bodov, hoci spociatku tato symbolika méze pdsobit’ podivne.



1.3 SCITOVANIE VEKTOROV
Sucet vektorov definujeme takto (Obr. 1.8):

u+v=>(A+u)+v)-4

Obr. 1.8

Mali by sme sa presvedCit’, Ze prava strana rovnosti nezavisi od bodu 4, ¢o vSak neurobime, lebo nemame
k dispozicii dostato¢ne presne vybudovanu geometriu (pozri [2]).

Zrejmym ddsledkom definicie stic¢tu vektorov a stctu bodu s vektorom je rovnost’

A+u)+v=A+(u+v).
Ak ozna¢ime B =4 + u a C = B + v, ziskame nasledujicu vizbu medzi sictom vektorov a rozdielom bodov:
(A2%) Pre vSetky body 4, B, Cplati C—A=(B—-A4)+(C—-B).

Dalej mozno dokazat, Ze pre vietky vektory a, b, a ¢ plati

b+a=a+b (komutativny zédkon s¢itovania vektorov),
a+(b+c)=(a+b)+c (asociativny zdkon sc¢itovania vektorov),
a+0=a (0 je neutralny prvok sé¢itovania vektorov).

Rovnost’ (A2”) mozeme pri vyuziti komutativneho zdkona prepisat’ do krajSej podoby
(A2) Pre vSetky body 4, B, Cplati C—A4=(C—B)+ (B - A).

Z vlastnosti (A2) vyplyva, ze (B — A) + (A4 — B) = B — B = 0, preto ku kazdému vektoru
a = B — A existuje jednoznacne urceny vektor —a = 4 — B (Obr. 1.9), pre ktory plati

a+(-a)=0.

Obr. 1.9

Zhrnutie: Mnozina vektorov V(F"), n =1, 2, 3, spolu s operaciou s¢itovania tvori komutativnu grupu.

1.4 NASOBENIE VEKTORA REALNYM CiSLOM

Pre nenulovy vektor u = B — 4 a pre nezaporné realne ¢islo 4 definujeme ku = C — 4, kde C je bod
polpriamky AB, pre ktory |AC| = k|AB|. (Obr. 1.10)(Opit treba dokazat’ nezavislost’ vektora ku od umiestnenia
vektora u, ¢o ale znova vynechavame.)
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Pre zaporné Cislo k£ definujeme ku = (—k)(—u) a pre nulové ¢islo resp. nulovy vektor definujeme
Ou=k0=0
pre vSetky vektory u a ¢isla £.
Mozno dokazat’, ze pre vSetky vektory a, b a pre vsetky Cisla £, / plati
k(la) = (kl)a,
k(a +b) =ka + kb,
(k+Da=ka+la,
la=a.

To spolu so skor uvedenymi vlastnostami suctu vektorov znamena, ze V(F"), n = 1, 2, 3, je vektorovy
priestor nad polom realnych &isiel. Da sa dokazat’, ze dimV(F") = n.

Opakovanie z linearnej algebry:

Nech vektory a,,a,,...,a, si vektory priestoru ¥ (F). Vektor b nazyvame linedrnou kombindciou vektorov
a,a,,..,a ak:
ca, +ca,+..+ca, =b

kde ¢,,c,,...,c, st prvky pola F.

1.5 ALTERNATIVNE DEFINICIE VEKTORA

Nasu definiciu vektora mozno trochu zjednodusit’, lebo na jeho urcenie nepotrebujeme celil orientovanu
usecku, pretoze postacia jej krajné body. Mdézeme teda povedat, Ze vektor je urceny usporiadanou dvojicou
bodov: (4, B) - B — A. Dve usporiadané dvojice bodov urcuju rovnaky vektor, ak odpovedajuce orientované
usecky su rovnako dlhé a rovnako orientované. K tomuto pre nas zédkladnému spdsobu urovania vektorov

uvedieme tri alternativy.
1. Stred dvojice bodov 4, B, ¢o je stred odpovedajicej usecky, oznacime S(4,B). Zrejme plati
S(A,B)y=A+"%(B—-A).

Usporiadané dvojice bodov (A, B) a (C, D) urcuju ten isty vektor prave vtedy, ked dvojice bodov (4, D) a
(B, C) maju rovnaky stred (Obr. 1.11), teda

B-A=D-C < S(4,D)=S(B,C).
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Obr. 1.11

O takych dvojiciach bodov hovorime, Ze st ekvipolentné. Teda dve usporiadané dvojice bodov urcuju ten
isty vektor, ked’ st ekvipolentné.

2. Kazda usporiadana dvojica bodov urcuje posunutie. Posunutie ur¢ené¢ dvojicou bodov (4,B)
oznacujeme Z43. Je to (jediné) posunutie, v ktorom sa bod A zobrazuje do bodu B. Usporiadané dvojice bodov
(A, B), (C, D) urcuju ten isty vektor prave vtedy, ked uréuju to isté posunutie, teda

B-A=D-C & typ=1tcp.

V tomto pristupe vektory stotoziiujeme s posunutiami. Posunutia si zobrazenia z F' do F”, preto ich
modzeme skladat’. Pritom zloZenie posunuti odpoveda suctu vektorov:




Ak u=typav =t tak u+ v ==ty =tgc° typ. (Zobrazenia skladdme sprava dolava, Cize tgc ° t4p (X) =
tgc (L4p(X)).)

3. Ina charakterizacia vektora posunutiami: Usporiadané dvojice bodov (A, B) a (C, D) urcuju ten isty
vektor prave vtedy, ked bod D je obrazom bodu B v posunuti t4c.

1.6 ZHRNUTIE

K bodom n-rozmerného fyzikalneho priestoru F", n = 1,2,3, sme pridali vektory a definovali sme operacie
s nimi tak, Ze vznikol n-rozmerny vektorovy priestor V(F"). Vektory priestoru F" st s jeho bodmi zviazané
operaciou rozdiel bodov. Tuto operaciu mozno povazovat’ za zobrazenie F' x F' — V(F"), ktoré usporiadane;j
dvojici bodov (4, B) prirad’uje vektor B — A. Toto zobrazenie ma vlastnosti (A1) a (A2).

1.7 ULony

1. Dany je rovnobeznik ABCD. Vyjadrite vektor M — A ako linearnu kombinaciu vektorov a = B — 4 a
b=D - A4, ak:

a) M=B Vysledok: 1a + Ob

b) M=C Vysledok: 1a + 1b

c) M je prieseCnik uhloprieCok rovnobeznika Vysledok: '5a + '4b

d) M je stred strany AD Vysledok: Oa + '2b

e) M je stred strany CD Vysledok: 2a + 1b

f) M rozdeluje stranu BC v pomere 2:1. Vysledok: 1a + 2/3b
2. Body E, F su stredy zékladni 4B, CD lichobeznika ABCD, v ktorom |CD| = k|AB|. Vyjadrite vektor F' — E

ako linearnu kombinaciu vektorova=B—-A4Aab=D — 4. Vysledok: (k—1)/2a+b
3. Dany je trojuholnik ABC. Dokazte, ze bod M lezi na priamke AB prave vtedy, ked

M—-C=aA-C)+bB-C) aa+b=1. Navod: Zacnite so vztahom medzi vektormi M — 4 a B — A.
4. Dané st body 4, B, C, D a M = S(4,B), N = S(C,D). Vyjadrite vektor N — M ako linedrnu kombinéciu

vektorovD -4 aC - B. Vysledok: 2(D — A) + 2(C — B)

5. NechM=A+k(B—-A4), N=D + k(C - D), keR.
a) Vyjadrite vektor N — M ako linedrnu kombinaciu vektorov D — 4 a C — B.
Vysledok: (1 — k)(D — A) + k(C — B)

b) Dokéazte: Ak body A4, B, C, D nelezia v rovine, tak priamka MN je rovnobezné s rovinou ADE, kde
E=4+(C-DB).

Navod: MN || AFpre F=A+ (1 —k)(D—A) + k(E— A)

6. Na hranach Stvorstena ABCD ndjdite vSetky také body KedB, LeBC, MeCD, NeDA, ze
L-K=M-N.

Vysledok: K=A + k(B—A),L=C+kB—C), M=C+kD - C), N=A+ k(D - A).

Navod: Polozte K=A4+ k(B—A),L =B+ I(C - B), ... Vektor (L — K) — (M — N) vyjadrite ako linearnu
kombinéaciu vektorovA — D, B - D, C— D.



1.8 DOMACA ULOHA C.1:

1. Dany je pravidelny Sestuholnik ABCDEF. Vyjadrite zadané vektory ako linearne kombinacie vektorov
a=B-A,b=F-A.

a) C-B Vysledok: a + b
b) D-C Vysledok: 0a + 1b

c) E-F Vysledok: a +b

d E-D Vysledok: (—1)a + Ob
e) E-B Vysledok: Oa + 2b

) E-C Vysledok: (-1)a + 1b
g) D-F. Vysledok: 2a +b

2. Stred dvojice bodov 4, B je bod S(4,B) = A + 2 (B — A). Dokazte (formalne!), ze pre vSetky body 4,B,C,D
plati:

a) S(B,A)=S(4,B) Navod: Vyjadrite si S(B,A) =B+ (4 —-B) a S(A4,B)=A+'%(B—A)a..
b) B—A =D - C prave vtedy, ked’ S(4,D)=S8(B,C)
3. Nech pre bod M v rovine ABC plati: (4 — M) + 2(B — M) + 3(C—- M) =0.
a) Vyjadrite vektor (M — A4) ako linearnu kombinaciu vektorov B —4 a C — A.
Vysledok: (M — A) = 1/3(B — A) + 1/2(C - A)
b) Lezi bod M v trojuholniku ABC? Vysledok: Ano

4. Dané si body 4, B,C. Oznaéme: a=B - A4, b=C—-A4,T=A4 + 1/3a+ 1/3b, K= 8(B,0), L =S8(C,4), M =
S(A4,B).

a) Dokazte: T—A=2/3(K—A), T—B=2/3(L-B), T—C=2/3(M-C).
Navod: T—B=-2/3a+ 1/3b,L—B=-a+ 1/2b

b) Tvrdenie z Casti a) interpretujte ako vetu o t'azniciach trojuholnika.



