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Abstrakt

Diplomova price se zabyva tvorbou osnovy prezen¢niho matematického seminaie pro talento-
vané studenty. Ten mé pfipravovat studenty prvniho ro¢niku stfedni $koly na Gc¢ast na matematickych
soutézich, zejména matematické olympiade. V prvni Casti prace predstavuje prehled aktivit, do kte-
rych se miZou stfedoskolaci se zdjmem o matematiku zapojit, spolecné se stru¢nym prehledem
typd dloh matematické olympiddy kategorie C a vzdélavaciho programu pro predmét matematika
v prvnim ro¢niku. Na zdkladé toho potom prace v druhé ¢4sti obsahuje ndvrh konkrétniho obsahu
jednotlivych setkdni matematického seminare ve formé ptfevzatych feSenych prikladti doplnénych o

komentar.






Abstrakt

Diplomova préca sa zaobera tvorbou osnovy prezen¢ného matematického semindra pre talento-
vanych §tudentov. Ten m4 pripravovat Studentov prvého roénika strednej Skoly na ic¢ast na matema-
tickych stfaziach, najmd matematickej olympidde. V prvej Casti praca predstavuje prehlad aktivit,
do ktorych sa mdzu stredoskolaci so zdujmom o matematiku zapojit, spolu so strué¢nym prehladom
typov dloh matematickej olympiddy kategérie C a vzdeldvacieho programu pre predmet matema-
tika v prvom ro¢niku. Na zdklade toho potom prica v druhej Casti obsahuje ndvrh konkrétneho
obsahu jednotlivych stretnuti matematického semindra vo forme prevzatych rieSenych prikladov
sprevddzanych komentdrom.






Abstract

The diploma thesis deals with the creation of a curriculum of an attended mathematical seminar
for talented students. The seminar is supposed to prepare first year high school students for the
participation in mathematical competitions, especially the Mathematical Olympiad. In the first part,
the work presents an overview of activities in which high school students interested in mathematics
can engage, together with a brief outline of the types of problems encountered in the Mathematical
Olympiad of C category and in the first year mathematics curriculum. Based on these, the work in the
second part contains a specific programme of the the mathematical seminar’s individual meetings
in the form of adopted solved problems accompanied by a commentary.
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Uvod

Diplomova prica sa venuje tvorbe prezenéného matematického semindra pre Studentov prvého roc-
nika so zdujmom o matematiku. Prica mé dve Casti. V prvej z nich zasadime semindr do SirSicho
kontextu matematického vzdeldvania stredoskoldkov. Poddvame stru¢ny prehlad mimoskolskych
aktivit, do ktorych sa Studenti so zdujmom o matematiku mozu zapojif. Sem bezpochyby patri naj-
starSia predmetovd olympidda — matematickd olympidda, rozli¢né koreSpondencné semindre, ta-
bory, sustredenia a letné Skoly s matematickou tematikou, ako aj jednodiiové podujatia, ¢i uz sd
to stfaZe alebo (ma)tematicky zamerané semindre. Pri tvorbe obsahov semindrnych stretnuti sme
potom vychédzali zo Skolského vzdeldvacieho programu pre prvy ro¢nik gymndzii (ktory vycha-
dza z rdmcového vzdeldvacieho programu, je vSak hmatatelnej$Sim vodidlom k tomu, aké znalosti a
zrucnosti by Studenti mali maf) a analyzy tiloh matematickej olympiady kategérie C.

Na zdklade poznatkov z prvej kapitoly sme potom vytvorili osnovy semindrov pre Studentov
so zaujmom o dalSie matematické vzdeldvanie. Semindre st napldnované s tyZdennou frekvenciou,
pri¢om jedno semindrne stretnutie md trvaf priblizne 120 mintt. V hlavnom texte ponikame ndvrh
uloh, ktorymi sa Studenti pod vedenim vediiceho semindra maji zaoberat, sprievodné komentare
aj domdce prace. Dalej st obsahom stretnuti timové matematické stifaZe a zaradené st aj semindre
zamerané na analyzu tloh aktudlneho ro¢nika matematickej olympiddy.

Préca bola napisand s vyuzitim systému I&TEX, vacSinu obrdzkov sme prevzali zo verejne do-
stupnych vzorovych rieSeni dloh MO, ostatné vytvorili v programe Ipe.






Kapitola 1

Sirsi kontext prace

1.1 Prilezitosti pre Studentov so ziujmom o matematiku

Stredoskoldci, ktorych matematika zaujima a ldka ich odhalovanie matematickych tajomstiev aj za
hranicami 3—4 hodin beZnej Skolskej matematiky, maja pocas svojich stredoskolskych Stidif velké
mnozZstvo prileZitosti. Cibrif si svoj matematicky um mézu v réznych dlhodobych ¢i jednorazo-
vych sdfaziach, semindroch ¢i letnych Skoldch. V tejto kratkej kapitole uvedieme struény prehlad
moznosti, ktoré sa Studentom slovenskych a ceskych strednych $kdl ponukaji. Predstavime mate-
matickd olympiddu, koreSpondenc¢né semindre a dalSie stfaze. Nekladieme si vSak za ciel podaf
uplny a vycerpdvajici prehlad vSetkych Skolskych aj mimoskolskych matematickych aktivit spolu
s ich historickym vyvojom, ale skor predstavif ¢itatefovi mozaiku matematickych prileZitosti pre
stredoSkoldkov. Pre zdujemcov o hlbsi pohlad do problematiky eurépskych matematickych sdfazi
moZe byf zaujimavym Citanim [Huv12], o vyvoji prace s matematickymi talentmi pttavo pojed-
nava [Svrl4] a o histérii matematickej olympiady na Slovensku a v Ceskej republike sa nemélo
dozvieme z [DOSO07].

Matematicka olympiada

Matematicka olympidda je najstarSou predmetovou olympiddou a je zaroven ,.krdlovnou* matema-
tickych sifazi u nas. Prvykrat sa matematickd olympiada konala v Skolskom roku 1951/52 a teda
v Skolskom roku 2017/18 sa mali Studenti moZnosf zicastnif uz 67. ro¢nika.

Ulohy matematickej olympiddy st autorské a ndro¢nejsie ako typické $kolské tlohy. Casto vy-

Vv s

Zaduju okrem dobrého zvlddnutia Skolskych poznatkov aj isty matematicky cvik, vo vysSsich ka-
tegéridch je na vyrieSenie niektorych dloh nezriedka potrebné nastudovanie pasdZzi, ktoré nie si
beznou stcastou osnov. Okrem samotného vysledku tlohy je velmi ddleZity postup, ktorym sa Stu-
dent k rieSeniu dopracoval a jeho zddvodnenie. U&astnici olympiady sa tak trénuji nielen v rieSenf
matematickych dloh, ale aj v prehladom a zrozumitelnom zdpise ich rieSenia.

V sicasnosti Studenti sufazia v 6smich rdznych kategéridch, ktoré si uréené pre Ziakov druhého
stupiia 7S a $tudentov SS, kategérie 25, Z6, Z7, Z8, 79, st po rade uréené Ziakom 5., 6., 7., 8. a
9. ro¢nika, kategérie C, B, A su pripravené pre Studentov 1., 2. a 3.—4. rocnikov gymnazii a stred-
nych odbornych $kol a zodpovedajticich ro¢nikov viacro¢nych gymnazii. Studenti sa okrem svojej
prislusnej kategdrie mozu tiez zicastnif olympidady v kategorii vyssej. VSetky kategdrie zacinajui do-
mécim kolom, zdkladoskoldkov potom preveri kolo okresné, kde sutaz pre kategérie Z5—Z8 kondi.
Kategoéria Z9 je zaviSend kolom krajskym. StredoSkolské kategdrie pokracuji po domdcom kole
eSte Skolskym a krajskym, v pripade kategérie A sa najlepsi rieSitelia z celej republiky stretnd na
kole celogtitnom. Sestica najispesnejsich riesitelov celostdtneho kola postupuje na Medzindrodni

_3-



4 Kapitola 1. Sirsi kontext price

matematickd olympiddu, kde si meria sily so stredoskoldkmi z celého sveta.

Korespondenéné seminare

Korespondencné semindre su dal$im sposobom, akym si Studenti m6Zu rozsirovaf a trénovat svoje
(nielen) matematické znalosti a skiisenosti. Obsahovo st matematické seminare podobné matema-
tickej olympidde, pretoZe Studenti sa taktieZ venuju tilohdm vySsej ako Skolskej naroc¢nosti, ktorych
rieSenia spolu s postupom a zdévodnenim prehladne spisuji. KoreSpondencné semindre nie st len
doménou matematikov, existuju totiZ aj semindre z programovania, fyziky, biolégie ¢i ekoldgie.

Aj ked sa jednotlivé matematické semindre od seba v detailoch odliSuju, ich priebeh velmi po-
dobny. Organizétori zverejnia zadania Gloh a Studenti maji niekolko tyZdiov na ich vyrieSenie.
Ulohy sa potom posielaji organizatorom, ktori ich opravia, ohodnotia bodmi, pridaji komentdre
k jednotlivym rieSeniam a posld ich naspéf Studentom. Tento cyklus sa opakuje niekolkokrat ro¢ne,
pri¢om sérif byva 4-8, v kazdej z nich na Studentov ¢aka 4-9 dloh. Neoddelitelnou sicasfou kores-
pondencnych semindrov su ststredenia pre niekolko desiatok najlepsich rieSitelov, ktoré Studentov
zvycajne okrem matematickych vedomosti obohatia aj o nové priatelstva a dalSie zaZitky.

V Ceskej republike a na Slovensku existuje matematickych kore$pondenénych semindrov nie-
kolko, nebyva vynimkou, Ze slovenski Studenti rieSia aj semindre ¢eské a naopak. Uvedieme semi-
ndre, ktoré mozu byf zaujimavé pre stredoskolskych Studentov.

Ceské korespondencné seminare

> PraSe (MKS) — PraZsky korespondencni seminar organizovany Matematicko-fyzikalnou fa-
kultou Karlovej univerzity v Prahe, osem sérif tiloh rozdelenych na jesennd a jarnd ¢ast, vac-
Sina sérif obsahuje 8 tiloh, okrem toho eSte tematickd séria zamerana na isti oblasf matema-
tiky, dve sustredenia ro¢ne. Podrobnejsie informdcie je mozné najst na [PraSe].

> BrKoS — Brnénsky korespondencni semindar organizovany pod zastitou Prirodovedeckej fa-
kulty Masarykovej univerzity v Brne, Sest sérif po siedmich tilohéch, jedno jesenné ststrede-
nie. Viac informdcif je zverejnenych na [BRKOS].

> M&M — organizovany opaf Matematicko-fyzikdlnou fakultou Karlovej univerzity v Prahe,
typovo sa lisi od predchadzajicich dvoch: Studenti maji okrem rieSenia zadanych tdloh moz-
nost badaf nad zadanymi témami, pisaf ¢lanky a reagovaf na ¢lanky rovesnikov. Pre najlepSich
rieSitelov je taktieZ pripravené sustredenie. Viac informdcii je dostupnych na [MaM].

Slovenské koreSponden¢né seminare

> KMS — KoreSpondencny matematicky semindr organizovany neziskovou organizaciou Troj-
sten, zimna a letna Cast, kazda pozostdvajtica z troch sérif desiatich tloh, dve vekové kategorie,
pre ktoré su na konci kaZzdej casti organizované samostatné sustredenia. Podrobnejsi prehlad
na [KMS].

> STROM — Semindr talentovanych riesitelov oblubujiicich matematiku organizovany zdruZe-
nim STROM, takisto dve Casti po tri série dloh a dve sustredenia. Dal3ie informécie sa naché-
dzaji na [STROM].
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Cesko-slovensky seminar

> iKS — Medzindrodny korespondencny semindr uréeny pre pokrocilych riesitelov, obsahuje
fazké ulohy, a tomu odpoved4 aj pocet rieSitelov, ktory je raidovo mensi ako v ostatnych zmie-
nenych semindroch. Viac informdcif je mozné ndjst na [iKS].

Okrem archivu stfaznych tloh a ich rieSeni vécSina semindrov zverejiiuje dalSie zaujimavé
¢lanky z roznych oblasti matematiky, materidly zo sustredeni a doplilujice tlohy. Webové stranky
tychto semindrov sa tak stdvaji takmer nevycCerpatelnou zdsobdriiou inSpirdcie a priestoru na pre-
cvicovanie riesitelskych zru¢nosti. Na niektoré z textov sa budeme odkazovaf v neskor$ich Castiach
préce.

Kratkodobé sifaze

Okrem vyssie spominanych dlhodobejsich sufazi sa Studenti moéZu zapojif do dalSich matematic-
kych akcif. Jednozna¢ne najmasovej$ou' z nich je Matematicky klokan, ktory je pripravovany pre
Studentov zdkladnych a strednych $kol. Na rozdiel od predchadzajicich sifazi tu Studenti rieSia me-
nej naroc¢né, no stale origindlne tlohy a dblezity je len spravny vysledok, ktory Studenti vyberaji
z piatich ponitiknutych moZnosti. Viac je mozné docitaf sa na [MK].

Jednou z mala stfazi, ktord nie je uréend pre jednotlivcov, je Ndboj. V Ndboyji riesia 5-Clenné
druZstva po dobu dvoch hodin dlohy, ktoré ,.si vyZaduja istd ddvku invencie a dovtipu* [Naboj].
Na zaciatku stifaze dostant druzstva Sesticu tloh, po vyrieSeni ktorejkolvek z nich vymenou za iiu
ziska novu dlohu. V roku 2018 sa sifaz, pripravovand pod zastitou viacerych univerzit a koreSpon-
den¢nych semindrov, uskutocnila dokonca v 15 mestach celej Eurdpy.

Letné Skoly a tabory

Studentom, ktorym by sa letné prazdniny mohli zdaf malo matematicky intenzivne, vychadzaji
v ustrety rozne letné $koly a tabory, na ktoré sa mozu prihlasit aj bez toho, aby predtym riesili ko-
reSpondenéné ¢i iné sifaze. Prikladmi st Letnd Skola matematiky a fyziky, Letny tdabor Trojstenu,
Letna skola Trojstenu, ststredenie MOFO pre rieSitelov matematickej a fyzikalnej olympiddy ci
Letné Studentské sustredenie TNC. Na rozdiel od predchddzajicich aktivit nie je pocas letnych t4-
borov a §kol kladeny doraz len na ziskavanie novych poznatkov z matematiky (a pripadne fyziky),
ale aj na netradi¢né hry, Sportové a neSportové aktivity a upeviiovanie priatelstiev medzi icastnikmi.
Vlastné skdsenosti autorky sa mdzu len pridat k hlasom, ktoré tvrdia, Ze sdstredenia a tdbory st z4-
Zitkami na cely Zivot.

1.2 Blizsia Specifikacia zadania prace

Vseobecné zadanie prace bolo po diskusii s vedicim prace konkretizované nasledujicim spdso-
bom. Obsahom diplomovej prace budi podklady pre prezencny semindr uréeny Studentom prvého
ro¢nika gymndzia so zdujmom o matematiku. Neprdzdnu podmnoZinu tcastnikov tak pravdepo-
dobne budd tvorif Studenti na matematiku nadani, cielom vSak nie je vytvorif semindr, ktory by
malid skupinu Studentov pripravoval na tdspes$ni dcast na Medzinarodnej matematickej olympidde
uz v takomto mladom veku. Tito dlohu spliia nemalé mnoZstvo existujiicich aktivit (bohaty a vy-
stizny prehlad je moZné n4jst v [Svr14]) a tento text nemd ambiciu byt dal§im z nich. Omnoho
dolezitejsim predpokladom pre tGcasf na semindri je tak zdujem Studenta o matematiku, viac nez
jeho objektivne ohodnotené nadanie.

1V roku 2018 sa siifaZe za&astnilo viac ako 22000 stredogkoldkov.
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Praca si kladie za ciel vytvorif stibor semindrov obsahujuci dostatok dloh a problémov k samos-
tatnému precvicovaniu, ktory by bol pristupny SirSiemu spektru Studentov, nielen izkej matematic-
kej Spicke. Dufame, Ze si tak ndjde cestu k vacSiemu okruhu Studentov a ucitelov. V neposlednom
rade pri Specifikdcii zadania zavaZzil fakt, Ze autorka m4 k zvolenej vekovej kategoérii blizko, ¢i
uz ako organizatorka matematickych semindrov a ststredeni pre Ziakov druhého stupiia zdkladnej

s

Skoly, alebo zacinajica ucitelka v niZsich triedach gymn4zia.

1.3 Vychodiska pri tvorbe osnov

Obsah semindrnych stretnuti sa opiera najma o dva klicové aspekty — matematickt olympiddu ka-
tegérie C a Skolsky vzdeldvaci program (SVP) pre gymnazia.

Skolsky vzdelavaci program
Pre potreby tejto priace sme vychadzali zo SVP publikovaného na webovych strankach Gymnazia
Brno, tfida Kapitdna Jarose.

Skolsky vzdeldvaci program pre prvy roénik gymnazidlneho vzdeldvania sa svojim zamera-
nim z4sadne neliSi medzi matematickou a nematematickou triedou a zahffia Styri oblasti, ktoré su
podrobnejsie popisané v nasledujicej tabulke.

Algebraické vyrazy, mocniny a odmocniny

Ziak Ucdivo

> efektivne upravuje vyrazy s premen- > mnohocleny, lomené vyrazy

nymi, urcuje defini¢ny obor vyrazov ) . ) ) ]
> mocniny s prirodzenym, celym a raci-

> rozkladd mnohocleny na sicin vynima- ondlnym exponentom, druhd a tretia od-
nim a pouZitim vzorcov mocnina
> uskutoCiluje operdcie s mocninami a od- > vyrazy s mocninami a odmocninami

mocninami, upravuje ¢iselné vyrazy

Teéria mnoZin, vyrokova logika, matematické vety a dokazy

Ziak Ucdivo

> uskuto¢iiuje sprdvne operdcie s mnoZzi- > mnoZiny, operdcie s mnoZinami (zjed-

nami, mnoZziny vyuZziva pri rieSeni dloh notenie, prienik, rozdiel mnozin, dopl-
nok mnoZiny v mnoZine, podmnoZina,
rovnos{ mnoZzin, Vennove diagramy, de
Morganove pravidld)

> pracuje spravne s vyrokmi, pouZiva
spravne logické spojky a kvantifikatory

> presne formuluje svoje myslienky a zro-

> vyroky, negdcie, kvantifikitory, logické
zumitelne sa vyjadruje

spojky (konjunkcia, alternativa, impli-
kécia, ekvivalencia), vyrokové formuly,
tautoldgia, obmena a obrétenie implika-
cie

> rozumie logickej stavbe matematicke;j
vety

> vhodnymi metédami uskutociiuje do-

kazy jednoduchych matematickych viet > definicia, veta, dokaz

> priamy dokaz, nepriamy dokaz, dokaz
sporom
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Teoria Cisel

Ziak Ucivo
> vysvetli vzfahy medzi ¢iselnymi obormi > Cislo, premennd
N,Z,Q,Q%,R
R’ R
> &iselné obory N, Z,Q, Qg, R
> pouZiva vlastnosti delitelnosti prirodze- odzené sla. delitelnost delf b
nych &isel > prl'r(if?ne 01sva,’ e 1.te ’nost. (a f ib,
najvacsi spolocny delitel, najmensi spo-
> operuje s intervalmi, aplikuje geomet- lo¢ny nésobok, ¢isla stdelitelné a nesu-
ricky vyznam absolitnej hodnoty, delitelné, prvocisla a zloZené Cisla, z4-
kladna veta aritmetiky)
> odhaduje vysledky numerickych vypoc-
tov a efektivne ich uskutociiuje, icelne > celé Cisla
pouZziva kalkulacku o
> raciondlne cisla
> redlne Cisla, intervaly, absolitna hodnota
Rovnice a nerovnice
Ziak Ucivo
> rieSi linearne a kvadratické rovnice, ne- > linearne rovnice a nerovnice
rovnice a ich sidstavy, v jednoduchych o . R
pripadoch diskutuje rieSitelnosf alebo > kvrjldratlcka .rOVIIICii _ (dlskrlmln?nt,
pocet rieSent vzta.hy medzi korenml /a koe‘f}cwn—
tami, rozklad kvadratického trojclenu,
> rozliSuje ekvivalentné a neekvivalentné doplnenie na Stvorec), kvadratickd
upravy, zdovodni, kedy je sktiska nutnou nerovnica
stcasfou rieSenia ) ] -
> rovnice a nerovnice v st¢inovom a po-
> geometricky interpretuje Ciselné, algeb- dielovom tvare
raické a funkéné vzfahy, graficky zndzor- ) ) .
fluje rieSenia rovnic, nerovnic a ich su- > roviice § heznamou v menovateli a pod
stay odmocninou
> analyzuje a riesi problémy, v ktorych ap- > linedrna a kvadratickd rovnica s para-
likuje rieSenie linedrnych a kvadratic- metrom
kych rovnic a ich stistav > kartézsky sicin, bindrna reldcia a ich
grafy
> sudstavy linedrnych rovnic a nerovnic

Matematicka olympiada kategoérie C

Dal§fm opornym pilierom boli zadania matematickych olympidd kategérie C. Podrobne sme pre-
skdmali dlohy vSetkych kol poslednych 10 ro¢nikov MO (pocinajic 66. roénikom v $kolskom roku
2016/2017 a konciac 57.ro¢nikom v Skolskom roku 2007/2008) a dlohy v nich sme rozdelili do
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Styroch kategorii nasledovne.

> Algebraické vyrazy, rovnice, ststavy rovnic, nerovnosti

Upravy vyrazov vyuZivajice identity,

lomené vyrazy,

slovné dlohy vedtice na rieSenie rovnic,

sustavy rovnic,

rovnice s parametrami,

nerovnosti.

> Teoria Cisel

delitelnost, rozklad na prvocisla,

najmensi spolocny ndsobok, najvacsi spolocny delitel,

ciferné zapisy cisel,

zvySkové triedy.
> Geometria

— ulohy vyuZzivajice podobnost trojuholnikov,

— tlohy vyuZzivajice Pytagorovu vetu,

— tlohy o obsahoch rovinnych ttvarov,

— tlohy o kruzniciach vpisanych a opisanych trojuholniku,

— netradi¢né tlohy.
> Rozne (najcastejSie kombinatorika)

— tlohy vyuZivajice mrieZky a Sachovnice,
— hladanie vifaznej stratégie,

— tlohy vyuZivajice Dirichletov princip,

— tlohy o pocte zndmych (tedria grafov),

— logické dlohy nevyZadujiice Ziadne Specidlne vedomosti.

Toto rozdelenie dalej zohrdva dlohu v zaradovani obsahov semindrov — v nich sa budeme po-
stupne venovat vSetkym Styrom vysSie spomenutym oblastiam. Zaroveri v§ak krajské kolo kategdrie
C prebieha v prvej polovici aprila, preto je zmysluplné vyuZif zostavajticu Cast $kolského roka na
pozvolné zacatie pripravy na tlohy MO kategérie B, pripadne dalSie matematické zaujimavosti.

1.4 Dopliujice zdroje, materialy a inSpiracia

Aj napriek tomu, Ze prevaznd vic¢Sina semindrov sa opiera najmé o dlohy matematickej olympiddy
z minulych rokov, vychddzali sme pri tvorbe obsahu z dalSich zdrojov.

Vybornym sprievodcom do sveta rieSenia matematickych problémov je [Hol10], ktory velmi
pitavou formou zoznamuje Citatela s roznymi oblastami stredoskolskej olympiddnej matematiky
a metédami rieSenia problémov. Kniha je plnd velkého mnoZstva cviceni a tloh, vSetky majd v
publik4cii aj rieSenia.
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Podobne zaujimavym pocinom je aj [Zei07], ktory vSak obsahuje aj matematiku vysokoskol-
skej drovne. Obe publikicie sd pisané v anglictine, ¢esky ani slovensky preklad zatial nevysiel, no
ak je Citatel vybaveny angli¢tinou aspon na zakladnej tirovni, nemali by tieto dve knihy ujst jeho
pozornosti.

V &eskych a slovenskych kruhoch MO st velmi populérne knihy z edicie Skola mladych mate-
matikov, ktord za¢ala vychadzaf v roku 1961 na podnet Ustredného vyboru MO. Edicia obsahuje
61 kniZociek na rozli¢né t€émy rozSirujice a prehlbujice matematické znalosti stredoSkoldkov. Nie
vsetky knizky sd vSak v celom svojom obsahu pristupné mlad$im Ziakom gymnazii, kedZe mnohé
sa venuju aj pokrocilej$im partidm matematiky. UZivatelsky prijemny je fakt, Ze vSetky knihy sd
dostupné na [DMK].

Poslednou, ale urcite nie najmenej doleZitou dvojicou knih je [HKS04] a [HKS11], ktoré pond-
kaju hlboky a precizny pohlad na rieSenie tiloh z oblasti rovnic, nerovnosti, tedrie ¢isel a kombina-
toriky.

1.5 Celoro¢ny koncept seminara

Pri tvorbe a zaraden{ jednotlivych semindrov sme okrem SVP pre gymndzia a typickych tiloh MO
brali do dvahy aj rytmus Skolského roka, ktory ovplyviiuji najméa terminy prazdnin a v pripade mate-
maticky zameranych Studentov aj terminy jednotlivych k6l MO. V dal$ich odsekoch tak vysvetlime,
ako sme vSetky uvedené skutocnosti pretavili do osnovy obsahu semindra na jeden Skolsky rok.

Skolsky rok md priblizne 40 tyZdiiov (10 mesiacov x 4 tyZdne). Predpokladdme, Ze semindrne
stretnutia zaénd v druhom septembrovom tyzdni, kedZe prvy tyzdeii sa ¢asové plany Studentov aj
ucitelov eSte len ustaluji. Podobne, posledné dva jiinové tyZdne byvaju v Skoldch €asto nepravidelné,
pretkané $kolskymi vyletmi a dal§imi aktivitami. Studentov tieZ potesia viano¢né a jarné, tyZdeti
trvajice, prazdniny, kedy sa semindr neuskuto¢ni. Okrem toho sme v méji zaradili len tri stretnutia,
kedZe v tomto obdobi je na mnohych §kol4dch rezim, vzhladom na maturitné skisky, nepravidelny.

Celkovo teda v naSom plane pocitame s 34 stretnutiami pocas celého $kolského roka, pricom si
autorka prace uvedomuje, Ze tento pocet stretnuti nie je univerzalne pouzitelny kazdym ucitefom
v kaZdom Skolskom roku.
vymi kolami MO, v naSom pripade budeme braf ohlad najmi na kategériu C. RieSenia domaceho
kola musia Studenti spravidla odovzdaf najneskor v prvej polovici janudra. Priblizne desaf dni po
tomto termine sa kond kolo $kolské a sezona je zaviSend krajskym kolom, ktoré Studentov potrapi
zvycCajne v prvej polovici aprila.

Za vhodné tiez povazujeme zmienif, Ze Ziadne kolo Ziadneho ro¢nika MO sa nezaobide bez
geometrickej dlohy. Tie tak tvoria minimdlne Stvrtinu aZ polovicu vsetkych tloh v danom ro¢niku.
SVP pre gymnazid viak geometriu v prvom ro¢niku neobsahuje. Pohlad na olympiddne tlohy ndm
prezradi, Ze tlohy kategdrie C nevyZaduji Ziadne Specidlne geometrické vedomosti, je vSak vhodné
so Studentami osviezif ich poznatky zo zdkladnej $koly a rieSenie dloh z geometrie postupne tréno-
vaf.

Semindr je rozdeleny na tri hlavné Casti — pred terminom domdceho kola, medzi domécim a
krajskym kolom a po krajskom kole. Prvé dve Casti su usporiadané tak, aby sme sa v kazdej z nich
dotkli vd¢Siny zo Styroch zmienenych typov dloh MO, teda v kaZzdom z dvoch blokov sa budeme
postupne venovaf algebraickym vyrazom a rovniciam (ipravy vyrazov, rieSenie (systémov) rovnic
a dokazovanie nerovnosti), tedrii Cisel (delitelnost, prvodisla, ciferné zdpisy) a geometrii, v dru-
hom bloku semindr obsahuje aj stretnutia zamerané na kombinatorické tlohy. V trefom bloku sa so
Studentami za¢iname venovat dlohdm kategérie B, kedZe svoje posobenie v kategdrii C krajskym
kolom ukondili. Zaradili sme dva geometrické semindre, dva algebraické semindre zamerané na to,



10 Kapitola 1. Sirsi kontext price

¢o by pribliZne v rovnakom ¢ase mali preberat Studenti na vyucovacich hodinach, matematickd hru
a opakovanie pod taktovkou samotnych Studentov.

Moznosfou, ktortd sme pri zaradovani obsahu jednotlivych stretnuti zvaZovali, bolo rozdelenie
celého Skolského roka do Styroch velkych blokov, ktoré by zodpovedali Styrom oblastiam dloh MO.
Tomuto variantu sme v§ak nakoniec prednosf nedali, pricom hlavnym dévodom bolo, Ze sme chceli
Studentov pripravif na ¢o najsirSie spektrum dloh uZ pred domacim a Skolskym kolom. Zaroven
verime, Ze vracanie sa k uZ nacatym témam pomozZe Studentom lepsie si ich upevnif, preto sa nam
rozdelenie popisané vyssie zdalo vhodnejSie.

Struény prehlad obsahu seminarov

V tabulke niZSie uvddzame konkrétne zamerania jednotlivych semindrov, ktoré vznikli na zaklade
zohladnenia poznatkov z predchadzajicich Styroch odsekov. Tento struény prehlad ma poslizif ako
pociatocnd orientédcia v kontexte celého Skolského roka. Konkrétnejsi popis obsahu, spolu s ilohami,
komentdrmi a domécou pricou je obsahom nasledujticej kapitoly.
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September

1. Uvod do seminéra, Matematico
2. Ako riesit I

3. Ako riesit IT

Zakladné informécie, oCakdvania, matematickd
hra.

Menova reforma v Tramtérii — samostatné mate-
matické objavovanie.

Vseobecnd diskusia o spdsobe
uloh/problémov v matematike.

rieSenia

Oktéber

4. Algebraické vyrazy a rovnice I Opakovanie vedomosti zo ZS, prica s vyrazmi.
5. Algebraické vyrazy a rovnice II JednoduchSie nerovnosti.

6. Algebraické vyrazy a rovnice III Rovnice a systémy rovnic.

7. Teoria Cisel 1 Opakovanie vedomosti zo 78S, delitelnost.
November

8. Teodria Cisel 11 Najmensi spolo¢ny ndsobok, najvicsi spolocny

. Teoria ¢isel 111
10. Geometrial

11. Geometria II

delitel.

Ciferné zépisy Cisel.

Opakovanie poznatkov zo ZS, spravne rieSenie
geometrickej dlohy.

Ulohy vyuZivajiice podobnost trojuholnikov a Py-
tagorovu vetu.

December

12.  Geometria III Ulohy o obsahoch.

13.  Geometria IV Ulohy o kruZnici vpisanej a opisanej trojuholniku.
14.  Nadboj Viano¢nd timova sifaz v pocitani tloh.

Januar

15.  Doméce kolo MO Analyza tloh doméceho kola.

16.  Konzulta¢ny semindr Konzulticia nejasnosti pred skolskym kolom MO.
17.  Skolské kolo MO Analyza tloh Skolského kola.

18.  Algebraické vyrazy a rovnice IV Nerovnosti — pokrac¢ovanie.

Februar

19.  Algebraické vyrazy a rovnice V

ZloZitejSie rovnice a sustavy rovnic

20.  Tedria Cisel IV Ulohy o prvoéislach.
21.  Tedria Cisel V Mis-mas.
Marec

22. Geometria V
23.  Geometria VI
24.  Sutaz Ndboj
25. Roznel

Ulohy o $tvoruholnikoch.

Netradi¢né geometrické tlohy.

Uéasf na medzindrodnej stifazi timov.
Ulohy o mrieZkach a $achovniciach.

April

26. Rozne II
27.  Krajské kolo MO

Hladanie vifaznej stratégie, logické tlohy.
Analyza tuloh krajského kola MO.
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28.  Algebraické vyrazy a rovnice VI Ststavy rovnic, rovnice s parametrom.
29.  Algebraické vyrazy a rovnice VI  Ulohy o kvadratickych rovniciach vyuZivajice
vzfahy medzi korenimi.

Mij

30. HraSET Matematickd hra, dlohy vyuZivajice karticky
z hry.

31. Geometria VII Stredové, obvodové a tsekové uhly, tetivové Stvo-
ruholniky.

32.  Geometria VIII Vypoctové dlohy.

Jin

33.  Opakovanie I Opakovanie poznatkov zo Skolského roka v réZii
Studentov.

34.  Opakovanie II Zaverecné rieSenie dloh, spitnd vizba, uzavretie.

Zéaverom prvej kapitoly este poznamenajme, Ze velkud vicSinu dloh v semindri tvoria dlohy pre-
vzaté z rdznych kol MO kategérie C. V dalSom texte su tieto tlohy jasne oznacené v tradicnom
forméte znacenia tloh MO, kde prvé ¢islo je prisluSny roénik MO, dalej kolo (I pre kolo doméce,
S pre kolo Skolské a II pre kolo krajské) a ¢islo dlohy. Ak za ¢islom dlohy nasleduje este dalsi
identifikdtor, znamend to, Ze ide o prislusnd tlohu ndvodni (N) alebo dopliiujicu (D). V posledne;j
Stvrtine semindra sa zameriavame na ulohy kategérie B, tie maji pred ¢islom ro¢nika uvedené este
pismeno B. TaktieZ rieSenia su takmer vZdy prevzaté z oficidlnych rieSeni (ktoré su spolu zo zada-
niami volne pristupné na strdnkach MO [SKMO], [CZMO)]). Prevzaté alebo len mierne upravené
rieSenia su oznacené hviezdickou *, povodné rieSenia hviezdicku nemaju.



Kapitola 2

Osnovy seminarnych stretnuti

2.1 September

Seminar 1: Uvod do seminara, ocakavania, Matematico
Ciele

Zoznamif Studentov s povahou semindra a planom na Skolsky rok, zozndmif sa so Studentami, mo-
tivovaf na zaciatok matematickou hrou.

Priebeh

KedZe ide o prvy semindr, obozndmime Studentov s tym, ¢o mdzu v priebehu roka od stretnuti
ocakavat: akd bude forma semindrov a ¢o bude ich obsahom. Zaroveti povaZujeme za vhodné po-
rozpravaf sa so Studentmi o ich motivacii — ¢o ich na semindr privddza a ¢o od neho ocakdvaju.
Takdato informdcia ndm potom mdZe posliZif pri planovani alebo prispdsobovani obsahu konkrét-
nej skupine, s ktorou budeme pracovaf. Napriklad ak sa semindra budd tc¢astnif v drvivej vicSine
Studenti s ambiciami na dspe$né umiestnenie na Medzindrodnej matematickej olympidde, je mozné
hravejsie semindre nahradif ndro¢nej$imi matematickymi partiami.

Po tomto tvode zaradime matematicko-logicki hru Matematico, ktord Studentov otestuje v rych-
lom a optimalnom rozhodovani sa.

Pravidla

Kazdy Student dostane tabulku pozostavajicu z 5 x 5 Stvoréekov, do ktorej si bude zapisovat Cisla,
ktoré bude vediici semindra postupne vyfahovaf z balicka. Bali¢ek obsahuje 52 ¢isel, kazdé z Cisel
1-13 sa v bali¢ku nachddza $tyrikrat. Studenti maji vZdy 7 sekind na to, aby &islo zapisali do prave
jedného volného policka v tabulke. Po vyplneni vSetkych polic¢ok si Studenti spocitaji body podla
kltca v tabulke 2.1.

Jednotlivé vysledky Studentov piSeme na tabulu, aby bolo mozné vidief rozsah nahranych bodov.
Aby si sa Studenti s hrou poriadne zoznamili, je vhodné zahraf aspori dve alebo tri kola. Po nich
povzbudime Studentov, aby so spoluziakmi prediskutovali stratégiu, ktord poc¢as hry pouZivaju, ¢o
sa im overilo a Co nie, prip. podla akého kltica zapisuji Cisla do tabulky a i stratégiu v priebehu
hry menia. Po vymene skidsenosti opdf odohrdame dve alebo tri kol a sledujeme, ¢i sa priemerny
pocet nahranych bodov zvysil.

Po poslednom kole vyzveme Studentov, aby sa pouZitim ¢isel, ktoré boli v tomto kole vytiahnuté
z balicka, snaZili maximalizovat bodovy zisk, t.j. danych 25 ¢isel majui usporiadaft do tabulky tak, aby

—13-
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Ciselnd kombindcia v riadku alebo stlpci  na uhlopriecke
dve zhodné ¢isla 10 20

dva pary zhodnych cisel 20 40

tri zhodné ¢isla 40 50

tri zhodné ¢isla a dve zhodné ¢isla 80 90

Styri zhodné ¢&isla 160 170

pat za sebou iducich ¢isel 50 60

tri jednotky a dve trindstky 100 110

Tabulka 2.1: Body v hre Matematico

ziskali ¢o najviac bodov. Ziskané pocty bodov pripiSeme na tabulu porovndme s predchadzajicim
kolom.

Zaujimavym pozorovanim je, Ze rozptyl bodov v takomto modifikovanom kole je zna¢ne mensi
ako v troch pdvodnych. MéZeme sa so Ziakmi porozpravat o dovodoch, ktoré k tomu modzZu viest.

Na zaver seminara méZeme Studentov nechaf maximalizovaf bodovy zisk pouzitim lubovolnych
¢isel v ponuke a vyhlasit sifaz o bonus.

Hra je dostupna aj online na [Matematicol0], pripadne na [Matematicol2].

Variacie

Studenti md7u Matematico hraf aj v dvojiciach. Takéto usporiadanie ponika moZnost diskutovat
rozhodnutia, ktoré Studenti robia a trénuje ich argumentacné a vysvetlovacie schopnosti.

Zaverecny komentar. Prvy semindr je ¢asovo aj obsahovo menej hutny ako semindre nasledu-
juce, nie je to vSak nijako na Skodu, kedZe jeho zdmer bol viac organizacny a informativny, nez
matematicky.

Seminar 2: Menova reforma v Tramtarii — samostatné objavovanie matematického
problému

Ciele

Umoznif Studentom zaZif proces rieSenia otvoreného problému bez zjavného spdsobu rieSenia a
otvorif diskusiu o tom, ¢o spravne a Gplné rieSenie dlohy obsahuje.

Uvodny komentar

Cielom tohto semindra nie je Studentom predaf isté konkrétne znalosti, ale daf im prileZitosf zazif si
objavny rieSitelsky proces. Sada tloh, ktoré sd na semindr pripravené, nie je typickym reprezentan-
tom tloh MO, povazujeme vsak za doleZité so Studentmi precvicovat rozlicné typy uloh. Zaroven
tento semindr sliZi na otvorenie diskusie o tom, o obsahuje tipIné a dokladné rieSenie matematickej
ulohy.
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Ulohy a rieSenia

Uloha 2.1. [[BHS2], tloha 43] V Tramtdrii chcd zaviest novi zdkladnd peniaznu jednotku:
toliar. V spojitosti s reformou sa vynorila otdzka: aké maji mat hodnoty mince, ktoré pri-
pravi mincovna? Star{ obyvatelia Tramtérie povazovali 3 a 5 za §tastné ¢isla. Preto popredny
historik navrhol, aby sa obmedzili na razenie troj- a péttoliarovych minci. Svoj navrh zddvo-
dioval takto: troj- a paftoliarovymi mincami mozZno vyplatit hociktord celo¢iselni sumu a to
skoro vzdy presne, bez vratenia. Ten, kto peniaze dostdva, musi nieco vritif iba vtedy, ak je
vypldcand suma 1, 2, 4 alebo 7 toliarov. Bola by to pravda?
Riesenie*. Uloha nie je Tahka: ak je tvrdenie pravdivé, tak naraz treba pre vietky celé &isla dokézat,
Ze tolko toliarov mozZno vyplatit troj- a pattoliarovymi mincami (v pripade 1, 2,4 a 7 s vydanim,
inak bez neho) — a ak to nie je pravda, tak o nejakom celom cisle treba dokazat, Ze tolko toliarov
nemozno nijakym spdsobom vyplatif (v pripade 1, 2, 4 a 7 ani s vydanim, inak bez vydania).

O to posledné sa marne pokiSame: naopak, ak vezmeme hocijaké celé ¢islo, po vicsom alebo
mensom pocte pokusov vZdy ndjdeme nejaky sposob vyplaty. To poukazuje na to, Ze tvrdenie je asi
pravdivé.

Ale v tom pripade bude najicelnejsie, ak celé ¢isla berieme radom a s kaZzdym jednotlivo sa o
to pokisime.

Napriklad 1 toliar mozno vyplatif tak, Ze z dvoch kusov trojtoliarnikovych minci vyddme pat-
toliarnikovd. Strucne:

1=2-3-5.

Podobne
2=5-3.

3 toliare moZno vyplatif jednou mincou. 4 toliare mdZeme vyplatif tak, Ze ,,zdvojndsobime* 2 to-
liare:
4=2.5-2.3.

5 toliarov moZno vyplatit jednou mincou, 6 toliarov dvoma trojtoliarnikovymi mincami. 7 = 3 44,
preto 7 toliarov vyplatime ako 4 toliare, ale priddime navyse jednu trojtoliarovi mincu, teda vydame
o 1 mene;j:

7=2-5-3.

8 toliarov zase mdZeme vyplatif zdvojndsobenim 4, Cize 8 =4 -5 —4-3, to sa ale neoplati, lebo
existuje aj jednoduchsi spdsob bez vydania:

8§=5+3.

Tym sme sa dostali k najdoleZitejSej hranici: podla tvrdenia totiZ, zacinajtic od hodnoty 8, vyplatu
mozno vyplatif aj bez vydania.

PretoZe aj tak nemdZeme do nekonecna pokracovat v pokusoch o sposobe vyplaty jednotlivych
sim, zacinajic nejakym ¢islom musime ndjst takd suvislost (vzfah), ktorda zabezpecuje, Ze v po-
stupnosti mdZeme aj dalej pokradovaf. CiZe ak nejaki sumu toliarov mdZeme vyplatif, samozrejme
bez vydania, tak mdzeme vyplatif aj sumu o 1 toliar vacsiu.

Predstavme si, Ze na st6l sme vylozili sumu 7 toliarov, ale sa ukédze, Ze nie tolko, ale n+ 1
toliarov mdme vyplatif. Ako vieme sumu zvicsit o 1 toliar, ked nemdme jednotolirovid mincu?

Videli sme, ze

1=2.3-5.
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Ak teda zo sumy na stole vezmeme jednu péfttoliarnikovi mincu a nahradime ju dvoma trojtoliar-
nikovymi, dosiahli sme svoj ciel.

No dobre, ale ¢o urobime v pripade, ked’v tej hromade minci, ktorou sme pdvodne chceli vyplatit
n toliarov, nie je péaftoliarnikova (napr. pre n = 9 sme na stdl vylozili 3 trojtoliarnikové mince, alebo
pre n = 18 je tam 6 trojtoliarnikovych).

Aj v takomto pripade existuje vychodisko. Hodnotu 1 toliar moZzno dostat aj takto:

1=2.5-3-3

a na tomto zdklade sumu vyloZenu na stole moZeme zvysif o 1 toliar tak, Ze odoberieme 3 trojto-
liarnikové mince a pridame 2 péftoliarnikové.

A akd je situdcia, ked'sa v povodne vyloZenej sume nenachadza ani pittoliarnikova, ani 3 trojto-
liarnikové mince? Tak tam mé6Zu lezaf najviac 2 trojtoliarnikové. Ak sme vyloZili va¢siu sumu, tak
st tam aspon 3 trojtoliarnikové mince, alebo aj jedna péftoliarnikova. (Teda suma, ktord sa mala vy-
platif, je vacSia ako 6; ale 7 to nemoze byf, lebo 7 toliarov nemo6zeme ,,vyloZit na stdl“, tie mdéZeme
vyplatif len s vydanim. Zato 8 — ako sme videli — uz dno.)

Zhriime teda podstatu naSich tvah. Ak nejaku aspon 8-toliarovi sumu ,,vyloZime na stdl*, tak
v nej bude
a) bud’ 5-toliarnikova minca,

b) alebo aspori 3 trojtoliarové mince.

V pripade a) vezmeme péittoliarnikovi mincu a nahradime ju dvoma trojtoliarnikovymi, v pri-
pade b) vezmeme tri trojtoliarnikové a nahradime ich dvoma péftoliarnikovymi.

Tymto spésobom v obidvoch pripadoch, opierajicich sa iba o vlastné mince, méZeme na stol
vyloZif aj o 1 toliar viac: vieme vyplatif bez vydania.

PretoZe pri 8 toliaroch uZ mame spdsob vyplaty bez vydania, tito hodnotu — ak inak nie — opako-
vanim predoSlych postov pri zvic¢Sovani o jednu, manipuléciu s mincami podla a) alebo b) mdZeme
zvySovaf po hocijakd poZadovanu hodnotu. Tramtarijsky historik teda hovoril pravdu.

Poznamka. Uvedeny postup sa nazyva ,.existenény dokaz*. Cielom je dokaz existencie sposobu
vyplaty podla tvrdenia. Spdsobom pouzitym v dokaze mdZeme teoreticky vyhladaf sposob vyplaty
hociktorej sumy, ale v praxi je to dost fazkopadne. Ak by sme chceli vyplatu 49 toliarov bez vydania
uskutocnif touto metddou, tak by sa to stalo takto: na st6l by sme vyloZzili 8 toliarov v tvare 5+ 3,
potom by sme zacali mince zamienaf. Situdcia na stole sa bude menif takto:

1 trojtoliar 1 péftoliar dovedna 8 toliarov,

3 trojtoliare O péftoliarov  dovedna 9 toliarov,

0 trojtoliarov ~ 2 piftoliare ~ dovedna 10 toliarov,

2 trojtoliare 1 péftoliar dovedna 11 toliarov,
4 trojtoliare O piftoliarov  dovedna 12 toliarov,
1 trojtoliar 2 piftoliare  dovedna 13 toliarov, atd.

Je isté, Ze sa dostaneme aj po 49 toliarov, ale trvalo by to dost dlho, pokial by sme tymto spo-
sobom ,,vykizlili“ poZzadovand sumu. V praxi je uZito¢né to urobif Sikovnejsie.

Iné rieSenie*. Sposob vyplaty pre 1 az 10 toliarov najdeme tak ako v predchiadzajicom rieSeni.
PretoZe kazdé prirodzené ¢islo n dava po deleni tromi bud (I) zvySok 0, alebo (II) zvysok 1, alebo
(TIT) zvySok 2, teda ho mozno napisaf v tvare (I) n = 3k, alebo (Il) n = 3k+ 1 alebo n = 3k+2 (k
je prirodzené ¢islo alebo 0) a tak, ak n > 10, potom

v pripade 1) n —9 =3k—9 =3(k—3),

v pripade (Il) n — 10 =3k+1—10 =3k —9 =3(k—3),

v pripade (Il n —8 =3k+2 -8 =3k—6=3(k—2)
je to kladny celociselny ndsobok troch, preto sposob vyplaty n toliarov dostaneme, ak k sume
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v pripade (I) 9 toliarov,

v pripade (IT) 10 toliarov,

v pripade (III) 8 toliarov,
priddme potrebny pocet trojtoliarov.

Komentar. Je pravdepodobné, Ze vicSina Studentov bude zo zadiatku skiisaf jednotlivé mozZnosti,
ako zaplatif malé sumy a az potom sa bude snazif svoje tivahy zovSeobecnif. Je vhodné Studentom
klast otazky, ktoré budi Studentov stimulovat k premyslaniu, ¢i sd ich zdvery skuto¢ne spravne. Ak
by sa stalo, Ze Studenti nepridu na druhé rieSenie tlohy, bude urcite zaujimavé im ho ukazat, kedze
ide o velmi elegantny spOsob, ako sa s tlohou vysporiadat.

Uloha 2.2. [[BHS82], tiloha 44] K ndvrhu z predchadzajiicej tlohy doiel upravujtici navrh.
Isty ob¢an piSe: Uzndvam sice, Ze troj- a paftoliarovymi mincami moZno opisanym spdsobom
naozaj zaplatif kazdd sumu, ale si to primalé hodnoty. Navrhujem, aby sa razili radsej pat-
a osemtoliarové mince. Je zrejmé — zddvodiioval dalej —, Ze bertc do dvahy aj vydavok z
penazi, vSetko, o mozno vyplatif 3 a 5 toliarmi, mozno vyplatif aj 5 a 8 toliarmi. TieZ je
zrejmé, Ze od istého Cisla — vlastne v pripade vacSich sim toliarov — ani tu netreba vratit
mince. Je to skutoCne také zrejmé?

RieSenie*. VSimnime si, Ze péftoliar zostal bez zmeny, len trojtoliar nahradil osemtoliar.
Prva Casf tvrdenia je skutocne zrejmd. PretozZe

3=8-5

a ak je aj vydanie povolené, tak vlastne nemame nijaky problém: postupujeme ako pri troj- a patto-
liarovych minciach.

Pravdiva je aj druhd Casf — hoci to uzZ nie je také samozrejmé. Na zdklade predoslého mdzeme
aj teraz pouzif na pridanie 1 toliara ,recepty“ z predchadzajtcej tlohy.

1=2.3-5=2(8-5)—5=2.8-2.5-5=2.8—3-5,
1=2.5-3.3=2.5-3(8-5)=2-5-3-843-5=5-5-3-8.

Teda nejaki sumu vieme zvysif o jeden toliar, ale pretoZe je re¢ o vyplate ,,bez vydania“, tento rast
musime dosiahnuf vymenou, ¢iZe uz z vyloZenych pefiazi musime vedief odobraf 3 -5 alebo 3-8
toliarov.

Postupné pokracovanie je isté zacinajic sumou, ked je re¢ o tolkych toliaroch

1. kolko m6Zeme vyplatif pattoliarmi a osemtoliarmi bez vydania, a to tak, Ze bud’ paftoliarov
alebo osemtoliarov mdme aspoii 3,

2. od ktorych viac bez najmenej 3 piftoliarnikov alebo najmenej 3 osemtoliarov urcite nevieme
vyloZif.

Poziadavku 2 suma

26=2-542-8

a od toho vi&sia urcite spliia, ale poziadavku 1 nie. To platf aj o 27 toliaroch, aviak 28 uZ vyhovuje:
28=4-5438.

Teda 28 toliarov mozno vyplatif aj bez vydania péftoliarmi a osemtoliarmi. Vychadzajtc z toho
plati, Ze ak istd (celo¢iselni) sumu mdZeme takto vyplatif, potom méZeme vyplatif aj sumu o 1 toliar
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vacésiu. Bud'tak, Ze 3 paftoliare nahradime 2 osemtoliarmi alebo tak, Ze 3 osemtoliare nahradime 5
péftoliarmi.

Komentir. Uloha pravdepodobne nebude pre $tudentov velmi naro¢n4, zaujimava vsak bude dis-
kusia o tom, akd najvicSia suma sa eSte bez vydavania vyplatif neda.

Uloha 2.3. [[BH82], diloha 45 ] Diskusia, o ktorej sme v predchadzajiicich dvoch tlohéch
referovali, pokracovala aj dalej. Boli aj taki, ktor{ pif- a osemtoliarové mince povazovali za
primalé hodnoty a navrhovali vicSie. Navrhy na dve hodnoty toliarov boli napokon tieto:

a) 8al3,
b) 21 a 34,
c) 144 a 233.

Autori vSetkych troch ndvrhov tvrdili, Ze tymito dvojicami hodn6t mozno vyplatif hocikolko
(celodiselnych) sim toliarov a ked vypldcana suma je dost velkd, tak netreba ani vratif pe-
niaze. Tvrdenie ktorého z tychto autorov je spravne a ktorého nie?

Riesenie*. Co zabezpeovalo v predchddzajiicej tilohe to, 7e mdZeme aj nadalej stihlasne odpove-
dat?

To, Ze hodnota novej mince sa rovnala sic¢tu dvoch predoslych: 8 = 3 4+ 5. Vynechand hodnotu
(trojtoliar) preto mozZeme nahradif rozdielom teraz pouZivanych 3 = 8 — 5.

VSetky tri tvrdenia st pravdivé.

I. Prave tak, ako sme v predoslej tlohe presli od trojtoliarov a péftoliarov na paftoliarové a
osemtoliarové platidla, tak moZeme z tychto prejst na 8- a 8 +5 = 13-toliarové. Prislusny vzfah je
5 =13—-8. S jeho pomocou z ,receptov” rieSenia predoslej tlohy mdZeme odvodif nové a na ich
zaklade mOZeme napisaf aj nové podmienky 1 a 2. Prave tak mozno dokézaf, Ze od istého Cisla dalej
budi splnené.

II. Ak o hociktorych dvoch menovych hodnotach, povedzme o a a b (a < b) je uz dokazané, ze
pomocou nich moZno vyplatif hocijakd celoéiselni sumu toliarov, a t od urcitého ¢isla zaéinajic
vSetky vicSie uZ bez vydania, tak podla predoslého textu mozno dokézaf, Ze to isté plati aj pre
menové hodnoty b a a+ b.

V kone¢nom dosledku d6jdeme k tomu, Ze uvazované dve hodnoty mézu byt hociktoré dve po
sebe idice ¢isla Fibonacciho postupnosti:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ...

Mo7u to teda byt 8 a 13, 21 a 34 alebo 144 a 233 — tvrdenia uvedené v dlohe su vo vsetkych pripa-
doch splnené.

Uloha 2.4. [[BHS82], dloha 46 ] Tri navrhy, ktoré sme uviedli v predchddzajicej tlohe,
neboli ndhodné. Stari obyvatelia uctievali nielen &isla 3 a 5, ale aj vSetky Cisla Fibonacciho
postupnosti. Pravdepodobne dospeli az k varidcidm tychto Cisel, pretozZe sa objavili aj také
ndvrhy, aby hodnoty dvoch mincf{ boli

a) 2a8,
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b) 3a2l,
¢) 21 a 144 toliarov.

Ktory z tychto troch ndvrhov je vhodny na zaplatenie hocijakej (celo¢iselnej) sumy toliarov,
dokonca tak, aby sa pri dostato¢ne velkej sume nemuselo ni¢ vratit?

RieSenie*. Ani jedno.

V pripade a) to moéZeme hned zbadaf: totiZ osemtoliar mdZeme premenif na 4 dvojtoliare. Ak
by teda tymito dvoma hodnotami bolo moZné vyplatif hocijaki (celo¢iselnil) sumu, tak by sme ju
mohli vyplatif v samych dvojtoliaroch. To ale nie je pravda: dvojtoliarmi mdZeme vyplatif len parnu
sumu toliarov. Vydanie v tomto pripade zrejme nemd vyznam.

Situdcia je takd istd aj v pripade b): tymito dvoma hodnotami mozZno vyplatif len taki sumu
toliarov, ktord je celo¢iselnym ndsobkom troch (delitelna troma bezo zvysku).

Pripad c) je len zdanlivo zloZitejsi. Nakolko totiZ

21=7-3,144 =48 -3, (2.4.1)

tak obidve hodnoty mdZeme premenif na trojtoliare. Ak by tymito dvoma hodnotami bolo mozné
vyplatit hociktord sumu, tak by to bolo mozné aj samymi trjtoliarmi. To ale zrejme nie je pravda.
Preto aj v ¢) navrhovanymi hodnotami mozZno vyplatit len takd sumu toliarov, ktora je delitelna 3.

Pozndmka. Vhodnosf vymenovanych dvojic hodnét viditelne prekazilo to, Ze 2 a 8 st stc¢asne de-
litelné 2, 3 a 21 zase 3. Nie je teda faZké rozpoznaf spolo¢ni matematicki podstatu vsetkych troch

pripadov: ak dve celé ¢isla maji spolo¢ného delitela vi¢Sieho ako 1, tak mince v prisluSnych hod-
notich nie st vhodné na vyplatu hocijakej sumy (ani s vydanim).

Komentar. Prva Casf tejto dlohy je relativne jednoduchd a mala by Studentom pomdct vyvodit za-
very v Castiach b) a c), kde najma pre poslednd dvojicu nemusi byt na prvy pohlad zrejmé, Ze na
vyplacanie lubovolnej sumy vhodna nie je.

Uloha 2.5. [[BH82], dloha 47] Diskusia o petiaznej reforme v Tramtérii nadobidala coraz
vicsie rozmery. Mnohfi jej tcastnici tvrdili, Ze ndvrhy z dlohy 2.1 sa ukazuji byf spravne, lebo
reSpektuju aj poradie magickych ¢&isel, zatial Co v dlohe 2.1 sd netispe$né, pretoZe toto pradie
nerespektovali. Ako skuto¢nd bomba preto zapdsobil navrh, aby sa vydali mince v hodnote 4
a 11 toliarov. Ani jedna hodnota sa nenachddza medzi ,,magickymi‘ ¢islami! Napriek tomu
autor tvrdil, Ze aj tieto hodnoty spliiaji potrebné dve poZiadavky: moZno nimi vyplatif hoci-
jaké celo¢iselné mnozstvo toliarov a ked je tdto suma dostatocne velka, tak netreba ani nic¢
vratif. Mal pravdu?

Riesenie*. Ano.

Népad rieSenia vyplyva z prvych dvoch tloh. Po kratkom skuiSani nie je fazké prist na to, Ze z 3
kusov Stvortoliarov vydanim jedného jedendsttoliara zvysi prave jeden toliar. Rovnak4 je situdcia,
ked z 3 kusov jedendsttoliarov vyddme 8 Stvortoliarov.

Kedze

3.4—1-11=1 a 3-11-8-4=1, (2.5.1)

po ndsobeni oboch rovnosti ¢islom k dostaneme

3k-4—k-11=k a 3k-11-8k-4=k.
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Teda hocijaké (t.j. k) celo¢iselné mnoZstvo toliarov m6Zeme vyplatif hoci aj tak, Ze z trikrat takého
poctu Stvrotoliarov si vyberieme prave tolko jedendsttoliarov, alebo aj tak, Ze z trikrat takého poctu
jedendsttoliarov vyberieme osemkrat tolko Stvortoliarov.

Z rovnosti 2.5.1 vyplyva aj to, Ze 30 a viac toliarov mdZeme vyplatif aj bez vydania. Ved’
30=2-114+2-4 a 31=11+5-4

a odtial' zacinajic uz vzdy mdZeme zvySovaf pocet toliarov bud tak, Ze jeden jedendsftoliar za-
menime za 3 Stvortoliare alebo tak, Ze 8 Stvortoliarov zamenime za 3 jedendsftoliare. TotiZ sumu
32 aviac toliarov mozZeme vyplatif len tak, ak bud’je v nej jedendsttoliar alebo aspori 8 Stvortoliarov.

Komentar. Uloha je naro¢nejsia v tom, Ze je otvorend a zo zadania nie je jasné, ¢i mame tvrde-
nie vyvrétif alebo dokazaf. Bude tak zaujimavé sledovaf, akymi cestami a akymi sposobmi sa budd
Studentské rieSenia odoberat. Ak sa v triede vyskytni dva protikladné néazory, je to vyborn4 prile-
zitost nechaf $tudentov argumentovaf a hladaf chyby vo vlastnych rieSeniach.

Uloha 2.6. [[BHS2], tiloha 48] Velk4 diskusia v8ak odrazu skon&ila (prave vtedy, ked bola
najZivsia), pretoZze Narodnd banka Tramtdrie na velké prekvapenie ozndmila, Ze zavedie dve
platidla: troj- a péftoliarové mince. Kolkymi spésobmi mozno nimi vyplatif 49 toliarov bez
vritenia penazi?

RieSenie*. Nasobky piatich koncia na 0 alebo 5. Teda ako od 49 od¢itame Cislo konciace na 0 alebo
5, vZdy dostaneme c¢islo konciace na 9 alebo 4. Potom suma trojtoliarov bude také ¢islo, ktoré je
mensie ako 49, kond¢i sa na 4 alebo 9 a je (prirodzene) ndsobkom 3.

Takéto C¢isla st len tri: 9, 24 a 39. Pri vyplate 49 toliarov celkovd suma vyplatend trojtoliarmi
mdZe byf len 9, 24 alebo 39 toliarov. Preto st mozné len tri spésoby vyplaty:

3.348.5=49,
8:3+5.5=49,
13-342-5=49.

Komentar. Zavere¢na tiloha seminara je relativne jednoduchou bodkou, avsak trénuje systematicky
pristup k préci, preto jej zaradenie povaZzujeme za vhodné.

Komentar. Na zaver semindra je vhodné nechaf si niekolko (desiatok) miniit ¢asu na otvorenie
diskusie so $tudentmi. Mali by sme sa pobavif o tom, ¢o spravne rieSenie tlohy obsahuje, aké typy
pozndme a podobne. Nie je nutné prist ku konkrétnym a $pecifickym zaverom, kedZe téme sa bu-
deme venovaf eSte aj v nasledujicom semindri.

Dopliujice ilohy a materialy

V pripade, Ze Studentov ulohy semindra zaujali, je moZné ich odkdzaf na publikaciu [BH82], ktora
obsahuje dalSie zovSeobecnenie rieSenych tloh a komentér o rieSeni diofantickych rovnic.
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Seminar 3: Pristup k rieSeniu matematickych tloh, typy dokazov
Ciele

Prediskutovat so $tudentmi rézne pristupy k rieSeniu neznamych problémov, zopakovaf a/alebo zo-
zndmif s typmi dokazov pouZivanych v matematike.

Priebeh

Semindr prebehne formou $trukturovanej diskusie, v ktorej so Studentami rozoberieme korektny
spdsob riesenia matematickych tloh a problémov, zamyslime sa nad tym, ¢o musi spravne rieSenie
obsahovat a ¢oho sa, naopak, vyvarovat a vyzbrojime $tudentov zdkladnymi stratégiami, ktoré mozu
pri rieSen{ dloh vyuZit.

Typy tloh

Pri rieSeni matematickych problémov sa stretdvame s dvoma zakladnymi kategériami: bud’ je tlo-
hou dokézat (prip. vyvratif) dané tvrdenie, alebo ndjsf objekty (¢isla, tvary, vyrazy, mnoziny bodov),
ktoré vyhovuji zadanymi podmienkam. Niekedy je dlohou ndjsf aspon jeden vhodny priklad, nie-
kedy sa musia rieSitelia popasovat s ndgjdenim vSetkych objektov majiicich vhodné vlastnosti.

Spravne rieSenie ma. ..

V tejto Casti semindra so Studentmi precitame zopar odsekov o rieSeni tloh z [KMS] a pozrieme na
sa dve nespravne rieSenia tlohy o lodiach.

Nasledujuci text vo zvysku tejto Casti je (takmer) doslovnym vyfahom z rozsiahlejSieho textu ,,Ako
rieit”, dostupnom na [KMS].

Vyriesif dlohu neznamend len ndjst vysledok. Treba taktieZ dokdzaf, Ze najdeny vysledok je
spravny. (...) Pri rieSen{ dloh je ddleZité vediet, kedy mam uz dlohu dokonéent so vSetkym, ¢o
treba, a kedy mi k nej eSte nieco chyba.

Opisuj svoje tvahy vSeobecne. Vela dloh (...) je formulovanych vSeobecne. Treba v nich na-
priklad niec¢o dokézaf pre vSetky prirodzené ¢isla n (alebo nieco obdobné). BeZnym postupom, ako
prist na rieSenie takychto tloh, je skuSaf ich vyriesif postupne pre n rovné 1,2,3, ... objavif pri
tom spolo¢né principy a zovSeobecnif ich. AvSak nestaci do rieSenia napisaf, ako sa dloha riesi pre
niekolko malych hodnét a zvySok odbif slovami a tak dalej. Trénuj si pri rieSeni tloh vSeobecné
vyjadrenie, pride ti vhod pocas strednej skoly a neskor aj pocas vysoke;j.

Dokazuj veci poriadne, nie intuitivne. Castym nedostatkom rieseni byva nedostatoéné zdovod-
nenie tvrdeni, resp. zdovodnenie len na intuitivnej drovni. Velmi ¢astymi pojmami, ktoré signali-
zuju intuitivne dokazovanie, su tvrdenia: ,,Robime to optimdlne a preto to je najlepSie, ako sa d4.“
,»Zoberieme si najhor$i moZny pripad...* ,,Ak to spravime inak, tak si len pohorSime.* Aby takéto
pojmy mali vyznam v d6kazoch, musia byf riadne podloZené matematickymi pojmami. Vic¢Sinou
ndm vSak len pomdZu na odhalenie spravneho vysledku, ktory potom uZ riadne bez nich dokdZeme.

Priklad ddkazu, ktory je zaloZeny na intuicii a nie je formalne spravny, nasleduje.

Uloha 3.1. [Lode] Na pldne 7 x 7 hrdame hru lode. Nachddza sa na fiom jedna lod 2 x
x 3. Mo6zZeme vystrelif na Tubovolné policko planu, a ak lod zasiahneme, hra konci. Ak nie,
strielame znova. Urcte najmensi pocet vystrelov, ktoré potrebujeme, aby sme s istotou lod
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zasiahli.
Pokus o riesenie 1*. Nasim cielom je strielaf ¢o najoptimélnejSie, aby sme pouZili ¢o najmene;j
vystrelov. Neoplati sa ndm preto strielaf na poli¢ka pri sebe, lebo vystrely pri sebe pokryji menej
policok ako vystrely dalej od seba. Nesmieme vSak strielaf moc daleko od seba. Ak medzi dvoma
vystrelmi st aspon dve policka uz sa tam moze zmestif lod. NajlepSie teda bude, ked medzi su-

sednymi vystrelmi bude jedno volné poli¢ko. To vieme dosiahnuf vystrelenim na poli¢ka ako je
zndzornené na obrazku. Na to, aby sme s istotou zasiahli lod, potrebujeme najmenej 9 vystrelov. Na

Obr. 3.1.1

menej vystrelov to nie je mozZné, pretoZze sme strielali najoptimalnejsie.

Rozbor rieSenia*. Na prvy pohlad toto rieSenie mozZe vyzeraf vyborne, avSak rieSenie ma vazny
nedostatok - chyba mu zdovodnenie, pre¢o nestaci menej ako 9 vystrelov. Ale pre¢o? Ved'sa v rie-
Seni spomina, Ze menej vystrelov nestaci. Objavuje sa tu aj dalsi problém. Uvedené zdovodnenia st
len velmi vagne a len na intuitivnej trovni. Podme si to postupne rozobrat.

Neoplati sa ndm preto strielaf na policka pri seba...” Slovi¢ko ,,neoplati je znamenim intu-
itivnych dokazov. Aby malo v dokaze vyznam, musi byt matematicky podloZené. Ako je podloZzené
tu? Riesitel sice opisuje, Ze vystrely pri sebe pokryji menej policok ako vystrely dalej od seba, ale
tu uz matematické podklady koncia. RieSitel’ nepiSe, ¢o to znamena pokryt poli¢ko. Znamena to,
Ze donho nesmie zasahovaf lod, nesmie byt v ilom Tavy horny roh lode alebo nieco iné? Taktiez
nezd6vodiiuje, prec¢o pocet pokrytych polic¢ok bude mensi. Patrilo by sa sem uviest nejaky vypocet,
Ze naozaj ten pocet (tak ako ho mame definovany) vyjde mensi.

Dal§fm problémom je, Ze riesitel sa pozerd na polohu iba dvoch policok. Vo vieobecnosti ne-
plati, Ze lokélne najoptimalnejsie rieSenie je najoptimélnejSie aj globdlne. MdZe sa nam staf (zatial
teoreticky), Ze dva vystrely nebudd umiestnené optimdlne, ale to, o pri nich stratime, mo6Zeme zis-
kaf pri inych dvojiciach a mdZe nés to doviest k ostro lepSiemu rozloZeniu vystrelov ako keby sme
sa snazili vSetko spravit ,,najoptimdlnejSie* na drovni susednych vystrelov.

Uvedené rieSenie teda iba intuitivne vysvetluje, preco je 9 najmensi pocet vystrelov. PouZity
postup je pre nds dobry, ked sa snazime ndjst policka kam strielaf. AvSak z formélnej stranky to
hodnote rieSenia nepriddva a rieSenie ma rovnakd hodnotu, ako keby sme len v ilom uviedli obrazok
s vetou, Ze 9 vystrelov staci.

Z hladiska formuldcie rieSenia je problém, Ze rieSenie v sebe mieSa dve Casti: konstrukciu, Ze
9 vystrelov staci a dokaz, Ze menej nestaci. Sice toto nie je chyba, ktord by sama o sebe zapricinila
stratu bodov. Ale roz¢lenenie rieSenia na dve ¢asti vim pomdze si ujasnif, Ze kazd4 z tychto Casti je
vyrieSend Uplne a nie len intuitivne.
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Co v tejto fize riesenia? Rozhodne nie sme spokojni s tym, Ze dlohu mdme. Ked mdme pocit,
7e lepsie to uz nejde, pustime sa do dokazovania, 7e je to naozaj tak. Castokrat si tito faza vyZa-
duje pozeraf sa na tlohu z inej strany. To bude zrejme potrebné aj v naSom pripade. Jednou nasou
moznosfou sice je matematicky podloZif nase divahy, ale ¢akd nas niekolko problémov. Ide hlavne
o to, Ze sa chceme pozeraf na to, ako musia byf umiestnené dva vystrely, ¢o nemusi stacit, ako sme
spomenuli vysSie.

Pokus o rieSenie 2%, Na nasledujicom obrézku vidime 8 obdlZnikov 2 x 3 rozmiestnenych na pla-
niku, ktoré sa neprekryvaju.

Obr. 3.1.2

Ak by sme mali menej ako 8 vystrelov, tak jeden z 6smich obdiZnikov nezasiahneme a zrovna
tam sa mdZe nachddzaf lodka. Potrebujeme teda do kazdého obdiZnika vystrelif jeden vystrel. Mu-
sime ich umiestnit zarover tak, aby sa medzi ne nezmestila Ziadna ina lod. Na to, aby sme s istotou
zasiahli lod, potrebujeme najmenej 8 vystrelov.

Rozbor riesenia*. Toto rieSenie taktieZ nie je uplné. RieSitel v iom ukdzal len, Ze potrebuje as-
poii 8 vystrelov. Neukdzal, Ze 8 vystrelov staci. Hovori iba v teoretickej rovine, Ze ak sa mu podari
tych 8 vystrelov vhodne umiestnit, tak budi stait. Ale je to naozaj mozné? Co ak z nejakého iného
dovodu 8 vystrelov stacif nebude.

Spolocny rozbor*. Vidime, Ze rieSenia 1 a 2 maju r6zne vysledky, jedno tvrdi, Ze najmenej vystrelov
je 9 a druhé 8. Jedno rieSenie je teda nespravne, ale ktoré? Ak sme pri rieSeni tejto dlohy v stave,
Ze mame vSetko, Co tieto dve rieSenia spolu, tak vieme, Ze spravnym rieSenim tlohy je 8 alebo 9
vystrelov. Pre dokon¢enie tlohy potrebujeme bud’ ndjst 8 policok, na ktoré nam staci vystrelif, alebo
dokdzaf, Ze 8 vystrelov nestaci.

Na prekvapenie (mozno nie pre vSetkych je to prekvapenie) naozaj staci 8 vystrelov. Vsetky
intuitivne argumenty v rieSeni 1 si teda nespravne. Na rieSeni uvedenom niZsie si mdZete vSimnuf,
Ze nie je pravda, Ze sa neoplati strielaf blizko seba. Stalo sa tu, pred ¢im sme varovali. Tym, Ze sme
na niektorych miestach strielali ,,neoptimalne* zlepsilo situdciu inde a v kone¢nom dosledku sme
dosiahli lepSie rieSenie.

Vzorové rieSenie*. UkdZeme, Ze 8 je najmensi pocet vystrelov, ktory potrebujeme, aby sme s istotou
zasiahli lod.
Na obrazku 3.1.3 vlavo vidime, Ze mdZeme na plan umiestnif 8 neprekryvajiicich sa obdiZnikov
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Obr. 3.1.3

2 x 3 (stredné policko ostane prazdne). Aby sme s istotou zasiahli lod, musime zasiahnuf aspon
jedno policko v kazdom z dsmich vyznacenych obdiZnikov, preto potrebujeme aspoti 8 vystrelov.

Na obrazku vpravo je uvedeny priklad vyberu 6smych policok, na ktoré staci vystrelif, aby sa
uz mimo nich nedala na plan umiestnif Ziadne lod’2 x 3. Preto tychto 8 vystrelov k zasiahnutiu lode
vZdy staci.

Rozbor vzorového riesenia*. Tato Uloha je peknym prikladom toho, ako sa to, ¢o je napisané v
rieSenti, 1iSi od toho, ¢im sme prechddzali pri rieSeni dlohy. Hoci je samotné rieSenie tlohy kratke,
ulohu sme veru kréitko nerieSili. Vac¢Sina rieSitelov zacne s deviatimi vystrelmi ako v pokuse 1 a
potom sa postupne cez rozne vylepSenia strielania, rézne pokusy o 8 vystrelov a dalSie iné Gvahy
dostane k rieSeniu s 6smimi vystrelmi.

Vsimnime si dalej ¢lenenie rieSenia. Najprv uvedieme, ¢o chceme ukézaf (tato ¢ast mdze byf aj
na konci) a vo zvysku rieSenia dokdZeme, Ze naSe rieSenie je sprdvne. RieSenie je pekne roz¢lenené
na dve Casti podla dvoch bodov, ¢o potrebujeme pri takejto dlohe ukazaf (m6zZu byt aj vymenené).
V prvej Casti ukdZeme, Ze potrebujeme asponl 8 vystrelov. V druhej ukdZzeme, Ze 8 vystrelov ndm
naozaj staci. Nie je tu Ziadne premieSavanie tychto dvoch Casti.

Komentar. V tejto Casti semindra je mozné so $tudentmi text vysSie spolo¢ne precitaf a analyzovat.
ZaujimavejSou a prinosnejSou sa vSak zda byf moznost, kedy Studentom predostrieme vyssie spo-
menuté nespravne pokusy o rieSenie a spolo¢ne budeme hladat problematické miesta a diskutovat,
ako ich vylepsif.

Stratégie na zaciatok

Castokrit sa stane, Ze tiloha, pred ktord su §tudenti postavent, je ndroénd a nie je zrejmé, akym spo-
sobom sa pustif do jej rieSenia. Preto povaZujeme za vhodné predstavif Studentom Stvoricu stratégif,
ktoré im mo6Zu pomoct v zaCiatkoch rieSenia problému. Tu uvedieme len stru¢né neformadlne para-
frazy, podrobnejsi popis s prikladmi je vhodné néjst v [Zei07]. ZaujimavejSia vSak bude diskusia
so Studentami o tom, ¢i im navrhované pristupy pripadaji uZitocné.

1. Zorientujme sa. Zistime, o o sa v probléme jednd, ¢o je nasou tlohou, ¢i sme uZ podobni
dlohu niekedy riesili atd.

2. Vyhriime si rukdvy a pustme sa do prdace. Nebojme sa vyskusat, ako sa problém sprava pre
nejaké malé hodnoty, hladajme vzorce, systémy, podozrivé spravanie.

3. Predposledny krok. Ako by mohol vyzerat predposledny krok, ktory by nds doviedol k riese-
niu? Ako sa k nemu dostat?
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4. Zjednodusujme. Ako by vyzerala jednoduchsia verzia problému, s ktorou by sme sa vedeli
popasovat? Aky je rozdiel medzi zloZitym problémom, ktory mame prace v rukéch a jeho
jednoduchsou variantou? Ako ndm jednoduchsi problém pomdze v rieseni zloZitejSieho?

Zaroven je vhodné sa k tymto stratégiam (ktoré samozrejme nie si jediné) priebeZne pocas
Skolského roka vracat, pripadne zoznam rozsirovat o dalSie.
Typy dokazov

Ako sme uz spominali, ilohy je potrebné nielen vyriesit, ale aj dokdzaf, Ze naSe rieSenie je skuto¢ne
spravne, prip. Ze sme ozaj nasli vSetky rieSenia. Dokazovych metdd existuje mnoZstvo, so Studentmi
povaZujeme za vhodné zopakovat tri zdkladné metddy rieSenia tloh (priamy dokaz, dokaz sporom,
dokaz pouzitim matematickej indukcie — len informativne, pre rieSenie iloh MO kategérie C nebude
nevyhnutny), vhodne popisanych napr. v [Pol14].

Dopliiujiice zdroje a materialy

Problematiku rieSenia matematickych problémov prijemne spractivava [Hol10] a [Zei07], najma
uvodné kapitoly oboch publikécii. TaktieZ na stdnkach semindru PraSe je mozné najst kratky tex-
tik!.

2.2 Oktober

Seminar 4: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti I — dprava vyrazov
Ciele

Zopakovanie zdkladnych poznatkov o tprave algebraickych vyrazov a rovnic, ktoré by Studenti mali
po absolvovani zdakladnej Skoly ovladaf, uplatnenie tychto poznatkov pri rieSeni jednoduchsich tloh,
Uprava na Stvorec.

Uvodny komentar

Na zaciatku semindra spolu so Studentami zopakujeme zdkladné poznatky, ktoré st nutnou pod-
mienkou tspesného rieSenia tloh v tomto a nasledujidcich troch seminaroch. Studenti by mali’:

> vediet, ¢o je vyraz, mnohoclen, ¢len, koeficient,
> vedief mnohocleny séitaf, od¢itat, ndsobif a v jednoduchs$ich pripadoch aj delit,
> ovladaf spamiti vzorce pre druhi (prip. tretiu) mocninu dvoj¢lenu,

> vedief rozkladaf mnohocleny na sti¢in vynimanim alebo pouZitim vzorcov (A & B)?, A> — B?
(prip. A®> £ B%),

> vediet, ¢o je linedrna rovnica a diskutovaf o pocte jej rieSent,

> vedief riesif ekvivalentnymi dpravami linedrne rovnice.

Ihttps://mks.mff.cuni.cz/info/Jak.pdf
2Spracované podla [KHPOO]
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Ulohy a rieSenia

Uloha 4.1. [65-1-3-N1] Pre Tubovolné redlne &isla x,y a z dokdzte nezdpornost hodnoty
kaZzdého z vyrazov

x22? +y% — 2xyz, X2+ 4y? +32% — 2x— 12y — 62+ 13, 2x% +4y* + 7% —dxy — 2xz

a zistite tieZ, kedy je doty¢nd hodnota rovnd nule.

RieSenie*. Prvy vyraz upravime pouZitim vzorca (A — B)?, kde A = xz a B =y, ¢im dostaneme
x272 +y* — 2xyz = (xz —y)?. KedZe ide o druhi mocninu redlneho &isla, bude hodnota vyrazu vzdy
nezdpornd a rovnat sa nule bude v pripade xz = y.

Druhy vyraz upravime podobnym spésobom, obdrZime viak sticet troch druhych mocnin: x* +
+4y? +322 —2x— 12y — 67+ 13 = (& —2x + 1)+ (4y* — 129y +9) +3(z> —2z+ 1) = (x — 1)> +
+(2y—3)2+3(z—1)2. Vietky tri s¢itance sd nezdporné a teda aj ich sti¢et bude nezaporny a rovny
nule bude v pripade, ak zdklady vSetkych troch mocnin budd tieZ rovné nule, tedax =1,y = % a
z=1.

Pohl'ad na posledné dva ¢leny posledného vyrazu ndm napovie, Ze pravdepodobne opif vyuZi-
jeme podobnu upravu ako v predchadzajicich pripadoch, zdklady mocnin v§ak budi obsahovat dve
premenné. Skuto¢ne rozpisanim ¢lena 2x?> = x> +x? a preusporiadanim poradia ¢lenov dostdvame
(x? —dxy +4y?) + (x> — 2xy +22), odkial je uz zrejmé, Ze vyraz bude maf tvar si¢tu dvoch druhych
mocnin (x — 2y)? + (x — z)%. Vyraz je vzdy nezdporny a nulovii hodnotu nadobtida pre x = 2y = z.

Komentar. Cielom tlohy je zopakovat pouZitie vzorcov (A 4+ B)? v trochu menej priamociarych
mnohoé&lenoch neZ na aké je priestor v beZznom vyucovani. Zaroveti rozpisanie ¢lena 2x na sticet
dvoch rovnakych ¢lenov je trik, na ktory je vhodné studentov upozornif, kedZe tento princip ndjde
uplatnenie v nejednej dlohe.

Uloha 4.2. [63-1-1-N1-N4] a) Uréte najmensiu hodnotu vyrazu V =5+ (x —2)%, x € R.
Pre ktoré x ju vyraz nadobtida?

b) Uréte najmensiu moZni hodnotu vyrazu W = 9 — ab, kde a,b si redlne &isla spliiajiice
podmienku a + b = 6. Pre ktoré hodnoty a, b je W minimélne?

¢) Uréte najmensiu moznd hodnotu vyrazu ¥ = 12 — ab, kde a,b st redlne &isla spliiajiice
podmienku a + b = 6. Pre ktoré hodnoty a, b je Y minimélne?

d) Uréte najvacsiu mozni hodnotu vyrazu K = 5 + ab, kde a,b s redlne &isla spliiajiice
podmienku a + b = 8. Pre ktoré hodnoty a, b je K maximéalne?

RieSenie.

a) Vyraz (x —2)? je pre vietky redlne ¢&isla x nezdporny, jeho minimalna hodnota tak je 0,
v pripade x = 2. NajmensSia hodnota vyrazu V je potom 5.

b) Z podmienky vyjadrime premennt a pomocou premennej b, teda a = 6 — b, dosadime do W
a upravime pouZitim vzorca (A —B)*: W =9 —ab =9 — (6 — b)b = (b — 3)%. Hodnota vyrazu W
je tak vZdy nezdpornd a W,,;, = 0, o nastane pre b =3 aa = 3.

¢) V8imneme si, Ze Y = W + 3 a kedZe aj podmienka je v tomto pripade rovnakd, plati ¥ = (b —
—3)%2+3.Potom Y,,;, =3 prea=3ab=3.

d) Podobne ako v predchddzajucich Castiach, vyjadrime z podmienky premennti a pomocou pre-
mennej b: a = 8 — b a dosadime do vyrazu K: K = 5+ 8a — a*> = —(a —4)? + 21, kde sme vyuZili
tzv. tipravu na tvorec. Vidime, 7e ast —(a —4)? je vzdy nekladn4, preto K., = 21 pre a = b = 4.
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Komentar. V Castiach c) a d) predchadzajticej dlohy sme vyuZili tzv. dpravu vyrazu na Stvorec.
Aj napriek tomu, Ze tento tikon je v SVP zaradeny aZ v neskorSej Casti §kolského roka (v Casti
o kvadratickych rovniciach), povaZujeme za vhodné Studentov s metédou zoznamif uz teraz. Je
totiZ prirodzene spojend s Upravami vyrazov, jej pochopenie je mozné aj bez SirSich znalosti rieSenia
kvadratickych rovnic a v tilohdch MO ndjde uplatnenie Casto.

Uloha 4.3. [63-1-1] Uréte, aki najmensiu hodnotu moZe nadobidat vyraz V = (a — b)* +
+ (b —c¢)? + (c —a)?, ak redlne &isla a, b, ¢ spliiaji dvojicu podmienok

a+3b+c=6,
—a+b—c=2.

RieSenie*. S¢itanim oboch rovnic z podmienky zistime, Ze b = 2. Dosadenim za b do niektorej
z nich vyjde ¢ = —a. Plati teda V = (a —2)? + (2 +a)? + (—2a)?. Po umocnen{ a s¢itan{ zistime,
7e V = 64> +8 > 8. Rovnosf nastane prave vtedy, keda =0,b=2ac=0.

Hl'adan4 najmensSia hodnota vyrazu V je teda rovnd 8.

Komentar. Riesenie tlohy vyZaduje pracu so sustavou dvoch rovnic, av§ak manipulacia tejto
sistavy nie je az takd zloZitd, takZe zaradenie dlohy bez toho, aby sme sa systematicky venovali
rieSeniu ststav rovnic, nepokladdme za problematické.

Uloha 4.4. [63-S-1] Uréte, aké hodnoty moZe nadobudat vyraz V = ab + bc + cd + da, ak
redlne &isla a, b, ¢, d spliiaji dvojicu podmienok

2a—5b+2c—5d =4,
3a+4b+3c+4d =6.
RieSenie*. Pre dany vyraz V plati
V=a(b+d)+c(b+d)=(a+c)(b+d).
Podobne méZeme upravif aj obe dané podmienky:
2(a+c)—5(b+d)=4 a 3(a+c)+4(b+d)=6. (4.4.1)

Ak teda zvolime substiticiu m = a+c an = b+d, dostaneme rieSenim ststavy 4.4.1m=2an=0.
Pre dany vyraz potom plati V = mn = 0.
Zaver. Za danych podmienok nadobida vyraz V iba hodnotu 0.

Iné rieSenie*. Podmienky tlohy si predstavime ako sistavu rovnic s nezndmymi a,b a para-
metrami c¢,d. VyrieSenim tejto sdstavy (s¢itacou alebo dosadzovacou metédou) vyjadrime a =2 —
—c¢,b=—d (c,d € R) a po dosadeni do vyrazu V dostivame

V=02-c)(—d)—dc+cd+d2—c)=0.
Komentar. Zadanie dlohy opéf obsahuje ststavu dvoch rovnic. Jej rieSenie sa vSak po substiticii

zredukuje na velmi jednoduchu sustavu, s ktorou sa Studenti stretli uz na zakladnej Skole, takze by
nemala spOsobif vyrazné problémy.
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Uloha 4.5. [65-1-3]

a) Ndjdite vSetky redlne ¢isla x a y, pre ktoré dany vyraz nadobuida svoju najmensiu hod-
notu.

b) Urcte vSetky dvojice celych nezdpornych ¢isel x a y, pre ktoré je hodnota daného vyrazu

z X7

rovna ¢islu 16.
RieSenie*. Dany vyraz V (x,y) upravme podIa vzorcov pre (A & B)?:
Viey) =x*—2xy+y* +x2 +2x+ 143 = (x—y)> + (x+1)>+3.

a) Prvé dva scitance v poslednom sucte si druhé mocniny, majui teda nezaporné hodnoty. Mini-
mum urcite nastane v pripade, ked pre niektoré x a y budd oba zdklady rovné nule (v tom pripade
pre ind dvojicu zdkladov uz bude hodnota vyrazu V (x,y) vécsia). Obe rovnostix —y=0,x+1=0
sicasne naozaj nastand, a to zrejme iba pre hodnoty x = y = —1. Dodajme (na to sa zadanie dlohy
nepyta), ze Viyin =V (—1,—1) = 3. Dany vyraz tak nadobtda svoju najmensiu hodnotu iba pre
x=y=—1.

b) Podla tpravy z ivodu riesenia plati

V(,y) =16 (x—y)* +(x+1)?+3 =16 (x—y)* + (x+1)* = 13.
Oba s¢itance (x —y)? a (x+ 1)? st (pre celé nezdporné &isla x a y) z mnoziny {0,1,4,9,16, ...},
Jeden preto zrejme musi byt 4 a druhy 9. Vzhladom na predpoklad x > O je zdklad x + 1 mocniny
(x+ 1)? kladny, musi preto byt rovny 2 alebo 3 (a nie —2 ¢ —3). V prvom pripade, t.j. pre x = 1,
potom pre zdklad mocniny (x — y)? dostdvame podmienku 1 —y = =+, teday = 1 £3, Cize y = 4
(hodnota y = —2 je zadanim Casti b) vyli¢end). V druhom pripade, ked x = 2, dostaneme podobne

z rovnosti x —y =2 —y = £2 dve vyhovujice hodnoty y = 0 a y = 4. Celkovo teda vSetky hladané
dvojice (x,y) st (1,4),(2,0) a (2,4).

Komentar. Zavere¢na tdloha stavia na poznatkoch z predchadzajicich tloh, avSak vyZaduje do-
dato¢ni analyzu, preto sme ju zvolili ako vyvrcholenie prvého algebraického semindra.

Domaca praca

Uloha 4.6. [65-11-1] Najdite najmensiu mozni hodnotu vyrazu
3x% — 12xy+y*,
v ktorom x a y st [ubovolné celé nezdporné Cisla.

RieSenie*. Ozna¢me dany vyraz V a upravme ho dvojakym doplnenim na $tvorec:
V=32 — 12y +y" =3(x—2y)° — 12 +y* = 3(x = 2y)* + (4* - 6)* - 36.

Zrejme plati (x — 2y)2 > 0, takze najmensSiu hodnotu vyrazu V pri pevnom y dostaneme, ked po-
loZime x = 2y. Ostdva preto n4jst najmensiu mont hodnotu mocniny (y> — 6)? s nezdpornou ce-
lo¢fselnou premennou y. KedZe y* € {0,1,4,9,16,25, ...} a &islo 6 padne medzi ¢isla 4 a 9 tejto
mnoZziny, plati pre kazdé celé ¢islo y nerovnost

(y* —6)? > min((4 —6)%,(9—6)?) = min{4,9} = 4.
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Pre Tubovolné celé ¢isla x a y tak dostdvame odhad
V>3-0+4-36=-32,
pritom rovnosf V = —32 nastdvaprey =2 ax =2y = 4.
Zaver. Hladand najmens$ia moZna hodnota daného vyrazu je -32.
Uloha 4.7. [65-1-3-D1, resp. B-61-S-1] V obore celych &isel vyrieste rovnicu
4y +xt+y=4.
RieSenie*. Vyndsobenim oboch stran danej rovnice $tyrmi dostaneme
4x? +4y* +4x +4y = 16.

Vyraz na lavej strane takto upravenej rovnice doplnime na sicet druhych mocnin dvoch dvojclenov.
Obdrzime tak

(4 +dx+ 1)+ (4> +4y+1) = 2x+ 1)+ 2y + 1)* = 18.

Staci teda vysetrif vSetky rozklady ¢isla 18 na sicet dvoch kladnych neparnych &isel, pretoZe Cisla
2x+1 a2y+ 1 nie st delitelné dvoma pre Ziadne celé x a y.
UvaZujme preto nasledujice rozklady:

18=1+17=34+15=5+13=74+11=9+09.

Medzi uvedenymi sictami je iba jeden (18 = 9 + 9) sti¢tom druhych mocnin dvoch celych cisel.
Mo7u teda nastaf nasledujice Styri pripady:

2x+1=3, 2y+1=3, tjx=1y=1,
2x+1=3, 2y+1=-3, tjx=1y=-2,
2x+1= -3, 2y+1=3, tj. x=-2,y=1,
2x+1=-3, 2y+1=-3, tj x=-2,y=-2.

Zdaver. Danej rovnici vyhovuji prave $tyri dvojice celych &isel (x,y), ato (1,1), (1,-2), (=2,1) a
(—2,-2).

Iné rieSenie*. Dant rovnicu mozno upravit na tvar x(x+ 1) +y(y + 1) = 4, z ktorého vidno, Ze
¢islo 4 je nutné rozloZit na stéet dvoch celych &isel, z ktorych kazdé je sii¢inom dvoch po sebe idu-
cich celych ¢isel. KedZe najmensie hodnoty vyrazu (7 + 1) pre kladné aj zdporné celé ¢ su 0, 2, 6,
12, ..., do uvahy prichddza iba rozklad 4 = 2 + 2, takZe kaZd4 z nezndmych x,y sa rovnd jednému
z &isel 1 ¢i —2 — jedinych celych &isel ¢, pre ktoré 7(7 + 1) = 2. NavySe je jasné, Ze naopak kazdd zo
Styroch dvojic (x,y) zostavenych z ¢isel 1, —2 je rieSenim danej tlohy.

Dopliujiice zdroje a materialy

V pripade, Ze na semindri zistime, Ze Studenti potrebuji ziskaf zru¢nost v rozkladani vyrazov na
sucin, je mozné odkézaf ich na rdzne stredoSkolské zbierky prikladov, napr. [KHP0O] alebo [BC99],
kde ndjdu dostatocné mnoZstvo prikladov na precvicenie.
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Seminar 5: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti II — nerovnosti
Ciele

Zoznamif Studentov so zdkladnymi metédami pri dokazovani nerovnosti a nerovnosfou a + % >2,
ktoré plati pre kazdé kladné redlne Cislo a.

Uvodny komentar

Dokazovanie nerovnosti nie je beZnym obsahom zdkladoSkolskej, prip. gymnazidlnej vyuky, kedZe
Studenti sa stretavaju prevazne s cvieniami a problémami, kde je ich tlohou riesit (linedrne) ne-
rovnice. Dokazovanie nerovnosti je v§ak astou stucastou vSetkych k6l MO, preto povaZujeme za
vhodné tieto typy tloh so Studentami precvi¢ovat. KedZe je tento semindr jednym z dvoch, ktoré si
na nerovnosti zamerané, budeme sa v fiom zaoberat jednoduchsimi tilohami. Studenti si tak osvoja
zékladné postupy, ktoré im neskor (sndd) poslizia pri dlohdch zloZitejSich, zaradenych do seminéra
v budicnosti.

Ulohy a riesenia

Uloha 5.1. [58-S-1] Dokdzte, 7e pre lubovolné nezdporné &isla a, b, c plati
(a+bc)(b+ac) > ab(c+1)>.

Zistite, kedy nastane rovnost.

RieSenie*. Roznasobenim a dalsimi ekvivalentnymi Gpravami dostaneme

ab+ b*c +a*c +abc* > abc® 4 2abe + ab,
b*c+a*c > 2abc,
(a—b)*c>0.
Podla zadania plati ¢ > 0 a druhd mocnina redlneho ¢isla a — b je tieZ nezdpornd, takZe je nezdpornd
aj Tava strana upravenej nerovnosti. Rovnosf v tejto (a rovnako aj v pdvodnej nerovnosti) nastane

prave vtedy, ked’ a — b = 0 alebo ¢ = 0, teda prave vtedy, ked je splnend aspoii jedna z podmienok
a=>b,c=0.

Komentar. Uloha demonstruje jeden zo zékladnych sposobov dokazovania nerovnosti: tipravu vy-
razu na jednej strane nerovnosti na tvar, o ktorom s ur¢itosfou vieme, Ze je nezdporny/nekladny
a jeho porovnanie s nulou. TaktieZ si Studenti precvicia ekvivalentné dpravy nerovnosti a tpravy
vyrazov do tvaru sicinu.

Uloha 5.2. [66-1-1-N1] Dokézte, Ze pre Tubovolné redlne &isla x, y a z platia nerovnosti
a) 2xyz < x2 +y222,

b) (62 —y%)? > dxy(x—y)%

RieSenie. a) Prevedieme vyraz 2xyz na pravi stranu nerovnosti a upravime pomocou vzorca A2 —
—2AB—B?> = (A—B)? natvar 0 < (x — yz)?, ktory je pravdivym vyrokom, kedZe druhd mocnina
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lubovolného vyrazu je vZdy nezdpornd.

b) Vyraz z pravej strany nerovnosti prevedieme na opac¢nu stranu a upravime nasledujicim spo-
sobom:

(x=y)(x+))* —4xy(x—y)> > 0
(x—y)*(x+y)* —4xy(x—y)* > 0,
(x=y)*((x+y)> —4xy) >0,
(x—¥)*(x+2xy+y* — 4xy) > 0,
(x=y)*>0.

Poslednd nerovnost je zrejme pravdivym tvrdenim a pdvodnd nerovnost je tak dokdzana.

Komentar. Uloha neprina$a Ziadny novy princip, je v§ak dobrym tréningom préce s upravovanim
vyrazov, podobne ako tiloha nasledujuca.

Uloha 5.3. [66-1-1-N2] Dokézte, Ze pre lubovolné kladné &isla a, b plati nerovnost

a+b>1+
b2 4?2 " a

S| =

RieSenie*. Nerovnosf zo zadania ekvivalentne upravime. Vynésobl’me celd nerovnost kladny’/m vy-
razom a’b?. Lavd stranu a® 4 b* upravime na sti¢in pomocou vzorca a® +b* = (a+b)(a* —ab+b?),
pravi stranu ab® + a”b upravime na stéin vytiatim vyrazu ab na tvar ab(a -+ b). Dostaneme tak ne-
rovnost (a+b)(a*> —ab+b?) > ab(a+b). T4 po vydeleni kladnym vyrazom a+ b a Gprave na stic¢in
dostane tvar (a — b)? > 0, ktory je zrejme pravdivym tvrdenim.

Komentir. Uloha vyuZiva rovnaky princip ako prechddzajice dve. Prvykrat viak pri Gprave vyuZi-
vame nésobenie a delenie vyrazmi. Tym sa z dlohy stava dobra prileZitost na pripomenutie faktu,
Ze pri uprave nerovnosti musime braf do Gvahy (ne)zapornost vyrazov, ktoré pri takychto tikonoch
vyuZivame.

Komentér. Dalsim z uZito¢nych ndstrojov pri dokazovani nerovnosti je znalost nerovnosti u + % >2
pre kazdé kladné redlne Cislo u, pricom tdto nerovnost prechddza v rovnost len pre u = 1. Dokdza-
nie tohto faktu nie je zlozité: vynasobenim celej nerovnosti u, prevedenim vSetkych ¢lenov na jednu
stranu dostdvame (z — 1)> > 0, &o je pravdivé tvrdenie. Nasledujiice dlohy sd zaradené ako tréning
uplatnenia tejto nerovnosti.

Uloha 5.4. [62-1-2-N1] DokaZte nerovnost

[ R
ab  cd ~ (a+Db)(c+d)

pre [ubovolné kladné ¢isla a, b, c, d.
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RieSenie. Celd nerovnost vynasobime kladnym vyrazom (a+b)(c +d) a pouZzitim ekvivalentnych
Uprav upravime nasledovne.

(a+b)(c+d) N (a+Db)(c+d)

> 8.
ab cd -
ac+ad+bc+bd ac—+ad—+bc+bd
+ > 8,
ab cd

c+d+c+d+a+a+b+b>8
b b a a d ¢ d ¢

Vsimneme si, Ze lava strana obsahuje Styri pary stctov navzdjom obratenych zlomkov:

a+c+a+d+b+c+b+d >3
c a d a c b d b))~

Scitanim Styroch nerovnosti v tvare u + % > 2, ktoré platia pre kazdé kladné redlne u, kde v naSom

pripade je u postupne ¢, 4, &

S g e g potom dostaneme tvrdenie, ktoré sme chceli dokazat.

Uloha 5.5. [66-1-1] Dokdzte, 7e pre fubovolné redlne &islo a plati nerovnost

2

a + >a+1.

a?—a+1~
Ur¢te, kedy nastdva rovnost.

Riesenie*. Upravou dvojélena a®> — a doplnenim na §tvorec a vyuzitim faktu Ze druhd mocnina

redlneho ¢isla je nezdpornd ukdzeme, Ze menovatel zlomku v nerovnosti je kladny:

1 3 1 2
2 2
—a+1= —a+-|+-= - = +
a a (d a > <a >

Ak nim teda obe strany dokazovanej nerovnosti vyndsobime, dostaneme ekvivalentni nerovnost
2/,2 2
a(a—a+1)+1>(a+1)(a —a+1).
Po rozndsobeni a zliceni rovnakych mocnin a déjdeme k nerovnosti
at —2a% +a* >0,

ktor4 v§ak plati, pretoZe jej lava strana md rozklad a®(a — 1)? s nezdpornymi Cinitelmi a® a (a — 1)2.
Tym je povodna nerovnost pre kazdé redlne ¢islo a dokdzana. Zaroven sme zistili, Ze rovnost vo vy-
slednej, a teda aj v povodnej nerovnosti nastane prave vtedy, ked plati a?(a — 1) = 0, teda jedine
vtedy, ked'a = 0 alebo a = 1.

Iné rieSenie*. Danti nerovnost mdzeme prepisaf na tvar

(az—a+1)+% >2 Cize u +1 >2,
as—a+1 u

pri¢om u = a*> — a+ 1. VyuZitim faktu, e posledna nerovnost plati pre kazdé kladné redlne &islo u
a Ze prechddza v rovnosf jedine pre u = 1.

Na dokaz pdvodnej nerovnosti ostdva uz len overif, Ze vyraz u = a> —a+ 1 je kladny pre kazdé
redlne &islo a. To moZno spravif rovnako ako v prvom rieseni, alebo prepisaf nerovnosta®> —a+1> 0
na tvar

ala—1)>—1
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a uskutoc¢nit kratku diskusiu: Poslednd nerovnosf plati ako pre kazdé a > 1, tak pre kazdé a <0,
lebo v oboch pripadoch mame dokonca a(a — 1) > 0; pre zvy$né hodnoty a, teda pre a € (0,1), je
st¢in a(a— 1) sice zdporny, aviak urcite vacsi ako — 1, pretozZe oba &initele a, a — 1 maja absolitnu
hodnotu mensiu ako 1. Prepisand nerovnost je tak dokdzand pre kazdé redlne ¢&islo a, a tym je
podmienka pre pouZzitie nerovnosti u + % > 2 pre u = a* +a+ 1 overena.

Ako sme uz uviedli, rovnost u + % = 2 nastane jedine pre u = 1. Pre rovnosf v nerovnosti zo
zadania tlohy tak dostdvame podmienku a> —a+ 1 = 1, &ize a(a — 1) = 0, Co je splnené iba pre
a=0aprea=1.

Komentir. Uloha vyuZiva spojenie viacerych poznatkov — faktu, Ze druha mocnina akéhokolvek
redlneho ¢isla je nezdpornd, Upravu na Stvorec, ekvivalentné ipravy nerovnosti a tieZ zndmu nerov-
nost u + i > 2 pre kazdé€ kladné redlne u. Je sice narocnejsia ako ulohy, ktorymi sme sa doteraz
zaoberali, ale povaZujeme ju za vhodnd ilustriciu toho, ako ndm rozsireny arzendl metéd pomoze
v tispesnom zvlddnuti zloZitejsich problémov. Uloha tieZ demonstruje, Ze k spravnemu rie$eniu &a-
stokrat vedu viaceré cesty.

Uloha 5.6. [59-1-5] Dokazte, 7e pre lubovolné kladné redlne &isla a, b plati

2(a®>+3ab+b*) _a+b
Vab < <
= S(a+b)  — 27

a pre kazdd z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost.

RieSenie*. Prava nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou
2 2 2
4(a”+3ab+b~) <5(a+Db)”,

ktord mozno ekvivalentne upravif na nerovnost a® + b*> — 2ab = (a —b)? > 0. T4 je splnend vzdy a
rovnost v nej nastane prave vtedy, ked a = b.
Z Tavej nerovnosti odstranime zlomky a umocnime ju na druhd,

25ab(a® + 2ab + b*) < 4(a* +9a°b* + b* + 64°b + 6ab> + 24°b?),
25ab(a® 4 b*) 4+ 50a%b* < 4a* + 4b* + 44a°b* 4 24ab(a® + b?),

takZe po tprave dostaneme ekvivalentnt nerovnost
4a* 4 4b* — 6a%b* > ab(a® + b?).

Po od¢itani vyrazu 2a*h? od oboch stran nerovnosti sa nam podari na oboch strandch pouzif Gpravu
na $tvorec. Dostaneme tak (opif ekvivalentni) nerovnost

4(a®> —b*)? > ab(a—b)*.

Rozdiel $tvorcov v zédtvorke na Tavej strane eSte rozloZime na stcin a vzfah upravime na tvar 4(a —
—b)*(a+b)?* > ab(a—Db)>.

Ak a = b, plati rovnost. Ak a # b, mdéZeme poslednt nerovnost vydelif kladnym vyrazom
(a — b)? a dostaneme tak nerovnost 4(a + b)> > ab, &ize 4a> + 4b* + Tab > 0. Lavi strana tejto
nerovnosti je vZdy kladnd, preto vySetrovand nerovnost plati pre vSetky kladné éisla a, b, priCom
rovnost v nej nastane prave vtedy, ked'a = b.
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Komentar. Tito tloha prvykrat prindsa ststavu nerovnosti a je vhodné so Studentmi zopakovat, ako
k dokazovaniu ststav nerovnosti pristupujeme: musime dokdzaf rieSenie kazdej nerovnosti zvI4st.
V priebehu rieSenia opéf vyuZijeme tpravu na $tvorec a nezdpornost druhej mocniny redlneho ¢isla.
Uloha sa d4 riesif este inym sposobom, ten si viak ukdZeme v dalSom semindri zameranom na ne-
rovnosti.

Domaéca praca

Uloha 5.7. [59-11-2] Dokdte, Ze pre lubovolné &isla a, b z intervalu (1,0) plati nerovnost
@+ 1)(B*+1)—(a—1)*(b-1)*>4
a zistite, kedy nastane rovnost.

RieSenie*. Dant nerovnost ekvivalentne upravujme:

(@®P* +a*+b*+1)— (a* —2a+1)(b* —2b+1) > 4,
(b 4+ a® + b + 1) — (a®b* — 2ab® + b*)+
+(2a°b — 4ab +2b) — (a* —2a+1)

2ab(a+b) —4ab+2(a+Db)

2(a+Db)(ab+1)

2(ab+1)(a+b—-2)

v

Y
Y

4
4
4(ab+1),
0

(AVARAVARLV]

Vzhladom na predpoklad a > 1, b > 1 je a+ b > 2, takze upravend nerovnost zrejme plati. Rovnost
v nej (a teda aj v zadanej) nerovnosti pritom nastane prave vtedy, keda+b =2, ¢izea=>b=1.

Iné rieSenie*. Pri oznateni m = a*> + 1 a n = b* + 1 moZno Tavd stranu dokazovanej nerovnosti
prepisaf na tvar L = mn — (m —2a)(n — 2b) = 2an+ 2bm — 2ab — 2ab, z ktorého vynimanim dosta-
neme L = 2a(n—b) +2b(m—a).

Cisla a,b si z intervalu (1,00), preto 1 = m —a®> < m — a. Odtial 2b(m — a) > 2. Analogicky
dostaneme 2a(n — b) > 2. Teda L > 4 a rovnost nastdva prave vtedy, keda =b = 1.

Iné rieSenie*. Po substiticiia = 1+m a b = 1 +n, pricom m,n > 0, ziska lava strana nerovnosti
tvar
2 2 2.2
L=(m"+2m+2)(n"+2n+2)—mn".

Po rozndsobent, ktoré si stali iba predstavit, sa zrusi &len m*n?, takZe L bude stiétom nezapornych
¢lenov, medzi ktorymi bude aj ¢len 2 -2 = 4. Tym je nerovnost L > 4 dokdzana. A kedZe medzi spo-
menutymi ¢lenmi budd aj 4m a 4n, z rovnosti L = 4 vyplyva m = n = 0, ¢o naopak rovnost L =4
tieZ zrejme zaruCuje. To znamend, Ze rovnost nastdva prave vtedy, keda =b = 1.

Uloha 5.8. [66-I-1-D3, resp. 58-1-6] Dokdte, Ze pre fubovolné rozne kladné &isla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2) - [a* +Db?
2 3(a+b) 2




Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti 35

RieSenie*. avi nerovnosf dokdaZeme ekvivalentnymi Gpravami:

a+b _ 2(a* +ab+b?)
2 3(a+b)
3(a+b)? < 4(a®+ab+b?),
0< (a—b)>

» |-6(a+b)

Poslednd nerovnost vzhladom na predpoklad a # b plati. Aj pravd nerovnost zo zadania budeme
ekvivalentne upravovat, zaneme umocnenim kazdej strany na druhd:

4(a*+ab+b*)?  a®+b?
9(a+b)? <
8(a* 4 ab+b*)?* < 9(a* +b*)(a+b)?,
8(a* +b* 4+ 2a°b + 2ab’ 4 3a°b*) < 9(a* + b* +2a>b + 2ab® + 2a%b?),
6a°b* < a* +b* +2a°b 4 2ab>.

, \-18(a+b)2

Posledn4 nerovnost je siétom nerovnosti 2a’b? < a* + b* a 4a*b? < 2a’b + 2ab’, ktoré obe platia,
lebo po presune Clenov z lavych strdn na pravé dostaneme po rozklade uz zrejmé nerovnosti 0 <

< (a*—b*)?, resp. 0 < 2ab(a— b)>.
Dopliiujiice zdroje a materialy
Publikécii a ¢lankov zaoberajicich sa dokazovanim nerovnosti existuje velké mnozstvo. Ak by Stu-

denti mali zdujem o SirSie Stidium tejto problematiky, na tvod je vhodné odporudif im napr. publi-
kéciu [BBC94].

Seminar 6: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti III — linearne rovnice a sistavy
linearnych rovnic

Ciele

Upevnif poznatky o rieSeni linedrnych rovnic a sdstav linedrnych rovnic.

Uvodny komentar

SSemindrne stretnutie je zamerané na pracu s rovnicami a dlohami, ktoré na rovnice, prip. sistavy
rovnic vedd. Ide o jedno z dvoch stretnuti (dals$im je Seminar 19), v tejto chvili sa zameriame na jed-
noduchsie (priamodiarejsie) dlohy, v pokra¢ovani sa potom budeme zaoberaf zloZitej$imi rovnicami
a ststavami.

Ulohy a rieSenia

Uloha 6.1. [60-1-1-N1] Mame tri &isla so sti¢tom 2010, pri¢om kazdé z nich je aritmetickym
priemerom zvySnych dvoch. Aké su to ¢isla?
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RieSenie. Oznacme hladané ¢isla a, b a c. Podla zadania plati

a+b
=c
2 b
b+c
=a
2 9
c+a
=b.
2

RieSenim ststavy dostdvame a = b = c a z podmienky a+ b + ¢ = 2010 potom jediné rieSenie tlohy
a=b=c=0670.

Uloha 6.2. [60-I-1-N2] Mame tri &isla, o ktorych vieme, Ze kazdé z nich je aritmetickym
priemerom niektorych dvoch z naSich troch ¢isel. DokdZte, Ze naSe tri ¢isla si rovnaké.

RieSenie*. Predpokladajme, Ze niektoré z nasSich Cisel je priemerom seba a iného z naSich Cisel.
Potom ich vieme oznacif a, b, ¢ tak, 7e a = (a+b) /2. Z tejto rovnosti vyplyva a = b. Cislo ¢ je bud
priemerom cisel a a b, z Coho hned mame, Ze je tymto ¢islam rovné, alebo je priemerom seba a
niektorého z &isel a, b, Cize ¢ = (¢ +a) /2, z toho opif dostaneme ¢ = a = b. Ak kazdé z naSich &isel
je aritmetickym priemerom zvySnych dvoch, rieSime predosld dlohu.

7 v

Uloha 6.3. [60-I-1] Lucia napisala na tabulu dve nenulové &isla. Potom medzi ne postupne
vkladala znamienka plus, minus, krit a delené a vSetky Styri priklady sprdvne vypocitala.
Medzi vysledkami boli iba dve r6zne hodnoty. Aké dve ¢isla mohla Lucia na tabulu napisat?

Riesenie*. Ozna¢me hladané Cisla a,b. KedZe b # 0 nutne a + b # a— b. Kazdé z Cisel a-b,a : b
je rovné bud’a + b, alebo a — b. Staci teda rozobraf Styri pripady a v kazdom z nich vyriesif ststavu
rovnic. UkdZeme si vSak rychlejsi postup. Ak by platilo

a+b=a-baa—b=a:b alebo a+b=a:baa—b=a-b,

vynasobenim rovnosti by sme v oboch pripadoch dostali a> — b*> = a? , ¢o je v spore s b # 0. Preto
st ¢isla a-b a a: b bud obe rovné a + b alebo obe rovné a — b. Tak ¢i tak musi platit a-b =a : b,
odkial po dprave a(b? — 1) = 0. Ked7e a # 0, nutne b € {1,—1}. Ale ak b = 1, tak $tyri vysledky

st postupne a+ 1, a— 1, a, a, €o si pre kazdé a az tri r6zne hodnoty. Pre b = —1 mame vysledky
a—1,a+1, —a, —a. Dva rdzne vysledky to budu prave vtedy, keda —1 = —a aleboa+ 1= —a.
V prvom pripade dostdvame a = %, v druhom a = —%. Lucia mohla na zaciatku na tabulu napisat

bud &sla 5 a —1, alebo &isla —1 a —1.
Komentar. Ak sa Studenti rozhodnu riesif sustavy rovnic pre spominané $tyri pripady, je to v po-
riadku, na zaver by v8ak bolo inSpirativne ukdzaf im aj rychlejsi postup.

Uloha 6.4. [60-1I-1] Na tabuli sd napisané prave tri (nie nutne rdzne) redlne ¢isla. Vieme,
Ze sucet Iubovolnych dvoch z nich je tam napisany tiez. Urcte vSetky trojice takych ¢isel.

RieSenie*. Oznac¢me ¢isla napisané na tabuli a,b, c. Stcet a + b sa tieZ nachddza na tabuli, je teda
rovny jednému z Cisel a, b, c. Keby a + b bolo rovné a alebo b, bola by na tabuli aspori jedna nula.
Rozoberieme preto tri pripady podla poctu nil napisanych na tabuli.
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Ak st na tabuli aspoil dve nuly, Tahko sa presved¢ime, Ze sicet kazdych dvoch Cisel z tabule je
tam tieZ. Dostdvame, Ze trojica ¢, 0,0 je pre fubovoIné redlne ¢islo ¢ rieSenim dlohy.

Ak je na tabuli prave jedna nula, je tam trojica a,b,0, pricom a aj b st nenulové ¢isla. Sucet
a+ b teda nie je rovny ani a, ani b, musi preto byf rovny 0. Dostdvame tak dalSiu trojicu 7, —t,0,
ktora je rieSenim tlohy pre Iubovolné redlne ¢islo ¢. Ak na tabuli nie je ani jedna nula, sucet a + b
nie je rovny ani a, ani b, preto a + b = c¢. Z rovnakych doévodov je b+c =a a c+a = b. Dostali sme
ststavu troch linedrnych rovnic s nezndmymi a, b, ¢, ktord mozZeme vyriesif. AvSak hned z prvych
dvoch rovnic po dosadeni vyjde b+ (a+b) = a, ¢ize b = 0. To je v spore s tym, Ze na tabuli Ziadna
nula nie je.

Zaver. Ulohe vyhovuit trojice ¢,0,0 a t, —t,0 pre Tubovolné redlne &islo ¢ a Ziadne iné.

Uloha 6.5. [60-S-1] Po okruhu behajii dvaja atléti, kazdy inou kon3tantnou rychlostou.
Ked beZia opacnymi smermi, stretdvaju sa kazdych 10 mintt, ked beZia rovnakym smerom,
stretdvaji sa kazdych 40 minut. Za aky ¢as zabehne okruh rychlejsi atlét?

RieSenie*. Ozna¢me rychlosti bezcov v a v; tak, Ze vi > v, (rychlosti uddvame v okruhoch za mi-
nutu). Predstavme si, Ze atléti vyStartujui z rovnakého miesta, ale opaénym smerom. V okamihu ich
dalsieho stretnutia po 10 minttach bude st¢et dizok oboch prebehnutych tisekov zodpovedat presne
dizke jedného okruhu, teda 10v; + 10v, = 1. Ak bezia atléti z rovnakého miesta rovnakym smerom,
dodjde k dalSiemu stretnutiu, akondhle rychlejsi atlét zabehne o jeden okruh viac ako pomalsi. Preto
40v; —40v, = 1. Dostali sme ststavu dvoch linedrnych rovnic s nezndmymi vy, vy:

10v; 4+ 10v, =1,
40vy —40v, =1,

ktord vyrieSime napriklad tak, Ze k Stvorndsobku prvej rovnice pripocitame druht, ¢im dostaneme
80v; =5, CiZze v = 1—16. Zaujima nas, ako dlho trva rychlejSiemu beZcovi prebehniif jeden okruh,
teda hodnota podielu 1/v; . Po dosadeni vypocitanej hodnoty v; dostaneme odpoved: 16 mindt.

Pozndmka. Ulohu moZno riesif aj Gvahou: za 40 mintt ubehnd atléti spolu 4 okruhy (to vyplyva
z prvej podmienky), pritom rychlej$i o 1 okruh viac ako pomalsi (to vyplyva z druhej podmienky).
To teda znamen4, Ze prvy za uvedend dobu ubehne 2,5 okruhu a druhy 1,5 okruhu, takZe rychlejsi
ubehne jeden okruh za 40/2,5 = 16 minit.

Komentar. V tomto pripade vyZaduje netrividlne dsilie spravne zostavenie ststavy rovnic tak, aby
skuto¢ne zodpovedala zadaniu. Jej vyrieSenie potom uZ zloZité nie je. Za zmienku stoji, Ze tiloha
je vhodnym prikladom situdcie, v ktorej si zmysluplnosf vysledku méZeme aspori priblizne overif
(zaporné rychlosti, rychlosti véacsie ako rychlost svetla).

Uloha 6.6. [66-1-4-N1] Uréte vietky dvojéleny P(x) = ax + b, pre ktoré plati P(2) =3 a
P(3)=2.
RieSenie. Z podmienok zo zadania zostavime dve rovnice s dvomi nezndmymi a a b:

P(2)=2a+b=3,
P(3)=3a+b=2.
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Odcitanim prvej rovnice od druhej ihned dostdvame a = —1, dosadenim tejto hodnoty do jednej
z podmienok potom mdme b = 5. Stistava m4 prdve jedno rieSenie, a preto zadaniu vyhovuje jediny
dvojélen P(x) = —x+5.

Uloha 6.7. [66-1-4-N2] Uréte vietky trojcleny P(x) = ax® 4 bx+c, pre ktoré plati P(1) = 4,
P(2)=9aP(3)=18.

RieSenie. Podobne, ako v predchadzajicej tlohe, zostavime z podmienok stistavu troch linearnych
rovnic s tromi nezndmymi a, b a c:

P(l)=a+b+c=4,
P(2)=4a+2b+c=9,
P(3) =9a+3b+c=18.

Ststava ma opéf jediné rieSenie a = 2,b = —1,¢ = 3, a preto existuje prave jeden troj¢len vyhovu-
jici zadaniu: P(x) = 2x? —x+ 3.

Komentar. Predchddzajice dve jednoduchsie tlohy maju pripravny charakter na nasledujicu tlohu
a domdcu pracu. Studenti si prostrednictvom nich zopakuji metédy rieSenia sdstav rovnic s viace-
rymi nezndmymi. Tieto metédy by $tudentom mali byf zndme zo ZS, ak vSak zistime, Ze ich pou-
Zivanie nie je aZ také samozrejmé, je vhodné zaradif niekolko jednoduchsich tloh, napr. z [KHPOO].

Uloha 6.8. [66-1-4-N3] Uréte vietky dvojéleny P(x) = ax+ b s celo&iselnymi koeficientmi
a a b, pre ktoré platf P(1) < P(2) a P(1)?+ P(2)* =5.

Riesenie*. KedZe a a b st podla zadania celé ¢isla, budi celymi ¢islami aj hodnoty P(1) a P(2).

Preto hladame, akymi spdsobmi sa da ¢islo 5 zapisaf ako sucet dvoch druhych mocnin celych ¢i-
sel. Ak neberieme ohlad na poradie s&itancov, je taky spdsob jediny: 5 = (41)% + (£2)2. Zérovei
vieme, Ze P(1) < P(2), preto dvojicu (P(1),P(2)) tvoria niektoré z nasledujicich §tyroch moznosti:
(1,2),(—1,2),(—2,-1),(—2,1). Kazd4 z tychto $tyroch dvojic podmienok potom vedie k sdstave
dvoch rovnic s dvomi nezndmymi, takZe dostdvame objemnejSiu varidciu prvej tlohy tohto semi-
ndra. VyrieSenim systémov ziskame 4 vyhovujtice dvoj¢leny x40, 3x —4, x —3 a 3x — 5.

Komentir. Uloha vyuZiva takmer rovnaky princip ako prvé dve semindrne tlohy, vyZaduje viak
dodato¢ni analyzu plynicu z poslednej podmienky, ¢o dlohe priddva na ndroc¢nosti. Poslednou tlo-
hou tejto gradovanej série je domdca praca, ktorej analyza povedie k rieSeniu niekolkych stistav
troch rovnic s tromi nezndmymi.

Uloha 6.9. [66-1-4-D2] Koeficienty a,b,c trojélena P(x) = ax*> + bx + c st redlne &isla,
pritom kazdd z troch jeho hodndt P(1),P(2) a P(3) je celym &islom. Vyplyva z toho, Ze aj
Cisla a, b, ¢ su celé, alebo je nutne celé asponi niektoré z nich (ktoré)?

RieSenie*. Nevyplyva. UvdZzme priklad troj¢lena P(x) = %xz + %x—{— 1: z vyjadrenia P(x) = %x(x%—
+ 1) + 1 vyplyva, Ze P(x) je celym &islom pre kazdé celé x, pretoze sacin x(x+ 1) je vtedy deli-
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telny dvoma. Vo vSeobecnej situdcii je iba koeficient ¢ nutne celé ¢islo; vyplyva to z vyjadrenia
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¢ = P(0) =3P(1) —3P(2) + P(3).

Komentar. Uloha je zaujimava tym, Ze cesta k rieSeniu je tentoraz menej priamociara a $tudenti
pravdepodobne pridu na viac réznych prikladov mnohoclenov s necelo¢iselnymi koeficientami,
ktoré dané podmienky spliiaji. Zaujfmava bude tieZ pravdepodobne diskusia nad zdévodnenim,
ktoré z koeficientov nutne celoéiselné byf musia.

Uloha 6.10. [59-S-3] Nijdite vietky dvojice nezapornych celych &isel a, b, pre ktoré plati

A +b+2=a+b>

RieSenie*. Rovnicu prepiSeme na tvar 2 = (b*> —a®) — (b — a), z ktorého po vyuZiti vzfahu pre
rozdiel $tvorcov a ndslednom vymati vyrazu b — a dostaneme 2 = (b —a)(a+b — 1). KedZe 2 je
prvocislo, mdme pre uvedeny stcin nasledujice Styri moZnosti:

a) b—a=1laa+b—1=2,potoma=1ab=2.
b) b—a=2aa+b—1=1,potoma=0ab=2.

¢) b—a=—1aa+b—1=—2. Druhi rovnicu mozZno prepisat na tvar a+ b = —1, z ktorého
vidime, Ze rovnost nenastane pre Ziadnu dvojicu nezdpornych celych ¢isel.

d) b—a=—-2aa+b—1=—1. Druht rovnicu mozno prepisat na tvar a + b = 0, z ktorého
vidime, Ze vyhovuje jedind dvojica nezapornych celych ¢isel a = b = 0, ktord vSak nevyhovuje
prvej rovnici.

Zaver. Uloha md dve rieSenia: Buda=1ab=2,aleboa=0ab=2.
Pozndmka. Namiesto rozboru Styroch moZnosti mdZeme zacat ivahou, Ze nulové ¢isla a, b nie
st rieSenim ulohy, takZe a+b — 1 =0, a teda aj b — a = 0. Stac{ teda uvaZovaf iba mozZnosti a) a b).

Iné rieSenie*. Rovnicu upravime na tvar 2 = (b> — b) — (a®> — a), resp. na tvar 2 = b(b — 1) —
—a(a —1). Z nasledujicej tabulky a tvaru &fsel x> —x = x(x — 1) je zrejmé, Ze rozdiely medzi
susednymi hodnotami vyrazov x(x — 1) rastd s rastiicim x (lahko sa o tom presved¢ime vypoctom:
(x+1x—x(x—1)=2x).

x |01 (2]3]4]|5
x(x=1) 10 |0|2]6]12]20

Mbze teda platif iba b —b =2 aa? —a = 0. Odtial'a € {0,1} a b = 2. RieSenim tlohy st teda dve
dvojice nezdpornych celych ¢isel: a =0,b=2aa=1,b=2.

Komentar. Uloha je (okrem iného) zaujimavé tym, Ze poskytuje priestor na roznorodé pristupy
k rieseniu a moZe byt dobrym podnetom na vzdjomné vysvetlovanie rieSeni medzi Studentmi. KIi-
¢ovym prvkom rieSenia je Uprava rovnice na vhodny tvar — na tomto mieste je Studentom vhodné
pripomentf, Ze zru¢nost a dovtip pri manipuldcii s algebraickymi vyrazmi ndjdu uplatenie v $iro-
kom spektre problémov, nielen na prvom semindrnom stretnuti, ktoré na tito problematiku bolo
zamerané.
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Domaca praca

Uloha 6.11. [66-1-4] Najdite vietky trojéleny P(x) = ax® + bx + ¢ s celo&iselnymi koefi-
cientami a, b, ¢, pre ktoré plati P(1) < P(2) < P(3) a zaroveil

(P(1))2+ (P(2))> + (P(3))* = 22.

Riesenie*. Ked7e a,b,c su podla zadania celé Cisla, si také aj hodnoty P(1),P(2) a P(3). Ich
druhé mocniny, &ize &isla P(1)2,P(2)? a P(3)?, st preto druhymi mocninami celych &isel, teda tri
(nie nutne rdzne) &isla z mnoziny {0, 1,4,9, 16,25, ...}. Ich sicet je podla zadania rovny 22, takze
kazdy z troch s¢itancov je mensi ako Sieste mozné ¢islo 25. Akymi spdsobmi moZno vobec zostavit
sacet 22 z troch ¢isel vybranych z mnoziny {0,1,4,9,16}? Systematickym rozborom rychlo zis-
time, Ze rozklad ¢isla 22 na stcet troch druhych mocnin je (aZ na poradie s¢itancov) iba jeden, a
t022 =4+9+9. Dve z &isel P(1),P(2) a P(3) majd teda absoldtnu hodnotu 3 a tretie 2, a kedZe
P(1) < P(2) < P(3), musi nutne platit P(1) = —3, P(3) =3 a P(2) € {—2,2}. Pre kazdi z oboch
vyhovujicich trojic (P(1),P(2),P(3)) = (—3,—2,3) a (P(1),P(2),P(3)) = (—3,2,3) ur¢ime ko-
eficienty a, b, c prislusného troj¢lena P(x) tak, Ze ndjdené hodnoty dosadime do pravych stran rovnic

a+b+c=P(1),

4a+2b+c=P(2),
9a+3b+c=P(3)

a vyslednu ststavu troch rovnic s nezndmymi a, b, ¢ vyrieSime. Tento jednoduchy vypocet tu vyne-

chéame, v oboch pripadoch vyjdu celoéiselné trojice (a,b,c), ktoré zapiSeme rovno ako koeficienty
troj¢lenov, ktoré su jedinymi dvoma rieSeniami danej dlohy:

Pi(x)=2x—5x a Py(x)=—-2x>+11x—12.

Uloha 6.12. [62-11-3] Néjdite vietky dvojice celych kladnych &isel a a b, pre ktoré je &islo
a® + b 0 62 viicsie ako &islo b +a.

RieSenie*. Zadanie zapiSeme rovnosfou, ktorej pravid stranu rovno upravime na sucin:
62 = (a®+b) — (b*+a) = (a* —b*) — (a—b) = (a—b)(a+b—1).

Sucin celych Cisel u =a—b av=a+b—1 je teda rovny sicinu dvoch prvocisel 2 -31. KedZe
v>1+1—1=1, je nutne aj ¢islo u kladné a zrejme u < v, takZe (u,v) je jedna z dvojic (1,62)
alebo (2,31). Ak vyjadrime naopak a,b pomocou u, v, dostaneme

u+v+1 Q po VU +1
a=—-" =
2 2
Pre (u,v) = (1,62) tak dostdvame rieSenie (a,b) = (32,31), dvojici (u,v) = (2,31) zodpoveda druhé
rieSenie (a,b) = (17, 15). Iné rieSenia Gloha nemd.

Komentar. Uloha je velmi podobna tej, ktorou sme sa zaoberali na stretnuti, slizi tak na overenie
toho, ¢i si Studenti princip rieSenia osvojili. Zaroven ale zadanie nie je zapisané priamo rovnostou,
takZe dloha precvici aj schopnost transformovat slovny text na matematicky zapis.
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Uloha 6.13. [60-1-1-D1] Nechn je prirodzené ¢islo vicsie ako 2. Mdme n Cisel so stictom n,
pricom kazd€ z nich je aritmetickym priemerom ostatnych ¢isel. Aké st to Cisla?

RieSenie*. Usporiadajme si naSe ¢isla podla velkosti, nech x; <xp < ... <ux,. Aritmeticky priemer
skupiny ¢isel je aspon taky, ako najmensSie z nich. Aritmeticky priemer ¢&isel x,x3,. .. ,x, je preto
aspoii xp, a je rovny x1 len v pripade, Ze Ziadne z Cisel x3, ..., x, nie je vacSie ako x,. Z toho hned
dostdvame, Ze vSetky nase ¢isla musia byt rovnaké a teda rovné 1.

Seminar 7: Teéria ¢isel I — dlohy o delitelhosti

Ciele

Zopakovat zdkladné poznatky o delitelnosti prirodzenych ¢isel a precviéif metédy dokazovania de-
liteInosti danym c¢islom

Uvodny komentar

KedZe ide o prvé stretnutie zo série semindrov zameranych na elementdrnu tedriu &isel, je potrebné
so Studentmi zopakovaf zdkladné znalosti, ktoré by mali mat zo zakladnej Skoly (volne spracované
podla [kubat200]):

> chdpaf rozdiel medzi ¢islom a cifrou,

> pouzivaf rozvinuty a skrateny zdpis Cisla v desiatkovej sustave,

> rozumief pojmom prvocislo a zloZené Cislo,

> vedief uréif najmensi spolo¢ny nasobok a najvacsi spolocny delitel danych dvoch celych &isel,

> poznaf pravidld delitelhosti ¢islami 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10.
Studenti by mali byf schopni zdévodnif vietky pravidl4 delitelnosti. Ak si ich nepamiitajd, mdzZe byt
t4to dloha vhodnou rozcvickou pred rieSenim pripravenych problémov.

Takisto je vhodné zjednotif znacenie, ktoré budeme pouzivat. Fakt, Ze celé ¢islo a deli celé ¢islo
b budeme zapisovaf v tvare a | b . V tomto texte tieZ oznacujeme (a,b) najvacsi spoloény delitel
Cisel a a b a [a, b] ich najmensi spoloény ndsobok.

Pripomenieme este, Ze ak pre prirodzené &isla a,b,c plati a | (b - ¢) a zdroveti (a,b) = 1, mus{
nutne a | c. Toto tvrdenie budeme v priebehu semindrov vyuzivat Casto, je preto dolezité, aby ho

Studenti vzali za svoje. Vyzbrojeni vSetkymi spomenutymi znalostami sa méZeme pustif do rieSenia
tloh.

Ulohy a rieSenia

Uloha 7.1. [ [Hol10], dloha 38, str. 115] Nech N je péfciferné kladné ¢&islo také, Ze N =
= a679b. Ak je N delitelné 72, urcte prvu cifru a a poslednd cifru b.

RieSenie*. KedZe je Cislo N delitelné 72 = 8 -9, musi byt sti¢asne delitelné dsmimi aj deviatimi.
Z pravidla pre delitelnost dsmimi vyplyva, Ze &islo 795 musi byt nasobkom dsmich a teda b = 2.
Pravidlo pre delitelnost deviatimi diktuje, Ze ciferny stcet hladaného ¢islaa+6+7+9+2=a+24
je nadsobkom deviatich, dostivame tak a = 3. Hladanym c¢islom je N = 36792.
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Komentar. Uloha nie je ndro¢n4 a je zaradend ako zahrievacie cvi¢enie a ukdZka price s deli-
telnostou zloZenym ¢islom.

Uloha 7.2. [66-1-2-N1] Dokaézte, Ze v nekone¢nom rade &isel
1-2-3,2-3-4,3-4-5,4-5-6, ...,
je Cislo prvé delitelom vsetkych ¢isel dalSich.

2 ¥z

Riesenie. Prvé &islo v nekone¢nom rade je ¢islo 6. Dokazujeme tak, Ze vietky vyrazy tvaru n(n +
+1)(n+2), kde n > 2 je prirodzené Cislo, si delitelné Siestimi. To ale zjavne plati, kedZe z troch po
sebe idtcich c¢isel je vzdy prave jedno delitelné tromi a minimélne jedno z nich je tieZ parne. Deli-

telnost dvomi a tromi zaroven ndm tak zarudi delitelnost Siestimi a pozadované tvrdenie je dokdzané.

Komentar. Tato jednoducha dloha zoznami Ziakov s poznatkom c¢asto vyuZivanym v tlohach za-
meranych na dokazovanie delitelnosti ¢islom, ktoré je ndsobkom troch: z troch po sebe idicich
prirodzenych ¢isel je vZdy prave jedno delitelné tromi.

Uloha 7.3. [63-1-5-N1] Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené n je &islo n’ +2n delitelné tromi.

RieSenie. Kazdé prirodzené Cislo n je tvaru n = 3k, n = 3k + 1 alebo n = 3k + 2, kde & je prirodzené
¢islo alebo 0. Dokazované tvrdenie overime pre kazdu z tychto moZnosti zvIast.

a) n = 3k: n® +2n = (3k)® +2- 3k = 27k> + 6k = 3k(9k> +2), tvrdenie plati.

b)n=3k+1:n°+2n= (3k+1)°> +2(3k+1) = (27k> +27k> + 9k + 1) + (6k +2) = 27k> +
+27k* + 15k +3 = 3(9k> + 9k* + 5k + 1), tvrdenie plati.

c)n=3k+2:n*+2n= (3k+2)3+2(3k+2) = (27k> + 54k> + 36k + 8) + (6k +4) = 27k> +
+ 54k 4+ 42k + 12 = 3(9k> + 18k* + 14k +4), a preto 3 | n® 4 2n aj v tomto pripade.

Iné rieSenie. M6Zeme sa insSpirovaf predchddzajicou tlohou a opéf vyuZif poznatok, Ze stcin troch
po sebe idicich &isel je vzdy delitelny tromi. Cislo 1 4 2n mdZeme napisat ako n® — n + 3n. Cislo
n® —n je delitelné tromi pre kazdé prirodzené n, kedZe ide o sicin troch po sebe idiicich &isel:

n—n=nm*—1)=n(n—1)(n+1).3|3napreto aj 3 | n* +2n.

Komentir. Uloha zoznamuje $tudentov s dal§fm moZnym postupom pri dokazovani delitelnosti
vyrazu danym prirodzenym ¢islom m: rozdelenie na m moZnosti podla zvysku po deleni ¢islom m
a dokdzanie tvrdenia pre kazdu z tychto moznosti zvlasf. Je vhodné diskutovaf so Studentmi o vy-
hodnosti tejto metddy pre (ne)velké m.

V druhom pristupe k rieSeniu sme vyuZzili to, Ze sme ¢islo 2n zapisali v na prvy pohlad zloZi-
tejSom tvare —n + 2n, ¢o ndm vSak v kone¢nom doésledku pomohlo tlohu elegantne vyriesit. Tato
myslienka ndjde uplatnenie aj v inych tlohéch (o.1. aj v tlohe 7.10), preto ak s fiou Studenti nepridu
sami, je vhodné na fiu upozornif.

Ulohu je mozné dokdzat pouZitim matematickej indukcie, aviak ta nie je Standardnou népliiou
osnov nematematickych gymndzii, preto sme toto rieSenie nezvolili ako vzorové. Ak sa vSak Stu-
denti s dokazom pouZitim indukcie stretli, je vhodné s nimi rozobraf aj tento spdsob rieSenia.
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Uloha 7.4. [63-1-5-N2] Doka’te, Ze pre kazdé neparne &islo n je &islo n? — 1 delitelné
Osmimi.

RieSenie. Vyraz n> — 1 upravime na sicin (n — 1)(n+ 1). To je si&in dvoch po sebe iddcich par-
nych ¢isel, kedZe n je neparne. Preto prave jedno z ¢isel n — 1 a n+ 1 je delitelné 4 a druhé z nich
je neparnym nasobkom ¢isla 2. Celkovo je teda sicin (n— 1)(n+ 1) delitelny dsmimi.

Komentar. Posledna tiloha zo série jednoduchych dokazov delitelnosti vyuziva podobni myslienku
ako tiloha 7.2, navySe viak vyZaduje upravenie vyrazu n> — 1 do vhodného tvaru. Nésledn4 diskusia
o rieSenf je uZ jednoducha.

Uloha 7.5. [63-1-5-N3+63-1-5-N4, resp. 55-1-1]

a) Dokdzte, Ze pre vietky celé kladné &isla m je rozdiel m® — m? delitelny Sestdesiatimi.

z ¥z s

b) Uréte vietky kladné celé &isla m, pre ktoré je rozdiel m® — m? delitelny &islom 120.

Riesenie*. a) Cislo n = m® — m?> = m?(m?> — 1)(m? + 1) je vidy delitelné Styrmi, pretoZe pri par-
nom m je m?* delitelné $tyrmi a pri neparnom m s &isla m> — 1, m> + 1 obe parne, jedno z nich
je dokonca delitelné Styrmi a ich sucin je teda delitelny 6smimi. Z troch po sebe idicich prirodze-
nych &isel m? — 1, m?, m> + 1 je prave jedno delitelné tromi, a preto je aj &islo n delitelné tromi.
Ak je m delitelné piatimi, je m? delitelné piatimi, dokonca dvadsiatimi piatimi. V opa¢nom pripade
je m tvaru 5k + r, kde r je rovné niektorému z Cisel 1, 2, 3, 4 a k je prirodzené alebo 0. Potom
m?* = 25k* + 10kr +r? a r* sa rovn4 niektorému z &isel 1, 4, 9, 16. V prvom a v poslednom pripade
je &islo m* — 1 delitelné piatimi, v ostatnych dvoch pripadoch je &islo m? + 1 delitelné piatimi. Teda
¢islo n je vZdy delitelné nesddelitelnymi ¢islami 4, 3 a 5, a teda aj ich si¢inom 60.

b) UZ sme ukdzali, Ze v pripade neparneho m je sticin (m* — 1)(m?*+ 1) delitelny 6smimi a &islo
n=m® —m? je teda deliteIné &islom 120 = 8-3-5. Ak je v§ak &islo m pérne, st &isla m? — 1, m? + 1
nepérne, Ziadne nie je delitelné dvoma. Cislo 7 je potom delitelné 6smimi iba v pripade, Ze m? je
delitelné 6smimi, teda m je delitelné $tyrmi. Cislo n je potom delitelné Sestnstimi, tromi a piatimi,
a preto dokonca ¢islom 240.

Zdver. Nase vysledky mdzeme zhrnif. Cislo n = m

ked m je neparne alebo delitelné Styrmi.

6 — m? je delitelné ¢islom 120 préave vtedy,

Komentar. Sada dvoch na seba nadvézujicich dloh vyuZiva poznatky ziskané pri rieSeni jedno-
duchsich pripravnych dloh zo zacdiatku semindra a vyZaduje sdstredené a starostlivé aplikovanie
vSetkych z nich.

Uloha 7.6. [59-1I-1] Dokdézte, Ze pre fubovolné celé &isla n a k vicSie ako 1 je &islo k2 — n¥
delitelné dvanastimi.

RieSenie*. Vzhladom na to, 7e 12 = 3 -4, sta&f ukdzaf, 7e &islo a = k2 —n* = nf(n> — 1) = (n—
—1)n(n+1)n*~" je delitelné tromi a Styrmi. Prvé tri &initele posledného vyrazu st tri po sebe idiice

prirodzené Cisla, takZe prave jedno z nich je delitelné tromi, a preto aj ¢islo a je delitené tromi. Je
delitelné aj Styrmi, lebo pri pdrnom # je v poslednom vyraze druhy a Stvrty Cinitel parny, zatial ¢o
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pri nepdrnom # je parny prvy a treti Cinitel. Tym je dokaz hotovy.
Iné rieSenie*. Polozme a = n**2 —nk = n*(n®> — 1) = (n — 1)n*(n + 1). Opiif ukdZeme, Ze a je
delitelné $tyrmi a tromi. Ak je n parne, je n¥ delitelné $tyrmi pre kazdé celé k > 2. Ak je n neparne,
st Cinitele n — 1 a n+ 1 pérne Cisla, takZe a je delitelné Styrmi pre kazdé celé n = 2.

Delitelnost tromi je zrejma pre n = 31. Ak n = 31+ 1, pricom [ je celé kladné &islo, je tromi
delitelny Cinitel'n — 1 (a teda aj ¢islo a). Ak n = 31+ 2 (I je celé nezdporné), je tromi delitelny Cinitel
n+ 1. KedZe iné moZnosti pre zvySok ¢isla n po deleni tromi nie su, je ¢islo a delitelné tromi. Tym
je pozadovany dokaz ukonceny.

Komentar. Delitelnos{ $tyrmi je tieZ moZné dokazaf aj rozborom mozZnosti n = 41, n = 41 + 1,
n=4l4+2an=41+3, pre [ celé anezdporné. Klucovym krokom v rieSeni bolo vhodné rozlozZenie
¢isla a na sicin. To vSak stidiac podla priemerného poc¢tu bodov udelenych za tiito dlohu v krajskych
koldch® na Slovensku bola tiloha pre riesitelov nelahka.

2 ws s vz

Uloha 7.7. [58-S-3] Ked isté dve prirodzené &isla v rovnakom poradi séitame, odéitame,
vydelime a vyndsobime a vSetky Styri vysledky s¢itame, dostaneme 2 009. Urcte tieto dve
¢isla.

RieSenie*. Pre hladané prirodzené ¢isla x a y sa d4 podmienka zo zadania vyjadrif rovnicou

(x+y)+(x—y)+§+(x-y) = 2009, (7.7.1)

v ktorej sme Ciastocné vysledky jednotlivych operacii dali do zatvoriek.
Vyrie$me rovnicu 7.7.1 vzhladom na nezndmu x (v ktorej je, na rozdiel od nezndmej y, rovnica
linearna):

26+ X 4 xy = 2009,
y

2xy +x —l—xy2 = 2009y,
x(y+1)% = 2009y,
2009y

il (7.7.2)

z w7z

HTladdme préve tie prirodzené Cisla y, pre ktoré ma ndjdeny zlomok celo¢iselnd hodnotu, ¢o mozno
vyjadrif vzahom (y41)? | 2009y. KedZe &isla y a y+ 1 st nestidelitelné, st nestidelitelné aj &isla 'y a
(y+1)2, takZe musi platif (y+ 1)? | 2009 = 72 -41. KedZe y + 1 je celé &islo vicsie ako 1 (a Einitele
7, 41 st prvocisla), poslednej podmienke vyhovuje iba hodnota y = 6, ktorej po dosadeni do 7.7.2
zodpovedd x = 246. (Skuiska nie je nutnd, lebo rovnice 7.7.1 a 7.7.2 sd v obore prirodzenych ¢isel
ekvivalentné.)

Hladané ¢isla v uvazovanom poradi st 246 a 6.

Komentar. Uloha je zaujimavé v tom, Ze na prvy pohlad nemusf riesitel tusit, Ze ide o problém
vyuzivajici poznatky z delitelhosti. Zaroveri vyZaduje netrividlnu zru¢nost a ndpad pri upravovani
pociato¢nej rovnice do vhodného tvaru, nadvézuje tym na predchddzajice semindre o algebraickych

33,0b v pripade dspesnych riesitefov, 1,8 b v pripade vietkych rieitefov, najmenej zo vietkych tloh krajského kola
daného ro¢nika
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vyrazoch a rovniciach. Uloha je tak peknou ukazkou toho, Ze v matematike (a nielen tam) nie sd
znalosti a koncepty nesuvisiace, ale ¢asto st vzdjomne prepojené.

Uloha 7.8. [66-1-2-N2] Najdite vetky celé d > 1, pri ktorych hodnoty vyrazov U (n) =
=n®+17n%> — 1 aV(n) = n® +4n? 4 12 ddvaji po deleni &islom d rovnaké zvysky, nech je
celé Cislo n zvolené akokolvek.

Riesenie*. Hladané d su préve tie, ktoré delia rozdiel U (n) —V (n) = 130> — 13 =13(n—1)(n+1)

pre kazdé celé n. Tento rozdiel je tak urcite delitelny 13. Aby sme ukdzali, Ze (zrejme vyhovujice)
d = 13 je jediné, dosadme do rozdielu U (n) —V (n) hodnotu n =d: &islo d je s &islamid — 1 ad + 1
nesudelitelné, takZe deli sicin 13(d — 1)(d + 1) jedine vtedy, ked deli ¢initel' 13, teda ked'd = 13.
Vyhovuje jedine d = 13.

Komentir. Uloha stavia na myslienke delitelnosti rozdielu U (n) a V (n) hladanym d, ¢o je dal3i
uzitony ndstroj: namiesto upravovania vyrazov U (n) a V (n) ich od¢itat. TaktieZ je vhodné upozor-
nif Studentov, Ze druhd Casf rieSenia — dokazanie, Ze ndjdené rieSenie je jediné — je taktieZ podstatnou
sucasfou rieSenia (nielen) tejto dlohy.

Uloha 7.9. [66-1-2-D1] Pre ktoré prirodzené &isla n nie je vyraz V(n) = n* + 11n> — 12
nasobkom 6smich?

Riesenie*. Upravme vyraz V (n) do tvaru sicinu: V(n) = (n*> —1)(n® +12) = (n— 1) (n+1)(n®> +
+ 12). Vidime, Ze V (n) je urcite ndsobkom dsmich v pripade neparneho n (vid. tretia iloha tohto
semindra). KedZe pre parne n je sicin (n — 1)(n+ 1) neparny, hfadime prave tie n tvaru n = 2k,
pre ktoré nie je delitelny dsmimi vyraz n> 4 12 = 4(k? 4-3), Co nastane prave vtedy, ked k je parne.
Hrladané n st teda prave tie, ktoré su delitelné Styrmi.

Komentir. Uloha vyuZiva vhodni dpravu vyrazu V na sd¢in. Tu $tudenti ziiro¢ia zru¢nosti nado-
budnuté v algebraickych semindroch. Zaroveri vyuziji skor dokdzané tvrdenie o delitelnosti 6smimi
a napokon, dloha ich pripravi na nasledujici komplexnejsi problém.

Uloha 7.10. [66-1-2] Najdite najvicsie prirodzené &islo d, ktoré md td vlastnost, Ze pre
lubovoIné prirodzené &islo n je hodnota vyrazu

V(n)=n*+11n*—12
deliteIna ¢islom d.

RieSenie*. Vypocitajme najskor hodnoty V (n) pre niekolko najmensich prirodzenych &isel n a ich
rozklady na sicin prvocisel zapiSme do tabulky:
n V(n)
1 0
2 48 =243
3 168=23-3.7
4 420=2%.3.5.7
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Z toho vidime, Ze hladany delitel d vSetkych &isel V () musi byf delitefom &isla 22 -3 = 12, spliia
teda nerovnostd < 12. Preto ak ukdZeme, Ze ¢islo d = 12 zadaniu vyhovuje, t. j. Ze V (n) je ndsobkom
¢isla 12 pre kazdé prirodzené n, budeme s rieSenim hotovi.
Uprava
V(n) =n*+11n2 — 12 = (120> — 12) + (n* — n?),

pri ktorej sme z vyrazu V (n) “vy&lenili* dvoj¢len 12n% — 12, ktory je zrejmym ndsobkom &isla 12,
redukuje nasu tlohu na overenie delitelhosti ¢islom 12 (teda delitelnosti ¢islami 3 a 4) dvoj¢lena

n* —n? . VyuZijeme na to jeho rozklad

nt—nt=n*(n®>—1)=(n—Dn*(n+1).
Pre kazdé celé n je tak vyraz n* — n® urcite delitelny tromi (také je totiZ jedno z troch po sebe idticich
celych &isel n— 1, n, n+ 1) a sti¢asne aj delitelny Styrmi (zarucuje to v pripade parneho n Einitel' n?,
v pripade neparneho n dva parne Cinitele n — 1 an+1).

Dodajme, Ze delitelnost vyrazu V (n) ¢islom 12 mozno dokézaf aj inymi spdsobmi, napriklad
mdzeme vyuzit rozklad V (n) = n* +11n> — 12 = (n? + 12)(n® — 1) z predchddzajicej dlohy alebo
prejst k dvoj¢lenu n* + 11n% a podobne.

z X7

Zaver. Hladané &islo d je rovné 12.

Komentir. Uloha je okrem vyuZitia vietkych doterajich poznatkov zaraden4 aj z dévodu prvého
kroku rieSenia. Je vhodné Studentom ukazaf, Ze preskiimanie vyrazu pre niekol’ko malych hodndt
n ndm moze pomdcf utvorif si predstavu o tom, ako sa bude vyraz spravaf dalej, prip. vytvorif hy-
potézu, ktord sa neskor pokisime dokdzat. Tato metdda ndjde uplatnenie nielen v tejto konkrétne;j
ulohe, ale aj v dalSich partidch matematiky.

Domaca praca

Uloha 7.11. [66-S-2] Oznaéme M mnoZinu vietkych hodnot vyrazu V (n) = n* + 11n% — 12,
priCom 7 je nepérne prirodzené ¢islo. Ndjdite vSetky mozné zvysky po deleni ¢islom 48, ktoré
davaju prvky mnoZiny M.

RieSenie*. Najskor vypocitame prislichajice hodnoty vyrazu V pre niekolko prvych neparnych
Cisel:

n V(n)

1 0

3 168 =3-48+24
5 888=18-48+24
7

9

2928 =61-48
7440 = 155-48

Medzi hladané zvySky teda patria ¢isla 0 a 24. UkdZeme, Ze iné zvySky uZ moZzné nie su. Na to
staci dokdzaf, Ze pre kazdé nepérne ¢islo n plati 24 |V (n). Z Skolskej Casti semindra vieme, Ze pre
kazdé prirodzené &islo n plati 12 |V (n), teda aj 3 | V (n). KedZe ¢isla 3 a 8 st nestdelitelné, staci
ukdzaf, 7e pre kazdé nepdrne ¢islo n plati 8 | V (n). VyuZijeme pritom rozklad daného vyrazu na
sucin

V(n)=n*+11n* =12 = (n* —1)(n* +12) = (n— 1) (n+ 1) (n* +12). (7.11.1)
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LubovoIné neparne prirodzené ¢islo n mozno zapisaf v tvare n = 2k — 1, pricom k € N . Pre také n
potom dostdvame

V(2k—1)=[(2k—1)—1][(2k — 1) + 1][(2k — 1)> + 12] = 4(k — 1)k(4k> — 4k + 13),

a kedZe sicin (k— 1)k dvoch po sebe idudcich celych ¢isel je delitelny dvoma, je cely vyraz delitelny
Osmimi.

Zaver. Dany vyraz moZe davat po deleni ¢islom 48 prave len zvysky 0 a 24.

Pozndmka. Poznatok, Zze 8 | V (n) pre kazdé nepdrne n, mozno dokazaf aj inak, bez pouzitia
rozkladu 7.11.1. Ak je totiZ n = 2k — 1, pricom k € N , tak ¢islo

n?=2k—1?=4>—dk+1=4dk(k—1)+1

ddva po deleni 6smimi (vdaka tomu, Ze jedno z ¢isel &k, k — 1 je parne) zvySok 1, a teda rovnaky
zvySok déva aj &islo n* (ako druhd mocnina neparneho &isla n2). Plati teda n? = 8u+1an* =8v+1
pre vhodné celé u a v, takZe hodnota vyrazu

V(2k—1)=(8v+1)+11(8u+1)— 12 =8(v+ 11u)

je naozaj ndsobkom dsmich.
Pripojme aj podobny dokaz poznatku 3 | V (n) zo semindrneho stretnutia. Pre &isla n delitelné
tromi je to zrejmé, ostatné n su tvaru n = 3k £ 1, takze Cislo

n* = (3k+1)? = 9k* £ 6k +1 = 3k(3k+2)+ 1

déva po deleni tromi zvy$ok 1, rovnako tak aj &islo n* = (n?)?. Dosadenie n®> = 3u+1an* =3v+41
do vyrazu V (n) uZ priamo vedie k zdveru, ze 3 | V (n).

Uloha 7.12. [60-1-2] Dokaite, Ze vyrazy 23x+y, 19x+ 3y st delitelné ¢islom 50 pre rovnaké
dvojice prirodzenych ¢isel x, y.

RieSenie*. Predpokladajme, Ze pre dvojicu prirodzenych &isel x,y plati 50 | 23x + y. Potom pre
nejaké prirodzené ¢islo & plati 23x 4y = 50k. Z tejto rovnosti dostaneme y = 50k — 23x, CiZze 19x +
+ 3y = 19x + 3(50k — 23x) = 150k — 50x = 50(3k — x), takze &islo 19x + 3y je ndsobkom &isla
50.

Podobne to funguje aj z druhej strany. Ak pre nejakud dvojicu prirodzenych &isel x, y plati 50 | 19x+
+ 3y, tak 19x+ 3y = 50/ pre nejaké prirodzené ¢islo /. Z tejto rovnosti vyjadrime ¢islo y; dostaneme
y = (501 — 19x) /3 (dalsi postup by bol podobny, aj keby sme vyjadrili x namiesto y). Po dosadeni

dostaneme
501 — 19x _ 69x+ 507 — 19x _ 50-(x+1)

3 3 3
O vyslednom zlomku vieme, Ze je to prirodzené &islo. Citatel tohto zlomku je delitelny ¢islom 50.

V menovateli je len ¢islo 3, ktoré je nesudelitelné s 50, preto sa ¢islo 50 nemd s ¢im z menovatela
vykritif a teda ¢islo 23x + y je delitelné 50.

23x+y=23x+

Iné rieSenie*. Zrejme 3 - (23x+y) — (19x+ 3y) = 50x, ¢ize ak 50 deli jedno z &isel 23x+y a
19x + 3y, tak deli aj druhé z nich.
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Dopliiujiice zdroje a materialy

Vybornym zdrojom tloh jednoduchych aj zloZitejsich je publikdcia [Hol10], najma jej Casti 4.1, 4.2
a 4.3, ktoré obsahuji mnoho jednoduchsich aj zlozitejsich prikladov na dokazovanie delitelnosti,
spolo¢né delitele a nasobky aj dlohy o cifernych zdpisoch, preto mdéze byf vhodnym doplnenim
banky uloh nielen pre tento, ale aj nasledujice dva seminare.

2.3 November

Seminar 8: Tedria cisel II — ilohy 0 najmenSom spolo¢nom nasobku a najviac¢Som spo-
lo¢nom deliteli

Ciele

Zoznamif sa s metédami rieSenia prikladov o spolo¢nych delitefoch a ndsobkoch, upevnif znalosti
zo semindra predchadzajiceho.

Ulohy a riesenia

Uloha 8.1. [61-1-3-N1] Ur¢te, pre ktoré prirodzené &isla a, b plati (a,b) = 10 a zdroveti
[a,b] = 150.

RieSenie*. PretoZe 10 =2-5 a 150 = 2-3- 5%, pozadované rovnosti st splnené prave vtedy, ked
a=2-3"-5ab=2-3"-5"kde {s,u} ={0,1} a {t,v} = {1,2}. RieSenim je teda jedna zo $tvoric
{a,b} = {10,150} alebo {a,b} = {30,50}.

Komentar. Uloha je relativne jednoducha a nevyZaduje Ziadne $pecidlne znalosti, zdroveii viak
nie je trividlna. Tvor{ tak prijemné preklenutie medzi Skolskymi a olympiddnymi prikladmi.

Uloha 8.2. [60-1-5-N1] Nech d je najvi¢si spoloény delitel prirodzenych &isel a a b. Ukdte,
Ze Cisla a/d a b/d si celé a nesudelitelné.

RiesSenie. Ak je d najvia¢sim spolocnym delitelom Cisel a a b, potom existuju prirodzené ¢isla u a
v také, Ze a = ud a b = vd, ¢im sme dokézali prvu Casf tvrdenia. Druht dokdZeme sporom. Predpo-
kladajme, 7e a/d a b/d nie s nestidelitelné. Potom existuje ich najvicsi spolo¢ny delitel ;. Cislo
d, vSak potom deli aj ¢isla a a b, ¢o je spor s predpokladom, Ze d = (a,b).

Komentar. Tato mini-uloha je pripravnym krokom k nasledujicemu vSeobecnejSiemu tvrdeniu a
zaroven moze pripomentf pouzitie dokazu sporom.

Uloha 8.3. [60-1-5-N2] Dokdzte, Ze pre fubovolné prirodzené &isla a, b plati vztah

[a,b] - (a,b) = ab.
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RiesSenie. Nech d = (a,b), potom a = ud, b = vd pre nesidelitelné u a v, a teda [a,b] = uvd.
Porovnanim lavej a pravej strany dokazovanej nerovnosti dostdvame uvd - d = ud - vd, ¢o je pravdivé
tvrdenie, teda vzfah je dokazany.

Alternativne moZzeme vzfah dokédzat dvahou o exponentoch prvocisel, z ktorych su &isla a a b
zlozené. Necha=p{" - p3*---pf*ab=p\" - pgz e pfk, kde p; aZ py sd prvo&isla a oy, By prirodzené
¢isla. Potom

(a,b) = pllnin{fxl B} _pfzniﬂ{azﬁz} . .pkmin{akvﬁk}’

la,b] = prlnax{om B} _p;lax{az,ﬁz} - 'p;?aX{ak-ﬁk},
ab = p?l"_ﬁl ,pgﬁ'ﬁz .. ,p;:‘k-ﬁk_

KedZe pre akékolvek &isla o, B plati max{a, B} + min{a, B} = ot + B, a to vo vietkych pripadoch
o < B, o=, o > B, je nase tvrdenie dokdzané.

Komentar. Predchadzajtice tvrdenie je stavebnym kametiom mnohych tdloh o spolo¢nych ndsob-
koch a deliteloch, najmi mySlienka zapisu prirodzenych ¢isel a a b v tvare a = ud a b = vd, kde u
a v su prirodzené Cisla také, Ze (u,v) = 1 ad = (a,b) néjde uplatnenie velmi Casto.

Uloha 8.4. [64-1-5-N4] Plati pre kazdé tri prirodzené &isla a, b, ¢ a ich najviadsi spoloény
delitel’ d a ich najmensi spolo¢ny nasobok n rovnost abc = nd?

RieSenie. Neplati, uvedieme protipriklad. Napriklad pre ¢isla 15,18 a 24 je d = (15,18,24) = 3,
n=[15,18,24] = 360. Dalej 15-18-24 = 6480 a (15,18,24) - [15,18,24] = 3-360 = 1080, to viak
nie s rovnaké ¢isla a tvrdenie neplati.

Komentar. Vseobecnejsi pohlad na predchadzajtici problém by sme dostali skrz pohlad na expo-
nenty prvocisel, z ktorych su ¢isla a,b, ¢ zloZzené. Skiimand rovnosf nastane len v pripade, Ze su
vsetky tri ¢isla navzdjom po dvoch nesudelitelné.

Zaroven dloha demonstruje rieSenie uvedenim protiprikladu, ¢o je princip, s ktorym sme sa
v semindroch zatial nestretli a jeho spomenutie je urcite vhodné.

Uloha 8.5. [64-1-5-N5] Ak maji prirodzené &isla a, b najvacsieho spoloéného delitela d,
maju rovnakého najvicsieho spolocného delitela aj ¢isla a, b, a — b, a + b. Dokdzte. Plati
rovnaké tvrdenie pre najmensi spolo¢ny nasobok?

RieSenie. Najvicsi spolocny delitel tychto Styroch ¢isel nebude urcite vacsi ako d (ak by bol, potom
by d nebol najvacsi spolocny delitel ¢isel a a b, €o by bolo v spore s predpokladom tlohy). Staci teda
ukdzaf, 7ze d deli a+ b a a—b. Ak zapiSeme a a b v tvare a = ud a b = vd, pric¢om pre prirodzené
Cisla u, v plati (u,v) = 1, bude potom a+b = ud +vd = (u+v)d,a—b =ud —vd = (u—v)d.
Vidime, Ze d deli sicet aj rozdiel Cisel a a b, tvrdenie je teda dokdzané.

Tvrdenie pre najmensi spolo¢ny ndsobok neplati, uvedieme protipriklad. Pre ¢islaa =12, b =8,
a+b=20,a—b=4,[12,8] =24, aviak [12,8,20,4] = 120.

Komentir. Uloha precvicuje dokaz vieobecného tvrdenia a opif prinasa protipriklad ako dosta-
to¢ny argument.
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Uloha 8.6. [61-1-3-N4, resp. 50-II-1] Nidjdite vietky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre
ktoré plati a+ b+ [a,b] + (a,b) = 50.

RieSenie*. PoloZzme a = ud, b = vd, kde d je najvacsi spolocny delitel ¢isel a, b, prirodzené cisla
u,v st nesudelitelné a [a,b] = uvd. Podla zadania ma platif ud + vd + uvd + d = 50. Inak napisané,
(14u)(14v)d =50. Ndjdime preto vsetky rozklady ¢isla 50 na stcin troch prirodzenych &isel d, u+
+1,v+1, zktorych posledné dve st vicsie ako 1. Bez ujmy na v§eobecnosti méZeme predpokladat,
7e a < b, tj. u < v. Dostaneme nasledujiice moZnosti.

dlu+1|v+1|ju| v |a| b
1 2 25 1124|1124
1 5 10 {4] 9 [ 4] 9
2 5 5 41 4 18] 8
5 2 5 1|4 ]5]20

V pripade d = 2 dostaneme u = v = 4, to je vSak spor s tym, Ze u a v st nesudelitelné. Preto ma
uloha préve tri rieSenia.

Komentir. Uloha okrem vhodného zapisania &isel a, b a [a,b] vyZzaduje eSte vhodnd tpravu rov-
nosti zo zadania, opif tak kombinuje algebraické poznatky s poznatkami z oblasti tedrie Cisel.

Uloha 8.7. [61-S-1] Ndjdite vietky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati rovnost
mnoZin

{a-|a,b],b-(a,b)} = {45,180}.

RieSenie*. Z danej rovnosti vyplyva, Ze Cislo b je neparne (inak by obe ¢isla nalavo boli parne), a
teda ¢islo a je parne (inak by obe ¢isla nalavo boli nepéarne). Rovnosf mnoZin preto musi byf splnend

nasledovne:
a-la,b) =180 a b-(a,b) =45. (8.7.1)

KedZe ¢&islo a deli &islo [a, b], je &islo 180 = 22325 delitelné druhou mocninou (parneho) &isla a,
takZe musi platif bud' a = 2, alebo a = 6.
V pripade a = 2 (vzhladom na to, Ze b je neparne) plati

a-la,b)=2-[2,b] =2-2b = 4b,

¢o znamenad, Ze prvd rovnost v 8.7.1 je splnend jedine pre b = 45. Vtedy b- (a,b) = 45-(2,45) = 45,
takZe je splnend aj druhd rovnost v 8.7.1, a preto dvojica a = 2,b = 45 je rieSenim tlohy.
V pripade a = 6 podobne dostaneme

a-la,b)=6-[6,b] =6-2-[3,b] = 12-[3,b)],

¢o znamend, 7e prva rovnost v 8.7.1 je splnend prave vtedy, ked [3,b] = 15. Tomu vyhovuji jedine
hodnoty b =5 a b = 15. Z nich viak iba hodnota b = 15 spliia druhi rovnost v 8.7.1, ktor je teraz
v tvare b (6,b) = 45. Druhym rieSenim tdlohy je teda dvojica a = 6, b = 15, Ziadne dalSie rieSenia
neexistuju.



Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti 51

Zaver. Hladané dvojice si dve,atoa=2,b=45aa=6,b = 15.

Iné rieSenie*. Ozna¢me d = (a,b). Potom a = ud a b = vd, pri¢om u,v st nesudelitelné priro-
dzené Cisla, takze [a,b] = uvd. Z rovnosti

a-la,b) =ud-uvd =u*vd*> a b-(a,b)=vd-d=vd*

vidime, Ze &islo a - [a, b] je u>-ndsobkom &isla b - (a, b), takZe zadand rovnost mnoZin moze byt spl-
nend jedine tak, ako sme zapisali vzfahmi (1) v prvom rieSeni. Tie teraz mdZeme vyjadrif rovnostami

Wvd> =180 a vd* =45.

Preto plati u> = 180/45 = 4, &ize u = 2. Z rovnosti vd> = 45 = 325 vyplyva, 7e budd = 1 (a
v=45),alebod =3 (av=35). Vprvom pripade a =ud =2-1=2ab=vd =45-1 =45, v dru-
homa=ud=2-3=6ab=vd=5-3=15.

Poznamka. KedZe zo zadanej rovnosti okamZite vyplyva, Ze obe Cisla a,b sd delitelmi ¢isla 180
(takym delitelom je dokonca aj ich najmensi spoloény ndsobok [a, b]), je moZné dlohu vyriesit r6z-
nymi inymi cestami, zaloZenymi na testovani kone¢ného poctu dvojic konkrétnych ¢isel a a b. Ta-
kyto postup urychlime, ked vopred zistime niektoré nutné podmienky, ktoré musia &isla a, b spliiaf.
Napriklad spresnenie rovnosti mnoZin na dvojicu rovnosti (1) moZno (aj bez pouZitia ivahy o pa-
rite &isel a, b) vysvetlif v§eobecnym postrehom: siéin a - [a,b] je vzdy delitelny si¢inom b - (a,b),
pretoZe ich podiel moZno zapisat v tvare

a-la,b] a_la,b]
b-(a,b) (a,b) b’

teda ako sucin dvoch celych Cisel.

Komentar. Uloha je zloZitejsia ako predchidzajtice, d4 sa viak riesif mnohymi spdsobmi a bude iste
zaujimavé vidief rozne Studentské rieSenia. Je taktieZ vhodnym miestom na to, aby sme Studentov
nechali diskutovat o pristupoch medzi sebou a pripadne skusali hladaf slabiny jednotlivych zdovod-
neni. UrCite povaZujeme za vhodné zmienif poslednu rovnost z poznamky, kedZe ide o zaujimavy
postreh a metéda vhodného zapisania tvaru zlomku je uZito¢nd nielen tu. Na tiito tlohu nadvizuje
komplexnejSia doméca praca, ktord vSak vychddza z velmi podobného principu.

Uloha 8.8. [64-1-5] Rozdiel dvoch prirodzenych &isel je 2010 a ich najvidsi spoloény delitel
je 2014-kr4t mensi ako ich najmens{ spolo¢ny ndsobok. Urcte vSetky také dvojice Cisel.

RieSenie*. Ozna¢me hladané ¢isla a a b (a > b) a d ich najvacsi spoloény delitel. Potom a = ud,
b = vd, pricom u > v st nesudelitelné ¢isla. KedZe najmensi spolo¢ny nédsobok ¢isel a, b je ¢islo
uvd, dosadenim do zadanych vzfahov dostaneme rovnosti

a—b=(u —v)d=2010,

uvd =2014d, cize uv =2014.

PodTla rozkladu na sicin prvocisel 2014 = 2-19-53 vypiSeme vSetky mozné dvojice (u,v) a pre
kaZdu z nich sa presvedcime, ¢i ¢islo u — v je delitefom ¢isla 2010. V pozitivnom pripade prislusny
podiel udéva ¢islo d a vypocet nezndmych a = ud a b = vd je uz jednoduchy:
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a)u=2014av=1:u—v =2013 nedeli 2 010;

b)u=19-53=1007av=2:u—v =1005|2010,d =2,a=1007-2=2014,b=2-2 =4,
Au=2-53=106av=19: u—v = 87 nedeli 2 010;

du=53av=2-19=38:u—v=15[2010,d =134,a=53-134 =7102, b = 38-134 = 5092.
Zaver. Hladané ¢&isla tvoria jednu z dvojic (2014,4) alebo (7102,5092).

Komentar. Uloha neprinasa Ziadne nové poznatky a principy, je v§ak vhodna na trénovanie rieSenia
ststavy dvoch rovnic s dvomi nezndmymi a opif tak vytvori prepojenie s minulymi semindrmi.

Uloha 8.9. [60-1-5-D3] Nijdite vietky dvojice kladnych celych &isel a, b, pre ktoré mé vyraz
a 14b

b 9a

celoc¢iselnt hodnotu.

Riesenie*. Nech d = (a,b), potom a = ud, b = vd pre nestdelitelné prirodzené u a v. Skimany
vyraz bude po dosaden{ (9u? + 14v?) /(9uv), takZe 9u | 14v* a z nestdelitelnosti u a v mame u | 14,
navyse 3 | v. Podobne v | 9; vyskidSame kone¢ne vela moZnosti.

cvv s

Komentar. Uloha je zaujimava tym, Ze pracu s najvicsim spoloénym delitefom obsahuje nepriamo
a vyuziva tieZ poznatky o delitelnosti z minulého seminéra.

Uloha 8.10. [60-1-5] Dokézte, Ze najmensi spolo¢ny nasobok [a,b] a najvicsi spoloény
delitel (a,b) Tubovolnych dvoch kladnych celych &isel a, b spliiajii nerovnost

a-(a,b)+b-[a,b] > 2ab.
Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost.

RieSenie*. Nerovnost by bolo lahké dokazat, ak by niektory z dvoch s¢itancov na Tavej strane bol
sdm o sebe aspoii taky, ako prava strana. Cislo [a,b] je zjavne ndsobkom &isla a. Ak [a,b] > 2a,
tak bla,b] > 2ab a v zadanej nerovnosti plati dokonca ostrd nerovnost, lebo &islo a(a,b) je kladné.
Ak [a,b] < 2a, tak neostdva ind moznost ako [a,b] = a. To vSak nastane iba v pripade, ked b | a.
V tomto pripade (a,b) = b a v zadanej nerovnosti nastane rovnost.

z ws

Iné rieSenie*. Ozna¢me d = (a,b), takZe a = ud a b = vd pre nesudelitelné prirodzené &isla u, v.
Z toho hned vieme, Ze [a,b] = uvd. KedZze

a-(a,b)+b-la,b] = ud® +u*d* = u(1+v*)d?,
2ab = 2uvd®,

je vzhladom na ud” > 0 nerovnost zo zadania ekvivalentnd s nerovnosfou 1+ 1> > 2v, &ize (v —
—1)2 >0, ¢o plati pre kazdé v. Rovnost nastane prave vtedy, ked'v = 1, ¢ize b | a.

Iné rieSenie*. Ozna¢me d = (a,b). Je zndme, Ze |a,b] - (a,b) = ab. Po vyjadreni [a,b] z tohto
vzfahu, dosadeni do zadanej nerovnosti a ekvivalentnej tiprave dostaneme ekvivalentni nerovnost
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d? +b? > 2bd, ktord plati, lebo (d — b)> > 0. Rovnosf nastdva pre d = b, &iZe v pripade b | a.

Komentar. Na tspesné zvladnutie dlohy je opif potrebnd znalost z predchddzajiceho semindra
o nerovnostiach a taktieZ ponuka $iroké spektrum pristupov, takze bude zaujimavé sledovat, ako
k nej Studenti pristipia.

Domaca praca

Uloha 8.11. [61-1-3] Najdite vietky trojice prirodzenych &isel a, b, ¢, pre ktoré plati mno-
Zinova rovnost

{(a,b),(a,c),(b,c),la,b],la,c],[b,c]} = {2,3,5,60,90, 180},

pri¢om (x,y) a [x,y] oznaCuje postupne najvacsi spolo¢ny delitel' a najmensi spolo¢ny ndso-
bok Cisel x a y.

RieSenie*. Prvky danej mnoZiny M rozlozime na prvocinitele:
M=1{2,3,52%.3.52.32.5,22.32.5},

Odtial vyplyva, Ze v rozklade hladanych Cisel a, b, c vystupuju iba prvocisla 2, 3 a 5. Kazdé€ z nich
je pritom prvocinitelom prdve dvoch z ¢isel a, b, c: keby bolo prvocinitelom len jedného z nich,
chybalo by v rozklade troch najvacsich spolo¢nych delitelov a jedného najmensieho spolo¢ného
ndsobku, teda v Styroch &islach z M; keby naopak bolo prvocinitelom vSetkych troch &isel a, b, c,
nechybalo by v rozklade Ziadneho ¢isla z M. Okrem toho vidime, Ze v rozklade kazdého z ¢isel
a,b,c je prvocislo 5 najviac v jednom exempldri.

Podla uvedenych zisteni moZeme Cisla a, b, ¢ usporiadat tak, ze rozklady ¢isel a, b obsahujui po
jednom exemplari prvocisla 5 (potom (¢,5) = 1) a Ze (a,2) = 2 (ako vieme, aspori jedno z &isel a, b
musi byf parne). Cislo 5 z mnoziny M je potom nutne rovné (a,b), takze plati (b,2) = 1, a preto
(b,3) = 3 (inak by platilo (b,c) = 1), odtial zase s ohladom na (a,b) =5 vyplyva (a,3) = 1. Mame
tedaa=5-2°ab=>5-3" pre vhodné prirodzené ¢isla s a z.

Z rovnosti [a,b] = 2°-3" -5 vyplyva, Ze nastane jeden z troch nasledujicich pripadov.

(1)2°-3.5=60=22%-3!.5. Vidime, Ze platis=2at=1,c¢iZe a=20ab = 15. Lahko uréime,
Ze tretim ¢islom je ¢ = 18.

(2)2°-3-5=90=2"'-32.5.V tomto pripade a = 10, b =45 a c = 12.

(3)2°-3"-5=180=2%-3%.5.Teraza =20, b =45ac =6.

Zaver. Hladané &isla a, b, ¢ tvoria jednu z mnozin {20,15, 18}, {10,45,12} a {20,45,6}.

Iné rieSenie*. V danej rovnosti je mnoZina napravo tvorend Siestimi roznymi ¢islami va¢$imi ako
1, takze &isla (a,b), (a,c), (b, c) musia byt netrividlnymi delitelmi postupne &isel [a, b, [a,c], [b,c].
Cisla 2, 3, 5 ale Ziadne netrividlne delitele nemajt, musi teda platit

{(a,b),(a,c),(b,c)} ={2,3,5} a {[a,b],[a,c],[b,c]} ={60,90,180}.

Pretoze poradie ¢isel a, b, ¢ nehrd Ziadnu ilohu, méZeme predpokladat, Ze plati (a,b) =2, (a,c) =3
a (b,c) = 5. Odtial vyplyvaji vyjadrenia

a=2-3-x=6x, b=2-5-y=10y, ¢=3-5-z7 =15z
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pre vhodné prirodzené &isla x,y, z. Zo zndmej rovnosti [x,y] - (x,y) = xy tak dostaneme vyjadrenia
najmensich spolo¢nych ndsobkov v tvare

6x-10 6x-15 10y- 15
= x2 y:30xy, la,c] = x3 Z:30362, [b,c]:%:

[a,b] 30yz

Z rovnosti {30xy,30xz,30yz} = {60,90,180} upravenej na {xy,xz,yz} = {2,3,6} potom vdaka
tomu, Ze 2 a 3 st prvocisla, vyplyva {x,y,z} = {1,2,3}. PretoZe z podmienky 5 = (b,c) = (10y, 15z)
vyplyva y # 3 a z # 2, prichddzaji do dvahy len trojice (x,y,z) rovné (1, 2, 3), (2, 1,3)a (3, 2, 1),
ktorym postupne zodpovedaju trojice (a, b, c) rovné (6, 20, 45), (12, 10, 45), (18, 20, 15). Skdskou
sa presvedc¢ime, Ze vSetky tri vyhovuji mnoZinovej rovnosti zo zadania tlohy.

Uloha 8.12. [63-S-2] Cisla 1,2, ..., 10 rozdelte na dve skupiny tak, aby najmens{ spoloény
ndsobok sucinu vsetkych ¢isel prvej skupiny a stic¢inu vsetkych ¢isel druhej skupiny bol co
najmensi.

Riesenie*. Pre uvazované siciny a a b urite platia-b=1-2-...-10=28.3%.52.7. Aspoii jedno
z &isel a,b je preto delitelné 24, aspoii jedno delitelné 3%, aspoii jedno delitelné 5 a prave jedno
delitelné 7. Pre najmensi spoloény nadsobok n &isel a, b preto plati n > 2*-32.5.7 = 5040, pritom
rovnost tu nastane prave vtedy, ked ani jedno z &isel a, b nebude delitelné Ziadnym z &isel 2°,3% a
52.

Ak zvolime napriklada=2-3-4.5-6 =720ab=1-7-8-9.10 = 5040, bude najmensi spolo¢ny
ndsobok oboch ¢isel prave 5040. Tym je ukdzané, Ze 5040 je naozaj najmensia zo vSetkych moZnych
hodnét n.

I ked’bolo tlohou ndjst iba jeden priklad, pre tplnost uvedieme vsetky rozdelenia s minimélnou
hodnotou n = 5040:

Prv4 skupina ¢isel Druh4 skupina cisel

2,3,4,5,6 1,7,8,9,10
3,5,6,8 1,2,4,7,9, 10
2,5,8,9 1,3,4,6,7, 10
1,2,3,4,5,6 7,8,9,10
1,3,5,6,8 2,4,7,9,10
1,2,5,8,9 3,4,6,7,10
2,3,4,5,6,7 1,8,9,10
3,5,6,7,8 1,2,4,9,10
2,5,7,8,9 1,3,4,6,10
1,2,3,4,5,6,7 ,9,10
1,3,5,6,7,8 2,4,9,10
1,2,5,7,8,9 3,4,6,10

N4jst ich nie je fazké, ked si uvedomime, Ze ¢isla 1 a 7 méZeme daf do Tubovolnej z oboch
skupin, zatial ¢o v tej istej skupine spolu nemoézu byt 4 s 8,5 s 10, 3 59 ani 6 s 9; s 8 spolu mdze
byf prave jedno z parnych &isel 2, 6 a 10. Ziskame tak iba tri zdkladné rozdelenia (prvé tri riadky
tabulky), z ktorych mozno kazdé $tyrmi sposobmi doplnif ¢islami 1 a 7.

Pozndmka. Ulohu moZno vyriesif aj bez vypoctu si¢inu a - b. Delitelnosf n &islami 32,5 a 7 vy-
plyva z ich priameho zastipenia medzi rozdelovanymi &islami, delitelnost ¢islom 2* z jednoduchej
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uvahy o rozdeleni vSetkych piatich parnych ¢isel: ak nie je ¢islo 8 vo svojej skupine ako parne je-
diné, je vSetko jasné, v opacnom pripade si v rovnakej skupine ¢isla 2, 4 a 6 (aj 10, ale to uZ ani
nepotrebujeme).

Dopliiujiice zdroje a materialy

Materidly vhodné na dalSie pocitanie ndjdeme v minulom semindri. KedZe témy su si velmi blizke,
publikicie zvycCajne obsahuji dlohy zamerané na obe témy.

Seminar 9: Teoéria ¢isel III - dlohy o cifernych zapisoch
Ciele

Precvicenie dloh zaoberajticich sa cifernymi zapismi, pouZitie rozvinutého z4pisu ¢isla a ivah o de-
liteInosti pri rieSen{ tychto dloh.

Uvodny komentar

Semindr nie je naro¢ny z pohladu objemu novych poznatkov, nemalé dsilie v§ak bude vyzadovaf
systematickd prica, vyuZitie poznatkov o delitelnosti z predchddzajicich semindrov, zvdZenie vset-
kych moZnych variantov ¢i hladanie spravneho rieSenia efektivnejSim spdsobom neZ vypisanim
vsetkych moZnosti.

Ulohy a riesenia

Uloha 9.1. [59-1-6-N1] Trojciferné Cislo sa konci cifrou 4. Ak tdto cifru presunieme na
prvé miesto (a ostatné dve cifry nechdme bez zmeny), dostaneme c¢islo, ktoré je o 81 mensie

2 wos 2 w2

ako povodné ¢islo. Urcte pdvodné Cislo.

RieSenie. Oznacme prvé dve cifry hladaného trojciferného ¢isla a a b. Zadanie potom modzZeme
prepisaf do nasledujicej rovnice 100a + 10b +4 = 4-100 + 10a + b + 81. Po tprave a vydelen{
celej rovnosti deviatimi dostdvame 10a + b = 53. KedZe a aj b st kladné jednociferné ¢isla (pretoze
su to cifry), je zrejmé, Ze a = 5 a b = 3. Hladanym trojcifernym ¢islom je tak ¢islo 534, ¢o potvrdi

aj skiska spravnosti.

Komentar. Uloha je v porovnani s tym, ¢o v seminarnom stretnuti nasleduje, jednoduchd, osviezi
vsak Studentom casto pouZivani myslienku: ¢islo abc méZzeme zapisaf v tvare 100a 4 10b + ¢. Td
vyuZijeme v mnohych dalSich dlohéch.

Uloha 9.2. [ [Hol10], tiloha 20, str. 110] Najdite vietky prirodzené dvojciferné &isla, ktoré
sa rovnaju dvojndsobku stcinu svojich cifier.

RieSenie*. Ozna¢me nase hladané &islo ab. Zadanie potom mdZeme napisaf ako 10a + b = 2ab,
pri¢om a # 0 (inak by hladané ¢islo nebolo dvojciferné). Taktiez b # 0, pretoze 10a+b = 2ab > 0.
KedZe ¢&isla 10a a 2ab su parne, musi byt parne aj b, teda b = 2k, k € {1,2,3,4}. Vyuzitim tohto
poznatku méZeme rovnicu z uvodu rieSenia upravif na tvar 10a = b(2a — 1) = 2k(2a — 1), teda
5a =k(2a—1) Preto bud'5 | k alebo 5 | (2a — 1). KedZe ale k € {1,2,3,4}, plati 5 { k a preto musi
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platif 5 | (2a— 1). Jediné moZnosti, ktoré tito podmienku spliiajd, st a = 3 alebo a = 8. Ak je a = 8,
dostdvame zo zadania 10-8+b =2-8-b, teda b = 16/3. To viak rieSenim tlohy byt nemdZe, pre-
toZze b musi byt celé jednociferné ¢islo. Preto ostava len moZnost a = 3, odkial odvodime b = 6.
Skuskou overime, Ze ndjdené ¢islo 36 vyhovuje zadaniu.

Komentar. Uloha m4 krétke a jednoduché zadanie, jej rieSenie viak vyZaduje uplatnenie znalosti
o delitelhosti aj zdpis ¢isla v rozvinutom tvare.

Uloha 9.3. [61-11-2] Janko m4 tri karti¢ky, na kazdej je ind nenulova cifra. Stcet vietkych
trojcifernych Cisel, ktoré mozno z tychto karticiek zostavit, je ¢islo o 6 vicSie ako trojndsobok
jedného z nich. Aké cifry su na kartickach?

RieSenie*. Oznac¢me abc to trojciferné Cislo, o ktorého trojndsobku sa piSe v texte dlohy. Plati tak
rovnica

3abc + 6 = abc + acb + bac + bca + cab + cba

KedZe na pravej strane je kazda z cifier a,b,c dvakrdt na mieste jednotiek, desiatok aj stoviek,
mdZeme rovnicu prepisaf na tvar

300a+30b+3c+6 =222a+222b+222¢, Cize 7T8a+6=192b+219c.

Po vydeleni ¢islom 3 dostaneme rovnicu 26a + 2 = 64b + 73c, z ktorej vidime, Ze c je parna cifra.
Plati preto ¢ > 2, ¢o spolu so zrejmou nerovnosfou b > 1 (pripominame, Ze vSetky tri nezname cifry
st podla zadania nenulové) vedie k odhadu

64b +73c > 64 4146 = 210.

Musi preto platif 26a +2 > 210, odkial'a > (210 —2) : 26 = 8, takZe cifra a je bud'8, alebo 9. Pre
a = 8 vsak v nerovnosti z predoslej vety nastane rovnost, takZe nutne » = 1 a ¢ = 2 (a rovnica zo
zadania tlohy je potom splnend). Pre a = 9 dostdvame rovnicu

64b +73¢ = 26-9 +2 = 236,

z ktorej vyplyva, Ze c je jednak delitelné $tyrmi, jednak je menSie ako 4, ¢o nemoZe nastaf sicasne.
Zaver. Cifry na kartickdch si 8,2 a 1.
Pozndmka. Riesif odvodend rovnicu 26a + 2 = 64b + 73¢ pre nezndme (nenulové a navzajom
rozne) cifry a,b,c mozno viacerymi dplnymi a systematickymi postupmi, uviedli sme len jeden
z nich.

Komentir. Uloha je zloZitej$ia neZ Gvodné dve. Vychddza sice z rozvinutého zépisu &isla, aviak
vyzaduje dodato¢nu netrividlnu analyzu. Bude preto iste zaujimavé diskutovat so Studentmi o tom,
ako k pristupovali k rieSeniu rovnice 26a + 2 = 64b + 73c.

Uloha 9.4. [63-11-1] Ndjdite vietky trojice (nie nutne roznych) cifier a, b, c také, 7e pitciferné
¢isla 6abe3 a 3abcb6 si v pomere 63 : 36.
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RieSenie*. Zostavime a vyrieSime rovnicu pre nezname cifry a, b, ¢, ktord vdaka tvaru zadanych
¢isel mdZeme zapisaf rovno pre jedind neznamu x = 100a + 10b +c:

60000+ 10x+3 63 7
30000+ 10x+3 36 4’
40x + 240012 = 70x + 210042,

30x = 29970,
x=999.

Zaver. Ndjdenému x zodpoveda trojica cifier a = b = ¢ = 9. Uloha m4 jediné rieSenie.

Komentir. Uloha prin4$a zaujfmavi myslienku zjednodusenia z4pisu, ktory potom vedie k rieSeniu
jednoduchej linedrnej rovnice. Aj napriek tomu, Ze rieSenie nevyZaduje mnoho pocitania, ukryva
tloha zaludnost v podobe toho, Ze Studenti mdzu prist k spravnemu rieSeniu nespravnymi ivahami.
Viac o tejto konkrétnej tlohe a jej tiskaliach je mozné n4jst v lanku [Sté15], ktory povaZujeme za
hodny prestudovania.

Uloha 9.5. [57-1-6-D2, resp. 53-11-4] Ziaci mali vypogitat priklad x + y - z pre trojciferné
¢islo x a dvojciferné ¢isla y, z. Martin vie ndsobif a s¢itaf ¢isla zapisané v desiatkovej ststave,
ale zabudol na pravidlo prednosti ndsobenia pred s¢itanim. Preto mu vyslo sice zaujimavé
¢islo, ktoré sa pise rovnako zlava doprava ako sprava dolava, spravny vysledok bol ale o 2004
mensi. Urcte Cisla x,y, z.

RieSenie*. Martin vypocital hodnotu (x -+ y)z namiesto x + yz, takZe podla zadania plati

(x+y)z— (x+yz) =2004, d&ize x-(z —1)=2004=12-167,

2 w2

pricom 167 je prvocislo. Cinitele x a z — 1 uréime, ked'si uvedomime, Ze 7 je dvojciferné &islo, takze
9 <z —1<98. Vidime, Ze nutne z— 1 = 12 ax = 167, odkial z = 13. Martin teda vypocital ¢islo
V = (167+y)-13. Cislo V je preto §tvorciferné, a pretoZe sa &ita spredu rovnako ako zozadu, m4 tvar
abba = 1001a+ 110b. Pretoze 1001 = 13- 77, musi platit rovnost (167 +y)- 13 =13-77a+ 110b,
z ktorej vyplyva, Ze Cislica b je delitelna trindstimi, takZe b = 0. Po dosadeni dostaneme (po deleni
trindstimi) rovnost 167 4+y = 77a, ktora vzhlfadom na nerovnosti 10 < y < 99 znamend, Ze Cislica
a sarovnd 3, takze y = 64.

V druhej Casti rieSenia sme mohli postupovat aj nasledovne. Pre ¢islo V = (167 +y) - 13 vyché-
dzaji z nerovnosti 10 <y <99 odhady 2301 <V < 3458. Zistime preto, ktoré z ¢isel 2bb2, kde
b€ {3,4,5,6,7,8,9} a &isel 3bb3, kde b € {0,1,2,3,4}, st delitelné trinastimi. Aj ked sa tychto
dvanésf ¢isel dé rychlo otestovaf, urobme to vSeobecne ich ¢iastoénym vydelenim trinastimi:

2bb2 = 2002 + 110b = 13- (154 + 8b) + 6b,

3bb3 = 3003+ 110b = 13- (231 + 8b) + 6b.

Vidime, Ze vyhovuje jedine ¢islo 3bb3 pre b = 0. Vtedy 167 +y = 231, takze y = 64.
Zaver. Ziaci mali pocitaf priklad 167 +64-13, tedax = 167, y = 64 a7 = 13.

Komentar. Na prvy pohlad sa mdzZe zdaf, Ze tloha nepatri do tohto semindra, ako sa vSak v priebehu
rieSenia ukdZe, m4 tu svoje miesto. TaktieZ zaujimavym spdsobom spdja poznatky o delitelnosti,
prip. sa v jej rieSeni uplatnia odhady — tiito metédu sme uZ taktieZ v dneSnom semindri vyuZili.
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Uloha 9.6. [58-1-3-N1, resp. 56-S-1] Urcte pocet vietkych Stvorcifernych prirodzenych
¢isel, ktoré su delitelné Siestimi a v ktorych zéapise sa vyskytujui prave dve jednotky.

Riesenie*. Aby ¢islo bolo delitelné Siestimi, musi byt parne a mat ciferny sucet delitelny tromi.
Ozna¢me teda b Cislicu na mieste jednotiek (t4 musi byt parna, b € {0,2,4,6,8}) a a td Eislicu,
ktord je spolu s &islicami 1, 1 (a # 1) na prvych troch miestach §tvorciferného &isla, ktoré spliia
poziadavky ulohy. Aby bol sicet ¢islic a + 1+ 1 + b takého ¢&isla delitelny tromi, musi ¢islo a + b
ddvat po deleni tromi zvySok 1. Pre b € {0,6} tak mdme pre a moznosti a € 4,7 (a # 1), pre
b € {2,8} mime a € {2,5,8} a kone¢ne pre b = 4 mame a € {0,3,6,9}. Pre kazdé zvolené b a
zodpovedajice a # 0 st zrejme tri moZnosti, ako ¢islice 1, 1 a a na prvych troch miestach usporiadat,
to je spolu (2-2+42-3+3) -3 = 39 moznosti, pre a = 0 (ked b = 4) potom st len dve moZnosti
(¢islica nula nemdze byf prva ¢islica Stvorciferného Cisla).

Celkom existuje 41 $tvorcifernych prirodzenych &isel, ktoré spliiaji podmienky.
Alternativnym postupom je vypisanie vSetkych moZnosti na zdklade ciferného sictu, ktory musi
byt delitelny troma a zroven sa koncif parnou cifrou.

Komentir. Uloha vyuZiva poznatky o delitelnosti, takZe pekne nadvizuje na predchidzajice se-
mindre. TieZ je prvou tlohou o cifernom zdpise, v rieSeni ktorej nevyuZijeme rozvinuty z4pis Cisla,
ale skor intuitivne kombinatorické ivahy.

Ak sa Studenti vyberu cestou vypisovania vSetkych moZnych kombindcii, skisime ich povzbu-
dit, aby ich usilie bolo ¢o najsystematickejSie a efektivne, prip. prediskutujeme, ¢i sa rieSenie da
néjsf aj inou cestou.

Uloha 9.7. [58-1-3-N2, resp.54-1-5] Uréte pocet vetkych trojic dvojcifernych prirodzenych
¢isel a, b, c, ktorych sicin abc md zépis, v ktorom st vSetky cifry rovnaké. Trojice liSiace sa
len poradim ¢isel povaZzujeme za rovnaké, t. j. zapocitavame ich iba raz.

RieSenie*. Pre dvojmiestne ¢isla a, b, ¢ je sicin abc Cislo Stvormiestne, alebo piafmiestne, alebo
Sestmiestne. Ak sd teda vetky &islice ¢isla abe rovné jednej Eislici &, plati jedna z rovnosti abc =
=k -1111,abc =k -11111 alebo abc =k - 111111, k€ {1,2,...,9}.

Cisla 1111 =11-101a 11111 = 41-271 vSak maji vo svojom rozklade trojmiestne prvocisla,
takZe nemdzu byf sti¢inom dvojmiestnych Cisel. Ostava preto jedind moznosf:

abc=k -111111 =k -3-7-11-13-37.

Pozrime sa, ako mdzu byt prvocisla 3, 7, 11, 13, 37 rozdelené medzi jednotlivé Cinitele a, b, c.
PretoZe siciny 37-3 a3-7- 11 si vicsie ako 100, musi byt prvocislo 37 samo ako jeden Cinitel’ a

.....

100, prichddzaji do dvahy iba rozdelenia na Cinitele 3-11,7-13 a 37, alebo na ¢initele 3-13,7- 11
a 37. K tymto Cinitelom eSte pripojime moZné Cinitele z rozkladu Cislice k£ a dostaneme rieSenia
dvoch typov:

a=33k;,b=91,c=37k,, pricom ki € {1,2,3},k, € {1,2},

a=3%,b="77,c =3Tk,, pricom k; € {1,2},ky € {1,2},
HIadany pocet trojic ¢isel a,b,c jeteda3-2+4+2-2 = 10.
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Komentar. Poslednd dloha semindra je zaujimava myslienkou, Ze Cisla, ktoré maju vsetky cifry
rovnaké, sd nasobkami &fsel 11, 111, 1111, ... Dalsia analyza uplatni poznatky o rozklade &isla na
sucin prvocisel a je tak dal$im prikladom tdlohy, v ktorej musia Studenti zapojif vedomosti z pred-
chddzajicich semindrov.

Domaca praca

Uloha 9.8. [58-1-3] Najdite vietky Stvorciferné &isla n, ktoré maji nasledujice tri vlastnosti:
V zdpise &isla n sd dve rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo 7 je delitelné siedmimi. Cislo, ktoré
vznikne oto¢enim poradia cifier ¢isla n, je tiez Stvorciferné a delitelné siedmimi.

o X2

RieSenie*. V rieseni budeme oznacovaf ¢islo, ktoré vznikne otocenim poradia cifier ¢isla n, ako 7.
Rozoberieme tri pripady.

(i) Cislo n mé tvar aabb, kde a, b sii rozne cifry. TakZe n = 1100a+11b an = 1100b+ 11a. Cislo
7 md delif ako n, tak 77, teda aj ich rozdiel n —77 = 1089(a — b) a sicet n+n = 1111(a+b). KedZe ani
&islo 1089, ani ¢islo 1111 nie s ndsobkom siedmich a sedem je prvoéislo, tak 7| a—baj 7 | a+b. Ak
pouZijeme rovnaki dvahu este raz, vidime, ze 7 | (a—b) + (a+b) =2a a7 | (a+b) — (a—b) =2b,
teda7|aa7]|b,cizea,b € {0,7}. Cifry a,b si navzajom rdzne, preto jedna z nich musi byt 0. Ale

z X7

potom jedno z &isel aabb, bbaa nie je Stvorciferné. Hladané ¢islo n teda nemdZe maf uvedeny tvar.

(ii) Cislo n m4 tvar abab. Potom 7 | n = 1010a + 1015 a tiez 7 | # = 10105 + 101a. Podobne
ako v predchddzajicom pripade odvodime, Zze 7 |n —7n=909(a—b) a7 |n+n=1111(a+b), a
z rovnakych dovodov ako v predchadzajicom pripade zistujeme, Ze 7 | a, 7 | b. Niektora z cifier by
teda musela byt 0. Cislo n tak nemdZe maf ani tvar abab.

(iii) Cislo n m4 tvar abba. Potom otoenim poradia cifier vznikne to isté Cislo, takZze mdme
jedind podmienku 7 | 1001a + 110b. KedZze 7 | 1001 a 7 { 110, je tito podmienka ekvivalentnd
s podmienkou 7 | b. Preto b € {0,7},a € {1,2, ...,9}, a # b. Vyhovuje tak vSetkych 17 &isel, ktoré
prave uvedené podmienky Spiﬁajl’l: 1001, 2002, 3003, 4004, 5005, 6006, 7007, 8008, 9009, 1771,
2772, 3773, 4774, 5775, 6776, 8778, 9779.

z ¥z

Uloha 9.9. [57-1-6] Klarka mala na papieri napisané trojciferné ¢islo. Ked'ho spravne vyna-
sobila deviatimi, dostala Stvorciferné ¢islo, ktoré sa zacinalo rovnakou ¢islicou ako pdvodné
¢islo, prostredné dve Cislice sa rovnali a poslednd Cislica bola sictom &islic pdvodného ¢isla.
Ktor¢ Stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat?

RieSenie*. Hladajme pdvodné Cislo x = 100a + 10b + ¢, ktorého cifry st a,b,c. Cifru, ktora sa
vyskytuje na prostrednych dvoch miestach vysledného sti¢inu, oznaéme d. Zo zadania vyplyva

9(100a + 105+ ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a+ b+ c), (9.9.1)

pri¢om vyraz v poslednej zatvorke predstavuje cifru zhodnu s poslednou cifrou sicinu 9c. To vSak
znamend, Ze nemoze byf ¢ > 5: pre také ¢ sa totiZ kon¢i ¢islo 9c cifrou neprevysujicou 5, a pretoZe
a # 0, plati naopak a+b+c¢ > ¢ > 5.

Zrejme tieZ ¢ # 0 (v opa¢nom pripade by platilo a = b = ¢ = x = 0). Ostatné mozZnosti vySetrime
zostavenim nasledujicej tabulky.
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’c‘9c‘a+b+c\a+b‘
119 9 8

2| 18 8 6
3127 7 4
4136 6 2

Rovnost 9.9.1 moZno prepisaf na tvar
100(b—a—d)=10d+a+ 11b—8c. 9.9.2)

Hodnota pravej strany je asponi —72 a mensia ako 200, lebo kazdé z ¢isel a, b, c,d je najviac rovné
deviatim. TakZze budb—a—d =0, alebob—a—d = 1.

V prvom pripade po substitiicii d = b — a upravime vzfah 9.9.2 na tvar 8¢ = 3(7b — 3a), zktorého
vidime, Ze ¢ je ndsobkom troch. Z prvej tabulky potom vyplyva ¢ = 3,a = 4 — b, ¢o po dosadeni
do rovnice 8¢ = 3(7b — 3a) vedie k rieSeniu a = b = 2, ¢ = 3. Povodné ¢islo je teda x = 223 a jeho
devifnasobok 9x = 2007.

V druhom pripade dosadime d = b —a— 1 do 9.9.2 a zistime, Ze 8¢+ 110 = 3(7b — 3a). Vyraz
8c+ 110 je teda delitelny tromi, preto ¢islo ¢ ddva po deleni tromi zvySok 2. Dosadenim jedinych
moznych hodndt ¢ =2 a b = 6 — a do poslednej rovnice zistime, Ze a = 0, ¢o je v rozpore s tym, Ze
¢islo x = 100a + 10b + ¢ je trojciferné.

Zaver. Klarka dostala Stvorciferné ¢islo 2 007.

Pozndmka. Prva tabulka ponika jednoduchsi, ale numericky pracnejsi postup priameho dosa-
dzovania vSetkych pripustnych hodndt ¢isel a, b, ¢ do rovnice 9.9.1. Pocet vSetkych moZnosti moZno
obmedzif na desat odhadom b > a, ktory zistime pomocou vhodnej ipravy vztahu 9.9.1 napriklad
na tvar 9.9.2. RieSenie uvddzame v druhej tabulke.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
7 6 5 4 5 4 3 3 2 1

c 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
Ox || 1539 | 2349 | 3159 | 3969 | 1368 | 2178 | 2988 | 1197 | 2007 | 1026

Dopliiujiice zdroje a materialy

Vybornym zdrojom tloh jednoduchsich aj zloZitejSich je [Sed61].

Seminar 10: Geometria I — zakladné poznatky
Ciele

Zopakovaf a upevnif zdkladné poznatky z planimetrie, ktoré by Studenti mali maf zo zdkladnej $koly.
Venovat sa vlastnostiam uhlov, trojuholnikov, Stvoruholnikov a kruznic. Niektoré z poznatkov od-
vodif.

Uvodny komentar

KedZe planimetria astokrat nie je sii¢asfou osnov 1. roénika gymnazii, je potrebné poznatky Ziakov
z tejto oblasti o to starostlivejSie zopakovat. Geometrické tilohy maji velimi ¢asto najhorsiu tspes-
nosf v krajskych kolach MO, ¢o mdze mat viacero dévodov. Nepopieratelne vSak Studentom tréning
pomdZze, preto je geometrii v priebehu roka venovanych 8 semindrov.

Zo zmienenych dovodov ma preto tento semindr odlisnd Struktiru ako predchadzajice — viac
ako rieSeniu dloh z olympidd sa venujeme opakovaniu zdkladnych vlastnosti uhlov, trojuholnikov,
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Stvoruholnikov a kruznic, ktorych znalosti budd nenahraditelné v dalSich piatich geometrickych
semindroch. Spolu so Studentmi tak vytvorime zdkladnd vybavu, ktord im pomdze v boji s geomet-
rickymi zdludnosfami.

Studenti by mali mat nasledujtice znalosti (volne spracované podla [KHP00]):

> uhly

— chépat pojmy vrcholové, vedlajsie, stihlasné a striedavé uhly, vedief ndjst dvojice takych
uhlov a pouzivaf ich pri rieSenf tloh,

> trojuholniky
— poznaf zdkladné vlastnosti stran a vnitornych uhlov trojuholnika: trojuholnikova nerov-

nosf, stcet vndtornych uhlov,

— vediet popisaf rozdiely medzi ostrouhlym, pravouhlym, tupouhlym, v§eobecnym, rov-
noramennym a rovnostrannym trojuholnikom,

— chdpaf pojmy os uhla, os strany, vyska, faznica, strednd priecka, kruZznica vpisand a
opisand trojuholniku a poznat ich vlastnosti,

— poznaf a vediet pouZivat vzorec na vypocet obsahu trojuholnika,

— poznaf a vhodne pouzivaf vety o zhodnosti (sss, sus, usu, Ssu) a podobnosti (sss, sus,
uu, Ssu) trojuholnikov,

— poznaf a pouZivaf Pytagorovu vetu pre pravouhly trojuholnik,
> Stvoruholniky

— vedief popisat v§eobecny Stvoruholnik a jeho $pecifické pripady: rovnobeznik, $tvorec,
obdlZnik, kosostvorec, kosodlZnik, lichobeznik,

— poznaf zakladné vzorce pre vypocet obsahu réznych rovnobeznikov a lichobeznikov,

— vediet, Ze uhlopriecky v pravouholniku a rovnobezniku sa polia a vedief tento fakt vyuZzif
pri rieSeni dloh,

> kruznice a kruhy

— chdpaf pojmy kruZnica, kruh, kruznicovy obldk, doty¢nica, seCnica, tetiva, stredovy a
obvodovy uhol,

— poznaf a vedief pouZzivaf Talesovu kruZnicu,
> rieSenie konStrukénych dloh
— nacdrt, rozbor, popis konstrukcie, diskusia o pocte rieSeni.

Komentar. Skor nez frontalny vyklad je vhodné nechat skladaf mozaiku vedomosti Studentov. Ak
pracujeme s malou skupinou, méZeme o vysSie spomenutych bodoch diskutovat vSetci spolo¢ne.
Ak semindr navStevuje viacSie mnoZstvo zdujemcov o matematiku, rozdelime Studentov na menSie
skupiny, pricom kazda spracuje poznatky o zadanej neprazdnej podmnoZine vySSie spomenutych
oblasti. Tie si potom Studenti navzdjom odprezentuji, vedici semindra nepresnosti vhodnymi ot4z-
kami koriguje. Tato Cast by mala zabraf priblizne polovicu, prip. dve tretiny ¢asu vyhradeného na
semindr.

Komentar. V druhej polovici (aZ poslednej tretine semindra) niektoré zo zdkladnych tvrdeni, ktoré
budeme v priebehu dalsich stretnuti vyuZivat, dokdZzeme.
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Ulohy a rieSenia
Uloha 10.1. Dokézte, Ze sucet velkosti vnitornych uhlov lubovolného trojuholnika je 180°.

RieSenie. Vedime rovnobezku XY so stranou AB vrcholom C trojuholnika ABC, tak Ze bod C lezi
medzi bodmi X aY (obr. 10.1.1). Potom |{BAC| = |£ACX| a |£ABC| = |{BCY |, pretoZe ide o dvo-

X C Y

)
1

Obr. 10.1.1

jice striedavych uhlov. KedZe |{ACX |+ |{ACB| + |£BCY| = 180°, pretoze uhol XCY je priamy,
plati aj | BAC|+ |£ABC|+ |{ACB| = 180°.

Uloha 10.2. [66-1-3-N1] Z trojuholnikovych nerovnosti medzi dizkami strdn lubovolného

trojuholnika odvodte zndme pravidlo o < 8 = a < b o porovnani velkosti vnitornych uhlov
a dlZok protilahlych stran v fubovolnom trojuholniku ABC.

RieSenie*. Ak je o < B, mézeme ndjst vniitorny bod X strany AC, pre ktory plati |[{ABX| = «, a

teda |AX| = |BX|, takZe z trojuholnikovej nerovnosti |BC| < |BX|+ |XC| uZ vyplyva a < b.
C
X
o) o)
A B
Obr. 10.2.1

Uloha 10.3. [63-1-4-N3] DokaéZte vety:

a) Ak majd dva trojuholniky rovnakd vysku, potom pomer ich obsahov sa rovnd pomeru
dizok prislusnych zakladn.

b) Ak maji dva trojuholniky zhodné zdkladne, potom pomer ich obsahov sa rovnd pomeru
prislusnych vysok.

RieSenie. a) Ozna¢me rovnaku vysku dvoch trojuholnikov v. V trojuholniku 7 je tito vyskou na
zékladiiu ap, v trojuholniku 7; na zdkladfiu a;. Pomer obsahov tychto trojuholnikov je potom

1
ST] ialv . ai

- 9
AV %azv a

¢o sme chceli dokdzat.
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b) Ozna¢me zhodnu zdkladiiu dvoch trojuholnikov z, v trojuholniku 77 je vyska na tiito zakladiu
v1, v trojuholniku 73 je vySka na tito zdkladiiu vo. Pomer obsahov trojuholnikov 77 a 73 je

1
St 721 Vi

- )
St %sz V2

¢o je pomer prislusnych vysok.

Uloha 10.4. [61-I-5-N1] Pre vSeobecny trojuholnik ABC so stranami a, b, ¢ a obsahom §
plati pre polomer r vpisanej kruznice vzorec r = 25/(a+ b+ ¢). Dokdzte.

RieSenie*. Stred M vpisanej kruZnice rozdeluje uvaZovany trojuholnik ABC na tri menSie troju-
holniky BCM, ACM, ABM s obsahmi %ar, %br, %cr, ktorych stcet je S, odkial vyplyva dokazovany
vzorec.

Obr. 10.4.1

Uloha 10.5. Dokazte, Ze uhlopriecky v rovnobezniku sa navzajom polia.

RieSenie. Ozna¢me U priesecnik uhlopriecok AC a BD rovnobeznika ABCD (obr. 10.5.1). KedZe

D C

Obr. 10.5.1

uhly ABD a BDC su striedavé, majui rovnaku velkosf. Podobne uhly BAC a ACD st rovnako velké,
pretoZe su takisto dvojicou striedavych uhlov. Potom st trojuholniky ABU a CDU zhodné, kedZe
sa zhoduju v jednej strane |[AB| = |CD| a v dvoch k nej prilahlych uhloch. Preto aj |AU| = |UC|,
|BU| = |UD| a tvrdenie je dokdzané.

Uloha 10.6. [58-1-4-N1] Oznaéme U priese¢nik uhloprieok daného konvexného $tvoru-
holnika ABCD. Dokézte, Ze priamky AB a CD st rovnobeZné prave vtedy, ked trojuholniky
ADU a BCU maju rovnaky obsah.
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RieSenie. Rovnost obsahov trojuholnikov ADU a BCU je ekvivalentnd s rovnostou obsahov troju-
holnikov ABC a ABD so spolo¢nou stranou AB, pretoZe Sapc = Sapu + Spcu a Sagp = Sapu +Savp
(obr. 10.6.1). Trojuholniky ABC a ABD maju spolo¢nii zdkladiiu AB, takZe ich obsahy budd rovnaké
prave vtedy, ak vySky na tito stranu budi rovnaké, resp. ak body C a D budu od priamky AB rov-
nako vzdialené. To nastane len v pripade, ak body C a D leZia na priamke rovnobeZnej s priamkou
AB, ¢o sme chceli dok4zat.

SN

\, \
R
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AR R Y "\ \
\

X

\, \ RN
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Obr. 10.6.1

Uloha 10.7. [64-1-4-N1] Lichobeznik ABCD ma zkladne s dizkami |[AB| =aa |CD| =ca
jeho uhlopriecky sa pretinaji v bode U. AKY je pomer obsahov trojuholnikov ABU a CDU?

ABAU| = |£UCD

RieSenie. Trojuholniky ABU a CDU st zrejme podobné ( LABU| = |4CDU|,

[}

D c C
V2
U1
A a B
Obr. 10.7.1

|LAUB| = |£CUD|, pretoze prvé dve st dvojice striedavych uhlov, posledné dva si uhly vrcholové)
s koeficientom podobnosti k = a/c. Preto pre vysku v; na stranu AB v trojuholniku ABU a vy$ku
v na stranu CD v trojuholniku CDU plati vy /v, = k, resp. vi = kvo = (av,)/c. Potom pre pomer
obsahov trojuholnikov ABU a CDU mame

1 ay
Sau _ Zavi a2 a’

Scpu %cvz vy 2

Zaverecny komentar Na prvy pohlad by sa mohlo zdaf, Ze Studenti budi o(c)hromeni mnoZstvom
novych poznatkov v tomto semindri. Difame vSak, Ze sa tak nestane, kedZe velkd vicSina obsahu
by mala byf prinajmensom povedomd, ak nie Gplne zrozumitelnd. Semindr tieZ patri k tym menej
ndro¢nym, avSak je velmi dodleZitou pripravou pred tvrdS$imi orieskami.
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Domaca praca

Uloha 10.8. [58-1-2-D1] Nech & je kruZnica opisané pravouhlému trojuholniku ABC s pre-
ponou AB dizky c. Oznaéme S stred strany AB a D a E priese¢niky osf stran BC a AC s jednym
oblikom AB kruZnice k. Vyjadrite obsah trojuholnika DSE pomocou dizky prepony c.

RieSenie. Trojuholnik DSE je pravouhly rovnoramenny s pravym uhlom pri vrchole S, pretoZe od-

vesny DS a ES leZia na osiach navzdjom kolmych stran. Odvesny maji dizku 5» pretoZe st to polo-
2

mery kruznice opisanej trojuholniku ABC. Obsah trojuholnika DSE je % -|DS|-|DE| = % 5 5=5%-

Uloha 10.9. [58-1-2-D2] Vyjadrite obsah rovnoramenného lichobeZnika ABCD so zdklad-
tiami AB a CD pomocou diZok a, ¢ jeho zakladni a dizky b jeho ramien.
RieSenie. Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme predpokladaf, Ze a > b. Najprv vyjadrime vysku v

pomocou dl7ok zdkladni a odvesien. Nech je P piita vysky z bodu D na stranu AB. Potom |AP| =
= (a—c) /2. Pouzitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku APD méme

2
(5°) +r=r

odkial' v = /b2 — (45¢)2 = 1,/4b? — (a— c)? a preto pre obsah lichobeZnika dostdvame

1 1
SaBcD = E(a—kc)-v: Z(a+c) 462 — (a—c)2.

Doplnujice zdroje a materialy

Ak Studenti budd stéle neisti v pouZivani zdkladnych geometrickych poznatkov, je moZné ich odka-
zat na zakladoskolské ucebnice geometrie, v ktorych ndjdu aj jednoduchsie priklady na precvicenie,
prip. vhodnym doplnkom geometrického vzdelania je aj publikédcia [Kad96].

Seminar 11: Geometria II — podobné trojuholniky a Pytagorova veta

Ciele

Precvicif rieSenie tiloh vhodnym (viacndsobnym) vyuZitim Pytagorovej vety a dvojic podobnych
trojuholnikov

Ulohy a riesenia

Uloha 11.1. [66-S-3] Pita P vy3ky z vrcholu C v trojuholniku ABC deli stranu AB v pomere
|AP| : |PB| =1: 3. V rovnakom pomere st aj obsahy $tvorcov nad jeho stranami AC a BC.
Dokazte, Ze trojuholnik ABC je pravouhly.

RieSenie*. Oznaéme d dizku tsecky AP a v dizku vysky CP trojuholnika ABC. Dizky jeho stran
ozna¢ime zvy€ajnym spdsobom a, b, c. Zo zadania teda vyplyva |PB| = 3d.



66 Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti

C
b/ v a
/]
A d P 3d B

Obr. 11.1.1

Pouzitim Pytagorovej vety v trojuholnikoch APC a PBC dostivame rovnosti b> = d* +1? a
a* = 9d? +v?. Z druhého predpokladu tlohy potom vyplyva rovnost a®> = 3b?, ¢ize 9d> +v?> =
= 3d? 4 3v?, odkial v? = 3d?. Dosadenim do prvych dvoch rovnosti tak dostdvame a> = 12d? a
b? = 4d>. A kedze ¢ = 4d, Cize ¢* = 16d°, dokézali sme, Ze pre dizky stran trojuholnika ABC plati
a4+ b=

Trojuholnik ABC je preto podla obritenej Pytagorovej vety pravouhly.

Pozndmka. Ak zvaZzime pomocny pravouhly trojuholnik s odvesnami a a b, tak pre jeho preponu ¢’
podla Pytagorovej vety plati ¢’ = a” + b%. Porovnanim s odvodenou rovnostou ¢? = a? + b? tak do-
stdvame ¢’ = ¢, takZze povodny trojuholnik je podla vety sss zhodny s trojuholnikom pomocnym,
a je teda skutocne pravouhly. M6Zeme toleroval nazor, Ze samotna Pytagorova veta uddva nielen
nutnd, ale aj postacujicu podmienku na to, aby bol dany trojuholnik pravouhly.

Komentir. Uloha relativne priamociaro vyuZiva viacnisobné vyuZitie Pytagorovej vety, je tak
vhodnym zahrievacim problémom tohto semindra.

Uloha 11.2. [66-1-3] Pita vysky z vrcholu C v trojuholniku ABC deli stranu AB v pomere
1 : 2. Dokdzte, Ze pri zvy¢ajnom oznaceni dizok strdn trojuholnika ABC plati nerovnost

3la—b| <c.

RieSenie*. Pita D uvaZovanej vysky je podla zadania tym vnitornym bodom strany AB, pre ktory
plati |AD| = 2|BD| alebo |BD| = 2|AD|. Obe moZnosti st znizornené na obr. 11.2.1 s popisom diZzok
strdn AC, BC a oboch usekov rozdelenej strany AB. Pytagorova veta pre pravouhlé trojuholniky ACD

C C
b L a b L a
D D

c B A Le

o
wlNo
o
Wl
o

&

1
3

W

Obr. 11.2.1
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a BCD vedie k dvojakému vyjadreniu druhej mocniny spolo¢nej odvesny CD, pricom v situdcii

nalavo dostaneme
2\? 1\?
|CD|? = b* — (3c> =a’ - <3C) ,

odkial po jednoduchej dprave poslednej rovnosti dostaneme vzfah
3(b*—a*) = .

Pre druhu situdciu vychddza analogicky
3(a* - b*) = .

Zavery pre obe moZnosti mozno zapisat jednotne ako rovnosf s absolitnou hodnotou
3|a® —b*| =

Ak pouZijeme rozklad |a® — b?| = |a — b|(a+ b) a nerovnost ¢ < a + b (ktord ako je zname spliiajt
dizky stran kazdého trojuholnika ABC), dostaneme z odvodenej rovnosti

3la—b|c < 3|a—b|(a+b) =,

odkial'po vydeleni kladnou hodnotou ¢ dostaneme 3|a — b| < ¢, ako sme mali dokdzaf. Zdoraznime,
Ze nerovnost 3|a — b|c < 3|a — b|(a+ b) sme spravne zapisali ako ostrd — v pripade a = b by sice
presla na rovnost, aviak podla nasho odvodenia by potom platilo ¢? = 0, o odporuje tomu, Ze ide
o dlzku strany trojuholnika.

Iné rieSenie*. Nerovnosf, ktori mame dokazaf, mozZzno po vydeleni tromi zapisaf bez absolitnej
hodnoty ako dvojicu nerovnosti

1 1
—~c<a-b<~c.
3c<a <3C

Opif ako v pdvodnom rieSeni rozliSime dve moznosti pre polohu pity D uvazovanej vysky a ukd-
Zeme, 7e vypisanid dvojicu nerovnosti mozZno upresnif na tvar

1 1
3 <a—b<0, respektive 0<a—b< 36
podla toho, ¢i nastdva situdcia z lavej i pravej Casti obr. 11.2.1.

Pre situdciu z obr. 11.2.1 nalavo prepiSeme avizované nerovnosti —%c <a—b<0akoa<b<
<a+ %c a odvodime ich z pomocného trojuholnika ACE, pricom E je stred tsecky AD, takze body
D a E delia stranu AB na tri zhodné tiseky dlzky %c. V obr. 11.2.2 sme rovno vyznacili, Ze dsecka

C
b~ a
Ale B L D Lo B
Obr. 11.2.2

EC mi dizku a ako tsecka BC, a to v dosledku zhodnosti trojuholnikov BCD a ECD podla vety
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sus. Preto je prava z nerovnosti a < b < a+ %c porovnanim diZok stran trojuholnika ACE, ktoré ma
vSeobecnt platnost.

Lavi nerovnost a < b odvodime z druhého vseobecného poznatku, Ze totiz v kazdom troju-
holniku oproti vi¢Siemu vnitornému uhlu lezi dlhSia strana. Sta¢i ndm teda zd6vodnif, preco pre
uhly vyznacené na obr. 11.2.2 plati |{CAE| < |{AEC]|. To je v8ak jednoduché: zatial ¢o uhol CAE
je vdaka pravouhlému trojuholniku ACD ostry, uhol AEC je naopak tupy, pretoZe k nemu vedIajsi
uhol CED je ostry vdaka pravouhlému trojuholniku CED.

Pre pripad situdcie z obr. 11.2.1 napravo mozno predchadzajtici postup zopakovat s novym bo-
dom E, tentoraz stredom dsecky BD. MozZeme vSak vdaka simernosti podla osi AB konstatovaft, Ze
z dokdzanych nerovnosti — %c < a— b < 0 pre situdciu nalavo vyplyvaji nerovnosti — %c <b—a<0
pre situdciu napravo, z ktorych po vyndsobeni ¢islom —1 dostaneme prave nerovnosti 0 < a—b < %,
ktoré sme mali v druhej situdcii dokdzat.

Komentar. Nosnym prvkom tlohy je opéf Pytagorova veta, va¢siu pozornosf v§ak vyZaduje rozbor
tlohy, kedZe péta vysky sa mdZe nachadzaf v dvoch r6znych polohéch.

Uloha 11.3. [63-S-3] Dany je trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Stredom
I kruZnice trojuholniku vpisanej vedieme rovnobeZky so stranami CA a CB, ktoré pretnu
preponu postupne v bodoch X a Y. DokéZte, Ze plati |AX|*> + |BY|? = |XY|°.

RieSenie*. Trojuholnik AIX je rovnoramenny, pretoZe |{IAX| = |{IAC| = |£AIX| (prvé rovnost
vyplyva z podmienky, Ze bod I leZi na osi uhla BAC, druhd potom z vlastnosti striedavych uhlov,
obr. 11.3.1). Preto |AX| = |IX|. Analogicky zistime, Ze |BY| = |Y|. KedZe usecky IX a IY zvieraju
(rovnako ako s nimi rovnobeZné isecky CA a CB) pravy uhol, podla Pytagorovej vety pre pravouhly
trojuholnik X7Y plati

AX)? + |BY |> = [IX> +|YI* = |XY?,

¢o sme mali dokdzat.

C

Obr. 11.3.1

Komentar. Uloha uZ vyZaduje trochu viac invencie a postrehu, kedZe klii¢ovym krokom v riesen{
je v8imnf si, Ze trojuholniky AIX a BIY st rovnoramenné. K tomu vSak Studentov mdZe naviest po-
loha bodu 7, ktory leZi na osi uhlov a to, Ze rovnobezky AC a X1, resp. BC a Y[ st prefaté prieckami
Al resp. BI, takZe v naértku vieme n4jst niekolko dvojic zhodnych uhlov. Uloha tak kombinuje
pouZitie Pytagorovej vety aj vlastnosti rovnoramennych trojuholnikov.
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Uloha 11.4. [58-S-2] V pravouhlom trojuholniku ABC ozna¢ime P pitu vysky z vrcholu
C na preponu AB. Priese¢nik isecky AB s priamkou, ktord prechddza vrcholom C a stredom
kruZnice vpisanej trojuholniku PBC, oznacime D. Dokéazte, Ze usecky AD a AC su zhodné.

Riesenie*. V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB pre velkosti @, 8 uhlov pri vrcholoch
A, Bplati o+ B = 90°, preto | LACP| =90° — o = 8 a |4BCD| = |{DCP| = 1(90° — B) = ot lebo
priamka CD je osou uhla BCP (obr. 11.4.1). Pre vonkaj$i uhol ADC trojuholnika BCD tak zrejme
plati | {ADC| = |£DBC| + |4BCD| = B + Lot = |£DCA|.

Zistili sme, Ze trojuholnik ADC ma pri vrcholoch C, D zhodné vnutorné uhly, je teda rovnora-
menny, a preto |AD| = |AC|.

C

Obr. 11.4.1

Komentar. Uloha je zameran4 na ndjdenie velkosti vhodnych uhlov* a vyuZitie poznatku, Ze uhly
pri zékladni rovnoramenného trojuholnika maji rovnaku velkost.

Uloha 11.5. [64-1-4] Oznalme E stred zdkladne AB lichobeZnika ABCD, v ktorom plati
|AB| : |CD| =3 : 1. Uhlopriecka AC pretina dse¢ky ED, BD postupne v bodoch F, G. Urcte
postupny pomer |AF| : |[FG|: |GC]|.

RieSenie*. KedZe v zadani aj v otdzke tlohy st iba pomery, moZeme si dlzky stran lichobeZnika
zvolif ako vhodné konkrétne ¢isla. Zvolme teda napr. |AB| = 6, potom |AE| = |BE| =3 a |CD| = 2.
Hladané dizky oznaéme |AF| = x, |[FG| =y, |GC| = z. Tieto dlzky sme vyzna&ili na obr. 11.5.1,
taktieZ aj tri dvojice zhodnych uhlov, ktoré teraz vyuZijeme pri tivahach o trojuholnikoch podobnych
podla vety uu.

Trojuholniky ABG a CDG st podobné, preto (x+y) :z =6:2=3: 1. Aj trojuholniky AEF a
CDF st podobné, preto x : (y+z) = 3 : 2. Odvodené timery zapiSeme ako sdstavu rovnic

x+y—3z=0,
2x—3y—3z=0.

Ich od¢itanim ziskame rovnosf x = 4y, ¢ize x : y =4 : 1. Dosadenim tohto vysledku do prvej rovnice
dostaneme 5y = 3z, ¢iZe y: z = 3 : 5. Spojenim oboch pomerov ziskame vysledok x:y:z =12:3:5.

Komentar. Uloha je vybornym tréningom na hladanie vhodnych dvojic podobnych trojuholnikov
tak, aby sme pomocou udajov zo zadania boli schopni urc¢if hladany pomer, kedZe jedna dvojica
trojuholnikov na ndjdenie odpovede zjavne stacif nebude. Okrem toho tieZ pozorovania z nacrtu
vedu k ststave dvoch rovnic, takZe Studenti uplatnia aj svoje algebraické zru¢nosti.

4V anglickej literattre sa tejto metéde — poéitaniu velkosti viemoznych uhlov — hovori angle-chasing.
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A 3 E 3 B

Obr. 11.5.1

Uloha 11.6. [63-1-4] Vo $tvorci ABCD ozna¢me K stred strany AB a L stred strany AD.
Usecky KD a LC sa pretinaji v bode M a rozdeluju $tvorec na dva trojuholniky a dva $tvor-
uholniky. Vypogitajte ich obsahy, ak dse¢ka LM ma dizku 1 cm.

RieSenie*. Plati |AK| = |[DL| a |[AD| = |DC| = 2|AK]| (obr. 11.6.1), takZe pravouhlé trojuholniky
AKD a DLC st zhodné podla vety sus. Okrem toho st trojuholniky MLD a AKD podobné podTla vety
uu, lebo |LLDM| = |£KDA| a |{DLM| = |{DLC| = |£AKD|. Analogicky sa dd overit i podobnosf
trojuholnikov MDC a AKD. Z podobnosti trojuholnikov AKD, MLD a MDC vyplyva, Ze |MD| =
=2|ML|=2cm a|MC| =2|MD| = 4 cm. Obsahy ttvarov MLD, MDC a AKML st

1-2 2-4
SMLDZ T = lcmz, SMDC: 7 =4-CI‘Il2

2
Saxmr = Sakp — Smrp = Sprc — Smip = Supc = 4cm”.

Nakoniec pomocou Pytagorovej vety dostdvame Sppcp = |DC|* = |DM|? +|CM|* = 20 cm?, takZe

Sksem = Sasco — (Suip + Supc + Sakmr) = 11em?.

Zdver. Obsahy trojuholnikov MLD, MDC a $tvoruholnikov AKML, KBCM st postupne 1cm?,
4cm?,4cm? a 11 cm?.

Komentar. Opif je potrebné identifikoval podobné trojuholniky a potom pomocou zndmeho ko-
eficientu urcif ich obsahy. Oproti predchadzajicej tlohe eSte Studenti navySe vyuZiju Pytagorovu
vetu.

Uloha 11.7. [65-11-3] V pravouhlom lichobeZniku ABCD s pravym uhlom pri vrchole A
zdkladne AB je bod K priese¢nikom vysky CP lichobeznika s jeho uhloprieckou BD. Ob-
sah Stvoruholnika APCD je polovicou obsahu lichobeznika ABCD. Urcte, aki ¢asf obsahu
trojuholnika ABC zabera trojuholnik BCK.

RieSenie*. V pravouholniku APCD oznaéme ¢ = |[CD| = |AP| a v = |AD| = |CP| (obr. 11.7.1,
pri¢om sme uZ vyznacili dalsie dizky, ktoré odvodime v priebehu riesenia)’. Z predpokladu S pcp =

SKed7e podla zadania uhloprietka BD pretina vysku CP, musi jej pita P leZaf medzi bodmi A a B, takZe ide
o ,.zvycajny“ lichobezZnik ABCD s dlhSou zakladiiou AB a kratSou zdkladiiou CD.
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D C
M
L1
Al K B
Obr. 11.6.1
D c C
j\\ 1
\7[\ 3Y
v / K \\\
/ <
/ 2’I} \\
/ 3 \\\
B la S
A ¢ P 2c B
Obr. 11.7.1

= %SABCD vyplyva pre druhi polovicu obsahu ABCD vyjadrenie %SABCD = Spac, takZe Sapcp =
= Sppc CiZe cv = %‘PB’V, odkial vzhladom na to, Ze v # 0, vychddza |PB| = 2¢, v dosledku ¢oho
|AB| = 3c.

Trojuholniky CDK a PBK majd pravé uhly pri vrcholoch C, P a zhodné (vrcholové) uhly pri
spolo¢nom vrchole K, takZe st podla vety uu podobné, a to s koeficientom |PB| : |CD| =2c: ¢ =2.
Preto tieZ plati |PK|: [CK| =2 1, odkial [KP| = 3va [CK| = }v.

Posudzované obsahy trojuholnikov ABC a BCK tak maju vyjadrenie

_[CK|-|BP| _3v-2c v

|AB|-|CP|  3cv
=0 =—F SBck

S
ABC 2 2 2 2 3

preto ich pomer mé hodnotu

Spck
Sapc v 9

Zaver. Trojuholnik BCK zaberd 2 /9 obsahu trojuholnika ABC.

v/ v

Komentar. Najkomplexnejsia tloha tohto semindra precvi¢i Studentov v pouZivani vlastnosti po-
dobnych trojuholnikov a taktiez vo vyjadrovani obsahov trojuholnikov pomocou urcitelnych hodnot.
Tvor{ tak dostojnd bodku za tymto semindrom.
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Domaca praca

Uloha 11.8. [58-1-2] Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB je opisana kruZnica.
Pity kolmic z bodov A, B na dotycnicu k tejto kruznici v bode C oznac¢me D, E. Vyjadrite
dizku tse¢ky DE pomocou diZzok odvesien trojuholnika ABC.

Riesenie*. Ozna¢me odvesny trojuholnika ABC zvyCajnym spdsobom a, b a protilahlé uhly a, 3.
Stred prepony AB (ktory je sicasne stredom opisanej kruZnice) oznac¢ime O (obr. 11.8.1).

Vyska v = CP rozdeluje trojuholnik ABC na trojuholniky ACP a CBP podobné trojuholniku
ABC podla vety uu (o0 + B = 90°), tsecka OC je kolmd na DE a navySe |OC| = |OA| = r (polomer
opisanej kruznice). Odtial |[{OCA| = |£OAC| = o a |[ADCA| = 90° — |[LOCA| = B.

Pravouhlé trojuholniky ACP a ACD so spolo¢nou preponou AC sa teda zhoduji aj v uhloch
pri vrchole C. Su preto zhodné, dokonca stimerne zdruZené podla priamky AC. Analogicky su tro-
juholniky CBP a CBE stimerne zdruZzené podla BC. TakZze |CD| = |CE| = v, ¢CiZe |DE| =2v =
= 2ab/+/a* + b?, lebo z dvojakého vyjadrenia dvojndsobku obsahu trojuholnika ABC vyplyva v =
= ab/|AB|, pricom |AB| = Va2 + b

Pozndmka. Namiesto dvojakého vyjadrenia obsahu m6Zeme na vypocet vysky CP vyuzif po-
dobnost trojuholnikov CBP a ABC: sina = |CP|/|AC| = |BC|/|AB|.

Obr. 11.8.1 Obr. 11.8.2

Iné rieSenie*. Usecka OC je strednou prieckou lichobeznika DABE, lebo je rovnobeZna so
zékladiiami a prechddza stredom O ramena AB. Preto D je obrazom bodu E v stimernosti podla
stredu C. Obraz F bodu B v tej istej simernosti leZi na polpriamke AD za bodom D (obr. 11.8.2).
Midme |CF| = |BC| = a, uhol ACF je pravy, a teda trojuholniky AFC a ABC st zhodné. Vidime, Ze
CD je vyska v trojuholniku AFC zhodnd s vyskou v, trojuholnika ABC, a DE je jej dvojndsobkom.
Velkost vysky v. dopocitame rovnako ako v predchadzajicom rieSeni.

Zaver. |DE| = 2ab/\/ a* + b>.

Uloha 11.9. [58-11-2] 'V pravouhlom trojuholniku ABC ozna¢ime P pitu vy3ky z vrcholu C
na preponu AB a D, E stredy kruznic vpisanych postupne trojuholnikom APC, CPB. Dokézte,
Ze stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC je priese¢nikom vySok trojuholnika CDE.

RieSenie*. V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB ozna¢me ¢ velkost vnitorného uhla
pri vrchole A, zrejme potom plati |[{ACP| = 90° — a, |{PCB| = «. Stred D kruZnice vpisanej tro-
juholniku APC leZi na osi uhla PAC, takZe |{DAC| = }, a podobne aj |£PCE| = }a. Odtial pre
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velkost uhla AUC v trojuholniku AUC, pri¢om U je priese¢nik polpriamok AD a CE (obr. 11.9.1),
vychddza
1 1
|LAUC| = 180° — (90o — o+ 206) — Ea =90°.

To znamend, Ze polpriamka AD je kolmd na CE, tsecka DU je teda vySka v trojuholniku DEC.
Uplne rovnako zistime, Ze aj polpriamka BE (ktord je zdroveii osou uhla ABC) je kolmd na CD. Do-
stdvame tak, Ze priese¢nik polpriamok AD a BE, Co je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC, je
zaroven aj priese¢nikom vySok trojuholnika DEC.

Obr. 11.9.1

Iné rieSenie*. OznaCme F a G zodpovedajice priesecniky priamok CD a CE so stranou AB (obr. 11.9.2).
Podla tlohy vyrieSenej na semindri v Skole je trojuholnik CAG rovnoramenny so zakladiiou CG. Os

A F P G B
Obr. 11.9.2

AD uhla CAG rovnoramenného trojuholnika CAG je tak aj jeho osou simernosti, a je preto kolma na
zakladiu CG, teda aj na CE. Podobne zistime, Ze aj trojuholnik CBF je rovnoramenny so zdkladiiou
CF, takZe os BE uhla FBC je kolm4 na CF, teda aj na CD. Priesecnik oboch osi AD a BE je tak
nielen stredom kruZnice vpisanej trojuholniku ABC, ale aj priese¢nikom vySok trojuholnika CDE,
¢o sme mali dokazat.

Doplnujice zdroje a materialy

Vhodnym doplnkom nielen tohto, ale vSetkych dalSich geometrickych semindrov je publikdcia [ART13],
ktord obsahuje velké mnozZstvo rieSenych tloh z euklidovskej geometrie, od jednoduchych az po
uroveri medzindrodnych sifazi.

Dalifm vybornym zdrojom, ktory moZeme $tudentom odporucif, alebo z neho sami Eerpat dal-

.....

Shttps://old.kms.sk/ mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf


https://old.kms.sk/~mazo/matematika/pocitanieUhlov.pdf

74 Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti

matematického seminara.

2.4 December

Seminar 12: Geometria III — obsahy trojuholnikov a stvoruholnikov
Ciele

Precvicenie tloh zaoberajtcich sa obsahmi trojuholnikov a $tvoruholnikov, r6znorodé urcovanie
obsahu, prip. pomeru obsahov trojuholnikov v tlohdch.

Ulohy a rieSenia

Uloha 12.1. [57-S-2] V danom rovnobeZniku ABCD je bod E stred strany BC a bod F lezi
vniitri strany AB. Obsah trojuholnika AFD je 15cm? a obsah trojuholnika FBE je 14 cm?.
Urcte obsah Stvoruholnika FECD.

RieSenie*. Ozna¢me v vzdialenost bodu C od priamky AB, a = |AB| a x = |AF|. Pre obsahy troju-
holnikov AFD a FBE (obr. 12.1.1) plati $x-v = 15, }(a—x) - }v = 14. Odtial xv = 30, av —xv = 56.
Scitanim oboch rovnosti ndjdeme obsah rovnobeznika ABCD: Sapcp = av = 86 cm?. Obsah §tvor-
uholnika FECD je teda Specp = Sapcp — (SAFD + SFBE) =57 cm?.

D C D C

15
F 14

T a—2T

Obr. 12.1.1 Obr. 12.1.2

Iné rieSenie*. Trojuholniky BEF a ECF maji spolo¢nid vysku z vrcholu F a zhodné zakladne BE
a EC. Preto st obsahy oboch trojuholnikov rovnaké. Z obr. 12.1.2 vidime, Ze obsah trojuholnika
CDF je polovicou obsahu rovnobeznika ABCD (oba Gtvary maji spolo¢ni zakladiiu CD a rovnaku
vysku). Druhi polovicu tvori sicet obsahov trojuholnikov AFD a BCF. Odtial Specp = Secr +
+Scpr = Secr + (Sarp + Sscr) = Sarp +3SFpe = 57 cm?.

Iné rieSenie*. Do rovnobeZnika dokreslime tsecky F'G a EH rovnobezné so stranami BC a AB tak,
ako znazorfiuje obr. 12.1.3. RovnobeZniky AFGD a F BEH su svojimi uhloprieckami DF a E'F roz-
delené na dvojice zhodnych trojuholnikov. Takze Sgpr = Sarp = 15 cm? a Sypg = Sppr = 14 cm?.
Zo zhodnosti rovnobeznikov HECG a FBEH navySe lahko ustdime, Ze vSetky Styri trojuholniky
FBE,EHF,HEC a CGH st zhodné, takZe obsah Stvoruholnika FECD je Sapp + 3Srpr = 57 cm?.

Komentar. Uloha je zaradend ako rozcvicka pred komplexnej$imi problémami, nie je totiZ velmi na-
ro¢nd na vyrieSenie. Pekne tieZ demonstruje, Ze niekedy ndim vhodny pristup, nacrtok alebo spravne
nakreslend priamka v obrdzku rieSenie tlohy vyznamne zjednodusi.



Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti 75

Obr. 12.1.3

Uloha 12.2. [62-1I-2] Vniitri rovnobeZnika ABCD je dany bod K a v pise medzi rov-
nobezkami BC a AD v polrovine opacnej k CDA je dany bod L. Obsahy trojuholnikov
ABK,BCK,DAK a DCL st Sapx = 18 cm?, Spcx = 8cm?, Spax = 16 cm?, Spcr = 36 cm?.
Vypocitajte obsahy trojuholnikov CDK a ABL.

RieSenie*. Trojuholniky ABK a CDK maju zhodné strany AB a CD a sucet ich vySok v; a v,
(vzdialenosti bodu K od priamky AB, resp. CD) je rovny vyske v rovnobeznika ABCD (vzdialenosti
rovnobeZnych priamok AB a CD, obr. 12.2.1). Preto sucet ich obsahov ddva polovicu sti¢tu obsahu
daného rovnobeZnika:

1 1 1 1 1
Sapk +Scpx = E‘AB‘VI + E‘CD|V2 = EIAB’ . (V] —I-V2) = EIAB’ Y = ESABCD.

Podobne aj Spck +Spak = 5Sascn. teda
Scpkx = Spek + Spak — Sapk = 6¢m?.

Trojuholniky ABL a DCL majt zhodné strany AB a CD. Ak v3 oznacuje prisluSnd vySku druhého

Obr. 12.2.1
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z nich, je vyska prvého z nich rovna v + v3, takZe pre rozdiel obsahov tychto trojuholnikov plati

1 1 1
SABL_SDCL: §|AB|~(V +V3)—§|CD’-V3 = E‘AB’-(V +V3—V3) =

1 1
= E|AB| v = 58acp = Spck + Spak-

Odtial vyplyva
SasL = Spck + Spak + Spcr = 60cm?.

Komentar. Uloha precvi¢uje pouZitie tvrdenia, ktoré sme dokdzali v prvom geometrickom semi-
ndri, a to, Ze ak maju dva trojuholniky zakladiu rovnakej dlzky, potom ich obsahy st v rovnakom
pomere ako ich vysky na tito zdkladiiu.

Uloha 12.3. [64-S-2] Ozna¢me K a L postupne body strdan BC a AC trojuholnika ABC, pre
ktoré plati [BK| = §|BC|, |AL| = 1|AC|. Nech M je priese¢nik dseciek AK a BL. Vypocitajte
pomer obsahov trojuholnikov ABM a ABC.

RieSenie*. Oznacme v vysku trojuholnika ABC na stranu AB, v| vySku trojuholnika ABM na stranu
AB av; vysku trojuholnika KLM na stranu KL (obr. 12.3.1). Z podobnosti trojuholnikov LKC a ABC
(zarucenej vetou sus) vyplyva, Zze |[KL| = %]AB|. Z porovnania ich vySok zo spolo¢ného vrcholu
C vidime, 7Ze vySka v trojuholnika ABC je rovnd trojndsobku vzdialenosti priecky KL od strany
AB, teda v = 3(v; +v;). KedZe AK a BL st priecky rovnobeziek KL a AB, vyplyva zo zhodnosti
prislichajuicich striedavych uhlov podobnost trojuholnikov ABM a KLM. KedZe |KL| = %|AB |, je

C

U1
a

Obr. 12.3.1
tier vy — 2 5. sy
ieZ vy = 51, a preto vy +vo = 3v1, CiZe
v=3v;+v)=5v.

Trojuholniky ABM a ABC maju spolo¢ni stranu AB, preto ich obsahy st v pomere vySok na tito

vvvvv

Komentir. Dalsia tloha, ktord precvi¢uje rovnaké tvrdenie ako predchddzajica. Pomery vysok
je tentoraz potrebné urcif z podobnosti trojuholnikov. Tu sa teda uplatnia znalosti precvi¢ované na
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minulom seminarnom stretnuti.

Uloha 12.4. [64-11-3] Dany je lichobeZnik ABCD so zdkladitami AB, CD, pri¢om 2|AB| =
=3|CD|.

a) Ndjdite bod P vnutri lichobeZnika tak, aby obsahy trojuholnikov ABP a CDP boli v po-
mere 3 : 1 a aj obsahy trojuholnikov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.

b) Pre ndjdeny bod P urcte postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP, CDP a
DAP.

RieSenie*. Predpokladajme, Ze bod P ma poZadované vlastnosti. Priamka rovnobezna so zaklad-
flami lichobeZnika a prechéddzajtiica bodom P pretina ramend AD a BC postupne v bodoch M a N
(obr. 12.4.1). Ozna¢me v vySku daného lichobeZnika, v vysku trojuholnika CDP a v, vysku troju-
holnika ABP. a) KedZe obsahy trojuholnikov ABP a CDP si v pomere 3 : 1, plati

D c
il M N
P v
V2
A X B
Obr. 12.4.1
’AB’VZ |CD‘V1 .o Vi 1 ’AB| 13 1
: =3:1, Cize —=z o =%5"7=x.
2 2 vow 3 |CD|] 3 2 2

Z vyznacenych dvojic podobnych pravouhlych trojuholnikov vyplyva, Ze v prave ur¢enom pomere
2:1vySok v, av; deli aj bod M rameno AD a bod N rameno BC (v pripade pravého uhla pri jednom
z vrcholov A €i B je to zrejmé rovno). Tym je konStrukcia bodov M a N, a teda aj iseCky MN urcend.
Teraz zistime, v akom pomere ju delf uvazovany bod P.

KedZe obsahy trojuholnikov BCP a DAP su v pomere 3 : 1, plati

NPlv;  |NP MPlv,  |MP
<\ v | V2>:<! v | |V2>:3:17

2 2 2 2

’NP|(V1 +V2) . \MP\(vl +V2)
2 ' 2
Tym je konstrukcia (jediného) vyhovujiceho bodu P tplne opisana.

b) Dopliime trojuholnik DAC na rovnobeznik DAXC. Jeho strana CX deli priecku MN na dve
Casti, a kedZe v| = I%V, mdZeme dizku priecky MN vyjadrit ako |[MN| = [MY| + |[YN| = |AX| +
+§mm:qan+§Wqucm):%Mm+%mwy:ngLmmpwmzmmmpMjmm:
= 5|CD]|. Preto

=3:1, |NP|:|MP|=3:1.

1 17 7
MP|=~|MN|=~--|CD| = —|CD
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takZe pre pomer obsahov trojuholnikov CDP a DAP plati

7

CD|v; |MP 7
[CDvi  IMP|(vi+v2) _ (ICDw) : (24-CD|-3v1> —1:5=8:7.

2 2

Pomer obsahov trojuholnikov BCP a CDP je teda 21 : 8 a pomer obsahov trojuholnikov ABP a BCP
je tak 24 : 21. Postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP, CDP a DAP je preto24:21:8:7.

Komentar. Tato komplexna tloha je vrcholom tohto semindrneho stretnutia. VyZaduje umnt pracu
s pomermi obsahov, podobnymi trojuholnikmi aj netrividlny ndpad doplnenia trojuholnika DAC na
rovnobeznik. Je tak vhodné skor neZ samostatne tilohu riesif spoloéne na tabulu. Studentom tieZ
pripomenieme, Ze podobne ako v dvodnej dlohe, aj tu naSlo vhodné rozdelenie zadaného tdtvaru
svoje opodstatnenie a prispelo k dspesnému rozklisknutiu problému.

Uloha 12.5. [62-1-6] Vniitri pravidelného $estuholnika ABCDEF s obsahom 30cm? je
zvoleny bod M. Obsahy trojuholnikov ABM a BCM st postupne 3 cm? a 2 cm?. Uréte obsahy
trojuholnikov CDM, DEM, EFM a FAM.

Riesenie*. Uloha je o obsahu iestich trojuholnikov, na ktoré je dany pravidelny Sestuholnik rozde-
leny spojnicami jeho vrcholov s bodom M (obr. 12.5.1). Cely Sesfuholnik s danym obsahom, ktory
oznac¢ime S, mozno rozdelif na Sest rovnostrannych trojuholnikov s obsahom §/6 (obr. 12.5.2). Ak
ozna¢ime r ich stranu, v vzdialenosf rovnobeziek AB, CD a v vzdialenost bodu M od priamky AB,

dostaneme

1 1 S
Sapm +SEpM = M + Er(V—w) =5=73

lebo S/3 je sucet obsahov dvoch vyfarbenych rovnostrannych trojuholnikov. Vdaka symetrii majd
td istd hodnotu S/3 aj sacty Sgcar + Serm @ Scpm + Skap- Odtial uz dostdvame prvé dva nezndme
obsahy SpEM = §/3 — Sagy = 7cm? a Sppayr = S/3 — Spear = 8 cm?. Ako urif zvy$né dva obsahy

E D E D

A B A B

Obr. 12.5.1 Obr. 12.5.2

Scom @ Sram, ked zatial pozndme len ich sicet S/3? VSimnime si, Ze sicet zadanych obsahov
trojuholnikov ABM a BCM m4 vyznamnud hodnotu S/6, ktord je aj obsahom trojuholnika ABC (to
vyplyva opit z obr. 12.5.2). Takd zhoda obsahov znamena prave to, Ze bod M leZi na uhlopriecke
AC. Trojuholniky ABM a BCM tak maji zhodné vysky zo spolocného vrcholu B a to isté plati aj pre
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vysky trojuholnikov CDM a FAM z vrcholov F a D (t. j. bodov, ktoré majt od priamky AC rovnakid
vzdialenost). Pre pomery obsahov tychto dvojic trojuholnikov tak dostdvame

Scom _ |CM| — Spem 2

Sram |AM|  Sapy 3’
V stcte Scpy + Skay majiicom hodnotu S/3 s teda séitance v pomere 2 : 3. Preto Scpy = 4 cm? a
SFAM =6 Cl’Il2.

Komentir. Uloha je odlahéenym a netradi¢nym prikladom vyuZitia principu, na ktorom sme sta-
vali celé toto semindrne stretnutie: sicty obsahov ,protilahlych* trojuholnikov sd stdle rovnaké.
Poslednad ¢ast tlohy vyZaduje netrividlny ndpad a Studenti tak mozZno budi potrebovat mald radu.

Domaca praca

Uloha 12.6. [65-1-4] Vniitri strdn AB, AC daného trojuholnika ABC st zvolené postupne
body E, F, pri¢om EF || BC. Use¢ka EF je potom rozdelend bodom D tak, Ze plati

p=|ED|: |DF|=|BE|:|EA|.

a) UkdZte, Ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p = 2 : 3 rovnaky ako pre
p=3:2.
b) Zdbdvodnite, pre¢o pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD ma hodnotu aspoii 4.

RieSenie*. Pre spolo¢nii hodnotu p oboch pomerov zo zadania plati
|ED| = p|DF| azarovei |BE|= p|EA|. (12.6.1)
Pred vlastnym rieSenim oboch tloh a) a b) vyjadrime pomocou daného ¢isla p skimany pomer

obsahov trojuholnikov ABC a ABD. Ten je rovny — kedZe trojuholniky maji spolo¢nii stranu AB —
pomeru dlzok ich vy$ok CCy a DDy (obr. 12.6.1), ktory je rovnaky ako pomer diZok tseciek BC a

Obr. 12.6.1

ED, ato na zdklade podobnosti pravouhlych trojuholnikov BCCy a EDDy podla vety uu (uplatnenej
vdaka BC || ED).” Plati teda rovnost
Sasc _ |BC|

= . 12.6.2
Susp _ IED] (12.6.2)

7V pripade pravych uhlov ABC a AED to plati trividlne, lebo vtedy B = Cy a E = Dy.
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Vrafme sa teraz k rovnostiam 12.6.1, podla ktorych
[EF|=(1+p)IDF| a |AB| = (1+p)|EA],

a vS§imnime si, Ze trojuholniky ABC a AEF majui spolo¢ny uhol pri vrchole A a zhodné uhly pri
vrcholoch C a F (pretoze BC || EF), takze sd podla vety uu podobné. Preto pre di7ky ich stran plati
|BC|

Gize 1+p=-——1— odkial |BC|=(1+ p)*|DF|.
Cize 1+p (15 p)IDF| odkial |BC| = (14 p)”|DF|

|AB| B |BC|
|AE|  |EF]’

Ked vydelime posledny vzfah hodnotou |ED]|, ktord je rovnd p|DF | podla 12.6.1, ziskame podiel
z pravej strany 12.6.2 a tym aj hladané vyjadrenie

Sasc _ (1+p)?

(12.6.3)
SaBD p

a) Algebraickou upravou zlomku zo vzfahu 12.6.3

(1+p)° _142p+)p°
p

1
=2+p+—
p

zisfujeme, Ze hodnota pomeru Sapc : Sapp je pre akékolvek dve navzdjom prevratené hodnoty p a
1/p rovnakd, teda nielen pre hodnoty 2/3 a 3/2, ako sme mali ukézat.
b) Podla vzfahu 12.6.3 je naSou ulohou overif pre kazdé p > 0 nerovnost

(14p)*

>4, &ize (1+p)*>4p.
p

To je viak zrejme ekvivalentné s nerovnosfou (1 — p)? > 0, ktord skuto¢ne plati, nech je zdklad
druhej mocniny akykolvek (rovnost nastane jedine pre p = 1).

Dopliujice zdroje a materialy

Rovnako ako v predchddzajticich geometrickych semindroch ostdvame v odporicaniach verni pub-
likdciam [ARTI13]a [Kad96].

Seminar 13: Geometria IV — kruZnica vpisana a opisana trojuholniku

Ciele

Precvicif Glohy zamerané najmé na vlastnosti kruznice vpisanej a opisanej trojuholniku.
Ulohy a rieSenia

Uloha 13.1. [57-1I-1] Trojuholnik ABC spliia pri zvy&ajnom oznaceni diZok strdn pod-
mienku a < b < c. Vpisand kruZnica sa dotyka stran AB, BC a AC postupne v bodoch K, L
a M. Dokazte, Ze z useCiek AK, BL a CM mozno zostrojit trojuholnik prave vtedy, ked plati
b+ c < 3a.

RieSenie*. Oznacme x = |AK| = |AM|, y = |BL| = |BK|, z = |CM| = |CL| (obr. 13.1.1) zhodné
useky doty¢nic z jednotlivych vrcholov trojuholnika ku vpisanej kruZnici. Zrejme

a=y+z, b=z+x, c=x+y (13.1.1)
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Obr. 13.1.1

Z uvedenych rovnosti vidime, Ze dand podmienka
b+c < 3a (13.1.2)

je ekvivalentnd nerovnosti
x<y+z, (13.1.3)

&o je nutna podmienka existencie trojuholnika so stranami diZok x, y a z.

Dosadenim z 13.1.1 do podmienok b < caa < b zistime, Ze z <y ay < x. To znamen4, Ze dalSie
dve trojuholnikové nerovnosti y < z +x a z < x+y su automaticky splnené, takZe nerovnost 13.1.3,
atym aj 13.1.2 je podmienkou postacujicou. Tym je tvrdenie tlohy dokdzané.

Komentiar. Uloha vyuZiva poznatok, Ze spojnice vrcholov a bodov dotyku so stredom vpisanej
kruZnice rozdelia trojuholnik na tri dvojice zhodnych trojuholnikov. Ten vyuZijeme v nasledujicej
ulohe aj domacej praci. Okrem toho, aj ked'dloha nie je na vypocet nijako extrémne ndro¢na, je Stu-
dentov potrebné upozornit, Ze dokazujd ekvivalenciu, takZe nerovnost zo zadania musi byt nielen
podmienkou nutnou, ale aj postacujicou.

Uloha 13.2. [61-S-2] Ozna¢me S stred zdkladne AB daného rovnoramenného trojuholnika
ABC. Predpokladajme, Ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaji priamky
AB v bodoch, ktoré delia zdkladiiu AB na tri zhodné diely. Vypocitajte pomer |AB| : |CS].

RieSenie*. Vdaka simernosti podla priamky CS sa obe vpisané kruznice dotykaji vysky CS v rov-
nakom bode, ktory oznac¢ime D. Body dotyku tychto kruZznic s tiseckami AS, BS, AC, BC oznalime
postupne E, F, G, H (obr. 13.2.1). Pre vyjadrenie vietkych potrebnych diZok este zavedieme ozna-
Cenie x = |SD| a y = |CD|. Vzhladom na symetriu doty¢nic z daného bodu k danej kruZnici platia
rovnosti

|ISD| = |SE|=|SF|=x a |CD|=|CG|=|CH|=y.
Usecka EF mad preto dizku 2x, ktord je podla zadania zaroveii dizkou dseliek AE a BF, a teda aj
dizkou tisetiek AG a BH (opif vdaka symetrii dotyénic). Odtial u bezprostredne vyplyvajii rovnosti
|AB| =6x, |AC|=|BC|=2x+y a |CS|=x+Y.

Zavislost medzi dizkami x a y zistime pouZitim Pytagorovej vety pre pravouhly trojuholnik ACS
(s odvesnou A dIZky 3x):
(2x+y)? = (3x)° + (x+y)*.
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Obr. 13.2.1

Roznédsobenim a dal§imi Gpravami odtial dostaneme (x a y st kladné hodnoty)

4% +Axy+y* =9 + 2%+ 2xy + )2,
2xy = 6x2,
y=3x.

HIladany pomer tak ma hodnotu
|AB| : |CS| =6x:(x+y)=6x:4x=3:2.

Poznamenajme, Ze prakticky rovnaky postup celého rieSenia mozno zapisaf aj pri Standardnom
oznafenf ¢ = |AB| a v = |CS|. KedZe podla zadania plati |[AE| = ic, a teda |SE| = Lc, z rovnosti
ISD| = |SE| vyplyva |CD| = |CS| — |SD| = v — ¢, odkial

IAC| = |AG| +|CG| = |AE| +|CD| = tc+ (v—tc) =v + ic,
takZe z Pytagorovej vety pre trojuholnik ACS,
(v+ %c)2 = (Je)* +7,
vychddza 3v =2¢, ¢iZzec:v =3:2.

Komentar. Uloha vychiddza z poznatku, ktory si $tudenti osvojili v tilohe predchddzajicej a pri-
ddva k nemu este pracu s Pytagorovou vetou a manipuléciu s algebraickymi vyrazmi, takZe tvor{
prirodzené pokracovanie dilohy predchddzajice;j.

Uloha 13.3. [62-S-1] Danému rovnostrannému trojuholniku vpi¥me a opi¥me kruznicu.
Ozna¢me S obsah vzniknutého medzikruZia a T obsah kruhu, ktorého priemer je zhodny

.....

nite.

Riesenie*. UkdzZeme, Ze sa oba obsahy rovnaji. Oznac¢me A, B, C vrcholy daného trojuholnika a r
a R zodpovedajtice polomery jeho vpisanej a opisanej kruznice; dizku jeho strany oznaéme a. Obe
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uvedené kruZnice majui spolocny stred S. Oznac¢me eSte P bod dotyku vpisanej kruZnice so stranou
AB. KedZe trojuholnik ABC je rovnostranny, je P zaroveil stredom strany AB. PouZitim Pytagorovej
vety v pravouhlom trojuholniku PSB dostdvame

RZ - }"2 = (%a)zv
¢o je ekvivalentné s dokazovanym tvrdenim § = (R> — r?) = 7t(%a)2 =T.

Pozndmka. Rovnostranny trojuholnik so stranou a mé vysku velkosti v = %a\/g, takZe skimané
polomery si R = 3v( = }av/3) ar= 1v( = aV/3), apreto

S=na(R*—r)=n(§—ip*=n-

W=
N[
Q
)
Il
bS]
—~
=
Q
SN—
)
Il
~

Komentir. Uloha je relativne jednoduchd, vyuZiva znalosf o bode dotyku vpisanej kruZnice a tak-
tieZ pripravuje Studentov na nasledujicu zloZitejSiu analyzu.

Uloha 13.4. [61-1-5] Dany je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou dizky a a ramenami
dizky b. Pomocou nich vyjadrite polomer R kruZnice opisanej a polomer r kruZnice vpisanej
tomuto trojuholniku. Potom ukazte, Ze plati R > 2r a zistite, kedy nastane rovnost.

RieSenie*. Oznacme S stred zdkladne BC daného rovnoramenného trojuholnika ABC, O stred jeho
opisanej kruznice, M stred vpisanej kruZnice a P patu kolmice z bodu M na rameno AC (obr. 13.4.1).
Z pravouhlého trojuholnika BSA pomocou Pytagorovej vety vyjadrime velkost v vyS§ky AS, pricom

Obr. 13.4.1

v pravouhlom trojuholniku BSO s preponou dizky R pre odvesnu OS plati |0S| = ||AS| — |AO|| =
= |v— R| (musime si uvedomit, Ze v tupouhlom trojuholniku ABC bude bod S lezaf medzi bodmi A
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a 0!). Dostavame tak dve rovnosti

2 2 4a
-
V 1
)
RZZZ—F(V _R)29

ich s¢itanim vyjde
V4R =D+ (v —R)?, &ize b*=2wR.

Dosadenim z prvej rovnice v = %\/ 4b? — a2 do poslednej rovnosti dostaneme hladany vzorec pre R.
Dodajme, 7e rovnost b> = 2vR, ktori sme prave odvodili a z ktorej uz lahko vyplyva vzorec
pre polomer R, je Euklidovou vetou o odvesne AB pravouhlého trojuholnika ABA’ s preponou AA’,
ktord je priemerom kruzZnice opisanej trojuholniku ABC (obr. 13.4.1).
Néjdeny vzorec pre polomer R zapiSeme prehladne spolu s druhym hladanym vzorcom pre
polomer r, ktorého odvodeniu sa este len budeme venovat:

VB WA=
a =

R— Y avay —a
a2 T 2(at2b)

(13.4.1)

Druhy zo vzorcov 13.4.1 sa dé ziskaf okamzZite zo zndmeho vzfahu r = 2S/(a+ b+ c) pre polomer r
kruZnice vpisanej do trojuholnika so stranami a, b, ¢ a obsahom S; v nasom pripade staci len dosadit
b=ca2S=av, kdev=1v4b? — a2 podla Givodnej Casti rie3enia.

DalSie dva sposoby odvodenia druhého zo vzorcov 13.4.1 zaloZime na tivahe o pravouhlom
trojuholniku AMP, ktorého strany maji dizky

|AM|=v —r, |MP|=r, |AP|=|AC|—|PC|=b—|SC| :b_g'

Pre tento trojuholnik méZeme napisaf Pytagorovu vetu alebo vyuzif jeho podobnost s trojuholnikom
ACS, konkrétne zapisaf rovnost sinusov ich spolocného uhla pri vrchole A. Podla toho dostaneme
rovnice

(v—r)zzrz—i-(b—g)z, resp. —— =,

ktoré su obidve linedrne vzhladom na nezndmu r a maju rieSenie

v 1o an v
r= (b ), resp. r P

Po dosadeni za v v oboch pripadoch dostaneme hladany vzorec pre r. V druhom pripade je to zrejmé,
v prvom to ukdZeme:

R 1 b a 2_v2—b2+ab—£a2_2ab—az_
T2 2) = 2 4
a(2b—a) _aV2b—a  aVAP —a?

2/ (2b—a)2b+a) 2v2b+a  2(a+2b)

ESte ostava dokdzaf nerovnosf R > 2r. VyuZijeme na to odvodené vzorce 13.4.1, z ktorych dosta-
vame (pripominame, Ze 2b > a > 0)

R 1 b? a+2b b’

2r 2 Vab? — g2 ' av/ab? — g2 - a2b—a)’
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Nerovnosf R > 2r teda plati prave vtedy, ked b? > a(2b — a). Poslednd nerovnost je viak ekviva-
lentnd s nerovnosfou (a — b)? > 0, ktorej platnost je u? zrejma. Tym je dokaz nerovnosti R > 2r
hotovy. Navyse vidime, Ze rovnost v nej nastane jedine v pripade, ked’ (a —b)? =0, &iZe a = b, teda
prave vtedy, ked je povodny trojuholnik nielen rovnoramenny, ale dokonca rovnostranny.

Komentar. Uloha poskytuje mnoho pristupov k rieSeniu a bude zaujimavé nechat $tudentov po-
rovnaf ich vysledky. Spdja tieZ zistenia z predchddzajuicich tloh, v niektorych pripadoch Studenti
vyuZziji Euklidovu vetu a nezaobidu sa ani bez zru¢nej manipulécie s algebraickymi vyrazmi.

Uloha 13.5. [63-1-2] V rovine sii dané body A, P, T neleZiace na jednej priamke. Zostrojte
trojuholnik ABC tak, aby P bola pita jeho vysSky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB
s kruZnicou jemu vpisanou. Uvedte diskusiu o pocte rieSeni vzhladom na polohu danych
bodov.

RieSenie*. Vrchol B je urceny polpriamkou AT a kolmicou p na vysku AP v bode P (obr. 13.5.1),
na ktorej lezi strana BC. Pritom bod 7" musi byf vnitornym bodom tsecky AB. Stred S kruZnice
vpisanej trojuholniku ABC potom dostaneme ako priese¢nik kolmice g na priamku AT v bode T

Obr. 13.5.1

s osou uhla ohrani¢eného priamkou p a polpriamkou BA. Jej polomer bude mat velkost |S7|.
Ostava zostrojif vrchol C hladaného trojuholnika ABC. Ten bude lezaf jednak na priamke p,
jednak na druhej doty¢nici vpisanej kruZnice z vrcholu A, ktord je simerne zdruZend so stranou
AB podla priamky AS. Staci teda zostrojif bod U dotyku strany AC s kruZnicou vpisanou ako obraz
bodu 7' v uvedenej osovej simernosti.
Odtial vyplyva konstrukcia:

1. ppPepap LAP;

2. B: B € AT N p, bod B musi lezaf na polpriamke AT za bodom T';
3. :Teqaq LAT;

4. uy, up: dve (navzdjom kolmé) osi roznobeziek AB, p;

5. 81,8: 81 €g9Nuy, S € gNuy;
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6. Uy, Uy: obrazy bodu T v simernostiach podla priamok AS; a AS3;
7. C1, Cy: prieseéniky priamky p s polpriamkami AU; a AUs;
8. trojuholniky ABC; a ABC;.

Diskusia. Bod B konStruovany v 2. kroku existuje, len ak uhol PAT je ostry (inak ani polpriamka AT
nepretne priamku p) a zdroveni bod T leZi vniitri polroviny pA, ¢o je ekvivalentné s tym, Ze aj uhol
APT je ostry. Body Sj, $> existuju vZdy a su rdzne, lebo leZia v opa¢nych polrovindch uréenych
priamkou AB. KruzZnica vpisand lezi cela v trojuholniku ABC, a teda i v pase ur¢enom priamkou p
a priamkou s fiou rovnobeZnou, ktord prechddza vrcholom A, takZe stred S vpisanej kruZnice mus{
padniif do pdsu tvoreného priamkou p a priamkou p’ s ilou rovnobeZnou, ktord rozpoluje vysku AP.
V takom pripade doty¢nica ku kruZznici (S; |ST'|) (simerne zdruZend s dotyénicou AB podla priamky
AS) urcite pretne priamku p v hladanom vrchole C.

Diskusiu zhrnieme takto: Ak pre vnitorné uhly trojuholnika APT plati |{PAT| > 90° alebo
|£APT| > 90°, nema tloha rieSenie. Ak plati |{PAT| < 90° a zdroveti |[{APT| < 90°, je pocet rie-
Seni 0 az 2 podTa toho, kolko zo zostrojenych bodov S; a S, leZi medzi rovnobezkami p a p'.

Komentar. V poslednych rokoch sa v MO nevyskytlo velké mnoZstvo konstrukénych tloh. Napriek
tomu vSak povazujeme za dolezité vyriesif so Studentmi aspoi jeden takyto problém a poukazaf na
to, Ze zostrojenim vyhovujtceho ttvaru rieSenie tlohy nekondi a je potrebné uviest aj diskusiu, ktora
je Castokrat aspoil tak ndrocnd ako vhodnd konStrukcia. Zaradenie dlohy v tomto semindri povazu-
jeme za vhodné tieZ preto, lebo tiloha vyuZziva vlastnosti kruznice vpisanej, a tak so cfou uzavrie
toto semindrne stretnutie.

Domaéca praca

Uloha 13.6. [59-1-4] KruZnica k(S;r) sa dotyka priamky AB v bode A. Kruznica [(T’;s) sa
dotyka priamky AB v bode B a pretina kruZnicu k v krajnych bodoch C, D jej priemeru. Vy-
jadrite dl7ku a ise¢ky AB pomocou polomerov r, s. Dokazte dalej, Ze prieseénik M priamok
CD, AB je stredom tsecky AB.

RieSenie*. KedZe kruznica [ ma ako tetivu priemer CD kruZnice k a dané kruZnice nie sd to-
tozné, plati pre ich polomery nerovnost s > r. Ak oznac¢ime P pétu kolmice z bodu S na isecku BT
(obr. 13.6.1), tak z Pytagorovej vety pre pravouhlé trojuholniky CST a SPT vyplyva

IST?=s*>—r> a |[ST|>=|SP]*+ (s —r)%. (13.6.1)
Odtial pre velkost usecky SP vychddza
ISP|> = (s> —1r?) — (s —r)2 =2r(s—7).
A kedZe ABPS je pravouholnik, dostdvame
AB| = |SP| = \/2r(s— 7).
Z pravouhlych trojuholnikov AMS a MT'S dalej podla prvej rovnosti v 13.6.1 vyplyva
AM|* = [SM|* —r* = |MT|* — |ST|> — r* = |[MT|* - 5*,
pritom z pravouhlého trojuholnika M BT médme

|IBM|* = |MT|* —s°.
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s

Cr

k A
ARNND)
A M

Obr. 13.6.1

Preto |[AM| = |BM| a bod M je teda stredom usecky AB.

Pozndmka. Zéaver, ze M je stredom usecky AB, vyplyva okamZite aj z mocnosti bodu M k obom
kruZniciam (bod M leZi na tzv. chordéle oboch kruZnic). Tieto pojmy st vSak pre stfaziacich kate-
gorie C zvicsa nezndme a nebudi nutné ani pre rieSenia dalsich sufaznych kol.

Uloha 13.7. [61-1-2] DIZky strdn trojuholnika sii v metroch vyjadrené celymi &islami. Uréte
ich, ak mé trojuholnik obvod 72m a ak je najdlhSia strana trojuholnika rozdelend bodom
dotyku vpisanej kruZnice v pomere 3 : 4.

RieSenie*. VyuZijeme vSeobecny poznatok, Ze body dotyku vpisanej kruZnice delia hranicu tro-
juholnika na Sest useciek, a to tak, Ze kazdé dve z nich, ktoré vychadzaji z toho istého vrcholu
trojuholnika, si zhodné. (Doty¢nice z daného bodu k danej kruznici sd totiZ simerne zdruZené
podla spojnice daného bodu so stredom danej kruZnice.)

V naSej tlohe je najdlhia strana trojuholnika rozdelens na tseky, ktorych dizky oznacime 3x
a 4x; dlZku dsekov z vrcholu oproti najdlhiej strane oznaéime y (obr. 13.7.1). Strany trojuholnika
maji teda dizky 7x, 4x+y a 3x+y, kde x, y st nezname kladné &isla (dizky berieme bez jednotiek).
Ak ma byt 7x dizka najdlhSej strany, musi platif 7x > 4x 4y, &iZe 3x > y. Zddraznime, Ze hladané
&isla x,y nemusia byf nutne celé, podla zadania to vsak plati o &fslach 7x, 4x+y a 3x +y. Udaj

3 4x

3z 4x

Obr. 13.7.1



88 Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti

o obvode trojuholnika zapiSeme rovnosfou

72 ="Tx+ (3x+y)+ (4x+y), Cize 36=Tx+y.

z X7z

PretoZe 7x je celé Cislo, je celé i ¢islo y = 36 — 7x; a pretoZze podla zadania i ¢isla 4x+y a 3x+y
st celé, je celé i &islo x = (4x+y) — (3x+y). Preto od tohto okamihu uz hladdme dvojice celych
kladnych ¢isel x, y, pre ktoré plati

3x>y a Tx+y=36.

Odtial vyplyva 7x < 36 < 7x+ 3x = 10x, teda x < 5 a stiCasne x > 4.

Pre x=4jey=28a (7Tx,4x+y,3x+y) = (28,24,20), prex=5je y=1 a (7Tx,4x+ +y,3x +
+y) = (35,21, 16). Strany trojuholnika sd teda (28,24,20) alebo (35,21, 16). (Trojuholnikové ne-
rovnosti si zrejme splnené.)

Seminar 14: Matematicka sifaz v rieSeni viloh Naboj
Priprava a prevedenie siifaze

Predvianocné semindrne stretnutie sa ponesie v odlah¢enom duchu. Pre Studentov bude pripravend
timova aktivita v $tyle sifaze Ndboj.

Pred semindrom je potrebné vytlagif a pripravif zadania dloh pre $tudentov. Ulohy st dostupné
na [Naboj] v réznych jazykovych mutéacidch a volne pristupné na pouZzitie. Kazdy tim bude mat
vlastnd sadu zadani, rozstrihanych na jednotlivé dlohy. Okrem toho je potrebné mat pripravenu aj
verziu pre opravovatelov, kde ndjdu tlohy spolu s vysledkami a struénym riesenim.

Poslednym pripravnym krokom je oslovit kolegov, ktori by ndm boli ochotni s organizéciou po-
mdcft, kedZe pre jedného Cloveka je kontrolovanie vysledkov, vyddvanie novych tloh a zapisovanie
priebezného poradia dost naro¢né, ak nie nemozné. S dobrovolnymi pomocnikmi sa potom pred
semindrom dohodneme na rozdelen{ roli, aby si pripadni opravovatelia mali ¢as prejst zadania dloh.

Na semindrnom stretnuti potom rozdelime Studentov do Stvor¢lennych az pitclennych timov,
vysvetlime pravidld, zodpovieme pripadné otazky, rozddme zadania a stifaz mo6Ze zacat. Ak mame

T

Studentov na semindri menej, je mozné stfazif aj v troj¢lennych timoch.

2.5 Januar

Seminar 15: Domace kolo MO - analyza dloh
Priebeh

Semindr je venovany rozboru tloh doméceho kola aktudlneho roénika MO. Od vediiceho semindra
tak bude vyZadovat domdcu pripravu navyse, kedZe bude musief samostatne vyriesif zadané tlohy.
Na semindri potom so Studentmi prediskutujeme ich spdsoby rieSenia a pristupu k jednotlivym
tlohdm. Ak uz budd maf Studenti tilohy domaceho kola opravené, mozeme sa venovat aj najéastejs$im
konkrétnym chybam a nejasnostiam, ktoré sa pri rieSen{ iloh naSimi zverencami objavili.

Domaéca praca

Na zdver semindra Studentov poZiadame, aby si zopakovali obsah semindra od zaciatku $kolského
roka a poznacili si pripadné nejasnosti alebo naro¢né partie. Nasledujici seminar totiZ bude prile-
Zitostou vsetky nejasnosti odstranif.
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Seminar 16: Konzulta¢né stretnutie v rézii Studentov
Priebeh

Na semindr nie je zdmerne naplanovany Ziadny konkrétny obsah, pretoZe je zamyslany ako priestor
na konzulticiu, prinesenie vlastnych otdzok a nejasnosti, ktoré Studenti majd, aby sme sa spolo¢ne
zbavili vSetkych pochybnosti pred Skolskym kolom.

Seminar 17: Skolské kolo MO - analyza viloh
Priebeh

Semindr je venovany, podobne ako pred dvoma tyZdnami, analyze dloh aktudlneho ro¢nika MO,
tentoraz vSak kola Skolského. Opif so Studentami rozoberieme uskalia, na ktoré pri rieSeni narazili,
najéastejsie postupy a pripadné spojenie s domacim kolom.

Seminar 18: Algebraické vyrazy a (ne)rovnice IV — zloZitejSie nerovnosti
Ciele

Zoznamif a precvicif so Studentami rieSenie Gloh zameranych na dokazovanie zloZitej$ich nerov-
nosti, AG-nerovnost

Ulohy a rieSenia

Uloha 18.1. [61-1I-1] Pre vietky redlne &isla x,y, z také, 7e x < y < z, dokdZte nerovnost
=Y+ > (x—y+2)>
RieSenie*. Aby sme mohli pouZif vzorec A2 — B> = (A — B)(A + B), presufime najskor jeden z

krajnych ¢lenov Tavej strany, napriklad &len z2, na pravi stranu:

K=y > (x—y+z2)? -2,

(x=y)(x+y)>(x—y+z—2)(x—y+z+2),
(x=y)(x+y) > (x=y)(x—y+22).
KedZe spolo¢ny cinitel x —y oboch strdn poslednej nerovnosti je podla predpokladu dlohy ¢islo
zdporné, budeme s dokazom hotovi, ked ukdZeme, Ze zvy$né Cinitele spliiaji opacni nerovnost
x+y < x—y+2z Ta je vak zrejme ekvivalentnd s nerovnosfou 2y < 2z, ¢ize y < z, ktord podla

zadania tilohy naozaj plati.
Iné rieSenie*. Podla vzorca pre druhd mocninu trojclena plati

(x—y+2)? =2 +y* + 72 = 2xy +2x7— 2yz.
Dosadme to do pravej strany dokazovanej nerovnosti a urobme niekolko dalSich ekvivalentnych
uprav:
=y > Py 4 = 2xy+ 2x2 - 27,
0 > 2y — 2xy+ 2x7 — 2yz,
0>2y(y—x)+2z(x—y),
0>2(y—x)(y—2).
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Poslednd nerovnosf uz vyplyva z predpokladov tlohy, podla ktorych je Cinitel' y — x kladny, zatial
o Cinitel'y — z je zdporny.

Komentar. Uloha sa d4 vyriesif jednoduchym pouZitim ekvivalentnych tprav a diskusiou v z-
vere, v ktorej je potrebné nezabudnif na predpoklady z tivodu zadania. Ak $tudenti sami nepridu na
dokaz pomocou pouzitia vzorca A — B2, je vhodné im ho ukézaf, kedZe tak budeme demonstrovat
viacero odlisnych pristupov k rieSeniu tlohy. Zaroven tloha nevyZaduje Specidlne vedomosti a je
tak prijemnym prepojenim tohto a minulého semindra o nerovnostiach.

Uloha 18.2. [66-11-4] Dokdzte, 7e pre vietky kladné redlne &isla a < b < ¢ plati
1 1 1
—a+b —+-+-]>3.
(—a+ +C)<a+b+c> >
RieSenie*. Nerovnost vynasobime kladnym vyrazom abc a po rozndsobeni ju postupne (ekviva-

lentne) upravime:

—a(bc+ac+ab) + b(bc + ac + ab) + c(bc 4 ac + ab) > 3abc,

—abc — a*c — a*b+ b*c + abe + ab® + bc? + ac? + abe > 3abc,

(b*c —abc) + (be* — abe) + (ac* — a*c) + (ab® — a*b) > 0,

be(b—a)+bc(c—a)+ac(c—a)+ab(b—a) > 0.

Vzhladom na predpoklad 0 < a < b < ¢ je vyslednd, a teda aj povodnd nerovnost splnena.

Iné riesenie*. Dokazovanu nerovnosf postupne upravime, pricom vyuZijeme zndmu nerovnost

z W/

b/c+c/b> 2, ktord je pre kladné &isla b, ¢ ekvivalentn4 s nerovnosfou (b —c)? > 0:

(catbto)( i =i (2o (- 9) 1 (248 s
4 Cabc_ a b a c c b))

b — a2 2 2
>142 44079 o5
ab ac

pretoZe zrejme plati aj a> < b* < 2.

|—

Iné rieSenie*. Podla predpokladov ulohy platia nerovnosti —a+b+c > ca é + % + % > % + 2.
Obe nerovnosti (s kladnymi stranami) medzi sebou vyndsobime a ziskame tak

I 1 1 2 1 2c
- e ed > Za ) =1+ >
( a+b+c)<a+b+c>_c<b+c> +b_3

pretoZe ¢/b > 1 podla zadania.

Q

Komentir. Dalsia tdloha, ktord je mozné rozlisknuf spektrom rozli¢nych pristupov. Ak $tudenti
zvolia len cestu ekvivalentnych tGprav, ukdZeme im aj rieSenie, ktoré vyuziva nerovnost b/c+c/b >
> 2 z predchadzajiceho semindra o nerovnostiach, rovnako ako rieSenie pomocou vyndsobenia
nerovnosti medzi sebou. Takto ddme $tudentom prileZitost poznaf aj iné pristupy, ktoré mdzu byt
uZito¢né pri dalSom rieSeni dloh.



Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti 91

Uloha 18.3. [60-1I-4] Nech x,y,z st kladné redlne &isla. Ukézte, Ze aspoti jedno z &isel
X+y+z—xyzaxy+yz+zx—3 je nezaporné.

RieSenie*. UkdZzeme, Ze ak je Cislo xy + yz + zx — 3 zdporné, je Cislo x +y + z — xyz kladné. Ak
xy+yz+2zx < 3, je asponi jedno z Cisel xy, yz, zx menSie ako 1, napr. xy. Potom x+y+z—xyz =
=x+y+2z(1—xy) je zjavne sicet troch kladnych &isel.

Iné rieSenie*. UkdZeme, Ze ak je ¢islo x+y+z—xyz zdporné, tak Cislo xy +yz+zx— 3 je kladné.
Predpokladajme, Ze x+y+z < xyz. Tym skor x < xyz. Po skrateni kladného ¢isla x dostaneme yz > 1.
Podobne odvodime odhady xy > 1 a zx > 1. Teraz ich staci s¢itaf a mame xy 4 yz+ zx > 3.

Iné rieSenie*. Tvrdenie dlohy dokdZeme sporom. Predpokladajme, Ze x +y + z < xyz a za-
roven xy + yz+ zx < 3. Obe tieto nerovnosti si symetrické, preto méZzeme predpokladaf, Ze Cisla
X,¥,z su oznacené tak, Ze z je najmenSie. Z druhej nerovnosti dostaneme, Ze xy < 3. Potom vSak
x+y+z<xyz <3z tedax+y <2z To je vSak spor s tym, Ze ¢islo z je najmenSie.

Komentar. Uloha je zaujimava tym, Ze na prvy pohlad nemusi vyzeraf ako tiloha o nerovnostiach
a tiez Studentom nemusi byt dplne jasné, z ktorého konca dlohu uchopif. M6Ze to byt tieZ dobra
prilezitost na ukdzku toho, ako sa da uplatnit dokaz sporom.

Uloha 18.4. [61-1-4] Redlne &isla a, b, ¢,d vyhovuji rovnici ab + be 4 cd + da = 16.
a) Dokézte, Ze medzi ¢islami a, b, c,d sa ndjdu dve so sictom najviac 4.

b) Aki najmensiu hodnotu moZe mat sicet a® + b + ¢* + d??

RieSenie*. a) Z rovnosti 16 = ab+bc+cd +da = (a+c¢)(b+d) vyplyva, Ze obidva sicty a+c a
b+ d nemdZ7u byt vicsie ako 4 sticasne, lebo v opa¢nom pripade by bol ich sicin vacsi ako 16. Preto
vzdy aspoii jeden zo stcétov a + ¢ alebo b + d ma poZadovanu vlastnost. b) VyuZijeme vSeobecni
rovnost

2,2, 2, 2 1 2, 1 2, 1 2, 1 2
a-+b " +c"+d = E(a—b) +§(b—c) +§(C—d) + E(d—a) +ab+bc+cd+da,
o platnosti ktorej sa lahko presved¢ime tpravou pravej strany. Vzhladom na nezdpornost druhych
mocnin (a —b)?, (b—c)?, (c —d)?* a (d — a)? dostdvame pre Tavi stranu rovnosti odhad

@ +b*+c*+d*> > ab+bc+cd+da=16.

Je ndjdené ¢islo 16 najmenSou hodnotou uvaZovanych sti¢tov? Ind¢ povedané: nastane pre niektord
vyhovujicu Stvoricu v odvodenej nerovnosti rovnost? Z nasho postupu je jasné, Ze musime rozhod-
ndf, ¢i pre niektord z uvaZovanych stvoric platia—b=b—c=c—d=d—a=0,iZea=b=c=d.
Pre taki §tvoricu ma rovnost ab + bc 4 cd + da = 16 tvar 4a*> = 16, Comu vyhovuje a = +2. Pre
vyhovujtice §tvoricea =b=c=d =2aa=b = c = d = —2 ma stdet a* + b*> + ¢* + d* naozaj
hodnotu 16, preto ide o hladané minimum.

Komentir. Dalsia tloha, ktord nepracuje s priamym dokazovanim nerovnosti, aviak vyuZiva fakt,
ktory sme si osvojili uz pri prvom nerovnostnom semindri, a to Ze druhd mocnina lubovolného redl-
neho ¢isla je vZdy nezdpornd. To ndm potom pomohlo uskutocnif odhad hodnoty suctu zo zadania
ulohy. Na tomto mieste povazujeme sa vhodné Studentom zmienif, Ze odhadovanie hodnét je dalsim
miestom, kde sa znalosti o nerovnostiach vyborne uplatnia, ako ukdZe aj nasledujica dloha.
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Uloha 18.5. [62-1-2] Pre kladné redlne &isla a,b,c,d plati
a+b=c+d, ad=bc, ac+bd=1.

Ak najvicsiu hodnotu mdze maf sucet a+b+c+d?

RieSenie*. Najskor ukdZeme, Ze prvé dve rovnosti zo zadania tlohy st splnené len vtedy, ked’ plati
a = casuicasne b = d. Naozaj, vdaka tomu, Ze zadané ¢isla si kladné (a teda r6zne od nuly), mdZeme

uvedené rovnosti zapisaf ako
b d b d
all+—-|=cll4+—-) a -—=-.
a C a c

Podla druhej rovnosti vidime, Ze stcty v oboch zdtvorkich z prvej rovnosti maji rovnakd kladnd
hodnotu, takZe sa musia rovnaf prvé ¢initele oboch jej stran. Plati teda a = ¢, odkial' uz vyplyva aj
rovnost b = d. Ked uz vieme, Ze plati a = ¢ a b = d, vystac¢ime dalej len s premennymi a a b a
ndjdeme najvacsiu hodnotu zadaného stuctu

S=a+b+c+d=2(a+b)

za jedinej podmienky, totiZ Ze kladné &isla a, b spliiaji rovnost a®> + b> = 1, ktoré je vyjadrenim
tretej zadanej rovnosti ac +bd = 1 (prvé dve sd vdaka rovnostiam a = ¢ a b = d zrejmé). VSimnime
si, Ze pre druht mocninu (kladného) suctu S plati

§? = 4(a+b)* = 4(a* +b*) + 8ab =4 -1+ 8ab = 4(1 4 2ab),

takZe hodnota S bude najvicsia prave vtedy, ked bude najvicsia hodnota 2ab. Zo zrejmej nerovnosti
(a— b)? > 0 po rozndsobeni viak dostaneme

2ab < a* +b* =1,

pritom rovnost 2ab = 1 nastane prave vtedy, ked bude platif @ = b, €o pre kladné Cisla a,b spolu
s podmienkou a® 4 b* = 1 vedie k jedinej vyhovujiicej dvojici a = b = 1/ /2. Najvicsia hodnota
vyrazu 2ab je teda 1, takZe najvicsia hodnota vyrazu S? je 4(14 1) = 8, a teda najvicsia hodnota S
je v/8 = 2+/2. Dosiahne sa pre jedint pripustni §tvoricua =b=c=d = 1//2.

Komentar. Druha z dvojice tloh, v ktorej maji Studenti ndjst najvacsiu/najmensiu hodnotu. Po-
dobne ako v predchddzajicej dlohe ndm k tomu pomdzZe nezdpornost druhej mocniny redlneho
¢isla, tu ju v8§ak musime skombinovat este s dal§imi zdvermi z ulohy. Predpokladdme, Ze tloha pre
Studentov bude vyzvou a pravdepodobne budu potrebovat niekolkych miestach poradit (napr. skd-
manie druhej mocniny sictu S je netrividlnym ndpadom).

Uloha 18.6. [62-1-2-N1] Ukéte, 7e nerovnost %(u +v) > /uv medzi aritmetickym a
geometrickym priemerom dvoch lubovolnych nezdpornych &isel u a v vyplyva zo zrejmej
nerovnosti (@ — b)? > 0 vhodnou volbou hodnoty a a b.
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RieSenie*. Zvolme a = \/u a b = \/v. Vyjdime zo zrejmej nerovnosti (1/u —+/v) > 0 a ti dalej
ekvivalentne upravujme:

(Vu—+/v)* >0,

u—2+v/uv+v >0,
u—2|—v >\ uv.

Komentar. Vyssie dokdzand nerovnost je Specidlnym pripadom tzv. AG-nerovnosti medzi aritme-
tickym a geometrickym priemerom Iubovolnych nezdpornych ¢isel. Jej vSeobecnejsi tvar pre viac
ako dve Cisla vSak v tomto momente nepovazujeme za doleZité so Studentami pokryvat, kedZe AG-
-nerovnosf sa v tlohdch kategérie C vyskytla v poslednych rokoch velmi zriedka (a aj vtedy bolo
nerovnosti mozné dokazaf inymi metédami). Je to v8ak velmi uzito¢ny ndstroj, ktorému by sme sa
venovali v pokracovani semindra vo vy§§ich ro¢nikoch.

Jeho vyuzitie budeme demonstrovaf v nasledujicej dlohe.

Uloha 18.7. [62-1-2-N1] Dokazte, Ze pre Tubovolné kladné &isla a, b, ¢ plati nerovnost

1 1 1
<a+ > <b+> (c+ > > 8
b c a
a zistite, kedy prechadza v rovnost.

RieSenie*. Lavu stranu L dokazovanej nerovnosti najskdr upravime rozndsobenim a vzniknuté
¢leny zoskupime do sictov dvojic navzdjom prevritenych vyrazov:

() )(ed)-
aves ) (D) (o D) )

PretoZe pre u > 0 je u+ % > 2, pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked u = 1, pre vyraz L plati
L>2+2+42+2=S8, ¢o sme mali dokdzaf. Rovnost L = 8 nastane prave vtedy, ked plati
1 1 1 1
abc+ —=a+—-=b+—-=c+-=2
abc a b c

teda, ako sme uz spomenuli, prave vtedy, ked abc = a =b = c =1, t.j. prdve vtedy, keda =b =
=c=1.
Pozndmka. Dodajme, Ze upravena nerovnost

1 1 1 1
abc+a+b+c+—-—+-4+-+—2>8
a b ¢ abc

vyplyva okamZite aj z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom &smich c¢isel

a b ¢ abc
lebo ich sicin (a teda aj geometricky priemer) je rovny Cislu 1, takZe ich aritmeticky priemer ma
hodnotu asponi 1.
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Iné rieSenie*. V dokazovanej nerovnosti sa najskdr zbavime zlomkov, a to tak, Ze obe jej strany
vyndsobime kladnym ¢&islom abc. Dostaneme tak ekvivalentnd nerovnost

(ab+1)(bc+ 1)(ac+1) = 8abc,
ktord ma po rozndsobeni lavej strany tvar
a*b*c* + a’be + ab’c + abc® + ab + ac + be + 1 > 8abc.
Poslednt nerovnost mozno upravif na tvar
(abc —1)* +ab(c —1)* +ac(b—1)* 4+ bc(a—1)> > 0.

Této nerovnost uz zrejme plati, lebo na Tavej strane mame stcet Styroch nezdpornych vyrazov. Pritom
rovnost nastane prave vtedy, ked ma kazdy z tychto Styroch vyrazov nulovi hodnotu, teda prave
vtedy, ked
abc—1=c—1=b—-1=a—-1=0,
cize
a=b=c=1.

Iné rieSenie*. Danu nerovnosf mozno dokazaf aj bez rozndsobenia jej Tavej strany. Sta¢i napisat tri

AG-nerovnosti
1 n 1 S a 1 b 1 S b 1 . 1 S c
2\YTh) Ve 2 )= Ve 2\Ta) Ve

Ich vyndsobenim dostaneme

1+11b+11+1>aﬁ c_,
2\“Tp) 2 ) 2\Ta) N Ve Va &

odkial po ndsobeni 6smimi obdrZzime dokazovant nerovnost. Rovnost v nej nastane prave vtedy, ked
nastane rovnosf v kazdej z troch pouZitych AG-nerovnosti, teda prave vtedy, ked sa ¢isla v kazdej
,priemerovanej“ dvojici rovnaju:

Z prvych dvoch rovnosti vyplyva a = ¢, po dosadeni do tretej rovnosti potom vychddzaa =c =1,
tedaajb=1.

Komentar. Studenti mozno tlohu vyriesia inym spdsobom neZ vyuZitim AG-nerovnosti. V tom
pripade vSak rieSenie predvedieme, aby Studenti ziskali predstavu, ako sa tdto nerovnosf da efek-
tivne vyuzivat.

Dopliujiice zdroje a materialy

Tak, ako v aj v prvom semindri zameranom na nerovnosti, méZeme $tudentom odporudif rovnaké
publikicie. Okrem toho je moZné ndjst velké mnoZstvo dloh na precvienie v archivoch matema-
tickych korespondenc¢nych semindrov [PraSe]® & v inych online zdrojoch’.

8Napr. https://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf alebo https://mks.mff.cuni.cz/library/
AGNerovnostLZ/AGNerovnostLZ. pdf.
9Napr. http://www.talnet.cz/documents/18/3a616554- 1£53-473c-af04-9544f cc95969


https://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf
https://mks.mff.cuni.cz/library/AGNerovnostLZ/AGNerovnostLZ.pdf
https://mks.mff.cuni.cz/library/AGNerovnostLZ/AGNerovnostLZ.pdf
http://www.talnet.cz/documents/18/3a616554-1f53-473c-af04-9544fcc95969
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2.6 Februar

Seminar 19: Algebraické vyrazy a rovnice — zloZitejSie rovnice a ich systémy
Ciele

Zoznamif Studentov s dal$imi typmi rovnic a ich ststav (iraciondlne koeficienty, dolnd celd cast),
tieto tlohy, spolu so slovnymi dlohami precvidit.

Ulohy a riesenia

vvvvvvvvvv

vvvvv

Riesenie*. Ozna¢me a/b pévodny zlomok. Podla zadania platia rovnosti
a+1 a 1 a+2 a 1
——=— ——=— beN
b+l b 20 Y br2 b1z @PEN
ktoré sd ekvivalentné so vztahmi

20b(a+1)—20a(b+1)=b(b+1) a 12b(a+2)—12a(b+2) =b(b+2).

Tie upravime na tvar 195 —20a = b* a 22b — 24a = b*. Po od¢itani oboch vztahov zistime, Ze 4a =
= 3b, ¢o po dosadeni do druhej rovnosti dd 226 — 18b = b?, &ize b> = 4b. Vzhladom na podmienku
b # 0 odtial vyplyva b = 4 a a = 3. Hladané zlomky st teda %, % a %.

Iné riesenie*. Ozna¢me a/b pévodny zlomok. Zo vzfahov

1 1 1 1 2
2045 Y 12743 406
mozno odhadnif, Ze rieSenim by mohlo byf » = 4. Potom
4(a+1)=5a 1 . 4(a+2)—6a 1
4.5 20 4-6 12’

¢iZze a = 3. Musime sa vSak e$te presvedcif, Ze tloha iné rieSenie nema. Podmienky tlohy vedd ku
vzfahom
b—a 1 2(b—a) 2

bb+1) 45 ° b(b+2) 46
Z podielu ich lavych a pravych strdn potom vyplyva
b+2 6
b+1 5
¢omu vyhovuje jedine b = 4.
Pozndmka. V tGplnom rieSeni nesmie chybaf vylic¢enie moZnosti b # 4. Napriklad z podobnych
rovnosti 1/20 =30/(24-25) a1/12 =52/(24-26) by sme mohli hddat, Ze b = 24, ¢o rieSenim nie
je.

Uloha 19.2. [59-1-3-N1] Uréte |0],(3,5],[2,1],[—4],[—3,9],|—0,2]. Symbol |x| ozna-
¢uje najvacsie celé Cislo, ktoré nie je vicsie ako &islo x, tzv. dolnd celd Cast redlneho Cisla x.

RieSenie. [0] =0,[3,5] =3,|2,1] =2,|—4] = —4,|-3,9] = —4,|—-02] = —1.
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Uloha 19.3. [59-1-3-N2] Nechajecelé&isloat € (0;1). Urtte |al, |a+t], a+3t], la—t],
la+2t|,|a—2t].

RieSenie. [a| = a,|a+t| =a, l[a+3t] =a, l[a—t] =a, akt =0, resp. [a—1] =a— 1, ak
t#0, la+2t] =a,akt<0,5 resp. l[a+2t| =a+1,akt>0,5, |[a—2t] =a, akt =0, resp.
la—2t] =a—1akt<0,5a|a—2t] =a—2akt>0,5.

Uloha 19.4. [59-1-3] Urcte vietky redlne &isla x, ktoré vyhovuji rovnici 4x — 2| x| = 5.

RieSenie*. Polozme |x| = a, potom x = a+1, priCom ¢ € (0, 1), a rovnicu 4(a+t) — 2a = 5 ekvi-
valentne upravme na tvar a = % —2t. Aby bolo ¢islo a celé, musi byf 2r =k - %, priCom k je nepdrne
&islo. NavySe 27 € (0,2). Teda bud' 2t = § aa =2, alebo 2t = 3 a a = 1. Povodnd rovnica mé preto
dve rieSenia: x; = 2,25 ax, = 1,75.

Iné rieSenie*. Rovnicu upravime na tvar 2x — % = |x]. Takd rovnica bude splnend préave vtedy,
ked ¢islo 2x — % bude celé a bude spliiat nerovnosti x — 1 < 2x — % < x, ktoré su ekvivalentné s pod-
mienkou % <x< % Pre takéto x zrejme hodnoty vyrazu 2x — % vyplnia interval (%, %> V fiom leZia
prave dve celé ¢isla 1 a 2, teda hladané x ndjdeme z rovnic 2x — % =la2x— % =2.

Komentar. Aj napriek tomu, Ze funkcia dolné celd ¢ast nie je beZznym ucivom preberanym v $ko-
lach, nemala by analyza tlohy robif Ziakom velké problémy.

Uloha 19.5. [57-1-3-N1] Urdte vietky celé &isla n, pre ktoré nadobida zlomok (4n +
+27)/(n+3) celo¢iselné hodnoty.

RieSenie. Zlomok (4n+27)/(n+ 3) upravime na tvar 4 4 15/(n+ 3), teda ¢islo n+ 3 musi delit
15. Z toho dostdvame n € {—18,—8,—6,—4,—2,0,2,12}.

Uloha 19.6. [57-1-3] Mame ur¢ity pocet krabiciek a uréity pocet gulo¢ok. Ak dame do kaz-
dej krabicky prave jednu gulocku, ostane ndm n gul6cok. Ked vsak nechdme prave n krabiciek
bokom, mdzeme vsetky guloc¢ky rozmiestnif tak, aby ich v kazdej zostdvajiicej krabicke bolo

prave n. Kolko mame krabiciek a kolko gul6¢ok?
RieSenie*. Ked oznacime x pocet krabiciek a y pocet gulocok, dostaneme zo zadania ststavu rovnic

x+n=y a (x—n)-n=y (19.6.1)

s nezndmymi x, y a n z oboru prirodzenych ¢isel. Vyli¢enim nezndmej y dostaneme rovnicu x+n =
= (x—n) - n, ktord pre n = 1 nemd rieSenie. Pre n > 2 dostaneme
n?+n

2
x= =n+2+—-", (19.6.2)
n—1 n—1

odkial vidime, Ze (prirodzené) ¢islo n — 1 musi byt delitefom &isla 2. Teda n € {2,3}. Pripustné
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hodnoty n dosadime do 19.6.1 a sdstavu vyrieSime (mozno tieZ vyuzif vzfah 19.6.2. Pre n = 2
dostaneme x =6,y =8 apren=3 ur¢imex=6ay=9.

Skiiska. Majme Sesf krabiciek a osem gulocok. Ked’ do kazdej krabi¢ky dame prave jednu gu-
16¢ku, ostane n = 2 guldcok. Ked vSak odoberieme dve krabicky, mdéZeme do zostdvajticich Styroch
rozdelif guldcky prave po dvoch. Podmienky ulohy si teda splnené. Pre Sesf krabiciek a devif gu-
I6¢ok urobime skiSku rovnako lahko.

Zaver. Bud mame Sest krabiciek a osem gulocok, alebo Sesf krabiCiek a devif gulocok.

Komentar. Uloha, spolu s tilohou predchddzajicou, je beZnou slovnou tlohou vediicou na sistavu
rovnic. Jej ispesné vyrieSenie vSak vyZaduje umnd manipuldciu s vyrazmi.

Uloha 19.7. [57-11-4] Nijdite vietky trojice celych &isel x, y, z, pre ktoré plati
x+y\f3+zxf7=y+zxf3+x\f7.

RieSenie*. Rovnicu prepiSeme na tvar
x—y=(z=y)V3+@x—2)V7
a umocnime. Po jednoduchej Gprave dostaneme
(x—y)?=3(z—y)* = T(x—2)* =2(x —2)(z—y)V2L. (19.7.1)

Pre x # z a y # z nemdZe rovnosf 19.7.1 platif, pretoZe jej prava strana je v takom pripade ¢islo
iraciondlne, zatial Co Tava strana je ¢islo celé. Rovnosf teda mdze nastaf, len ked x = z alebo y = z.

V prvom pripade po dosadeni x = z do pévodnej rovnice dostaneme z —y = /3 (z—y). Odtial
Z=y=x

V druhom pripade, ked'y = z, d6jdeme analogicky k rovnakému vysledku.

Zaver. Riesenim danej rovnice st vSetky trojice (x,y,z) = (k,k, k), kde k je Tubovolné celé &islo.

Komentar. Aj napriek tomu, Ze vzorové rieSenie tlohy vyzerd zrozumitelne, dloha riesitelov kraj-
skych kol potrépila (bola najhorsie hodnotenou tlohou daného krajského kola). Zaludnosti sa ukry-

vaju vo vytyCovani iraciondlnych ¢isel a nie nezndmych, vhodnej dprave rovnice a diskusii o (i)racionalite

oboch stran rovnice.

Uloha 19.8. [64-1-1] Uréte vietky dvojice (x,y) redlnych ¢isel, ktoré vyhovuji ststave
rovnic

()C+4)2 :4_y7

y—4)

:

2=x+38.
RieSenie*. Vzhladom na to, Ze pre kaZdé redlne &islo a plati Va®? = |a|, je dand sdstava rovnic
ekvivalentnd so stistavou rovnic

|X+4’ :4_}),
ly—4|=x+38.
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Z prvej rovnice vidime, Ze musi byt4 —y > 0, teda y < 4. V druhej rovnici mdZeme teda odstranit
absoldtnu hodnotu. Dostaneme tak

ly—4|=4—y=x+8, tj. —y=x+4.
Po dosadeni za x + 4 do prvej rovnice dostaneme
[=yl=bl=

KedZe y < 4, budeme dalej uvazovat dva pripady.

Pre 0 <y < 4 rieSime rovnicu y = 4 —y, a teda y = 2. Ndjdenej hodnote y = 2 zodpoveda po
dosadeni do druhej rovnice x = —6.

Pre y < 0 dostaneme rovnicu —y = 4 —y, ktord vSak nema4 rieSenie.

Zdver. Dand sistava rovnic md prave jedno rieSenie, a to (x,y) = (—6,2).

Iné rieSenie*. Odstranenim absolitnych hodndt v oboch rovniciach, t. j. rozborom Styroch moz-
nych pripadov, ked

Q) (x+4>0)A(y—420), tj. (x> —4)A(y>4),
b) (x+4>0)A(y—4<0), t.j. (xz —HA(y<4),
C)(x+4<0)/\(y—420),t] x < —4)A(y>4),

d)(x+4<0)A(y—4<0), t.j. (x<—4)A(y<4),
zistime, Ze pripady a), b), ¢) nedavajui (vzhladom na uvedené obmedzenia v jednotlivych pripadoch)
Ziadne redlne rieSenie. V pripade d) potom dostaneme jediné rieSenie (x,y) = (—6,2) danej sdstavy.

Komentar. V dvode rieSenia pripomenieme vzfah va?> = |a|, ktory ndm pomdZe transformovat
sstavu zo zadama na sustavu rovnic s absoldtnou hodnotou, ktort by Studenti mali byf schopni bez

.....

Domaéca praca

Uloha 19.9. [59-11-4] Uréte vietky dvojice redlnych &isel x, y, ktoré vyhovuji sdstave rovnic
|lx+y| = 2010,
\:XJ —y=0
ak a) p =2, b) p=3. Symbol | x| oznaCuje najvicsie celé ¢islo, ktoré nie je vicsie ako dané
redlne ¢islo x (tzv. dolnd cela ¢ast redlneho Cisla x).
Riesenie*. KedZe Cislo p je celé, je aj y = | x| — p celé &islo a [x+y| = [x]| +y. Povodnd sdstava
rovnic je teda ekvivalentnd so sdstavou
|x] +y = 2010,
\:XJ —y=0
ktord Tahko vyriesime napriklad s¢itacou metédou. Dostaneme [x] = 3(2010+ p) (¢o mdZe platit
len pre parne p) ay = |x| — p.
a) Pre p = 2 je rieSenim sistavy fubovolné x € (1006,1007) a y = 1004.

b) Pre p = 3 nema4 sustava Ziadne rieSenie.

Iné rieSenie*. PoloZme |x| = a, potom x = a+t¢, pricom 7 € (0, 1).
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a) Pre p = 2 siistavu prepiSeme na tvar y = a —2 a |2a — 2 +t| = 2010. Z poslednej rov-
nice vyplyva 2a — 2 = 2010, odtial @ = 1006. KedZe ¢ € (0, 1), vyhovuje povodnej ststave kazdé
x € (1006,1007), pricom y = 1004.

b) Pre p = 3 dostdvame y = a — 3 a [2a — 3 +¢| = 2010. Posledna rovnica je ekvivalentnd so

vzfahom 2a — 3 = 2010, ktorému nevyhovuje Ziadne celé ¢islo a. Pre p = 3 nemd dana ststava
rovnic rieSenie.

Uloha 19.10. [64-S-1] V obore redlnych &isel vyrieste stistavu rovnic

|1_x‘:y+1a
1+y| =2z -2,

2—z| =x—x%

RieSenie*. Prava strana prvej rovnice je nezaporné ¢islo, ¢o sa premietne do druhej rovnice, pri-
¢om mdzeme odstranif absoldtnu hodnotu. Aj prava strana druhej rovnice je nezaporné ¢islo, ¢o sa
s vyuZitim rovnosti |z — 2| = |2 — z| premietne do tretej rovnice, pricom mdZeme odstranif absolitnu
hodnotu. Dana stistava ma potom tvar

[1—x|=y+1,
l+y=2z -2,

7 -2=x—x

a odtial jednoduchym porovnanim dostdvame rovnicu

I1—x| =x—x%

Pre x < 1 dostaneme rovnicu 1 —x = x —x? &iZe (1 —x)? = 0, ktorej rieSenie x = 1 ale predpokladu
x < 1 nevyhovuje.

Pre x > 1 vyjde rovnica x> = 1; z jej dvoch rieseni x = —1 a x = 1 predpokladu x > 1 vyhovuje
ibax=1.
Z danej sustavy potom jednoducho dopocitame hodnoty y = —1 a z = 2. Sdstava md teda jediné

rieSenie (x,y,z) = (1,—1,2).

Seminar 20: Tedria Cisel IV — prvocisla
Ciele

Precvicit so Studentmi rézne dlohy o prvocéislach, pri rieSeni ktorych sa uplatnia poznatky o delitel-
nosti nadobudnuté v semindroch 7 a 8.

Ulohy a riesenia

.....

.....

Riesenie. Ozna¢me p < g prvocisla zo zadania. Potom plati (p + 1)g = pg+ 7. Po roznasobeni Ta-
vej strany a od¢itani vyrazu pg od oboch stran rovnosti dostdvame g = 7. Prvocislo p ma byf mensSie
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ako g, preto p € {2,3,5} a hfadanym ¢&islom 7 je tak jedno z &isel 14, 21 alebo 35.

evv s

Uloha 20.2. [63-1-3-N4] Cislo n je st¢inom dvoch prvoéisel. Ak zvi¢iime kazdé z nich

.....

RieSenie. Podobne ako v predchadzajiicom pripade oznacme p < ¢ (nie nutne rdzne) prvocisla zo
zadania a to prepiSme do tvaru rovnosti (p+1)(g+ 1) = pg+ 35. Po tprave dostdvame p + g = 34.
HIaddme teda dvojice prvocisel, ktorych sicet bude 34. Takymi sd jedine 3 a 31, 5a 29, 11 a 23,
17 a 17. RieSenim tlohy je potom n € {93,145,253,289}.

Komentar. Uvodné dve jednoduché tlohy maji pripravny charakter na dlohu nasledujicu a s
skor rozcvickou, neZ ndro¢nou aplikdciou vedomosti o prvocislach.

.....

.....

Riesenie*. Nech n = pgr,p < g < r.Rovnost (p+1)(g+ 1)r = pgr+ 915 ekvivalentne upravime
natvar (p+qg+1)-r=915=3-5-61, z ktorého vyplyva, Ze prvocislo r mdZe nadobudniif len
niektord z hodndt 3, 5 a 61. Pre r = 3 ale z poslednej rovnice dostdvame (p+¢+1)-3=3-5-61,
¢ize p+ g = 304. To je spor s tym, Ze r je najvicsie. Analogicky zistime, Ze nemdZe byt ani r = 5.
Je teda r =61 a p+ g = 14. VyskiSanim vSetkych moznosti pre p a g vyjde p =3, g =11, r =61
an=3-11-61=2013.

Komentar. Uloha vyzaduje vhodni manipuldciu rovnosti zo zadania a potom uZ len dostatoéne
pozornud analyzu vzniknutych moZnosti.

Uloha 20.4. [64-S-3] Ndjdite najmensie prirodzené &islo n s cifernym stétom 8, ktoré sa
rovnd stcinu troch ré6znych prvocisel, pricom rozdiel dvoch najmensich z nich je 8.

Riesenie*. Hladané ¢islo #n je sti¢inom troch réznych prvocisel, ktoré oznacime p,q,r, p < g <r.
Cislo n = pgr ma ciferny stcet 8, ktory nie je delitelny tromi, preto ani n nie je delitelné tromi a
teda p,q,r # 3. Napokon hladané ¢islo n nie je delitelné ani dvoma, pretoze by muselo by p=2 a
q = p+8 =10, o nie je prvocislo. Musi teda byf p = 5.

Ak je p=5,je q=p+8 =13, takze r € {17,19,23,29,31, ...} a n € {1105,1235,1495,
1885,2015, ...}. V tejto mnoZine je zrejme najmensie ¢&islo s cifernym siétom 8 &islo 2015.

Ak je p > 5, je p = 11 najmenSie prvocislo také, Ze aj g = p + 8 je prvocislo. Preto p = 11,
g =19, ateda r = 23, takZe pre zodpovedajice Cisla n plati n = 11-19-23 = 4807 > 2015.

Komentir. Uloha prijemne spdja poznatky o delitelnosti a prvo&islach a nemala by pre $tuden-
tov byt neprekonatelnou vyzvou.
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.....

ich sucet aj sucin boli mocniny prvocisel.

RieSenie*. Z podmienky pre stcin vyplyva, Ze a aj b si mocninami toho istého prvocisla p: a = p’,
b= p’, pricom r, s st celé kladné ¢isla. Keby bolo p nepdrne, bol by sicet a+ b delitelny okrem ¢isla
p aj ¢islom 2, takZe by nebol mocninou prvoéisla. Teda p =2. Ak r < s, je sieta+b =2"(1+2"")
opdf ¢islo parne delitelné neparnym ¢islom vac$im ako 1, nie je teda mocninou prvoéisla. K rov-
nakému zaveru dojdeme aj v pripade, ked’ r > s. Ostava preto jedind moznos(: a = b = 2", priCom
r je celé kladné &islo. Sktska a + b = 2" +2" = 2! a ab = 2% potvrdzuje, Ze rieSenim st vietky
dvojice (a,b) = (2",2"), kde r je celé kladné ¢islo.

Uloha 20.6. [65-I-1-D2, resp. 55-11-4] Najdite vietky dvojice prvocisel p a ¢, pre ktoré plati
p+q* =q+145p*.

Riesenie*. Pre prvocisla p,q ma platif g(¢ — 1) = p(145p — 1), takZe prvocislo p deli g(g —1).
Prvocislo p nemdze delif prvocislo g, pretoZe to by znamenalo, Ze p = ¢, a teda 145p = p, €o nie
je mozné. Preto p deli g — 1, t.j. ¢ — 1 = kp pre nejaké prirodzené k. Po dosadeni do daného vztahu

dostaneme podmienku
k+1

145 — k2

Vidime, Ze menovatel zlomku na pravej strane je kladny jedine pre k < 12, zdroven vsak pre k < 11
je jeho Citatel mensT ako menovatel k+ 1 < 12 < 24 < 145k2. Iba pre k = 12 tak vyjde p prirodzené
a prvocislo, p = 13. Potom ¢ = 157, ¢o je tieZ prvo&islo. Uloha m4 jediné riesenie.

p:

Komentir. Uloha opif ukazuje, Ze upravenie podmienok zo zadania do vhodného tvaru, o ktorom
moZeme dalej diskutovaf, je ¢asto kli¢ovym krokom v rieSeni. V tomto pripade ide o podmienku
q = kp+ 1 andsledny rozbor hodnét v Citateli a menovateli zlomku. To by v Studentoch malo umoc-
nif dojem, Ze zru¢né nardbanie s algebraickymi vyrazmi néajde svoje Siroké uplatnenie.

Uloha 20.7. [62-1-5] Uréte vietky celé &isla i, pre ktoré 2n3 — 3n% +n+ 3 je prvoéislo.

RieSenie*. UkaZeme, Ze jedinymi celymi ¢islami, ktoré vyhovuju dlohe, sin=0an=1.
Upravme najskor vyraz V = 2n3 — 3n% 4 n + 3 nasledujiicim spdsobom:

V=0-3n"+2n)+ 0 —n)+3=n-2)(n—Dn+mn—1n(n+1)+3.

Oba stciny (n—2)(n—1)na (n—1)n(n+ 1) v upravenom vyraze V st delitelné tromi pre kazdé
celé Cislo n (v oboch pripadoch sa jednd o stcin troch po sebe iddcich celych ¢&isel), takZze vyraz V
je pre vsetky celé Cisla n delitelny tromi. Hodnota vyrazu V je preto prvocislom prave vtedy, ked

V = 3, teda préve vtedy, ked sicet oboch spomenutych sicinov je rovny nule:
0=n-2)n—1)n+(n—Dnn+1)=nn—1)[(n—2)+(n+1)]=n(n—1)(2n—1).

Posledni podmienku viak spliiajd iba dve celé &islan, a to n =0 a n = 1. Tym je tloha vyrieSend.

Pozndmka. Fakt, Ze vyraz V je delitelny tromi pre fubovolné celé n, méZzeme odvodif aj tak, Ze
doriho postupne dosadime n = 3k, n = 3k+ 1 a n = 3k + 2, pri¢om k je celé Cislo, rozdelime teda
vsetky celé ¢isla n na tri skupiny podla toho, aky ddvaji zvysSok po deleni tromi.
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Komentar. Aj ked vzorové rieSenie mdze vyzeraf trikovo, po vyskisani niekol’ko malo hodnét n
je vzdy hodnota zo zadania delitelnd 3, ¢o by Studentov mohlo priviest na mySlienku skusif dokdzat

o X2

delitelnost ¢isla zo zadania tromi.

Uloha 20.8. [[HKS11], priklad 2.3, str. 174] Najdite vietky prvocisla, ktoré si sticasne
sti¢tom a rozdielom dvoch vhodnych prvocisel.

RieSenie*. Predpokladajme, Ze prvocislo p je sicasne stctom aj rozdielom dvoch prvocisel. Potom
je vsak p > 2 ateda je p neparne. PretoZe je p zarovei sicet aj rozdiel dvoch prvocisel, jedno z nich
musi byt vZdy parne, teda 2. Takze hladdme prvocisla p, p,ps tak, Ze p = p1 +2 = p, — 2, teda
p1,p,p—2 sutri po sebe idice neparne Cisla a teda prave jedno z nich je delitelné troma (Studenti
by si mali rozmysliet preco). AvSak troma je delitelné jediné prvocislo 3, odkial vzhladom na to, Ze
p1 > 1 vyplyva p; =3, p=15a pp = 7. Jediné prvocislo vyhovujice zadaniu je teda p = 5.

Komentir. Uloha, ktord vyZaduje viac uvazovania, neZ tvrdého poéitania, je zaujimava prave jedi-
nym vysledkom.

Uloha 20.9. [[Thi86], priklad 3, str. 95] N4jdite celoCiselné rieSenia rovnice
1 1

1
x y p

kde p je pevne dané prvocislo.

RieSenie*. Ak existuji vObec nejaké rieSenia vySetrovanej rovnice, potom st nenulové. Preto mo-
7eme rovnicu upravif na ekvivalentny tvar yx — px — py = 0, resp. (x — p)(y — p) — p* =0, a teda

(x—p)y—p) =p*.

Odtiarl je vidief, Ze celo¢iselné rieSenia mdZeme dostaf len vtedy, ak x — p prebehne vSetkych deli-
telov &isla p?, pricom y — p prebehne doplnkové delitele. PretozZe je p prvoéislo, musi byf nutne

x—pe{l,p,p’,~1,-p,—p*}.
Pretoze x # 0, odpadd x — p = —p. Ostdva teda
xe{l+p2p,p+pip—1,p—p?} ateda ye{p+p*2p,14+p,p—p*p—1}.
Tieto hodnoty su skutoéne rieSenim, o om sa mdéZeme presvedcCif skiskou.

Komentir. Uloha, v ktorej opif predtym, neZ uplatnime znalosti o delitelnosti, prip. prvo&islach,
musime umne upravif vychodiskovy tvar rovnice.

Domaca praca

Uloha 20.10. [65-1-1] Nijdite vietky mozZné hodnoty stéinu prvocisel p, g, r, pre ktoré
plati
p*—(q+r)*=637.
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RieSenie*. avii stranu danej rovnice rozloZime na su¢in podla vzorca pre A> — B%. V takto upra-
venej rovnici

(p+q+r)(p—q—r)=637

uz lahko rozoberieme vSetky moZnosti pre dva celo¢iselné Cinitele nalavo. Prvy z nich je vacsi a
kladny, preto aj druhy musi byt kladny (lebo taky je ich sicin), takZe podla rozkladu na siiéin prvo-
&isel &isla 637 = 7% - 13 ide o jednu z dvojic (637,1), (91,7) alebo (49,13). Prvo&islo p je zrejme
aritmetickym priemerom oboch Cinitefov, takze sa musi rovnat jednému z Cisel %(637 +1) =319,
3(91+7) =49, (49 + 13) = 31. Prvé dve z nich viak prvocisla nie si (319 = 11-29 a 49 = 7%),
tretie dno. TakZe nutne p = 31 a prisliichajice rovnosti 31 +¢g+r =49 a31 — g—r = 13 platia prave
vtedy, ked g + r = 18. Také dvojice prvocisel {q,r} si iba {5,13} a {7,11} (staci prebraf vsetky
moznosti, alebo si uvedomit, Ze jedno z prvocisel g, r musi byf aspori 18 : 2 = 9, nanajvys vSak
18 —2 = 16). Sucin pgr tak mé prave dve mozZné hodnoty, ato31-5-13 =2015a31-7-11 =2387.

Doplnujice zdroje a materialy

Dalgie zaujimavé priklady je mozné najst v [HKS11], paragraf 2 a taktieZ v [Hol10].

Seminar 21: Teoria Cisel V — mis-mas
Ciele

Trénovat rieSenie roznorodych tdloh z oblasti elementarnej tedrie ¢isel bez Specifického zamerania

Uvodny komentar
Toto semindrne stretnutie sa nevyznacuje Specifickou témou, ale ide skor o panoptikum rdéznych
uloh, ktoré sa daju zahrnif do oblasti tedrie Cisel lepSie ako do akejkolvek inej.

Ulohy a rieSenia

Uloha 21.1. [65-11-4] Adam s Barborou hrajui so zlomkom

10a+b
10c+d

takiito hru na Styri fahy: Hraci striedavo nahradzaji Tubovolné z doposial neuréenych pismen
a, b, ¢, d nejakou cifrou od 1 do 9. Barbora vyhrd, ked vysledny zlomok bude rovny bud’
celému ¢islu, alebo ¢islu s koneénym poctom desatinnych miest; inak vyhrd Adam (napriklad
ked vznikne zlomok %). Ak zacina Adam, ako ma hraf Barbora, aby zarucene vyhrala? Ak
zaCina Barbora, je moZné poradif Adamovi tak, aby vzdy vyhral?

RieSenie*. Ak ma prvy fah Adam, mozZe Barbora hraf tak, aby bol vysledny zlomok rovny jednej,
¢o podla zadania prinesie Barbore vyhru. Taky zlomok vyjde, ked budd sii¢asne platit obe rov-
nosti @ = ¢ a b = d, ktoré Barbora dosiahne fahmi ,,simerne zdruZenymi‘ podla zlomkovej Ciary
s Adamovymi fahmi.

Ak zac¢ina Barbora, moZe Adam hraf tak, aby vySiel zlomok s menovatelfom 10c + d delitelnym
tromi, ktorého Citatel 10a + b vSak delitelny tromi nebude. Na to Adamovi staci po kazdom z oboch

96¢ X+

Barborinych fahov vhodne ,,doplnit* Citatel ¢i menovatel, napriklad podla kritéria delitelnosti tromi
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mu staéi zabezpecif, aby sa ciferny stcet a + b Citatela rovnal 10 a aby sa ciferny sicet ¢ 4+ d me-
novatela rovnal 9 alebo 12. Adam tak vyhrd, pretoze vysledny zlomok nebude mozné kratit tromi,
takZe sa nebude rovnaf Ziadnemu zlomku s mocninou ¢isla 10 v menovateli, akym sa dd zapisaf
kaZdé ¢islo s kone¢nym poctom desatinnych miest.

Komentar. Ulohu je mozné najprv zadaf ako hru medzi dvoma hraémi a a7 po tom, o $tudenti
odohrajt niekolko kdl a vypozoruji zdkonitosti, je vhodné pustif sa do tvrdého rieSenia. Zaujimavé
tiez mdze byf porovnaf stratégie jednotlivych Studentov medzi sebou, prip. ich po samostatnej praci
nechaf niekolko stibojov odohraf znova, aby svoju stratégiu overili v praxi.

Uloha 21.2. [57-1-1-N1] Ak m,k a \/m st celé ¢isla vicSie ako 1, tak v rozklade ¢isla m na
sucin prvocisel sa kazdé prvocislo vyskytuje v mocnine, ktorej exponent je ndsobkom cisla k.
Dokazte.

RieSenie*. Rozklad ¢isla m dostaneme, ked rozklad ¢isla /m umocnime na k-tu, kazdy exponent
v rozklade ¢isla m tak bude si¢inom exponentu v rozklade &isla /m a Cisla k.

Komentar. Uloha je pripravou k rieSeniu komplexnejsieho problému, ktory nasleduije.

Uloha 21.3. [57-I-1] Uréte najmensie prirodzené &islo 7, pre ktoré aj &isla v/2n,v/3n,v/5n
su prirodzené.

RieSenie*. Vysvetlime, preco prvociselny rozklad hladaného ¢isla musi obsahovat len vhodné moc-

niny prvocisel 2, 3 a 5. Kazdé pripadné dalSie prvocislo by sa v rozklade ¢isla n muselo vyskytovat
v mocnine, ktorej exponent je delitelny dvoma, tromi aj piatimi zaroveni (vid predchddzajica tloha).
Po vySkrtnuti takého prvocisla by sa ¢islo n zmenSilo a skimané odmocniny by pritom ostali celo-
Ciselné.

Polozme preto n = 2¢-3%.5¢, pri¢om a, b, ¢ st prirodzené &isla. Cisla v/3n a v/5n st celé, preto
je exponent a ndsobkom troch a piatich. Aj v/2n je celé &islo, preto musi byt &islo a neparne. Je
teda neparnym nasobkom pitnéstich: a € {15,45,75, ...}. Analogicky je exponent b taky ndsobok
desiatich, ktory po deleni tromi ddva zvySok 2: b € {20,50,80, ...}. Napokon ¢ je ndsobok Sies-
tich, ktory po deleni piatimi ddva zvySok 4: ¢ € {24,54,84, ...}. Z podmienky, Ze n je najmenSie,
dostdvame n = 213 .3%0. 524,

Presvedc¢ime sa este, Ze dané odmocniny sd prirodzené ¢isla:

Von=28.310.512 3, =25.37.58  /50n=2%.32.5%.

Zdver. Hladanym &islom je n = 219 .320.524,

Komentar. Uloha je netradi¢nym prikladom uplatnenia poznatkov o rozklade ¢isla na siéin prvo-
¢isel a vdaka ndvodnej dlohe by Studenti mali byt dostato¢ne pripraveni na jej samostatné rieSenie.

Uloha 21.4. [60-11-2] Nijdite vietky kladné celé &isla n, pre ktoré je &islo n® + 6n druhou
mocninou celého &isla.
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RieSenie*. Zrejme n’ 4 6n > n* a zéroveti n> +6n < n®>+6n+9 = (n+3)2. V uvedenom intervale
leZia iba dve druhé mocniny celych &isel: (n+41)? a (n+2)>.

V prvom pripade mdme n? + 6n = n> +2n + 1, teda 4n = 1, tomu viak Ziadne celé &islo n
nevyhovuje.

V druhom pripade midme n? + 6n = n® 4 4n + 4, teda 2n = 4. Dostdvame tak jediné rieSenie
n=72.

Iné riesenie*. Budeme skimaf rozklad n? 4+ 6n = n(n +6). Spolo¢ny delitel oboch &isel n a n+ 6
musi delif aj ich rozdiel, preto ich najvacsim spolo¢nym delitefom mo6Zu byt len ¢isla 1, 2, 3 alebo
6. Tieto Styri mozZnosti rozoberieme.

Keby boli ¢isla n a n + 6 nesudelitelné, muselo by byt kazdé z nich druhou mocninou. Rozdiel
dvoch druhych mocnin prirodzenych &isel vSak nikdy nie je 6. Pre malé ¢isla sa o tom lahko pre-
svedcime, a pre k = 4 uZ je rozdiel susednych Stvorcov k* a (k— l)2 aspon 7. Vlastnost, Ze 1, 3, 4,
5 a7 je paf najmensich rozdielov dvoch druhych mocnin, vyuZijeme aj dale;j.

Ak je najviac$sim spolo¢nym delitelom ¢isel n a n+ 6 €islo 2, je n = 2m pre vhodné m, ktoré
navyse nie je delitelné tromi. Ak n(n+6) = 4m(m+ 3) je Stvorec, musi byt aj m(m + 3) Stvorec.
Cisla m a m+ 3 st vSak nestdelitelné, preto musi byt kazdé z nich druhou mocninou prirodzeného
Cisla. To nastane len pre m = 1, ¢ize n = 2. Lahko overime, Ze n(n + 6) je potom naozaj druhou
mocninou celého ¢fsla.

Ak je najvacsim spolocnym delitelom cisel n a n+ 6 ¢islo 3, je n = 3m pre vhodné neparne m.
Ak n(n+6) = 9m(m+2) je Stvorec, musia byt nesudelitelné ¢isla m a m + 2 tiez Stvorce. Také dva
Stvorce vSak neexistuju.

Ak je najvacsim spoloénym delitefom Cisel n a n+ 6 Cislo 6, je n = 6m pre vhodné m. Ak
n(n+6) =36m(m+ 1) je Stvorec, musia byf Stvorce aj obe nesddelitelné ¢isla m am+ 1, ¢o nastane
len pre m = 0, my vSak hladdme len kladné ¢isla n.

Ulohe vyhovuje jedine n = 2.

Komentar. K spravnemu rieseniu dlohy vedd mnohé cesty. Prvé uvedené rieSenie je trochu tri-
kové, avSak ndpadité, a preto ak ho Studenti neobjavia, je vhodné im ho na zaver ukazaf. Nie je tieZ
nepravdepodobné, Ze $tudenti budd skusat, ako sa &islo n® + 6n sprava pre rozne hodnoty 1, ¢o by
ich mohlo naviesf na spravu cestu ndjdenia jediného riesenia.

Uloha 21.5. [66-1I-1] Nijdite vietky mnohocleny P(x) = ax’> 4 bx + ¢ s celo&iselnymi
koeficientami spliajice

=172

1 < P(1) < P(2) < P(3) astcasne P(1) -sz) .P(3)

RieSenie*. Rovnost zo zadania je ekvivalentnd rovnosti P(1) - P(2)-P(3) = 4- 172, takze &isla P(1),

P(2), P(3) mdzu byt iba z mnoZiny delitelov &isla 4 - 172 vicsich ako 1:
2<4<17<217T<4- 1T <1T* <2177 <4-17%.

Ak by platilo P(1) = 4, bol by stgin P(1) - P(2) - P(3) aspoii 4- 17 (2-17) = 8- 172, &o ne-
vyhovuje zadaniu. Preto P(1) = 2 a tak je nutne P(2) = 17, pretoZe keby bolo P(2) = 4, mu-
sel by byf dany sicin 4 - 17% delitelny &islom P(1) - P(2) = 8, ¢o neplati, a pre P(2) = 2-17 by
bol sucin P(1) - P(2) - P(3) opif prili§ velky. Pre tretiu nezndmu hodnotu P(3) potom vychddza
P3)=4-17%/(2-17) =2-17.
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HIadané koeficienty a, b, ¢ tak sa prave také celé Cisla, ktoré vyhovuju sistave

P(l)=a+b+c=2,
P(2)=4a+2b+c=17,
P(3)=9a+3b+c =34,

Jej vyrieSenim dostaneme a =1, b =12, c = —11.
Zdver. Ulohe vyhovuje jediny mnohoclen P(x) = x> + 12x — 11.

Komentar. Uloha spaja poznatky o delitelnosti, mnohoclenoch a na jej ispesné dorieSenie je nutna
aj schopnost popasovaft sa so ststavou troch rovnic s tromi nezndmymi. Zaujimavé bude tieZ pozo-
rovaf, kolko Studentov si spomenie, Ze podobnou tlohou sa uz zaoberali v semindri 6.

Uloha 21.6. [64-11-1] Celé &isla od 1 do 9 rozdelime Tubovolne na tri skupiny po troch a
potom ¢isla v kazdej skupine medzi sebou vyndsobime.

a) Urcte tieto tri suciny, ak viete, Ze dva z nich sa rovnaji a st menSie ako treti si¢in.

b) Predpokladajme, Ze jeden z troch sti¢inov, ktory oznacime S, je mensi ako dva ostatné
suciny (ktoré mozu byt rovnaké). Ndjdite najvacsiu moznd hodnotu S.

RieSenie*. Najskor vyjadrime stucin vSetkych deviatich ¢isel pomocou jeho rozkladu na sucin pr-
vocisel:
1-2.-3-4.5.6-7-8-9=27.3%.5.7.

a) Ozna¢me dva z uvazovanych (r6znych) sicinov S a Q, pricom S < Q. Z rovnosti
S-§-0=2".3*.5.7

vidime, Ze prvocisla 5 a 7 musia byt zastipené v sucine Q, takze Q = 5-7-x = 35x, pri¢om x je jedno
zo zvysnych Cisel 1, 2, 3,4, 6,8 a 9. Dalej vidime, Ze v rozklade doty¢ného x musi mat prvocislo
2 neparny exponent a prvocislo 3 parny exponent — tomu vyhovuju iba ¢isla 2 a 8. Pre x = 2 ale
vychddza Q = 35-2 =70 < § = 2°-32 = 72, &o odporuje predpokladu S < Q. Preto je nutne x = 8,
pre ktoré vychddza Q = 35-2 = 280 a §? = 2*.3* ¢ize § = 22 - 3% = 36. Trojica stcinov je teda
(36,36,280).

Ostdva ukdzat, Ze ziskanej trojici naozaj zodpoveda rozdelenie danych deviatich ¢isel na trojice:

S=1-4.9=36, § =2-3-6=36, 0Q=5-7-8=280.
b) Ozna¢me uvazované siciny S,Q a R, priCom § < Q a § < R (nie je ale vylicené, Ze O = R).
V rieseni Casti a) sme zistili, Ze plati rovnos{
S-Q-R=70-72-72.
Ak teda ukdZeme, Ze existuje rozdelenie Cisel, pri ktorom S =70a R = Q =72, bude S = 70 hladana
najvécésia hodnota, lebo keby pri niektorom rozdeleni platilo S > 71, muselo by byt R > 72 aj O > 72
atiezS-Q-R>71-72-72, ¢o zrejme odporuje predchiadzajicej rovnosti. Ndjst potrebné rozdelenie

je jednoduché:
§$=2.57=70, 0=1-8-9=72, R=3-4-6=72.

Komentar. Zaujimava tloha, ktord dovtipne vyuZiva rozklady ¢isel na stcin prvocisel.
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Domaca praca

Uloha 21.7. [58-1-5] Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte o najvicii pocet &isel tak, aby

sucet zZiadnych dvoch vybranych ¢isel nebol ndsobkom jedendstich. (Vysvetlite, preco zvoleny

vyber mé pozadovani vlastnost a preco Ziadny vyber vicSieho poctu ¢isel nevyhovuje.)
Riesenie*. Cisla od 1 do 99 rozdelime podla ich zvysku po deleni ¢islom 11 do jedendstich de-
vifprvkovych skupin Ty, 71, . . ., Tio:

Ty = {11,22,33,...,99},
T, ={1,12,23,...,89},
T, ={2,13,24,...,90},

Tio = {10,21,32,...,98}.

Ak vyberieme jedno ¢islo z Ty (viac ich ani vybraf nesmieme) a vSetky &isla z Ty, 75,73, T4 a Ts,
dostaneme vyhovujuci vyber 1459 = 46 &isel, lebo sucet dvoch ¢isel z 0,1,2,3,4,5 je delitelny
jedendstimi jedine v pripade 0 + 0, z mnoZziny Ty sme vSak vybrali iba jedno ¢islo.

Na druhej strane, v fubovolnom vyhovujicom vybere je najviac jedno &islo zo skupiny 7p a
najviac 9 ¢isel z kazdej zo skupin

UTyy, hUTy, T3UTy, T4yUT;, T5UTs,

lebo pri vybere 10 &isel z niektorej skupiny 7; U 77;—; by medzi vybranymi bolo niektoré ¢islo zo
skupiny 7; a aj niektoré ¢islo zo skupiny 77;—;; ich sicet by potom bol delitelny jedendstimi. Celkom
je teda vo vybere najviac 1459 = 46 Cisel.

Poznamka. MoZno uvedené ,,uesané“ rieSenie vyzera prili§ trikovo. Av§ak pociato¢né tdvahy
kaZdého riesitela k nemu rychlo vedu: iste zalezi len na zvySkoch vybranych ¢isel, takze rozdelenie
na triedy T; a vyberanie z nich je prirodzené. Je jasné, Ze z Ty moZe byt vybrané len jedno ¢islo a
vSetko dalSie, o o sa musime staraf, je poZiadavka, aby sme nevybrali zaroven po Cisle zo skupiny
T; aj zo skupiny T71_;. AK je uz vybrané niektoré &islo z triedy T;, kde i # 0, méZeme pokojne vy-
braf vSetky ¢isla z T;, to uz skimand vlastnost nepokazi. Je preto dokonca jasné, ako vSetky mozné
vybery najvicsieho poctu &isel vyzeraju.

Komentar. Je velmi vhodné sa k tejto tlohe v nasledujiicom semindri vratif s pozndmkou, Ze mno-
ziny T, ..., Tio nazyvame zvySkové triedy.

Uloha 21.8. [64-1-6] Ndjdite najmensie prirodzené &islo n také, Ze v zépise iraciondlneho
Cisla y/n nasledujd bezprostredne za desatinnou Ciarkou dve deviatky.

z ¥z

Riesenie*. Ozna¢me a najblizsie vic¢Sie prirodzené &islo k iraciondlnemu &islu /n. Podla zadania
potom plati a — 0,01 < \/n. KedZe a” je prirodzené &islo vicsie ako n, musi spolu platif

(a—0,01)> <n<d®—1.
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Po dprave nerovnosti medzi krajnymi vyrazmi vyjde
1
—a > 11,0001, cize a=50,005.
50
KedZe je Cislo a celé, vyplyva z toho a = 51. A kedZe

1021
— € (2599,2600),

51—0.01)> = 2601 — —
( ,01) 100 T 1002

je hladanym ¢islom n = 2600.

Pozndmka. Za spravne rieSenie mozno uznaf aj rieSenie pomocou kalkulacky. Ak maju totiZ byt
za desatinnou ¢iarkou dve deviatky, musi byt ¢islo n velmi blizko zlava k nejakej druhej mocnine.
Preto stali na kalkulacke vyskusat &isla v/3, /8, /15 atd. Kedze 512 = 2601, ndjdeme, Ze /2600 =
=50,990195...

2.7 Marec

Seminar 22: Geometria V — Stvoruholniky
Ciele

Uplatnif znalosti z predchadzajticich geometrickych semindrov pri rieSeni tiloh o Stvoruholnikoch.
Ulohy a rieSenia

Uloha 22.1. [57-1-2] Stvoruholniku ABCD je vpisana kruZnica so stredom S. Uréte rozdiel
|LASD| — |£CSD)|, ak | ASB| — |4BSC| = 40°

RieSenie*. Pity kolmic spustenych zo stredu S vpisanej kruZznice na strany AB, BC, CD a DA
oznac¢me postupne K, L, M a N (obr. 22.1.1). Pravouhlé trojuholniky ASK a ASN su zhodné podla
vety Ssu. Maji totiZ spolo¢nii preponu AS a zhodné odvesny SK a SL, ktorych dlzka je rovnd polo-
meru vpisanej kruZnice. Zo zhodnosti tychto trojuholnikov vyplyva jednak zndme tvrdenie o diz-
kach doty¢nic (|JAK| = |AN|), jednak zhodnosf uhlov ASK a ASN, ktorych spolo¢nu velkost ozna-
¢ime o

|{ASK| = |£ASN| = .

Analogicky zistime zhodnost trojuholnikov SBK a SBL, dalej SCL a SCM, a nakoniec SDM a SDN.

Na zédklade uvedenych zhodnosti mdzeme polozif

|BSK| =|4BSL| =B, |£LCSL|=|{CSM|=Yy, |{DSM|=|{DSN|=2.
Odtial'a z obr. 22.1.1 potom dostdvame
|{ASD|— |A£CSD| = (0t +8) — (y+6)=a—y=
=(a+B)—(y+B) =|£ASB| — |A{BSC| = 40°.
Zaver. |LASD| — |£CSD| = 40°.
Komentiar. Uloha je relativne nezloZitym tdvodom do semindra a nadvizuje na posledné geomet-

rické stretnutie, ktoré sa zaoberalo opisanymi a vpisanymi kruZnicami trojuholniku. Pre tplnost len
dodajme, Ze Stvoruholnik, ktorému je mozné vpisaf kruZnicu, sa nazyva dotycnicovy.
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B
Obr. 22.1.1

Uloha 22.2. [61-1I-3] Nech E je stred strany CD rovnobeznika ABCD, v ktorom plati
2|AB| = 3|BC|. Dokdzte, Ze ak sa dé do Stvoruholnika ABCE vpisaf kruZnica, dotyka sa tdto
kruZnica strany BC v jej strede.

RieSenie*. KedZe tvoruholnik ABCE je podla zadania doty¢nicovy, pre dizky jeho stran plati
zndma rovnost'’

|AB| +|CE| = |BC| + |AE)|.
V nasej situdcii pri oznaceni a = |AB| plati |BC| = |AD| = %a a |CE| = |DE| = a (obr. 22.2.1),
odkial po dosadeni do uvedenej rovnosti zistime, Ze |AE| = %a. Teraz si viimneme, Ze pre dizky

1 1
D 2¢ E 3% (C
|
|
2 ' 2
30 T 30
|
|
|
A a B
Obr. 22.2.1
strén trojuholnika ADE plati
2 1 5
|AD| : |DE]| : |AE|:§a:§a:6a:4:3:5,

takZe podla (obratenej Casti) Pytagorovej vety ma trojuholnik ADE pravy uhol pri vrchole D, a teda
rovnobeZnik ABCD je obdiZnik. Dotyénica BC kruZnice vpisanej §tvoruholniku ABCE je teda kolm4
na dve jej (navzdjom rovnobeZné) dotyCnice AB a CE. To uZ zrejme znamend, Ze bod dotyku do-
ty¢nice BC je stredom usecky BC (vyplyva to zo zistenej kolmosti vyzna¢eného priemeru kruZnice

10Rovnost sa odvodi rozpisanim diZok stran na ich dseky vymedzené bodmi dotyku vpisanej kruZnice a naslednym
vyuZzitim toho, Ze kazdé dva z tychto usekov, ktoré vychadzaji z rovnakého vrcholu Stvoruholnika, si zhodné.



110 Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti

na jej vyznaceny polomer).

Iné riesenie*. UkdZeme, Ze poZadované tvrdenie mozno dokézaf aj bez toho, aby sme si v§imli,
7e rovnobeZnik ABCD je v danej tilohe obdiZnikom. Namiesto toho vyuZijeme, 7e dsecka CE je
strednd priecka trojuholnika ABF, pricom F je priesecnik polpriamok BC a AE (obr. 22.2.2), lebo
CE | AB a |CE| = |AB|. Oznaéme preto a = |AB| = 2|CE|, b = |[BC| = |CF| a ¢ = |AE| = |EF|

F

Obr. 22.2.2

(rovnost 2a = 3b pouzijeme az neskor). Rovnako ako v prvom rieSeni vyuzijeme rovnost b+ ¢ =
=a+ %a(: %a), ktord plati pre dizky stran dotyénicového Stvoruholnika ABCE. KruZnica jemu
vpisand sa dotyka strdn BC, CE, AE postupne v bodoch P, Q, R tak, Ze platia rovnosti

|ICP| =|CQ|, |EQ|=|ER| atiez |FP|=|FR)|.
Pre sticet zhodnych dizok |FP| a |FR| teda plati
|FP|+|FR| = (b+|CP|)+ (e +|ER|) = (b+e) + (|CP| + |ER]|) =

3 3 1
¢o znamend, 7e |FP| = |FR| = a.
Teraz uZ rieSenie ulohy lahko dokon¢ime. Rovnost
kazaf, vyplyva z rovnosti

BP| = %b, ktorti mame v nasej situdcii do-

|BP| = |BF|—|FP|=2b—a,
ked do nej dosadime zadany vzfah a = %b.

Komentar. Uloha nadvizuje na predchadzajicu a vyuZiva rovnost siétov dizok opaénych stran
doty&nicového $tvoruholnika. Dalej $tudenti uplatnia bud Pytagorovu vetu alebo vedomosti o stred-
nych prieckach v trojuholniku, ¢o dlohu ¢ini zaujimavou z hladiska pestrosti.

.....

kruZnica k, prechddza jej stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechddza
bodom N a je rovnobeZnd s priamkou MS, vytina na kruZniciach tetivy NP a NQ. Dokdzte,
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7Ze trojuholnik MPQ je rovnoramenny.

RieSenie*. Polomer kruznice k ozna¢me r. Oznacenie vrcholov P, Q v trojuholniku MPQ nie je
dolezité, preto bez ujmy na vseobecnosti oznacme P ten z bodov priamky vedenej bodom N rovno-
beZne s priamkou M S, ktory leZi na kruZnici k. Bod Q potom leZi na kruZnici / a Stvoruholnik NOMS
je lichobeznik vpisany do kruZnice / (obr. 22.3.1). Je teda rovnoramenny s ramenami MQ a NS dizky
r. NavySe aj tisecky SP a SM maji dizku r. Z rovnoramenného trojuholnika NPS a rovnoramenného
lichobeznika NOMS vyplyva rovnost uhlov |{SPN| = |{SNP| = |{MQP|. Priecka PQ teda pre-
tina priamky SP a MQ pod rovnako velkymi uhlami, a preto (podla vety o sihlasnych uhloch) si
priamky SP a MQ rovnobeZzné. Stvoruholnik POMS je teda rovnobeznik, a kedZe |[SM| = |SP| = r,
je to dokonca kosoS$tvorec. Odtial je uz zrejmé, Ze trojuholnik MPQ je rovnoramenny s ramenami
PQ a MQ dizky r.

Obr. 22.3.1

Pozndmka. Existencia tetiv NP a NQ v zadan{ je zaruCend vdaka predpokladu, Ze kruZnica [ ma

.....

usecky SM, ktory lezi v polrovine SMO, bude stred O kruZnice / lezaf na polpriamke CE aZ za
bodom E (obr. 22.3.2). Dalsi prieseénik N oboch kruznic preto padne do pdsu medzi rovnobezkami

Obr. 22.3.2

SM a NoE v polrovine OCS, pricom Nj je Stvrty vrchol kosoStvorca s vrcholmi S, M, E. Na to staci

vvvvv

dizka tsecky ONp. Toto porovnanie dvoch stran trojuholnika OSNy jednoducho vyplyva z porovna-

nia jeho vnttornych uhlov: uhol pri vrchole Ny je najvacsi, lebo oba uhly pri protilahlej strane OS
st mensie ako 60° (trojuholnik ESNj je rovnostranny). Lahko nahliadneme, Ze kaZda z rovnobeZiek
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uvedeného pasu pretina kazdd z oboch kruznic v dvoch bodoch (vZdy stimerne zdruZenych podla
prislu$nej osi kolmej na SM). Tym je dokdzan4 nielen existencia oboch tetiv NP a NQ, ale aj to, Ze
ich krajné body P a Q lezZia na rovnakej strane od bodu N (ako na obr. 22.3.1), lebo oba body zrejme
leZia v polrovine opacnej k spomenutej polrovine OCS.

Komentéar. Diskusia v pozndmke je len zaujimavym doplnkom tlohy, existencia tetiv je totiZ pred-
pokladom zadania a nie je nutné ju dokazovat. Uloha vyuZiva tivahu, Ze lichobeZnik, ktorého z4-
kladne su rovnobezné tetivy danej kruznice, je rovnoramenny, ktord mdze byf pre Studentov zauji-
mavym uvedomenim.

Uloha 22.4. [60-I-3] Maime $tvorec ABCD so stranou dizky 1 cm. Body K a L si stredy
strdn DA a DC. Bod P leZi na strane AB tak, Ze |BP| = 2|AP|. Bod Q leZi na strane BC tak,
7e |CQ| = 2|BQ|. Use¢ky KQ a PL sa pretinaji v bode X. Obsahy $tvoruholnikov APXK,
BOXP, QCLX a LDKX oznac¢ime postupne S4, Sg, Sc, Sp.

a) Dokazte, ze Sp = Sp.

b) Vypocitajte rozdiel S¢ — Sa.

¢) Vysvetlite, preco neplati Sy + S¢c = Sg + Sp.

D L C
Sp S
K X
Q
Sa S,
A P B

RieSenie*. a) Stvoruholniky ABQK a DAPL st zhodné (jeden z nich je obrazom druhého v otoent
0 90° so stredom v strede Stvorca ABCD). Preto majd aj rovnaky obsah, ¢ize S4 + S = Sa + Sp.
Z toho hned dostaneme Sg = Sp.

b) Lahko sa nam podari vypo¢itat obsah pravouhlého lichobeznika ABQK, lebo poznime dizky

zékladni aj vysku. Dostaneme
1 11 5

Podobne vypoctom obsahu lichobeZznika PBCL dostaneme

1 2\ 1 7
SC+SB: <2+3> 5 :ECH’IZ.

Odcitanim prvej ziskanej rovnosti od druhej dostdvame S¢ — S4 = % — % = %cmz.

¢) Nerovnost medzi obsahmi Sy + S¢ a Sg + Sp (ktorych priame vypocty nie sd v sildch Zia-
kov 1. ro¢nika) moéZeme zddvodnif nasledovnym spdsobom: Sticet tychto dvoch obsahov je 1.cm?,
takZe sa nerovnaju prave vtedy, ked je jeden z nich mensi ako % cm?. Bude to obsah Sg+ Sp (rovny
28p, ako uz vieme), ked ukdZeme, Ze obsah Sp je mensi ako % cm?. Urobime to tak, Ze do celého
Stvorca ABCD umiestnime bez prekrytia Styri kopie Stvoruholnika PBQX. Ako ich umiestnime, vi-
dime na obr. 22.4.1, pricom M, N st stredy strdn BC, AB a R, S body, ktoré delia strany CD, DA
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D L R C D L C
SB SA
K M K o M
s X Q 5 X[ U Q
Sp 4
A P N B A P N B
Obr. 22.4.1 Obr. 22.4.2

v pomere 1 : 2.
Iné rieSenie* Casti c). Tentoraz namiesto nerovnosti Sg + Sp < % cm? dokdZeme ekvivalentnd ne-
rovnost Sy + S¢ > % cm?. Preto sa pokisime ,,premiestnif* §tvoruholnik APXK tak, aby lezal pri
Stvoruholniku X QCL a aby sa ich obsahy dali geometricky sé¢itaf. Uhly AKQ a DLP su zhodné a
|AK| = |DL|, preto moZeme Stvoruholnik APXK premiestnif vo $tvorci ABCD do jeho ,,rohu® D
tak, Ze k §tvoruholniku X QCL prilahne pozdiZ strany LX svojou stranou LY, pri¢om Y je priese¢nik
useciek SM a PL z p6vodného rieSenia (obr. 22.4.2). Obsah S4 + S¢ je potom obsahom Sesfuholnika
Usecka spéjajica bod L so stredom U tsecky KQ pretne tsecku SM v jej strede V. Stvoruhol-
nik UQMYV ma obsah rovny polovici obsahu rovnobeZnika KQMS, teda rovny obsahu trojuholnika
KMS. Preto ma Sestuholnik DSV U QC obsah rovny obsahu $tvoruholnika KMCD, t. j. polovici ob-

.....

Sa+Sc > %cmz.

Komentar. Prvé dve Casti st prijemnym tivahovym rozohriatim k ¢asti tretej, ktord vyZaduje trochu
viac invencie. DemonsStruje v§ak zaujimavy pristup k rieSeniu a porovndvanie obsahov obrazcov na-
miesto priameho vypoctu obsahov.

Seminar 23: Geometria VI — miS-mas
Ciele

PrecviCenie geometrickych poznatkov, rdznorodné netradi¢né tlohy
Ulohy a rieSenia

Uloha 23.1. [66-11-3] Doké’te, 7e obdiZnik s rozmermi 32 x 120 sa d4 zakryt siedmimi
zhodnymi Stvorcami so stranou 30.

RieSenie*. Styrmi §tvorcami so stranou 30 zrejme zakryjeme obdiZznik 30 x 120. Zvysni &ast
2 x 120 rozdelime na tri zhodné &asti, konkrétne obdiZniky 2 x 40, a ukdZeme, ako kazdy z nich (rov-
nako) pokryt jednym z troch zvySnych $tvorcov so stranou 30. Dosiahneme to, ked Stvorec poloZime
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na obdiZnik tak, Ze obe uhlopriecky $tvorca budi leZaf na osiach simernosti dotyéného obdlZnika.
Sta¢{ potom ukazat, Ze obdiZnik so stranou 2 vpisany do $tvorca podla obr. 23.1.1 md druhd stranu
dlhgiu ako 40. Jej dizka je zrejme 30v/2 — 2 (od uhlopriecky $tvorca od&itame na kaZdej strane 1
ako velkost vysky pravouhlého trojuholnika so stranami 2, v/2, v/2, pozri zvicSent ast obr. 23.1.1),

30

Obr. 23.1.1

takZe sta¢f ukdzaf, ze 30/2 — 2 > 40. To je ekvivalentné s nerovnostou 5v/2 > 7, &ize 50 > 49, &o
je splnené. Dany obdlZnik 32 x 120 teda naozaj mozno zakryt siedmimi §tvorcami so stranou 30.

Uloha 23.2. [60-S-2] Dany je §tvorec so stranou dizky 6 cm. Néjdite mnoZinu stredov viet-
kych priecok §tvorca, ktoré ho delia na dva $tvoruholniky, z ktorych jeden ma obsah 12 cm?.
(Priecka Stvorca je usecka, ktorej krajné body leZia na strandch Stvorca.)

RieSenie*. Ak priecka deli Stvorec na dva Stvoruholniky, musia ich koncové body lezaf na protilah-

Iych stranach $tvorca. V takom pripade st oba Stvoruholniky lichobeZnikmi alebo pravouholnikmi
(pre potreby tohto rieSenia budeme pravouholnik povaZovaf za Specidlny lichobeZnik). Ozna¢me
dany stvorec ABCD, koncové body priecky oznac¢me K a L. Predpokladajme, Ze bod K leZi na strane
AD, potom bod L leZ{i na strane BC. Jeden zo Stvoruholnikov KABL a KDCL ma podla zadania obsah
12 cm?; nech je to napr. lichobeZnik KABL.

Obsah lichobeZnika vypocitame ako stéin jeho vysky s diZkou strednej priecky. Vyska je v na-
$om pripade rovn dizke strany $tvorca ¢ize 6 cm. Jeho strednd priecka ma teda dizku 2 cm. Z toho
vyplyva, Ze stred useCky KL musi lezaf na osi strany AB vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany AB
(obr. 23.2.1). Plati to aj naopak: Ak stred dsecky KL leZi v opisanej polohe, bude Stvoruholnik KABL
lichobeZnik s obsahom 12 cm?.

Ak budeme namiesto lichobeZnika KABL uvazovat lichobeznik KDCL, vyjde stred priecky KL
na osi tse¢ky CD vo vzdialenosti 2 cm od stredu strany CD.

Ak priecka KL spija body na strandch AB a CD, dostaneme dalSie dva moZné body leZiace na
spojnici stredov tseiek AD a BC. Hladani mnoZinu teda tvoria Styri body, ktoré leZia na prieckach
spdjajucich stredy protilahlych stran Stvorca vo vzdialenosti 1 cm od jeho stredu (obr. 23.2.2).

Uloha 23.3. [65-S-3] V kruZnici so stredom S zostrojime priemer AB a ubovolnt nati kolmi

tetivu CD. Zddvodnite, preco je obvod trojuholnika ACD mensi ako dvojndsobok obvodu
trojuholnika SBC.

RieSenie*. Zelany vzfah medzi obvodmi trojuholnikov ACD a SBC vyplynie, ked pre dizky ich
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D C D o
;
L N
w :
K 2 cm |
A 6 cmn B A | B
Obr. 23.2.1 Obr. 23.2.2

strdn objavime nerovnosti
|AC| < 2|SB|, |AD|<2|SC| a |CD|<2|BC|.

Prvé dve z nich st ddsledkom toho, Ze tetivy AC a AD danej kruznice su kratSie ako jej priemer AB
(obr. 23.3.1), tretia nerovnost zapisand v tvare % |CD| < |BC| je nerovnosfou medzi dizkami odvesny
a prepony dvoch zhodnych pravouhlych trojuholnikov, na ktoré je trojuholnik BCD rozdeleny priam-
kou AB, ktora je totiZ (vdaka predpokladu AB 1 CD) osou tetivy CD. Dodajme, Ze rovnako dobre
mozno vyuZif aj trojuholnikovi nerovnost [CD| < |BC| + |BD| = 2|BC)|. Iné rieSenie*. Ozna¢me o

Obr. 23.3.1

velkosti vnutornych uhlov pri zdkladni AC rovnoramenného trojuholnika SAC. Potom jeho vonkajsi
uhol pri vrchole S, ¢iZze uhol CSB, ma velkost 2o, ktort ma aj uhol CAD, pretoZe polpriamka AB
je jeho osou (obr. 23.3.1). Rovnoramenné trojuholniky ACD a SCB sa tak zhoduji vo vnitornych
uhloch pri svojich hlavnych vrcholoch A a S, a st teda podobné. Preto je pomer ich obvodov rovny
pomeru diZok ich ramien, a ten m4 naozaj hodnotu mengiu ako 2, lebo ramend trojuholnika ACD
st kratSie ako priemer danej kruZnice, zatial ¢o ramen4 trojuholnika SCB maji dizku jej polomeru.
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Uloha 23.4. [59-S-2] KruZnice k(S;6cm) a l(O;4cm) maji vnitorny dotyk v bode B. Uréte
dl7ky strdn trojuholnika ABC, pri¢om bod A je prieseénik priamky OB s kruZnicou k a bod
C je priesecnik kruZnice k s doty¢nicou z bodu A ku kruZnici /.

Riesenie*. Bod dotyku kruznice [ s doty¢nicou z bodu A ozna¢me D (obr. 23.4.1). Z vlastnosti
doty¢nice ku kruZnici vyplyva, Ze uhol ADO je pravy. Zérovei je pravy aj uhol ACB (Télesova

Obr. 23.4.1

veta). Trojuholniky ABC a AOD s tak podobné podla vety uu, lebo sa zhoduji v uhloch ACB, ADO
a v spolo¢nom uhle pri vrchole A. Z uvedenej podobnosti vyplyva

BC AB
IBC| _ |AB|. (23.4.1)

|OD|  |AO|
Zo zadanych &iselnych hodnét vychddza |OD| = |OB| =4 cm, |OS| = |SB| — |OB| =2cm, |OA| =
=|0S|+|SA| =8cma|AB| = 12cm. Podla 23.4.1 je teda |BC| : 4cm = 12 : 8 a odtial' |BC| = 6 cm.

Z Pytagorovej vety pre trojuholnik ABC nakoniec zistime, Ze |AC| = /122 — 62cm = 6 cm.

Uloha 23.5. [63-11-4] Dany je konvexny $tvoruholnik ABCD s bodomE vniitri strany AB
tak, Ze plati |[£ADE| = |DEC| = |£ECB|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB st postupne
18 cm? a 8 cm? . Uréte obsah trojuholnika ECD.

RieSenie*. Hladany obsah trojuholnika ECD oznaéme S. Uhol DEC je striedavy s uhlami ADE
a ECB, odtial AD || EC a ED || BC (obr. 23.5.1). Trojuholniky EDA a EDC maju spolo¢ni stranu
ED, pomer ich obsahov je teda rovny pomeru prisliichajicich vySok. Ak navyse postupne oznac¢ime
P, Q a R kolmé priemety vrcholov A, B a C na priamku DE a oznacime v = |AP|, w = |BQ| = |CR],
dostaneme z podobnych pravouhlych trojuholnikov AEP a BEQ timeru

18 v |AE|
S w |EB|
Analogicky pre trojuholniky ECD a ECB zistime, 7e

8 _|EB|
S |AE|
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Obr. 23.5.1

(V obr. 23.5.1 su prislichajice priemety iba naznacené, ale jednd sa o ten isty vypocet ako v pre-
doslom odseku, len v iom zamenime zodpovedajice body A <+ B,C <+ D a prislichajice obsahy
trojuholnikov AED a BEC.) Dokopy teda je S : 8 = 18 : S &iZe S? = 144, takZe trojuholnik ECD m4
obsah § = 12cm? .

Seminar 24: Naboj
Semindr sa nebude konat, namiesto neho sa Studenti zic¢astnia medzindrodnej matematicke;j stfaze
5-Clennych druZstiev Ndboj.
Seminar 25: Kombinatorika I — dlohy na mriezke a Sachovnici
Ciele
Zoznamif Studentov s metédami, ktoré si budd vyzadovaf r6znorodé dlohy vyuZivajice Sachovnice
alebo tabulky.
Ulohy a rieSenia
Uloha 25.1. [66-11-2] Stvorcovi tabulku 6 x 6 zaplnime vietkymi celymi ¢islami od 1 do
36.

a) Uvedte priklad takého zaplnenia tabulky, Ze sticet kaZdych dvoch ¢isel v rovnakom

.....

b) Dokazte, Ze pri lubovolnom zaplneni tabulky sa v niektorom riadku alebo stipci ndjdu
dve ¢isla, ktorych sicet neprevySuje 12.

RieSenie*. a) Aby sme dosiahli poZadované rozmiestnenie ¢isel v tabulke, nesmu v Ziadnom riadku
ani stlpci spolu zostat dve z &fsel nanajvys rovnych Siestim. Preto jednu z mnohych vyhovujicich
tabuliek zostavime, ked'¢isla od 1 do 6 vpiSeme zhora nadol do poli¢ok jednej uhlopriecky a dalej
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budeme postupne zdola nahor braf rady poli¢ok rovnobeznych s druhou uhloprieckou a do volnych
miest kazdej z nich vpisovat zhora nadol zvy$né ¢isla 7, 8 atd’. az 36:

1 |35(33]129|25]|19
36 | 2 |30]26]20 |15
34 (31| 3 (21|16 11
321271224 | 12| 9
28123 |17 13| 5 | 7
24 118114110 8 | 6

NajmensSie sucty dvoch Cisel z jednotlivych riadkov (zhora nadol) sd
1+19,24+15,3+11,4+9,54+7,6+8
a z jednotlivych stipcov (zlava doprava)
1424,2+18,34+14,4+10,54+8,6+7.

Rychlejsi opis prikladu vyhovujticej tabulky a jeho jednoduchs$iu kontrolu dostaneme, ked’ do ta-
bulky vpiSeme iba ¢isla od 1 do 12, ako vidime niZSie. Rozmiestnenie ¢isel od 13 do 36 do prazdnych
poli¢ok uz zrejme mdze byt lubovolné — dve najmensie &isla v kazdom riadku aj stlpci st totiZ prave
tieod 1 do 12.

1 |11
12 | 2

10 | 4

517
816

b) Ak st dve z &isel od 1 do 6 v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci, ich stiéet neprevysi
dokonca ani ¢islo 6 +5 = 11. V opacnom pripade su Cisla od 1 do 6 rozmiestnené vo vsetkych
riadkoch a vietkych stlpcoch, takZe &islo 7 je v rovnakom riadku s &islom x a v rovnakom stipci
s ¢islom y, priCom x a y su dve rozne ¢isla od 1 do 6. Potom menSie z ¢isel 7+ x a 7+ y neprevysi
menSie z ¢isel 746 a 745, teda ¢islo 12. Tym je tvrdenie dokdzané.

Komentir. Uloha je relativne jednoduchd a nevyZzaduje Ziadne $pecidlne matematické vedomosti,
len starostlivy logicky dsudok. Studenti pravdepodobne vymyslia rézne zaplnenia tabulky a to mdze
byt vybornou prilezitosfou nechaf ich rieSenia skontrolovat si medzi sebou navzajom.

Uloha 25.2. [62-1-1-N1] Kobylka ské&e po tsecke dizky 10cm a to skokmi o 1 cm alebo
0 2cm (vZdy rovnakym smerom). Kolkymi sposobmi sa mdZe dostaf z jedného krajného
bodu tsecky do druhého?

Riesenie*. Ak oznaéime a, pocet spdsobov, kolkymi sa mbZe kobylka dostat do bodu vzdialeného
n cm od zaciatocného bodu dsecky, tak pre kazdé n > 1 plati a,1» = a,+1 +a,. KedZze a; =1 a
ap =2, m6Zeme dalSie polty as3,ay, . . . postupne pocitat podla vzorca z predoslej vety, aZ dospejeme
k hodnote a1y = 89.

Pri inom postupe je mozné rozdelif vSetky cesty podla toho, kolko pri nich urobi kobylka sko-
kov dizky dva (ich pocet mdZe byf 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5 a tym je tieZ uréeny pocet skokov dizky 1:
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10, 8, 6, 4, 2 alebo 0). Ku kazdému takému poctu potom uré¢ime pocet vSetkych réznych poradi jed-
notiek a dvojok (dévajucich v sticte 10). Dostaneme tak 149428 +35+ 1541 =89 moZnych ciest.

Komentar. Uloha opiif pravdepodobne nebude pre $tudentov neprekonatelnou vyzvou. Bude vsak
urCite zaujimavé sledovaf, ako sa Studenti popasuji s hladanim poctu spdsobov. TaktieZ dloha slazi
ako priprava na dlohu nasledujicu a domdcu précu.

Uloha 25.3. [62-1-1-N2] Skriatok sa pohybuje v tabulke 10 x 15 skokmi o jedno policko
nahor alebo o jedno poli¢ko doprava. Kolkymi r6znymi cestami sa méze dostaf z lavého
dolného do pravého horného policka?

RieSenie*. Skriatok urobi 9 skokov nahor a 14 skokov doprava. Jeho cestu uréime, ked v poradi
vSetkych 23 skokov vyberieme tych devif, ktoré povedd nahor. Pocet tychto vyberov 9 prvkov z
23.22---16-15

danych 23 je rovny zlomku 98 .21 teda ¢islu 817 190.

Komentar. Ako sme uZ spominali, tito dloha je tieZ pripravou na domdcu pracu. Je tieZ vhod-
nym miestom, kde méZeme pripadnym tdpajicim $tudentom pripomenit metédu rieSenia, s ktorou
sme sa uz stretli: pokusif sa vypozorovat, ako sa tiloha sprava pre mens$ie rozmery, napr. tabulku
3 x 3 a potom objavené vysledky zov§eobecnit.

£ 9

Uloha 25.4. [64-11-2] V jednom policku $achovnice 8 x 8 je napisané ”—* a v ostatnych
poli¢kach ”+*. V jednom kroku mdZeme zmenit na opacné sicasne vsetky Styri znamienka
v ktoromkolvek Stvorci 2 x 2 na Sachovnici. Rozhodnite, ¢i po urcitom pocte krokov mbze
byf na Sachovnici oboch znamienok rovnaky pocet.

RieSenie*. Pocty plusov a minusov v tabulke st na zaciatku 63 a 1, teda dve neparne ¢isla. V Tubo-
volnom §tvorci 2 X 2 m6Zu byt zastipené jednym zo sposobov 2 + 2, 1 + 3 alebo 0 + 4 vo vhodnom
poradi scitancov, ktoré sa po vykonanom kroku zmenia na poradie opacné. Vidime teda, Ze po jed-
nom kroku sa celkové pocty plusov a minusov v tabulke bud’ nemenia, alebo sa oba zmenia o 2,
alebo sa oba zmenia o 4, takZe to stdle budi dve neparne Cisla ako na zaciatku. To znamen4d, Ze
nikdy neméZe byf na Sachovnici oboch znamienok rovnaky pocet, ¢ize parne Cislo 32.

Komentar. Po kratkom experimentovani by malo byf viacSine Studentov jasné, ako sa bude Sachov-
nica spravaf, a tym padom aj aka bude odpoved na otdzku zo zadania. (Ne)ndro¢nosti tlohy zod-
poveda aj jej bodové hodnotenie v krajskom kole, kde sa stala najlepSie hodnotenou tilohou daného
roénika.'!

Uloha 25.5. [64-1-3-N3] Simona a Lenka hraji hru. Pre dané celé &islo k také, Ze 0 <
<k <9, vyberie Simona k poli¢ok Sachovnice 3 x 3 a na kazdé z nich napiSe ¢islo 1, na
ostatné policka napiSe Cislo 0. Lenka potom Sachovnicu nejakym spdsobom pokryje tromi
triminovymi kockami, t.j. kockami tvaru 3 x 1, a &isla pod ich polickami vyndsobi. Ak je

Na Slovensku, s priemerom 3,8 b medzi vietkymi rieSitelmi a 5,5 b medzi Gspe$nymi riefitelmi.
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pocet kociek so si¢inom 0 neparny, vyhrdva Simona, v ostatnych pripadoch vyhrdva Lenka.
Urcte, v kolkych percentdch pripadov (vzhladom na hodnotu k) ma vyhravajicu stratégiu
Simona.

RieSenie. UkaZzeme, Ze vifazni stratégiu ma pre vsetky k okrem 7 a 9 Simona. Ak md Simona vy-
hraf, musi 1 do poli¢ok Sachovnice umiestiiovaf tak, aby v kazdom riadku a kazdom stlpci nechala
priestor na aspoii jednu 0. Tym zaruci, Ze akokolvek potom Lenka umiestni triminové kocky, kazd4
z nich bude obsahovaf aspon jednu 0. KedZe spolu mdme 10 moZznych hodnét k a pre 8 z nich ma
Simona vitaznu stratégiu, vyhrd v 80 % pripadov.

Komentar. Zaujimavé bude sledovat, ako efektivne sa budd Studenti schopni zhostif dlohy. KedZe
mad tloha jednoznacny ¢Eiselny vysledok, moZeme po chvili samostatnej prace nechaf Studentov po-
rovnaf svoje vysledky a pokusif zistif povod pripadnych nezrovnalosti.

Uloha 25.6. [61-1-6-N1] Na hracej ploche m x n tvorenej bielymi §tvorcovymi poli¢kami
sa Monika a Tamara striedaju v tahoch jednou figirkou pri nasledujicej hre. Najskor Monika
poloZi figtirku na lubovolné poli¢ko a toto poli¢ko zafarbi namodro. Dalej vZdy hracka, ktord
je na fahu, urobi s figirkou skok na policko, ktoré je doposial biele a zafarbi toto policko
namodro. Pritom pod skokom rozumieme fah Sachovou veZou, t.j. presuny figirky v smere
riadkov alebo v smere stipcov hracej dosky (o Tubovolny pocet poli¢ok). Hracka, ktord je na
rade a uZ nemoze urobif fah, prehrdva. Rozhodnite, ktoré z hric¢ok moze hraf tak, Ze vyhra
nezavisle na fahoch druhej hracky?

RieSenie*. Ak si obe Cisla m a n neparne, md vifaznu stratégiu prva hracka, ak je aspon jedno
z Cisel m, n parne, ma vifaznd stratégiu druhd hracka. V oboch pripadoch si uvedena hracka vopred
v duchu rozdeli vsetky policka hracej dosky do dvojic (v prvom pripade jedno poli¢ko ostane, nati
potom hracka poloZi figirku v ivodnom fahu), a to tak, aby v kaZzdom zostavenom pare boli policka
navzdjom dosiahnutelné jednym skokom (pre fahy vezZou je to lahké, staci parovaf len susedné po-
li¢ka riadku alebo stlpca); v priebehu hry potom téito hracka moZe vzdy skocif z jedného policka na
druhé policko toho istého péru, takze vyhra.

Komentar. Uloha je netrividlna, jej zvladnutie je viak vybornym predpokladom na tspesné vy-
rieSenie domdcej prace. Ak ndm ostane na konci semindra dostatok ¢asu, moéZeme Studentov najprv
odohrat par ko6l hry pre nimi zvolené rozmery tabulky a na zdklade poznatkov z hry potom presne
popisat vifaznu stratégiu.

Domaca praca

Uloha 25.7. [62-1-1] Stvorcové tabulka je rozdelend na 16 x 16 policok. Kobylka sa po
nej pohybuje dvoma smermi: vpravo alebo dole, pricom strieda skoky o dve a o tri policka (
t.j. Ziadne dva po sebe idiice skoky nie st rovnako dlhé). Za&ina skokom dizky dva z favého
horného policka. Kolkymi roznymi cestami sa mdZe kobylka dostaf na pravé dolné policko?
(Pod cestou mame na mysli postupnost poli¢ok, na ktoré kobylka doskoci.)
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RieSenie*. V priebehu svojej cesty sa kobylka musi posundf o celkom 15 poli¢ok doprava a 15 po-
li¢ok nadol. Dohromady sa tak posunie o 30 poli¢ok, takZe dvojicu skokov dizky 243 = 5 zopakuje
celkom Sestkrat. Presnejsie vyjadrené, jej jednotlivé skoky budd maf dizky postupne

2,3,2,3,2,3,2,3,2,3,2,3, (25.7.1)

takZe pojde Sestkrat o skok dizky dva (2-skok) a Sestkrat o skok dizky tri (3-skok). Ak jednotlivym
2-skokom a 3-skokom pripiSeme poradové Cisla podla ich pozicie v 25.7.1, bude kobylkina cesta
jednoznacne uréend vyberom poradovych ¢isel skokov smerujicich doprava (zvy$né potom budd
smerovaf nadol). Musime pritom dodrZaf len to, aby stcet diZok takto vybranych skokov ( t. j. skokov
doprava) bol rovny 15. To moZno povolenymi dizkami dosiahnuf (bez rozli$enia poradia skokov)
nasledujicimi spdsobmi:

15=3+3+3+3+3,
15=3+3+3+2+2+2,
15=3+4242+42+24+2+2.

V prvom pripade bude péf zo Siestich 3-skokov doprava (a vSetky 2-skoky nadol), takze cesta
bude urcend len poradovym ¢islom toho (jediného) 3-skoku, ktory bude smerovat nadol. Preto je
ciest tohto typu prave 6.

V druhom pripade bude cesta urend poradovymi ¢islami troch 3-skokov doprava a poradovymi
¢islami troch 2-skokov doprava. Vybery oboch trojic st nezavislé ( t.j. moZno ich spolu Iubovolhe
kombinovaf) a pri kaZdom z nich vyberdme tri prvky zo Siestich, ¢o moZno urobif 20 spdsobmi.'?
Preto je ciest tohto typu 20 - 20 = 400.

V trefom pripade je kobylkina cesta uréend len poradovym ¢islom toho jediného 3-skoku, ktory
bude smerovaf doprava, takZe ciest tohto typu je (rovnako ako v prvom pripade) opéf 6.

Zaver. Hladany celkovy pocet kobylkinych ciest je 6 + 400 + 6 = 412.

Iné rieSenie*. Zadanu tlohu “pre pravé dolné policko* vyrieSime tak, Ze budeme postupne urco-
vaf pocty kobylkinych ciest, ktoré vedi do jednotlivych poli¢ok tabulky (policka budeme postupne
volif od Tavého horného policka po jednotlivych vedlajsich diagondlach'?, lebo ako Tahko zistime,
po urcitom pocte skokov skonci kobylka na tej istej vedlajSej diagonéle; tak sa nakoniec dostaneme
k tomu najvzdialenejSiemu, teda pravému dolnému policku). Pre zjednodusenie dalSieho vykladu
oznaéme (i, j) policko v i-tom riadku a j-tom stipci.

Je zrejmé, Ze povolenym spdsobom skdkania sa kobylka vie dostaf len na niektoré policka celej
tabulky. Po prvom skoku (ktory musi byt 2-skok z policka (1, 1)) sa kobylka dostane len na policko
(1, 3) alebo (3, 1), po druhom skoku (teda 3-skoku) to bude niektoré z polic¢ok

(1,6),(3,4),(4,3),(6,1).

Vo vsetkych doteraz uvedenych polickach je v tabulke vpisané Cislo 1, lebo na kazdé z nich vedie
jedind kobylkina cesta. Situdcia sa zmeni po trefom skoku (2-skoku) kobylky, lebo na policka (3,
6) a (6, 3) vedd vzdy dve rdozne cesty, a to z policok (1, 6) a (3, 4), resp. z policok (6, 1) a (4,
3). Takto v dalSom kroku naSej dvahy uréime vSetky poli¢ka, na ktoré sa kobylka mézZe dostat po
Styroch skokoch, aj poéty ciest, ktoré v tychto polickach konéia. V zapliiani tabulky tymito ¢islami
(postupom podIa poctu skokov kobylky) pokracujeme, aZ sa dostaneme do ,,cielového* policka (16,

12vi4&ina riesitelov kategdrie C este zrejme nepoznd kombinaéné &isla, hodnotu (2) = 20 v8ak mozZno vypocitat aj
vypisanim jednotlivych moZnosti.

13y tomto pripade pod vedlaj$ou diagondlou chapeme skupinu policok, ktorych stredy leZia na priamke kolmej na
spojnicu stredu zaciato¢ného polic¢ka so stredom koncového policka.
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16). Pritom neustéle vyuZivame to, Ze posledny skok kobylky na dané poli¢ko ma dani dizku a jeden
¢i oba mozZné smery. V prvom pripade Cislo z predposledného poli¢ka na ceste na posledné policko
opiSeme, v druhom pripade tam napiSeme stcet ¢isel z oboch moZnych predposlednych policok.

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 4
1 1 2 2 3 3
1 1 3 3 6
1 2 4 6 9 12 16
1 2 4 7 10
1 2 6 9 18 24 40
2 3 9 13 25 35
2 4 13 20 44
1 3 9 18 36 61 101
3 7 20 40 75
1 3 12 25 61 105 206
3 6 24 44 105 180
3 10 35 75 180
1 4 16 40 101 206 412

Rovnako ako v prvom rieSeni prichddzame k vysledku 412.

Uloha 25.8. [61-1-6] Na hracej ploche n x n tvorenej bielymi §tvorcovymi polickami sa
Monika a Tamara striedaji v fahoch jednou figiirkou pri nasledujicej hre. Najskor Monika
poloZi figiirku na fubovolné policko a toto policko zafarbi namodro. Dalej vzdy hracka, ktora
je na tahu, urobf s figiirkou skok na polic¢ko, ktoré je doposial biele, a toto poli¢ko zafarbi
namodro. Pritom pod skokom rozumieme bezny fah Sachovym jazdcom, t.j. presun figirky
o dve policka zvislo alebo vodorovne a sticasne o jedno policko v druhom smere. Hréacka,
ktord je na rade a uzZ nemdZze urobif fah, prehrava. Postupne pre n = 4,5, 6 rozhodnite, ktora
z hra¢ok moze hraf tak, Ze vyhra nezavisle na fahoch druhej hracky.

RieSenie*. Ak je celkovy pocet poli¢ok hracej plochy parny (v zadani pre n = 4 a n = 6), mdze

v poradi druhd hra¢ka pomysTaf na tiito vifaznu stratégiu: sparovaf vetky polic¢ka hracej dosky do
dvojic tak, aby v kazdom pare boli policka navzdjom dosiahnutelné jednym skokom. Pokial také
sparovanie poli¢ok druhd hracka néjde, ma vifaznu stratégiu: v kazdom fahu urobi skok na druhé
policko toho paru, na ktorého prvom polic¢ku figirka prave leZi.

Ak je celkovy pocet poli¢ok hracej plochy neparny (v zadani pre n = 5), moZe v poradi prva
hracka pomyslaf na tito vifaznu stratégiu: sparovaf vSetky policka hracej dosky okrem jedného
do dvojic tak, aby v kazdom pare boli policka navzdjom dosiahnutelné jednym skokom. Pokial
také sparovanie prva hracka najde, ma vitaznd stratégiu: v prvom fahu poloZi figirku na (jediné)
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nesparované policko a v kaZzdom dalSom fahu urobi skok na druhé policko toho paru, na ktorého
prvom policku figirka prave leZi.

N4jst poZadované sparovania poli¢ok je pre zadané priklady Tahké a je to moZné urobif viacerymi
spdsobmi. Ukdzme tie z nich, ktoré maji urcité ¢rty pravidelnosti. Na obr. 25.8.1 zlava je vidno, ako
je mozné sparovaf policka Casti hracej plochy o rozmeroch 4 x 2; celt hraciu plochu 4 x 4 rozdelime
na dva také bloky a urobime sparovanie v kazdom z nich. I na sparovanie poli¢ok hracej plochy 6 x 6
moZeme vyuzif sparovanie v dvoch blokoch 4 x 2; na obr. 25.8.1 uprostred je znidzornené mozné
stredovo stimerné sparovanie vSetkych policok. Nakoniec na obr. 25.8.1 vpravo je priklad sparovania
policok hracej plochy 5 x 5 s nesparovanym polickom v lavom hornom rohu (nesparované policko
nemusi byf nutne rohové); opif je pritom vyuzity jeden blok 4 x 2.

1 2| A D B
3 4|D B C" A e A B C D
1 2 2 1|(C" E|3 4 1 2 E A B
3 4 4 3|E C|1 2 3 4 C D F
2 1 A C B D|4 3 2 1 G E H
4 3 B D A E|2 1 4 3 H F G

Obr. 25.8.1

2.8 April

Seminar 26: Kombinatorika II — hry s hladanim vifaznej stratégie a logické tlohy.
Ciele

Pokracovaf v precvicovani dloh zameranych na hladanie vitaznej stratégie a dloh, ktoré nevyzadujd
Specidlne matematické znalosti.

Ulohy a riesSenia

Uloha 26.1. [61-1-6-N2] Na tabuli sd napisané vietky prvo&isla mensie ako 100. Gitka
a Terka sa striedaju v fahoch pri nasledujicej hre. Najprv Gitka zmaze jedno z prvocisel.
Dalej vzdy hracka, ktord je na fahu, zmaZe jedno z prvocisel, ktoré m4 s predchadzajicim
zmazanym prvocéislom jednu zhodnd ¢&islicu (tak po prvocisle 3 je mozné zmazaf trebars 13
alebo 37). Hracka, ktora je na fahu a nemdze uz Ziadne prvocislo zmazat, prehrava. Ktora

z oboch hra¢ok moze hraf tak, Ze vyhrd nezévisle od fahov siperky?

RieSenie*. Pretoze prvocisel mensich ako 100 je neparny pocet (25), pontka sa hypotéza, Ze vi-
faznu stratégiu bude mat prva hracka. UkdZme, Ze to tak naozaj je. Tato hracka si vopred v duchu
sparuje (podla spolo¢nej Cislice) napisané prvocisla (dd sa to urobif viacerymi spdsobmi, uvedieme
ten, pri ktorom v kazdom kroku parujeme najmensie doposial nesparované prvocislo s najmensim
dals$im doposial nesparovanym prvocislom so spolo¢nou &islicou): (2, 23), (3, 13), (5, 53), (7, 17),
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(11, 19), (29, 59), (31, 37), (41, 43), (47, 67), (61, 71), (73, 79), (83, 89); jediné zostavajlice nespa-
rované prvocislo 97 preto Gitka zmaze ako prvé a dalej pri hre bude mazat vzdy prvocislo, ktoré je
v pdre s predchddzajicim zmazanym prvo¢islom. Tymto postupom musi vyhrat.

Komentar. Uloha je malym opakovanim toho, ktoré &isla do 100 st prvoéisla a moZeme ju vy-
uzif na pripomenutie definicie prvocisla. Rovnako ako aj v nasledujicich tlohach, aj tu mozeme
Studentov nechat najprv odohraf niekol’ko hier a potom skdsit ich Ciastkové zistenia spolocne preta-
vit do univerzélnej stratégie.

Uloha 26.2. [61-11-4] Na tabuli je napisanych prvych n celych kladnych &isel. Marina a
Tamara sa striedaju v fahoch pri nasledujtcej hre. Najskor Marina zotrie jedno z Cisel na
tabuli. Dalej vZdy hracka, ktord je na fahu, zotrie jedno z &fsel, ktoré sa od predchadzajiceho
zotretého Cisla ani neliSi o 1, ani s nim nie je sudelitelné. Hracka, ktord je na fahu a nemoze
uz ziadne &islo zotriet, prehrd. Pre n = 6 a pre n = 12 rozhodnite, ktord z hra¢ok mdze hraf
tak, Ze vyhra nezdvisle na fahoch druhej hracky.

Riesenie*. Uloha dvoch po sebe zotieranych &isel je v zadanej hre symetrickd: ak je po &isle x
mozné zotrief ¢islo y, je (pri inom priebehu hry) po ¢isle y mozné zotrief ¢islo x. Preto si moZeme
celd hru (so zadanym &islom n) ,,sprehladnit tak, Ze najskor vypiSeme vSetky takéto (nazyvajme
ich pripustné) dvojice (x,y). KedZe na poradi ¢isel v pripustnej dvojici nezdleZi, staci vypisovat len
tie dvojice (x,y), v ktorych x < y.

V pripade n = 6 vSetky pripustné dvojice si

(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,5),(3,5).

Z tohto zoznamu Tahko odhalime, Ze vifaznud stratégiu md (prvd) hracka Marina. Ak totiZ zotrie
na zaciatku hry ¢&islo 4, musi Tamara zotrief ¢islo 1, a ked potom Marina zotrie ¢islo 6, nemoze uz
Tamara Ziadne dalsie ¢islo zotrief. Okrem tohto priebehu 4 — 1 — 6 si mdZe Marina zaistif vifazstvo
aj inymi, pre Tamaru “vyndtenymi* priebehmi, napriklad 6 -+ 1 —4 alebo4 -1 —-3 =5 — 2.

V pripade n = 12 je vSetkych pripustnych dvojic vyrazne viacsie mnoZstvo. Preto si poloZime
otdzku, ¢i vSetky ¢isla od 1 do 12 mozZno rozdelif na Sesf pripustnych dvojic. Ak totiZ ndjdeme taki
Sesticu, mdZeme opisaf vifazni stratégiu druhej hracky (Tamary): ak zotrie Marina pri ktoromkolvek
svojom fahu ¢&islo x, Tamara potom vzdy zotrie to ¢islo y, ktoré s ¢islom x tvori jednu zo Siestich
ndjdenych dvojic. Tak nakoniec Tamara zotrie aj posledné (dvandste) ¢islo a vyhrd (pripadne hra
skon¢i skor tak, Ze Marina nebude moct zotrief Ziadne &islo).

HTadané rozdelenie vsetkych 12 ¢isel do Siestich dvojic naozaj existuje, napriklad
(174>7 (279>7 (378>7 (57 12)7 (67 1])7 (77 ]0)

Iné vyhovujuce rozdelenie dostaneme, ked’ v predoslom dvojice (1, 4) a (6, 11) zamenime dvojicami
(1, 6) a (4, 11). Dalgie, menej podobné vyhovujice rozdelenie je napriklad

(1,6),(2,5),(3,10),(4,9),(7,12),(8,11).
Zaver. Pre n = 6 ma vifaznu stratégiu Marina, pre n = 12 Tamara.

Komentir. Uloha je niroénejsia ako predchddzajiica, no $tudenti by mali prvi &asf zvladnuf samos-
tatne, v Casti druhej moZu svoje sily spojif s dal$simi spoluziakmi, prip. stratégie, ktoré vymysleli,
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otestovaf pri vzdjomnej hre.

Uloha 26.3. [61-1-6-N3] Dve hracky maji k dispozicii pre hru, ktord opiseme, neobmedzeny
pocet dvadsatcentovych mincf a stol s kruhovou doskou s priemerom 1 m. Hra prebieha tak,
Ze sa hracky pravidelne striedajui v fahoch. Najprv prva hracka poloZi jednu mincu kamkolvek
na prazdny stol. Dalej vzdy hracka, ktord je na fahu, poloZi na volni ¢ast stola dal§iu mincu
(tak, aby nepresahovala okraj stola a aby sa skor polozenych minci nanajvys dotykala). Ktora
z oboch hra¢ok moze hraf tak, Ze vyhrd nezévisle od fahov siperky?

RieSenie*. Vifaznu stratégiu ma prva hracka: prvi mincu polozi doprostred stola a v kazdom dal-
Som kroku poloZi mincu na miesto stimerne zdruZené podla stredu stola s miestom prave poloZenej
mince.

Komentar. Uloha je zaujimavym prikladom, kde zohrdva $pecidlnu tlohu jeden konkrétny bod
hracej plochy. Ndjdenie vifaznej stratégie je po uvedomenti si tejto vlastnosti uz tdlohou jednodu-
chou. Na priklade tejto hry mdzeme Studentov upozornif na dalsi v§eobecny princip, ktory pri rie-
Seni matematickych problémov méZe prist vhod — hladanie symetrif, prip. Specidlnych bodov tychto
symetrii a skiimanie ich vlastnosti, pricom symetrie nemusime chdpat nutne iba v geometrickom
kontexte.

Uloha 26.4. [59-1-1] Erika a Klarka hrali hru “’slovny logik s tymito pravidlami: Hra¢
A si mysli slovo zloZené z piatich roznych pismen. Hrd¢ B vyslovi [ubovolné slovo zloZené
z piatich rdéznych pismen a hri¢ A mu prezradi, kolko pismen uhddol na spravnej pozicii
a kolko na nesprdvnej. Pismend povaZujeme za rozne, aj ked sa liSia iba mékceriom alebo
diztiom (napriklad pismena A, A sd rozne). Keby si hra¢ A myslel napriklad slovo LODKA
a B by vyslovil slovo KOLAC, odpovie hri¢ A, Ze jedno pismeno uhddol hrd¢ B na spravnej
pozicii a dve na nespravnej. Skratene ozndmi ,,1 + 2, lebo sa naozaj obe slovéd zhoduju iba
v pismene O vrétane pozicie (druhej zlava) a v pismendch K a L, ktorych pozicie st odli$né.
Erika si myslela slovo z piatich roznych pismen a Klarka vyslovila slovd KABAT, STRUK,
SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tieto slovd v danom poradi odpovedala 0 + 3,0 + 2, 1 +
2,2 +0al +2. Zistite, aké slovo si Erika mohla mysliet.

RieSenie*. Slovd ZAPAL a STRUK nemaji spoloéné pismend. Preto sa, ako vyplyva z odpovedi 1
+2 a0+ 2, medzi ich pismenami, ktoré dokopy tvoria mnozinu M = {Z, A, PA,L S, T,R,U,K},
nachddza vsetkych paf pismen hladaného slova. V slove SKOBA maju byt prave tri z hfadanych
pismen. Su to teda pismend S,K,A. (ZvySné pismend B a O totiZ do mnoZiny M nepatria.) V slove
CESTA maju byt len dve z hlfadanych pismen, a obe na spravnej pozicii. Su to uz ndjdené S a A,
ktoré teda patria na tretie, resp. piate miesto hladaného slova (a pismeno 7" mdZeme z mnoZiny M
’vylicif*). Pismeno K nemdZe byf ani na prvom, ani na druhom mieste: vyplyva to z odpovedi pre
slovd KABAT (0 + 3) a SKOBA (1 + 2). Takze je na Stvrtom mieste a ostava urcif prvé dve pismena.
V slove STRUK st len dve z hladanych pismen (musia to teda byt S a K), obe na nespravnych
poziciach. Preto z mnoZiny M ,, vyli¢ime* aj pismend R,U (a T, ak sme to doteraz neurobili).
Zvy$né dve hladané pismend potom patria do mnoZiny {Z, A, P,L}. Z podmienok pre slovo KABAT
vyplyva, Ze jedno z nich je A. V slove ZAPAL je prive jedno pismeno na spravnej pozicii. Keby
to bolo Z, nemali by sme kam uloZif pismeno A. TakZe A je na druhom mieste a navy$e moZeme
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vylicit pismeno Z. Na prvom mieste hfadaného slova méZe byt L alebo P. Ilahko sa presved¢ime,
7e ndjdené slovd LASKA aj PASKA vyhovuji vietkym podmienkam tlohy.

Komentar. Uloha opif nevyZaduje Ziadne matematické znalosti, je viak vybornou previerkou toho,
ako su Studenti schopni nardbaf s velkym mnozZstvom informacif, nestratif v nich prehlad a vyuzit
ich na zdarné vyrieSenie zadaného problému.

Uloha 26.5. [63-1-6] Sachového turnaja sa zicastnilo 8 hracov a kazdy s kazdym odohral
jednu partiu. Za vitazstvo ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru Ziadny bod. Na
konci turnaja mali vSetci Gcastnici rdzne pocty bodov. Hra¢, ktory skoncil na 2. mieste, ziskal
rovnaky pocet bodov ako posledni Styria dokopy. Urcte vysledok partie medzi 4. a 6. hriCom
v celkovom poradi.

RieSenie*. Posledni Styria hraci odohrali medzi sebou 6 partii, takze pocet bodov, ktoré dokopy
ziskali, je aspori 6. Hrac, ktory skoncil na 2. mieste, teda ziskal aspori 6 bodov. Keby ziskal viac ako
6, teda aspoil 6,5 bodov, musel by najlepsi hra¢ (vdaka podmienke ré6znych poctov) ziskat vSetkych
7 moZnych bodov; porazil by tak i hra¢a na 2. mieste, ktory by v dosledku toho ziskal menej ako 6,5
bodov, a to je spor. Hr4¢ v poradi druhy preto ziskal prave 6 bodov. Presne tolko ale ziskali dokopy
i posledni Styria, a tak mohli tieto body ziskaf len zo vzajomnych parti{, o znamen4, Ze prehrali
vSetky partie s hri¢mi z prvej polovice vysledného poradia. Hrac, ktory skoncil na 6. mieste, preto
prehral partiu s hrd¢om, ktory skoncil na 4. mieste.

Domaca praca

Uloha 26.6. [63-11-2] Sachového turnaja sa zi&astnilo 5 hracov a kazdy s kazdym odohral
jednu partiu. Za prvenstvo ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru Ziadny bod.
Poradie hracov na turnaji sa urcuje podla poctu ziskanych bodov. Jedinym dal$im kritériom
rozhodujicim o kone¢nom umiestneni hrd¢ov v pripade rovnosti bodov je pocet vyhier (kto
ma viac vyhier, je na tom v umiestneni lepSie). Na turnaji ziskali vSetci hrdci rovnaky pocet
bodov. Vojto porazil Petra a o prvé miesto sa delil s TomaSom. Ako dopadla partia medzi
Petrom a Martinom?

RieSenie*. Kazdy hra¢ odohral po jednej partii so zvy$Snymi Styrmi. Bolo teda odo hranych celkom
% -5-4 = 10 partif, takZe kazdy hrac ziskal prave 2 body. St len tri moznosti, ako ziskaf odohranim
Styroch partii 2 body, a podla toho obsahovala celkova tabulka nanajvys tri rovnocenné skupiny
hracov. Tieto skupiny, A, B a C, uvddzame v poradi, v ktorom by sa v kone¢nej tabulke umiestnili:

Skupina A obsahuje vSetkych hracov, ktori maji po dvoch vyhrach a dvoch prehrach. Skupina B
pozostdva z hracov s jednou vyhrou, jednou prehrou a dvoma remizami. Skupina C obsahuje hracov
so Styrmi remizami.

Vojto a Tomas st jedini vifazi, preto nepatria do skupiny C. Nepatria ani do skupiny B, pretoZe
v opacnom pripade by s nimi museli vSetci traja hraci zo skupiny C s hor$im vysledkom remizovat
(a kaZdy hra¢ skupiny B m4 len dve remizy).

Z toho vyplyva, Ze Vojto a Tom4as maji po dvoch vyhrach a dvoch prehrach a skupina C je
prazdna. Zvysni traja hraci tak majui po jednej vyhre, jednej prehre a dvoch remizach, ktoré museli
uhraf navzdjom medzi sebou.

Zaver. Peter a Martin spolu remizovali.
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Iné riesenie*. Vyuzijeme (nadbyto¢ny) idaj, Ze Vojto porazil Petra: Keby mali Vojto a Tomas
po jednej vyhre, jednej prehre a dvoch remizach, musel by aj Peter patrif medzi vifazov turnaja.
Jediny v poradi nizsi celkovy vysledok st totiz Styri remizy, Peter vSak jednu partiu prehral, a tak
musel aj jednu vyhraf. Vojto a Tomd§ maji 1preto po dvoch vyhrach a dvoch prehrach. Ak Peter
prehral s Vojtom, musel porazif Tomésa. (Nemohol mat dve prehry, kedZe bol v poradi nizsie ako
Toma&s a Vojto. Ani nemohol s Tomasom, ktory Ziadnu remizu nem4, remizovat.) Potrebny druhy
bod ziskal dvoma remizami — s Martinom a nepomenovanym piatym hra¢om.

Zaver. Peter a Martin spolu remizovali.

Uloha 26.7. [64-1-3] Simona a Lenka hraji hru. Pre dané celé ¢islo k také, ze 0 < k < 64,
vyberie Simona k policok Sachovnice 8 x 8 a kazdé z nich oznaci krizikom. Lenka potom
Sachovnicu nejakym sposobom vyplni tridsiatimi dvoma dominovymi kockami. Ak je pocet
kociek pokryvajicich dva kriziky neparny, vyhrava Lenka, inak vyhrdva Simona. V zdvislosti
od k urcte, ktoré z diev€at mé vyhrédvajicu stratégiu.

RieSenie*. RieSenie rozdelme podla hodnoty ¢isla k.

Ak k =0, je pocet kociek pokryvajuicich dva kriZiky rovny nule, preto vyhrd Simona.

Ak 0 < k < 32, umiestni Simona kriZiky napr. iba na biele policka Sachovnice. Potom pod
Ziadnou kockou nie sd dva kriZiky, preto vyhrd Simona.

Ak k > 32, priCom k je parne, umiestni Simona 32 kriZikov na biele policka a zvySné kriZiky
kamkolvek. Potom pod parnym poctom kociek su dva kriziky (takych kociek je totiZ prave k — 32,
pretoZze kazdd dominova kocka pokryva jedno biele a jedno ¢ierne policko Sachovnice), takZe vyhra
Simona.

Ak 32 < k <61, pricom k je neparne, nenapiSe Simona kriZiky do troch poli¢ok v jednom
z "bielych rohov®, t. j. do rohového bieleho a do dvoch susednych ciernych poli¢ok, ale napiSe
ich do vSetkych ostatnych 31 bielych policok a zvySok do akychkolvek ciernych poli¢ok (okrem
spomenutych dvoch). Na bielych polickach je teda neparny pocet kriZikov a na Ciernych parny pocet
kriZikov. Okolo kaZdého ¢ierneho policka s kriZikom st vSetky biele policka tieZ s kriZikom, preto
kazda kocka, ktora zakryva Cierne policko s krizikom, zakryva dva kriZiky. Iné kocky dva kriziky
nezakryvaji. Preto opif vyhrd Simona.

Ak k = 63, dva krizZiky nie st iba pod jedinou kockou, preto v takom pripade vyhra Lenka, a to
bez potreby akejkolvek stratégie.

Odpoved. Pre kazdé 0 < k < 64, k # 63, ma vyhravajtcu stratégiu Simona, pri k = 63 vyhrdva
automaticky Lenka.

Dopliiujiice zdroje a materialy

Vybornym zdrojom vSemoZnych matematickych hier, spolu s ich kategorizaciou a moZnosfou vy-
uZzitia v triede je [BB91].

Seminar 27: Krajské kolo MO

Ciele

Analyzovat so Studentmi tlohy krajského kola MO, ukdzaft na pripadné spojitosti s kolom domacim
a Skolskym, objasnif najcastejsie chyby.
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Seminar 28: Hra SET
Ciele

Zoznédmenie sa s hrou SET a rieSenie jednoduchSich aj zloZitejSich dloh vyuZivajicich vlastnosti
hernych karticiek.

Uvodny komentar

Seminar ma trochu odli$nu Struktdru, neZ na aku boli Studenti v semindroch doteraz navyknuti, no
nepovazujeme to za Ziadny problém. TaktieZ je tento a nasledujici semindr zaradeny ako odlahcenie
po tom, ¢o matematickd olympidda kategérie C vyvrcholila v uplynulom tyZdni.

Priebeh seminara
Kartic¢ky v hre SET

Hra SET je kartovou hrou pre dvoch a viac hracov. Kazda karticka zobrazuje sadu symbolov, ktord
mad 4 charakteristiky, pricom kazd4 sa vyskytuje v troch variantoch:

1. farba: Cervend, modrd, zelena;
2. tvar: obdiznik, ovdl, trojuholnik;
3. vypli: pln4, polovi¢nd, Uplne biela;

4. pocet symbolov: jeden, dva, tri.

Uloha 30.1. Koflko kariet obsahuje hraci bali¢ek?

RieSenie. KedZe kaZzda zo 4 charakteristik sa m6Ze vyskytnif v troch rdznych variantoch, v ba-
licku je celkom 3* = 81 roznych karticiek.

Komentar. Na semindr je vhodné mat karti¢ky nastrihané a zalaminované, aby sa s nimi $tudentom
lepsie manipulovalo. Priklad karticiek je v prilohe.

Zoznamenie sa s hrou SET

SET je trojica karticiek, pre ktord plati: kazda z charakteristik je bud pre vSetky tri karticky rov-
naka, alebo je na kaZdej karticke odliSnd. Ak sa napriklad pozrieme na charakteristiku tvar, tak si
na vietkych troch karti¢kach bud len samé ovily (alebo len samé obdiZniky, alebo len samé troju-
holniky), alebo st na jednej karticke ovaly, na druhej obdiZniky a na tretej trojuholniky. Podobne
pre dalSie charakteristiky.
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Této trojica kartiCiek tvori SET: farbaje ~ Tato trojica nie je SET. Sice maju vSetky
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rovnakd, tvar je na kazdej karti¢ke iny,  tri kartiCky rovnaky pocet symbolov,
podobne vyplii a vietky maji rovnaky symboly sd rovnakého tvaru a kazdd
pocet symbolov. karticka je inej farby, vypli na dvoch

kartickach je prazdna zatial o tretia je
vyplnend polovicne.

Po zamieSani sa z bali¢ka vyloZi na stdl 12 karti¢iek. Hra¢i medzi nimi hladaju SETy. Ak sa to
niekomu podari, vykrikne ,,SET!* a ukdze ho spoluhrd¢om. Ak je SET spravny, hra¢ si ho vezme
zo stola, namiesto neho sa vyloZia nové tri karticky a pokracuje sa v hre. V pripade, Ze su hraci
presvedceni, Ze sa medzi vyloZenymi kartickami Ziadny SET nenachddza, doloZia na stdl dalSie tri
karticky. Hra kon¢i v momente, kedy hraci vy€erpaji vSetky karticky. Cielom hry je, samozrejme,
pozbieraf ¢o najviac SETov. Hra sa d4 hraf v takmer Iubovolne velkej skupine, z praktickych dovo-
dov sa najviac osvedcili trojice a Stvorice.

Komentar. Predtym, neZ sa pustime do hrania, je vhodné so Studentmi prejst niekolko trojic karti-
¢iek a pobavif sa o tom, ktoré trojice SETmi su, ktoré nie a preco, pripadne premietnuf rozloZenie
12 karticiek a hTadaf v nich SETy spoloc¢ne.

Po zahrani niekolkych kol sa so Studentmi pobavime o tom, akym spdsobom SETy hladali, ktoré
SETy st na ndjdenie jednoduchsie, pripadne iné dalSie zaujimavosti, ktoré poc¢as hry vypozorovali.
K tejto diskusii sa méZeme vratif neskor v priebehu semindra, ked’ sa budeme zaoberaf kategorizo-
vanim roznych typov SETov.

Ulohy o bali¢ku kariet

Uloha 30.2. Ak vyberiem dve lubovolné karticky z balicka, kolko karti¢iek existuje takych,
aby s povodnymi dvoma tvorili SET a preco?

RieSenie. Tak4 karticka je prave jedna, kedZe charakteristiky prvych dvoch priamo urcujd, aka
varidcia kazdej charakteristiky musi byt na poslednej karticke (ak sa prvé dve karticky v charakte-
ristike zhodujui, musi sa s nimi zhodovaf aj tretia, ak si odli$né, aj tretia karticka sa musi odliSovart).

Uloha 30.3. Kolko réznych SETov (karti¢ky sa v rdmci jednotlivych SETov mozu opakovar)
sa nachddza v celom balicku?

RieSenie. Na vytvorenie SETu potrebujeme tri karticky. Prvi z nich méZem bez akéhokolvek
obmedzenia vybraf spomedzi vSetkych 81 karti¢iek, druhd karticka sa da vybraf 80 sposobmi a
z predchddzajiceho vieme, Ze tretia karti¢ka tvoriaca SET s uZ dvoma zvolenymi je prave jedna.
KedZe vSak nezdleZi na poradi, v ktorom sme karti¢ky vyberali, vydelime poc¢et moZnosti 81 - 80
poctom vSetkych moznych usporiadani troch karti¢iek, teda 6. Celkom dostavame % = 1080 roz-
li¢nych SETov.
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Uloha 30.4. Z bali¢ka vyberieme jednu karti¢ku. Kolkych roznych SETov mdzZe byt tito
karti¢ka sicastou?

RieSenie. Z predchadzajticeho plynie, Ze zvysnych 80 karti¢iek v balicku vieme rozdelif na 40
neprelinajdcich sa dvojic, pricom kazda tito dvojica bude tvorif s pévodnou kartickou SET.

Komentar. Menej zdatnym Studentom moZe s pochopenim vysvetlenia pomoct vyloZif si na st6l
konkrétne dvojice — teda hladaf konkrétne SETy, ktorych je vybrana karticka stcasfou.

Uloha 30.5. Ako je mozné ukézaf, Ze v danom rozloZeni karti¢iek na stole sa nenachidza
Ziadny SET?

RieSenie. K tomuto problému je mozné pristupovaf réznymi spdsobmi, no vsetky spdja po-
treba skontrolovaf vietky mozné kombindcie a vyldcit pritomnosf SETu. Zaujimavé je pozorovat,
aku stratégiu Studenti zvolia (v porovnani s tym, ako postupovali pri hrani hry). Néstavbou na tdto
tlohu méZe byt otdzka, ako dané rozloZenie 12 karticiek skontrolovat ¢o najefektivnejsie.

Uloha 30.6. Je mozné SETy nejako kategorizovat? Ako? Kolko SETov v jednotlivych ka-
tegdriach je mozné vytvorif? Vieme spravnost naSich vypoctov overif{ pomocou nejakych
predchddzajicich dvah?

RieSenie. Tato tloha sa da opéf uchopif mnohymi spdsobmi. Jednym z nich moéze byf roztrie-
denie SETov pomocou poctu charakteristik, ktoré maji karticky spolo¢né. Kazdé rozdelenie, ktoré
Ziaci vymyslia, by ich vSak v kone¢nom ddsledku malo priviest k rovnakému poctu SETov ako
v tlohe 2.

Zaverecny komentar. Hra SET je pre Studentov (a nielen nich) velmi atraktivna a majui tenden-
cie sa odhodlane pustaf aj do predkladanych problémov. Stretnutie je tak prijemnou zmenou tempa
a obsahu doterajSieho priebehu semindra

Doplitujtice zdroje a materialy

Vybornym sprievodcom plnym zaujimavych dloh spolu s komentovanymi Studentskymi rieSeniami
je mozné ndjst na [SET].

Seminar 29: Algebraické vyrazy a rovnice VI — sdstavy rovnic, rovnice s parametrom
Ciele

Precvicif so Studentmi rieSenie rovnic obsahujiicich parameter, zozndmif Studentov s niektorymi
metddami rieSenia sdstav rovnic
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Uvodny komentar

Tento semindr je prvym zo semindrov zaoberajicich sa dlohami kategérie B, kedZe v uplynulom
tyZdni Studenti ukoncili svoje pdsobenie v kateg6rii C. Semindre napldnované do konca roka obsa-
huji mensi pocet tloh ako doteraz — dovodom je jednak vysSia naro¢nost dloh a tieZ to, aby mali
Studenti viac priestoru na samostatné premyslanie a rieSenie. Preto budeme Studentom napovedaf a
pomadhaf v rieSeni trochu striedmejsie ako doteraz.

Ulohy a riesenia

Uloha 29.1. [B-66-1I-1] Nijdite vietky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati
66 66
at+—=b+—.
a b

RieSenie*. Anulovanim pravej strany upravime dand rovnicu na tvar

a—b+66<1—l1)> :(a—b)<1 —66> :ib(a—b)(ab—%) o0,

a ab a

Z toho vyplyva, Ze hfadané dvojice (a,b) prirodzenych &isel sd préve tie, pre ktoré plati a = b alebo
ab = 66.

Ulohe teda vyhovuje nekoneéne vela dvojic prirodzenych &isel tvaru (a,b) = (k,k), pricom k
je Tubovolné prirodzené ¢islo, a kedZe Cislo 66 = 2-3 - 11 mé osem delitelov, tak aj osem dvojic
(a,b) € {(1,66), (2,33), (3,22), (6,11), (11,6), (22,3), (33,2), (66,1)}.

Komentar. Uloha je relativne jednoducha a vhodnd ako rozcvicka na zaciatok semindra. Pripo-
menie Studentom metddu rieSenia rovnic rozkladom na sicin vyrazov, ktory je rovny nule. Zaroven
v z4vereCnej diskusii zlahka vyuZiji vedomosti o delitelhosti prirodzenych cisel.

Uloha 29.2. [B-58-II-1] 'V obore redlnych cisel rieste sistavu rovnic

x+y=1,
X—y=a,

—dax+4y=7"+4
s nezndmymi x, y, z a redlnym parametrom a.

RieSenie*. S¢itanim prvej a druhej rovnice danej stistavy dostaneme 2x = 1 + a, od¢itanim druhej
rovnice od prvej 2y = 1 — a. Odtial

1 1
x==(14a), y==(1—a). (29.2.1)
2 2
Ked dosadime za x a y do tretej rovnice pdvodnej ststavy, dostaneme rovnicu
—2a(1+a)+2(1—a)=7*+4, Cize Z2+2a°*+4a+2=0,

ktord upravime na tvar
2+2(a+1)2=0.
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Oba scitance na lavej strane poslednej rovnice si nezdporné Cisla. Ich sicet je 0 prave vtedy, ked
7 =0, a = —1. Dosadenim tychto hodndt do 29.2.1 dostaneme x =0,y = 1.

Zdver. Dand sustava rovnic md rieSenie iba pre a = —1,atox =0, y = 1, z = 0. Skdska pri
tomto postupe nie je nutnd.

Komentar. Uloha vyZaduje umné nardbanie so ststavou troch rovnic tak, aby bolo mozné usku-
tocnif zavere¢nu diskusiu o existencii rieSenia pre rdzne hodnoty parametra a. Je tieZ vhodné so
Studentami prediskutovaf, preco v tomto pripade nie je nutné robif skiSku spravnosti.

Uloha 29.3. [B-60-S-1] V obore redlnych &isel vyrieite rovnicu
Vx+3+vx=p

s nezndmou x a redlnym parametrom p.

Riesenie*. Aby bola l'ava strana rovnice definovand, musia byt oba vyrazy pod odmocninami neza-
porné, o je splnené prave pre vietky x > 0. Pre nezaporné x potom p = v/x + 3+ /x > /3, rovnica
moZe teda maf rieSenie iba pre p > /3.

Upravujme dani rovnicu:

\@—i—\/m:p,
2x4342v/x(x+3) = p%,
2¢/x(x+3) = p* —2x -3,
4x(x+3) = (p* —2x—3)%,
4x% +12x = p* 4+ 4x% +9 —4p*x — 6p + 12x,

2 -3 2
x= (p4pz). (29.3.1)

KedZe sme dand rovnicu umoctiovali na druhd, je nutné sa presvedcif skiskou, Ze vypocitané x je
pre hodnotu parametra p > /3 rieSenim pdvodnej rovnice:

(P2 =30 4. W23 [pto6p2+9+12p7 (P2 =3)2
4p? 4p? 4p? 4p?

243)2 2-3)2  p*+3  p*-3
:\/@ G (Gt O e B et B

4p? 4p? 2p 2p

Pri predposlednej tprave sme vyuZili podmienku p > /3 (a teda aj p> —3 > 0 a p > 0), takZe
(P2 —3)2=p?—3a/4p? =2p.
Pozndmka. Namiesto skiSky staci overif, Ze pre ndjdené x si vSetky umocriované vyrazy neza-
porné, teda vlastne staci overit, Ze

(p*=3)(p*+3)

2 —
p-—2x—3= 2

>0.

Pre p > /3 to tak naozaj je.
Vynechat skidsku mozno aj takouto dvahou: Funkcia v/x + 3 + 1/x je zrejme rastdca, v bode 0
(ktory je krajnym bodom jej defini¢ného oboru) nadobiida hodnotu v/3 a zhora je neohraniena.
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Preto kazdi hodnotu p > v/3 nadobiida pre prave jedno x > 0. Z toho vyplyva, Ze pre p > /3 mi
zadand rovnica prave jedno riesenie, a teda (jediné€) najdené rieSenie 29.3.1 musi vyhovovat.

Komentar. Uloha nie je algebraicky naro¢n4, vyZaduje viak starostlivii diskusiu defini¢ného oboru,
ktory potom vydtsti v obmedzenie hodnot parametra p. DdleZitou sticasfou rieSenia je v tomto pri-
pade aj skdska spravnosti, pripadne diskusia, ktord je uvedend v zdvere prezentovaného rieSenia’

Uloha 29.4. [B-58-1-2] Urdte vietky trojice (x,y,z) redlnych &isel, pre ktoré plati

P +xy=y*+72,
7 +2y= y2 +x%
RieSenie*. Odc¢itanim prvej rovnice od druhej dostaneme po tprave
(z—x)(2z+2x+y) =0.

Su preto mozné dva pripady, ktoré rozoberieme samostatne.

a) Pripad z — x = 0. Dosadenim z = x do prvej rovnice sdstavy dostaneme x> + xy = y* + x2,
ize y(x—y) = 0. To znamend, Ze plati y = 0 alebo x = y. V prvom pripade dostdvame trojice
(x,y,2) = (x,0,x), v druhom (x,y,z) = (x,x,x); také trojice su rieSeniami danej sistavy pre
Iubovolné redlne Cislo x, ako Iahko overime dosadenim (aj ked takd skdska pri naSom postupe
vlastne nie je nutnd).

b) Pripad 2z+2x+y = 0. Dosadenim y = —2x — 2z do prvej rovnice sistavy dostaneme
X 4x(—2x—27) = (—2x—22)> +2%, &ize 5(x+z2)>=0.

Posledné rovnica je splnend prave vtedy, ked'z = —x, vtedy v§ak y = —2x — 2z = 0.Dostdvame
trojice (x,y,z) = (x,0, —x), ktoré s rieSeniami danej ststavy pre kazdé redlne x, ako overime
dosadenim. (O takej skuske plati to isté ¢o v pripade a).

Odpoved. Vsetky rieSenia (x,y,z) danej ststavy su trojice troch typov:
(x,x,x), (x,0,x), (x,0,—x),
kde x je Tubovolné redlne ¢islo.
Iné rieSenie*. Obe rovnice ststavy s¢itame. Po tiprave dostaneme rovnicu
y(x+z—-2y)=0
a opéf rozliSime dve moZnosti.

a) Pripad y = 0. Z prvej rovnice stistavy ihned'vidime, Ze x> = 72, &iZe 7 = +x. Skiiskou overime,
Ze kazdd z trojic (x,0,x) a (x,0,—x) je pre fubovolné redlne x rieSenim.

b) Pripad x+z—2y = 0. Dosadenim y = %(x + z) do prvej rovnice sustavy dostaneme

2
X+ x(x42)* = (x—;z) +z?, poitprave x> =z’.

Plati teda z = —x alebo z = x. Dosadenim do rovnosti x + z — 2y = 0 v prvom pripade dosta-
neme y = 0, v druhom pripade y = x. Zodpovedajice trojice (x,0, —x) a (x,x,x) sd rieSeniami
pre kazdé redlne x (prvé z nich sme vSak nasli uZ v Casti a).
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Uloha 29.5. [B-60-I-1] V obore redlnych &isel vyrieste siistavu

Vai+yr=z+1,
VY2422 =x+1,
VZ2+x2=y+1.

Riesenie*. Umocnenim a od¢itanim prvych dvoch rovnosti dostaneme x> — 22 = (z+1)> — (x+1)2,
o upravime na 2(x> — z%) +2(x —z) =0, ¢ize

(x—2)(x+z+1)=0. (29.5.1)

Analogicky by sme dostali dalSie dve rovnice, ktoré vzniknt z 29.5.1 cyklickou zdmenou nezndmych
x —y — z. Vzhladom na tiito symetriu (dand sustava sa nezmeni dokonca pri [ubovolnej permutécii
neznamych) staci rozobraf len nasledovné dve moznosti:

Ak x =y = z, prejde povodna sistava na jedind rovnicu V2x2 = x+ 1, ktord m4 dve rieSenia
x12 = 14++/2. Kazdd z trojic (14 /2,1 ++/2,142) je zrejme rieSenim povodnej sdstavy.

Ak su niektoré dve z &isel x,y,z rdzne, napriklad x # z, vyplyva z 29.5.1 rovnosf x +z = —
—1. Dosadenim x + 1 = —z do druhej rovnice stistavy dostdvame y = 0 a potom z tretej rovnice
mame x? 4 (x+ 1) = 1, ¢&iZe x(x + 1) = 0. Posledna rovnica mé dve rieSenia x = 0 a x = —1,
ktorym zodpovedaji z = —1 a z = 0. Lahko overime, Ze obe ndjdené trojice (0,0,—1) a (—1,0,0)
sd rieSeniami danej sdstavy, rovnako aj trojica (0, —1,0), ktord dostaneme ich permutdciou.

Dan4 stistava m4 pif rieseni: (0,0,—1),(0,—1,0),(—1,0,0), (1 ++v2,1++v2,14++2) a (1 —
—V2,1-v2,1-+2).

Komentar. Posledné dve tlohy semindra kombinuji principy z prvych dvoch dloh: vhodné sci-
tanie a od¢itanie rovnic medzi sebou a Upravu na sicin lenov, ktory je rovny nule. DoleZité vSak
je, aby boli Studenti pozorni pri vyvodzovani zdverov a pokryli v ich rieSeni vSetky mozZnosti. Z4-
roven je poslednd tloha peknym prikladom symetrie, je vhodné so §tudentami prediskutovat, ako
tato dlohu zjednodusuje.

2.9 Mj4j

Seminar 30: Algebraické vyrazy a rovnice VII — Kvadratické rovnice
Ciele

Precvicif metédy pouzivané pri praci s kvadratickymi rovnicami a vzfahy medzi korefimi rovnice

Uvodny komentar

Na zaciatku semindra si spolu so Studentami osvieZime znalosti o kvadratickych rovniciach, pocte
ich rieseni a vzfahoch medzi redlnymi korefimi a koeficientmi (Viétove vzorce). V Case konania
semindra uz Studenti pravdepodobne budd mat za sebou preberanie tohto u¢iva na hodinach mate-
matiky, takZe by opakovanie nemalo zabraf privela ¢asu.
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Ulohy a rieSenia

Uloha 30.1. [B-57-1-5-N3] Nijdite vietky dvojice (a,b) redlnych &isel, pre ktoré mé kazda
zrovnic x> + (a—2)x+b—3 =0, x> + (a+2)x+3b—5 = 0 dvojndsobny koref.

RieSenie. Kvadratickd rovnica ma dvojnasobny koren prave vtedy, ak jej diskriminant je rovny
nule. Z tejto podmienky pre rovnice zo zadania dostdvame

a*—4a—4b+16 =0,

5 (30.1.1)
a”+4a—12b+24 =0.
Odc¢itanim druhej rovnice od prvej mame po tprave a = b — 1. Dosadenim tohto vzfahu do jednej z
rovnic v 30.1.1 potom uréime moZné hodnoty b, ktoré si 3 a 7. K nim odpovedajtice hodnoty a si
tak 2 a 6 a teda hladané dvojice redlnych &isel (a,b) st (2,3) a (6,7).
Komentar. Jednoducha tloha na dvod, v ktorej Studenti aplikuji znalosti o zavislosti medzi
hodnotou diskriminantu a po¢tom rieSeni kvadratickej rovnice. Ten potom vedie na rieSenie sistavy
dvoch rovnic s dvomi neznidmymi.

Uloha 30.2. [B-57-1-5] Uréte vietky dvojice a, b redlnych &isel, pre ktoré mé kazdé z kvad-
ratickych rovnic
ax*+2bx+1=0, bx*+2ax+1=0

dva r6zne redlne korene, priCom prave jeden z nich je spolocny obom rovniciam.

RieSenie*. Zo zadania vyplyva, Ze a # 0, b # 0 (inak by rovnice neboli kvadratické) a a # b (inak
by rovnice boli totoZné, a ak by mali dva redlne korene, boli by oba spolo¢né).
Ozna¢me xj spolo¢ny korenl oboch rovnic, takze

ax} +2bxo+1=0, bxj+2axo+1=0.

Odtitanfm oboch rovnic dostaneme (a — b)(x§ — 2x0) = xo(a — b)(xo —2) = 0. KedZe a # b a 0
zrejme korefiom danych rovnic nie je, musi byt spolo¢nym korefiom ¢islo xp = 2. Dosadenim do
danych rovnic tak dostaneme jedind podmienku 4a +4b+ 1 = 0, Cize

b= —a—-.
7%

Diskriminant druhej z danych rovnic je potom 4a? —4b = 4a> +4a+ 1 = (2a+ 1)?, takZe rov-
nica mé dva rdzne reélne korene pre lubovolné a # — % Podobne diskriminant prvej z danych rovnic
je 4b> —4a = 4b> +4b+ 1 = (2b +1)%. Rovnica m4 teda dva rozne redlne korene pre fubovolné
b#—1¢tizeas}

Z uvedenych predpokladov vsak zédroveti vyplyva a # —% (b#0)aa# —% (a#Db).

Zaver. Vyhovuju vsetky dvojice (a, —a — %), kdea € R {—%, —}L, —%,0, %}

Komentar. V tlohe sa k spravnemu rieSeniu dostaneme pomocou vhodného od¢itania dvoch
rovnic (a potom vhodnou dpravou takto vzniknutej rovnice). Povazujeme za vhodné Studentov na
tento ,,trik* upozornif, kedZe ndjde uplatnenie nielen v nasledujicej dlohe, ale aj v rdznych inych
prikladoch.
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Uloha 30.3. [B-57-1I-1] Uvazujme dve kvadratické rovnice
¥—ax—b=0, xX*—bx—a=0

s redlnymi parametrami a, b. Zistite, akd najmensiu a aki najvicsiu hodnotu mdze nado-
budnif sicet a + b, ak existuje prave jedno redlne ¢islo x, ktoré sticasne vyhovuje obom
rovniciam. Uréte dalej vSetky dvojice (a,b) redlnych parametrov, pre ktoré tento sucet tieto
hodnoty nadobuda.

RieSenie*. Od¢itanim oboch danych rovnic dostaneme rovnost (b —a)x+a —b = 0, Cize (b —
—a)(x—1) =0. Odtial vyplyva, Ze b = a alebo x = 1.

Ak b = a, maju obidve rovnice tvar x> — ax —a = 0. Prave jedno rie$enie existuje prave vtedy,
ked diskriminant a® + 4a je nulovy. To plati pre @ = 0 a pre a = —4. PretoZe b = a, ma si¢et a + b
v prvom pripade hodnotu 0 a v druhom pripade hodnotu —8.

Ak x = 1, dostaneme z danych rovnic a +b = 1, teda b = 1 — a. Rovnice potom maju tvar

¥ —axta—1=0 a x*+(a—1)x—a=0.

Prv4 m4 korene 1 a @ — 1, druhd m4 korene 1 a —a. Prdave jedno spolo¢né rieSenie tak dostaneme
vzdy s vynimkou pripadu, keda — 1 = —a, ¢ize a = % — vtedy st spolocné rieSenia dve.

Zaver. NajmenS$ia hodnota sictu a+ b je —8 a je dosiahnutd pre a = b = —4. Najvicsia hodnota
saétu a + b je 1; tito hodnotu ma sicet a + b pre vietky dvojice (a,1 —a), kde a # % je Iubovolné
redlne Cislo.

Komentir. Uloha nadviizuje na predchddzajicu, opif rovnice v zadani s¢itame. Viac ako ndroc-
nosfou vypoctu je dloha zaujimava svojim rozborom, kde je potrebné daf pozor na to, aby Studenti

spravne zvézili oba pripady (a = b, x = 1).

Uloha 30.4. [B-62-1I-1] Pre lubovolné redlne &isla k # 41, p # 0 a ¢ dokédzte tvrdenie:
Rovnica
4+ px+qg=0

ma v obore redlnych ¢isel dva korene, z ktorych jeden je k-ndsobkom druhého, prave vtedy,
ked plati kp? = (k +1)q.

Riesenie*. Cisla x1, x, sd korefimi danej kvadratickej rovnice prave vtedy, ked plati
X1+xo=—p a xix=gq. (304.1)

Predpokladajme, Ze dand kvadratickd rovnica md redlne korene x| = o, x, = k. Dosadenim do 30.4.1
dostaneme (k + 1)t = —p a ka®> = . Pre obe strany dokazovanej rovnosti kp? = (k + 1)?q odtial
vyplyva

kp* = k(—(k+ 1)) = k(k+1)*a?,

(k+1)%q=(k +1)*-ko® =k(k+1)*a?,

teda dand rovnosf skuto¢ne plati.
Nech naopak pre redlne &isla p, g a k # —1 plati kp?> = (k+ 1)%q. UvaZzujme dvojicu redlnych
Cisel
—kp —p
— a —

T 2T



Kapitola 2. Osnovy semindrnych stretnuti 137

Také &isla (pre ktoré plati x; = kx») sd korefimi danej kvadratickej rovnice, ak spliiaji obe rov-
nosti 30.4.1. Overenie urobime dosadenim:
_—kp  —p _—(k+1l)p _
Sy R oy e S I
—kp —p _ kp* _ (k+1)’q _
k+1 k+1  (k+1)2  (k+1)2

X1Xx2 =

Tym je cely dokaz hotovy.

Uloha 30.5. [B-59-1-6] Redlne &isla a, b maju tdto vlastnosf: rovnica Z—ax+b—1=0
md v mnoZine redlnych &isel dva rdzne korene, ktorych rozdiel je kladnym koreriom rovnice
¥ —ax+b+1=0.

a) Dokézte nerovnost b > 3.
b) Pomocou b vyjadrite korene oboch rovnic.

.....

Druhd rovnica md koreii x, — x;, a kedZe sticet oboch korefiov je a, musi byt druhy koret @ — (x, —
—x1) = x1 +x — x2 +x; = 2x;. Sdcin korefiov druhej rovnice je (x; —xp) - 2x; = b+ 1. Odtial
dostdvame b = —1 4+ 2x1x7 — Zx% =—142(b—1)— Zx%, a teda

bh=3+2x >3, (30.5.1)

lebo z rovnosti x; = 0 by vyplyvalob+1=56—-1=0.
KedZe x; —x; > 0ab+ 1> 0, musi byf aj x; > 0; z 30.5.1 mdme x; = /(b —3)/2 a dalej

b—1 (b—1)V2
xi Vb=3

Xy =

Korene druhej rovnice st potom

b+1
)Cz—x]:i a 2)61:\/2([)—3).

Iné rieSenie*. Korene prvej rovnice si

a—va*—4b+4 a+va>—4b+4

2 ) x2: 2 )

X1 =

pri¢om pre diskriminant mame
D=da*—4(b—1)>0. (30.5.2)

Rozdiel koretiov x, — x| = va* — 4b + 4 je korefiom druhej rovnice, a preto

@ —db+4—a@ —dbtatbt1=0,
a®—3b+5=ava2 —4b+4,
a*+2a*(5—3b) + (3b—5)> = a* — 4a’b + 4d?,
(3b—5)> =a*(2b—6).

(30.5.3)
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Rovnosf a = 0 nastdva prave vtedy, ked 3b — 5 = 0; potom by ale neplatilo 30.5.2. Preto a*> > 0,
(3b—5)2 > 0, a teda aj 2b — 6 > 0, &iZe b > 3. Z 30.5.2 a 30.5.3 potom vyplyva a > 0, a teda

a= (3b—15)/+/2(b—3); dalej potom

1/ 3a-5  [(3b=5)? ~ [p-3
=2y Vs )=V
_1( 3a-5 (3b-5)? _(b-1)v2
”“2<waw—s)+ 2(0-3) 4b+4>" Vb3

Druha rovnica ma korene

a—va*—4b—4 b+1

X3 = = =X, —X

3 3 26=3) 2 — X1
v —4b—4

a=t ”2 = \/2(h—3).

Komentar. Uloha sa d4 vyriesif relativne ,,netrikovo vyjadrenim korefiov prvej rovnice, do-
sadenim ich rozdielu do druhej rovnice a odpovedajicou diskusiou. Takyto pristup je sice zrozumi-
telny, avSak dost pracny. Ak Studenti nepridu na prvy spdsob rieSenia, povaZzujeme za vhodné im
ho ukdzaf ako dobry priklad toho, ako ndm pouZzitie Vietovych vzorcov mdZe vyraznej zjednodusit
vypocet.

Uloha 30.6. [B-64-11-4] Na tabuli je zoznam &isel 1,2,3,4,5,6 a ,rovnica‘

0..0.0_,

=X+ =x+ =

L O

Marek s TomdSom hraji nasledujicu hru. Najskor Marek vyberie lubovolné ¢islo zo zo-
znamu, napiSe ho do jedného z prazdnych poli¢ok v ,rovnici* a ¢islo zo zoznamu zotrie.
Potom Tomé4s vyberie niektoré zo zvySnych &isel, napiSe ho do iného prazdneho policka a
v zozname ho zotrie. Nato Marek urobf to isté a nakoniec Tomas doplni tri zvys$né Cisla na tri
zvy$né volné policka v ,;rovnici‘‘. Marek vyhrd, ak vzniknutd kvadratickd rovnica s raciondl-
nymi koeficientmi bude maf dva rézne redlne korene, inak vyhra Tomas. Rozhodnite, ktory

z hracov moze vyhraf nezdvisle na postupe druhého hraca.

RieSenie*. Oznacme a, b, c koeficienty vyslednej rovnice ax® + bx +c¢ = 0. T4 m4 dva rdzne redlne
korene prave vtedy, ked je jej diskriminant (v symbolickej podobe)

@) 0O
kladny.

UkdZeme, Ze vyhrdvajicu stratégiu ma Marek. Najskor do menovatela zlomku pre koeficient b
napise 1.

a) Ak Tomads obsadi vo svojom prvom fahu iné miesto ako v Citateli b, napiSe do neho Marek
v nasledujicom fahu najvicsie zostdvajice &islo zo zoznamu (teda 5 alebo 6). Hodnota b?
potom bude aspori 25 a zo zvySnych ¢isel mozno zostavif vyraz 4ac s hodnotou nanajvys
4. % = 16. Diskriminant vzniknutej kvadratickej rovnice tak bude urcite kladny.
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b) Predpokladajme, Ze Tomas vo svojom fahu doplni ¢itatela b. Marek potom v druhom fahu
napisSe najmensSie zostdvajice ¢islo zo zoznamu (2 alebo 3) do citatela a (alebo c).

(i) V pripade, Ze Tom4s v prvom fahu napisal do Citatela b &islo 2, je hodnota b rovnd 4 a
najviacsia moznd hodnota 4ac (s prihliadnutim na druhy Marekov fah) je 4 - % = %8 <4,
teda diskriminant vzniknutej kvadratickej rovnice bude opif kladny.

z w7z

(i) V pripade, Ze Tomas v prvom fahu napisal do Citatela b iné &islo ako 2, je hodnota b?
aspoil 9 a hodnota 4ac je nanajvys 4 % =4, takze diskriminant vzniknutej kvadratickej
rovnice bude aj v tomto pripade kladny.

Zaver. V danej hre mdZe vyhral Marek nezdvisle na fahoch Tomasa. Jeho vifaznd stratégia je opisana
vyssie.

Komentar. Posledna tloha je zaujimavym spojenim hladania vifaznej stratégie a analyzy vlast-
nosti diskriminantu kvadratickej rovnice. Studentov nechdme riesenie tlohy hladaf samostatne a
potom ich vyzveme, aby stratégiu, ktord nasli, pouZili pri hre so spoluZiakmi. Bude zaujimavé po-
zorovaf, ¢i nastane situdcia, v ktorej aj neoptimalna stratégia zvitazi.

Domaca praca

Uloha 30.7. [B-57-S-2] Uréte vietky dvojice (a,b) redlnych &isel, pre ktoré maji rovnice
P +Ba+bx+4a=0, x*+(Bb+a)x+4b=0
spolo¢ny redlny koreri.

RieSenie*. Nech xj je spolo¢ny koreii oboch rovnic. Potom plati
x5+ (Ba+b)xg+4a=0, x5+ (3b+a)xg+4b=0.

Od¢itanim tychto rovnic dostaneme (2a — 2b)xo +4(a — b) = 0, odkial po dprave ziskame (a —
—Db)(x9+2)=0.

Rozoberieme dve moZnosti:

Ak a = b, majd obidve dané rovnice rovnaky tvar x> + 4ax + 4a = 0. Aspoii jeden koreii (sa-
mozrejme spolo¢ny) existuje prave vtedy, ked je diskriminant 164> — 16a nezdporny, teda a € (—
—o00,0) U (1, 00).

Ak xp = —2, dostaneme z prvej aj z druhej rovnice 4 —2a — 2b = 0, teda b = 2 — a. Dosadenim
do zadania dostaneme rovnice

X+ (2a+2)x+4a=0, x*+(6—2a)x+8—4a=0,

ktoré maju pri lubovolnej hodnote parametra a spolo¢ny koreni —2.
Zdaver. Dané rovnice maju aspoii jeden spolo¢ny koren pre vetky dvojice (a,a), kde a € (—
—o0,0) U (1,0), a pre vSetky dvojice tvaru (a,2 — a), kde a je lubovolné.

Uloha 30.8. [B-59-S-1] Uréte vietky hodnoty redlnych parametrov p, g, pre ktoré ma kazda
z rovnic
x(x=p)=3+q, x(x+p)=3-¢q

v obore redlnych ¢isel dva rozne korene, ktorych aritmeticky priemer je jednym z korefiov
zvySnej rovnice.
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RieSenie*. Z Vietovych vztahov pre korene kvadratickej rovnice (ktoré vyplyvaji z rozkladu daného
kvadratického troj¢lena na sicin koretiovych cinitelov) lahko zistime, Ze sicet koreriov prvej rovnice
je p, takZe ich aritmeticky priemer je % p. Toto ¢islo ma byf koretiom druhej rovnice, preto

3
-7’7:3—(1. (30.8.1)

(SIS

Podobne sucet koreriov druhej rovnice je —p, ich aritmeticky priemer je —% p, a preto

p 3p
-~ —=)=3+g4. 30.8.2
2 ( > > +q ( )
Porovnanim oboch vzfahov 30.8.1 a 30.8.2 mdme 3 — g = 3 +¢, Cize ¢ = 0 a z 30.8.1 potom vyjde
p=2alebo p=—-2.

Z oboch néjdenych rieSeni dostaneme td istd dvojicu rovnic x(x —2) = 3, x(x+2) = 3. Korene

prvej z nich sd ¢isla —1 a 3, ich aritmeticky priemer je 1. Korene druhej rovnice su ¢isla 1 a —3, ich
aritmeticky priemer je —1.

Seminar 31: Geometria VII - stredové, obvodové, tsekové uhly, tetivové Stvoruholniky
Ciele

Zopakovaf, prip. Studentov zozndmif s vlastnosfami stredovych, obvodovych a tdsekovych uhlov a
ich vyuzitim pri rieSenf{ tloh.

Uvodny komentar

Predtym, ako sa so Studentmi pustime do rieSenia tloh, je vhodné predstavif, prip. spolocne zopa-
kovaf vlastnosti uhlov, ktorymi sa budeme v semindri zaoberat. Vhodnym materidlom je [Kad96],
kapitola 8.

Ulohy a rieSenia

Uloha 31.1. [B-66-11-3] V rovine st dané kruZnice k a [, ktoré sa pretinaji v bodoch E a F.
Doty¢nica ku kruZnici [ zostrojend v bode E pretina kruZnicu k v bode H (H # E). Na obliku
EH kruzZnice k, ktory neobsahuje bod F, zvolme bod C (E # C # H) a priese¢nik priamky
CE s kruznicou / ozna¢me D (D # E). Dokazte, Ze trojuholniky DEF a CHF si podobné.

RieSenie*. Z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou HF kruznice k vyplyva |{HCF| = |{HEF|.
Uhol HEF je zaroveni usekovym uhlom prislichajicim tetive EF kruZnice /, ktory je vSak zhodny
s obvodovym uhlom EDF (obr. 31.1.1). Celkovo tak plati

|{HCF|=|{HEF| =|£EDF). (1.1.1)

Vzhladom na to, Ze CEF H je tetivovy Stvoruholnik, je jeho vnitorny uhol pri vrchole H zhodny
s vonkajs$im uhlom pri jeho protilahlom vrchole E. Plati teda

|{CHF| = |£DEF). (31.1.2)

Z rovnosti 31.1.1 a 31.1.2 vyplyva na zaklade vety uu podobnosf trojuholnikov DEF a CHF. Tym
je dokaz hotovy.
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Obr. 31.1.1

Komentir. Uloha je relativne jednoduchou aplikdciou poznatkov o stredovych, obvodovych a tise-
kovych uhloch, preto dobe poslizi ako tivodnd tloha semindra. Zaroveri sa v tlohe vyskytuje spo-
lo¢né tetiva dvoch kruZnic, ktord je prvkom mnohych geometrickych dloh v kategérii B, takZe je
prijemné, Ze sa Studenti s tymto pripadom zozndmia hned na zaciatku.

Uloha 31.2. [B-65-11-2] Dan4 je tsetka AB, jej stred C a vnitri tdsecky AB bod D. Kruznice
k(C,|BC|) a m(B,|BD|) sa pretinaji v bodoch E a F. Zdbvodnite, preco je polpriamka FD
osou uhla AFE.

Riesenie*. Kruznica k je Talesovou kruznicou nad priemerom AB, takZe trojuholnik ABF je pra-
vouhly s pravym uhlom pri vrchole F. Inymi slovami, priamka AF je kolmd na polomer BF kruZnice

Obr. 31.2.1

m, a preto sa priamka AF dotyka kruZnice m v bode F (obr. 31.2.1). Z rovnosti isekového uhla zo-
vretého tetivou DF s dotyCnicou AF a obvodového uhla nad tou istou tetivou mdme (ako uz je
vyznacené na obrazku)

|{AFD| = |{DEF|.

Zo sumernosti Usecky EF podla osi AB tak vyplyva
|{AFD|=|{DEF| = |{DFE|,
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¢o znamend, Ze FD je osou uhla AFE.
Iné rieSenie*. Oznacme f velkosf uhla ABF a dopocéitajme velkosti uhlov DFE a AFE. Troju-
holnik DBF je rovnoramenny, lebo jeho ramend BD a BF su polomery kruZnice m, preto

\{DFB| = %(1800 _B)=90°— ‘23

KedZe podobne aj trojuholnik EBF' je rovnoramenny s osou BD, plati
|{EFB| =90°— .
Spojenim oboch predchddzajicich rovnosti tak dostdvame

B

|<DFE| = |<DFB|~|<EFB| = 7.

Z vlastnosti Talesovej kruznice k nad priemerom AB vieme, Ze uhol AF B je pravy. Pritom jeho ¢ast
uhol EF B mé, ako sme uz zistili, velkost 90° — 3, takZe jeho druhd Cast, uhol AFE, ma velkost 3,
¢o je presne dvojndsobok velkosti uhla DFE. Tym sme dokdazali, Ze priamka F'D je osou uhla AFE.

Iné rieSenie*. Nad oblikom AE kruZnice k sa zhoduji uhly ABE a AFE (obr. 31.2.2). Obliku
DE kruZnice m prislicha obvodovy uhol DFE a stredovy uhol DBE. Spolu tak dostdvame

1 1 1
|<DFE| = - |<DBE| = - |£ABE| = | LAFE|.

¢o dokazuje, Ze FD je osou uhla AFE.

k F
m
D
A C
E
Obr. 31.2.2

Komentar. Ulohu je moZné riesif viacerymi roznymi sposobmi, preto je to opif vhodny priestor
na to, aby §i Studenti svoje rieSenia porovnali a skusili obhdjif pred spoluziakmi. V tlohe sa znova
vyskytla spolo¢nd tetiva dvoch kruZnic, pekne tak nadvizuje na dlohu predchidzajicu.

Uloha 31.3. [B-65-1-5] Vrcholy konvexného estuholnika ABCDEF leZia na kruZnici, pri-
¢om |AB| = |CD|. Usecky AE a CF sa pretinajii v bode G a tsecky BE a DF sa pretinaji v
bode H. Dokézte, Ze useCky GH, AD a BC st navzdjom rovnobeZné.
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B

Obr. 31.3.1

RieSenie*. Najskor ukdzeme, 7ze AD || BC. KedZe |AB| = |CD|, st obvodové uhly nad tetivami AB
a CD kruZnice opisanej Sestuholniku ABCDEF zhodné (obr. 31.3.1), teda |{ADB| = |£DBC]|; to
sd vak striedavé uhly priecky BD priamok AD a BC, preto AD || BC. Ostdva ukdzat, Zze GH || AD.
VyuZzitim zhodnych obvodovych uhlov nad tetivami AB a CD pri vrcholoch E a F dostdvame

|{GEH| = |£AEB| = |{CFD| = |{GFH|,

¢o znamend, Ze body E, F', G a H leZia na jednej kruZnici, pretoZe vrcholy zhodnych uhlov GEH a
GFH lezZia v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou GH. Z toho vyplyva, Ze uhly EFH a EGH
nad jej tetivou EH st zhodné. To spolu so zhodnosfou uhlov EFD a EAD nad tetivou ED pdvodnej
kruZnice (obr. 31.3.1) vedie na zhodnost stihlasnych uhlov EGH a EAD priecky AE priamok GH a
AD, ktoré su teda naozaj rovnobezné. Tym je tvrdenie tlohy dokédzané.

Komentar. Umiestnenie vrcholov Sesfuholnika na kruZnici priam nabéda, aby Studenti hTadali dvo-
jice rovnakych uhlov, ktoré im potom pomdzu vyvodif zavery o (ne)rovnobeznosti skiimanych tse-
Ciek. Zarovern uloha obsahuje zaujimavu druhid cast, kedy objavime, Ze body E,F,G,H lezia na
jednej kruZnici.

Uloha 31.4. [B-58-1-5] Trojuholniku ABC je opisand kruZnica k. Os strany AB pretne
kruZnicu k v bode K, ktory lezi v polrovine opacnej k polrovine ABC. Osi strdn AC a BC
pretnd priamku CK postupne v bodoch P a Q. Dokézte, Ze trojuholniky AKP a KBQ su
zhodné.

Riesenie*. Oznaéme a, 3,7 zvyCajnym spésobom velkosti vnitornych uhlov trojuholnika ABC
(obr. 31.4.1). Bod K leZi na osi usecky AB, preto |AK| = |KB|. Trojuholnik AKB je rovnoramenny
so zékladiiou AB, jeho vnitorné uhly pri vrcholoch A a B st teda zhodné. Podla vety o obvodovych
uhloch st zhodné aj uhly BCK a BAK, resp.ACK a ABK, preto su zhodné aj uhly BCK a ACK.
Polpriamka CK je teda osou uhla ACB:

|ACK| = |£BCK| = % .

KedZe bod P leZi na osi strany AC, je trojuholnik ACP rovnoramenny a jeho vnutorné uhly pri
zakladni AC maju velkost %}/, takZe jeho vonkajsi uhol APK pri vrchole P ma velkost %}/ + %y =7.
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C
A

Obr. 31.4.1

Rovnako z rovnoramenného trojuholnika BCQ odvodime, Ze aj velkost uhla BOK je . Podla vety
o obvodovych uhloch s zhodné uhly ABC a AKC, teda uhol AKC (Cize uhol AKP) ma velkost B a
— celkom analogicky — uhol BKQ ma velkost o.

V kazdom z trojuholnikov AKP a BKQ uz pozndme velkosti dvoch vnitornych uhlov (8, 7,
resp. ., y), takze vidime, Ze zostdvajice uhly KAP a KBQ maju velkostia, resp. 3.

Z predoslého vyplyva, Ze trojuholniky AKP a KBQ su zhodné podla vety usu, lebo majti zhodné
strany AK a KB aj obe dvojice k nim prilahlych vnidtornych uhlov.

K uvedenému postupu dodajme, Ze vypocet uhlov KAP a KBQ cez uhly APK a BOK moZno
obist takto: zhodnosf uhlov KAP a BAC (resp. KBQ a ABC) vyplyva zo zhodnosti uhlov KAB a PAC
(resp. KBA a QBC).

Komentar. Posledna dloha semindra pekne kombinuje vlastnosti uhlov a zhodnosf trojuholnikov,
je tak dostojnym zakoncenim tohto geometrického stretnutia.

Domaca praca
Seminar 32: Geometria VIII — vypoctové tlohy
Ciele

Precvicif komplexnejsie ilohy zahffiajice geometrické vypocty
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Ulohy a rieSenia

Uloha 32.1. [B-59-1I-1] Kruznica [(T’;s) prechddza stredom kruznice k(S;2cm). Kruz-
nica m(U;t) sa zvonka dotyka kruznic k a [, pricom US L ST. Polomery s a ¢ vyjadrené v
centimetroch su celé ¢isla. Urcte ich.

Riesenie*. Trojuholnik UST je pravouhly. Jeho prepona UT mé dizku s + ¢, dlzky odvesien su
|US| =1t+2,|ST| = s (obr. 32.1.1). Podla Pytagorovej vety plati

(s4+1)2 = (t+2)>+5%
Upravami postupne dostdvame

P25t 12 =12+ 4t +4+ 5,
st=2t+2,
t(s—2)=2.

Cislat a s — 2 st celé, preto ¢ musi byt delitelom &isla 2. KedZe ¢ je kladné, st len dve moZnosti; ak
t=1cm,taks=4cm,aak¢t=2cm, tak s =3 cm.

Obr. 32.1.1

Uloha 32.2. [B-66-S-2] Na odvesnach AC a BC daného pravouhlého trojuholnika ABC uréte
postupne body K a L tak, aby stcet

|AK|* + |KL|* + |LB|?
nadobidal najmensiu moznd hodnotu a vyjadrite ju pomocou ¢ = |AB|.
RieSenie*. V silade s obr. 32.2.1 oznaéme x = |CL|, y = |CK]|, potom |BL| = a —x, a |AK| =

= b—y, pri¢om a, b st postupne dl7ky odvesien BC, AC. PouZitim Pytagorovej vety v pravouhlom
trojuholniku KLC dostaneme |KL|? = x* +?, takZe skiimany st¢et mdZeme upravif nasledujiicim
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Obr. 32.2.1

spdsobom:

AK[? + |KLI> +|LB]* = (b—y)* + 2% +y* +(a—x)* =
=202 4+2y® —2ax—2by+a* +b* =

2 2 2,2
a b a+b
( 2) + <y 2) + >

2 2 2
a b c

:2 _— 2 —_— —_
(-3) +2(-3) +3

Vdaka nezdpornosti druhych mocnin z toho vidime, Ze skimany vyraz nadobtida svoju najmensiu
hodnotu, konkrétne %c, prave vtedy, ked' x = %a a sicasne y = %b, teda prave vtedy, ked’body K, L
st postupne stredmi odvesien AC, BC daného pravouhlého trojuholnika ABC.

Zaver. NajmenSia moZnd hodnota skimaného stctu je rovnd %cz. Tidto hodnotu dostaneme prave
vtedy, ked body K, L budud postupne stredmi odvesien AC, BC daného pravouhlého trojuholnika.

Uloha 32.3. [B-63-S-3] Na priamke a, na ktorej leZ{ strana BC trojuholnika ABC, st dané
body dotyku vsetkych troch jemu pripisanych kruznic (body B a C nie si zndme). Néjdite na
tejto priamke bod dotyku kruZnice vpisane;j.

V danom trojuholniku ABC oznaéme X, Y, Z body dotyku vpisanej kruZnice s jeho stranami a
x = |AY| = |AZ|, y = |BX| = |BZ|, z = |CX| = |CY| zhodné useky dotyénic k vpisanej kruznici z
jednotlivych vrcholov (obr. 32.3.1). Ak ozna¢ime

zvy&ajnym sposobom a, b, ¢ dlzky jednotlivych stran, plati

a=y+z, b=z+x, c=x+y.

Sé¢itanim tychto troch rovnic dostaneme (pomocou s ako zvycajne oznacujeme polovicny obvod
trojuholnika)
2s=a+b+c=2x+2y+2z,

takZe ndm vyjde
x+y+z=s, x=s—a, y=s—b, z=s—c. (32.3.1)

Pozrime sa teraz na pripisant kruZnicu trojuholniku ABC, ktord sa dotyka jeho strany BC v bode
P a polpriamok AB a AC v bodoch R a Q (obr. 32.3.2). Zo zhodnosti tsekov prislusnych doty¢nic
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Obr. 32.3.1

k tejto kruznici mame
|AR| =[AQ|, [BR|=|BP|, |CP|=]|CQ],

odkial vychadza

2|AR| = |AR| +|AQ| = |AB| + |BR| + |AC| +|CQ| =
= |AB|+ |BP| + |AC| +|CP| = a+b+c = 2s,
CiZe |AR| = |AQ| = 5. Z tejto rovnosti ale vyplyva, Ze |[BP| = |BR| = s — ¢, ¢o je podla 32.3.1 zdroveri

dizka z dse¢ky CX, teda |BP| = |CX|. To znamen4, Ze body P a X st stimerne zdruZené podTa stredu
useCky BC. Analogicky by sme odvodili rovnosti |[BK| = s a [CL| = s pre body dotyku K a L kruZnic

Obr. 32.3.2

pripisanych stranim CA a AB (obr. 32.3.2) trojuholnika ABC s priamkou a. Z tychto poslednych
rovnosti v8ak vidime, Ze |BL| = s —a = |CK]|, teda aj body K a L st simerne zdruzené podla stredu
usecky BC. Body K a L st zndme (z troch danych bodov na priamke su to tie dva krajné), pozndme
teda aj stred S strany BC (je to stred tseCky KL) a bod X ndjdeme ako obraz tretieho daného bodu
P v stredovej stimernosti podla stredu tusecky BC.
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Uloha 32.4. [B-65-1-3] V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB a odvesnami dizok
|AC| =4 cm a |BC| = 3 cm leZia navzdjom sa dotykajice kruznice ki (S1;71) a ka(S2;r2) tak,
7e ki sa dotyka strdn AB a AC, zatial ¢o k, sa dotyka strdn AB a BC. Uréte najmenSiu a
najviacsiu moznud hodnotu polomeru r;.

RieSenie*. Majme také dve kruZnice, ktoré spliiajii predpoklady tlohy (obr. 32.4.1). Zrejme stred
S leZi na osi uhla BAC a stred S, na osi uhla ABC. Dalej si uvedomme, Ze velkosf polomeru 7

C

Obr. 32.4.1

kruZnice k; je priamo timerna dlZke tisecky AS; a podobne velkosf 7, priamo timernd dizke tsecky

.....

.....

ABC vpisat. Takou kruZnicou je zrejme kruZnica k do trojuholnika ABC vpisana. A naopak najmensi
polomer bude maf kruZnica k,, ak zvolime k; = k. (Ze v oboch opisanych pripadoch pre k, = k aj
pre ki = k existuje prisluS$nd ,,vpisand* kruZnica ki, resp. k, je vcelku zrejmé.)

Staci teda vypocitat polomer r kruznice k do trojuholnika ABC vpisanej a polomer kruZnice k>,
ktora sa dotyka kruZnice k a strdn AB a BC daného trojuholnika.

Polomer r vpisanej kruZnice vypocitame napriklad zo vzorca 2S4pc = ro, pricom Sapc 0znacuje
obsah trojuholnika ABC a o jeho obvod.Obsah daného pravouhlého trojuholnika ABC s preponou AB
je pri zvy&ajnom oznaceni diZok stran rovny %ab. Prepona v trojuholniku ABC ma (v centimetroch)

podla Pytagorovej vety velkost ¢ = v/a? + b2 = /32 +42 = 5. Maximdlny polomer kruZnice k, je
teda

. 28 ABC ab . 3-4 -1
"T o Tatbtc 3+4+5
Pre vypocet polomeru r, kruznice k, ktord sa dotyka kruznice k a strin AB a BC, ozname D a E
body, v ktorych sa kruZnice k a k» dotykajt strany AB, a F', G dotykové body kruZnice k postupne so
stranami BC a AC (obr. 32.4.2). KedZe dany trojuholnik je pravouhly, je S; FCG S$tvorec so stranou
dizky r = 1, takZe |BF | = |BD| = 2 a podla Pytagorovej vety |BS;| = v/5. Z podobnosti pravouhlych
trojuholnikov BES; a BDS| potom vyplyva

rn_r " r 1
BS>|  |BS)|” Vi—-rn—1 /35

Cize
Po tprave tak pre hladand hodnotu nezndmej r, dostaneme linedrnu rovnicu

n(V5+1)=v5-1,
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Obr. 32.4.2

ktori edte zjednodusime vyndsobenim v/5 — 1. Zistime tak, 7e najmensia mozna hodnota polomeru
kruZnice k> je rovna
3-V5

rp = .

2

Uloha 32.5. [B-61-11-3] Pravouhlému trojuholniku ABC je vpisana kruZnica, ktoré sa dotyka
prepony AB v bode K. Usecku AK otoéime o 90° do polohy AP a tise¢ku BK oto¢ime o 90°
do polohy BQ tak, aby body P, Q leZali v polrovine opa¢nej k polrovine ABC.

a) Dokézte, Ze obsahy trojuholnikov ABC a PQOK st rovnaké.

nastane rovnost obvodov?

RieSenie*. a) Ozna¢me S stred a r polomer kruzZnice vpisanej trojuholniku ABC a L, M body dotyku

tejto kruznice postupne so stranami BC, CA (obr. 32.5.1). Ak oznalime |[AK| = x, |BK| =y, tak
|AP| = |AM| = x, |[KP| = xv/2, |BQ| = |BL| =y, |KQ| = yv/2. KedZe oba uhly AKP, BKQ maji
velkost 45°, je trojuholnik PQK pravouhly, takZe jeho obsah je

V22
WAV

Spox =

Stvoruholnik SLCM je $tvorec so stranou dizky r a |AM| = x, | BL| = y. Obsah trojuholnika ABC
je rovny stuctu obsahov trojuholnikov ABS, BCS a CAS, teda

(+y)r+O+r)r+E+nr
2

SaBc = =(@x+y+r)r

Obsah trojuholnika ABC je zaroveni rovny

_|AC]-[BC| _ (x+r)(y+r) _xy  (x+y+r)r _xy  Sasc
- 2 - 2 2 2 2 2

SaBc

Odtial dostdvame Sypc = xy, CiZe Sapc = Spok, €0 sme mali dokdzaf.
b) V trojuholniku ABC st dizky strdn a = y+r, b = x+r, ¢ = x4+ y. Obvod trojuholnika ABC
je a+ b+ |AB|, obvod trojuholnika POK je xv/2 +yv/2 + |PQ).
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Obr. 32.5.1

Zrejme plati |AB| < |PQ| (JAB| je vzdialenosfou rovnobezZiek AP, BQ, (obr. 32.5.1). Rovnost
nastane jedine v pripade |AP| = |BQ|, ¢iZe x = y. Este dokdZeme, Ze a + b < xv/2 4 yv/2, teda Ze
a+b < cv/2. Posledn4 nerovnost je ekvivalentnd s nerovnosfou, ktori dostaneme jej umocnenim na
druht, pretoZe obe jej strany si kladné. Dostaneme tak a” + b” 4 2ab < 2¢*. KedZe v pravouhlom
trojuholniku ABC plati a*> + b*> = ¢?, mame dokdzat nerovnost 2ab < a*> + b?, ktor4 je viak ekviva-
lentnd s nerovnostou 0 < (a — b)?. T4 plati pre vietky redlne &isla a, b a rovnost v nej nastane jedine
prea=>b,t.j.x=y.

Celkovo vidime, Ze obvod trojuholnika ABC je mensi alebo rovny obsahu trojuholnika POK a
rovnost nastane prave vtedy, ked je pravouhly trojuholnik ABC rovnoramenny.

Domaca praca
KedZe v nasledujicom semindri je napldnované opakovanie, dlohou Studentov bude si zbeZne zo-

pakovat, comu sme sa poslednych 9 mesiacov venovali. Zmyslom domadcej prace nie je opdtovné
prepocitavanie vSetkych prikladov, ale skor ziskanie prehladu a nadhladu nad Studovanymi témami.

2.10 Jun

Seminar 33: Opakovanie I — pohlad spit na vetko, ¢o sme sa naudili
Ciele

Zopakovaf klii¢ové myslienky, postupy a poznatky, ktoré v priebehu roka Studenti ziskali.
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Priebeh seminara

Studentov rozdelime do 4 skupin a kazdej skupine pridelime jednu zo $tudovanych oblasti (al-
gebra, tedria &isel, geometria, kombinatorika). Ulohou skupin bude vytvorif my3lienkovd mapu,
ktord zhifia poznatky z priradenej oblasti — mala by obsahovaf nie len konkrétne fakty (napr. ,,Stcet
velkosti protilahlych vnitornych uhlov tetivového Stvoruholnika je 180°.*), ale aj vSeobecnejSie
pristupy alebo metédy (napr. ,,Pozor na kreslenie nacrtu.*). Ak sa Studenti eSte s myslienkovymi
mapami nestretli, stru¢ne im ich vysvetlime, prip. ukdZeme niekolko prikladov. Na vypracovanie
Studentom nechdme 20-30 mintit. Po tomto Case jednotlivé skupiny prezentuji svoje vytvory a zvy-
Sok osadenstva prispieva svojimi komentarmi a otdzkami. Na jednu skupinu si odporti¢ame vyhradit
aspon 15 miniit. Zaujimavé bude sledovaf, ¢i sa niektoré poznatky budi vyskytovaf vo viacerych
skupindch, pripadne ¢i sa Studenti budd odkazovaf aj na ind oblast, nez aki spracovali.

Tento zvoleny spOsob upevnenia a prepojenia poznatkov pokladdme za prinosny, pretoZe Stu-
dentom dava priestor premyslaf trochu inym spdsobom

Dopliiujice materialy

O myslienkovych mapéch je mozné nijst viac nahttps://www.mindmapping. com/mindmap . php
alebo https://www.mindtools.com/pages/article/newISS_01.htm, kde je tieZ k dispozicii
mnoZstvo prikladov.

Seminar 34: Opakovanie II — samostatné rieSenie tloh
Ciele

Samostatne overit schopnosti Studentov riesit ilohy MO kategoérie B (Skolské kolo).

Uvodny komentar

Posledné semindrne stretnutie Studenti stravia rieSenim troch tloh $kolského kola MO kategdrie B.
Mozeme vyuzif Skolské kolo pouZité v roku, ked semindr prebieha, prip. vyuZif niektory zo starSich
ro¢nikov. My sme zvolili roénik 51, ktory sa ndm skladbou dloh zdal velmi vhodny. Vzhladom na
¢asové moznosti Studentov nebudeme vyzadovaf popisany postup rieSenia, nechame Studentov len
samostatne pracovaf bez akéhokolvek napovedania. Na rieSenie Studentom ponechdme 90 minuit.

Vo zvy$nom Case so Studentami prejdeme klti¢ové mySlienky jednotlivych dloh, prip. ich vlastné
ndpady. Poslednych niekolko mintt semindra je tieZ vhodné venovat spétnej vidzbe od Studentov.
Nezaskodi sa vratif k diskusii z prvého seminarneho stretnutia a zistif, ¢i seminar splnil oakavania,
¢o Studenti na stretnutiach ocetiovali a ¢o by, naopak, este privitali.

Ulohy a rieSenia
Uloha 34.1. [B-51-S-1] Ur¢te redlne &islo p tak, aby rovnica

X +4px+5p>+6p—16=0

mala dva rdzne korene x;, x, a aby suicet x% —i—x% bol ¢o najmensi.

RieSenie*. Pre korene x;, x danej kvadratickej rovnice (pokial existuji) plati podla Vietovych
vzfahov rovnosti
X|+x=—4p a xx=5p>+6p—16,


https://www.mindmapping.com/mindmap.php
https://www.mindtools.com/pages/article/newISS_01.htm
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z ktorych vypocitame skimany stcet

x5 = (x +x2)% — 2x1x0 = (—4p)* —2(5p* +6p — 16) =
=6p>—12p+32=06(p—1)*+26.
Odtial vyplyva nerovnosf x7 4+ x3 = 26, pritom rovnos{ mdZe nastaf, len ked p = 1. Zistime preto,
& pre p = 1 ma dana rovnica skuto¢ne dve rdzne riesenia. Ide o rovnicu x> +4x — 5 = 0 s korefimi
x1 = —5axy = 1. Tym je tloha vyrieSend.
Dodajme, Ze vicSina rieSitelov pravdepodobne najprv zisti, pre ktoré p ma dand rovnica dva
rozne korene. PretoZe pre jej diskriminant D plati

D = (4p)*> —4(5p* +6p—16) = —4p> —24p+64 = —4(p+8)(p —2),

sd také p prave ¢isla z intervalu (—8,2).
Odpoved. Minimdlna hodnota siuctu x% +x% (rovnd 26) zodpovedd jedinému ¢islu p = 1.

Uloha 34.2. [B-51-S-2] Vniitri stran BC, CA, AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC su
po rade vybrané body X, Y a Z tak, Ze kazdému zo Stvoruholnikov ABXY, BCYZ a CAZX sa
dé opisaf kruZnica. DokaZte, Ze body X, Y, Z st pity vySok trojuholnika ABC.

RieSenie*. V tetivovom $tvoruholniku ABXY ozna¢me ¢ = |{AX B| = | LAY B| velkost oboch zhod-
nych obvodovych uhlov nad spoloénou tetivou AB (obr. 34.2.1). Podobne ozna¢me y = |{BZC| =

C

A Z B
Obr. 34.2.1

= |4BYC| a w = |£CXA| = |£CZA| velkosti zhodnych obvodovych uhlov nad tetivami BC a CA
v tetivovych Stvoruholnikoch BCYZ a CAZX. Ked zapiSeme postupne rovnosti pre kazda z troch
dvojic vyznacenych susednych uhlov pri vrcholoch X, Y a Z, dostaneme pre nezndme velkosti @, y
a o stustavu troch linedrnych rovnic

¢t+y=r,
Vv+o=mr,
O0+Q=m,

ktord ma jediné rieSenie ¢ = Yy = @ = 1/2, ¢o jednoducho zistime napr. od¢itanim Tubovolnych
dvoch rovnic a dosadenim. Tym je tvrdenie tlohy dok4dzané.

Pozndamka. Ak su naopak body X, Y a Z pity vysok trojuholnika ABC, su $tvoruholniky ABXY,
BCYZ a CAZX tetivové podla Télesovej vety.
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Uloha 34.3. [B-51-S-3] Na tabuli st napisané &isla 1,2, ..., 17. Cisla postupne zotierame,
a to tak, Ze z doposial nezotretych ¢isel zvolime Iubovolné Cislo k a zotrieme vSetky tie ¢isla
na tabuli, ktoré delia ¢islo k+ 17. Dokézte, Ze opakovanim tejto procediry sa nim nepodari

zotrief vSetky Cisla.

RieSenie*. PretozZe pre zvolené ¢islo k vZdy plati 18 < k+ 17 < 34 a medzi ¢islami 18,19, ...,34
ma kazdé z ¢isel 12,13, ...,17 iba jeden nasobok (konkrétne dvojndsobok), [ubovolné ¢islo

m € {12,13,...,17} zotrieme iba pri volbe jediného C&isla k (pri ktorom k + 17 = 2m). Napriklad
¢islo 15 zotrieme iba volbou k = 13, &islo 13 iba volbou k = 9. Na zotretie oboch ¢isel 15 a 13 teda
musime niekedy vybraf k= 13 a niekedy neskor k = 9. Potom ale v okamihu vyberu ¢isla k =9 je
uZ zotreté ako ¢islo 10 (zotreli sme ho najneskor pri vybere k = 13), tak ¢islo 1 (to sme zotreli hned
pri prvom vybere). Cislo k + 17 je deliteIné deviatimi iba pri vyberoch k = 1 a k = 10, pri Ziadnom
dalSom vybere uZ preto nezotrieme ¢islo 9. Dokdzali sme, Ze opakovanim danej procediry nemozno
zotrief vSetky tri ¢isla 15, 13 a 9, tym skor nemozno zotrief vSetky ¢isla od 1 do 17.

Iné riesenie*. Pripustme, Ze vSetky ¢isla mozZno zotrief po n vyberoch &isla k (spojenych so
zotieranim vsetkych delitelov ¢isla k+ 17) a Ze kaZdym vyberom sa nieCo zotrie (inak je taky vyber
zbytocny). Posledné o. i. znamen4, Ze kaZdé ¢islo je vybrané najviac raz. Zrejme n > 1 a pre posledné
vybrané ¢islo k, musi platit k, | (k, + 17), t. j. k, = 17 (moZnost k, = 1 je vyli¢end tym, Ze ¢islo 1
je zotreté hned pri prvom vybere). Pred poslednym vyberom st na tabuli len delitele ¢isla 34, teda
okrem ¢isla 17 pripadne ¢&islo 2. Keby tam &islo 2 nebolo, muselo by opif platif &, | (k,—1 +17),
¢o uZ mozné nie je. Preto nutne kn — 1 = 2. Taka volba je ale zbyto¢n4, pretoZe Cislo 2+ 17 je
prvocislo.






Z.aver

V diplomovej prici sme sa venovali tvorbe prezencného semindra pre Studentov prvého ro¢nika
strednej Skoly so zdujmom o matematiku, konkrétnejsie priprave podrobnych osnov vratane riese-
nych prikladov. Seminar ma4 za ciel podporovat Studentov pri priprave na matematické sifaze, najma
matematickd olympiddu. Po tom, ¢o sme semindr zasadili do kontextu matematického vzdeldvania
stredoSkoldkov a preskimali sme dlohy matematickej olympiddy kategdrie C v poslednych desiatich
rokoch, sme jednotlivé stretnutia tematicky rozdelili a doplnili o semindre konzulta¢né a zamerané
aj na inu sufaz nez olympiada, konkrétne Ndboj.

Pri tvorbe obsahu sme sa snazili zakomponovaf r6zne metédy vyucby. VyuZili sme samostatnd i
skupinovd pracu, matematické hry, timové sutaze i pripravu obsahu semindra samotnymi Studentmi.
To snéd prispelo k pestrosti semindra a rozvoju schopnosti a vedomosti Studentov. Zaroveii vSak
pokladdme za dolezité poznamenat, Ze obsah a forma semindra nie sd jedinym ,,spravnym‘ alebo
najvhodnejsim spdsobom préce so Studentami a Ze pristupov k tejto tlohe je nespocetne mnoho.
Taktiez nemd byf osnova semindra vnimana ako nemennd dogma, ale skor ako Zivy organizmus,
ktory sa vic¢Sou alebo menSou mierou prispdsobuje potrebdm konkrétnych Studentov dcastniacich
sa konkrétneho seminara.

Vystup prace mdze byf uZitocny nielen vedicim matematickych kriizkov a semindrov, ale aj os-
tatnym ucitefom matematiky. Ti v praci m6zu ndjst naro¢nejsie dlohy nez v beznych stredoskolskych
uéebniciach matematiky a vyuzif ich v pravidelnej vyuke pri praci s talentovanej$imi Studentmi v
triede. Osnovy semindrov tieZ posliZia ako dobry podporny materidl pre Studentov, ktori majt z4-
ujem pestovat svoje matematické zrucnosti, jazyk prace a rieSenia jednotlivych dloh su totiZ pisané
Stylom dobre zrozumitelnym aj pre stredoSkoldkov. Obsah semindra je okrem tejto prace uvedeny
aj na webovej stranke seminar-mo. sk, ktory tak moZe posliZit pripadnym zdujemcom.

Na zdver uZ len doddm, Ze Cas stridveny vypracovanim diplomovej prace bol pre mia velmi
prinosny, vdaka hladaniu materidlov som objavila mnoho zaujimavych zdrojov dloh a metéd, li-
teratury, aktivit a prikladov a som zvedavé, aky ohlas budd mat, az ich zakomponujem do svojej
ucitelskej praxe.
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