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Predhovor

Pred par rokmi som na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky Univerzity
Komenského prevzala vyucbu kurzu geometrie pre buducich ucitelov matematiky.
V ramci kurzu jeden semester bol venovany zakladom planimetrie. Prvé roky som
material v tejto casti kurzu trochu obmienala, nakoniec sa ustalil v podobe, ktora
je prezentovana v tejto ucebnici. Uc¢ebnica tak pomerne presne pokryva prednasku
aj cvicenia a jej obsah je pohodlne zvladnutelny v priebehu jedného semestra.

Prva kapitola, venujica sa najma Euklidovym Zdkladom, je akymsi ivodom do
problematiky. Studentom velmi silno odporti¢am si toto dielo, ktoré konecne vyslo
aj v slovenskom preklade od profesora Jana Cizmara, otvorit a aspoii na chvilu sa
don zacitat. Myslim si, ze oboznamenie sa aspon s prvymi styrmi knihami Zakladov
patri k nevyhnutnej gramotnosti dobrého ucitela matematiky.

Jadrom ucebnice je vSak Hilbertov axiomaticky systém geometrie. Hoci vo
svojom diele Grundlagen der Geometrie vytycuje Hilbert axiomami trojrozmerny
priestor, v tejto ucebnici sa pre prehladnost obmedzujem len na planimetriu.

Prvé tri sady axiém (incidencia, usporiadanie a zhodnost) viac-menej vybuduji
od zékladov geometriu do irovne, s ktorou potom ucitel na strednej skole pracuje
so svojimi ziakmi: dokazané su vety o zhodnosti trojuholnikov, trojuholnikova
nerovnost a podobné ,,zakladné*, na strednej skole bez dokazu vyslovené tvrdenia.

Ciasto¢ne sa so stredogkolskou geometriou prelina aj ¢ast o axiéme rovnobez-
nosti. Tu sa vSak hlavne snazim pootvorit Studentom dvere k inym zaujimavym,
neeuklidovskym geometriam. Hlbsie sa im vsak nevenujem. Pripadni zaujemci si
urcite najdu mnozstvo relevantnej literatiry, pripadne si mézu aj na nasej fakulte
zapisat predmet, ktory sa neeuklidovskym geometriam venuje o ¢osi podrobnejsie.

Pri zaverecnej sade axiém, t. j. pri axiémach spojitosti, som sa rozhodla neus-
pokojif s popularnym, ¢asto pouzivanym a pre geometriu v podstate dostatocnym,
no odlah¢enym pristupom, ktory povodné Hilbertove axiémy nahradza geometric-
kejsimi principmi spojitosti kruznice. Chcela som studentov oboznamit s prelina-
nim sa geometrie a matematickej analyzy a s Dedekindovymi rezmi. Navyse na
zaver vykladu axiomatiky som chcela dospiet k redlnej euklidovskej rovine ako
k univerzalnemu modelu Hilbertovych axiém planimetrie.

Jednym z cielov predmetu je teda vybudovat zaklady geometrie, na ktorych
potom moze bezpecne stavat svoje poznatky geometria na strednych skolach. Dru-
hym cielom je oboznamit Studentov s paradigmou axiomatickej vystavby mate-
matickej discipliny. Preto som sa snazila vyklad ¢o najbohatsie doplitat modelmi
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v danej chvili platnych axiém. Studenti si tak, difam, uvedomia vyznam pojmov
,pravdivé tvrdenie“, ,, dokazatelné tvrdenie”, , nezavislé tvrdenie“ a podobne.

Som vdacna Katedre geometrie a algebry, ktora ma poverila vedenim kurzu.
Umoznila mi tak prezit toto zaujimavé dobrodruzstvo s geometriou tym, Ze ma
primala hlbsie sa zoznamit s Hilbertovym axiomatickym systémom a s neeuklidov-
skymi geometriami, o ktorych som prvykrat pocula este na hodinach matematiky
na gymnaziu v Ziari nad Hronom od svojho uéitela Jana Adamika. Chcem poda-
kovat aj ucitelom Gymnézia sv. Frantiska z Assisi v Bratislave — Marii Adamovej
a Janovi Horeckému. Diskusia s nimi v zaciatkoch vystavby kurzu spoluutvorila
obsahovu stranku — vdaka nej som dala déraz na axiomatickt struktidru a modely
geometrie. Studenti na nasej fakulte, ktorych som doteraz tento predmet udila,
tiez svojou spétnou vézbou prispeli k skvalitneniu materialu a formovali svojimi
nazormi aj jeho obsah. Moja vdaka preto patri aj im. A v neposlednom rade daku-
jem aj recenzentom, ktori v zaverecnej faze prace svojimi pripomienkami vyrazne
prispeli k skvalitneniu uc¢ebnice.



KAPITOLA 1

Axiomaticka vystavba geometrie

1.1. Pred Euklidom

Mnoho storo¢i pred nasim letopoc¢tom pozostavala matematika z roznych navo-
dov na vypocet potrebnych dizok, mnozstiev atd. I$lo o slovné pokyny bez vysvet-
lenia, ktoré boli overené sktisenostou, ze funguji. Niektoré boli spravne a presné,
niektoré len priblizné, ale davajice dostatocne uspokojivé vysledky.

Pre eurépsku kultaru bola ddélezitou egyptska matematika. Egyptania boli
velmi pokrocili v geometrii. Napriklad pre tcely vystavby pyramid (aby vedeli,
aké mnozstvo materidlu si potrebuji zabezpecit) vedeli spravne vypoditat objem
zrezaného ihlana so Stvorcovou podstavou. Samozrejme okrem Egypta sa mate-
matika rozvijala aj v inych risach (Babylon, India, Cina...)

V starovekom Grécku sa vyznamne pestovala filozofia. Je mozné, ze prave
filozofia zohrala doélezitu tlohu v tom, akd formu matematika v Grécku ziskala.
Vo filozofii dolezitou disciplinou bola dialektika, umenie spravnej argumentacie,
a tuto zacali Gréci uplatnovat aj v matematike.

Prvym zndmym starogréckym matematikom (a tiez filozofom) bol Téles z Mi-
létu (cca 600 pr. n. 1.). Tales sa matematike priucil v Egypte a odtial ju priniesol
do Grécka. Z gréckej kultury k nej prave on pridal spominant myslienku, ze tak
ako vo filozofii treba dosledne argumentovat aj v matematike. V dnesnom jazyku
by sme povedali, ze kazdé tvrdenie mé byt sprevadzané dokazom. Bola to velmi
vyznamna zmena v chapani matematiky, d4 sa dokonca povedat, ze Slo o akusi
revoliciu v matematike.

Téles uz pracoval s abstraktnymi objektami (dsecky, priamky). Pomocou po-
dobnosti trojuholnikov meral vysky pyramid. Pripisuji sa mu dokazy viacerych
tvrdeni (,uhly pri zadkladni rovnoramenného trojuholnika st zhodné“, | vrcholové
uhly st zhodné*, Télesova veta...).

Asi 550 — 500 pr. n. 1. sa stretdvame s Pytagorom a jeho skolou (pytagorejci). Aj
Pytagoras bol vyraznou osobnostou zdaleka nielen v matematike. Rozvinul prva
tedriu ¢isel (uvazuje iba o kladnych raciondlnych ¢islach), spajal ju pritom s na-
bozenskymi konceptami. Matematika sa v tomto obdobi uz pestuje ako umenie,
teda nielen kvoli praktickym vypocétom.

Zhruba 400 pr. n. 1. Platén vo svojej Akadémii popri filozofii pestoval aj geomet-
riu. V jeho skole posobili aj matematici, ¢o v tej dobe znamenalo to isté ako
geometri, a tito zacali matematiku axiomatizovat. Geometria (t. j. matematika)
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mala vyznamné postavenie. Jej znalost sa vyzadovala od vsetkych v Akadémii,
lebo

e svet myslienok je dolezitejsi nez materidlny svet poznavany zmyslami,
e geometria trénuje mysel,
e vdaka vytrénovanej mysli mozeme korigovat, v ¢om nas zmysly klamu.

Dolezitym pocinom v matematike boli zhruba 300 pr. n. 1. Euklidom spisané
Zaklady.

1.2. Geometria podla Euklida

~Pane, niet kralovskej cesty ku geometric®

Euklides
(Odpoved na ziadost Ptolemaia I. vysvetlit mu svoje Zdklady rychlo a Tahko.)

Euklidove Zdklady v 13 zvéizkoch obsahuju sithrn vtedajsieho poznania o rovin-
nej geometrii, priestorovej geometrii a teodrii ¢isel. Na geometrii je vystavana cela
matematika: aj algebraické operécie s ¢islami, aj tedria cisel. Zdklady neobsahuju
ziadne aplikacie matematiky, napriek tomu, ze sa matematika vyuzivala v mecha-
nike, optike, astronémii atd, obsahuju len , ¢ista* abstraktni matematiku.

Original Zdkladov sa nezachoval, Eurdpa ich ,,znovuobjavila“ vdaka arabskym
prekladom. Odvtedy vychadzali stale dookola a stali sa standardom pre vyucbu
geometrie.

V Zikladoch je geometria (a na nej celd matematika) vybudovand axiomatic-
kou metoédou. Na priklade si urobime prvé priblizenie, ¢o sa pri takomto sposobe
budovania geometrie deje.

PRIKLAD 1.1. Sktisime ddsledne vyargumentovat spravnost konstrukcie pravi-
delného Sestuholnika, ako ste sa ju naucili na strednej skole:

e pif stran Sestuholnika je z konstrukcie rovnych polomeru kruznice, do
ktorej je sestuholnik vpisany, treba to isté ukézat o Siestej strane; ta sa
tiez rovna polomeru,

e lebo plny uhol je 360°,

e a sucet uhlov trojuholnika je 180°,

e a to plati preto, lebo stthlasné uhly pri rovnobezkach prefatych transver-
zalnou su zhodné,

e lebo ...7 kam az ist?

Pri axiomatickej met6de pracujeme s pojmami (objekty) a tvrdeniami (¢o vSe-
lico vieme o tychto pojmoch povedat).
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Pri budovani pojmov sa nové v geometrii definuji pomocou jednoduchsich,
uz zavedenych. Napriklad ak chceme zadefinovat pravy uhol, potrebujeme uz ve-
diet, ¢o je priamka, polpriamka, ¢o st susedné uhly, ¢o sa mysli pod zhodnostou
uhlov. Taktiez musia byt definicie jasné a presné: o kazdom objekte treba vediet
jednoznacne rozhodnuf, ¢i dani definiciu spitia alebo nie.

Asi najdolezitejsia definicia syntetickej rovinnej geometrie (bude platit pre cely
semester) je:

DEFINiCIA 1.2. Dve priamky sa nazyvaju rovnobeznymi (rovnobezkami), ak
nemaju spolo¢ny bod.

Podobne ako pri definicidch novych pojmov, aj o kazdom novom vyslovenom
tvrdeni je potrebné dokazat, ze vyplyva z inych tvrdeni, ktoré uz povazujeme za
pravdivé (napriklad st uz tiez dokazané).

Aby sme mohli geometriu axiomaticky vybudovat, musime niekde zacat. Po-
trebujeme teda:

e zikladné objekty, ktoré nedefinujeme, ale napriek tomu o nich panuje kon-
senzus, ze Co to je,

e zdkladné turdenia (axiomy, postuldty), ktorych pravdivost sa nespochyb-
nuje,

e pravidld logiky, t. j. dohodu, ¢o znamend odvodit z jedného tvrdenia iné
tvrdenie.

Ked si otvorime Euklidove Zdklady, prvé styri ,,definicie”, ktoré najdeme, st:

e Bod je to, ¢o nema ziadne casti.

e Priamka (Ciara?) je dlzka bez Sirky.

e Konce ¢iar st body.

e Priamka je v kazdom svojom bode rovnaka.

V dnesnom chapani matematiky tieto charakterizacie priamky a bodu nedavaju
zmysel. M6zeme sa preto domnievat, Ze asi to nie je snaha o skuto¢nu definiciu.
Uz v ¢asoch Euklida bolo totiz matematikom jasné, ze nejaké pojmy musia byt
nedefinované. Navyse tieto , definicie“ nevyhovovali ani vtedajsim sStandardom.
Ide zrejme len o snahu v ndznakoch popisat, ¢o si méa ¢itatel pod danym pojmom
predstavit. V skutocnosti sa predpokladd, ze kazdy citatel/posluchaé¢ vie, ¢o si
méa pod pojmom bod ¢i priamka predstavif.

Sam Euklides sa na tieto ,, definicie* neskor vobec neodkazuje. Je teda otézne, ¢i
je ich autorom naozaj Euklides, alebo ¢i neboli do Zakladov zahrnuné dodatocne.

Omnoho zaujimavejsie pre nds st Euklidove zdkladné tvrdenia (postulaty) ro-
vinnej geometrie ([15]):

E1: Od ktoréhokolvek bodu ku ktorémukolvek bodu mozno viest priamku.

E2: A priamku mozno neohranic¢ene na obe strany predlzit.

E3: A z akéhokolvek bodu a akymkolvek polomerom mozno narysovat kruz-
nicu.
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E4: A kazdé dva pravé uhly st navzajom zhodné.

E5: A ked priamka pretinajica dve priamky tvori s nimi na jednej strane
vnutorné uhly mensie nez dva pravé, pretni sa tieto priamky neohranicene
predizené na tej strane, kde stucet uhlov je mensi nez dva pravé.

Explicitne sa postuluje len existencia konstruovanych objektov, v skutoc¢nosti Euk-
lides mlcky predpoklada aj jednoznacnost a vyuziva ju v dokazoch. Preto neskorsie
komentare zahinaju aj jednoznacnost.

Za postulatmi nasleduji vseobecné pojmy alebo zasady, tzv. axiémy:

(1) Ak sa dve rovnaji tretiemu, rovnaju sa aj navzajom.

(2) A ak sa rovnym prida rovné, si aj celky rovné.

(3) A ak sa od rovnych odnimu rovné, su aj celky rovné.

(4) A utvary, ktoré sa (pohybom?) stotoznuju, st navzajom rovné.
(5) A celok je vacsi ako cast.

Niekedy sa uvadza viac axiém (k nerovnym pricitat rovné, dvojnasobky a polovice
rovnych st rovné).

Vratme sa teraz k postulatom E1 — E5 a kratko sa nad nimi zamyslime. Druhy
postuldt hovori, 7e kazdd tdsecku mozno Iubovolne predizit, podla potreby. Pos-
tuldt hovori o potencidlnom nekonecne. Grécka matematika vobec nepracovala
s aktualnym nekonec¢nom. Trvalo velmi dlho, kym sa matematici zmierili s poj-
mom nekonecna.

Treti postulat by sme dnes uz vynechali a na charakterizaciu kruznice (t. j.
mnoziny bodov splnajicej nejaki vlastnost) by sme sa uz odkazali do teérie mno-
zin.

Prvé tri postulaty si viac-menej pokynmi ku konstrukcii:

e spojit dané dva body useckou,
e [ubovolne predlzit tsecku,
e narysovat kruznicu s danym stredom a polomerom.

Pri formulovani dalsich postulatov by sa patrilo dodefinovat nové pojmy:

e K stvrtému postulatu potrebujeme vediet, ¢o znamena ,, byt zhodny*, po-
trebujeme zaviest polpriamku, opacné polpriamky, susedné uhly, pravy
uhol.

e K piatemu postuldtu musime rozumief, ¢o sa mysli slovami ,lezat na
jednej strane®.

Prvé styri postulaty popisuju skiisenost z rysovania. Piaty sa svojou kompliko-
vanostou od nich vyrazne lisi. Sam Euklides sa mu vo svojich dokazoch vyhybal,
pokial to len slo. Tento postulat nie je az taky jednoduchy a evidentny ako ostatné
a kvoli svojej komplikovanosti sa ho matematici nejaki dobu (asi 2000 rokov) sna-
zili dokazat z predchadzajicich alebo ho aspon nahradit nie¢im jednoduchsim,
zjavnejsim. Neuspesne.
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Dnes sa postuldt o rovnobezkach formuluje inak, trochu jednoduchsie:

R: Pre dand priamku a dany bod neleziaci na tejto priamke existuje prave
jedna priamka prechadzajica tymto bodom, ktora je rovnobezna so za-
danou priamkou.

No stale je to podstatne komplikovanejsie tvrdenie nez ostatné styri postulaty.

PRrRIKLAD 1.3. Adrien-Marie Legendre (1752-1833) bol jednym z najlepsich
matematikov svojho ¢asu. Publikoval asi 20 pokusov o dokaz piateho Euklidovho
postulatu. Toto je jeden z nich:

Dana je priamka p a bod A na nej neleziaci. Vedme bodom A kolmicu na
priamku p, pretne ju v bode B. Nech ¢ je priamka prechadzajica bodom A a kolméa
na priamku AB. Potom ¢ || p. Nech r je ind priamka prechddzajica bodom A,
r # q. Ukazeme, ze priamka r pretina priamku p.

Nech B je polpriamka na r leziaca na tej istej strane od ¢ ako bod B. Nech

X’ je bod na opacnej strane od j@ ako X taky, ze /BAX' = /BAX. Potom
B lezi vo vnutri uhla X AX’. KedZe p prechadza bodom B, pretina aspon jedno

z ramien tohto uhla. Ak p pretina AX, tak p pretina r, a teda r |f p, hotovo. Nech

—
teda p nepretina B a pretina AX’ v bode Y’. Nech Y je bod na R taky, ze
AY =2 AY’. Potom ABAY = ABAY’ (podla vety sus o zhodnosti trojuholnikov,
budeme ju neskor dokazovat ako Vetu 5.2), teda uhol ABY je pravy, ¢ize Y je
priesecnik priamok r a p.

r

Y/

B

OBR. 1. Legendrov pokus o dokaz piateho postulatu

Po zakladnych pojmoch, postulatoch a axiémach Euklides pristupuje k vy-
slovovaniu a dokazovaniu tvrdeni v geometrii. Nezriedka st formulované ako kon-
strukcie pomocou pravitka a kruzidla. Takéto konstrukcie nazyvame euklidovskymi
konstrukciami. Fuklidovo pravitko nema rysku pre kolmice a neda sa pomocou
neho merat. Sluzi iba na narysovanie priamky, ak pozndme dva body na nej. Tiez
Euklidovo kruzidlo je tzv. kolabujtce: vieme nim narysovat kruznicu, ak pozname
stred a jeden bod na obvode, no nevieme nim preniest dizku tsecky — to je u
jedno z prvych tvrdeni v Zakladoch, ze aj takato konstrukcia je mozné.

Dokazované tvrdenia v Zdkladoch, ktoré mali formu konstrukcie, st napriklad:

[.1 Skonstruovat rovnostranny trojuholnik s danou stranou.
[.2 7Z daného bodu narysovat tisecku zhodnu s danou tseckou.
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1.9 Bisekcia uhla (t. j. rozdelenie uhla na dva navzajom zhodné uhly).
[.10 Bisekcia tsecky.
[.22 Skonstruovat trojuholnik so stranami danych dlzok, pokial stcet dvoch je
nerovnost neodkazuje.)
[.46 Skonstruovat Stvorec s danou stranou.

Iné boli opismi vlastnosti a vztahov:

[.4 Veta sus o zhodnosti trojuholnikov.
[.5 Uhly pri zékladni rovnoramenného trojuholnika si zhodné.
[.17 Sacet lubovolnych dvoch uhlov v trojuholniku je mensi nez dva pravé
uhly.
[.32 Stacet uhlov v trojuholniku je rovny dvom pravym uhlom.
[.47 Pytagorova veta.
ITI.5 Ak sa dve kruznice pretinaji, potom nemaji spolo¢ny stred.
I11.21 Obvodové uhly zostrojené nad spolo¢nou tetivou su zhodné.
I11.22 Sucet protilahlych uhlov stvoruholnika vpisaného do kruznice je rovny
dvom pravym uhlom.

Slavnymi problémami antickej geometrie boli tieto konstrukcie pomocou kru-
zidla a pravitka:

e trisekcia uhla,
e kvadratiura kruhu,
e duplicita kocky.

Neriesitelnost vo vSeobecnosti bola ukazand az po zavedeni siradnic a nasledného
prekladu problémov do jazyka algebry.

Dalsou tlohou, ktorou sa anticka geometria zaoberala, bola konstrukcia pravi-
delného n-uholnika. Pre n = 3,4, 5, 6 je konstrukcia uvedena v Euklidovych Zakla-
doch. Vdaka konstruovatelnosti bisekcie uhla, ¢i tisecky, vieme tiez z pravidelného
n-uholnika zostrojit pravidelny 2n-uholnik.

P0OzZNAMKA 1.4. Pri konstrukcii pravidelného péatuholnika hra klicovi tlohu
konstrukcia zlatého rezu (zlatého pomeru): tsecka AB je bodom C' € AB rozde-
lend v zlatom pomere, ked pre dlzky useciek a = |AC|, b = |BC| plati

a:b=(a+Db):a.
Ak pomer a/b oznacime ¢, potom lahko odvodime, Ze

1++5

5

Euklidovska konstrukcia pravidelného 7-uholnik uz neexistuje.

V roku 1796 popisal Gauss aj konstrukciu pravidelného 17-uholnika. Odvodil
tiez podmienky konstruovatelnosti pravidelného n-uholnika, dokaz ale nepubliko-
val.
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1.3. Po Euklidovi

Vedomosti o matematike vytvorené starovekymi Grékmi pre nas uchovali Arabi.
Kedze v arabskom svete prekvital obchod, zacali Arabi pre svoju potrebu pestovat
novua oblast matematiky, kupecké pocty, ktoré sa postupne rozvinuli do algebry.

Geometria a algebra tak nejaku chvilu existovali izolovane. S myslienkou prepo-
jit tieto dve oblasti matematiky zavedenim sturadnic prisli René Descartes a Pierre
de Fermat. Vo svojej filozofickej rozprave Discourse on Method (1637) o hladani
a rozpoznavani poznania, predstavil Descartes viziu, ze pomocou algebry sa treba
pokusit vyriesit vsetky problémy klasickej gréckej geometrie. Navrhovani metédu
nazval ,;analytickou metédou”. Odtial pochadza pojem , analytickd geometria®.

Dokazy v analytickej geometrii st v porovnani s tymi v syntetickej pomerne
mechanickymi vypoctami a trochu akoby sa v nich stracala elegancia starove-
kej geometrie. Preto sa niektori geometri analytickej geometrii branili. Este v 19.
storo¢i prebiehala v matematickej komunite velka debata, ¢i je v projektivnej
geometrii spravny synteticky pristup alebo algebraicky (t. j. analytickd geomet-
ria). Vasnivym zastancom syntetického pristupu bol Jean-Victor Poncelet. Po jeho
smrti sa ale nasli jeho sikromné poznamky, podla ktorych pri niektorych svojich
objavoch pouzil algebru.

Cvicenia

Zakladné euklidovské konstrukcie

Popiste nasledovné konstrukcie kruzidlom a pravitkom (nacrt, rozbor, postup
konstrukcie). Uvazujte (pouzivajte) pravitko bez rysky.

1. Zostrojte os dané¢ho uhla.
2. Zostrojte stred danej tsecky.
3. Zostrojte kolmicu z daného bodu na dant priamku, ak

(a) bod lezi na priamke,
(b) bod nelezi na priamke.

4. Preneste zadany uhol. Presnejsie, pre uhol ZABC a polpriamku ﬁ najdite
polpriamku lﬁ tak, aby platilo /ZEDF = ZABC.

5. Nastudujte si Euklidovu konstrukciu (s , kolabujicim®* kruzidlom!) prena-
sania tusecky (Euklides 1.2). Budte pripraveni vysvetlit ju pred tabulou.

(, Euklides 1.2¢ v tejto dlohe a podobne aj v niektorych dalsich dlohéch je
odkaz do Euklidovych Zdkladov. Siahnite po ITubovolnom preklade podla vlastych
preferencii, napriklad [1, 4, 8, 10])

6. Rozdelte tsecku na tri zhodné casti.

7. Néajdite stred kruznice.
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8. Zostrojte dotyc¢nicu k danej kruznici z daného bodu leziaceho zvonka kruz-
nice. (Priamka je uréend dvoma réznymi na nej leziacimi bodmi!)

9. Do daného trojuholnika vpiSte kruznicu. Nezabudnite svoju konstrukciu
dostatocne zdévodnit! (Vzdialenost bodu od priamky je prilis komplikovany pojem.
Skuste ist az na uroven viet o zhodnosti trojuholnikov. Ak si neviete poradit,
inSpirujte sa Euklidom, IV .4.)

10. Danému trojuholniku opiste kruznicu. Nezabudnite svoju konstrukciu do-
stato¢ne zdovodnit! (Euklides, IV.5)

11. (Pappova tloha) Dand je priamka, na nej bod A a mimo nej bod B.
Zostrojte kruznicu, ktora prechadza bodom B a danej priamky sa dotyka v bode

A.

12. Ukézte, ze uhlopriecky obdlznika st zhodné a Ze sa navzajom rozpolujd.

Uhly nad tetivou kruznice

13. Pomocou cvicenia 12 ukazte: Ak je AABC' pravouhly s pravym uhlom pri
vrchole C, tak vsetky jeho vrcholy lezia na kruznici, ktorej priemerom je strana
AB.

14. Dokazte opac¢nu implikaciu k cvi¢eniu 13, ktord je zndma ako Talesova
veta:
Ak AB je priemerom kruznice k a C' je lubovolny bod na kruznici k r6zny od bodov
A a B, potom je ZACB pravy uhol. (Tip: uvazujte rovnoramenné trojuholniky
ANASC a ABSC, kde S je stred AB.)

15. Ukazte, ze stredovy uhol nad tetivou kruznice je dvojnésobok prislusného
obvodového. Presnejsie: Nech k je kruznica so stredom S a nech AB je tetiva
kruznice k roézna od priemeru. Nech bod C (C # A,C # B) sa nachadza na

kruznici £ na tej istej strane od priamky 1@ ako stred S kruznice k. Potom velkost
LASB (stredovy uhol) je dvojnasobkom velkosti ZACB (obvodovy uhol). (Tip:
uvazujte rovnoramenné trojuholniky AASC a ABSC, kde S je stred kruznice k.
Musite zvlast vysetrit tri pripady:

e stred S lezi vnitri trojuholnika ABC),
e stred S lezi na usecke AC' alebo BC,
e stred S lezi zvonka trojuholnika ABC).

16. Ukazte, ze ak AB a C'D st zhodné tetivy tej istej kruznice, potom obvodovy
uhol nad AB je zhodny s obvodovym uhlom nad C'D. (Tip: ukdzte zhodnost
stredovych uhlov.)

Pytagorova veta

17. Nech v rovnobeznikoch ABC'D a EBCF (obrazok na dalsej strane) lezia
strany AD a EF na spolo¢nej priamke. Ukazte (geometricky!), ze rovnobezniky
ABCD a EBCF maji rovnaky obsah (ukazete zhodnost trojuholnikov AEAB
a AFDC a pouzijete vhodné Euklidove axiémy. Vid Euklides 1.35). Dosledkom je
tvrdenie o obsahoch trojuholnikov nad spolo¢nou stranou, sformulujte ho.
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A D F F

B C

18. Nastudujte si Euklidov dékaz Pytagorovej vety (Euklides 1.47). Budte pri-
praveni vysvetlif ho pred tabulou.

Euklidova konstrukcia pravidelného patuholnika

19. Do danej kruznice vpiste trojuholnik podobny danému rovnoramennému
trojuholniku. (Dva trojuholniky s podobné, ak sa zhoduju v zodpovedajucich

uhloch.)

20. Overte, ze nasledovnym postupom skonstruujeme zlaty rez danej tsecky
(Euklides I1.11):
Dand je tisecka AB (obrazok dole vlavo).

(1) Bodom A vedieme kolmicu p k priamke B,

(2) Na priamke p zostrojime bod E tak, ze |[AE| = 5|AB|.
—

(3) Na polpriamke F'A zostrojime bod F' tak, ze EF = EB.

(4) Na usecke AB zostrojime bod H tak, ze AH = AF.

(5) H je bod deliaci usecku AB v zlatom pomere.

Je viacero postupov, ako zdévodnit spravnost konstrukcie. Jednoduchy algebraicky
(ale ,neeuklidovsky*“) dokaz: vypoctami s dlzkami tseciek overte, Ze

1++5
5
Euklidov (¢isto geometricky) dokaz: na obrazku dole vpravo st AHGF a ABDC

|AH| : |HB| =

F F G
A 7k B A i B
E E
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Stvorce. Potrebujete ukdzat, Zze obsah obdlznika K DBH je zhodny s obsahom
Stvorca AHGF. K tomu budete musiet ukazat, ze obsah obdlznika CKGF spolu
s obsahom stvorca nad AFE je rovny obsahu sStvorca nad EF, a tiez vyuzijete
Pytagorovu vetu.

21. Nech v rovnoramennom trojuholniku AABC' plati, ze uhol pri zakladni
trojuholnika je dvojndsobkom uhla pri protilahlom vrchole. Overte, ze dizka ra-
mena a dizka zékladne st v zlatom pomere. (Tip: Do trojuholnika vpiste trojuhol-
nik s nim podobny, vid obrazok, a skiimajte vsetky rovnoramenné trojuholniky,
ktoré takto vzniknu).

B

C A

22. Sformulujte opa¢ni implikaciu k implikacii v 1lohe 21 a poktste sa ju
ukazat.

23. Nech AABC' je rovnoramenny trojuholnik, v ktorom uhol pri zakladni
trojuholnika je dvojnasobkom uhla pri vrchole, a nech k je kruznica opisana tomuto
trojuholniku. Ukazte, ze zakladna trojuholnika AABC' je stranou pravidelného
patuholnika vpisaného do kruznice k, a rameno trojuholnika je jeho uhloprieckou.
(Tip: uvazujte priesecnik osi uhla pri zakladni AABC' s kruznicou k a skimajte
trojuholniky, ktoré Vam vznikni. Napomocné je aj cvicenie 16.)

C

.

A B

24. Na zéaklade cviceni 19, 20, 21, 22 a 23 navrhnite konstrukciu pravidelného
péatuholnika vpisaného do danej kruznice. Patuholnik si podla tejto konstrukcie aj
narysujte!

Ptolemaiova konstrukcia pravidelného patuholnika

25. Overte, ze nasledovnou konstrukciou zostrojime pravidelny patuholnik vpi-
sany do kruznice. (Klaudius Ptolemaios, asi 90 — 160 n.l., starogrécky astroném)

Dana je kruznica k so stredom S.
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1) AB je priemer kruznice k.

)

) C' je taky bod na kruznici k, ze 4B 1 5C.

) D je stred usecky AS.

) E je taky bod na tsecke BS, ze DE = DC.

) Strana pravidelného patuholnika vpisaného do k je zhodna s tseckou EC.

(
(2
(3
(4
(5

C

(Mozny postup: vypocitajte dizku tsetky EC a vypocitajte dizku strany pravi-
delného péatuholnika vpisaného do danej kruznice. Ked sa tieto hodnoty rovnajt,
naozaj sa konstruuje pravidelny patuholnik.

Vypoditat dizku tsecky EC by nemal byt problém.

Pre dizku strany pravidelného patuholnika mozete postupovat viacerymi spo-
sobmi. Napriklad si pomozete trigonometriou. Vtedy mozno budete potrebovat
poznat presni hodnotu cos 36°. S trigonometrickymi vzorcami je potom uzitoéné
aj vyjadrenie, ze

1
90°:72°+18°:2-36°+§-36°.

Alternativne sa dizka strany pravidelného patuholnika da vypocitat pomocou
klasickej Euklidovej geometrie, s vyuzitim uz dokézanych vlastnosti pravidelného
pafuholnika, Talesovej vety a vety o stredovom a obvodovom uhle, ndpovedou je

nasledovny obrazok.)
C
S
G
P _—Q
F

26. Narysujte si pravidelny patuholnik konstrukciou v cviceni 25.
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Richmondova konstrukcia pravidelného patuholnika

27. Overte, ze nasledovnou konstrukciou zostrojime pravidelny patuholnik vpi-
sany do kruznice. (H.W.Richmond, Quarterly Journal of Mathematics, 26 (1893)
pp. 296-297, podla [2])

Dan4 je kruznica k so stredom S.

(
(2) OB je polomer kruznice k, ktory je kolmy na OF,.

(3) D je stred polomeru OB.

(4) N je priesecnik osi uhla ZOD Py a polomeru OF,.

(5) Py je bod na kruznici taky, ze NP, L OF,.

(6) PPy je strana pravidelného patuholnika vpisaného do k.

B P,

o

O N Py

28. Narysujte si pravidelny patuholnik konstrukciou v cviceni 27.
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Hilbertova axiomatika geometrie

Po objaveni neeuklidovskych geometrii vznikla potreba hlbsie preskiimat Eukli-
dove axiémy a dosledne doplnif medzery. V roku 1899 tak David Hilbert publikoval
pracu Grundlagen der Geometrie (Zéklady geometrie), ktorej cielom bolo désled-
nejsie vybudovanie rovinnej a priestorovej geometrie z axiém nez u Euklida. Toto
jeho dielo bude tvorit zaklad, ktorému sa budeme venovat. Pre prehladnost sa
budeme zaoberat len rovinnou geometriou. Nie je to ale velké obmedzenie, lebo
pri studiu geometrie vo viac rozmeroch c¢lovek velmi rychlo zisti, ze zaujimavé veci
sa deju prave v rovine, a aj vo viacerych rozmeroch sa ¢asto v kone¢nom dosledku
obmedzime na niektori dolezitt rovinu a skiimame situaciu v nej.

Pri axiomatickom systéme moézeme rozpravat o jeho roznych vlastnostiach:

e bezrozpornost = konzistentnost — musi byt splnena tplne bezpodmie-
necne!

nezavislost (ziadna axiéma nie je dokézatelnad pomocou ostatnych)
tplnost (bud je dokazatelné dané tvrdenie alebo jeho negacia)
kategorickost (vSetky modely si navzdjom izomorfné)

iné: jednoduchost (estetickd zélezitost), ndzornost (tiez estetickd zalezi-
tost)...

Axiomaticky systém je konzistentny (bezrozporny), ak nie je mozné z axiém
ukazat spor. Inak povedané, nie je mozné vramci axiomatického systému dokazat

zaroven nejaké tvrdenie aj jeho negaciu.

Ak by bol axiomaticky systém nekonzistentny (sporny), dalo by sa v niom do-
kazat Tubovolné tvrdenie, a sice pomocou dékazu sporom: ¢okolvek by sme predpo-
kladali, vedeli by sme dospiet k sporu, takze dokdzanym tvrdenim by bola negacia
predpokladu. Takyto axiomaticky systém je pochopitelne tplne bezcenny. Preto
konzistentnost sa od axiomatického systému vyzaduje vzdy a bezpodmienecne.

Ako sme uz spomenuli, axiomaticky systém stoji na zakladnych pojmoch a na
zékladnych tvrdeniach: axiémach. Zakladné pojmy (v nasom pripade st to bod,
priamka, incidencia...) zvlast nedefinujeme, st popisané axiémami, ¢ize vlastnos-
tami, ktoré maju spliiat. Axiémy sa nedokazujid, axiémy su tvrdenia, o ktorych
platnosti sa nepochybuje. Mozeme ich chapat ako poziadavky, ktoré kladieme na
zakladné pojmy.

Okrem zékladnych pojmov a axiém na vybudovanie tedrie potrebujeme este
pravidla, ako z platnych tvrdeni odvodif nové tvrdenia. Na zaciatku st platnymi
tvrdeniami iba axiomy, postupne sa k nim pridavaju aj dokédzané vety. Tymito

19
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pravidlami logiky sa tu Specidlne zaoberat nebudeme, budeme ich priamo pouzivat
v nasich dokazoch. Teraz si len struc¢ne spomenme niektoré z nich:

modus ponens (ak je pravdiva implikdcia p = ¢ a je pravdivé tvrdenie p,
potom je pravdivé aj tvrdenie ¢) — ide v podstate o priamy dokaz, krésne
sa realizuje napriklad v dokazovani matematickou indukciou;

modus tollens (ak je pravdiva implikdcia p = ¢ a nie je pravdivé tvrdenie
¢, potom nie je pravdivé ani tvrdenie p) — ide o nepriamy doékaz; modus
tollens sa s modusom ponens radia medzi tzv. sylogizmy;

e zakon vylicenia tretieho;

dokaz sporom (,reducto ad absurdum®) — mé svoje opodstatnenie v za-
kone vylucenia tretieho;

rozbor pripadov (case distinction) — ak je problém tvrdenie dokazat vSeo-
becne, pomdzeme si rozlozenim situacie na viaceré pripady pokryvajice
vsetky moznosti a tvrdenie potom dokazeme pre kazdy taky jednotlivy
pripad zvlast;
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Axiémy incidencie

Nedefinované pojmy:

e bod,

e priamka,

e incidencia:
— ,bod B a priamka p st incidentné*
— ,bod B lezi na priamke p*“
— ,,priamka p prechadza bodom B“
-, B ep.

Axiomy:

I1: Kazdymi dvoma réznymi bodmi prechddza prave jedna priamka.

[2: Na kazdej priamke lezia aspon dva rozne body.

[3: Existuju také tri body, Ze Ziadna priamka neprechidza vsetkymi
troma.

PozZNAMKA 3.1. Axiéma I1 je u Hilberta v skutocnosti rozdelend na dve axié-
my: existencia a jednoznacnost. V Hilbertovej formulacii tak zretelnejsie vynikne,
¢o bolo k prvym dvom Euklidovym postulatom pridané, a sice nielen existencia
priamky urcenej dvoma bodmi, ale aj jej jednoznacnost.

Axiomy 12 a I3 st u Hilberta spojené do jednej axiémy, navyse rozsirené este
o analogické tvrdenie v trojrozmernom priestore.

DErFINiciA 3.2. Body B, B, Bs,... st kolinedrne, ak existuje priamka so
vsSetkymi tymito bodmi incidentna.

Majuic prave vyslovenu definiciu mézeme poslednii axiému incidencie prefor-
mulovat nasledovne:

[3: Existuju tri nekolinedrne body.

Uz s takouto jednoduchou sadou definicii je mozné skimat nejaké vlastnosti
priamok a bodov a dokazovat o nich tvrdenia. Napriklad sa mézeme pytat, kolko
spolo¢nych bodov mézu mat dve rozne priamky.

TVRDENIE 3.3. Ak p,q st dve rozne priamky, potom p a q maji najviac jeden
spolocny bod.

21
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Dokaz.

e Nech AepajAcqgatiez BEpajBEqg.
e Nech AB je priamka urcend bodmi A a B (axiéma I1, existencia).
e Potom AB = p, lebo A, B € p (axiéma 11, jednoznac¢nost).

e Podobne zistime, ze AB = q,
e a teda priamky p a ¢ su totozné.

U

Nemalo by nam robit ziaden problém exaktne definovat pojmy zname zo za-
kladnej a strednej skoly. Napriklad uz v predchadzajtcej kapitole sme si zadefi-
novali rovnobezné priamky. Podobne sa daju zadefinovat pojmy ako nekolinearne
body, roznobezné priamky, priesecnik réznobeznych priamok atd.

Geometria, v ktorej platia axiomy incidencie, sa nazyva incidencnd geometria.

3.1. Modely incidenc¢nej geometrie

Zostrojit nejaky model inciden¢énej geometrie znamena interpretovat pojmy
,bod“, , priamka“ a ,incidencia“, t. j. priradif im konkrétny vyznam, a to tak,
aby platili axiémy incidencie. Ak st axiémy v tejto interpretacii (geometrii) prav-
divé, potom mame model daného axiomatického systému. Vsetko, ¢o sa nam po-
darilo dokazat vychadzajic z axiém, je potom pravdivé aj v modeli, nemusime to
overovat.

Na druhej strane, ak méame akékolvek tvrdenie (zatial bez dékazu) v incidenc-
nej geometrii a rozhodujeme sa o jeho pravdivosti, tak predtym ako sa pustime do
dokazovania, je rozumné si jeho platnost najprv overit na modeli. Ak sa nam totiz
podari najst model, v ktorom tvrdenie nie je pravdivé, urcite nema zmysel snazit
sa ho dokazat, pretoze také tvrdenie sa dokazat neda. Napriklad ak uvazujeme
konec¢né inciden¢né roviny, t. j. roviny s koneénym poctom bodov, mozeme sa za-
mysliet nad pravdivostou tvrdenia: , vSetky priamky maju rovnaky pocet bodov*.
Ak sa nam podari najst konec¢nu rovinu s priamkami, ktoré nemaju rovnaky pocet
bodov, uvazované tvrdenie sa dokéazat neda.

Ako sme spomenuli v ivode, velmi dodlezitou vlastnostou axiomatického sys-
tému je jeho konzistentnost. Ak chceme ukéazat, ze axiomaticky systém je kon-
zistentny, mali by sme overit, ze spor sa z axiém odvodit neda. V praxi sa bez-
rozpornost overuje existenciou modelov. V pripade, Ze ndjdeme model spliiajici
axiomy, axiomaticky systém povazujeme za bezrozporny. Nasli sme totiz ,, svet”,
ktory zodpovedd axiémam, a nie je mozné v nom dokazat Tubovolné vyslovené
tvrdenie, napriklad nie je mozné zaroven dokazat, ze kazda priamka méa presne
dva body, a tiez ze kazda priamka méa aspon tri body, kedze kazdé dokézatelné
tvrdenie musi byt v modeli pravdivé.

Podme teraz preskiimaft niekolko modelov incidenc¢nej geometrie.
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3.1.1. Trojbodova geometria. Bodmi st pismena A, B,C a priamkami st
dvojprvkové mnoziny {A, B},{A, C},{B,C}. Incidencia je definovana prirodzene,
napriklad na priamke { A, B} lezia dva body A, B. Lahko overime, Ze tdto geomet-
ria spliia axiémy incidencie. Ide tak naozaj o model incidenénej geometrie. Mozeme
usudit, Ze incidenénd geometria je bezrozporna (konzistentnd).

Tvrdenie o existencii jedinej rovnobezky k danej priamke neplati. Odtial hned
usudime, ze tvrdenie ,,danym bodom prechdadza prave jedna rovnobezka k danej
priamke” sa v incidenc¢nej geometrii uréite neda dokazat.

Ak ako model uvazujeme kompletny graf s troma vrcholmi (bodmi st vrcholy
grafu, priamkami st hrany, incidencia definovana prirodzene), akosi nahliadneme,
ze v podstate ide ten isty model ako model s pismenami.

DEFIN{CIA 3.4. Dve incidencné geometrie st izomorfné, ak existuje bijekcia
medzi bodmi a priamkami zachovavajica incidenciu.

Formadlnejsie: ¢ : My — My je izomorfizmus incidenénych geometrii (mode-
lov), ak ¢ bijektivne zobraz{ body modelu M; na body modelu M, priamky M,
na priamky M, a plati, ze v.M; bod A lezi na priamke p prave vtedy, ked v My
lezi bod ¢(A) na priamke ¢ (p).

[zomorfizmus incidencnej geometrie sa tiez nazyva kolinedciou. V kolineacii sa
kolinedrne body zobrazia na kolinedrne body.

Uvedené dva trojbodové modely st izomorfné.

7 modelu incidencnej geometrie mozeme skonstruovat novi geometriu pomo-
cou duality: pre kazda priamku poévodného modelu v novom modeli zostrojime
bod, pre kazdy bod v pévodnom modeli zas v novom zostrojime priamku (teda
bod nahradime priamkou, priamku bodom), pricom incidenciu zachovame: ak v po-
vodnom modeli A € p, v dudlnej geometrii bude platit o(p) € o(A) (o oznacuje
bod/priamku priradent dualitou).

Nie vzdy je dudlna rovina k incidenc¢nej rovine tiez inciden¢nou rovinou. Avsak
napriklad dudlna geometria k trojbodovej geometrii modelom incidenc¢nej geomet-
rie je. Tento je izomorfny s povodnym modelom.

Vsetky trojbodové modely inciden¢nej geometrie st navzajom izomorfné. Preto
ak by sme dodali dalSiu axiéomu , existuju prave tri rozne body*, axiomaticky
systém by sa stal kategorickym.

3.1.2. Stvorbodova geometria. Tito geometriu zostrojime podobne ako
trojbodovi. Bodmi si A, B,C, D, priamkami st dvojice bodov. Ide tak vlastne
o kompletny graf so Styrmi vrcholmi.

V tejto geometrii je tvrdenie o existencii rovnobezky pravdivé.

Presvedcili sme sa tak, ze toto tvrdenie sa neda ani dokazat ani vyvratit len na
zéklade axiom incidencie. Vramci incidencnej geometrie ide o nezdvislé tvrdenie.
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Tymto sme si aj ilustrovali, ako sa ukazuje nezavislost tvrdenia: tak ako bezroz-
pornost, existenciou modelov. V pripade nezavislosti jednak existenciou modelu,
kde je tvrdenie pravdivé, ako aj existenciou modelu, kde je nepravdivé.

3.1.3. Patbodova geometria. Ak analogicky pokracujeme v konstruovani
modelov incidenc¢nej geometrie, na rade je kompletny graf s piatimi vrcholmi.

Tu stoji sa povsimnutie, ze kazdym bodom vieme k danej priamke viest nie
jednu, ale dokonca dve rovnobezky.

3.1.4. Sféra. Ponechajme uz kompletné grafy ako modely incidenc¢nej geomet-
rie a pristipme k nieComu novému.

Sktsme ako incidenént geometriu interpretovat dvojrozmernu sféru v trojroz-
mernom realnom priestore. Bodmi nech st body sféry. Priamkami nech si tzv.
hlavné kruznice, ¢o su také kruznice na sfére, ktorych stred je totozny so stredom
sféry.

Lahko nahliadneme, Ze s touto geometriou nie je nieco v poriadku. Kazdé dve
priamky sa pretinaju v dvoch bodoch, c¢o je v spore s Tvrdenim 3.3. Preto nejde
o model incidenc¢nej geometrie. Ak sktsime overif, ktoré axiomy v tejto geometrii
nie st splnené, zistujeme, Ze takdto geometria nesplita axiému I1: ak uvazujeme
dva navzdjom antipodédlne body (opacné, protilahlé, krajné body priemeru sféry),
vieme touto dvojicou viest nie jedinu ale nekonecne vela priamok.

Aby sme zarucili platnost vSetkych axiém incidencie, model trochu modifiku-
jeme: nech

e body st dvojice {4, A'}, kde A, A’ st navzajom protilahlé body na sfére
(napr. severny a juzny pol), ¢ize stotoznili sme antipodélne body,
e priamky s kruznice na sfére so stredom v strede sféry.

Takto skuto¢ne dostavame model incidencénej geometrie. Ide o velmi dolezity mo-
del. Kto sa uz stretol s projektivnou geometriou, v nom mozno spozna projektivnu
rovinu.

3.1.5. Algebraické modely incidenc¢nej geometrie. Afinné roviny nad
Iubovolnym polom F (Q* R? F?,...) st modelmi incidencnej geometrie. Bodmi
v modeli st body afinnej roviny, t. j. dvojice (py, p2) € F?. Priamkami st linedrne
vyrazy

ar +by+c (a,b,ce€F, (a,b) #(0,0))

modulo nasobenie skaldrom. To znamena, ze dva vyrazy
ar+biy+cr a asr+ by + co

urcuju tu istu priamku, ak jeden je konstantnym nasobkom druhého, t. j. ak exis-
tuje A #£ 0 také, ze

ay = )\&2, b1 = )\bg, a C = )\62.
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Bod (p1, p2) lezi na priamke az + by + ¢, ak je korenom prislusnej linedrnej rovnice,
t. j. ak

ap1 + bpa +c = 0.
Analytickd geometria je zjavne modelom incidencnej geometrie.

Ak ako pole F' uvazujeme konecné pole, dostaneme tak ako model nejaku
konec¢ni geometriu:

PRIKLAD 3.5. Afinnd rovina nad Fy (dvojprvkovym polom) je ako incidencna
geometria izomorfna s kompletnym grafom nad styrmi vrcholmi

(070) xr
(0,1)
Y y+1
r+y+1 T4y

OBR. 2. Afinné rovina nad dvojprvkovym polom

3.1.6. Projektivna rovina. Renesancni vytvarnici (cca 15. storocie) doklad-
ne prepracovali linedrnu perspektivu. Je to tedria o projekcii bodov zo scény (troj-
rozmerny priestor) na platno (dvojrozmernd rovina). V matematickom pozadi li-
nearnej perspektivy najdeme projektivnu geometriu. Rovnobezky v scéne sa na
platne zjavne pretinali, neforméalne sa to popisuje, Ze ,,rovnobezky sa pretinaju
v nekonecne®.

Majme rovinu, v ktorej plati axiéma rovnobeznosti, povedzme klasicki realnu
rovinu R?. Uvazujme reldciu na priamkach (roz$irena rovnobeznost):

p~q prave vtedy, ked p = qalebo p]| gq.

Potom ~ je relaciou ekvivalencie: reflexivnost a symetrickost st zjavné, tranzitiv-
nost ukazeme:

e Nech p, ¢, r st navzajom rozne (inak je to trividlne) a nech p ~ga g~ r.
Chceme ukazat, ze p ~ r.

e Sporom, nech p «¢ r, teda p a r sa pretna v jedinom bode B.

e Potom mame dve rovnobezky ku ¢ cez bod B, ¢o je spor s axibmou
rovnobeznosti.

Triedy ekvivalencie v reldcii ~ nech st nové body, o ktoré rozsirime R? (, body
v nekone¢ne” ). Aby boli splnené axiémy, tak

e kazdy z novych bodov lezi na kazdej priamke, ktora tuto triedu ekviva-
lencie reprezentuje,
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e body v nekonecne (t. . triedy ekvivalencie) nech lezia vsetky na ,, priamke
v nekonecne® — je to nova priamka, ktora priddme k uz existujicim priam-
kam.

Urobili sme tzv. projektivne ziplnenie R

Ako bolo spomenuté, tato konstrukcia funguje aj vseobecnejsie, a sice pre Iu-
bovolny model inciden¢nej geometrie, v ktorom plati Euklidov postulat rovnobez-
nosti. Cize kazdu afinnt rovinu nad polom vieme ziplnit na projektivnu rovinu.

PRIKLAD 3.6. Najmensia projektivna rovina (tzv. Fanova rovina) vznikne pro-
jektivnym zuplnenim uvedenej stvorbodovej roviny.

OBR. 3. Fanova rovina

PoOzZNAMKA 3.7. Projektivna rovina sa v incidenc¢nej geometrii moze defino-
vat aj axiomaticky, nie iba ako projektivne ziplnenie afinnej roviny. Presnejsie,
projektivnou rovinou sa nazyva taky model inciden¢nej geometrie, kde

e kazda priamka ma aspon tri body,
e kazdé dve priamky sa pretinaju.
CvicCenia
Axiémy incidencie
Kazdy krok dokazu podlozte axiémou alebo vetou, ktori sme z axiém ukazali.

29. Ukazte, ze existuju tri priamky, ktoré neprechdadzaji vsetky jednym bo-
dom.

30. Ukéazte, ze pre kazdu priamku existuje bod, ktory na nej nelezi.

31. Ukézte, ze pre kazdy bod existuje priamka, ktora nim neprechédza.

32. Ukazte, ze kazdym bodom prechddzaji aspon dve rozne priamky. Da sa
ukazat, ze kazdym bodom prechadzaju aspon tri priamky?

Modely incidenc¢nej geometrie

33. Zistite, ¢i dudlna geometria k Stvorbodovej geometrii (kompletny graf so
styrmi vrcholmi, model v odseku 3.1.2) je modelom incidenénej geometrie.
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34. Za akych podmienok je dudlna geometria k incidencnému modelu tiez
modelom incidenc¢nej geometrie? Svoje tvrdenie dokazte.

35. Ukéazte, ze axiéomy incidencie si navzajom nezavislé, ¢ize pre kazdu dvojicu
axiom najdite reprezentaciu, ktora tieto dve axiémy spliia, a pritom nespliia tretiu
axiéomu.

36. Vieme, zZe existuje len jeden trojbodovy model inciden¢nej geometrie, az
na izomorfizmus. Plati to isté pre stvorbodové modely? Ak ano, ukazte. Ak nie,
najdite dva stvorbodové modely, ktoré nie st izomorfné.

37. Uvazujme takuto interpretaciu pojmov ,,bod®, , priamka“ a ,,incidencia’“:

e _bod"“ je priamka v trojrozmernom priestore,

e _priamka® je rovina v trojrozmernom priestore,

e _bod lezi na priamke*, ked zodpovedajica priamka lezi v zodpovedajicej
rovine.

Je to model incidenc¢nej geometrie?

38. Uvazujme interpretaciu pojmov , bod", , priamka“ a, incidencia®“ ako v pred-
chadzajicom pripade, ale pracovat budeme len s priamkami a rovinami precha-
dzajicimi danym pevne zvolenym bodom.

e Je to model incidenc¢nej geometrie?
e Porovnajte ho so sférou so stotoznenymi dvojicami protilahlych bodov.






KAPITOLA 4
Axiémy usporiadania

PRIKLAD 4.1. Ak by sme (vramci stredoskolskej geometrie) cheeli ukazat, ze
uhly pri zakladni AB rovnoramenného trojuholnika ABC st zhodné, dokaz by sa
mohol vyvijat napriklad takto.

C

OBR. 4

e Zostrojime os ZACB.

e Nech D je jej priesec¢nik so zakladnou AB.

e Pomocou vety sus o zhodnosti trojuholnikov ukazeme, ze AACD a ABCD
su zhodné.

Konstrukcia bodu D v druhom kroku je vsak problematicka: len obrazok nam
napovedd, ze takyto bod existuje. Odkial ale vlastne vieme, ze os ZAC' B naozaj

pretne priamku AB? A ak ju aj pretne, odkial vieme, zZe sa tak stane medzi bodmi
Aa B?

Teériu o relacii usporiadania bodov vypracoval Moritz Pasch, od neho ju David
Hilbert prevzal do svojich Grundlagen der Geometrie.

Nedefinované pojmy:

e usporiadanie bodov: ,,bod B lezi medzi bodmi A a C“, zapis Ax BxC'.

Axiomy:

Ul: Ak B lezi medzi A a C, potom A, B,C' s tri rozne kolinearne body
a plati tiez, ze B lezi medzi C a A.

U2: Pre lubovolné navzajom rézne body A a C existuju body B a D tak,
e Ax BxCaAxCxD.

29
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U3: Pre lubovolné tri navzajom rozne kolinedrne body prave jeden z nich
lezi medzi zvysnymi dvoma.
U4P: (O chvilu, najprv si dodefinujeme tsecku, aby sa ndm axiéma lahsie
formulovala.)

DEFINiCIA 4.2. Nech A # B. Usecka AB je mnozina pozostévajiica z bodov
A, B a z takych bodov X, Zze Ax X % B. Body A, B su koncové body tusecky.

Axiéma:

U4P: (Paschova axiéma, 1882) Nech priamka p neprechadza ziadnym
z nekolinearnych bodov A, B, C. Ak p pretina tsecku AB, potom pre-
tina bud usecku AC' alebo tsecku BC.

Pasch ([11]) si vsimol, ze tvrdenie U4P Euklides pouziva bez dokazu.

DOSLEDOK. KaZdd priamka md aspon pdt bodov.

Dokaz. Na priamke urcenej dvoma bodmi vieme pomocou axiémy U2 zostrojit
dalsie tri body. Axiémami Ul a U3 vyargumentujeme, ze ziadne dva z tychto
piatich bodov nesplyvaji do jedného, ide teda naozaj o pat rdoznych bodov na
jednej priamke. O

Ak by sme sa snazili axiémou U2 konstruovat dalsie a dalsie body a ilustrovat
tak, ze bodov na priamke je nekonecne vela, narazime na problém, ked sa budeme
pomocou Ul a U3 snazit ukazat, ze kazdy skonstruovany bod je skuto¢ne novym
bodom. No ako ilustruje nasledujici priklad, iba z axiom Ul, U2 a U3 sa toto
ukazat neda.

PRIKLAD 4.3. Uvazujme mnozinu {0, 1,2, 3,4} s aritmetikou modulo 5. T4to
mnozina moze reprezentovat priamku v rovine A?(Fy), napriklad priamku y = 0,
body na nej st reprezentované svojimi z-suradnicami. Ak definujeme

a * b x ¢ prave vtedy, ked b = a—2|—c’

tak axiomy U1,U2,U3 sa splnené. Priamka mé vsak iba 5 bodov.
Ponaucenie: treba si dat velky pozor na vyhlasenia, ktoré sa nam zdaji samoz-
rejmé, lebo v skutocnosti nemusia byt ani pravdivé!

To, ze priamka ma naozaj nekonecne vela bodov, je mozné ukazat az s pomo-
cou Paschovej axiémy usporiadania. Potrebujeme popisat linedrnost usporiadania
bodov na priamke. K tomuto vysledku ale vedie este dlhé cesta.

DEFIN{cIA 4.4. Nech A # B. Polpriamka AB je mnozina bodov tsecky AB
spolu s bodmi X takymi, ze A x B % X.

TVRDENIE 4.5. Pre lubovolné dva rozne body A, B plati:
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(a) ABNBA = AB,
(b) ABU BA = 4B.

Dékaz. (a)

e 7 definicie polpriamky mame AB C 1@ , to isté pre druhu polpriamku.
H

e Preto AB C AB N BA. .

e Pre opac¢nt inkltziu nech teraz C' € 1@ N BA.

e Ak C'= A alebo C = B, dokazovana inklizia plati.

e Nech teda C' # A, C # B. 7 definicie polpriamky /@ tak musi platit
A*C’*BaleboA*Bﬂﬁ).

e Podobne kedze aj C € BA, tak musi platit B« C' x A alebo Bx A x C.

e 7 axiéomy U3 potom méame, ze C' € AB.

(b) Cvicenie. O

4.1. Separacna vlastnost v rovine a na priamke

Nasledujuci pojem je potrebny k povodnej verzii Euklidovej axiémy o rovno-
bezkéch.

DEFINicIA 4.6. Dand je priamka a body A, B neleziace na tejto priamke.
Hovorime, ze

e body A, B lezia na tej istej strane od danej priamky, ak A = B alebo ak
A # B a usecka AB tuto priamku nepretina;

e body A, B lezia na opacnyjch strandch od danej priamky, ak tusecka AB
tuto priamku pretina, t. j. ak na tejto priamke existuje bod X tak, ze
Ax X xB.

VETA 4.7 (separacnd vlastnost v rovine, U4S). Lubovolnd priamka p deli
rovinu okrem bodov priamky p na dve triedy tak, Ze body leZia v tej istej triede
prdave vtedy, ked leZia na tej istej strane od priamky p. (t. j. neezistuje bod X € p
taky, ze Ax X x B, kde A a B si dané body.)

Pre pohodlnejsiu pracu si separacnu vlastnost na priamke , rozmenime na
drobné“. Ina formulacia toho istého tvrdenia je:

VETA 4.8 (separa¢na vlastnost v rovine, U4S). Pre priamku p a body
A, B, C nelezZiace na tejto priamke plati:

(i) Ak A a B leZia na tej istej strane od priamky p a B a C' leZia na tej istej
strane od priamky p, potom aj A a C' leZia na tej istej strane od priamky
.

(ii) Ak A a B lezia na opacnijch strandch od priamky p a B a C leZia na
opacnijch strandch od priamky p, potom A a C' leZia na tej istej strane od
priamky p.
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(iii) Ak A a B lezia na opacnijch strandch od priamky p a B a C lezia na tej
istej strane od priamky p, potom aj A a C' leZia na opacnych strandch od
priamky p.

Dékaz ekvivalencie Viet 4.7 a 4.8. Tvrdenie (iii) Vety 4.8 je dosledkom jej tvrdeni
(i) a (ii). Staci teda pracovat s Castami (i) a (ii).

7 Definicie 4.6 vyplyva, ze pre dani priamku je ,,lezat na tej istej strane* relacia
na mnozine vsetkych bodov okrem bodov tejto priamky, pricom tato relacia je
reflexivna a symetricka.

Veta 4.7 tvrdi, ze , lezat na tej istej strane” je relacia ekvivalencie, ktora roz-
klada body roviny okrem bodov danej priamky na dve triedy.

Veta 4.8 tvrdi, ze ,lezat na tej istej strane” je relacia, ktord je okrem symet-
rickosti a reflexivnosti aj tranzitivna a rozkladd rovinu (okrem p) na maximélne
dve triedy.

Pre dokaz ekvivalencie potrebujeme preto ukazat len to, ze dve triedy ekviva-
lencie urcite existuju:

e nech O € p (12)

e a nech A ¢ p (dosledok 13).

e Potom [A] je jedna trieda ekvivalencie.

e Nech B je bod, ze Ax O x B (U2).

e Potom A a B nelezia na tej istej strane od p, ¢ize nie st ekvivalentné,
e a teda [B] je druh4 trieda ekvivalencie.

g

Dokaz Vety 4.8. Lahko sa presvedc¢ime, ze ak niektoré z bodov A, B, C splyvaju,
separacna vlastnost na priamke plati. Predpokladajme teda, ze body A, B a C' st
navzajom rozne. Najprv uvazujme pripad, Ze tieto body su aj nekolinedrne.

(i) Nech A, B lezia na tej istej strane od p a tiez nech B, C lezia na tej istej
strane od p. Ak by A a C' lezali na opac¢nych strandch od p, potom by podla U4P
musela priamka p prefat aj usecku AB alebo tisecku BC', ¢o je spor s predpokla-
dom. Preto A a C lezia na tej istej strane od p.

(ii) Nech A a B lezia na opaé¢nych strandch od priamky p a nech aj B a C
lezia na opac¢nych stranach od priamky p. Podla U4P potom priamka p nepretina
usecku AC, a teda A a C lezia na tej istej strane od p.

Nech teraz su A, B, C' rozne kolinearne body.

(i) Nech A a B lezia na tej istej strane od priamky p a aj B,C lezia na tej
istej strane od p. Nech bod D ¢ p lezi na tej istej strane ako A a nie je kolinedrny
s bodmi A, B, C. (Existuje: nech X € p je taky, ze X ¢ jﬁ (I12), a nech D je taky,
ze Ax D x X (U2).) Potom B je na tej istej strane ako D ((i) pre nekolinearne
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body A, B, D), C je na tej istej strane ako D ((i) pre nekolinearne body B, C, D)
a C je na tej istej strane ako A ((i) pre nekolinearne body A, C, D).

OBR. 5

Pripad (ii) pre kolinedrne body podobne (cvicenie). O

DEFINICIA 4.9. Polrovina s hranicou p je priamka p spolu s jednou z dvoch
tried urcéenych touto priamkou podla separacnej vlastnosti v rovine. Podrobnejsie,
pre priamku p = AB a bod C neleziaci na tejto priamke je polrovina pC' = AB
mnozina bodov X takych, ze C' a X lezia na tej istej strane od priamky p (vnitorné
body polroviny) spolu s bodmi priamky p (hranica polroviny). Obidve polroviny
s tou istou hranicou nazyvane navzajom opacnymi.

Teraz chceme ukazat priamkovi analdgiu separacnej vlastnosti v rovine, a sice,
ze bod na priamke tuto deli na dve polpriamky.

VETA 4.10 (o usporiadani $tyroch bodov). Nech A« BxC a AxC % D.
Potom BxCxD aj Ax Bx D.

Dékaz. Podobne ako v dokaze U4S (Veta 4.8) pre kolinedrne body, aby sme do-
kazali tvrdenie o bodoch na priamke, bude treba vyjst z priamky von do roviny.
Tvrdenie ukazeme pomocou separacnej vlastnosti v rovine:

Ak AxBxCa AxCx D, potom B # D, inak by sme sa dostali do sporu s U3.
Preto A, B, C, D su uréite Styri rozne kolinedrne body (U1).

OBR. 6

e Nech X je bod neleziaci na tejto priamke (I3).
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e Usetka AD pretina priamku % ,
e teda body A a D lezia v opac¢nych polrovinach od %
e Body A a B musia byt na tej istej strane od % (Sporom: ak by boli

na opacnych, potom usecka AB by pretinala priamku % , priesecnik je
nutne bod C, teda A x C' x B, spor s predpokladom.)

e Odtial B, D st na opacnych stranach od , Cize BxC x D.

Podobne (aj s vyuzitim prave ukdzaného BxCx D) sa ukaze, ze AxBxD (cvicenie).

i

DOSLEDOK. Na kazdej priamke leZi nekonecne vela bodov.

Dokaz.

e Nech A, B lezia na danej priamke, A # B (I1).

e Nech X; je bod, ze Ax X, * B (U2). Zrejme X; # A, X; # B (Ul).

e Nech X, je bod, ze X; x Xy * B (U2). Zrejme X, # X1, Xy # B (Ul).
Podla Vety 4.10 potom A x X5 x B, teda X5 # A.

Rovnakym sposobom pokracujeme dalej v konstruovani dalsich bodov a dokazo-
vani, ze novo skonstruovany bod je rézny od vsetkych doterajsich:

A X1 Xy X3 ... B

OBR. 7. Pomocou vsetkych axiém usporiadania spolu s axiémami inci-
dencie vieme na priamke skonstruovat nekoneéne vela bodov

e (indukény predpoklad) Nech pre doteraz skonstruované body X, X, az
X, plati X; « X;* B (1 <j)a Ax X, * B.

e (indukény krok) Nech X, .1 je bod, ze X,, * X,,11 * B (U2). Potom z in-
dukéného predpokladu pomocou Vety 4.10 dostavame tiez, ze X;x X, 1% B
a Ax X, 1% B, teda X,,11 je rozny od vSetkych doposial skonstruovanych
bodov.

i

O nasledovnom tvrdeni Pasch ukazal, ze sa neda odvodif z Euklidovych pos-
tuldtov. Je to analdgia vety o usporiadani styroch bodov, tiez popisuje, z akych
konfiguracii dvoch trojic stvorice bodov vieme uz usudit konfiguraciu zvysnych
dvoch trojic.

VETA 4.11 (Paschova). Nech AxBxC a BxCxD. Potom AxBxD a AxCxD.

Dékaz. Ukazuje sa podobne ako Veta 4.10 (cviCenie). O
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TVRDENIE 4.12 (separac¢na vlastnost na priamke, U*). Nech A« B >|<_C>'
st body na priamke p. Potom pre kaZdy bod X € p, X # B plati, Ze bud X € BA
alebo X € BC.

—
l}zak sformulované: ak Ax B x C' st body na priamke p, potom BAN B? =B
a BAU ﬁ =p.

e
Dékaz. Najprv ukdzeme, 7e BA U BC' = p.

e Pre polohu bodu X vzhladom na A, B mame moznosti: X = A, X« Ax B,
Ax X+« BaAxBxX. .
e Prvé tri moznosti znamenaju, ze X € BA — hotovo.
(1) Nech X ¢ BA, teda plati A% B * X.
e Ak X =C, potom X € B? — hotovo.
e Nech teda X # C, nastava potom prave jedna z moznosti B x C' *x X,
B x X x(C alebo X * Bx C.

e Prvé dve moznosti znamenajui, ze X € B? — hotovo.
(2) Nech teda X * B * C.

e Pre body A,C, X plati prave jedna z moznosti A« C x X, Ax X x C,
XxAxC.

e Prvd moznost spolus C * B x X (2) implikuje A * C' % B, spor s predpo-
kladom.

e Druhd moznost spolu s X % B x C' (2) implikuje A x X % B, spor s (1).

e Tretia moznost spolu s X « B A (1) implikuje B x A x C, spor s predpo-
kladom.

—
Ostéava este ukazat, ze BAN B? = B.

e Nech X e p, X # B.

e Nech D ¢ p (v dosledku I3 bod D existuje), potom priamka BD delf
ostatné body roviny na dve triedy (U4S). Kedze A x B * C, tak body A
a (' lezia v roznych polrovinadch vzhladom na tito priamku.

e Pre X € B_1>4 nastane niektora z moznosti X = A, X « Ax B, Ax X x B.
Kazda z nich znamend, ze X lezi na tej istej strane od ﬁ ako A.
e Podobne pre X € @ plati, ze X lezi na tej istej strane od ﬁ ako C'.
e KedzZe ,lezat na tej istej strane od priamky %
moze nastat iba jedna z moznosti X € BA a X € BC.

“ je relacia ekvivalenie,

Preformulovanie separacnej vlastnosti na priamke:

TVRDENIE 4.13 (separacnd vlastnost na priamke, U*). KaZdy bod B na
priamke p rozdeluje ostatné body tejto priamky na dve triedy tak, Ze dva body X
a'Y neleZia v tej istej triede prave vtedy, ked X x B xY .
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Podobne ako tomu bolo pri separacnej vlastnosti v rovine, aj tu st tvrdenia 4.12
a 4.13 za predpokladov 11-3, Ul-3 ekvivalentné.

POZNAMKA 4.14. Separacnd vlastnost na priamke je dolezitd tym, Ze vdaka
nej vieme body na priamke linearne usporiadat. (Linedrne usporiadanie je presny
matematicky termin a bude dosledne vylozeny v casti 4.3.1: Usporiadand rovina
a usporiadané pole. Tu nam staci neformalna predstava, ze vieme body akoby
zoradit do radu, pekne jeden za druhym.)

DEFIN{cIA 4.15. Opacnd polpriamka k danej polpriamke 1@ :nech C'x Ax B,
potom opacnou polpriamkou k AB je AC.

4.2. Modifikacie axiém usporiadania

Separa¢na vlastnost v rovine (U4S) je za predpokladu platnosti axiém 11-3,
U1-3 ekvivalentna Paschovej axiome. Ze z U4P vyplyva U4S, sme si uz demon-
strovali. Preverit opac¢nu implikaciu sa pokusite vramci cviceni. Z toho vyplyva,
ze ak by sme namiesto axiéom Ul, U2, U3 a U4P vyslovili axiéomy U1, U2, U3
a U4S, dostali by sme ti istd geometriu. Mozeme sa preto (a aj to budeme robit)
na Stvrtu axiomu odkazovat ako na U4.

Videli sme tiez, ze ak s axiomami incidencie 11-3 uvazujeme iba prvé tri axiomy
usporiadania U1-3, separaéni vlastnost na priamke (U*) vieme odvodit z Vety 4.10
(veta o usporiadani styroch bodov). Tiez to plati aj naopak: tiito vetu lahko uka-
zeme, ak predpokladdme separaéni vlastnost na priamke (skuste si to!). Plati
preto, Ze separac¢nd vlastnost na priamke je (za predpokladu platnosti axiém I1-3,
U1-3) ekvivalentna Vete 4.10.

Paschova veta (4.11) tiez vyplyva zo separacnej vlastnosti na priamke. Odtial
vidime, Ze Paschova veta je tiez dosledkom Vety 4.10 (za predpokladu 11-3, U1-3).

Separacni vlastnost na priamke (U*) sme odvodili zo separacnej vlastnosti
v rovine. U* je naozaj slabsia: zo separacnej vlastnosti na priamke sa nedd odvodit
U4S. Existuju geometrie, ktoré nespiﬁajﬁ U4, ale separacnu vlastnost na priamke
spliiaj, ako si ¢oskoro ilustrujeme.

Niektori autori, ktori namiesto U4P pouzivaja U4S, niekedy uvadzaji ako axio-
mu aj separacnu vlastnost na priamke, prave kvoli jej vyznamnosti, aj ked ide
v skutocnosti o zavislé tvrdenie, ktoré sa da odvodit z I1-3, Ul-4. Sada axiom
usporiadania vtedy vyzera nasledovne: Ul, U2, U3, U*, U4S.

Dokonca Hilbert mal medzi svojimi axiémami usporiadnia povodne uvedent
aj nasledovni, o ktorej sa vsak tiez neskor ukazalo, ze je to v skutocnosti tvrdenie:

TVRDENIE 4.16 (Hilbertova vynechana axiéma). Lubovolné styri rézne
kolinedrne body je mozné oznacit A, B,C, D tak, Ze plati Ax BxC, Ax Bx D,
AxCxD a BxC=x*D.

Toto tvrdenie je totiz tiez ekvivalentné separacnej vlastnosti na priamke.
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V pripade, Zze model spliia axiomy 11-3, U1-4, hovorime, ze ide o usporiadani
TOVINU.

Mali ste prilezitost sa presvedcit, ze dosledny axiomaticky popis usporiadanej
roviny je netrivialna zalezitost. Pritom usporiadanie bodov na priamke je intui-
tivne velmi prirodzeny pojem. Toto je v matematike velmi casty jav, zZe tie naj-
jednoduchsie pojmy je matematicky uchopit velmi naro¢né. Preto v niektorych
vykladoch planimetrie, ktoré maji jednak ambiciu po vzore Euklida vybudovat
geometriu z axiom, a tiez chct dospiet k netrivialnym vysledkom, sa axiémy uspo-
riadania jednoducho vynechaju, pripadne sa vezme do hry len Paschova axiéma.

4.3. Modely axiém incidencie a usporiadania

PRIKLAD 4.17. Konefné geometrie nie si modelmi usporiadanej roviny, vid

dosledok Vety 4.10.

So zaujimavou geometriou sme sa stretli v Priklade 4.3, iSlo o afinnt rovinu
nad koneénym polom Fs. V tomto priklade sme overili, Ze tito geometria spliia
axiomy U1-3. Avsak z U* vyplyva, Ze na priamke musi lezat nekonecne vela bodov.
Takze U* rovina A?(F) nespliia. Odtial mézeme hned usidit, ze ani axiému U4
nesplila, a to aj bez toho, aby sme hladali k nej v modeli kontrapriklad.

PRIKLAD 4.18. Projektivna rovina napriklad nad redlnymi ¢islami s povodnym
(prirodzenym) usporiadanim bodov afinnej roviny nie je model usporiadanej ro-
viny. Priamky v nej st totiz topologické kruznice, t. j. akési uzavreté ciary: kazdej
priamke afinnej roviny pribudol nevlastny bod (vid cast 3.1.6: Projektivna rovina),
a nie je jasné, ako relaciu usporiadania rozsirit, aby zahinala aj tento novy bod.

Niektoré projektivne roviny vsak moézu byt modelmi axiom incidencie a uspo-
riadania, ak vhodne predefinujeme usporiadanie bodov na priamke ([13]):

UvaZzujme body projektivnej roviny P?(Q).

(1) P*(Q) < P?(R) (vnorime nasu rovinu do redlnej projektivnej roviny),

(2) v P*(R) zvolme priamku cez (1 : 7 :0) a (1:0 : 7%) ako novi nevlastni
priamku,

(3) v zodpovedajicej afinnej mape usporiadame body standardne ako v redl-
nej afinnej rovine,

(4) zizime usporiadanie na p6vodnt mnozinu bodov.

Mame tak usporiadant rovinu, v ktorej sa kazdé dve priamky pretnt, teda neexis-
tuju ziadne rovnobezky:.

PRIKLAD 4.19. Geometriou, v ktorej neplati U4S, ale separac¢nd vlastnost na
priamke (U*) je splnend, je trojrozmerny priestor, napriklad afinny priestor nad
realnymi c¢islami.

PRIKLAD 4.20. Predstavime si dalsiu geometriu, tentokrat pojde o rovinu, bez
U4S, ale so splnenou separacnou vlastnostou na priamke (U*).
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Dyadické raciondlne ¢isla su cisla tvaru a/2", kde a,n € Z. Mnozinu dyadic-
kych ¢isel oznacme D. Pozor, D nie je pole! Ide o podmnozinu pola racionalnych
¢isel: Z C D C Q.

Bodmi nech je mnoZina D2, t. j. kazdy bod m4 dve stiradnice, ktorymi st
dyadické ¢isla. Priamkami budua také priamky roviny, ktoré prechadzaju cez dva
dyadické body (a tym obsahuji nekonecne vela dyadickych bodov).

Axiémy incidencie st zjavne splnené. Z axiém usporiadania st Ul a U3 zrejme
splnené. Trochu viac pozornosti venujme axiéme U2: ak A, B s body, potom

o ((a; +b1)/2,(az + by)/2 € D? lezi medzi A a B,
e (2a; — by,2as — by) je bod z druhej strany od A nez B.

Teda U2 je v D? splnena.
Separacnd vlastnost na priamke plati.

Paschova axiéma neplati: pre trojuholnik s vrcholmi (1, 0), (—1,0), (0, 1) priam-
ka y = 2x ziadnym z vrcholov neprechédza, a pretina len jednu stranu. Vidime,
ze priamky v D? st akosi prilis , deravé®.

PRIKLAD 4.21. Nekonecény péds (0,1) x R je modelom usporiadanej roviny.
Priamkami st tu restrikcie priamok realnej roviny, teda jednak priamky z = a
(0 < a < 1), a tiez usecky s koncovymi bodmi na hranici pasu iduce , krizom cez
pas“, z ktorych si samozrejme koncové body vynechané.

OBR. 8. Priamky v nekonec¢nom pése

Ide o zdsadne iny model ako R?: niektoré priamky maji viac rovnobeziek pre-
chadzajicich danym bodom (vid Obréazok 8).

PRIKLAD 4.22. Znidmym modelom usporiadanej roviny je Moultonova rovina.
Mnozina bodov je R2, priamky st troch druhov:

e priamky (a), kde a € R, st tie isté ako priamky v R? s rovnicou r = a,
teda (p1,p2) lezi na priamke, ak p; = a,
e priamky (k,q), kde k,q € R a k > 0, su tie isté ako priamky v R?
s rovnicou y = kx + ¢, teda (py, p2) lezi na priamke, ak py = kp; + ¢,
e priamky (k,q), kde k,g € R a k < 0 st ,,zlomené‘: bod (p;,ps) lezi na
priamke, ak
— p1 <0 apy=kp; + q alebo
—p1 2 0apy=2kp +q.



4.3. MODELY AXIOM INCIDENCIE A USPORIADANIA 39

\

OBR. 9. Priamky v Moultonovej rovine

4.3.1. Usporiadana rovina a usporiadané pole. Afinnd rovina nad polom
F je vzdy modelom inciden¢nej geometrie (vid stat 3.1.5 v Casti o incidencnej
geometrii):

e body st dvojice (p1,p2) € F X F,

e priamky st reprezentované linedrnymi vyrazmi ax + by + ¢ (a,b,c € F,
(a,b) # (0,0)), kde dva vyrazy reprezentuju tu istt priamku, ak jeden je
nasobkom druhého,

e bod (p1,p2) lezi na priamke ax + by + ¢, ak ap; + bpy + ¢ = 0.

Afinna rovina napriklad nad racionalnymi ¢islami je aj usporiadanou rovinou.
Toto vsak nie je pravda pre Iubovolné pole: v Priklade 4.17 sme si uvedomili,
ze rovina obsahujuca len konecne vela bodov, a teda Specialne afinna rovina nad
ziadnym koneénym polom nie je usporiadanou rovinou.

Prirodzene tak vyvstdva otézka, pre aké polia F rovina A?(F) usporiadanou
rovinou je.

DEFIN{cIA 4.23. Reldcia < je ostré linedrne (totdlne) usporiadanie, ak je

(i) antireflexivna (a £ a),
(ii) asymetrickd (ak a < b tak b £ a),
(ii) tranzitivna (ak a < ba b < ctak a < ¢),
(iv) ak a # b, potom a < b alebo b < a (linedrnost, iplnost).

POzZNAMKA 4.24. Vlastnosti (i),(ii) a (iv) sa sihrnne nazyvaja aj trichotémia:

pre lubovolné dva prvky a, b plati prave jedno z tvrdeni
a=0b,a<b b<a.

DEFINICIA 4.25. Pole F je usporiadané, ak na poli F' mdme definovant relaciu
ostrého linearneho usporadania <, kde navyse plati:

(i) Ak a < b, potom a + ¢ < b+ c.
(ii) Ak 0 <a a0 <b, potom 0 < ab.

TVRDENIE 4.26. Ak F je usporiadané pole, potom A*(F) je modelom aziém
incidencie a usporiadania (t. j. usporiadanou rovinou).
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Doékaz. Vieme uz, ze afinnd rovina nad F je inciden¢nou rovinou.

Reléciu usporiadania bodov definujeme pomocou usporiadania pola. Nech A =
(al,aQ), B = (bl,bg) a(C = (Cl,CQ).

e Ak priamka ma rovnicu y = kx + ¢, potom pre body na priamke nech
plati A x B x C vtedy, ked a1 < by < ¢q alebo ¢; < by < ay.

e Ak priamka m& rovnicu z = k, potom pre body na priamke nech plati
Ax B x C vtedy, ked as < by < ¢9 alebo ¢y < by < as.

Overime, 7e v oboch pripadoch tato reldcia splita axiémy Ul az U4 (cvicenie). O

TVRDENIE 4.27. Nech A*(F) je usporiadanou rovinou. Potom F je usporiadané
pole.

Dokaz. Relaciu usporiadania v poli F' definujeme pomocou relacie usporiadania
bodov na priamke.

Uvazujme priamku p : y = 0 (t. j. x-0s). Pre kazdy prvok a pola F' lezi na
priamke p bod A = (a,0). Oznacme body zodpovedajice v poli F' neutrdlnym
prvkom vzhladom na scitanie a nasobenie: O = (0,0), £ = (1,0). Nenulové ¢islo
a € F vieme porovnat s nulou nasledovne:

ea<0ak AxOxFE,
e 0 < ainak, t.j. ak Ox Ax E alebo Ox E'x A alebo A = E. Inymi slovami,

O<aakA€O?aA7éO.

Nasledne pre dve nenulové ¢isla a,b € F' definujme
e o < b prave vtedy, ked 0 < b — a.

Ostava uz len overit, Ze pole F' s takto definovanou relaciou usporiadania je
usporiadanym polom (cvicenie). O

4.4. Uhol

DEFIN{cIA 4.28. Nech A, B, C st nekoliedrne body. Potom polpriamky q =
Ezl a @ = B? tvoria whol pri vrchole B. Oznacujeme ho LABC, ZCBA,
£(d, ), (¢, ) pripadne aj ZB, pokial je z kontextu jasné, ktorymi pol-
priamkami je urceny. Polpriamky BA, BC' nazyvame ramenami uhla.

Vnitro uhla (vnitorné body uhla) ZABC je prienik vnutornych bodov polroviny
m (t. j. bodov leziacich na tej istej strane od ako bod A) s vnitornymi
bodmi bodmi polroviny W (t. j. bodmi leziacimi na tej istej strane od 1@ ako
bod C).

Vonkajsok uhla (vonkajsie body uhla) ZABC st vSetky body roviny okrem
polpriamok B—1>4, B? a vnutra ZABC.
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POzZNAMKA 4.29. Ak polpriamky E), < spolu tvoria priamku, t. j. si navza-
jom opacné, nazyva sa toto na strednej Skole priamy uhol. My pod pojmom wuhol
budeme vzdy myslief uhol, ktory nie je priamy.

Tak isto pojmy konvexny resp. nekonvexny uhol nebudeme pouzivat, my sa
budeme bavit o uhle spolu s jeho vnitrom resp. vonkajskom.

VETA 4.30 (crossbar theorem, veta o priecke uhla). Nech D je vnitorny
bod uhla ZABC. Potom polpriamka @ pretina usecku AC.

A

E 43 C
OBR. 10

Dokaz. Nech E lezi na polpriamke opacnej k B? ,t.j. ExBxC. Pomocou Paschovej
axiomy aplikovanej na AEC A ukazeme, ze priamka pretina tsecku AC.

e Priamka BD neprechadza bodmi E ani C' (lebo E % B x C)

e a ani bodom A (inak by ﬁ = f@, a teda D by nebol vnitornym bodom
LABC).
e Kedze pretina EC', z Paschovej axiomy pretina prave jednu z tseciek
AFE a AC. Ukazeme, ze usecku AFE nepretina.
e Poloha vzhladom na AB:
— Vsetky body tsecky AE okrem bodu A lezia na tej istej strane od
AL,
— Kedze bod C' lezi na opacnej strane od 1B ako E (z konstrukcie E),
lezia vSetky body tsecky AE okrem A na opacnej strane od jﬁ ako
C.
— Dalej vietky body @ okrem bodu B lezia zas na tej istej strane od
AB ako bod C.
— Odptial vidime, ze tisecka AFE nepretina polpriamku @
e Poloha vzhladom na :
— Vsetky body tsecky AE okrem bodu E lezia na tej istej strane od

ako bod A.
— Naopak, body polpriamky opacnej k @ okrem bodu B lezia na
opacnej strane od ako bod A,

— ¢ize AFE nepretina polpriamku opacnu k @
e Preto nepretina usecku AF.
e Preto z Paschovej axiomy pretina tusecku AC, priesecnik ozna¢me F'.
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Treba este ukézaf, ze priesecnik F' lezi na polpriamke B 13

e Body F' a D lezia na tej istej strane od % (oba st na tej istej strane ako
A),

e teda bud F' = D alebo pre priesecnik B priamok ﬁ a % plati bud
Bx FxD alebo Bx D x F|

e v kazdom pripade F' lezi na §3

g

POzZNAMKA 4.31. Pozor, v predchadzajicej vete sme nedokézali, ze kazdy
bod polpriamky @ je jej priesecnikom s useckou, ktorej koncové body lezia na
ramenach uhla! Kontrapriklad sa da najst v modeli z Prikladu 4.21.

Na Vetu o priecke uhla sa moézeme pozeraf aj ako na parafrazu Paschovej
axiémy. Veta riesi situdciu, ked priamka prechadza jednym (a iba jednym) z vr-
cholov trojuholnika, tymto vrcholom vojde dnu do trojuholnika, potom podla Vety
tato priamka pretina protilahli stranu trojuholnika.

Vsimnite si, ze Veta o priecke uhla ndm pomohla vyriesit problematicky krok
v dokaze o uhloch pri zédkladni rovnoramenného trojuholnika v Priklade 4.1.

4.5. Lomena ¢iara, mnohouholnik, Jordanova veta

DEFINICIA 4.32. Nech n > 1 anech Ay, A, ..., A, st body, pricom kazdé tri za
sebou iduce body st nekolinearne. Lomend ciara AgA; ... A, pozostava z tseCiek
AgAq, A1 A, ... A, 1 A,. Tiez budeme hovorit, Ze ide o lomenu ¢iaru spdjajicu body
Ao a An

Ak v lomenej ¢iare AgA; ... A, plati, ze Ay = A, (tzv. uzavretd lomena Ciara),
potom ju nazyvame tiez mnohouholnikom (polygonom). Body A, ..., A, vtedy
nazyvame vrcholmi a tsecky A;A;i1 stranami mnohouholnika. Vsetky body na
stranach mnohouholnika nazyvame tiez hranicou mnohouholnika.

Ak v mnohouholniku st vsetky vrcholy navzajom rozne a okrem spolo¢ného
vrchola ziadne dve strany nezdielaji spolo¢ny bod, nazyvame mnohouholnik jed-
noduchym. Podobne mézeme zadefinovat jednoduchi loment ¢iaru.

Pre n = 3,4,5,...,n nazyvame prislusny mnohouholnik trojuholnikom, stvor-
uholnikom, pdatuholnikom, ..., n-uholnikom.

VETA 4.33 (Jordanova, mnohouholnikova verzia). Jednoduchy mnoho-
uholnik deli body roviny neleZiace na jeho hranici na dve oblasti, tzv. vnuitro
a vonkajsok tak, Ze plati:

o Ak X je vnitorny a 'Y wvonkajsi bod, potom kazZdd lomend ciara spdjajica
X a'Y obsahuje aspon jeden bod hranice mnohouholnika.
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o Ak Xy a X3 su oba wvnutorngmi bodmi mnohouholnika, potom existuje
lomend ciara spdjajuca body X, a Xy a nepretinajica hranicu mnohouhol-
nika. To isté plati pre dva vonkajsie body Yy a Yo mnohouholnika.

Ezistuje priamka leZiaca celd zvonku mnohouholnika a neexistuje priamka leZiaca
cela vniutri mnohouholnika.

Dékaz. [6] O

V prvom vydani svojich Grundlagen der Geometrie Hilbert tito vetu vyslovil
bez dokazu a s komentarom, ze citatel si ju lahko dokéze sdm s vyuzitim Paschovej
axiomy. Ako sa rychlo ukéazalo, nie je az také lahké tato vetu dokazat, preto
z dalSich edicii Hilbert tato poznamku uz vynechal.

Dokaz sa objavil niekolko rokov neskor ako samostatny vedecky ¢lanok.

Uhol vo vseobecnosti nema tu vlastnost ako mnohouholnik, ze jeho vnutro by
neobsahovalo priamku. V euklidovskej rovine je to sice pravda, ale v niektorych
modeloch usporiadanej roviny existuju uhly, ktoré vo svojom vnutri obsahuju celi
priamku, napriklad znovu v modeli z Prikladu 4.21.

Specilny pripad mnohouholnika, konkrétne trojuholnik, bude pre nés pri bu-
dovani dalSej tedrie velmi doélezity. Nastastie v tomto pripade je jednoduché de-
finovaf si vnttro a vonkajsok trojuholnika. Urobme si to preto pre trojuholnik
separatne, kedze Jordanovu vetu si tu nedokazujeme.

DEFINicIA 4.34. Nech A, B, C st nekolinedrne body. Potom tieto body urcuju
trojuholnik ABC', ozn. ANABC'. Jednotlivé tsecky su strany ANABC, body A, B,C
st jeho wvrcholy. Vrcholy a strany tvoria spolu hranicu AABC. Body, ktoré st

zaroven vnutornymi bodmi ABC', vnutornymi bodmi BC'A a vnutornymi bodmi

C’Ag, sa nazyvaju vniutorngmi bodmi alebo vnitrom ANABC, a body, ktoré nelezia
ani na hranici ani vnutri AABC, st vonkajsimi bodmi alebo vonkajskom NABC.

Cvicenia
Axiémy usporiadania

39. Pre Iubovolné dva rézne body A, B plati: 1@ U Ezl = j@ Dokazte.

40. Pomocou Paschovej axiémy sme ¢iastocne dokazali separacnu vlastnost
v rovine (U4S, Veta 4.8), ktora znela nasledovne:

Pre priamku p a body A, B, C neleziace na tejto priamke plati:

(i) Ak A a B lezia na tej istej strane od priamky p a B a C' leZia na tej istej
strane od priamky p, potom aj A a C lezia na tej istej strane od priamky
p.

(ii)) Ak A a B lezia na opa¢nych strandch od priamky p a B a C lezia na
opacnych straniach od priamky p, potom A a C' lezia na tej istej strane
od priamky p.
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(iii) Ak A a B lezia na opa¢nych stranach od priamky p a B a C lezia na tej
istej strane od priamky p, potom A a C lezia na opacnych stranach od
priamky p.

Doplnte dokaz tejto vety, cize:

(a) overte, Ze tvrdenie (iii) je dosledkom tvrdeni (i) a (ii);

(b) presvedcte sa, ze veta plati, ak A = B alebo A = C alebo B = C}

(c) vychadzajic z faktu, ze veta je dokazana pre pripad, ked A, B a C su
nekolinedrne, ukazte, ze tvrdenie (ii) plati, aj ked A, B a C su rozne
kolinearne body.

41. Na mnozine {0,1,2,3,4} s aritmetikou modulo 5 nech
a * b * c prave vtedy, ked b = G;—C.
Overte, ze takto definovand reldcia usporiadania spliia axiémy U1,U2,U3.
42. Nech Ax BxC a AxC x D, potom Ax Bx* D.
(Napoveda: uz sme ukézali (dokaz Vety 4.10 o usporiadani styroch bodov), ze za

danych predpokladov plati B*C'* D. Pre dokaz A« B D uvazujte priamku ﬁ )

43. (Paschova veta) Nech Ax BxC a BxC % D. Potom Ax BxD a AxC % D.
Dokéazte.

44. Ak A %« B x C, potom /@ = 1@ Dokéazte.

41) Dokoncite dokaz separacnej vlasnosti na priamke: ukazte, ze ak A * B * C|
tak BAN BC = B.

Mnozina bodov M sa nazyva konvexnou, ak pre kazdu dvojicu bodov A, B €
M plati, Ze celd tsecka AB lezi v mnozine M.
46. Ukazte, ze usecka je konvexna mnozina.

47. Videli sme, ze separacnd vlastnost na priamke (Veta 4.8) je dosledkom vety
o usporiadani styroch bodov (Veta 4.10):

sNech Ax BxC aAxC=x*xD.Potom BxCx*xD aj AxBxD.

Ukazte, ze aj naopak tato veta je dosledkom separacnej vlastnosti na priamke, teda
ide (za predpokladu I1,12,13, U1,U2,U3, bez pouzitia U4!) o ekvivalentné tvrdenia.

48. Nech A * B« C. Ukéirte, 7e BO C AB.
49. Nech Ax BxC a Bx C x D. Ukazte, ze BC C AD.

50. Ukazte, ze separacnd vlastnost v rovine (U4S) je ekvivalentnd Paschovej
axiéme. (Separacni vlastnost v rovine (U4S) sme si z axiém incidencie a uspo-
riadania ukézali. Treba este overit, ze za predpokladov 11-3, U1-3 z U4S vyplyva
U4P.)

51. Vynechajme z bodov algebraického modelu R? body na y-osi, a z priamok
vynechdme y-os. Ktoré z axiém usporiadania tato geometria splna?
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Afinna rovina nad polom
p

52. Ukéazte, ze komplexné ¢isla netvoria usporiadané pole. (Napoveda: ukézte,
ze v kazdom usporiadanom poli plati 0 < 1. Co viete povedat potom o ¢isle —17)

53. Overte, zZe relacia usporiadania bodov v dokaze Vety 4.26 spliia axiomy Ul
az U4.

(Ak pre stvrtd axiému usporiadania pouzijete formu U4S, pre overenie plat-
nosti tejto axiomy treba usudif, ze polroviny st popisané nerovnicami. K tomu
je nutné ukéazat, ze ak pre body A, B leziace v tej istej polrovine priamka A
pretina hranicu polroviny v bode X, tak bod X nelezi medzi bodmi A a B.)

54. Overte, zZe relacia usporiadania na prvkoch pola F' v dokaze Vety 4.27 je
ostrym linedarnym usporiadanim.

(Napoveda: pre dokaz trichotémie zrejme vyuzijete axiémy U1-U3, pre tranzi-
tivnost treba siahnut aj po Vete 4.10 (o usporiadani styroch bodov).)

55. Ukazte, ze pole F' s linedrnym usporiadanim < z cvic¢enia 54 tvori uspo-
riadané pole.

(Z definicie porovnania dvoch prvkov pola F' najprv lahko ukézete, ze je tato
relacia kompatibilnd so s¢itanim. Pre kompatibilitu s nasobenim, teda ze sucin
kladnych ¢isel je kladné ¢islo, popiste nasobenie geometricky: ab je na z-osi repre-
zentovany priesecnikom s priamkou cez (0, a) a rovnobeznou s priamkou cez (0, 1)
a (b,0)). Dalsia rovnobezka cez (0,0) na z-osi aj na y-osi oddeluje body s kladnou
od bodov so zapornou nenulovou sturadnicou.

ap.

Uhol

56. Nech D lezi vnutri ZABC'. Ukazte, ze vSetky body polpriamky 513 okrem
bodu B st vntutornymi bodmi ZABC.

57. Ukézte, ze vnutro uhla je konvexna mnozina.

* 58. Ukézte, Ze vnutro trojuholnika (podla Definicie 4.34) neobsahuje priamku.
Inak sformulované: ak D je vnutorny bod AABC, tak kazda priamka prechadza-
juca bodom D musi pretinat hranicu AABC.






KAPITOLA 5

Axiémy zhodnosti

Nedefinované pojmy:

e zhodnost tseciek: AB = C'D — tisecky AB a C'D st zhodné,
e zhodnost uhlov: ZABC = /DEF —uhly ZABC a ZDFEF st zhodné.

72:

73:
74:

75:

76:

Axiomy:

71:

Pre Tubovolné dva rozne body A, B a polpriamku vychadzajicu z bodu
A’ existuje na tejto polpriamke prave jeden bod B’ taky, ze A'B’ =
AB.

Ak AB= A'B"a AB = A”B”, potom A'B’ = A”B". Navyse, kazda
usecka je zhodna sama so sebou: AB = AB.

Ak AxBxC, A'xB'xC'", AB = A'B’ a BC’%_?C’, potom AC' = A'C".
Pre dany uhol AA<B_C’> , dant polpriamku B’A” a dand polriv;nu ohra-
nicenu priamkou A’B’ existuje prave jedna polpriamka B'C’ v danej
polrovine tak, ze ZA'B'C' = /ABC.

Ak /ABC = /A'B'C" a ZABC = /A"B"C", potom LA'B'C'
/A"B"C". Navyse, kazdy uhol je zhodny sam so sebou: ZABC
/ABC.

(prekvapenie! nie, nie je to analégia Z3 pre uhly!) Ak pre trojuholniky
ANABC a ANA'B'C’ plati, ze AB = A'B', BC =2 B'C" a /B = /B,
potom LA /A a LC= /(.

e 11

Na zakladnej ¢i strednej skole ste si zrejme zaviedli najprv mieru useciek (t. j.
meranie ich diiky) a potom pomocou tejto ste sa zoznamovali s relaciou zhodnosti
useciek. Je dolezité si tu vsimnit, ze zhodnost tseciek je axiémami zavedend bez
toho, Ze by sme vedeli merat dizku usetiek! Zhodnost je lubovoln4 reldcia, ktord
vyhovuje axiémam.

Ak napriklad v euklidovskej rovine najprv viete merat dlzky a potom definujete
zhodnost tseciek ako

AB = CD prave vtedy, ked |AB| = |CD|,

tak vlastne overujete, ¢i euklidovska rovina je modelom danych axiom.

To isté plati pre zhodnost uhlov a velkost uhlov.

47
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DOSLEDOK. Zhodnost useciek (uhlov) je reldciou ekvivalencie na mnoZine use-
ciek (uhlov).

Doékaz. Cvicenie. OJ

U Hilberta st Z1 a Z4 axiémami existencie. U Euklida to boli konstrukcie,
ktoré ukazuji, ze vieme preniest dlzku tsecky (1.2, presnejsie 1.3), resp. velkost
uhla (tiez niekde v prvej knihe). Axiémy 72, Z3 a 75 st tzv. vSeobecné pojmy
(axiémy) u Euklida. Miesto axiém Z1, Z4 ma Euklides (zrejme) treti postulét:
o konstruovatelnosti kruznice. My si kruznicu v nasej axiomatike mozeme uz za-
definovat.

5.1. Geometria trojuholnikov

Rychly dosledok axiomy Z6 je veta sus o zhodnosti trojuholnikov.

DEFINICIA 5.1. Hovorime, Ze trojuholniky AABC a AA'B'C" st zhodné, ozna-
¢ujeme ANABC = NA'B'C', ak AB= A'B’', BC = B'C', AC= A'C', LZA= LA,
/B2 /B a/C=/C".

VETA 5.2 (sus). (Zdiklady, 1.4) Ak pre trojuholniky AABC a ANA'B'C’ plati,
Ze AB=2A'B', BC = B'C' a /B = /B, potom su tieto trojuholniky zhodné.

PozNAMKA 5.3. Niekedy sa priamo sus zvykne uvadzat namiesto axiémy Z6.

Dokaz. Zo 76 mame, ze LA = LA a ZC = Z(C'. Treba este ukazat, ze AC = A'C'.

C C’
ol

OBR. 11

e Sporom, nech AC ¥ A'C".
(1) Nech C" € A'C” je taky bod, 7ze AC = A'C", teda C" # C".

e Uvazujme teraz trojuholniky AABC a ANA'B'C". V nich AB =2 A'B/,
AC =2 A'C" a /BAC =2 /B'A'C".

e Potom podla 76 je ZABC = LA'B'C",

e ¢o spolu s predpokladom ZABC = ZA'B'C" podla axiémy 75 déava

o JAB'C'= LA'B'C”.

—  ——

e 70 74 (jedinecnost) tak mdme B'C' = B'C".

e Potom ale polpriamky A’B’ a B'C" leziace na réznych priamkach maju
dva spolo¢né body: C' a C”, ¢o je spor s Tvrdenim 3.3.
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g

Axiéma Z6 dava do suvisu zhodnost tseciek a uhlov. Euklides sa snazil vetu
sus ukézat (tvrdenie 1.4 v Zdkladoch) bez axiémy Z6. No dokaz je problematicky,
pouziva tzv. princip superpozicie:

.. Vskutku, ak sa trojuholnik ABC' premiestni na trojuholnik A’ B’'C" tak, ze
bod A sa umiestni do bodu A’, a priamka /@ sa rovnd priamke A'B’, ...“

ktory podopiera svojou Stvrtou axiémou
,, Veci, ktoré sa stotoznuji, sa navzajom rovnaju.“

Nikde ale nie je zarucené, ze posivanim a otacanim sa dlzky a velkosti uhlov
nezmenial

Axiéma Z6 je naozaj nezavisla od ostatnych axiom:

PRIKLAD 5.4. Rovina R? s taxikdrskou metrikou pre meranie tseciek (Man-
hattanska metrika, L; metrika: pre A = (ay,as), B = (b1,b2) je |AB| = |a; — by| +
lag — bs|) a Standardnym meranim uhlov.

Uvazujme dva trojuholniky:

o AABC, kde A= (0,2), B= (0, ) = (2,0
o AA'B'C', kde A' = (2,0), B' = = (

A
Bl
B =/ C=A
OBR. 12

Plati, z7e AB = A'B', BC = B'C" a /B = /ZB’. AvSak trojuholniky nie st zhodné,
lebo AC 22 A'C".

PRIKLAD 5.5. Rovina R?, v ktorej zhodnost je definovand mierou tuseciek
a uhlov. Uhly sa meraju standardne, dlzky sa meraju takto:

(a1, a2), (b1, b2)| = /(b1 — a1)? + 4(by — a2)?.

Teda je to akoby meranie po naskalovani v smere y-osi na dvojnasobok. Znovu,
axioma Z6 neplati.

DOsLEDOK (Pappus). (Zdklady 1.5) Ak v AABC plati, Ze AB = AC, potom
/B = /C.
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Jeden dokaz sme si uviedli v Priklade 4.1 na zaciatku casti o axidmach uspo-
riadania. Ide o dokaz popularny na strednych skoléch, pre nas je vsak zatial prilis
sofistikovany: sice sme axiémami usporiadania vyriesili otazku, ze os uhla oproti
zékladni tato zakladnu naozaj pretne, stéle sme ale eSte neukazali, ze kazdy uhol
ma os.

Takze tu si uvedieme iny dokaz.
Dékaz. (Pappus) Z6 aplikované na trojuholniky ABAC a ACAB. O

TVRDENIE 5.6 (usu). Ak pre trojuholniky AABC a ANA'B'C’ plati, Ze AB =
AB, /A= /A a LB = £ZB', potom st tieto trojuholniky zhodné.

Dokaz. Postupuje sa podobne ako pri dokazovani sus. Ukazeme, ze AC = A'C".

e Nech C" € ATV je bod, pre ktory A'C" = AC.

e Potom podla sus st trojuholniky AABC a AA’B’'C" zhodné.
e Cize LA'B'C" = /ABC.

e Spolus ZABC = ZA'B'C’ tak mame, ze LA'B'C' = LA'B'C".

e Podobne ako v dokaze vety sus dostaneme, ze C' = C”.

DOSLEDOK. Ak v AABC plati, Ze /B = £C, potom AB = AC.

Dékaz. Veta usu aplikovana na trojuholniky ABAC a ACAB. ]

POZNAMKA 5.7. Priamo z axiém zhodnosti vyplyva, Ze rovnoramenny troj-
uholnik urcite existuje. Naproti tomu existencia rovnostranného trojuholnika este
nie je zarucena!

5.2. Aritmetika tsecdiek

TVRDENIE 5.8 (odéitovanie tseciek). Nech A« B x C, A« B« C'. Ak
AB= A'B" a AC = A'C', potom BC = B'C".

Ide o Euklidovu axiému ,;ak od rovnych od¢itame rovné, su aj celky rovné®.

Euklides tieto axiomy (vseobecné pojmy) formuloval prili§ vdgne na to, aby sa
dalo ukazovat, ze su zavislé.

Dokaz.

OBR. 13

e Sporom, predpokladajme, ze BC' 2 B'C".
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—

e Existuje bod X € B'C’ taky, ze B'X = BC (Z1); z predpokladu zrejme
X #C".

o Kedze AB = A'B’, dostavame AC = A'X (Z3).

o 7 AC = A'C' potom mame A'C' = A'X (Z2).

e Odtial X = " (Z1), spor.

i

Vedeli by sme porovnat tsecky, ktoré maju spolo¢ny jeden z koncovych bodov
a lezia na tej istej polpriamke so zaciatkom v spolo¢nom bode.

Teraz chceme porovnavanie a usporiadanie rozsirit tak, aby sme vedeli po-
rovnat Tubovolné dve tsecky. Pri porovnavani tseciek ich budeme prendsat na
spolo¢ni polpriamku a potrebujeme mat istotu, ze vysledok nebude zavisiet od
toho, na ktord polpriamku tsecky prenesieme. Nasledovné tvrdenie ndm to zarudi.

TVRDENIE 5.9 (porovnavanie useciek). Nech AC = A'C’. Potom pre kazdy
bod B taky, ze Ax BxC' a pre bod B' € A'C" taky, zZe AB = A'B’, plati A« B'xC".

Dokaz.

e Pre bod B’ € ﬁ (ktorého existencia a jednoznacnost je zarucend axio-
mou Z1) moézu nastat moznosti: A’ « B’ x C', B’ = C" alebo A"« C" x B'.

e Ak B' = (', potom AB= A'B'" =2 A'C' =2 AC, kde B a C su dva rozne
body na tej istej polpriamke, spor s axiémou Z1.

e Ostava vylucit moznost A’ « C" x B’ (vid obrézok). Ak by nastala, tak na
polpriamke opacnej k CT>4 zostrojme bod X taky, ze CX = C'B’.

e Podla Z3 potom AX = A'B’.

e Mame teda dva rozne body B a X na spoloc¢nej polpriamke, ze AB = AX,
spor s axiémou Z1.

e A'x B x (.

C' B

OBR. 14

U

DEFINiCIA 5.10. Hovorime, ze AB < C'D (pripadne, ze CD > AB), ak medzi
C a D existuje bod E taky, ze AB = CFE.

TVRDENIE 5.11 (usporiadanie useciek). Reldcia < pre dvojice useciek md
nasledovné vlastnosti:
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(i) Pre lubovolné dve tsecky AB,CD plati prave jedna z podmienok: AB <
CD, CD < AB, AB = CD (trichotémia).
(i) Ak AB < CD a CD < EF, potom AB < EF (tranzitivnost).

Teda < je usporiadanie.
Dékaz. (i)

e Nech X je bod na polpriamke @ taky, ze CX = AB.
e Mame moznosti: X = D, C x X x D alebo C' x D x X, ktoré su v poradi
ekvivalentné s AB = CD, AB<CD a(CD < AB.

(i)
/é/ C )‘( D F

A

OBR. 15

e Nech X je bod medzi C, D taky, ze AB = CX.

e Nech Y je bod medzi E, F taky, ze CD = EY.

e Nech nakoniec Z je bod na polpriamke ﬁ taky, ze BFZ = CX.

e Podla predchadzajiceho tvrdenia mame E % Z x Y, a preto E x Z x I
(Veta 4.10).

o Kedze tiez EZ = AB, tak AB < EF.

g

Zaver: usecky vieme porovnavat aj usporiadat bez toho, aby sme ich merali.
Tiez mame na tseckach jednoduchi aritmetiku: vieme ich sc¢itavat, odcitavat.

5.3. Geometria a aritmetika uhlov

DEFIN{cIA 5.12. Dva uhly, ktoré maju spolo¢ny vrchol, spolo¢né jedno rameno
a druhé ramend tvoria spolu priamku, sa nazyvaju susedné.

VETA 5.13. Ak su dva uhly zhodné, potom aj ich susedné uhly si zhodné.

Doéokaz.

e Nech ZABC = /A'B'C’, nech ZCBD resp. ZC'"B'D’ je susedny k ZABC
resp. ZA'B'C".

e Nech body A, A’, C, C’" na ramenéch tychto uhlov a D, D’ na ramendch ich
susednych uhlov st zvolené tak, ze AB = A'B', BC = B'C"a BD = B'D'.

e Potrebujeme ukéazat, ze Z/CBD = /C'B'D’.

e Trojuholniky AABC a AA’B'C’ st zhodné (sus),
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C c’

D D’
B A B’ A

OBR. 16

e ateda ACZAC, JAZ LA

e Plati tiez AD = A’'D’ (axiéma Z3),

e preto trojuholniky ADAC a AD'A'C" st zhodné (sus).
e Odtial CD =2 C'D" a /D = /D).

e ABDC = AB'D'C’ (sus),

e a preto ZOCBD = /C'B'D’.

i

, —
DEFINicIA 5.14. Nech polpriamky BA a B? neleﬁe na jednej priamke. Ho-

vorime, ze polpriamka ﬁ lezi medzi polpriamkami BA a BC', ak D je vnitorny
bod uhla ZABC.

TVRDENIE 5.15 (s¢itovanie uhlov). Majme uhly ZABC a LA'B'C'. Nech
ZLl;m;mmka Eﬁ lezi medzi polpriamkami BA a ﬁ, podobne nech polpriamka
B'D’" lezi medzi polpriamkami B'A" o B'C'. Ak ZABD = /A'B'D" a ZOCBD =
LC'"B'D', potom LABC = ZA'B'C".

Dokaz.

C C\

OBR. 17

e 7 vety o priecke uhla (Veta 4.30) mozeme predpokladat, ze A x D x C
(teda D sa da tak zvolit).

e 7 axiémy Z1 mdzeme predpokladat (mézeme A’ C" a D’ zvolit tak), ze
A'B'"= AB, B'C'" 2 BC a B'D' =< BD.

e Potom podla (sus) AABD = ANA'B'D' a ADBC = AD'B'C'. Preto
/ADB= /A'D'B', /BAD = /B'A'D" a Z/CDB = £C'D'B'.
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e Kedze ZADB a ZA'D'B’ su zhodné, st podla Vety 5.13 zhodné aj ich
susedné uhly. Susednym uhlom k ZADB je QDB. Susednym uhlom
k LA'D B’j} uhol, ktorého jedno rameno je D’'B’, druhé je polpriamka
opacna k D’ A’ a tento uhol je z tranzitivnosti zhodnosti zhodny s ZC'D'B’,
ktorého druhé rameno je v tej istej polrovine, kde ¢akame aj rameno su-
sedného uhla. N

e Podla Z4 tieto dve ramend (druhé rameno susedného uhla a D'C") sply-
vaju, teda ZC'D'B’ je naozaj susedny k ZA'D'B’.

e Preto A, D', C" st kolinearne a A" x D" x C".

e 7 axiomy Z3 potom AC = A'C’, ¢ize podla (sus) potom ABAC = B’ A'C’

e a odtial ZABC = LA'B'C".

g

Analogicky k pripadu tseciek sa formuluju tvrdenia o aritmetike a porovnavani

uhlov. Dékazy nasledovnych troch tvrdeni prenechavam ako cvicenie.
s . ? v, 1 ?

TVRDENIE 5.16 (od¢itovanie uhlov). Nech BD leZi medzi BA a BC' a nech
B'D" lezi medzi B'A" a B'C'. Ak ZABD = Z/A'B'D' a« ZABC = ZA'B'C’, potom
/DBC = /D'B'C’

TVRDENIE 5.17 (porovnavanie uhlov). Nech ZABC = ZA'B'C’'. Potom pre

oy 1 Py C o, . A=
kazdu ﬁ medzi BA a @ a pre B'D" v tej istej polrovine od A'B’ ako bod C’
taki, ze ZABD = /A'B'D', plati, Ze B'D’ lezi medzi B'A" a B'C".

DEFINicIA 5.18. Hovorime, ze ZABC < /ZDEF (pripadne, ze ZDEF >
/ABC), ak medzi ED a EF existuje EX taky, 7e ZABC = /DEX.

TVRDENIE 5.19 (usporiadanie uhlov). Reldcia < pre dvojice uhlov md na-
sledovné vlastnosti:

(i) trichotomia: pre lubovolné dva uhly ZABC, ZDEF plati prdve jedna z pod-
mienok: ZABC < /DEF, /DEF < Z/ABC, ZABC = /DFEF,

(ii) tranzitivnost: ak ZABC < ZDEF o ZDEF < ZGHI, potom LABC <
/ZGHI.

Teda < je usporiadanie.

5.4. Geometria trojuholnikov, pokracovanie

TVRDENIE 5.20 (sss). Ak pre trojuholniky ANABC a NA'B'C’ plati, Ze AB =
A'B', BC = B'C' a AC =2 A'C’, potom su tieto trojuholniky zhodné.

Dokaz. Radi by sme ukazali, ze niektora dvojica zodpovedajicich si uhlov je

zhodna.

e V polrovine opacnej k ABi% zostrojime polpriamku ]_?Xz tak, ze ZABX =
LAB'C.
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OBR. 18

e Na polpriamke BX néjdeme bod C” taky, 7e BC" = B'C'.
e Potom podla (sus) st trojuholniky A’B'C" a ABC"” zhodné.

Z uvedenej konstrukcie vyplyva, ze stac¢i ukazat (sss) pre trojuholniky v konfigu-
racii ako maju trojuholniky AABC a AABC".

e Kedze body C' a C” lezia na opacnych stranach od priamky Zg, usecka
C'C” ju pretina v bode D.

e Pripad D = A (obrazok 19 vlavo): v trojuholniku CC”B mame BC =
BC”, odtial ZBCC” = /BC"C (Pappus), a kedze A lezi medzi C' a C”,
st podla (sus) trojuholniky AABC a AABC" zhodné.

e Pripad D = B: tak isto.

e Pripad A % D x B (obrazok 19 vpravo):

— AACC"” je rovnoramenny, preto ZACC" = LAC"C (Pappus),
— ABCC" je rovnoramenny, preto ZBCC” = /BC"C' (Pappus),
- LACB = ZAC"B (s¢itavanie uhlov), teda AABC = AABC".
e Pripady A* B* D, D x A« B: analogicky (uhly sa budd odcitavat).

C O

C/I

OBR. 19

i

DEFINICIA 5.21. Vonkajsi uhol trojuholnika je uhol susedny s (vnitornym)
uhlom trojuholnika.
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VETA 5.22 (o vonkajSom uhle trojuholnika). Vonkajsi uhol v trojuholniku
je vacsi ako lubovolny zo zvysniych dvoch vnitorngch uhlov tohto trojuholnika.

Dokaz. V trojuholniku AABC uvazujme uhol susedny k ZABC": Nech X je bod,
ze Ax B x X. Potrebujeme vyltacit moznosti

(a) ZCBX = /C,
(b) ZCBX < £C,
(c) ZOBX = /A,
(d) ZCBX < /A

Pripad (a):

e sporom nech /OCBX = /C.

e Nech D € E)_(z tak, ze BD = AC.

e Potom ANACB = ADBC (sus),

e Cize /BCD = /ABC.

e Nech Y je bod, ze AxC %Y.

e Uhol ZBCY je susedny k LZACB, preto ZBCY = ZABC (Veta 5.13
o susednych uhloch).

e Cize uhly ZBCD a /BCY st zhodné, pricom body D a Y lezia na tej

istej strane od C'B (su oba na opac¢nej ako A), spor so Z4.

boooi T X
Z
OBR. 20. Dokaz vety o vonkajsom uhle trojuholnika, vlavo: pripad (a),
vpravo: pripad (b)
Pripad (b):

e sporom nech ZCBX < ZC.

e Potom existuje 67 medzi C@ a (74 tak, ze ZBCZ = /CBX (aritmetika
uhlov).

e Polpriamka C? pretina tsecku AB (veta o priecke uhla) v bode FE.
e Potom v AEBC je vonkajsi uhol pri vrchole B zhodny s vnutornym
uhlom pri vrchole C, ¢o vSak podla pripadu (a) nie je mozné.

Pripady (c,d) st analogické k (a,b). d
5.5. Pravy uhol

DEFINiciA 5.23. Uhol, ktory je zhodny so svojim susednym, sa nazyva pravy.
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VETA 5.24 (Euklidov postulat o pravych uhloch (!)). Vsetky pravé uhly
s navzajom zhodné.

Dokaz.

DI/ T D D/Il T DI

7N\

B A ¢ B A cr

OBR. 21

e Nech st nasledovné susedné uhly zhodné: /BAD = /CAD a /B'A'D’ =
ZC"A'D’, teda ide o pravé uhly.

e Potom z vlastnosti trichotomie plati prave jedna z moznosti ZBAD =
/LB'A'D" alebo Z/BAD < /B'A'D’ alebo ZBAD > /B'A’D’. Potrebu-
jeme vylucit druhu a tretiu moznost.

e Nech ZBAD > /B'A'D'. (Pripad ZBAD < /B’ A’'D’ sariesi analogicky.)

e Potom medzi ﬁ a 1@ existuje polpriamka W tak, ze /ZBAD" =
/B'A'D.

e 7 vety 5.13 o susednych uhloch potom tiez ZCAD" = ZC'A'D’. Kedze
LC'A'D je pravy, tak LZC'A'D' = /B'A'D’, a z tranzitivnosti zhodnosti
uhlov (Z5) £ZBAD" = ZCAD".

o Kedze ZBAD = /CAD, 7z tvrdenia o porovnavani uhlov (5.17) vy-
plyva, ze medzi E a 1@ existuje polpriamka AD" taka, ze ZCAD" =
/BAD".

e Toto spolu s ZBAD" = /CAD" dava LZCAD" =2 L/CAD", ¢o je spor

s axiémou Z4.

g

7 prave dokazanej vety vyplyva, ze az na zhodnosf existuje nanajvys jeden
pravy uhol. Jeho existenciu ale tato veta nezarucuje! T4 vyplynie az z tvrdenia
o existencii kolmice k priamke.

DEFINICIA 5.25. Priamky p a ¢ st navzdjom kolmé, ozn. p L. q, ak pNqg= B
a polpriamka na p so zaciatkom v B tvori s polpriamkou na ¢ so zac¢iatkom v B
pravy uhol.

VETA 5.26. Pre dant priamku p a dany bod A existuje prdave jedna priamka q
prechddzajiica bodom A a kolmd na priamku p.

Dokaz. Existencia: Nech A nelezi na priamke p.
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OBR. 22. Konstrukcia kolmice na priamku z bodu neleziaceho na tejto
priamke

e Nech B, C st body na priamke p.

e Na opacnej strane od priamky p ako je bod A existuje polpriamka 34,54z
tak, ze ZCBX = Z/CBA.

e Na polpriamke E)_(z existuje bod A’ taky, ze A’'B = AB.

e AA' pretina p v bode D.

e Ak D = B, tak AA’ 1 p (definicia kolmosti).

e Ak D # B, tak AABD = AA'BD (sus).

e Preto ZADB = /A'DB, ¢ize AA" 1 p.

Nech A lezi na priamke p.

OBR. 23. Konstrukcia kolmice na priamku z bodu tejto priamky

e Fxistuje bod mimo priamky p.
e Podla predchadzajicej konstrukcie zostrojime z neho kolmicu na p.
e Pomocou axiéomy Z4 ndjdeme kolmicu na p prechadzajucu A.

Jednoznacnost. V pripade, ze A lezi na priamke p, jednoznacnost vyplyva z Ve-
ty 5.24.

V pripade, Ze A nelezi na priamke p, ak by existovali dve rézne kolmice, mali
by sme trojuholnik s dvoma pravymi uhlami ¢o by bol spor s Vetou 5.22. U

PRIKLAD 5.27. Nie je uplne samozrejmé, Ze z daného bodu existuje jedina
kolmica na dant priamky. Pre pochopenie sa vrafme k modelu sféry so stotozne-
nymi protilahlymi bodmi, vid odsek 3.1.4 v casti o axiémach incidencie. V tejto
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geometrii vieme v niektorych pripadoch viest z jedného bodu viac kolmic na dant
priamku (tzv. pdl priamky).

Samozrejme sféra nie je modelom axiém zhodnosti.

5.6. Geometria na zakladnej a strednej skole

DEFINCIA 5.28. Nech A # B. Bod S € AB je stredom tsecky AB, ak AS &
BS.

TVRDENIE 5.29. KaZdd nenulovd usecka md prdve jeden stred, a ten je jej
vnutornym bodom.

Dokaz.

e Ak stred S existuje, tak A *.S % B: z definicie stredu nepripustame S = A
alebo S = B (inak by sme nemohli hovorit o zhodnosti tsecieck AS a BS).
Ak A x B x S, tak na polpriamke S—1>4 mame spor so Z1.

e Jednoznacnost: cvicenie.

e Existencia: cvicenie.

U

Pomocou axiém incidencie, usporiadania a zhodnosti a pomocou doteraz doka-
zanych tvrdeni sa uz pomerne pohodlne daji dokazat aj dalSie tvrdenia, z ktorych
mnohé (zrejme bez dokazu) poznate zo zakladnej a strednej skoly. St to tvrdenia
ako napriklad

e Kazdy uhol ma prave jednu os.
e V trojuholniku oproti vicsej strane lezi vacsi uhol.
e Trojuholnikova nerovnost.

Dokazy tychto tvrdeni ponechavame ako cvicenie.

5.7. Modely axiom incidencie, usporiadania a zhodnosti

Model axiéom incidencie, usporiadania a zhodnosti sa nazyva Hilbertova rovina.

PRIKLAD 5.30. V Priklade 5.27 sme si spomenuli sféru so stotoznenymi anti-
podalnymi bodmi. Tato geometria je modelom axiéom incidencie. Ide vlastne o pro-
jektivnu rovinu.

Ak tito rovinu uvazujeme nie nad redlnymi ale nad racionalnymi ¢islami, vieme
na nej zaviest aj reldciu usporiadania tak, aby splnala axiémy usporiadania (Pri-
klad 4.18).

Ked sa néasledne snazime zaviest reldcie zhodnosti uhlov prirodzene (konform-
ne), teda napriklad dve priamky (t. j. hlavné kruznice) budi navzdjom kolmé, ak
ich doty¢nice v spolocnom bode st na seba kolmé, zjavne by neslo o Hilbertovu
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rovinu. V Priklade 5.27 sme totiz videli, ze napriklad zo severné¢ho pdélu na rovnik
vieme potom viest viacero (dokonca nekonecne vela) kolmic.

PRIKLAD 5.31. Rovina Q? (afinnd rovina nad raciondlnymi ¢islami) je mode-
lom axiéom incidencie aj usporiadania, ¢ize je usporiadanou rovinou. Ak zhodnost
useciek a uhlov interpretujeme pomocou standardnej euklidovskej vzdialenosti bo-
dov a velkosti uhlov, tato rovina bohuzial nie je Hilbertovou rovinou. Nie je splnena
hned prva axiéma zhodnosti: ak

A=A =(0,0), B=(1,0), C=(1,1),
—
tak na polpriamke A’C' neexistuje bod B’ taky, ze A’B’ = AB. (Analogicky na
polpriamke 1@ neexistuje bod C’ taky, ze A’C' = AC'.)

Aby sa tato rovina stala Hilbertovou rovinou, obor pre sturadnice bodov musime
zvacsit z racionalnych napriklad na tzv. konstruovatelné cisla, t. j. vSetky realne
¢isla, ktoré vzniknu z racionalnych pomocou konecného pocétu scitani, odéitani,
nasobeni, deleni a druhych odmocnin, napriklad ¢islo

3V5 —\/§+ V29
1+v2-v3

-----

rovinami, napriklad ak uvazujeme vsetky redlne ¢isla v algebraickom uzavere ra-
cionalnych c¢isel, alebo cely obor realnych cisel.

Dalsie modely Hilbertovej roviny si uvedieme v ¢asti o axiéme rovnobeznosti,
budu totiz v tej oblasti relevantnejsie.

Cvicenia
Axiémy zhodnosti

59. Ukazte, ze zhodnost tse¢iek (uhlov) je relaciou ekvivalencie na mnozine
useciek (uhlov).

60. V rovine R? so $tandardnym meranim uhlov a taxikarskou metrikou pre
meranie iseCiek (Manhattanskd metrika, Ly metrika: pre A = (aq, az2), B = (b1, b2)
je |AB| = |ay — by| + |ag — by|) nech dve tsecky st zhodné, ak maji rovnaki dlzku,
podobne pre uhly.

(¢

Néjdite trojuholniky, pre ktoré nie je splnend axiéma Z6. (Staci ,stopovat
dokaz Vety 5.2 (sus) pre trojuholniky v Priklade 5.4: AABC a AA'B'C’, kde
A=(0,2), B=(0,0),C =(2,0), A =(2,0), B=(1,1) a C’" = (0,0).)
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Aritmetika uhlov

61. Dokazte tvrdenie o od¢itovani uhloy:
— R

Nech BD lezi medzi BA a BC a nech B'D' lei medzi B'A' a B'C'. Ak ZABD =
LA'B'D a ZABC = /A'B'C', potom /DBC = /D'B'C".

62. Dokazte tvrdenie o porovnavani uhlov: R
Nech ZABC = Z/A’B'C’. Potom pre kazdui ﬁ medzi BA a B? a pre B'D' v tej
istej polrovine od A’B’ ako bod C’ taku, ze ZABD = /A'B'D’, plati, ze B'D' lezi

——

medzi B’A" a B'C".

63. Dokazte tvrdenie o usporiadani uhlov:

Relacia < pre dvojice uhlov mé nasledovné vlastnosti:

(i) trichotémia: pre Tubovolné dva uhly ZABC,/ZDEF plati prave jedna
z podmienok: ZABC < /DEF, /DEF < Z/ABC, ZABC =2 /DEF,

(ii) tranzitivnost: ak ZABC < ZDEF a /DEF < ZGHI, potom LABC <
/GHI.

Teda < je usporiadanie.

Vety o zhodnosti trojuholnikov

64. Uz poznate vetu usu o zhodnosti trojuholnikov:
Ak pre trojuholniky AABC a AA'B'C’ plati, ze AB = A'B', /A= /A
a /B = /B’ potom su tieto trojuholniky zhodné.

Dosledne verifikujte dokaz tejto vety, teda v kazdom kroku oddvodite, preco je
tvrdenie v nom pravdivé (na zéklade ktorej axiomy? na zéklade ktorej uz dokézane;
vety?) pripadne preco sa objekt v tomto kroku urcite d skonstruovat:

ok
C C’

A B Al Bl

(1) Nech C” € AC" je bod, pre ktor§ A'C” = AC.

(2) Potom st trojuholniky AABC a AA’B'C” zhodné.

(3) Cize ZA'B'C" = L/ABC.

(4) Spolus ZABC = LA'B'C' tak mame, ze LZA'B'C' = LA'B'C".
(5) Preto W = W,

(6) a tak C" = C".
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(7) Ukézali sme, ze AC' = A'C’, a preto AABC = NA'B'C".
65. Dokazte vetu uus o zhodnosti trojuholnikov:
Ak pre trojuholniky AABC a NA'B'C’ plati, ze /A= /A", /B~ /B a BC =
B'C’, potom su tieto trojuholniky zhodné.

(Napoveda: postupuje sa podobﬁ> ako pri dokazoch sus a usu. V tomto pripade
v AABC uvazujte na polpriamke BA bod A”, pre ktory A”B = A'B’.)

Dalsie tvrdenia v planimetrii

Budeme dokazovat Standardné tvrdenia geometrie zédkladnej a strednej skoly
(zadania 66, 68, 69 a 70). V kazdom dokaze budeme podla potreby vyuzivat aj
predchédzajice (idedlne uz dokézané) tvrdenia.

.....

lahly uhol k mensej strane. Inak: ak v AABC plati AB > AC, potom ZC > /B.

(Napoveda: na strane AB najdite bod D tak, ze AD = AC a sktmajte
okrem ANABC aj rovnoramenny trojuholnik AADC'. Zrejme vyuzijete porovna-
vanie uhlov, Pappovu vetu a vetu o vonkajsom uhle trojuholnika.)

67. Dokoncite dokaz existencie jediného stredu tusecky. (Napoveda: pre jedno-
znacnost uvazujte usporiadanie AxSy*.Sy a S1*S5% B na priamke AB, vyargumen-
tujte, ze takto ste preverili vSetky pripady. Pre existenciu nech C' ¢ AB, nech D je
taky bod v polrovine opacnej k ZE@, 7e ZABD = /BAC a BD = AC. Uvazujte
priesenik C'D s AB a skumajte trojuholniky, ktoré Vam tymto vznikni.)

68. Ukézte, ze v trojuholniku je protilahld strana k vacsiemu uhlu vacsia ako
protilahla strana k mensiemu uhlu.

(Napoveda: ide o velmi jednoduchy désledok cvicenia 66.)

69. Dokéazte trojuholnikovii nerovnost. Presnejsie, ukazte, ze v Iubovolnom
trojuholniku AABC' je stcet stran (tsecick) AC a BC' vacsi ako strana (tisecka)
AB.

—
(Napoveda: na polpriamke opacnej k C'A zostrojite bod D tak, ze CD = BC.
Potom okrem AABC' aj skimajte aj rovnoramenny trojuholnik ABDC'. Zrejme
vyuzijete Pappovu vetu, porovnévanie uhlov, a tvrdenie z cvicenia 68.)

70. Dokazte vetu Ssu o zhodnosti trojuholnikov:
Ak pre trojuholniky ANABC a AA'B'C’ plati, ze AB =2 AB > AC = A'('
a /C = /(" potom st tieto trojuholniky zhodné.

(Mozny postup: sporom predpokladajte CB < C'B’, naneste na Cﬁ bod B”
tak, ze CB” =2 C'B’. Porovnajte AB s AB”. Vyuzijete pritom vlastnost trojuhol-

nikov, ze oproti vicsej strane sa nachadza vacsi uhol a naopak, pozri tloha 66
a 68.)

71. Demonstrujte, ze predpoklad v tvrdeni z tlohy 70, Ze uvazovany uhol musi
lezat oproti vacsej z uvazovanych stran, je podstatny. Presnejsie, ndjdite AABC
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a ANA'B'C" také, ze AB= A'B', AC =2 A'C', /C = /(' ale tieto dva trojuholniky
nie s zhodné.

72. Polpriamka @ medzi polpriamkami B—1>4 a B46>’ uhla ZABC je osou uhla
/ABC, ak ZABD = /DBC.

Ukazte, ze kazdy uhol mé prave jednu os.

(Treba ukézat jednoznacnost aj existenciu. Pri dékaze jednoznacnosti sa mo-
zete inspirovat v Hilbertovom dékaze stvrtého Euklidovho postulatu.)

73. Najdite chybu v dokaze nasledovného tvrdenia:
Turdenie: Pravy uhol je zhodny s tupym uhlom.

Doékaz: Nech AB je tisecka, nech body C' a D lezia v tej istej polrovine od j@
tak, ze AC = BD, ZABD je pravy a ZBAC je tupy (vid obrazok). Ukézeme, ze
tieto dva uhly st zhodné.

e Nech 0 je os tsecky AB a nech o, je os tsecky C'D.

e Priamky AB a Cﬁ urcite nie si rovnobezné,
e preto aj 01 a 0y su roznobezné; oznacme ich priesecnik N.
e Prieseénik NV sa uréite nachadza na tej istej strane od Cﬁ ako body A
a B,
e mame teda moznosti: IV lezi vnutri stvoruholnika ABDC', N lezi na uisecke
AB alebo N lezi zvonka stvoruholnika ABDC'  pod priamkou* j@ .
e Nech N lezi vnutri stvoruholnika ABDC'. Uvazujme trojuholniky AANC
a ABNC'. V nich
— AN = BN, lebo N € o4,
— CN =2 DN, lebo N € 09,
— AC = BD z konstrukcie bodov C' a D,
preto AANC = ABND.
e Odtial /ZNAC = Z/NBD.
e Dalej AABN je rovnoramenny, preto ZABN = /BAN.
e Sc¢itanim uhlov tak dostaneme /BAC = ZABD.
e V pripade, ked N € AB, postupujeme tak isto, v tomto pripade zhodnost
uhlov ZBAC a ZABD vyplynie hned zo zhodnosti AANC = ABND.
e Nakoniec v pripade, ked N lezi zvonka Stvoruholnika ABDC' postupujeme
tiez analogicky; zhodnost uhlov ZBAC a ZABD dostaneme odc¢itanim
uhlov /ZNAC' — Z/ZNAB a ZNBD — ZNBA.

C ;QDC \ :: DCWD
N | NS ]
A B A B A ~ B







KAPITOLA 6

Axioma rovnobeZnosti

6.1. Axioma rovnobezZnosti u Euklida a u Hilberta

VETA 6.1. (Euklides 1.27) Nech p a p' si dve priamky a nech t je priamka,
ktord ich obe pretina v bodoch B a B'. Nech Ax B xC leZia nap a A’ B'«C' na
p tak, Ze A a A’ leZia na tej istej strane od transverzdily t. Ak ZABB' = /C'B'B

(tzv. striedavé uhly ), potom p a p’' s rovnobezné.

Dokaz.

OBR. 24

Vyplyva z Vety 5.22. O

DOSLEDOK. Nech bod B neleZi na priamke p. Potom existuje priamka q takd,
Zeq> B aql p.

Dokaz. Spojime B s ITubovolnym bodom na priamke p, mame tak novi priamku

q B,

" A

oA

OBR. 25

t. Nasledne skonstruujeme priamku q tak, aby striedavé uhly pri priamkach p a ¢
s transverzalnou ¢ boli zhodné (Z4). RovnobeZnost p a q vyplyva z vety. O

Pri dokazovani dosledku je popularnym aj postup cez spustanie kolmice, vid
Priklad 1.3 v prvej kapitole (Legendre-ov pokus o dokaz piateho Euklidovho pos-
tulatu.)

65
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Existenciu rovnobezky sme ukazali z ostatnych axiom, teda postulovat staci
jednoznacnost.

R: (Playfairova axiéma) Pre kazdd priamku p a pre kazdy bod B
neleziaci na tejto priamke existuje iba jedna priamka g prechadzajtca
bodom B rovnobeznd s priamkou p (ozn. p || q).

PozNAMKA 6.2. Casto sa budeme odvoldvat v texte na pravy uhol a budeme
s nim porovnavat iné uhly. Aby formulacie boli ¢o najprehladnejsie, je uzitoéné
zaviest pre pravy uhol nejaké oznacenie.

KedZze este nemame zavedend mieru uhla, formélne najcistejSim rieSenim by
bolo siahnut po oznaceni, ktoré nebude mieru uhla evokovat, ako ju evokuje zna-
¢enie m/2 ¢i 90°. Na druhej strane zavddzat nové oznacenie pre objekt, ktory uz
oznacenie ma, dokonca nie jedno, prinasa zbyto¢nu formélnu zataz pri ¢itani textu.
Preto budeme pravy uhol oznacovat 90°, dva pravé uhly budeme oznacovat 180°.
Treba vsak mat na paméti, ze (zatial) ide iba o oznacenie, symbol, a nie o mieru

uhlal

Euklidov piaty postulat znel:

E5: A ked priamka pretinajica dve priamky tvori s nimi na jednej strane
vnutorné uhly mensie nez dva pravé, pretni sa tieto priamky neohranicene
predlzené na tej strane, kde sicet uhlov je mensi nez dva pravé.

TVRDENIE 6.3. R < E5 (za predpokladu platnosti ostatnijch aziom).

Dokaz. R = Eb:

OBR. 26

e Majme jﬁ a nech B a B_§>/ st polpriamky na tej istej strane od 1@
také, ze ZXAB + ZABY < 180° (predpoklad).

e Nech ZABZ je susedny k ZABY | teda ZABZ + ZABY = 180°.

e Potom /XAB < 180° — ZABY = /ABZ.

e Existuje jedina polpriamka A—>W na tej istej strane od 1@ ako B taka,
ze /BAW = /ABZ.

e Potom AW || BY (Veta 6.1).
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) <
e Kedze H # AW, tak H pretina ?}Y (R), oznacme priese¢énik C'. Po-
trebujeme este ukazat, ze C' lezi na tej strane od fﬁ ako body X a Y.
e Ak by C lezal na polpriamke opacnej k B, potom by v AABC bol
vonkajsi uhol pri A mensi ako vnutorny uhol pri B, ¢o je spor,
—
e preto C' = BHBY.

E5 = R (porovnajte s Legendrovym , dokazom* Euklidovho postuldtu):

Q
q -
\P X n
p .........
¢ Y
OBR. 27

e Nech bod @ nelezi na priamke p.

e Vedme bodom @ kolmicu ¢ na p, priesecnik nech je P,

e a potom tiez bodom () kolmicu ¢ na t.

e Potom p || ¢, inak by sme mali trojuholnik s dvoma pravymi uhlami, ¢o
je v spore s vetou o vonkajsom uhle trojuholnika.

e Nech n je Ilubovolna ind priamka cez @)

e a nech X je bod na priamke n leziaci na tej istej strane od ¢ ako P.

e Nech Y € p je na tej istej strane od ako X.

e Potom ZPQX < 90° a teda ZQPY + ZPQX < 180°,

e preto sa priamky p a ¢ pretni (E5).

6.2. Modely nespliajice axiému rovnobeZnosti

Axiéma rovnobeznosti (Playfairova) za casto formuluje: , ku kazdej priamke
existuje prave prave jedna rovnobezka prechadzajica danym bodom®. Majme na
paméti, ze v skutocnosi tato axiéma postuluje jedinecnost rovnobezky, kedze jej
existencia sa dd v Hilbertovej rovine dokézat (Veta 6.1). Negacia Playfairove;
axiomy, tzv. Lobacevského axioma, tak znie:

Pre nejaki priamku p a bod A na nej neleziaci existuji aspon dve priamky
prechadzajice bodom A a rovnobezné s priamkou p.

Ak namiesto Playfairovej vyslovime Lobacevského axiomu, dostavame takzva-
nu hyperbolickid alebo Lobacevského rovinu.

Model Hilbertovej roviny (teda model axiém incidencie, usporiadania a zhod-
nosti) je euklidovskd rovina t. j. afinnd rovina nad redlnymi ¢islami, pripadne
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afinnd rovina nad inym vhodnym polom, ako sme si ich uviedli v predchédzajtcej
casti.

Zaujimavejsimi v tejto chvili si ale modely, ktoré axiému rovnobeznosti ne-
spliiaji, ¢ize modely Lobacevského roviny, ktoré boli objavené v druhej polovici
19. storocia. Existencia tychto modelov definitivne ukazuje, ze axiéma rovnobez-
nosti je nezavisla od predchadzajucich axiém, cize jej platnost sa neda dokazat.

PRIKLAD 6.4. Beltramiho-Kleinov model hyperbolickej geometrie:

e bodmi st body otvoreného disku, t. j. vnitorné body kruhu,

e priamkami su tetivy,

e incidencia a usporiadanie st prirodzené, zhodnost useciek aj uhlov je
vhodne zadefinovana tak, ze aj axiémy zhodnosti st splnené.

Popisu relécie zhodnosti tseciek aj uhlov v tomto modeli sa nebudeme venovat, bol
by prilis komplikovany. No jednoducho sa da ilustrovat aspon kolmost priamok,
vid Obrazok 28.

OBR. 28. Beltramiho-Kleinov model hyperbolickej roviny nie je kon-
formny: na obrdzku s zndzornené viaceré kolmice k jednej priamke

PRIKLAD 6.5. Poincarého model hyperbolickej geometrie:

e bodmi st body otvoreného disku,

e priamkami st kruznicové obliky v disku kolmé na jeho hranicu.

e Incidencia a usporiadanie st prirodzené. Co sa tyka relacii zhodnosti, ide
o konformny model, t. j. uhly st zhodné, ak sa ndm v modeli javia zhodné.
Zhodnost tseciek je vhodne zadefinovana tak, aby axiémy zhodnosti boli
splnené.

Zhodnost tseciek v Poincarého modeli hyperbolickej roviny sa da ilustrovat po-
mocou jej pravidelnej teselacie, vid Obréazok 29.

PozNAMKA 6.6. M. C. Escher (holandsky umelec) po diskusidch s H. S. M.
Coxeterom vytvoril sériu obrazov ,Circle Limit“ umelecky ilustrujicich teselé-
strannd: nielen zZe Escher umelecky stvarnil napriklad hyperbolickt rovinu, o kto-
rej sa dozvedel od Coxetera, ale aj naopak umelec matematika inspiroval k studiu
a naslednému lepSiemu pochopeniu ekvidistant v hyperbolickej geometrii.
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OBR. 29. Pravidelna teselacia Poincarého modelu hyperbolickej roviny
rovnostrannymi trojuholnikmi, ktorych vnitorné uhly st rovné polovici
pravého uhla. V kazdom vrchole teselacie sa tak stretdva osem rovno-
strannych trojuholnikov. Vsetky tieto trojuholniky si navzajom zhodné.

PRIKLAD 6.7. Pseudosféra, t. j. reguldrna plocha s konStantnou zapornou
Gaussovou krivostou, je tiez modelom hyperbolickej geometrie. Hilbert v r. 1901
ukdzal, Ze pseudosféra sa ned4 izomorfne vnorit do R?. MéZeme si ju v trojrozmer-
nom priestore vizualizovat iba lokalne, napriklad ako ako tractroidu, ¢o je plocha,

ktora vznikne rotaciou tractrix okolo asymptoty.

OBR. 30. Tractrix, ktorej asymptotou je x-ova os.

Vsetky uvedené modely st v skutocnosti navzajom izomorfné. Popisuju tak tu
isti hyperbolicki geometriu.

6.3. RovnobezZnost a stcet uhlov v trojuholniku
VETA 6.8. Ak plati azioma o rovnobeznosti, potom sucet vnitornych uhlov
trojuholnika je rovny dvom pravym uhlom.

Dokaz. Cvicenie. OJ
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VETA 6.9. Ak je v kaZdom trojuholniku sucet vnitornych uhlov rovny dvom
pravym uhlom, potom plati axioma o rovnobezZnosti R.

Dokaz.
A
R q
n
0 P
B Cl CQ c.. Cn
OBR. 31

e Majme priamku p a bod A na nej neleziaci.

e Pomocou kolmic zostrojime cez bod A rovnobezku ¢ ku priamke p.

e Nech n je ina priamka prechddzajica bodom A. Uvazujme na nej pol-
priamku zac¢inajicu v bode A a leziacu na tej istej strane od ¢ ako priamka
p. Ukazeme, ze tato polpriamka pretne priamku p, a preto n urcite nie je
rovnobezna s p.

e Na p zostrojime bod () tak, ze bude lezat na ten istej strane od @

(B € p, jﬁ 1 p) ako uvazovand polpriamka na n, a nech BC; = AB.

e Potom AABCY je rovnoramenny a ZBAC; = BC1A.

e Kedze ZABC' je pravy a sucet uhlov v tomto trojuholniku je podla pred-
pokladu 180°, plati, ze ZBC1 A = 5 90°.

e V druhom kroku zostrojime bod Cs tak, ze B x Cy x Cy a C1Cy = ACY.

e Potom AAC,C5 je tiez rovnoramenny a ZC1ACy = ZC1C5A.

e Takto pokracujeme v konstrukcii rovnoramennych trojuholnikov a dosta-
vame tym tiez postupnost pravouhlych trojuholnikov AABC;, v ktorych
ZBC;A je zlomkom pravého uhla konvergujicim k nule (ako cvicenie si
detailne vypracujte dokaz tohto tvrdenia indukciou).

e Po dostatocnom pocte krokov tak zostrojime ANABC, taky, ze Z/BAC,

.....

e Polpriamka na n tak lezi medzi AB a AC,,,
e preto podla vety o priecke uhla pretne priecku BC,,.

g

Este sa na chvilku pristavime pri Hilbertovej rovine a zamyslime sa, ¢o by sme
vedeli povedat o sicte uhlov v trojuholniku, pokial axiému rovnobeznosti do hry
nepriberieme.

7 vety o vonkajSom uhle trojuholnika rychlo usidime, ze trojuholnik neméze
mat dva prilis velké uhly, napriklad trojuholnik s dvoma pravymi uhlami je s touto
vetou v spore, ako sme uz videli. Avsak mohol by existovat trojuholnik s troma
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uhlami, ktoré su vsetky rovné trom S$tvrtindm pravého uhla (vdaka bisekcii uhla
vieme také uhly zostrojit)?

Nasledovna konstrukcia nam dava na tito otazku odpoved.

VETA 6.10 (Saccheri-Legendre). V Hilbertovej rovine (t. j. rovine spliiajice;
aziomy incidencie, usporiadania a zhodnosti) majme ANABC. Potom ezistuje aj
NA'B'C’, pre ktory

o LA+ /B + /0" =ZLA+ /B + ZC,

e niektory z vnitornych uhlov AA'B'C" je mensi, nanajvys rovnyj %ZA.

Dokaz.

A B

OBR. 32. Stcet uhlov v AADC je rovnaky ako sicet uhlov v AABC.

e Nech C'—)(2 je polpriamka v opacnej polrovine od % ako A, pre ktoru
/BCX = LCBA.

e Nech D € C’4X> tak, ze CD = AB.
e Bod D je vnitornym bodom ZBAC' (prec¢o? premyslite si!) a tiez lez{ na

opacnej strane od % ako bod A,
e a preto existuje K = AD N BC.
e Sledujme ANABE a ADCE:

— v nich ZABE = /DCE (z konstrukcie ZBCD),

— CD = AB (z konstrukcie bodu D)

—a LAEB = /ZDEC (ide o tzv. wvrcholové uhly, a tieto si podla
Vety 5.13 zhodné, kedze st oba susednymi uhlami k spoloénému uhlu,
napr. k ZAEC).

— Preto AABE = ADCE,

— Cize LZEDC = /EAB.

e Overime, ze hladanym trojuholnikom je AADC"

— kedze /ZDAC+/ADC = ZBAC, mame, ze Z/DAC < %ZBAC’ alebo
ZADC < 1/BAC,

— stcet vnatornych uhlov AADC' je

LCAD + LZADC + ZDCA =
LCOAD 4+ ZDAB+ ZDCB + ZBCA =
LCAB+ LZABC + £ZBCA.
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DOSLEDOK. V Hilbertovej rovine stcet vniitorngjch uhlov v trojuholniku nepre-
vysuje dva pravé uhly.

Dokaz. Sporom predpokladajme, Ze existuje AABC taky, ze
JA+ /B4 /C =180° + ¢,

kde € je nejaky uhol. Konstrukciou z predchadzajicej vety zostrojime A A, B1Ch,
pre ktory

[ ] ZAl + ZBl + 401 = 180° + €,

Tuto konstrukciu opakujeme: v kazdom kroku zostrojime A A; B;C;, v ktorom stcet
vnutornych uhlov je stale ten isty ako v povodnom trojuholniku a ZA; < %AAZ-,l.
Takto po konecnom pocte krokov zostrojime AA, B, C,, pre ktory

o LA, + 4B, + ZC,, = 180° + ¢,
e LA, <e.

Odtial ale dostavame, ze
/0, > 180° — /B,.

To ale znamend, ze v A A, B,,C,, je vonkajsi uhol pri vrchole B,, mensi ako vnutorny
uhol pri vrchole C,,, pripadne s nim zhodny, ¢o je v spore s vetou o vonkajsom
uhle trojuholnika. O

Ukéazali sme si, ze v Hilbertovej rovine je axiéma rovnobeznosti ekvivalentna
vete, Ze sucet uhlov v kazdom trojuholniku je 180°. Tvrdenie o stic¢te uhlov v troj-
uholniku zdaleka nie je jedinym s touto vlastnostou. V Hilbertovej rovine by sme
mohli postulovat ktorékolvek z nasledovnych tvrdeni a dostali by sme tu ista
geometriu ako s axiémou rovnobeznosti:

e Existuje trojuholnik taky, ze sticet jeho vnutornych uhlov je 180°.

e Existuje trojuholnik s Iubovolne velkym obsahom.

e Tri navzajom rozne body lezia na spolo¢nej priamke alebo na spoloc¢nej
kruznici.

e Existuji dva podobné trojuholniky (t. j. trojuholniky so zhodnymi zod-
povedajicimi si uhlami), ktoré nie si zhodné.

e Ekvidistantou k priamke je priamka (presnejsie dvojica priamok).

e Pytagorova veta.

a mnoho dalsich.
Cvicenia

74. Ukéazte, ze ak v Hilbertovej rovine (t. j. v rovine, kde platia axiémy in-
cidencie, usporiadania a zhodnosti) plati axidoma rovnobeZnosti, potom je sicet
vnutornych uhlov trojuholnika rovny dvom pravym uhlom. (Dékaz mozno nie-
ktori poznéte zo strednej skoly, pripadne sa inspirujte: Euklides 1.32.)
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75. Vypracujte dosledne indukciu v dokaze vety: ,, Ak je v Hilbertovej rovine
stucet uhlov v kazdom trojuholniku rovny dvom pravym, potom v tejto rovine plati
axiéma rovnobeznosti.* (Veta 6.9).

V dékaze sa medzi rovnobezkami p, g (¢ zostrojend cez bod A pomocou kol-
mic) konstruuje postupnost rovnoramennych trojuholnikov AAC;C;, 1 so zadklad-
fiou AC;, . Overte, Ze vnitorny uhol v AAC;Ci 4 pri zdkladni je (1/277!)-nasobok
pravého uhla.

Vsetky nasledujuce ,,dokazy* vychadzaju iba z axiém incidencie, usporiadania
a zhodnosti a snazia sa ukazat, ze jedine¢nost rovnobezky netreba postulovat, ale
ze sa da dokazaf.

76. Najdite chybu v dokaze nasledovného tvrdenia:

Turdenie: Pre dani priamku a dany bod neleziaci na tejto priamke existuje
jedina priamka prechadzajica tymto bodom a rovnobezna s danou priamkou.

Dokaz: Dana je priamka p a bod A na nej neleziaci. Z bodu A spustime na

A

-7 q
k\
B p

priamku p kolmicu k. Potom bodom A vedieme kolmicu na priamku &, oznac¢ime ju
q. Vieme (dosledok Vety 6.1), Ze ¢ a p st rovnobezné. Tiez uz vieme (Veta 5.26),
7e kolmica k spustend z bodu A na priamku p je jedind, a tiez kolmica g ku k
vedena bodom A je jedind, preto je rovnobezka ¢ ku priamke p vedena bodom A
jedina.

77. Najdite chybu v dokaze nasledovného tvrdenia:

Tvrdenie: Sucet uhlov v trojuholniku je rovny dvom pravym uhlom (t. j. 180°)
(bez pouzitia axiémy rovnobeznosti).

Doékaz: Uvazujme oznacenie ako na obrazku: trojuholnik ABC' je tiseckou C'D
(D je vnutorny bod strany AB) rozdeleny na AADC a ADBC. Nech x oznacuje

c
Y2 b\

@ 02 |01 g
A D B

zatial neznamy sucet uhlov v trojuholniku. Teda mame:
a+o+v =
n+b+m = =
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Scitanim tychto dvoch rovnosti dostavame
a+6+6+B+m+ = 2
Na druhej strane v AABC mame
atfBt+mn+rn = =z

Navyse uhly 0, a dy st susedné, teda

01 + 93 = 180°.
Odtial dostavame, ze

x + 180° = 2x.
a preto x = 180° je hladany sucet uhlov v trojuholniku.

78. Najdite chybu v dokaze nasledovného tvrdenia:

Turdenie: Existuje trojuholnik, v ktorom stucet jeho uhlov je rovny dvom pra-
vym uhlom (t. j. 180°) (bez pouzitia axiémy rovnobeznosti).

Dokaz: Aj bez axiémy rovnobeznosti vieme, ze stucet vniatornych uhlov v troj-

.....

Uvazujme trojuholnik, ozna¢me ho AABC, ktory ma najvacsi mozny stucet uhlov;
ak je takych trojuholnikov viac, vezmime lubovolny z nich. Ozna¢me tento stucet
x.

Tak ako v predchadzajicom priklade rozdelime AABC bodom D na strane AB
na dva trojuholniky. Pre sic¢ty vnutornych uhlov v tychto mensich trojuholnikov
plati (vid obrazok v predchadzajicom priklade)

a+d+v <
on+B+m <

Odtial

at+dt+o+f+mn+r < 2
Kedze

atftntrn = 2
0 +0y = 180°,
dostavame tak
x > 180°,

a kedze uz vieme, ze x < 180°, tak sme ukazali x = 180°.

79. Néjdite slabé miesto v Legendrovom ,,dokaze” tvrdenia, ze kazdym bodom
neleziacim na danej priamke prechadza jedina rovnobezka s danou priamkou. Cize
kazdy krok dokazu sa pokuste odévodnit nejakou axiémou alebo uz dokazanou
vetou a zistite, ktory krok sa zdovodit neda:

(1) Dana je priamka p a bod A na nej neleziaci.
(2) Vedme bodom A kolmicu na priamku p, pretne ju v bode B.
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A
™
X' X I
Y’ /]

p

B

(3) Nech ¢ je priamka prechadzajica bodom A a kolmé na priamku /@ .

(4) Potom ¢ || p.

(5) Nech r je ind priamka prechadzajuca bodom A, r # ¢. Ukdzeme, Ze
priamka r pretina priamku p.

Nech AX je polpriamka na r leziaca na tej istej strane od ¢ ako bod B.

Nech X’ je bod na opacnej strane 1@ ako X taky, ze /ZBAX' =2 /BAX.
Potom B lezi vo vnitri uhla X AX".
Kedze p prechddza bodom B, pretina aspon jedno z ramien tohto uhla.

Nech teda p nepretina R a pretina ﬁ v bode Y.
Nech Y je bod na B taky, ze AY = AY".

Potom ABAY = ABAY”’ (sus),

teda uhol ABY je pravy,

)
)
)
)
0) Ak p pretina B, tak p pretina r, a teda r |J p, hotovo.
)
)
)
)
) ¢ize Y je priesecnik priamok r a p.






KAPITOLA 7
Axiomy spojitosti

7.1. Principy spojitosti a Hilbertove axiémy spojitosti

PRIKLAD 7.1. Euklides I.1: Pre dantd tdsecku existuje rovnostranny trojuhol-
nik taky, Ze tato usecka je jednou z jeho stran. Problém: nie je vObec zarucené,
ze konstruované kruznice sa pretni. Presnejsie, nevieme naisto, ¢i spolo¢ny bod
tychto kruznic je bodom roviny (situdcia podobna Prikladu 4.20).

DEFINICIA 7.2.

e Nech je dany bod S a usecka AB. Kruznica so stredom S je mnozina
bodov X takych, ze SX = AB.

e Polomer kruznice je tusecka spajajuca stred s niektorym bodom kruznice.

o Tetiva je akdkolvek tisecka spajajuca dva rozne body na kruznici.

e Priemer je tetiva kruznice obsahujtca jej stred.

e Nech X je bod na kruznici so stredom S. Bod Y je wonkajsim bodom
kruznice, ak SY > SX, a je vnutornym bodom kruznice, ak SY < SX.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 1. Ak kruZnica k; mé bod leZiaci vnutri kruz-

nice k9 aj bod leziaci zvonka kruznice ko, potom sa kruznice k; a ko pretinaju
v dvoch bodoch.

Prvy princip zarucuje existenciu rovnostranného trojuholnika.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 2. Ak priamka obsahuje vnitorny bod kruz-
nice, potom tato priamka pretina kruznicu v dvoch bodoch.

Druhy princip vyuzival Euklides pri konstrukcii kolmice k danej priamke z da-
ného bodu mimo nej (Euklides 1.12). Je to konstrukcia, ktori pravdepodobne
poznate zo zakladnej alebo strednej skoly. Tato konstrukcia vsak v Hilbertovej
rovine s axiémou rovnobeznosti nie je opodstatnena.

Je pravda, ze my sme zvladli zostrojit kolmicu uz vrameci axiém zhodnosti, bez
principu spojitosti kruznice, no postupovali sme inak, nie klasickou Euklidovou
konstrukciou.

PRINCIP SPOJITOSTI KRUZNICE 3. Ak jeden z koncovych bodov tisecky je vni-
tornym a druhy vonkajsim bodom kruznice, potom tato tisecka kruznicu pretina.

Principy spojitosti kruznice nie st navzajom nezavislé, napriklad druhy je po-
merne jednoduchym désledkom tretieho (vid cvicenie 81). Tiez sa da ukazat, ze
druhy aj treti princip spojitosti kruznice st dosledkom prvého.

7
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Tieto principy by sme mohli pridat ako nové axiémy. Pomerne ¢asto sa to tak
aj robi, pretoZe tieto principy su jednak stéle naozaj geometrické (¢o nie je pravda
pre Hilbertove axiémy spojitosti, ako ¢oskoro uvidime) a tiez st postacujiice pre
vsetky euklidovské konstrukcie.

Hilbert vsak svoj axiomaticky systém budoval tak, aby bol kategorickym, teda

aby po splneni vSetkych axiém existoval az na izomorfizmus jediny model. Preto
pre spojitost postuloval toto:

Axiémy:
S1: (Archimedova axiéma) Nech Agx Ay x B. Pre i > 2 nech A; je také,
ze Agx A;_1x Ay a A1 A; = AgA,. Potom pre nejaké n € N plati, ze
Agx Bx A,,.
S2: (Axiéma udplnosti) K bodom a priamkam v rovine uz nie je mozné
pridat daliie tak, aby vyslednd geometria stéle spliiala vietky doteraz
uvedené axiomy.

Axiéma tplnosti je akousi ,, metaaxiémou”, je to tvrdenie o vlastnosti axioma-
tického systému.

7.1.1. K Archimedovej axiéme. Archimedovu axiému mézeme nazvat skor
,axiémou meratelnosti“ nez spojitosti. Umoziiuje zaviest pojem dizky tsecky:
kazd tsecku vieme (aspon priblizne) primerat k jednotkovej tsecke (ApA; v axié-
me).

S Archimedovou axiémou ste sa zrejme stretli aj mimo geometrie, zrejme v ma-
tematickej analyze. Tam zvykne byt formulovand nasledovne:

Yu,v >0 dn € N: nv > u.

Platnost Archimedovej axiomy nie je takd samozrejma ako sa nam moze na
prvy pohlad zdaf, napr. v Kleinovom alebo Poincarého modeli hyperbolickej geo-
metrie treba jej platnost naozaj overit.

POzZNAMKA 7.3. Aj sldvny Zenénov paradox o pretekoch Achilla s korytnac-
kou mézeme vnimat cez prizmu Archimedovej axiémy. Formulacia paradoxu nas
obmedzuje na tu cast trate, kde Achilles korytnacku este nedostihol. Posluchacovi
sa podsuva, ze naskok korytnacky na zaciatku pretekov je rovnocenny s hocikto-
rym usekom drahy medzi Achillom a korytnackou pocas pretekov. Ak podlahneme
a takto si vlastne interpretujeme zhodnost tsekov, cela trat az do ciela Archime-
dovu axiému nespliia — mame tak nearchimedovskd geometriu.
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7.2. Dedekindova axiéma

W. R. Dedekind, 1871:

Nech vsetky body na priamke pozostavaju z dvoch neprazdnych disjunkt-
nych mnozin tak, ze ziaden bod z jednej mnoziny nelezi medzi dvoma
bodmi z druhej mnoziny. Potom existuje na tejto priamke prave jeden
bod B taky, ze jedna z danych mnozin je polpriamka so zac¢iatkom v bode
B a druha mnozina je jej doplnkom.

Dvojica mnozin s vlastnostami popisanymi v Dedekindovej axiéome je zndma
ako Dedekindov rez.

Pozor na rozdiel medzi Dedekindovou axiémou a separac¢nou vlastnostou na
priamke (U*)! Ide tam o opa¢né konstrukcie: v U* si najprv na priamke zvolime
bod a az nésledne pomocou neho skonstruujeme Dedekindov rez tejto priamky,
kym v Dedekindovej axiéme sa naproti tomu tvrdi, ze kazdy Dedekindov rez zod-
poveda nejakému existujicemu bodu uvazovanej priamky:.

PRIKLAD 7.4. Priamka nad raciondlnymi ¢islami (inak: mnozina raciondlnych
¢isel) Dedekindovu axiému nesplia: nech

Y1 = {aeQ|a<V2},

Y, = {a€Qla>V2}
Potom mnoziny ¥; a Y5 tvoria Dedekindov rez priamky racionalnych ¢isel: su jej
netrivialnym rozkladom a ziaden bod jednej mnoziny nelezi medzi dvoma bodmi
druhej mnoziny. AvSak ani ; ani Y5 nie je polpriamkou, obom totiz chyba zacia-
tocny bod. Ide o Dedekindov rez, ktory ziadnemu bodu priamky priradif nevieme.

Dedekindove rezy sa v matematike tradi¢ne pouzivaji na konstrukcia redlnych
¢isel z racionalnych tak, ze za redlne cisla de facto prehlasime mnozinu Dedekin-
dovych rezov: kazdy rez reprezentuje jedno redlne ¢islo.

7 analyzy mozno poznate tzv. Dedekindov princip alebo tiez Bolzanov princip,
ktory sa zvykne formulovat ako existencia supréma:

Ak je neprazdna mnozina zhora ohrani¢end, potom méa minimalne horné
ohranicenie.

(t. j. kazda zhora ohrani¢end mnozina mé suprémum.)

TVRDENIE 7.5. Bolzanov princip je ekvivalentny Dedekindovej axiome.

Doékaz. Overime najprv, ze Bolzanov princip je désledkom Dedekindovej axiomy.

e Nech plati Dedekindova axioma.

e Nech M je zhora ohrani¢end neprazdna mnozina.

e Nech ¥; je mnozina vsSetkych hornych ohrani¢eni mnoziny M. Potom
z predpokladu ohranic¢enosti M je ¥; neprazdna.



80 7. AXIOMY SPOJITOSTI

e Nech ¥ je doplnok mnoziny ;. Mnozina Y je neprazdna, kedze M je
neprazdna: v ¥s budi uréite ¢isla mensie ako niektoré cislo z M.

e Pre lubovolné dy, dy € ¥; plati, Ze ak d; < d < ds (t. j. d je medzi d; a ds),
tak aj d € ¥y (premyslite si to!). Analogicky pre dy,dy € 3y (premyslite
si tol).

e Cize ¥y a ¥y tvoria Dedekindov rez.

e Bod B na ciselnej osi, ktorého existencia vyplyva z Dedekindovej axiomy,
je urcite tiez hornym ohrani¢enim mnoziny M (sporom lahko vyargumen-
tujete, preco).

e Preto bod B je suprémom mnoziny M.

Podobne ukazeme, ze z Bolzanovho principu vyplyva na ciselnej osi Dedekindova
axioma:

e Nech plati Bolzanov princip.

e Nech Xy, ¥y je Dedekindov rez ciselnej osi a nech pre a € X a b € X,
plati a < b.

(1) Potom pre vsetky ¢ € ¥; a vSetky d € ¥y plati ¢ < d (premyslite si to

ako cvicenie).

e Nepriazdna mnozina Y je tak zhora ohranicend (lebo X5 je neprazdna),
ma preto podla Bolzanovho principu suprémum s.

e Ak s € ¥, potom > je polpriamkou so zaciatocnym bodom s, v opa¢nom
pripade je X5 polpriamkou so zaciatocnym bodom s.

g

Okrem Bolzanovho principu existuju aj iné charakteristiky spojitosti redlnych
c¢isel. Napriklad sa pouziva aj tzv. Cantorov vyrok o neprazdnosti prieniku po-
stupnosti do seba zapadajicich uzavretych intervalov, ktory tiez zrejme poznate
z matematickej analyzy. Presnejsie:

Majme na priamke p postupnost tseciek: A1 By, A3Bs, ... taku, ze
VneN: A, 1B,1 C A,B,.

Potom existuje C' € p, ze C € A, B,, pre vSetky n € N.
Podobne ako v pripade Bolzanovho principu, aj tu sa da ukazat, ze Cantorov
vyrok je ekvivalentny Dedekindovej axiéme.

7.3. Zavislosti medzi r6znymi axiémami spojitosti
PRIKLAD 7.6. Dedekindova axiéma neplati napr. v Q2. Na druhej strane Ar-

chimedova axiéma v Q2 plati.

VETA 7.7. Archimedova axioma je dosledkom Dedekindovej axiomy.



Dokaz.
(1)
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Nech neplati Archimedova axiéma.

e Na priamke p majme bod;l Ag, Ay (Ag # Ay). Usecku AgA; budeme na-

(2)

(3)

nasat na polpriamku AyA; podla Archimedovej axioémy.
Nech ¥; pozostava z bodov polpriamky opacnej k AgA; a zo vsSetkych

,,dosiahnutelnych” bodov na M , t. j. z takych bodov B, ze Agx Bx A,
pre nejaké n. Zrejme je Y; neprazdna mnozina.

Nech 35 je doplnkom >; na p. Teda X5 obsahuje vsetky ,, nedosiahnutelné“
body. Z predpokladu (1) je ¥y neprazdna. Overime, Ze ¥; a Y tvoria
Dedekindov rez.

Uz vieme ((2) a (3)), ze X1 a Xy predstavuji netrividlny rozklad celej
priamky:.

Nech B, C € ¥, potom aj bod D medzi B a C je ,,dosiahnutelny*, a teda
patri ¥1. (Overit treba pripady, ked B aj C' lezia na polpriamke opacnej
k m, ked B,C € m su oba ,,dosiahnutelné* a ked jeden z bodov

je na ApA; ,dosiahnutelny”“ a druhy na opacnej polpriamke. Vyrazne sa
vyuziva Veta o styroch bodoch, pripadne separacna vlastnost na priamke.
Tato cast dokazu pripomina dokazovanie v usporiadanej rovine.)
Podobne ak B a C' st ,nedosiahnutelné*, aj kazdy bod medzi nimi je
,nedosiahnutelny“ (znovu s vyuzitim Vety o Styroch bodoch).

Y1 a Xg tak tvoria Dedekindov rez priamky, existuje preto bod S, ktory
tieto rezy oddeluje.

Ak S € ¥, teda S je ,dosiahnutelny“, potom Ay x S % A,, pre nejaké
m € N. Potom st ale vSetky body medzi S a A,, zaroven ,, dosiahnutelné*
aj nedosiahnutelné, ¢o je spor.

2 2o
Ay A - A, S A,

OBR. 33

) —
Nech S € ¥, teda S je ,nedosiahnutelny“. Nech B € SA, je taky, ze

BS < ApA; a nech C' € BS je taky, 7e BC 2 AgA;, potom B # S % C.
V tomto pripade vsSetky body medzi S a C' st zaroven ,,dosiahnutelné* aj
nedosiahnutelné, ¢o je znovu spor.

2 2o
Ay A - A, BS C

OBR. 34
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PozNAMKA 7.8. D4 sa ukdzat, ze aj axiéma uplnosti (S2) je dosledkom De-
dekindovej axiémy. Obe axiémy spojitosti S1 a S2 by sme teda mohli nahradit
jedinou, Dedekindovou. S nou sa aj pracuje omnoho prijemnejsie nez napriklad
s axiomou uplnosti. Napriek tomu Hilbert vo svojom systéme nepouzil Dedekin-
dovu axiému (ktort uz matematika poznala), ale spojitost riesil dvojkrokovo, pre-
toze ho zaujimali aj nearchimedovské geometrie.

Ako sme si uz naznacili, principy spojitosti kruznice su slabsie ako Dedekin-
dova axioma: ak by sme ako axiomy spojitosti zobrali principy spojitosti kruz-
nice, modelom vsetkych axiém by bola aj rovina nad konstruovatelnymi c¢islami
(vid Priklad 5.31 v ¢asti o axiémach zhodnosti), pripadne rovina nad realnymi
¢islami algebraického uzaveru Q. Avsak priamka v takejto rovine Dedekindovu
axiému (a tym ani Hilbertovu S2 axiému) nespliia.

VETA 7.9. Principy spojitosti kruznice si dosledkom Dedekindovej axiomy.

Dokaz. Detailné dokazy Principov spojitosti kruznice 2 a 3 si skuiste vypracovat
ako cvicenie. Tu si len naznacime, ako sa pri dokazovani da postupovat.

Pre dokaz Principu spojitosti kruznice 2 za predpokladu platnosti Dedekindo-
vej axiémy treba zvolif na priamke vniatorny bod A kruznice, najst na nej vonkajsi
bod B (vyargumentovat, ze naozaj existuje) a skonstruovat rozklad priamky A
na mnoziny Y; a Yo, kde ¢ st body na AB, ktoré su zaroven vonkajsimi bodmi
kruznice. O tomto rozklade sa nasledne dokaze, ze je Dedekindovym rezom A

a bod, ktory tieto dva rezy oddeluje, je bodom leziacim aj na kruznici. Postupuje
sa teda velmi podobne ako v dokaze Vety 7.7.

Postup pri dokazovani principu spojitosti kruznice 3 je velmi podobny.

Dokaz Principu spojitosti kruznice 1 z Dedekindovej axiémy je mozné najst
v preklade Euklidovych Zdkladov od T. L. Heatha, [8]. Vrele odporti¢am nazriet
do Heathovho prekladu Euklidovych Zakladov. Jeho komentare st dokladné nielen
ohladne matematického obsahu ale aj historickych stvislosti. O

Cvicenia

80. Vypracujte detailne krok (1) v dékaze Tvrdenia 7.5:
ak X1, 29 je Dedekindov rez ¢iselnej osi a a < b pre nejaké a € X1 a b € Xy, potom
pre vsetky ¢ € ¥ a vSetky d € X5 plati ¢ < d.

81. Overte, ze Princip spojitosti kruznice 2 je dosledkom Principu spojitosti
kruznice 3. (Napoveda: na priamke, ktora obsahuje vnutorny bod kruznice, potre-
bujete najst aj vonkajsie body kruznice. Treba ich hladat dostatocne daleko od
vnutorného bodu a vyuzit pri argumentécii, ze ide naozaj o vonkajsi bod, troj-
uholnikovi nerovnost.)

* 82. Vypracujte dokaz Principu spojitosti kruznice 2 z Dedekindovej axiémy.

* 83. Vypracujte dokaz Principu spojitosti kruznice 3 z Dedekindovej axiémy.



KAPITOLA 8

Euklidovska rovina

8.1. Univerzalnost Hilbertovych axiém planimetrie

DEFINICIA 8.1. Euklidovskd rovina je model vietkych uvedenych axiom.

DEFINICIA 8.2. Euklidovskd rovina je afinnd rovina R? so skalarnym sicinom
definovanym na jej vektorovej zlozke. (Ozn. aj E?, pre zdoraznenie, Ze ide o euk-
lidovsku rovinu.)

KedZe R? je univerzalny model vietkych (Hilbertovych) axiém, nejde v druhej
definicii o ziadne obmedzenie.

Ked geometria splna vSetky Hilbertove axiémy (délezité je pritom Archime-
dova axiéma), mozeme v nej zaviest meranie.

DEFIN{CIA 8.3. Zobrazenie tsefiek do R, AB +— |AB| sa nazyva miera tseciek,
ak ma nasledovné vlastnosti:

e |AB| € R* pre vsetky tsecky AB,

e pre vSetky x € R existuje tisecka AB taka, ze |AB| = z,
e |AB| = |CD]| prave vtedy ked AB = CD,

e |AB| < |CD]| préave vtedy, ked AB < CD,

e ak Ax B C, potom |AC| = |AB| + |BC|.

Reélne &slo |AB| nazyvame dizkou tsecky AB.

Pri zavadzani miery tseciek mézeme postupovat dvoma sposobmi:

(1) V synteticky (axiomaticky) chapanej Euklidovskej rovine (Definicia 8.1):
(a) zhodnost useciek je relaciou ekvivalencie, mame tak triedy ekviva-
lencie tseciek,
(b) ukézeme, Ze mnozina tried ekvivalencie sa d4 vhodne (t. j. v stlade
s Definiciou 8.3) stotoznif s mnozinou R¥,
(c) pre Tubovolnu usecku AB budeme uvazovat jej triedu ekvivalencie
a kladné redlne &slo, ktorému tdto trieda zodpoveds, bude dlzka
usecky AB.
(2) V analyticky chédpanej Euklidovskej rovine (Definicia 8.2) pouZijeme ska-
larny sucin:
(a) Nech skalarny stcin vektorov u = (uy,us) a v = (vy,v9) je

UV = U1V + ugvs.

83
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Potom pre A = (a1, as), B = (by,by) € E? bude dlzka

|AB| = \/(B — A)(B — A) = \/(bl - a1)2 + (bg — a2)2.

Usecky v (analyticky chdpanej) E? st (definitoricky) zhodné, ked
majt rovnakd dizku.

(b) Overime, 7e takto definovans miera tiseciek spliia podmienky Defini-
cie 8.3

Podobne mézeme merat aj uhly.

8.2. Bezrozpornost Hilbertovych axiém planimetrie

Tak ako v casoch Euklida bola celd matematika popisand pomocou geomet-
rie, v 20. storoci sa univerzalnym jazykom matematiky stala tedria mnozin. Aj
univerzalny model Hilbertovych axiém, rovina R2, je popisany pomocou teérie
mnozin. Tedria mnozin je tiez disciplinou, kde ,, pravidla hry* st uréené nejakymi
axiomami. Preto hovorime o tzv. relativnej bezrozpornosti axiom euklidovskej ro-
viny: euklidovska geometria je bezrozpornd, ak je nas jediny model v poriadku.
Presnejsie, model R? vychddza z tedrie redlnych éisel,

e ktoré su skonstruované pomocou Dedekindovych rezov z racionalnych ¢i-
sel,

e ktoré su skonstruované ako podielové pole prirodzenych ¢isel,

e ktoré su skonstruované pomocou axiém tedérie mnozin

a o tedrii mnozin vsetci len dufame, Ze je bezrozporna.

Ak namiesto syntetickej geometrie (vybudovanej pomocou axiém) pouzivame
analyticki, teda ak pracujeme s modelom R?, tak bod je jasne definovany pojem.
To isté plati pre priamku, incidenciu, usporiadanie, zhodnost. Nedefinovanymi
pojmami st pojmy v tedrii mnozin.

Cvicenia

84. Nech k je kruznica so stredom S a nech AB je jej tetiva. Nech X je stred
AB. Potom priamka ﬁ je kolmé na priamku fﬁ .

(a) Dokézte toto tvrdenie s pomocou syntetickej (axiomaticky budovanej)
geometrie. (Ndpoveda: uvazujte trojuholniky ASXA a ASXB.)

(b) Dokéazte toto tvrdenie s pomocou analytickej geometrie. (Napoveda: vhod-
ne si zvolte suradnicovi sustavu, napr. tak, aby stred kruznice bol v za-
¢iatku ststavy, potom pre body kruznice plati 2 + y? = r?, kde (z,y) su
sturadnice bodu na kruznici a r je polomer kruznice.)
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