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Uvod

Mam rad geometriu. A so vSetkym, ¢o k nej patri.

Nie je jednoduch& anie je ani zlozita, ak ju clovek raz pochopi. Udivuje
prekvapivo jednoduchou krasou svojich tvrdeni. Ponuka radost a pocit
vitazstva nad rieSenim ulohy. PrinaSa starost a sklamanie, ak sa dovek
beznadejne straca v tom, ¢o je na prvy, druhy, treti, ... n-ty pohlad ,jasné a
zrejmé*.

Napisat Uvod je posledna zastavka v koncipovani rukopisu. Uvod by
mal citatelovi naznacit ciel’a Ucel napisania knizky. PiSe sa, z pochopitelhych
pricin, vzdy v case, ked kapitoly uz maju svoju Struktdru i obsah. Nie je dévod
znovu pisat’ o niecom, ¢o uz bolo napisané. Preco nenechat knizku, nech

hovori sama za seba ?

Myslim, Ze geometriu treba ,zazit“. PonUkam Vam moznost v podobe
tejto knizky.
Autor



Oznacenie

Ak budeme uvazovat’ o trojuholniku ABC, oznatime

ABC
AB,C
AB
YABY>
a,b,g
a’ b’
a,bc
Va, Vb, Ve
ta, b, tc
0, ,0,, Og
0, ,0, ,0,
Pa, Py, Pc
SRS RS
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|a,|b,|c
Oa, Op, Oc
Fa,Mo,lc
S

Saec
S S, S

trojuholnik ABC

vrcholy trojuholnika ABC

strana AB trojuholnika ABC (priamka AB)

diZka strany AB (resp. vzdiaenost’ bodov A, B)
vnutorné uhly BCAB, DABC, DBCA (resp. ich vel'kost))
vonkajSie uhly svrcholmi A, B, C (resp. ich vel'kost)
strany oproti vrcholom A, B, C (resp. ich dizky)

vy3ky nastrany a, b, ¢

taznice nastrany a, b, ¢

osi vnutornych uhlov DCAB, DABC, DBCA

osi vonkajSich uhlov pri vrcholoch A, B, C

péty vySoK Vg, Vi, Ve

stredy strana, b, ¢

kruznica opisana trojuholniku ABC

stred opisang] kruznice trojuholniku ABC

polomer opisangj kruznice trojuholniku ABC

ortocentrum

tazisko

kruznica vpisana do trojuholnika ABC

stred vpisang] kruznice do trojuholnika ABC

polomer vpisang] kruznice do trojuholnika ABC

pripisané kruznice trojuholniku ABC oproti strandm a, b, ¢
stredy pripisanych kruznic trojuholniku oproti stranam a, b, ¢
polomery pripisanych kruznic trojuholniku oproti strandm a, b, ¢
semiperimeter trojuholnika ABC, s=(a+ b+ c)/2

obsah trojuholnika ABC

symediany trojuholnika ABC
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Geometria perspektivnych trojuholnikov

1 ZAKLADNE POJMY A VETY
1.1 Sinusovéa a kosinusova veta

Budeme pracovat nama strojuholnikmi, preto dok&Zeme zakladné

trigonometrické vety.

Veta (sinusova).
Nech ABC jePubovorny trojuholnik. Prejeho prvky plati

a _ b _ c

—— == =2
sna sinb sing

Dékaz. Pre obsah trojuholnika ABC plati

2.S,;c =absing =bcsina =acsinb :az—t;(:
Odtiar
absng=bcsina 0 —=—2_
sing sina
| I
bcsina =acsinb U _i:_i
sna sinb
| I
acsinb=@ U] _Lzz_r
r sinb
Tym je dokaz ukonceny. W

Kvdli jednoduchSiemu aprehladngjSiemu zapisu - ak aplikujeme sinusovu

vetu na vybrané prvky trojuholnika ABC, symbolicky zapiSeme

Podla #ABC ]

48] _ |BC] _ JAC| _
sing “sina sinb




1 Z&kladné pojmy a vety

Veta (kosinusovd).

Nech ABC jePubovorny trojuholnik. Prejeho prvky plati

a’ =c?+b?- 2ch.cosa

Doékaz 1. A) Nech ABC je ostrouhly trojuholnik (obr.1, vl'avo).
C c

A x

Obr. 1 Fe
Podra Pytagorovej vety plati

Vi+x2=b?, v +y® =a’ kde x=|AR|, y=|PB|.
Naviac, cosa =§ :
Eliminovanim v, adosadenim za premennéx, y dostaneme
a®=c*+b’- 2ch.cosa .
B) Nech je trojuholnik ABC pravouhly s pravym uhlom vo vrchole A. Potom
cosa =c0s90’ =0 avztah trividne plati s odvolanim sa na Pytagorovu vetu.
C) Nech je trojuholnik ABC tupouhly stupym uhlom vo vrchole A. Opat’

oznatime x =|APR)|. Citatel'ovi je iste jasné, Ze platia nasledovné rovnice

X sy 2
cosa =- -, Vi+xt=b’  asltasne V2 +(x+c) =a’.

Odtial’ vyplyva dokazované tvrdenie. W

Dokaz 2. Vel'mi elegantne moZno dokazat’ vetu pomocou aparétu analyticke)

1 uuu 1 uuu 1 uuu

geometrie. Ak v trojuholniku ABC oznatime a = BC,b= AC,c = AB, plati

a = b - capocitame
ur 1 ] 1 1 1 1 1 i [V I |
a’=za.a= (b- c).(b— c): b.b- 2bc+c.c = b?- 2bc.cosa + c?

W




Geometria perspektivnych trojuholnikov

Je vhodné upozornit’ ¢itatel'a na cyklickd zamenu prvkov trojuhol nika.

Ak vymenime odpovedajlce prvky podl'a schémy

sme schopni okamzite napisat’ odpovedajlce vzt'ahy pre dizky zvydnych
stran

b’ =a*+c*- 2ac.cosb

c® =b? +a*- 2ba.cosg

Tento Sikovny spdsob odvodenia vztahov budeme ¢asto pouzivat'.

1.2 Per spektivne trojuholniky

Citatelovi vysvetlime, ¢o budeme chépat’ pod pojmom , perspektivne
trojuholniky*.

Samotny pojem perspektivnosti je charakteristicky pre projektivnu
geometriu. Jednou z najdolezitejSich viet tejto geometrie je veta
Desarquesova (¢itame Desargova). Uvedieme bez ddkazu.

Veta (Desar quesova).

Nech sU v projektivnom priestore dané dva trojuholniky ABC
aA'B’C také, Zze priamky AA", BB", CC" prechadzaju jednym bodom S.
Potom priese¢niky priamok AB, A'B’; BC, B'C' a AC, A'C s

kolinear ne (Iezianajedng priamke — Desar quesovej priamke).

O trojuholnikoch ABC a A'B"'C” sa niekedy hovori, Ze su perspektivne
podra bodu S Citatel' s iste vdmol, Ze Desarquesova veta ried problém
perspektivnych trojuholnikov vel'mi vSeobecne — bez ohl'adu na dimenziu
priestoru a metrické vztahy.



1 Z&kladné pojmy a vety

Napriek tomu, Zze
naSim  cielom je
pracovat’ a skumat’
Utvary v euklidovske)
rovine E,, preberieme
terminol6giu kvoli

jednoduch&iemu

vyjadrovaniu.
__________ Ak povieme, Ze trojuholniky ABC,A'B'C’ sii perspektivne, |
. myslimetym, Ze priamky AA”, BB", CC’ prechadzaju jednym bodom.

Kolinedrnost’ odpovedgjUcich si priesecnikov ABC AB, BCC B’ C
AC C AC’ nas nebude zaujimat’.

1.3 Deliaci pomer usporiadangj trojice kolinedr nych bodov

Délezitym pojmom je deliaci pomer usporiadanegj trojice kolinearnych

bodov (v dalSom texte len deliaci pomer).

Definicia. Nech A, B, C* sU tri navzdjom rézne kolinearne body.

Deliacim pomerom usporiadane trojice bodov A,B, C" na priamke AB

nazyvame reélne ¢islo (ABC") = e“gg“ kdeBt C

e=1, ak bod C" jevonkajSim bodom Usetky AB (alebo C" = A);

e=-1,ak bod C jevnatornym bodom Usecky AB.

Ako konkrétny priklad deliaceho pomeru uvedieme (ABS,)=(-1),

kde & je stred strany AB trojuholnika ABC .
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Vzhradom ktomu, Ze sme ¢itatela upozornili na existenciu
projektivng roviny, je rozumné preskimat’ deliaci pomer g z iného hl'adiska.
Uvahy bud(i neskor prospesné.

Nech si danédva navzgom rdzne body A, B euklidovske roviny
leZiace v jednej polrovine uréengl danou priamkou CD a nech X je priesecnik
priamky CD s priamkou AB. Doké&zeme, Ze plati

Scoa : Scos = (ABX) !
Pre obsahy plati

1
Soon = E.|CD|.v1

Seos :%.|CD|.V2, kde vi av,

Obr. 2 st vysky trojuholnikov CDA
aCDB.
Paty vysSok vy, v, oznadime Py, P,. Trojuholniky AP:X , BP2X st podobné
podravety UU aplati Yo M .
v, |BX|
Odtial Scoa: Seos = (ABX)  addkaz je hotovy. W

Zaujimavejsi je vSak dosledok .
Ak polozime vy =V, trividlne plati Scpa : Scos = 1.
Zial, ak st priamky AB, CD rovnobezné, bod X ako ich priese¢nik neexistuje
azéver v tvare Scpa - Seos = (ABX) v euklidovskej rovine nemé zmysel!
Zmysel mé v3ak vrozsireng euklidovskej rovine, kde je kazda
priamka doplnena onevlastny bod U¥(spoloény bod navzgom
rovnobeznych priamok) anaviac pévodna euklidovska rovina je doplnena

o nevlastn(l priamku u¥ (mnoZinu v3etkych nevlastnych bodov rozsirenych



1 Z&kladné pojmy a vety

euklidovskych priamok). RozSirena euklidovska rovina je jednym z modelov
projektivng roviny.

Na zéklade vySSie uvedeného mbzeme intuitivne rozSirit” definiciu
deliaceho pomeru pre body A, B,U~ , kde U« je nevlastnym bodom priamky
AB. Definujeme (AB U=~) =1, (AU~B) =0, (U®AB) = oo.

’ Citatel’ s iste premysli geometricky vyznam jednotlivych deliacich

pomerov.
1.4 Cevova veta a veta k ng obratena

V tgito chvili méme pripravené vSetko potrebné k tomu, aby sme
mohli uviest vety, ktoré efektivne rieSia problém perspektivnosti
trojuholnikov v euklidovskej rovine E,.

V roku 1678 publikoval taliansky matematik G. Ceva (¢itame Ceva)

v knihe De lineis rectis tvrdenie dnes zndme ako Cevova veta.

Veta (Cevova).

Nech ABC je Pubovorny trojuholnik, M je bod jeho roviny, ktory
nelezi na Ziadng zpriamok BC, AC, AB. Ak priamky AM, BM, CM
pretinaju priamky BC, AC, AB postupne v bodoch A", B, C’, potom plati

(ABC').(BCA).(CAB) =(-1).

Do6kaz. A) Nech bod M je vnatornym bodom trojuholnika ABC. Oznacime
DACM=mbAMC'=s,BDC'MB=j ,DBMA'=y (obr. 3, vlavo).
Podra #AMC” ] dostaneme

[Ac] _ |AM]

sins sinm
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Sl
'\\\ A-
+.\

i S

Anaogicky #BMC" ]

IBC| _ |BM|
sinj _sin(180°- m)

Z oboch vyrazov odvodime vzt'ah pre deliaci pomer (ABC") v tvare
AM| s
(ABC’) =_ u xsﬁ
IBM| sinj
Dalgie dva vztahy pre prisiusné deliace pomery je mozné odvodit

tym istym postupom

Je zrgjmé, Ze (ABC').(BCKA).(CAB) =(-1).

B) " Dokaz pripadu, ked’ bod M nie je bodom trojuholnika ABC, nechame
zaujmu citatel'a (ide o analogicky postup ako v pripade A).

Ako navod iste podlUZi obr. 3, vpravo. W

Vzt'ah pre (ABC" ) mozno slovne formulovat’ :
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Deliaci pomer usporiadaneg trojice bodov A, B, C* na priamke AB sa rovnéi
Esﬂéinu pomeru dizok prirahlych stran apomeru sinusov velrkosti uhIovi
leziacim oproti odpovedajicim Usekom. I
' L [AM| sin(BAMC)
" |BM| sin(PBMC)

(ABC) =

Ak pristipime k istému ,,limitnému prechodu” anamiesto M dame C, plati
|AC| sin(PACC)

+ x :
|BC| sin(PBCC)

(ABC) =
Po rozsireni zlomku hodnotou % 4CM |, dostaneme zaujimavy vysledok

(ABC') = + nou

CM

Hodnota znamienka pre (ABC’) zavisi od polohy bodu M (resp. orientécie

trojuholnikov ACM , BCM v rovine)

*

Odporucame citatelovi, aby s tento posledny vztah zapamétal,
pretoze bude uZitocny v slvidosti sdokazomistej vlastnosti taZiska
trojuholnika.

Pre naSe potreby bude délezita obratena Cevova veta, ktora znie :

Veta (obratend Cevova veta).

Pre kazdy trojuholnik ABC abody A", B, C’, ktoré |eZia po
poradi na priamkach BC, AC, AB a st rézne od vrcholov trojuholnika,
plati:

Ak (ABC’).(BCA).(CAB) =(-1)
apriamky AA’, BB" sa pretinaju v bode M, prechadza tymto bodom
aj priamka CC’.
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Doékaz. Nech priamka CM pretina priamku v bode C;. Podl'a Cevove vety

plati (ABC,).(BCA).(CAB) =(-1)

a stcasne podra predpokladu vety, ktord dokazujeme tiez plati rovnica
(ABC).(BCA).(CAB) =(-1).

Hned’ je zre§mé, Ze body C; aC” su totozné a priamka CC” prechadza bodom

M, ako sme mali dokéazar'. W

Priamky AA", BB", CC" sanazyvaju a Cevovymi priamkami.

Je rozumné, aby s cCitatel
starostlivo  premyslel znenie
obratenegj Cevove vety, zvlad®
predpoklady.

Kvoli  usmerneniu  myslienok

prikladdme obr. 4.

Obr. 4

Stcasne musime citatel'a upozornit’ na -~ _
jeden déleZity moment.

Vieme, Ze os stran trojuholnika sa

pretingj0 v strede kruznice opisaneg

trojuhol niku. ‘ .
Snaha dokézat’ takéto tvrdenie Obr. 5

pomocou Cevove vety vedie k hrubému omylu, pretoZze os stran nemusia
byt Cevovymi priamkami. lde ovarovny priklad, ktory néas uci nielen
opatrne pracovat’ spredpokladmi vety, ade jasne vymedzuje pole jg
pOsobnosti (obr. 5).

10



1 Z&kladné pojmy a vety

1.5 Odkazy nainternetové adresy

1. Sine Cosine and Ptolemy “s Theorem

[onling], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete

http://www.cut-the-knot.com/proofs/sine_cosine.shtml

2. Ceva'sTheorem
[onling], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete
http://www.cut-the-knot.org/Generalization/ceva.shtml

3. Ceva'stheorem

[online], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete

http://www.mathwords.com/c/cevas theorem.htm

4, Generalizations Of Ceva Theorem

[onling], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete

http://www.planetmath.org/encycl opedi a/ Generali zationsOf Ceval heorem

.html

11
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2 KLASICKE BODY TROJUHOLNIKA

2.1 Tazisko trojuholnika a niekorko tvr deni

Budeme uvaZovat' o trojuholniku ABC v tom oznaceni, ako sme uviedli.

Pytamesa: S trojuholniky ABC, S:$,S. per spektivne?

Skimajme  deliace /

pomery. Plati :
(ABS;)=(-1),

(Bcs)=(-1),

(CAs,)=(-1),
pretoze body S, S, &
sU stredy stran BC, AC,
AB.

Vysledny stcin je

Obr. 6
(ABS,).(BCS,).(CAS)) =(- 1) W

 Zaver. Trojuholniky ABC, $,SS. Sl per spektivne podFa bodu T.

‘BodT sa nazyva t'azisko trojuholnika ABC.

V predchédzajucich riadkoch sme v podstate dokazali existenciu
najzndmejsieho bodu trojuholnika. Dékaz je velmi trividiny. Dokonca tak,
Ze mu chyba akasi , geometrickd elegancia‘, za ktorou sa mdzu skryvat
délezité poznatky. Uk&Zeme na inom type dékazu, ¢o myslime pod pojmom

»geometricka elegancia’.

Nech je dany trojuholnik ABC anech sat'aZnicet,, t, pretnd v bode T.
Stredmi S, , § stran BC, CA  zostrojime rovnobezky s useckou CT, ktoré

12



2 Klasické body trojuholnika

postupne pretnl taznice ta, tp v bodoch P, Q (obr. 7). Stvoruholnik PQS.S, je
rovnobeznikom s navzéjom rozpol'ujucimi sa uhloprieckami PS;,QS..

Bod P je stredom uUsecky AT,
pretoze Usecka PS, je podra
konstrukcie strednou prieckou
trojuholnika CTA. Analogicky bod
Q je stredom Usecky BT.

To znamena, Ze priesecnik T

taznic t,, tp rozdel’uje obe t'aznice
Obr. 7

vpomere  |AT|:[TS,|=|BT|:[T§|=2:1.
Nech sa taznice t,, ft pretnd
v bode T'. Stredmi S, S, stran AB, CA
zostrojime rovnobezky s Useckou AT,
ktoré postupne pretnd taznice tp, tc
v bodoch U, V (obr. 8). Z rovnakych

dévodov opat’” mame

|BT|:[T'§|=|CT|:[T"S|=2:1

Obr. 8
Potom plati [BT|:[TS,|=2:1=|BT’|:[T"S,|, z toho vyplyva totoznost bodov

T © T', ako sme mali dokéazat. W
Ako vidime, tento typ dokazu je ,bohatSi* na nové informéacie.
Dokazali sme charakteristicku vlastnost’ taziskaT.
Naviac, ak s spomenieme naslvidost medzi obsahmi

odpovedajlcich s tI’OjuhO| nikov a deliaceho pomeru, tak odvodime

___________________________________________

Citatel’ si iste premysli pravdivost napisanych rovnosti.

13
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Ukazuje sa teda, Zze Cevova veta méze byt niekedy na Skodu veci.
Niekedy sa bez jg dosledkov zase nezaobideme. Bolo by teda chybou vybrat’
s jednostrannd cestu. V zaujme plnohodnotngiSieho Stadia geometrie
perspektivnych trojuholnikov budeme naSe pristupy k jednotlivym

problémom podr'a potreby kombinovat'.

Pokracujme v rozvijani Uvah o raziskul

Ak zostrojime rovnobezky postupne so stranami BC, AC, AB, ktoré
prechadzaju po rade vrcholmi A, B, C trojuholnika ABC tak, ako je
naznacené na obr.6, zostrojime trojuholnik svrcholmi K, L, M.
Trojuholniky ABC, KLM s tiez perspektivne podla taZiska T trojuholnika
ABC, pretoze Stvoruholnik ABKC je rovnobeznikom snavzaom

rozpol'ujucimi sa uhloprieckami.

Poznamka. Pod/a raziska T budl nasledne perspektivne aj trojuholniky ABC, T,T,T, , kde
Ta, Ty, T¢ SU raZiska trojuholnikov BCK, CAL, ABM.

Okrem iného, obr.6 je priamo ukazkovy, pokial ide obsahy

opisanych a vpisanych trojuholnikov.

Definicia. Hovorime, Ze trojuholnik A'B'C" je vpisany trojuholniku ABC,

ak vrcholy A”, B, C" lezia na stranach daného trojuholnika ABC.
Hovorime, Ze trojuholnik ABC je opisany trojuholniku

A'B'C’, ak strany trojuholnika ABC prechadzaju vrcholmi A", B", C'.

Pre obsahy vpisanych a opisanych trojuholnikov plati vztah
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2 Klasické body trojuholnika

Na obr. 6 je trojuholnik KLM opisany trojuholniku ABC. Podl'a uvedeného

p S 1P -1 1
vzt'ahu plati RBE = (1) =7

Sew  ((C1)-1)

¢oje zregimé na prvy pohlad.

x Sess
AkU hodnotu méa pomer —3% 5
SABC

*

Naviac, nemohli sme dbkaz o perspektivnosti trojuholnikov KLM,

ABC zjednodusit’ ivahou, Ze strany trojuholnika ABC st strednymi prieckami
trojuholnika KLM ?
Odpovede na posledné dve otézky nagjde ¢itatel’ iste sam.

Iné Gvahy!
Zostrojime trojuholnik KLM nasledovne:

Nech priamka p je obrazom priamky AB v stredovej simernosti so
stredom v bode C, priamka q je obrazom priamky BC v stredovej simernosti
so stredom vbode A, priamka uje obrazom priamky AC v stredove
simernosti so stredom v bode B. Ich prieniky oznaime K=pC u,L=p C q,
M=qC u.

SO trojuholniky ABC aKLM perspektivne podra taziska T
trojuholnika ABC?

Premys/ajme!

Ak  oznatime priesecniky priamok E= ABC u,F=ACC p,
Stvoruholnik AEKF je tiez rovnobeznikom, ktorého uhlopriecka AK je jednou
z uvazovanych Cevovych priamok (obr. 9).

Priamka AK sUc¢asne rozpol'uje uhlopriecku EF v strede S , apreto
na priamke AK leZi i taZnicatrojuholnika EFA, prechédzajica vrcholom A.

Strana BC je zéroven strednou prieckou v trojuholniku EFA.
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To znamend, Ze taZnica t, trojuholnika ABC lezi na priamke AK. Odtial

trividlne vyplyva dokazované tvrdenie. W

Obr. 9

Zaver. Trojuholniky ABC, KLM s0 perspektivne podla taziska T
trojuholnika ABC.

V matematike ma analégia pomocny charakter, pretoZze obycane
ukazuje d’alSiu cestu mozného zovSeobecnenia tlohy. Jedno zovSeobecnenie

ponUkame v nasledujdcich riadkoch.

Vzhradom ku konstrukcii mdzeme povedat’, Ze oba trojuholniky su
rovnol’ahlé so stredom rovnol'ahlosti v tazisku T.
Urgenie koeficientu rovnolahlosti nechdvame na Uvahu citatel'ovi,

rovnako ako g vypocet pomeru Sqm : Sasc-

Ak by sme pracovali v rozSireng euklidovskej rovine apre priamky
by platilo AB &KL, BC &LM, AC &KM (znak é&znamena rovnobeznost’
v euklidovskej rovine), boli by trojuholniky ABC, KLM tieZz perspektivne.
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2 Klasické body trojuholnika

~ Citatelovi je asi jasng,
Ze pravdivost tvrdenia

priamo vyplyva
z Desarquesove vety.

Pochopitel’'ne,  spolo¢ny

Obr. 10

bod X odpovedgjucich si
Cevovych priamok vo vSeobecnosti niejetaziskom T trojuholnika ABC.

Rozvijajme naSe Uvahy dalg)!
Cim nés edte moZe obr. 6 indpirovat'?

Va&mnime si, Ze ,nad stranami“ trojuholnika ABC si zostrojené
trojuholniky ABM, BCK, CAL, ktoré si zhodné s povodnym trojuholnikom
ABC. Skumajme pripad, ked’ nad stranami trojuholnika ABC zostrojime
rovnostranné trojuholniky ABR, BCP, CAQ.

Nech T, , Ty, Tc sU postupne taziska trojuholnikov BCP, CAQ, ABR .
Polozme si otazku:  SU trojuholniky ABC, TaTpT. perspektivne?

Oznatime [DBT,A| =] , kde A= AT, G BC (obr. 11).

[BA] _|BT} >(sin(60°+j )
[CA] [cT| snfe0'-j )

Plati

Podra #ABT, T

A8 _ |AT
sin(60’+j) sin(30°+b)

Analogicky #ACT, 1

|AC|  _  |AT,|
sin(60°-j )_sin(30°+g)
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Obr. 11
Pre deliaci pomer usporiadangj trojice bodov (BCA") plati

RL: vsin(30° +b)

(BCA) = , pretoze |BT,|=|CT,|.

|AC| 'sin(30°+g)
Cyklickou z&menou

_|Bc| sin(30°+g)
|AB| "sin (30" +a )

_|Ac] sin(30° +a)

(CAB) = B "sn(30 0]’

a (ABC)=

Vysledny siin deliacich pomerov je (ABC').(BCA).(CAB) =(-1). W

Zéver. Trojuholniky ABC, T,TpT. Sl per spektivne podla bodu X.

Bod X sa nazyva Napoleonov bod atrojuholnik T,T,T¢ je znamy pod
nazvom Napoleonov trojuholnik.

Vedeli by sme urcit dizku strany T.T, ?
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2 Klasické body trojuholnika

Podrakosinusovej vety pre trojuholnik T,T,C plati
|TaTb|2 = |CTa|2 + |CT|D|2 - 2-|CTa|.|CTb|.cos(60° + g)

Ked’Ze trojuholniky BCP, CAQ su rovnostranné, I'ahko odvodime

a’+b?

T = ] %ab'°03(6°° +9)

Pre prvky trojuholnika ABC plati

cosg _a+b -t sing =< S, = 2
2ab ' r TR gy

2 2
Pocitme  [T,T,[" = a ;b - 2;gb.(cosGO".cosg - sin60°.sing) =..

a’+b*+c?
- 6
Vypocitana dizka strany T.Tp sa vzhladom k cyklickej zémene prvkov

2
+ 5 '\/§'SABC

trojuhol nika ABC nezmeni. Rovnaku dizku budd mat’ gj strany TyTc, TaTc.

Veta. Napoleonov trojuholnik jerovnostrannym trojuholnikom.

*
Nechavame na Gvahu citatel’a, aby si

premyslel  vlastnosti  trojuholnika
TalpTe, ak kazdy z trojuholnikov ABR,
BCP, CAQ bude zostrojeny v opacnej
polrovine, nez naobr. 11.

Podra obr. 12, mbézeme vyslovit' iba

hypotézu, Ze trojuholniky ABC, TaTpTc

budl perspektivne i v tomto pripade.

Obr. 12
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*

Naviac, pri pohlade na obr. 11 je jasné ze perspektivne su g
trojuholniky POR, T,TpT. podlra stredu Sopisang] kruznice k trojuholniku
ABC (hranica trojuholnika PQR, bod Sakruznica knie si na obr. 11
vyznaceng).

2.2 Priese¢nik vy3ok trojuholnika a jeho vlastnosti

V literatire sa casto vyskytuje dbkaz o priesecniku vySok

trojuhol nika.

Mys8ienka jedného dbkazu je
X naznacena na obr.13, kde
i1 priesecnik  vySok je spolocny
' chordany bod troch Talesovych
/ ka kruznic ke, ko, ka zostrojenych nad
stranami AB, CA, BC trojuholnika
ABC.
Obr. 13 Pokusime sa dokazat’ tvrdenie

o0 vySkach pomocou Cevove vety.

Pytame sa: S0 trojuholniky ABC, P,P,P. per spektivne?

) A) Nech trojuholnik ABC je ostrouhlym
¥ y trojuholnikom. Pouzijeme goniometrické
& funkcie pre pravouhlé trojuholniky ACP,
Ll BCP. Plati
o B cosa = [AP] a coshb = [BP]
_ / 3 7 [AC] Bc]
C Pretoze je trojuholnik ostrouhly, plati
Obr. 14
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2 Klasické body trojuholnika

__|AC]| cosa
(ABP.) = |BC|xcosb
Cyklickou z&menou
(BCP):—Mx—COSb (CAP):-@x@
*/|AC| cosg’ "/ |AB| cosa

Vysdledny stcin deliacich pomerov je

(ABP.).(BCP,).(CAP,)=(-1).
Z toho vyplyva , Ze v ostrouhlom trojuholniku vy3ky prechadzaju jednym
bodom V.
B) Nech je trojuholnik ABC pravouhly s pravym uhlom vo vrchole A. Vysky
Va, Vb, Ve Satriviadne pretnd v jednom bode - vo vrchole A.
C) Nech je trojuholnik ABC tupouhly stupym uhlom vo vrchole A. Pre
deliace pomery plati

(ABP,) = - Mxﬁ : (BCPa):—ﬂx@ : (CApb)z_@xﬂ_
|BC| cosb |AC| cosg |AB| cosa

Vysdledny si¢in sa rovna (-1) a pre tupouhly trojuholnik plati, Zze
priesecnik vy3ok je jeden bod V. W

Zaver. Trojuholniky ABC, P,PyP. per spektivne podla bodu V.

Bod V sa nazyva ortocentrum trojuholnika ABC.

*

Nechavame na ¢ditatela, aby s detailne premyslel funkciu

znamienok pri jednotlivych pomeroch a pripadne g zostrojil odpovedajice
obrézky pre pravouhly atupouhly trojuholnik

Trojuholnik P,P,P. sa nazyva Upatnicovy trojuholnik. Pojem
Upé&tnicového trojuhol nika mozno zovseobecnit’ nasledovnym spdsobom.

V rovine trojuholnika ABC lezi bod P. Nech P, P,, Pz si postupne
paty kolmic zostrojenych z bodu P na priamky BC, CA, AB.
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Ak vynechame z naSich Gvah singuldrne pripady (bod P je totozny
sniektorym z vrcholov trojuholnika ABC; bod P lezi na kruznici k opisangj
trojuholniku ABC), vznikne trojuholnik P1P,P3, ktory sa v anglicky pisaneg

literatdre oznacuje pojmom pedal triangle.

" Tvrdenie, Ze by trojuholniky ABC, P1P,P3; boli vZdy perspektivne,

nie je pravdivé. Ngjde citatel’ priklad, ktory podpori prave uvedeny fakt?
Rozvijajme naSe Uvahy inym smerom! (obr. 15)

PoloZzme priamku BC za os simernosti 0; 0sovej sumernosti, ktora
zobrazi bod Ado bodu A, ; priamku AC za os simernosti 0, 0sovej
simernosti, ktora zobrazi bod B do bodu By a nakoniec, nech priamka AB je
0sou sumernosti 03 osovej simernosti, ktora zobrazi bod C do Co.

Otazka:
SG trojuholniky ABC, AoBoCo per spektivne podPa ortocentraVv ?

V désledku vlastnosti osovych simernosti je stvoruholnik ABAC deltoidom
(uhlopriecky AA,, BC s kolmé) a teda priamka AA je totoZna s vyskou Vs,
trojuholnika ABC.

Pre ostatné Cevove priamky BB, CCy je situécia anal ogicka. W

Z&ver. Trojuholniky ABC, AgBoCy per spektivne podl’a ortocentra V
trojuholnika ABC.
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Nech Va, Vp, V¢ sU postupne ortocentra trojuholnikov BCA,, CABy,

ABCy. Samozrejme, Ze trojuholniky ABC, V,VpV. sU tiez perspektivne podlra
ortocentra V trojuholnika ABC.

Pouzitim metddy analogie (sodvolanim sa na Napoleonov
trojuholnik) sa pytame:
Je trojuholnik VaVpV, vZdy rovnostrannym trojuholnikom ?
V zhr'adom na konstrukciu trojuholnika VaVp V. plati
ICV|=|CV,|=|CV,| a|pV,CV,|=90°-a +g+90°- b = 2g
Pretoze trojuholnik V,V,C je rovnoramenny,

[DCV,V,|=[PCV,V,| =90 - g

. COS
Pre dizku CV plati icv| :axﬁ:Zr.cosg.
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Podra #V,V,C 1

V.V,|=2r.sin2g.

Vzt'ah pre vypocet dizky
VaVb nie je
symetricky vzhl'adom

k cyklickej zamene

prvkov trojuholnika
ABC.

Obr. 16

Veta. Trojuholnik VaVpVe rovnostrannym trojuholnikom vtedy alen

vtedy, ked’ je rovnostranny trojuholnik ABC.

" Nechavame na Uvahu citatel'a, aby s detailne premyslel naposiedy

sformulovanu vetu.

Vamnime si!
Zo sictu velkosti vnatornych uhlov trojuholnika ABV, vychédza pre

velkost uhlaAV.B  |[DAV B|=a +b =180°- g.
Potom [DACB|+|DAV,B|=180° ateda &voruholnik AVBC je

tetivovym Stvoruhol nikom.

Body A, B, C, V. leZia na jedng kruznici - kruznici k opisanej
trojuholniku ABC.

Z analogickych dévodov st body Va, V, tiez bodmi kruznicek. W

Veta. Trojuholnik  VaVpVe je  vpisanym  trojuholnikom  do

kruznice k opisangj trojuholniku ABC.
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2 Klasické body trojuholnika

Naviac, podla vety
o obvodovom uhle plati,
7e DVV.CabV V.Cqj
zhodné uhly.
To znameng, Ze priamka

CV, je osou uhla V4V Vy.
Analogicky priamky AVj,
BVy s osami zvysnych

dvoch vnutornych uhlov.

BodV je spolo¢nym
Obr. 17 bodom osi vnutornych

uhlov trojuholnika VaV,Ve. Potom plati veta:

Veta. Prieseénik osi vnatornych uhlov trojuholnika je jeden bod.

Rozvijajme d'alej myslienku bodov leziacich na kruznici k. (obr. 17)

Nech A; je obraz bodu Va v 0sovej slimernosti S 0sou oOgc Strany BC
B, je obraz bodu V, Vv 0sove siUmernosti s 0sou oac strany AC a C; je obraz
bodu V. v osovej simernosti S 0sou 0ag Strany AB (obr. 18). Pytame sa:

SG trojuholniky ABC, A1B1C; perspektivne?

Vzhr'adom na osovu
sumernost SO0SOU  Oag
strany AB plati

|DC,BA|=90°- b .
Uhol C,BC je pravy, body
Cy, BaCleziana

Télesove kruznici

spriemerom CC; a potom

0 priamka CC; prechadza

Obr. 18 stredom Skruznice k
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opisangj trojuholniku ABC. Analogické tvrdenia platia pre priamky AA;,
BB;. W

Zaver. Trojuholniky ABC, A;B;C; s perspektivne podla stredu
Skruznicek opisang trojuholniku ABC.

Nechavame na Gvahu ¢itatel'a, aby si premyslel pravdivost tvrdenia:

Bod A; je obrazom bodu V v stredovej simernosti - so stredom S, (obr. 18).
Ako jeto sbodmi By, C; ?

Ak sa lepSie pozrieme na obr. 18, mbézeme tvrdit, ze sme dost

komplikovanym spdsobom dokézali:

Veta. Priesetnik osi stran trojuholnika je jeden bod - stred opisane

kruznice.

Komplikovanym preto, Ze asi najjednoduchsi dokaz je zaloZzeny na

vlastnosti mnoziny bodov daneg vlastnosti —osi Usecky.

Je v siléch citatel'a vykonat’ takyto dokaz?

Okrem iného, trojuholniky ABC, A;B1C; sU stredovo simerné podra
bodu S

’ Aky zaver z toho vyplyva pre ich obsahy ?

Pozorny citatel’ si iste vaimol, Ze vSetky obrazky v tejto kapitole su

nacrtnuté pre ostrouhly trojuholnik. Co nés opréaviuje vyslovit tento zaver?

*Detailné dékazy jednotlivych tvrdeni pre pravouhly atupouhly

trojuholnik ABC prenechame zaujmu citatel'a ako cvicenie.
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2.3 Priese¢niky osi uhlov trojuholnika

V predchadzajuce] kapitole sme pomocou ortocentra dokazali, Ze osi
vnutornych uhlov trojuholnika sa pretinaju v jednom bode. Kazdy trojuholnik
ma vSak tri vnutorné aSest’ vonkagjSich uhlov. Urobime dbékazy tvrdeni
0 spolo¢nom priese¢niku osiach uhlov pomocou Cevovej vety.

Nech je dany trojuholnik ABC. Oznatime priesecniky osi uhlov so
stranami trojuholnika nasledovne: A'= 0, C BC, B'= 0, C CA, C'= o4 C AB.

Uz tradi¢cna otazka: Su trojuholniky ABC, A'B°C” per spektivne?

Oa

L}

Obr. 19
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Podl'a oznacenia na obr. 19 plati

inY
. Ac| N5 ]AC
(ABC’) = - |BC|Y 2 - |Bc|'
| | sing | |
BC

Cyklickou zdmenou (BCA) =- % a (CAB) =- ﬁ :
Je zrefmé, Ze (ABC).(BCA).(CAB)=(-1) a podra dosledkov
Cevovg vety je platna nasledujlca veta. W

Veta. V Pubovornom trojuholniku osi vnutornych uhlov prechadzaju
jednym bodom.

Pochopitel'ne, existuje viac roznych dbékazov o priesecniku osi
vnutornych uhlov trojuholnika.

" Prenechavame na Uvahu ditatel'a, aby sa pokusil vykonat' taky
dbékaz, v ktorom pouZije mnozinu bodov dangj vlastnosti. Ako navod iste
poslUZi poznamka, Ze priesecnik O osi vnutornych uhlov ma& rovnaku
vzdialenost’ od stran trojuholnika ABC ateda je stredom vpisangj kruznice
(O, r).

Naviac, ak sa lepSie pozrieme na obr. 19, zda sa, Ze os vnutorného
uhla pri jednom vrchole sa pretina v jednom bode s osami vonkajSich uhlov
pri zvysnych dvoch vrcholoch. Dokézemel!

Bez ujmy na vseobecnosti uvazujme o osiacho, , 0y, 0'g Uhlov a, b” ag’.

Nech C"=04C AB,B” =0, C CA(obr. 20).

. sinae90+QQ

Vypocitame |AC|_|AC] & 2 5
BC| [BC] sin®go - 90

8 29
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- Zodpovedajlci deliaci pomer je

(ABC”) _|AC]
[BC|
Analogicky
..y _ |BC]|
(CAB”) = A8

aplati
(ABC”).(BCA).(CAB”) = (-1)

Obr. 20 W
Analogicky, ako v pripade priesecnika osi vnutornych uhlov, i teraz
v dosledku Cevovej vety plati

Veta. V Pubovornom trojuholniku sa os vnutorného uhla pri jednom
vrchole pretina sosami vonkajSich uhlov v trojuholnika pri zvysnych

dvoch vrcholoch v jednom bode.

Citatel’ s iste uvedomil, Ze na zaklade dokézaného tvrdenia moézeme

hovorit’ o perspektivnosti trojuholnikov ABC, O,0,0; podlra bodu O - stredu

vpisangj kruznice.

) Nech&vame na Uvahu citatel'a, aby si premyslel pravdivost tvrdenia,
Ze os vonkajSieho uhla je kolma na os vnutorného uhla pri tom istom vrchole
anésledne dokazal
1) Priesecnik Oosi  vnatornych uhlov trojuholnika ABC je
ortocentrom trojuhol nika O,0,0..
2) Trojuholnik O,0,0; je vZdy ostrouhly.
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3) Os vnutorného uhla trojuholnika sa pretina s osou strany leziace
oproti tomuto uhlu v bode leziacom na kruznici k.

4) Body A, O, B, O leZia na jedng] kruznici - Taesove kruznici
spriemerom OO, ktorgj stred leZzi na kruznici Kk opisane

trojuhol niku.

) Okrem iného, trojuholniky BCO,, CAO,, ABO. st navzgom podobné podl'a
vety UU. Vypocet jednotlivych koeficientov podobnosti nechdvame tieZ na
Uvahu citatel'ovi.

Body O,, O, O st stredmi pripisanych kruznic 15(Oa, I a), 16(Op, I'p),
l(O, r ¢) oproti strandm BC, CA, AB.

Skdsme uvazovar’ takto!

Nech A’= 0p0:C O.S:, B'= 00, C Oy, aC'= 0,0, C O . Opét’ otazka:
SU trojuholniky 0,00, A'B°C” per spektivne ?
Oznatime DAO,C'=g, a DBO,C'=g, (obr. 21).

0.C"| _ 0.0,] sing,

Plati - .
|o,C’| |0,0.] sing,

apre (ABS,) mame

. b o
: sindo - 29
(ABS,)=- |Aoc|y3'n91 _ . & 2 g_sing,
’ |Boc| Singz sina:éo" 3-79 ingz’
8 29
pretoze podla #ABO, ] plati

0 bO
|AO| sma%o EB
|BO°| sna@o 39
8 29
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Vysledny deliaci pomer je

sy C

Obr. 21

Ostatné deliace pomery ziskame cyklickou zamenou.

sinap90°-99
(0= 528, 1

[0.0.] g &g PO (BCS
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KedZze priamky AS,, BS, , CS prechadzagu jednym bodom — taziskom T
trojuholnika ABC, plati (ABS,).(BCS,).(CAS,) =(-1),

apotom (0,0,C").(0,0.X).(0,0,B)=(-1). W

Vysledok nés opraviiuje vyslovit’ zaver:

Zaver. Trojuholniky O,0,0. ,A'B"C” su per spektivne podl’a bodu M.

Spolocny priesecnik priamok O,A° C OB € OL sme zémerne:
oznatili M, pretoze tento bod je v literatire zndmy ako mittenpunkt

(resp. middiespoint).

*Samozrej me, podl'a bodu M st perspektivnei trojuholniky 0,0,0,, S,S,S. .

2. 4 Odkazy na internetové adresy
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[onling]. [citované 27. oktdbra 2004]. Dostupné na Internete:
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2. First Napoleon Point

[onlin€]. [citované 27. oktObra 2004]. Dostupné na Internete:
http://mathworld.wolfram.com/FirstNapoleonPoint.html

3. Napoleons Points

[online]. [citované 27. oktObra 2004]. Dostupné na Internete:
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4. Napoleon’s Theorem
[onling]. [citované 27. oktAbra 2004]. Dostupné na Internete:

http://www.cut-the-knot.org/proofs/napoleon intro.shtml
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3 TROJUHOLNIK A KRUZNICA

3.1 KruZznicatrojuholniku vpisana

Pozrime sa bliZz&ie na kruznicu 1(O,r ), presngiSie na jg dotykové
body so stranami trojuholnika ABC.

Nech sa vpisana kruznica | (O, r) dotyka postupne strén AB, BC, CA
trojuholnika ABC v bodoch G, G, Gp.(obr. 22). UZ tradi¢na otazka:

SG trojuholniky ABC, G,GrG. per spektivne ?
Z pravouhlych  trojuholnikov

odvodime tieto vzt'ahy

r r
, |BGC| =
tan tan 2
2 2

|AG,| =

BG,|=——, [CG,|=——,

Obr. 22 w7 @nd
2 2
r r
ICG,|=—— a |AG,|= :
tand T
2 2

Hradany sti¢in deliacich pomerov je
(ABG,).(BCG,).(CAG,) =(-1)

apriamky AG,, BG, CG. st Cevovymi priamkami. W

Zaver. Trojuholniky ABC, G,GpG. su per spektivne podla bodu X .

Bod X sanazyva Gergonnov bod (¢itame Zergonov) av literatire sa

zvykne oznacovat’ pismenom G.

Sisime iné Gvahy.



3. Trojuholnik a kruznica

Trojuholniky AOG., AOG, sU zhodné (zhoduju sa v dvoch uhloch astrane
oproti vaésiemu z nich). Ztoho vyplyva, Ze zhodné g Usecky AG., AGp.
Oznatime|AG,| = |AG,| = x .Analogicky |BG| = |BG,| = y a |CG,| =|CG,| = z.

Pre deliace pomery I'ahko odvodime

, (BcG,)=-2 a(CAG,)=-

(ABG,) =- ;

< | x
x| N

Vysdedny sigin (AB

@

.).(BCG,).(CAG,) =(-1). W

*

Nechdvame na Uvahu citatel'a, aby sa presvedcil o pravdivosti
vztahov Xx=s- a, y=s- b, z=s- C.
A naviac, citatel’ iste n§de sivislost medzi Gergonnovym bodom
a Upétnicovym trojuholnikom prislusnym bodu O.

3.2 Kruznicetrojuholniku pripisané

Skumajme rozSirenie problému perspektivnosti trojuholnikov i pre

pripad pripisanych kruznic. Ponukaju sa dve moznosti.

A. Ngjprv vySetrime perspektivnost’ trojuholnikov ABC, NaNpNc, kde Na, Np ,
Ne sU postupne body dotyku kruznic 14(Oa ra), 1o(Ob, rp), 1(Og, rc)
pripisanych trojuholniku ABC oproti stranam BC, CA, AB. Nastolime
problém:

Sa trojuholniky ABC, NaNpN¢ per spektivne?
Z pravouhlych trojuholnikov BN,O,, CNLO, (obr. 23) odvodime

|BNa|=ra.tanB a|CNa|:ra.tan9.
2 2

Analogicky by sme vypocitali
b
|CNb| = rb'tan% ! |ANb| =T b'tan% ! |ANC| =T c'tanaE a |BNc| =T c'tanz '
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SG¢in odpovedajlcich deliacich pomerov je

(ABN,).(BCN,).(CAN,)=(-1) . W

00c

obr. 23

Z vysledku priamo vyplyva tento zaver

~ Zéaver. Trojuholniky ABC, NaNoN. si per spektivne podra bodu N.

Bod N sa nazyva Nagelov bod.
Citatel' sa iste poklsi vykonat dbkaz préve sformulovaného zéveru

pomocou odvodenia vztahov pre dizky Usetiek AN_, BN_, BN, , CN_,

CN, a AN, .

B. Druha cesta, ktorg existenciu sme naznadili, spociva
v hasledovnych Uvahéch.

Nech NI, N, s0 dotykové body kruznice 1o(Oa ra) postupne

s priamkami AB, AC (obr. 24). Opét’ nastolime problém vo forme otézky:
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3. Trojuholnik a kruznica

SG trojuholniky ABC, NaNp'N¢! per spektivne ?
Vieme, Ze trojuholniky AN:'O, , AN,'O. st zhodné alahko sa odvodi

platnost  vztahov ‘ANj =s- ¢,|BN,/=s- c,[CN,|=s- b,

=s,[|BN;

ICN;|=s- b, |AN;|=s. Pre siin odpovedajicich deliacich pomerov
dostavame (ABN?).(BCN,).(CAN) =(-1). W

Odtial’ vyplyvatento zaver

 Zaver. Trojuholniky ABC, NaNy N st per spektivne podFa bodu N .

V tegjto chvili sa musime citatel'ovi
priznat’, Ze nevieme, ako sa vola
spoloény  priesecnik  priamok
AN_,BN},CN!.

Vieme v3ak, Ze podobné tvrdenia

mozno sformulovat’ o0 zvysnych

dvoch kruzniciach  1,(Op, ryp),
[(Oc, 1 ).

Naviac, dotykové body jednotlivych kruznic so stranami AB, BC,

CA trojuholnika ABC si v zaujimavom vztahu. Nechdme citatelovi na
avahu, aby s zamyslel nad pravdivostou tvrdenia (pripadne nakredlil
odpovedajuci obrazok):

Obrazom bodu G, v stredovej simernosti so stredom S, je bod N .
O zvysnych bodoch plati analogické tvrdenie.

Klsme teraz premy&/ar’ nasledovne!
Vamnime s, Ze priamky AB, BC, CA s doty¢nicami kruznicl I, Iy,

lc. Priamka AB je vonkaSou doty¢nicou kruznicl,, lp. Zostrojme im
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odpovedajucu druhd vonkaSiu doty¢nicu p atiez vykongime kon&trukcie
»chybaucich® vonkgSich dotyc¢nic postupne pre kruznice I, g la, lc.

Zostrojime postupne priamky g, u. OznacmeK=pCu,L=pC g M=qC

u. Ako jeto s perspektivnostou trojuholnikov KLM, ABC ?
SG trojuholniky KLM, ABC per spektivne ?

Obr. 25
Poznamka. Kvdli rozmernosti obrazku vyberame len jeho cast.

Vypocitame deliaci pomer (BCA), kde A=AK CBC. Ostatné ziskame
cyklickou zamenou. Oznacime
ACCp=B.,BCCp=A., ABCu=C,, BCCu=A,, al:|DBCAK|,
a, =[PC,AK|.

_|AB| sina,

Plati (BCA) = CA"Sna.
1
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3. Trojuholnik a kruznica

V osoveg stimernosti s osou 0,0, sa bod A zobrazi do bodu Ac, bod B do
bodu Bc. Podobne sa v osove] simernosti s osou 0,0, sa bod A zobrazi do
bodu Ag, bod C do bodu Cg . V dosledku toho

|DAtABC|=%,|DCBAA3|:%, [DCB.K|=180"- b,[DBC,K|=180- g,
[DCAK|=|DPBAK|=a,[DB.KC,| =180 - 2a .
Podra# AKB., # AKC,

|KCB| JAB| - Sinaz
|KB.| |CA sina,’

Podra #KB.O,, #KC,0, 1 (priamka KO, je totozna s osou uhla CgKBc )

|KC | COSE S|n§+2_
avypogitame 5 2 x Zy
|KBC| cosd snZ +79
2 & 25
SN + 99
Hodnotu zlomku 5 _ ¢ 2o uréime podobnym sposobom
sind + 29
g
z trojuholnikov ABcAc , ACgAg aplati
90 g
sinZ +2 9
& " 25_|mBf JAC Sy
in +99 |AC | |ASBC| smE
&€ 25 2

Zohl'adnenim vSetkych pomocnych vzt'ahov dostaneme vysledok v tvare

g
AB| 195 2s-c _a+b+c

(BCA) =- ,kde s=
b -
|CAl 9> 2s- b

Cyklickou zamenou
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02
_. Al P35 2s-b
IBC| ,,@ 2s-a’
tg2

t a
|BCl, 92 2s-a
|AB| ., O 2s-c
93

(cAB) =

(ABC)

Vysledny sticin (ABC').(BCA).(CAB) =(-1). W

Zaver. Trojuholniky ABC , KLM sU per spektivne podl’a bodu C;. .

"Bod C. sanazyva Clawsonov bod.

3.3 Kruznica deviatich bodov

Kruznice I, I, Iy, Ic sa dotykaju priamok AB, BC aCA. Existuje g
kruznica, ktora sa dotyka vSetkych Styroch kruznic I, I, Iy, lc. Kruznica sa
nazyva kruznicou deviatich bodov (v niektorg literatire g Feuerbachova
kruznica). Oznatime ju (S, ro). Je jednoznacne urcena stredmi strén

trojuholnika ABC aleZiananej g péty vySok trojuholnika (obr. 26).

Citatel’ iste dokéze tito pozoruhodnt vlastnost, ak si spomenie na

vlastnost’ ortocentra V a kruznice k opisang trojuholniku ABC (kapitola 2.2).

Stagi uvazovat’ o rovnolahlosti so

stredom V a koefici entom% .

*

AKy je polomer kruznice f(S,ro)?

Skér, ako preskimame platnost’
jedného tvrdenia ostrede &
Feuerbachovel kruznice,

definujeme dvojpomer adokazeme

lemu.
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3. Trojuholnik a kruznica

Definicia. Dvojpomerom usporiadangj Stvorice bodov A, B, C, D na

_ (ABC)
= (appy’ Kde(ABD)#£0

priamke AB nazyvamerealne ¢islo (ABCD)

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

i Lema. Nech Sjebod neleZiaci napriamke p anech A, B, C, D sU Styri
navzajom rézne body priamky p.

Oznacme priamky a® SA, b° SB, c° SC,d° SD (obr. 27).

Pre dvojpomer (ABCD) plati

_sin(b(a,c)).sin(bB(b,d))
~ sin(B(ad)).sin(B(b,c))’

Dékaz. Vypocitame obsahy
trojuholnikov ACSaBCS

Platil o =3 {AC V=

1 .
- :§>18A|.|SC|.smj L

1 1 -
Secs =§>1BC|-V:§>133|.|SC|.S|nj 3

Odtial [AC| A sini,
BC| |8 "sinj ,

Analogickym sposobom z obsahov trojuholnikov ADSaBDS odvodime

[AD] _|s sinj,
|BD| |sB| sinj,

Pomocou poslednych dvoch rovnic ziskame dokazovany vztah
sin(bB(a,c)).sin(®(b,d)) W
sin(b(a,d)).sin(B(b,c)) -

Poznamka. Ak bod D bude neviastnym bodom rozSirenegj priamky p, tak

sin(b(a,c))
sin(b(b,c))’

(ABCD) =
(ABCD*¥) =

pretoZe (ABD¥) = 1.
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S'libeny problém:
Nech A'=S,0,C BC, B=S0,CCA C'=S0,C AB (obr. 27).
SG trojuholniky ABC, A'B°C” per spektivne?
Opét’ detailne vypotitame jeden z deliacich pomerov, napr. (BCA).

Obr. 27
Ked'Ze N, je dotykovy bod kruznice |, so stranou BC, plati

pBON,|=2 IpcoN,[=2.
2 2

Oznatime w, =[PQ,AS)|, w, =|PO,BS|, w, =|PO,CS|.j =|PN,0.S)|.

Plati  (BCN,A)= ((zcgia)) a pomocou lemy odvodime
sn?d sing'tz)ﬂ 9

(BCA) =(BCN, ) x—2 x =

) sinE sinag-j 9

2 &2 5

Podla#t CS,0,, # BS,0, 1
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3. Trojuholnik a kruznica

& .0
S|n82+1 stinwzJBSb|
aeg_j o sinw, [CS|
& ' 5

sin
Deliaci pomer (BCA") je ur¢eny vztahom

. b
sSn—
(BCA) = (BCN, ) x—2 =2 JBS|
gnd snw; [CS)|
2

Pre deliace pomery (CAB") a (ABC") odvodime

.9

’ SN sin(180° - w,) |CS,

(CAB)z(CANb)V. a (sinw 3)\({A5b||
sin~ 1

.a
SIN— 4n(180° -
e e e
n— 2

2

S
Vysledny stcin (ABC’).(BCA).(CAB) =(-1),
pretoze (ABN,).(BCN,).(CAN,) =(-1).

Priamky AN_, BN,,CN_sa predsa pretinaju v Nagelovom bode N. W

Zaver. Trojuholniky ABC, A'B"C" sl per spektivne podl'a bodu X.

Poznamka. Nazov bodu ndm nie je znamy (na obr. 27 nie je bod X vyznaceny).
*
Ako sazmeni postup posledného dokazu, ak budeme na miesto bodu &

uvazovat’ o bode V, resp. inom vnutornom bode trojuholnika ABC ?
3. 4 Kruznicatrojuholniku opisana
Priamky KL, LM aMK si postupne dotyc¢nice ku kruznici k(S r)

opisang trojuholniku ABC sbodmi dotykuvo vrcholoch C, A, B. Nech
A =ATCKk, B,=BTCkaC,=CTCk.
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" Je zrggmé, Ze trojuholniky ABC, AoBoCo su perspektivne podra

taziskaT. OtazkajevSak in&
S0 per spektivne trojuholniky KLM, AgBoCo ?

Obr. 28
Oznatime [DBKA)|=j ,[DCKA|=y ,|[DCAA|=a,|DBAA|=a,,
A=LM CKA,, B=KM C LB, a C'=KLC MC,.

Vypocitame deliaci pomer (LMA) . Plati

(LMA’)=-—|KL| S
|MK| sinj

Kedze &voruholnik ABAC je tetivovym Stvoruholnikom vpisanym do
kruznicek, plati
[DKCA)|=a, =|DCBA|, [DKBA)| =a, =|DBCA,|,
[DCAA=b a|DBAA=g.
Podra # KBA,, # KCA, 1

|BA| siny _sina,

|CA)| sinj sina,’




3. Trojuholnik a kruznica

. . L2
A podra# BCA, 1 vypocitame ﬂ :?nal 2 .
sinj &sina, g

sna, _ |AC| 1

Ked’ze _ ,
sna, |AB| (BCS,)

Ky @|ac] 1 8
MK] € [AB| (BCS.)3

Hradany vzt'ahjetvare (LMA) =

Cyklickou zdmenou

| elag 1 8 _IMK[=fcE 1 o

MKB') = - KLC i
N T AN C HER R T K ATR S
Potom (KLC).(LMA).(MKB) =(-1), z¢oho vyplyva
platnost’ zaveru: W

Zaver. Trojuholniky KLM, AgBoCo s per spektivne podl’a bodu E.

Bod E sanazyva Exeter ovym bodom.

3. 5 0dkazy nainternetove adresy
1. Gergonne Point
[onling], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete
http://mathworld.wolfram.com/GergonnePoint.html
2. Nage Point

[onling], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete
http://mathworld.wolfram.com/Nagel Point.html

3. Clawson Point

[online], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete

http://mathworld.wolfram.com/ClawsonPoint.html

4. Exeter Point
[onling], [citované 25. oktOber2004]. Dostupné na Internete

http://mathworld.wolfram.com/ExeterPoint.html
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4. INE ZNAME BODY V TROJUHOLNIKU

4.1 Lemoinov bod

Podobne ako je t'azisko trojuholnika spolo¢nym priesecnikom t'aznic,
tak g samotny Lemoinov bod je spolocnym priese¢nikom troch priamok-
symedian.

Definicia. Nech je dany trojuholnik ABC. Symedianou s. zvrcholu C
nazveme priamku sumerne zdruzZenu staznicou t. na stranu AB
podPa osi uhla BCA.

Podobne definujeme g symediany z d’aSich vrcholov.

Nech L,, Ly, Lc St priese¢niky symedian s,, S, S postupne z vrcholov
A, B, C so stranami BC, CA, AB (obr. 29). Pomaly uz klasicka otazka:
Sa trojuholniky ABC, LaLpl. perspektivne ?
Oznaéme |[PBCL | =g,, |[PACL |=g,

Pre deliaci pomer (ABL.) plati

=- M x% ’ pretoie

ABL,
(ABL.) |BC| sing,

symediana s je sUmerna

staznicou t; podraosi uhla g,

pri zavedenom oznaceni plati

[DBCS|=0,, [PACS,|=0g,.

Obr. 29
Pre (ABS,) l'ahko odvodime

(-1)=(A55):-Mxﬂ_
|BC| sing,

46



4 Iné zname body v trojuholniku

Pre deliaci pomer (ABL,) méme platny vzt'ah (ABL,) = gAa' :
o
Cyklickou zamenou dostaneme
2
(BCL,) = AR 9 a (CAL)=- 84’_02
“gacl §n8] 5

Potom (ABL,).(BCL,).(CAL,) =(-1)
atedapriamky AL,,BL,,CL_su Cevovymi priamkami. W

Zaver. Trojuholniky ABC, , LaLpLc sSU perspektivne podPa bodu L.

Bod L sanazyval emoinov bod.
Lemoinov bod m& mnohé zaujimavé vlastnosti. Nechavame na Uvahu

Citatel'a, aby s premyslel pravdivost’ tvrdenia

Nech L je Lemoinov bod trojuholnika ABC. Ak P1P,P3 je Upétnicovy
trojuholnik  prisludny Lemoinovmu bodu L, potom bod L je raZiskom
trojuholnika P1P,Ps.

4.2 1zogonalny bod trojuholnika

Nech je dany Pubovolny bod M v rovine trojuholnika ABC, r 6zny
od bodov A, B, aC. V osove simernosti s 0sou 0, zostrojime priamku AM;
ako obraz priamky AM, v osove) sUmernosti S0sou 0, zostrojime priamku
BM, ako obraz priamky BM ana koniec v osovej simernosti S0Sou Og
zostrojime priamku CM3 ako obraz priamky CM.

Nech AM,CBC=A, BM,CAC=B,CM,C AB=C".

Poznamka. V predchadzajicich kapitolach sme vzdy polozli otazku, ¢i st pévodny a prave

vykonstruovany trojuholnik perspektivne. Kazdé pravidlo mé vynimku.

" Citatel’'si iste premysli existenciu niektorého zbodov A', B, C'.

Vyhneme sa komplikacidm, ak sformulujeme otézku nasledovne:
Prechadzaju priamky AMj, BM; a CM3 vZdy jednym bodom ?
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Zavedieme oznacenie.  BDMCO =@, DBMBO=by, DPDMAO=a, adokaz
rozdelime na niekol’ko ¢asti.

A) Bod M je bodom trojuholnika ABC (rézny od vrcholov).

B) BodM lezi vrovine trojuholnikaABC a nie je bodom

trojuholnika ABC.

Pripad A

a;) Bod M leZi vo vnutri trojuholnika ABC.

Oznacme postupne body C;, B; a A; ako priesecniky priamok CM, BM
aAM s priamkami AB, AC aBC. Naviac, g prisusné priamky AM;, BM,
a CM; pretna strany trojuholnika ABC postupne v bodoch A", B aC’.

Obr. 30
Vzhradom ktomu, Ze priamka AM; je osovo sUmerna podla 0Si 04
s priamkou AM,
plati |DCAA’|=2- a, a I BAA |= %+ao.

Podra #ABA, #ACA ]

[AX _ [BA] S 1o O (&
snb_ e . _ 0 sng 4@ _, 0
Sm82+a05 smg2 aOE

Z oboch rovnic dostaneme

48



4 Iné zname body v trojuholniku

a0
sing g2 %5 _|BA|
sinb 9”?'30— |CA|
(4]

apodra #ABA , # ACA 1 vypocitame

sma@ +a,

sing [CA| _
snb [BA|

5
° %
sin —-a 0

2 %%

Pouzitim prave uvedenych vzt'ahov apodl’a # ABC ] ma vydedny vzt'ah

tvar (BCA) = Cia LIE!
§lacl; (BCA)
Cyklickou zdmenou
(cAB) _&@BC|d 1 (ABC) _@ACl6 1

HERCHR “§Bcf; (ABC)’

kde (ABC,).(BCA).(CAB,) = (-1), pretoZe priamky AM, BM aCM
prechadzaj i bodom M.

Potom (ABC').(BCA).(CAB) = (-1).
ap) Nech bod M leZi na hranici trojuholnika ABC.

Predpokladajme, bez ujmy na vSeobecnosti, Ze M je vnatornym
bodom Usecky AB. Jeho obraz, bod M; (obraz v osovej simernosti s 0sou 0,)
lezi na priamke AC, ktora je tym totozna s priamkou AM;. Bod M, (obraz
bodu M v osove) simernosti sosou 0y) leZi na priamke BC, ktora je zase
totozné s priamkou BM,. Bod M3 bude obrazom bodu M v osove] simernosti
S0sou 0g. Priamky AM1, BM, a CMgs trividlne prechadzaju jednym bodom —

bodom C.

Poznamka. Ak je bod M totozny s niektorym z vrcholov trojuholnika ABC, napr. s bodom C,
priamky AM; a BM, st totozné s priamkou AB. Naviac, priamku CM3 nie je mozné zostrojiz.
Této poloha bodu M je predpokladom vyl Gcena.
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Pripad B

b1) Bod M patri opisang kruznici k trojuholnika ABC a je rézny od jeho
vrcholov. Tvrdime, Ze priamky AM;, BM, a CMs; sl navzajom réznymi
rovnobeznymi  priamkami  vtedy alen vtedy, ked” bodM leZi na

kruznici k opisangj trojuholniku ABC a je rdzny od jeho vrcholov.

Obr. 31

Tvrdenie dok&Zzeme v dvoch krokoch.

|. Chceme dokézat: Ak plati AM4iiBM, i1 CM3, potom MI k.
Vyznagime prisludné uhly tak, ako vidno na obr. 31. KedZe priamky AM;,
BM, a CMj3; sl navzgjom rdznymi rovnobezkami, plati

YDM;ABY=YD M,BAY,, tj. b0 - %:% - a,
1P M,CBYE= 180°- YD M,BCY4 tj. U +9-180°- 8%0 +09
2 &  2g
Vypogitame j = |[PCMAl ztrojuholnika ACM, pricom z vySSie uvedenych

rovnosti dostavame

7
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4 Iné zname body v trojuholniku

Na zaklade vety o obvodovych uhloch vyplyva, Ze bod M IeZi nakruznici k.

I1. Nech MI k. Chceme dokézat’, Ze AM4iiBM,ii CMs.
Ak bod M lezi nakruznici k, podl'avety o obvodovych uhloch plati

a
YDMABY2= YDMCBY2= E +a,.

Pretoze bod M3 je osovo simerny s bodom M podl'a osi oy,
tak YD M;CAY=YDM;ACY2

To znamena, Ze priamky CMsz; aAM; sO0 navzgom rbéznymi
rovnobeznymi priamkami.

Analogicky zistime
YDMACYs= YDMBCYs= % a, a YDMABY=YDM,BAY;

Odtial’ vyplyva, Ze priamka AM; je rovnobezna g s priamkou BM, .

b,) Bod M nepatri kruznici k opisang trojuholniku ABC
Myslienka dokazu sa ve'mi neliSi od pripadu, ked’ bod M lezal vo vnutri
trojuholnika ABC.

Ako sme v3ak upozornili, existuje takéa poloha bodu M, ktora vylucuje
existenciu niektorého z bodov A", B", C’, resp. Ay, B1, C; (pripadne viacerych
stcasne).

llustracne vySetrime pripad, ked’ bude priamka AM rovnobezna
s priamkou BC. M6Zu nastat’ moznosti

i) bod My nepatri priamke AM

i) bod M; patri priamke AM
iii) priamka MM je rovnobeZné s priamkou BC
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i) Bod A; neexistuje, predpokladame vSak existenciu bodov B;, Ci, A,
B aC'.

V zhradom k tomu, Ze priamka AM je rovnobezna s priamkou BC, plati

2

ap a N 2AB|O

=180°- & +29 —a. -= BCA') = +
b =180 %°+2Q,’ 9=2,- a (BCA) TAC'B

M

1

Obr. 32
Zistime hodnotu sucinu
(ABC,).(CAB,).
Na z&klade rozSireng) definicie deliaceho pomeru usporiadang trojice
kolinedrnych bodov plati

(BCA)=1.
Potom (ABC,).(CAB,) =(-1)
avysledny scin, ako predchadzajucej casti, vychadzav tvare
(ABC').(BCK).(CAB) = (-1).

Priamky AM;, BM, a CM3 prechadzaju jednym bodom, ¢o sme mali dokazat'.
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4 Iné zname body v trojuholniku

i) Predpokladame existenciu bodov Bs, C;, As, B a C". Ak je priamka AM,
rovnobezna s priamkou BC, situécia je analogicka. Pre deliace pomery platia

BAC[O 1
§/Bc|; (ABC,)

vztahy =(ABC)

4BC[0 1
€8 (caAB)

Priamky AM;, BM, a CM; opét’ prechadzaja jednym bodom.

=(CAB) , (BC’*)?%% (BCA)=1.

iii) Ide ovelmi Specidny pripad. Uhol a,=90° a podra i) plati

g=90°- %:b. Z toho vyplyva, Ze trojuholnik ABC je rovnoramenny so

zakladinou BC. Vypocet je triviany a tym povazujeme tato cast dokazu za

uzavretd. W

*

SO v&ak g iné polohy bodu M, napr. ak body A, B, C aM sl
vrcholmi rovnobeznika. Postup pre odvodenie prislusnych deliacich pomerov
by bol analogicky. Detailny dokaz by nepriniesol v podstate ni¢ nové, a preto
preverenie ostatnych moznosti prenechdvame zaujmu citatel'a ako cvicenie.

Zaver. Priamky AM;, BM, a CM3 prechadzaju jednym bodom alebo

st navzajom r6znymi rovnobeznymi priamkami.

Spolo¢ny bod priamok AM;, BM, aCMjz sa nazyva izogonalny bod
trojuholnika ABC.

Citatel’ ur¢ite postrehol tento detail:

Ak by sme pracovali v rozSireng euklidovskej rovine E_2 mohli by

smetvrdit, ze priamky AM;, BM, a CM3 vzdy prechadzaju jednym bodom.
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Spolo¢ny bod priamok by bol vlastnym, alebo nevlastnym bodom
priamky AM; v E_2 K vypoctu potrebnych deliacich pomerov by sme

pouZili rozSirent definiciu deliaceho pomeru.
4.3 I zotomicky bod trojuholnika

Za¢neme definiciou izotomicky konjugovanych priamok.

Definicia. Nech je dany trojuholnik ABC ana strane AB bod X.

Priamku CX" nazyvame izotomicky konjugovanou s priamkou CX,

ak prebod X" IeZiaci na strane AB plati | AX|=|BX|.

Citatel'ovi jeiste jasné, Ze body X, X~ s simerné podlastredu .

Nech P jeT'ubovorny bod trojuholnika ABC, rézny od vrcholov A, B, C.
Oznacime A =BCC AP, B =CACBP, C, = ABCCP anech

AA", BB, CC" su postupne
izotomicky konjugované
priamky k priamkam AA;, BB,
CC; (Obr. 33).

Pytame sa:

Sa trojuholniky ABC, A'B'C
per spektivne ?

A) Nechjebod P vnatornym bodom trojuholnika ABC. Pocitame
|AC]_ [BC|_ 1

(ABC) = 15517 ac] ~ [ABC)
. . Nl 1 N1
Cyklickou zdmenou (BCA) = (BCA)’ (CAB) = (s
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Priamky AA;, BB; CC; prechadzaju bodom P, preto plati
(ABC).(BCA).(CAB) =(-1).

Z toho vyplyva, Ze priamky AA’, BB’,CC’ st tiez Cevovymi priamkami.

B) Nech bod P, bez ujmy na vSeobecnosti, je vndtornym bodom
strany AB. Plati A =B,B =AB=C=A=F.

Prislusné izotomicky konjugované priamky prechédzaju bodom C. W

Zaver. Trojuholniky ABC, A'B"C” sli per spektivne podPa bodu P’.

Bod P° sa nazyva izotomicky bod vzhradom k bodu P, resp.
izotomicky konjugovany s bodom P.

" Nechavame na Gvahu citatel'a, aby si premyslel pravdivost’ tvrdenia:

Ak je v trojuholniku ABC bod P izotomicky konjugovany s bodom P’,

potom je aj bod P” izotomicky konjugovany s bodom P.

*

Je mozné uvazovat’ o rozSireni definicie izotomicky konjugovanych

priamok? Bolo by sme schopni skimat existenciu izotomicky
konjugovaného bodu P~ vzhradom k bodu P, ktory nie je bodom
trojuholnika ABC ?

4.4 Morleyov bod

Nech je dany trojuholnik ABC a nech priamky pi, p2 SO takymi
priamkami prechadzajdcimi vrcholom A, ktoré rozdelia unhol CAB na tri
navzgom zhodné uhly; priamky @i, 02 tieZz rozdelia uhol CBA na tri
navzgjom zhodné uhly arovnako priamky rq, r, rozdelia uhol BCA na

tri navzgjom zhodné uhly.
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Obr. 34

Indexy priamok pg, p2 Vvolime tak, aby sa v otoceni okolo vrcholu A

v kladnom smere o uhol velkosti %|DCAB| priamkap; zobrazila na

priamku p,. Analogicky pre priamky i, gz, resp. ry, ro.

Dalej oznacime A= CraBi=p2Gry, Cd piC g

Veta (Morleyova). Trojuholnik A;B1C;jerovnostrannym trojuholnikom.

Doékaz vety je znatne rozsiahly apreto ho vynechame. Uvedieme vSak
internetové adresy, kde citatel’, v pripade zaujmu, tieto dékazy najde.

Poznamka. K problematike diZok stran trojuholnika A;B;C, sa edte vratime v piatej kapitole.

V svidlosti s Morleyovym trojuholnikom sa objavuje prirodzena otazka:
SG trojuholniky ABC, A1B1C; per spektivne ?

Nech A!, A1 BC st body, pre ktoré plati [DA'AB| =|DA2AC|=%, anal ogicky
pre body B, B> 1 AC zase |E)CBBl|=‘DABBZ‘=% akonegne pre body

C', C*1 AB bude platit|DACC! |=|PBCC?| =%.
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4 Iné zname body v trojuholniku

Zavedieme oznacenie

A.=BB*C CC? B, = CC' C AA%, C, = AA'C BB* A' 1 AA, C BC,

BT BB.CAC, C1 CC,CAB, |bC!CC |=g avypotitame deliace
pomery prislusnych usporiadanych trojic bodov.

Podra #AC'C, #C'BC ]

|AC'| |CC'| a |BC'| |CC'|

)] 6 sna 2 o sinb’
Sne=+Q, - sin re

8 gog 839 go

Zo vzt'ahov odvodime

2
|AC|S‘”83g g° _|AC]
E gd |BC|
83
Anaogicky #CBC,, #CAC, 1
|BC, | _1cC - |AC,| _ |CC|
5 T & astcasne - P
sin _sm b= sin +_sm a-
Sg go &3 5 &3 gora &3" 5

- ! 0 a_0
SNe—+ -~ sm —a_
1Bc,| g3 %g  9Ng3

AC, )
| |S|n83g gog sn{é\ﬁbg

Odtial

57



Geometria perspektivnych trojuholnikov

. a
sn—
Podra #ABC, ] plati IBC, | _ 2
|AC1| S'ni
3
sin?;+g09 gnE sinzag
Potom > B :v > g
: 0 . o)
SNga=g-g,~ Sin— sing=b:
g7 %5 T s

Deliaci pomer usporiadangj trojice bodov A, B, C' je nasledovny

b ..a2_06
sin— SNgza = .
' 3 sinb
(ABC) =- é’w 82 2,3
sn® sn<p Sha
3 3
Cyklickou zamenou
ind sinb? nd sn2Zg?
(oomy = 73,8375, 5ng (ACB)=- "3, 835 5na
SinE gn@go sinb Sing sinaeza(? sing
3 TE3s 3 & 5
Vysledny siicin (ABC').(BCA').(CAB') = (-1). W

Podra Cevovej vety plati

 Zéver. Trojuholniky ABC, A1B1C; st per spektivne podPa bodu M; .

Bod M; sanazyva prvy Morleyov bod. Prvym sanazyva preto, Zeich

zrglme existuje viac.

Prenechame na Uvahu citatel'a, aby sa pokusil dokézat’ anal ogické
tvrdenie stivisiace strisekciou vonkajSich uhlov a”,b”,g”" trojuholnika ABC.

Mozno za navod povazovat' obr. 36? Bude to navod len pre jednu

Gvahu?
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Obr. 36
4.5 Odkazy nainternetové adresy

1. Lemoine Geometry
[onling], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete

http://mathworld.wolfram.com/L emoineGeometry.html

2. Triangle Centers

[onling], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete

http://faculty.evansville.edu/ck6/tcenters/

3. Isotomic Lines
[onling], [citované 25. oktAber 2004]. Dostupné na Internete
http://mathworld.wolfram.com/| sotomicL ines.html

4. Morley’sMiracle. A Proof
[onling], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete

http://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/yours truly.shtml

5. Morley “'sMiracle. An unexpected Variant

[online], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete

http://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/L arry.shtml
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5NIEKTORE ZOVSEOBECNENIA

V predchédzajdcich partidch sme uviedli mnoZstvo tvrdeni a ddkazov
0 perspektivnych trojuholnikoch, resp. vyznamnych bodoch trojuhol nika.

Tato kapitola priblizi ¢itatel'ovi niektoré vSeobecnejSie tvrdenia.

5.1 ZovSeobecnenie tvrdenia o Exeterovom bode
K zovSeobecnenému tvrdeniu o Exeterovom bode potrebujeme pomocné
tvrdenie.

---------------------------------------------------------------------------------------------

i Lema. Nech je dany trojuholnik ABC anech v jeho rovine je dany bod :
P, ktory nelezi na ziadnej z priamok AB, BC, CA. Oznacme APCk=A ,
BPCk=B,, CPCk=C,, kde k je opisana kruznica trojuholniku ABC.
Potom I

|ABl| VIBC1| \JCAL| =1
[CB| [AC) |BA)

Dékaz. Rozlisime dva pripady.
A. Bod P lezi v kruhu ohrani¢enom kruznicou k.

B. Bod P nieje bodom kruhu ohrani¢enom kruznicou k.

Pripad A. Podla vety oobvodovom uhle plati |[DABB|=|DBAB|.
Uhly BAPB,,DBPA st vrcholové uhly, apreto trojuholniky AB:P, BAP st

podobné podlravety uu a odtial’ plati
A8 _ |AP)

[BA|  [BP]
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5 Niektoré zovSeobecnenia

Obdobné tvrdenia platia g
o trojuholnikoch BC,P, CB;P
aCA.P, AC,P. Dostaneme

[BG| _[BP [CA[ _|CP)
[CB| [CP|" [AC] |AP]

Ich vynésobenim ziskame

A8 JBc] JcA| _,
ce Tac, TeA

Obr. 37
Ak bod P lezi
nakruznici k , tvrdenie
trividlne plati, pretoze
P=A=B=C
adokazovany vztah ma -
tvar

\api JsPl joP _,

|CP| |AP| |BP| .-

Obr. 38

s

Pripad B. " Dokaz je analogicky a prenechame ho na Gvahu ¢itatela. Citatel
s tiez premysdli dolezitost’ predpokladu o polohe bodu P. Inak by sme ziskali
neurcity vyraz %. W
Uvazujme takymto sposobom!

Nech je dany trojuholnik ABC anech postupne v bodoch A, B, C sl
zostrojené doty¢nice ku kruznici ktak, Ze sa pretingju v bodoch K, L, M
(obr. 39). Dalgj nech P je Fubovorny bod v rovine trojuholnika ABC anech
APCk=A, BPCk=B, CPCk=C", pricom predpokladame, Ze su¢asne

nemdéZu nastat’ prave dve z uvedenych moznosti A= A,B=B,C=C".
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HI'adajme odpoved’ na otézku :
Sa trojuholniky KLM, A'B'C” per spektivne ?
Rozli&ime dva hlavné pripady polohy bodu P podra toho, ¢i bod P patri
kruhu ohrani¢enému kruznicou k alebo nie.

1. Nech bod P je bodom kruhu ohrani¢eného kruznicou k.

Potom
A. bod P nelezi na hranici trojuholnika ABC
B. bod P leZi nahranici trojuholnika ABC
C. bod Plezi nakruznici k

Pripad A

Nech priamka AP rozdeli uhol a na dva uhlya,aa,,
kdea, =|PCAA],a, =|PA'AB|. Priamka KA" zase rozdeli uhol BKCna dva
uhlya, aa,, kdea, =|PCKA],a, =|PA'KB|.

Trojuholnik CBK  jerovnoramenny  trojuholnik, kde  plati
[DKBC| =|PCAK|, pricom |BPKBC|=a , pretoZe ide o Usekovy uhol
kruznice k.

Naviac, Stvoruholnik ABA’C je tetivovy, a potom plati

[DACB|=a,,|[DABC|=a, [DACK|=a,,[DPABK|=a,.

Analogicka situécia plati pre trojuholniky ACL, ABM .
Oznaéme prieniky priamok KA", LB", MC" so stranami trojuholnika KLM
postupneY, Z, X.
Budeme pracovat’ s uhlami pri tychto vrcholoch, preto nech

i, =[pLZM|, |, =[PLZK]|,y, =[DMXK|,y , =[PMXL],

d, =[PLYK|, d, =[PMYK].
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5 Niektoré zovSeobecnenia

Obr.39
Podra #KMX, #LMX 7] (vieme, zey , +y , =180°)

[KX| _[KM]| sing,
ILX| |LM| sing,

Analogickym spdsobom pomocou #KLY, #KMY ] dostaneme vzt'ah

LY _ K sina,
IMY| |KM| sina,

az trojuholnikov #LMZ, #KLZ ]

M| _|LM| sinb,
|KZ| |KL| sinb,

Upravime
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sna, sinb, sing,

(KLX).(LMY).(MKZ) =(-1) sina, sinb, sing

Problematicka zostava hodnota zlomku

sna,sinb,sing,
sina,sinb,sing,

Pocitamel
Trojuholnik CBK obsahuje bod A". Usetky A'C, A'B, A'K rozdelia
trojuholnik CBK natri trojuholniky.
Podra #CAK, #BAK T
[KA| _ |CA [KA| _ |BA
sna, sna, sna, shna,

ICA| sina, _sina,

Odtiar . —
|BAl sina, sina,

Naviac #BCA ]

[BA] _sina,

ICA|  sina,
_ [ 2

Odtial sina, _gBAlg
sina, §|CA'|5

i B|S i BC/&
Podobne odvodime MRz = a¢c_|: a 2N9%_ a¢_|:
sinb, E|AB|¢ sing, §|AC|15j

sna, sinb, sing, _aBA| |CB/ |AC|0

Potom : : : - | ¢
sina, sinb, sing, E|CA'| |ABY |BC5
pricom podra lemy [BA] CBT |AC] _
|CA1 |AB] |BC|

Vysdedny stcéin deliacich pomerov

(KLX).(LMY).(MKZ)=(-1).
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Nech bez ujmy na
vSeobecnosti bod P lezi na
strane BC.

Obrazom bodu A je A", avSak
obrazom bodu B je bod C
anaopak. Priamka MC" je
totozna spriamkou MK,

priamka LB’ je zase totoZna

Y
Obr. 40

s priamkou KL.
Spolocny prienik priamok KA", LB, MC” je bod K atvrdenie plati.
Pripad C
V tomto pripade st body A", B, C a P totozné aspolo¢ny prienik
priamok KA", LB", MC’ je prave P atvrdenie plati.
Ak bod P je vnGtornym bodom kruhu ohrani¢eného opisanou ;
kruznicou k trojuholniku ABC, potom su trojuholniky KLM , A'B'C

| per spektivne.

_______________________________________________________________________________________________

2. Nechbod P nieje bodom kruhu ohrani&eného kruznicou k.

RozliSime
A. bod P nelezi na Ziadng z priamok AB, BC, CA
B. bod P |eZi najednej z priamok AB, BC, CA
Pripad A
Ponechame rovnaké oznacenie bodov a uhlov ako v pripade 1A. (obr. 41).

R KM| sing
Opét’ plat KLX =-_| 92
patplatl ( ) IML| sing,
Analogicky
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(LMY) =- [KL| sina, (MKZ) =- IML|  sinb,
KM| sina, |KL| sinb,

Sing, sina, sinb,
sing, sina, sinb,

Potom  (KLX).(LMY).(MKZ)=(-1)

\“
- __\ I'U
"%

M

Obr. 41
Opét" mame za tlohu urcit’ hodnotu zlomku

sing, sina, sinb,
sing, sina, sinb,

Podra #LCB',#LAB ]

ICB] sinb, _ sin(a'2 + b’)
|AB] sinb, sina,
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Kde sinfa, +b’)=sinfa, +g)
. 8] sinb, _ sinf, +g)
|AB| sinb, sina,
; CB] sina,
AB = - -
HeABd |AB| sinlg +a,)
Potom sinb, :aquB’|92

sinb, &CB|4

Podobne sta¢i uvazovat’ o trojuholnikoch CKA", BKA" aCBA'.

, . A0
Vysledok je gﬁAI
2
Nakoniec z trojuholnikov MAC", MBC" a ABC” ziskame
. - .2
sng, _gACl"
sing, §&BC|

Pouzijeme lemu avysledok je (KLX).(LMY).(MKZ) =(-1).
Pripad B. Bez ujmy na vSeobecnosti mdZeme predpokladat’, Ze bod P leZi na
priamke BC a si¢asne nie je bodom strany BC.

’ Nechame na Gvahu citatel'a, aby s detailne premyslel predpoklady tvrdenia

adokéazal, Ze prienikom odpovedajtcich priamok je bod K. W

i Ak bod P nie je vnatornym bodom kruhu ohranié¢eného opisanou :
' kruznicou k trojuholniku ABC, potom su trojuholniky KLM , A'B'C
per spektivne. '

 Zéver. Trojuholniky KLM , A'B"C” st vzdy per spektivne.

Poznamka. Nie je nam znédme, ¢i spolocny priesecnik Cevovych priamok KA, LB", MC" ma
nejaké zvlastne pomenovanie. Nevieme, ¢i ide onové tvrdenie, alebo sme sa viastnymi
Gvahami len prepracovali k mengj znamej vete.
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5.2 Iné zovSeobecnenie tvrdenia o Exeterovom bode

V predchédzajace) kapitole sme podali dbkaz zovSeobecneného
tvrdenia o Exeterovom bode, ktoré sa tykalo kruznice k(S r) opisang
trojuholniku ABC.  V kone¢nom dbsledku ide o kruznicu vpisand do
trojuholnika KLM .

PoloZzme si otazku, ¢i nie je mozné podrobit’” analogickym Gvaham g

Kruznicu pripisanud trojuholniku KLM.

Nech je dany trojuholnik KLM anech m(S r« ) je kruznica pripisana
trojuholniku KLM oproti vrcholu K, ktorej dotykové body s priamkami KL,
LM, MK si postupne body C, A, B. Nech v rovine trojuholnika KLM je bod P
anech body A", B", C" st bodmi, pre ktoré plati APCm=A", BPCm=8,
CPCm=C", pricom predpokladame, Ze su¢asne nemdzu nastat’ prave dve
z uvedenych moznosti A= A,B=B,C=C". Pytamesa:

Sa trojuholniky KLM, A'B'C” per spektivne ?

Rozli&ime dva hlavné pripady polohy bodu P podra toho, ¢i bod P patri
kruhu ohrani¢enému kruZznicou m alebo nie.
A.Nech bod P nieje bodom kruhu ohraniéeného kruznicou m.
A;. Predpokladajme, Ze bod P neleZi na Ziadnegj z priamok AB, BC, CA. Nech
X =KLCMC ,Y =LMCKA ,Z =KMCLB".
Zavedieme oznacenie (obr. 42)

a'=|PMKL|,b'=|DKLM|,g'=|[DLMK],

g, =|PB'CB|,9, =|PACB,b, =|DCBC,b, =|DABC/,

j =[PLZB]|,j ,=|PLZM|y , =[PMXC|y , =[PMXL|,

d, =|PKYL|,d, =[PKYM|,b, =|PMLZ|,b, =|DCLZ]|,

g, =[PLMX|,g, =|PBMX|,a, =|PLKY|,a, = |[PMKY]
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5 Niektoré zovSeobecnenia

Obr. 42

Podra #MLX , # MKX ]

[KX|sing, _|MK]|
|LX]| sin(g'+gl") IML|

Analogicky #KLY, # MKY J

ILY| sina, _ |LK|
IMY| sina, |MK|

akone¢ne #LMZ , #LKZ ]

Mz| sin(b +b;) _|m]

Kz| © snb, |LK]
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Geometria perspektivnych trojuholnikov

ZvySSie uvedenych vztahov apouzitim definicie deliaceho pomeru
dostaneme
_ sing,  §na, ySin(b' +b,) ~(-1)

(KLX).(LMY).(MKZ) an(g +)) sna, - sinb;

Pretoze g +g, +g, =b +b, +b, =180°

, g
plati (KLX).(LMY).(MKZ)v::gl,, YZ:Z% vz:ba =(-1)
2 1 1

sing, sina, sinb,
sing, sina, sinb,’

Zostava uréit’ hodnotu zlomku

Z #AC'M 1
|AC]| _ IMC
sing, sn(b, +a +g,+g,)’
kde plati b, +a +g, +g, =180°- b,
Potom |_AC | =|M—C1
sng, sinb,
Podra #BC'M T}
|BC| _  |MC]|

sing, sin(b,+g)

a dostaneme |AC'|,Sing; _sin(b, +g)
IBC| 'sing,  sinb,

Anaogicky #ABC ]
|AC| _ |BC]
snb, sinfa +b,)

Pocitajme b,+g=b,+180°-a- b =
=180°-a - (b- b,)=180°-a - b, =180°- (a +b,)

Potom plati sinfa +b,)=sin(b, +g)
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5 Niektoré zovSeobecnenia

. " " .2
Dosadenim vySSie ziskame NG, - %ﬂg
sing, g|AC |5
2
inb. B| 0O
Podobne by sme vypogitali s!n b? = il 5
sinb, §| AB|

(staci uvazovat’ o trojuholnikoch LB'A, LB'C a CAB).
Oznxme a, =DA'AC,a, =DA AB (obr. 42).

PouZijuc #KCA, #KBA 7}

ICA] _ KA . BA] _ KA
sna, sinfa,+b+g) sna, sn(@,+b+g)
potom [CAL,sina; _sin(a, +b +g) kdosin(a2 +b +g) _ sina,
|BA| sina, sin(a,+b+g)’ “sinfa, +b +g) sina,’
pretoze a,+a,+b+g =180°.

Podra # CBA T
Mzsina2 a sna, :@QZ
ICA| sina, sina, &BA|j

Aplikujeme lemu a dostavame (KLX).(LMY).(MKZ) =(-1).

A,. Nech, bez ujmy na vSeobecnosti, bod P leZi na priamke AB. Podlra
predpokladu musi platit A=B aB=A. Prienikom odpovedajlcich s
priamok je bod M.

As. " Nechame na Gvahu citatel'a, aby sa sam pokusil vykonat' dokaz pre

pripad, ak bod P lezi naniektorg z priamok KL, LM, KM .

____________________________________________________________________________________________

. Ak jebod P vonkaj&m bodom kruZnice m, trojuholniky ABC, KLM
' sl per spektivne. |

____________________________________________________________________________________________
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Geometria perspektivnych trojuholnikov

B. Nech bod P je bodom kruhu ohrani¢eného kruznicou m.

B1. Predpokladajme, Ze bod P nie je bodom kruznice m anelezi na niektore)
zo stran AB, BC, AC (obr. 43).
Oznagime
w, = |[DKMX|, w, =|PKLZ|,a] =|PCAB, a, =|DB'AAY,
a,=|PA'AC|,a; =|PC'AB|,y , =|[DMXL|,y , =(180°-y,),
j,=PLZK],j ,=(180°-],).

Inak ponechame rovnaké oznatenie ako v predchédzajlcej ¢asti dékazu.

Podla # KXM, # LXM ]

[KX] Sn(g +w,) _|km|
ILX| " snw,  [LM|

Podobne # KLZ, # LMZ, # KLY, # MYK }

Mz snw,  _[M[ o [LY] sna, _ [KY]
KZ| sin(w,+b’) |KL] IMY| ‘sina,  |KM|

Z odvodenych rovnosti vyplyva

(N _
(KLX).(LMY)_(MKz)vsm(_g W)VS'_nagv_ Snw,
snw,  sna, sm(b +W,

):(-1).

g sin(g'+w).sina'2.sinw2
Znovu uré¢ime hodnotu zlomku

sinw,.sina,.sin(b +w,)
7 # ABK, # ACK ]

|AB| |AK|

|AC| _ |AK|
sna, sin(b +g+al+a,) -

sina, sinlb+g+al+a,)
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5 Niektoré zovSeobecnenia

Obr. 43
Potom |A'B| sina, :sin(b+g+a§+a2")
|A'C| sina, sin(b +g+al°+al")
Plati
b+g+aj+a, =b+g+a- (a+a,)=180"- (a} +a, )
b+g+a’+a, =b+g+a - (ag +a2") =180°- (ag +a2") :
Odtial |A'B| sina, :Sin(alo +a,)

|A'C| sina, sin(ag +a2")
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Geometria perspektivnych trojuholnikov

Pomocou # ABC ]

sinfa? +a;) _|AC)
snfal+a,)  |AB

atedaplati ?LM
[BAlG

Analogicky #LCB’, #LAB', #ACB’, #MBC’, #MAC’, #ABC" ]

snfw, +b’)_@ABIS" dn(g+w)_abAC|S
snw,  §CB|g snw,  §[BC|

Cdkovo

AC| |BA] |cB1®
o o s

(KLX).(LMY).(MKZ)

Potom podl'alemy dostdvame  (KLX).(LMY).(MKZ)=(-1).

B,. Nech bez ujmy na v3eobecnosti bod P leZi na strane AB. Potom
A=B,B=A Spolo¢ny prienik priamok KA", LB", MC" je bod M aveta
trividlne plati.

Bs.  Citatel si iste premysli, Ze trividiny je g pripad, ked bod P leZi na
kruznici k. Vtedy si body A, B, C navzgom totozné aprienikom
prisludnych priamok je bod P. W

Ak je bodP bodom kruhu ohrani¢eného  kruznicouk, !

 Zaver. Trojuholniky ABC, KLM s vzdy per spektivne.

Poznamka. Spomenovanim spoloc¢ného priesecniku priamok AK, BL, CM méame
rovnaké problémy ako v predchéadzajlice) kapitole.
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5 Niektoré zovSeobecnenia

5.3 ZovSeobecnenie tvrdenia o prvom M orleyovom bode

UZ sme dokazali tvrdenie o prvom Morleyovom bode v trojuholniku.
Pokusime sa 0 isté zov3eobecnenie.

Uvazujme!

Nech A*, A* sii bodmi strany BC, pricom [DA'AB|=|DA*AC | = a.
n

B', B” sti bodmi strany CA také, Ze plati |DCBB" |=|DABB’| = b
n

aprebody C', C?, leZiace nastrane AB, plati |DACC' |=|PBCC?| = % ,

kde nT N,n3 2.
Oznatime A; = BB* C CC? B, =CC'C AA?, C,=AA' C BB? Pytamesa:

S trojuholniky ABC , A;B1C; perspektivne?

Obr. 44
Doplnime oznagenie
AT AA,CBC,B1 BB, CAC,C1 CC,CAB,|bC'CC |=q.
Podla #AC'C, #C'BC

| AC'| _|CC a | BC'| _|CC
. 6 sna . an-1 6 sinb’
sngg+go+ SNg——9- 9o~

en 7] en 7]
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. an-1 0
] Sn 79_ gOT
Odvodime |'§g'|v & n _ ”zlg‘gl
BC'l gna8,4 0  IBC]
&n
Analogicky #CBC,, #CAC, 1
IBC | _1CG | a | AC, | |CC, |
sm snd® " 1p0 §n& +g,2 sném'lag
en o en @ n g
BC, | sn? g singn-lag
Odtial ”1 = ”1 z
|AG | sm8En - Q- sina&ng
&En o
sn?
Podra #ABC, ] IBC, | 8
n
singg+g09 sn? singm_ 1,08
Potom g - :. € nl 2
smam z s in&" 22
n en g
Deliaci pomer usporiadangj trojice bodov A, B, C' je nasledovny
snl Smgn-lag inb
(ABC)=- — D x—E0__B,°%
sn® dn-—~-p Sha
n n
Cyklickou vymenou
9 gn@-1,0 a gn@-140
ory=- n '8 T . (acey=- b g” na
sm— smam—go sinb sng Slnamil gsmg
n I} n n
Vysledny sigin (ABC').(BCA').(CAB') = (-1) hovori jasne. W

Zaver. Trojuholniky ABC, A;B;C; sl per spektivne.
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5 Niektoré zovSeobecnenia

Poznamka. Specidlne, ak budeme uvaZovar o p-néasobku, kde pT R -{ 0 } verkosti
vnutornych uhlov trojuholnika ABC, skonstruujeme Hofstadterov bod.

Odvodime vzorec na vypocet dizky strén trojuholnika A;B;C;.
Pre dizku strany B;C; plati na zéklade kosinusovej vety

IBC, P=| AB, [ +|AC, P -2.| AB, || AC, |. co 2a9
[
Rovnicu vydelime vyrazom | AB; [* aupravime
IBCF _
| AB, [
aquC |O o IAGH - 2a_ coszam—za; coszag]_—za;?:
e, CARI g n s 82 s n B
2
20, €AC| an-2_ol
=1- co? " %5 %4 - cos ax .
En 5 dABl & n A
Vypocitame hodnotu pomeru diZzok Gsetiek AC; a AB;.
Podra#ACB,, #ABC, 1
b a&@+bo nd
nf sin
IAG]_""n, & n_p,sing , kde |ABl|—2RS|nb><—n
| AB, | smg a@+bo sinb ' & +go
sin s
n n g 8 n g

(len pripominame, R je polomer opisangj kruznice k trojuholniku ABC).

Dizkastrany B;C; je uréenavztahom

.2

. g & . b . a+tg o]

sn*< sn—.sn—~ .

. am- 2 0, ¢sn am-2_ 06

|BC |=2Rsnb. arlg. sm28 —a. gsng g aJ';‘b-oozs8 —a
§n®—> 2 §nsn® S e

n n n 2

Cyklickou vymenou by citatel’ ziskal odpovedajlce d’aSie vzt'ahy.
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Poznamka. V zorec mozno upravit’ natvar

z 2
. g é g6 u
sn< 8 g +ctg— o ]
|BC,|=2R>sinb x 2 xgnzgﬂ 2 0, Sng)g n b_ oosam 261-9ul]
i "o eg”b Cag” +ag” " A
Ak n=2, hodnota druhej mocniny dizky strany B.C, je
g
sin®<

2 esng sinb
zEfgsnb sing
2

|BC, '=(2Rsinb )’ x

u
1L] =0
cos u

Vysledok je v poriadku, pretoZe osi vnutornych uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom
bode — v strede O vpisangj kruznice trojuholniku ABC, t.j. B;© C,° O.

Ak n=3, trojuholnik A;B;C; je rovnostrannym trojuholnikom. To je tvrdenie Morleyove)
vety, ktoré sme uviedli bez dokazu (dékazy ngjde citatel’ na internetovych adresach).

’ Upozornime citatel'a, e vypocitar dizky stran pod/a uvedenych vzrahov nie je vobec
jednoducha zalezitoss. V pripade zaujmu, odporucame citate/ovi uvazovar o Specidlnom
trojuholniku, ktorého velkosti vnator nych uhlov bud

1.3 9
“aP “10P  97P

Dévod takého vyberu je prosty. Délezité hodnoty goniometrickych funkcii dokaZeme presne
urci¢ pomocou druhych odmocnin a st uvedené v tabul/ke. Ostatné si citatel’ /ahko vypocita
pomocou znamych goniometrickych identit.

Tab.

singllz ¢- mﬁ

1 ¢_ 1.1
S'”glopf"4+4 >
23 6.1 1
dnE2p == 2. = .10- 245
€0" 5 2 2 5

5.4 Iné zovSeobecnenie tvrdenia o M orleyovom bode
V euklidovskej rovine je mozné uvaZovat' oistgj analogii medzi

koncepciou strany avnuatorného uhla trojuhol nika.

Tento pristup stru¢ne naznatuje tabul'ka na d’alSgj strane.
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5 Niektoré zovSeobecnenia

Tab.
Pravouholnik K osostvor ec
v Vv&etky uhly navzgom v Vv&etky strany navzgom
zhodné zhodné
v stred je rovnako vzdiaeny v/ stred je rovnako vzdiaeny
od vrcholov od stran
v/ existuje opisana kruznica v/ existuje vpisana kruznica
v 0si simernosti st 0si stran v 0s slmernosti st osami
vnutornych uhlov

Premy&/ajme teda takto!
Rozdelime kazdu stranu trojuholnika ABC na n navzdjom zhodnych
Useciek.
Pre vybrané deliace body na Useckach BC, CA, AB oznacené
postupne Al, A% BY, B C', C? bude platit
|ACt|=|cB|=S; B =] AC|=2; |CB!|=|B°Al= 2,
A n n n
kde nl N.
Priesesniky priamok AA! a BB?, CC®> a BB! CC! a AA?
oznacime postupne C;, A; a By Opét’ nasleduje klasicka otdzka:
Sa trojuholniky ABC, A1B1C; perspektivne?
Nech body C', A’, B' sU postupne priesecniky priamok CC; aAB, AA; a
BC, BB;aAC (obr. 45).
PretoZe priamky CC', AA? a BB’ preché&dzaji bodom B;, musi podla
Cevove vety platit
(ABC) . (BCA?) . (CAB') =(-1).
Dosadenim hodn6t za odpovedajtice dizky Usetiek
c n-1
T —.(CAB) =(-1).

.C —
n n

n

Vysledok jasne ukazuje, Zebod B’ je stredom strany AC.
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Podobne by sme dokézali, ze A’ je stredom strany BC aC’ je stred
strany AB. Priamky CC’, BB' a AA’ sapretingl v tazisku T trojuholnika
ABC. W

Obr. 45

Zaver Trojuholniky A;BiC; a ABC sU perspektivne podl’ag
taziskaT trojuholnika ABC.

Dokézeme, Ze trojuholniky A;B;C; a ABC sU aj rovno/ahlé so
stredom rovno/ahlosti v bode T.

Dokaz. Zostrojime rovnobezku ag s priamkou BC prechadzajicu bodom Aq,
rovnobezku by spriamkou AC prechadzajucu bodom B; arovnobezku ¢y
spriamkou AB prechadzajucu bodom C;. Priesecniky takto zostrojenych
priamok oznacime Ay, By, Co (Obr. 45).

V rovnol'ahlosti H[t.c,) sa priamka AB zobrazi na priamku cp, v rovnol'ahlosti
HaiT, ¢;] sa priamka AC zobrazi na priamku by a v rovnolahlosti Hat, ¢ sa
priamka BC zobrazi na priamku ao. ZIoZenim rovnolahlosti Ha[ 7, ci, Ha T, ¢J]
aHgs 1,¢4 je podlaopét’ rovnolahlost’ Hy so stredom v bode T a koeficientom

C4 = C1C2C3. V rovnolahlosti Hyr, ¢ sa trojuholnik ABC zobrazi na
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5 Niektoré zovSeobecnenia

trojuholnik AgBoCo, t.j. Usetky A'B’, B'C’, C'A” sa zobrazia postupne na
usecky A1B1, B1Ci, CiA;.

V rovnolahlosti Hs so stredom vbode T akoeficientom cs sa
trojuholnik A'B"C” zobrazi na trojuholnik A;B;C;. Rovnorahlost’ Hgl T, -1/2]
zobrazi trojuholnik ABC na trojuholnik A'B"C’. ZloZenim rovnol'ahlosti Hs a

He je rovnorahlost’ H so stredom v bode T a koeficientom ¢ =§3 %ics W
a

~ Zéver. Trojuholniky ABC, A;B;C; si rovnorahlé.

Citatel’ si iste uvedomil, Ze uvedené trojuholniky si i podobné.

Ak chceme vypogitat’ obsah trojuholnika A;B,C, resp. urgit’ vzt'ahy
pre dizky jeho stran, musime stanovit koeficient rovnolahlosti H
trojuholnikov ABC a A;B1C;.

Nechame na Gvahu citatel'a, aby sa presvedCil, Ze v stredovom premietani

sahodnota dvojpomeru nezmeni aplati (BTB.B') = (BA’ A%C).

Odtial’ vypocitame IBBI_5 n-1
| TB, | n-2
. . 2. n-2
Pre dizku ¥4rB,%: odvodime TB|==t,. :
3 2n-1
Koeficient cs rovnol'ahlosti Hs ma hodnotu
2t n-2
_ITBil_3"2n-1_,N-2
lc.|= = =2.
| TB'| 1t 2n-1
3

Pre vydledny, hradany koeficient ¢ rovnol'ahlosti H mame
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Strany trojuholnika Ai;B,C; maju dizky
2

| AB, |= IABIX—IBlCI IBCI><— ICA = ICAI><—l

apre obsahy plati

—————————————————————————————————————

____________________________________

Poznamka. Ak n=2

- 26
Sasg, = 84 1— Saec =0
Body A, By, C; st totozné sbodom T.
Akn=3
_®3-20 1

ABC, — gma ABC :£ >6ABC

* , pon Sasc,
K ake hodnote sa, blizi“ pomer ——— pre n® ¥ ?
ABC
Ako slivisi tento vysledok so vzorcom uvedenym v kapitole 2.1?

5.5 ZovSeobecnenie tvrdenia o izotomickom bode

V dbkaze tvrdenia oizotomickom bode v kapitole 4.3 sme vyuZzili

poznatok, Ze body C;, C* sU stredovo simerné podla stredu & strany AB.

Nésledne sme pouzili z toho plynuci zaver o zhodnosti Useciek ACy, BC'.

Sklsme ter az uvazovar’ nasledovnel

Nech P je T'ubovolny bod v rovine trojuholnika ABC, rézny od

vrcholov A, B, C. V stredovej simernosti so stredom S, je obrazom bodu P

bod Py, v stredove] simernosti so stredom S, je obrazom bodu P bod P, a

v stredovel simernosti so stredom & je obrazom bodu P bod Ps.
Sa trojuholniky ABC, P,P,P3 per spektivne ?
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5 Niektoré zovSeobecnenia

RozliSime niekol’ko pripadov polohy bodu P.
A. Nech bod P je vnatornym bodom trojuholnika ABC. Oznatime
A =BCC AP, B =CACBP, C,=ABCCP,

[DCAP|=a,, |DPAB|=a,, [PABP|=b,, [PPBC|=b,, [PBCP|=g,,
|[DPCA|=g,, C'=ABCCPR,, A=BCC AR, B=CACBR,,

j ,=|PBCC], | , =[PACC| (obr. 46).

Obr. 46

:M)(_Sinj 2

Plati (ABC) B0
1

sinj , _|BP| sin(a +b,)

Podra #ACP,, #BCP, snj, |AP| sin(b+a,)’

: sin(a +b BC
Andlogicky #BCB,, #ACA ] Sinéb +a1)) _ ||AC||J|22I_
2

Pre hradany deliaci pomer (ABC’) dostavame

(ABC’):-@M_
|AP| (BB
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Cyklickou zamenou

(B ) = BJBBll (CAB’) =- B CC1| .
[BP] |CC| CP| |AA|

Vysledny stcin (ABC’).(BCA).(CAB) =(-1).
B. Nech bod P leZi na hranici trojuholnika ABC. Bez ujmy na
v3eobecnosti, mdzeme predpokladat’, Zze bod P je vnatornym bodom

strany BC (obr. 47).

Lahko odvodime

(ABC)=- ||;‘E|| ,
(CAB) = ﬁé || ,
“c-a, (BCA)=- 12':2} .
Vysledok (ABC’).(BCA).(CAB) =(- 1)

C. Pripad, ked’ bod P nie je vnutornym bodom trojuholnika ABC,

nechévame na zaujem citatel'a. W
Podra Cevovej vety vychadza vo vsetkych troch pripadoch tento zaver:
Zaver. Trojuholniky ABC, P,P,P3 si per spektivne.

Poznamka. Nazov takto zovseobecneného bodu ndm nie je znamy.

Citatel’ saiste zamysli nad pravdivost'ou tvrdenia:
Trojuholnik P,P,P3 je zhodny s trojuhol nikom ABC a odpovedajlce si

strany s rovnobezné.
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5.6 Zopar zaver e¢nych tvrdeni

Téato podkapitola je venovana niektorym zaujimavym tvrdeniam,
ktoré urcite stoja za povamnutie.
Prvé z nich je zaloZené na Uvahe:

Nech v rovine trojuholnika ABC je dany bod P neleZiaci na Ziadnej
z priamok AB, BC, CA anechA =BCGC AP, B =CACBP, C, = ABCCP.
Bodmi A, B,,C,jejednoznatne uréendkruznican, ktora pretina priamky AB,
BC, CA postupnev bodoch A=nC BC, B=nCCA, C=nC AB.
SG trojuholniky ABC, A'B'C
per spektivne ?
Trojuholniky AC,B’, AC'B,
(obr. 48) si podobné podra
vety uu, pretoze plati

[DC,AB|=|DB,AC]|=a

[DAB'C|=|DAC'B| .

—77A /¢ . B -
Obr. 48
Potom m =|AC,||AC|=|AB|.|AB].

Poznamka. Realne ¢islo m; sa nazyva mocnost’ bodu A ku kruznici n.

Analogicky by sme odvodili
m, =|BA|.|BA|=|BC,|.|BC], m, =|CA|.|CA|=|CB,|.[CB],
kde mp, mg stmocnosti bodov B, C ku kruznici n.

Hned vidno, 7 (ABC').(ABG,)= % ,
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. _m a ‘ =M
(BCA).(BCA) ey (CAB).(CAB,) —~
Potom (ABC').(BCA).(CAB) = =

(ABC,).(BCA).(CAB,)
Ked'Ze priamky AA;, BB;, CC; prechadzaju bodom P, plati
(ABC’).(BCA).(CAB) =(-1). W

Zaver. Trojuholniky ABC, A'B"C’ st per spektivne podra P’.

Poznadmka. Nazov bodu ndm nie je znamy.

Citatel’ saiste zamysli nad tym, v éom tkvie zovSeobecnenie. Pretoze

ak je bod P totozny sortocentrom V trojuholnika ABC, potom bod P je
totozny s raziskom T. Ako sav tomto pripade nazyvakruznican ?

Uvazujmeinak !
Vamnime s, Ze kruznicu n (v predchédzajucom tvrdeni) sme
jednoznacne urcili pomocou bodu P a priamok AB, BC, CA.

Nech je v rovine trojuholnika ABC dana kruznica n, ktora pretina
jeho strany AB, BC, CA postupne vbodoch C,C,,A,A, B,B,kvdli
nazornosti vid’ obr. 49). Oznatime

A =BB CCC,, B,=CC,C AA,, C, = AA C BB,. Pytame sa

SG trojuholniky ABC, AoBoCo perspektivne ?

Opét’ oznasime A= AA C BC, B=BB,CCA, C'=CC,C AB.

Ked’ze priamky AA", BB1, CC, prechadzaji bodom Ao, plati
(ABC,).(BCA).(CAB) =(-1).

Z analogickych dévodov
(ABC,).(BCA,).(CAB)

(-9

(ABC').(BCA).(CAB,) =(-1).
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Pre deliace pomery plati

(ABC,).(ABC,) = iggj ||';g§|| ,(CAB,).(CAB,) = %. :igj
B B.
(Bch).(BCA) = ol £
Pomocou mocnosti bodov A, B, C vzhl'adom ku kruznici n odvodime
lacilac_,  |BAl [Bal_,  [cB[[cB)_,
A8 [AB,] " [BC[[BC T [CA[[CA)
Vysledny si¢inje  (ABC’).(BCA).(CAB) =(-1). W

Z&ver. Trojuholniky ABC, AjBoCo sl perspektivne podPa X.

Poznamka. Nevi eme, ¢i tento bod ma nejaké pomenovanie.

Ina tvaha!
Nech je dany trojuholnik ABC aO,, Op, O¢ su stredy pripisanych

kruznic I, Iy , Ic anech v rovine trojuholnika ABC je dany 'ubovolny bod P.

Oznatime  A=PO, C BC, B=PO, CCA, C'=PO,C AB. Pytame sa:
Sa trojuholniky 00,0, A'B'C" perspektivne?
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*

Dékaz sme uz vlastne vykonali. V zavere kapitoly 3.3 sme dokazali

Specidny pripad prave formulovaného problému, ked’ bod P bol stotoZneny
so stredom & Feuerbachovej kruznicef.

Nechame na Uvahu citatel'a, aby zostrojil obrazok (vid’. obr. 27) a

premyslel s my8lienku a spdsob toho dékazu. W

‘Zéver. Trojuholniky 0,050, A'B'C” sli perspektivne.

Na zéver tgjto kapitoly zdéraznime este jeden podstatny désledok
posledného tvrdenia.

Trojuholniky  ABC, O,0,0. sU perspektivne podrla bodu O.
Trojuholniky O,0,0, A'B'C" sU zase perspektivne podla bodu P. Potom su
perspektivne g trojuholniky ABC, A'B'C” podraP’.

T&o ,tranzitivnost™ perspektivnosti nami uvaZzovanych trojuholnikov
by mohla vyvolat’ dojem akéhosi zovSeobecnenia Desarquesovej vety, nebyt’
skrytého predpokladu o vpisanych trojuholnikoch (trojuholnik A'B'C" je
vpisany do ABC aten je zase vpisany do trojuholnika O,0,0¢ ).

Dovolime si sformulovat’ hypotézu (obr. 50):

, Ak trojuholnik AB,C, je vpisany do trojuholnika A,B,C, tak,
ze trojuholniky su perspektivne pod/a bodu P, trojuholnik AB,C, je
perspektivny strojuholnikom AB,C, pod/a bodu P, , pricom trojuholnik
AB.C, je vpisany do trojuholnika ABC,, potom su perspektivne aj
trojuholniky ABC,, AB.C, pod/aP” .*

" Dokaz uz nepoddme. Odhadujeme, Ze jeho prevedenie doteraz

zauzivanym spbsobom by bolo zregme dost’ komplikované. Naproti tomu,
vel'mi elegantné rieSenie by asi vyplynulo z pouZitia analytického modelu

projektivng roviny a odpovedajlce analdgii Cevove vety. To vSak patri do
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ingj oblasti amy naposledy nechavame na Uvahu citatel'a, aby v pripade

zaujmu, tento problém riesil.

Obr. 50

5.7 Odkazy na internetove adresy

1. Hofstadter Point.
[onling], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete
http://faculty.evansville.edu/ck6/tcenters/recent/hof stad.html

2. Triangel Centers
[onling], [citované 25. oktober 2004]. Dostupné na Internete
http://faculty.evansville.edu/ck6/tcenters/

3. Tucker Circles
[onling], [citované 25. oktOber2004]. Dostupné na I nternete

http://mathworld.wolfram.com/TuckerCircles.html

4. First Lemoine Circle
[online], [citované 25. oktOber 2004]. Dostupné na Internete

http://mathworld.wolfram.com/FirstL emoineCircle.html

5. Projective Geometry
[onling], [citované 25. oktéber 2004]. Dostupné na Internete

http://mathworld.wolfram.com/Proj ectiveGeometry.html
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6 ZOPAR MYSLIENOK

1. Hned’ v prve kapitole sme upozornili citatel'a, Ze nebudeme
venovat’ pozornost’ kolinedrnosti odpovedajucich si priese¢nikov priamok,
na ktorych leZia strany uvazovanych perspektivnych trojuholnikov.

Priamka urcena tymito priesecnikmi sa niekedy v literatire nazyva
0s perspektivity. Mozno by stdlo za Uvahu skumat’ tieto osi pre jednotlivé
perspektivne trojuholniky. Tazko povedar, k akym zaujimavym vysledkom

by sme sa prepracovali.

2. V podstate sme sa vtegto knizke zaoberali  vyznamnymi
bodmi trojuholnika ABC. Ponuka sa moznost' skimat’ vyznamné priamky
trojuholnika. Znama je tzv. Eulerova priamka, na ktoregj leZi stred S opisane)
kruznice k, taZisko T aortocentrum V trojuholnika ABC .

Zaujimavé je, Ze ich usporiadanie na priamke je v takom poradi, v
akom sme ho uviedli apre dizky plati |ST|:[TV|=1:2 (Citatel' si pomer
urcite zapamdata, ak pouzije mnemotechnickl pomécku , STV® 1:2
interpretovanu ako ,, Slovenskatelevizia, prvy a druhy program®) .

Na Eulerovel priamke leZi g Longchampov bod, ktory je sicasne je g
obraz ortocentra V trojuholnika ABC v stredovej simernosti so stredom
v bode S—v strede opisangj kruznice k trojuholnika ABC.

Pomerne zaujimavou priamkou je Soddyho priamka, priamka uréena
stredom O vpisang kruznicel aGergonovym bodom G trojuholnika ABC.
Prienikom Eulerovel a Soddyho priamky je uz spominany Longchampov
bod.

Moznosti je teda neirekom, zaleZi len na nés, ktorou cestou péjdeme.
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3. NaSe Gvahy sa dotkli len jedného typu kuZel'osecky - kruznice.
Mnohé tvrdenia zostavgu v platnosti, ak nahradime kruznicu inou
kuzel'ose¢kou. Napriklad v tvrdeni o Gergonovom bode.

Ak do trojuholnika ABC vpiSeme €elipsu a dotykové body so stranami
AB, BC, CA oznacime postupne C’, A", B, potom priamky AA", BB", CC" su
Cevovymi priamkami.

Analogicky mozno zovSeobecnit’ itvrdenia zkapitol 5.1, 5.2
aniektoré tvrdenia z kapitoly 5.6.

Do akej miery je vhodné pouzit na dokaz Cevovu vetu, je
diskutabilné. Upozornili sme, Ze pravdepodobne vhodnejSi bude analyticky
pristup jedného z modelov projektivngy geometrie, zvl&St pokial’ ide o
kuzel'osecky.

4, Nakoniec, nie je vylicena ani moznost', Ze ¢itatel’ zovseobecni
niektoré tvrdenie na zéklade myslienok uvedenych v tejto knizke.

V tom pripade ve'mi radi skonStatujeme, Ze kniha dosiahla ciel,
sakym bola pisand MozZno citatel'a prekvapi, ak neskér ngjde ,svoju” vetu
publikovant ving, starSe literatire. Geometria je predmetom zaujmu
matematikov uZ tisicrocia, apreto v tgjto oblasti as plati dvojnasobne, Ze
,»VSetko tu uz bolo azase bude“. Na druhg strane, jeden nikdy nevie. V roku
1998 objavili na Eulerove) priamke d’alSi zaujimavy bod — Baileyho bod.

V kazdom pripade musime zdGrazir, ze hodnota Ccitate/ovho
vlastného objavu spociva vjeho schopnosti mobilizovar svoje vedomosti
aspojir’ ich do takeg logicke] Struktary, ktorgj zaviSenim je zmysluplny
poznatok. Vysledok prindSa rados’ z dobre vykonangj prace a povzbudzuje
déveru vo viastné sily.

Prajem VVam vel'a Gspechov v tvorivej préci.

Autor
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