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Na vysvétlenou

Posledni, sedmnacty seSit z fady u€ebnic matematiky pro nizsi tfidy
viceletych gymnazii a pro tfidy zakladnich Skol s roz§ifenou vyukou mate-
matiky, ktery pravé dostavate do rukou, je vénovan zakladnim poznatk(im
z geometrie v prostoru ajejich uplatnénim ve vykladu o télesech - jehlanech,
kuzelech a koulich.

Pfipomindme, Ze cilem naSeho projektu bylo vytvofit ve formé fady
17 sesitl dplnou a sobéstaénou pomUcku pro vyuku matematiky v prvnich
Ctyfech rocnicich viceletého gymnazia. Proto jsou seSity sestaveny tak, aby
je bylo mozno pouzit jak pFi vykladu nové latky Ci jejim procviCovani ve
vyucovacich hodinach, tak i pfi domaci pfipravé zakl. Kromé toho vérime,
Ze bohaty pfikladovy material usnadni ucitelim zadavani domacich ukoli
a umozni zakim dlkladné si probrané ugivo procviit. Zvidavi Zaci také
najdou mezi pfiklady Fadu obtizngjsich dloh.

Zminéné cile ovlivnily rozsah i formu textu. Zopakujme stru¢né, jakym
zplsobem:

Vyklad nového u€iva je zpravidla uveden motivujici otazkou (znacenou
otaznikem na okraji stranky). Nové pojmy, poznatky a pravidla jsou pak
podrobné vysvétlovany a zdlvodriovany tak, aby je Zak v pfipadé potfe-
by mohl zvladnout samostatnym studiem. Nezakryvame, Ze naSe uCebnice
jsou psany pro zaky s hlubS§im zajmem o matematiku a dal$i pfirodovédné
predméty. Tém jsou urceny i drobnéjSim pismem (petitem) tisténé pasaze,
které presahuji standardni ramec uciva.

Povazujeme za dllezité, aby se Zaci naucili vlastni FeSeni srozumitelné
a pfehledné zapisovat. Proto jsme do ucebnice zafradili ukazky ,,opsané“
z 7akovskych sesitll, které by mohly zakim poslouzit jako vzory takovych
zéapisy.

Diulezité vysledky vykladu jsou shrnuty ve vétach, které jsou graficky vy-
znaceny ramecky. Nejedna se ndm v zadném pfipadé o signal k bezduchému
memorovani, ale o vyzvu, aby se Zaci nad obsahem téchto tvrzeni a definic
dikladné zamysleli a spravné je pochopili. To Ize kontrolovat prib&znymi
koly, v textu znaenymi - . Ke kontrole zvladnuti vétSich celkd jsou ur-
¢ena cviceni uvadéna za jednou i dvéma kapitolami. Zavére¢na souhrnna
cvicenf tvofi vlastné shirku Gloh k tématu celého seSitu.



Vétsina akoll, cviceni i souhrnnych cvigeni je na konci seSitu opatfena
vysledky. PFiklady uréené k samostatné praci zak( oznacujeme nékdy (pro
lepsi orientaci) témito symboly s uvedenymi vyznamy:

- lze FeSit zpravidla zpaméti

O

* - obtiznéjsi priklad

** - velmi obtizny pfiklad
|

- zajimavy pfiklad (podle naSeho nazoru)

Na zavér pfipojujeme prehled titull vsech sesitll nasi fady:

Prima

Uvodni opakovani

Kladna a zdporna cisla
Délitelnost

Osova a stfedova soumérnost

Tercie

Rovnice a nerovnice
Kruhy a valce
Umérnosti

Geometrické konstrukce
Vyrazy 2

Sekunda

Raciondlni Cisla. Procenta
Trojuhelniky a CtyFahelniky
Hranoly
Vyrazy 1

Kvarta

Rovnice a jejich soustavy
Funkce

Podobnost a funkce Uhlu
Jehlany a kuZely



UvoD

Svét, ve kterém Zijeme, je tfirozmérny prostor, ke kterému podle sou-
Casné fyziky patfi neoddélitelné i ¢tvrty rozmér - €as. Diky zraku, naSemu
nejcennéjSimu smyslu, se odmalicka u€ime prostorové orientaci a osvojuje-
me si zakladni poznatky o tvaru a velikosti téles a zménach jejich vzajemné
polohy, kterych Ize rdiznymi pohyby v prostoru dosahnout. V prostorovych
vztazich se v jisté mife (Gmérné slozitosti zplsobu Zivota) musi ,vyznat“
kazdy Zivy tvor nasi planety.
odhadovali mnozZstvi materidlu potfebného k vystavbé primitivnich obydli
¢i hledali nejvhodngjsi formy nadob nebo sypek. Uplynula dlouha doba,
nez lidé pfesli od pouhého porovnavani objem0 k jejich méfeni a vypoctiim
podle tvar(l a rozmérd téles. Tak starovéci Babylonané jiz dokazali poci-
tat objemy pevnostnich vall s lichobéZznikovym prifezem, Egyptané znali
napfiklad postup, jak urcit objem sypky, kterd ma tvar vélce. Skute€né-
ho mistrovstvi ve vypoctech objemd rlznych téles dosahli matematikové
antického Recka, zejména Archimedes ze Syrakus (3.stol. pfed Kristem)
a Pappos z Alexandrie (3.stol. po Kristu). Archimédovo dimysIné odvoze-
ni vzorcl pro objem a povrch koule je snad nejvyraznéjsim projevem jeho
matematické geniality; sam Archimédes si natolik cenil poznatek o tom, Ze
kuZel, polokoule a valec o stejnych podstavach a vyskdch maji objemy v po-
méru 1:2:3, Zesi pFfal mit na svém néhrobku reliéf valce s vepsanou kouli.
Stejné vyobrazeni pak bylo rovnéZ razeno na mincich mésta Syrakus. Druhy
zminény Rek Pappos Archimédovy vzorce zobecnil, kdyZ objevil pravidlo,
podle kterého lze urCit objem obecného, tzv. rota€niho télesa, tedy télesa,
jeZz vznikne ota€enim rovinného obrazce v prostoru kolem pevné pfimky.

Stavby monumentélnich nahrobkd staroegyptskych faraonl nebo maje-
statné rozlehlych antickych chramu kladly pted tehdejsi architekty obtizné
prostorové Ukoly. Nebylo by mozné je vyfeSit s takovou pfesnosti, jakou
dodnes na téchto pamatkach obdivujeme, bez dokonalého ovladnuti zakla-
dh stereometrie (geometrie tfirozmérného prostoru), k nimz patfi ur€ovani
vzdjemnych poloh, vzdalenosti a odchylek pfimek a rovin. Pravé s témito
poznatky vas chce naSe ucebnice seznamit predevsim. | kdyZ se tfeba ne-
stanete architekty, dobrou prostorovou predstavivost podloZenou znalosti
»Skolni stereometrie“ uplatnite i v mnoha dalSich oborech pfirodnich véd,
techniky ¢i rlznych druzich vytvarné €innosti (primyslovy design, navrho-
vani reklamy apod.).

8



1 PRIMKY A ROVINY V PROSTORU

V dalSich kapitolach tohoto seSitu se podrobné sezndmite s jehlanem, kuZze-
lem a kouli - télesy, kterd jiz sice umite rozpoznat a pojmenovat, avsak na-
priklad urcit jejich objem nebo povrch dosud nedokazete. Abychom vypog-
tim spojenym s témito télesy dobfe rozuméli, nejdfive zopakujeme a roz-
Sifime naSe znalosti o pfimkach a rovinach v prostoru.

Vime jiz, Ze prostor se sklada z bodd, které znacime velkymi pismeny (napf.
A, B, X, Y). Vyznamnymi podmnoZinami prostoru jsou jednak pfimky
znacené obvykle malymi pismeny (a, b, p, g, ...), jednak roviny znacené
zpravidla malymi feckymi pismeny (a, B, p, 0, ...). Vztahy mezi nimi
vyjadfujeme zndmymi zapisy:

a p B p X a Y « a B b B B

Kazda pfimka v prostoru je urCena (stejné
jako v rovingé) dvéma rliznymi body, které
na ni lezi. Pokud A pa B p (A% B),
pak pfimku p nazyvdme pfimkou AB a pi-
Seme p = o AB.

Rovina je jednoznacné ur€ena tfemi svy-
mi body, které nelezi v jedné pfimce. Na
obrazku roviny B jsou to napf. body X,
Y, Z. Roviné B také fikdme rovina XYZ
a piseme B = o XYZ.

Stejné tak je rovina jednoznacné urcena,
je-li danajedna jeji pfimka ajeden jeji bod,
ktery na této pfimce nelezi. Tak rovina y
z obrazku je urCena pfimkou p a bodem A.
Pak piseme y = < pA (rovina pA).

Z kazdodenni zkuSenosti vime, Ze pro pfimky a roviny v prostoru plati:
 Jestlize dva rizné body pfimky lezi v nékteré roviné, pak v této roviné
lezi cela tato pfimka.



« Jestlize dvé rGizné roviny maji spolecny bod, pak maji spole¢nou pfimku;
kromé bodd této pfimky jiné spole¢né body nemaji.

Jak znézornit ucelné prostorovy utvar rovinnym obrazkem?

P¥i feSeni dloh o télesech je nezbytné umét si posuzovanou situaci dobfe
pfedstavit. Mame-li po ruce vhodny model télesa, mizeme pohodIné pozo-
rovat vzajemnou polohu rdznych pfimek a rovin tak, ze model réizné poota-
¢ime a doty€né pfimky a roviny pozorujeme z rliznych smérd. Mnohdy vsak
takovou trojrozmérnou pomicku k dispozici nemame. Tehdy si pomahame
vhodnymi (jednim nebo nékolika) rovinnymi obrazky. Jak vite, pofidit ta-
kové vystizné obrazky nemusi byt vibec jednoduché. S jednou zobrazovaci
metodou jste se jiz seznamili v u€ivu o hranolech. Bylo to volné rovnobézné
promitani, které budeme pouzivat i nadale.

Prohlédnéte si, jak se touto metodou znéazorni krychle ABCDEFGH
(v pravém nadhledu):

Jakym postupem byl obrazek krychle pofi-
zen? Krychli jsme znazornili v roviné zvané
nakresna. V ni jsme nejprve zvolili dva navza-
jem kolmé sméry, vodorovny a svisly. (Na na-
Sem obrazku méa vodorovny smér napf. pfim-
ka AB, svisly smér napf. pfimka BF.) Pak
jsme rysovali podle téchto zasad:

« Utvar, ktery lezi v roving rovnob&zné s nakresnou, se zobrazi nezkresle-
né, tedy do shodného Utvaru (sttny ABFE a DCGH).

+ Usecka kolméa k nakresné se zobrazi do Usecky, ktera svira s vodorovnym
i svislym smérem stejné Ghly o velikosti 45° a ma polovi¢ni délku nez
zobrazovand useCka (hrany BC, FG, AD a EH).

« Dvé rovnohézné Usecky se zobrazi do dvou rovnobéznych Use€ek nebo
do dvou bodd.

Na obrézku byla vyznacena i viditelnost hran krychle. Kdyby bylo téleso
zhotoveno z neprlihledného materialu, nékteré hrany bychom nevidéli. Pro-
toZe jsme se na krychli divali zprava a shora, byly by ,,neviditelné* hrany
AD, CD a DH. Proto jsou na obrazku nakresleny ¢arkované.

Na dal$im obrazku vidite jednu krychli v rdiznych nadhledech zprava (bez
neviditelnych hran):
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Pouze v prvni poloze maji hrany predni stény krychle vodorovny nebo svisly
smér nékresny. Takové zndzornéni je nejvhodnéjsi, protoze je z celé krychle
»hejvice vidét“. Proto budeme krychli nejcastéji kreslit pravé takto.

Misto pravého nadhledu je nékdy vyhodnéjsi zvolit jiny smér pohledu na té-
leso. Prohlédnéte si, jak se znazorni naSe krychle v levém nadhledu, pravém
podhledu a levém podhledu:

levy nadhled pravy podhled levy podhled

Ve véech tfech pohledech maji hrany pfedni stény krychle vodorovny nebo
svisly smér nakresny.

Na zavér poznamenejme, Ze télesa, ktera maji ,,pfiliS velké” nebo ,,pfilis
malé* rozméry, kreslime ve vhodném zvétseni nebo zmenseni.

1. Znazornéte kvadr ABCDEFGH o0 rozmérech JAB|= JAD|= 4cm,
RE|= 6cm
a) v pravém nadhledu, b) v levém podhledu.

Co vime o vzadjemné poloze pfimek a rovin v prostoru?

Dvé rlizné roviny v prostoru jsou bud rovnobézné (nemaji-li Zadny spole¢ny
bod), nebo riznobézné. Spolecné body dvou rliznobéznych rovin vypini
primku, které Fikdme prisecnice téchto rovin.

Pfipomenme, Ze za rovnobézné povazujeme i dvé totozné roviny.

Pfikladem rovnobéznych rovin jsou roviny a, B, ve kterych leZi protéjsi sté-
ny krychle. PFikladem rliznobéznych rovin jsou roviny a, y, ve kterych lezi
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sousedni stény krychle. Jejich prlsecnici je pfimka p, na které lezi spolecné
hrana zminénych stén.

a |l a/ll
Ba B = @ yay =p

02. Je dan kvddr ABCDEFGH. Pojmenujte vzajemnou polohu rovin
a) ABF a CGH, b) ADE a FGH, ¢) AFH a BCF

Pfimka, ktera v dané roviné neleZi, je s touto rovinou bud' rovnobézna (neméa
s ni zadny spolecny bod), nebo riznobézna. Rlznobézna pfimka protina
danou rovinu v jediném bodé - tzv. priseciku.

Za pfimky rovnobézné s danou rovinou povaZzujeme i vsechny pfimky, které
v této roviné lezi.

Pfiklady moznych vzajemnych poloh pfimky a roviny snadno najdeme na
krychli:

pll qll rl
apa =@ ag o {P} ar a
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0 3. Je dan kvddr ABCDEFGH. Pojmenujte vzajemnou polohu
a) pfimky BC a roviny ADH, b) pfimky BC a roviny AEF,
c) pfimky FH a roviny ADH, d) pfimky AG a roviny ACE.

Dvé rlizné pfimky v prostoru jsou bud rovnobézné, nebo riiznob&zné, nebo
mimob&zné. Rovnobézné nebo rdznobézné jsou ty dvé primky, které lezi
v jedné roviné. Mimobézné jsou ty dvé pfimky, které neleZi v jedné roving.
PFfimky, které nemaji spole€ny bod, jsou bud rovnobé&zné, nebo mimobézné.
Pfipomefnme, Ze dvé totozné pfimky povaZujeme za rovnobézné.

Uvedme pfiklady mozZnych vzajemnych poloh pfimek na krychli:

rovnobézky p, g: p || g riznobézky p, r mimobézky p, s

V hodinéach planimetrie jsme rliznobéznost pfimek nékdy zapisovali symbo-
lem ktery znamena ,,neni rovnobézno“. Plati totiZ, Ze dvé pfimky v roviné
jsou riznobézné pravé tehdy, kdyZ nejsou rovnobézné.

»Nerovnobézné“ pfimky (tedy pfimky, které nejsou rovnobézné) v prostoru
vs$ak nejsou nutné rliznobézné, mohou totiz byt mimobézné. Proto symbol ||
pouZivame ve stereometrii jen pro rliznobézné roviny; rliznobéznost a mi-
mobéZznost pfimek budeme vzdy vyjadfovat slovné.

O04. Je ddn kvadr ABCDEFGH. Pojmenujte vzdjemnou polohu pfimek
a) AD a FG, b) AH a BH, c) AH a FB, d) AB a CH.

Jak rozhodujeme o vzajemné poloze pfimek a rovin?

PF¥i ur€ovani vzajemné polohy dvou pfimek nejprve zkouméme, zda tyto dvé
pfimky vlbec lezi v jedné roving (jinak se jedna o mimobézky). Nalezne-
me-li rovinu, ve které dvé dané pfimKky a, b lezi, je rozhodovani o jejich rov-
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nobéznosti planimetrickou Ulohou, kterou jiz umime FeSit. Nejcastéji k tomu
vyuzivdme vhodnou pficku, tedy takovou pfimku c, ktera obé pfimky a, b
protind. Ozname a, B, y UOhly mezi pfickou ¢ a pfimkami a, b jako na

obrazku:

Vime, Ze rovnobéznost pfimek a, b je zaru€ena rovnosti stfidavych ahli
a = B, popf. rovnosti souhlasnych Ghli o = vy.

Obréacené, kterakoliv z nerovnosti o # B, a # y znamena, Ze pfimky a, b
rovnobézné nejsou (jsou tedy rdiznobézné).

Nésledujici tvrzeni o tfech pfimkach v roviné znate natolik dobfe, Ze ho po-
vaZujete za samozfejmé: Je-li pfimka a rovnobézna s pfimkou b a pfimka b
rovnobézna s pfimkou c, pak je i pfimka a rovnobézna s pfimkou c. Stejné
tvrzeni plati i v pfipadé, kdy pfimky a, b, ¢ v jedné roviné nelezi.

0O 5. Vysvétlete, pro¢ jsou hrany AB a HG kvadru ABCDEFGH rovno-
bézné.

Zkoumejme nyni, kdy je pfimka rovnobézna s rovinou. PfedevSim je to
v pfipadé, kdy dana pfimka pv dané roviné o lezi (p o ). Pfedpokladejme
proto dale, Ze pfimka p v roviné o nelezi. V tomto pfipadé vztah p || a
znamena praveé to, Ze pfimka p rovinu a neprotina.
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ProloZme takovou pfimkou p libo-
volnou rovinu p, kteréd je s rovinou a
riznobézna. Prlsecnici rovin p a a
je pfimka, kterou oznacime a. Pro-
toZe pfimkap nema s rovinou o spo-
le€ny bod, nema spole¢ny bod ani
s pfimkou a, tudiz plati a | p.
Zdlraznéme, ze pfimku a s vlast-
nostmi a a, a| p, jsme nasli za
pfedpokladu, Ze vychozi pfimka p
byla s rovinou a rovnobézna.

Ukazme nyni, Ze kazda pfimka p, ke
které v roviné a existuje pfimka a
takova, Ze a || p, je s rovinou o rov-
nobézna. Rovina p obsahujici tako-
vé rovnobézky p, a protina rovinu a
v pfimce a; kdyby tudiz pfimka p
méla s rovinou a spole¢ny bod, mu-
sel by tento spoleCny bod leZet na
pfimce a, kterd se vSak s pfimkou p
neprotina. Proto plati p | a.

Odvodili jsme tak dllezité tvrzeni, podle kterého rozhodujeme o rovnobéz-

nosti dané pfimky s danou rovinou:

Pfimka p je s rovinou o rovnobézna, pravé kdyz v roviné a existuje

pfimka rovnobéznéa s pfimkou p.

VSimnéte si, Ze jsme v poucce neuvedli pfedpoklad o tom, Ze pfimka p
v roviné a nelezi. Tvrzeni totiz plati, i kdyZz pfimka p v roviné o lezi (za

pfimku a lze tehdy zvolit samotnou pFfimku p).
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PFiklad 1. Je dana krychle ABCDEFGH. Dokazte, ze pfimka EC je
rovnobé&znd s rovinou AHK, kde K je stfed hrany DC.

Reseni. Najdeme pfimku, ktera lezi v roviné AHK a je rovnobézna s pfim-
kou EC. VSimnéme si, Ze v roviné AHK lezi stfed L Usecky AH, ktery je
zaroven stfedem Usecky DE. V troj-

Ghelniku CDE je tedy bod K stfe-

dem strany DC a bod L stfedem stra-

ny DE. Usetka KL je proto stfed-

ni pfickou trojuhelniku CD E, takZe

KL | EC. V roviné AHK jsme tak

nasli pfimku KL rovnobéZnou s pfim-

kou EC. Proto je pfimka EC rovno-

béZné s rovinou AHK.

6. Je déna krychle ABCDEFGH. DokaZte, Ze pfimka AG je rovnobé&zna
s rovinou SHC, kde S je stfed hrany AD.

Zbyvéa nam posoudit podminky rovnobéznosti dvou rovin. Pfedpokladejme
nejprve, ze dvé rlizné roviny a a B jsou rovnobézné, tzn. nemaji spolecny
bod. Tehdy Zadna pfimka p roviny a nema s rovinou B spolecny bod. Kazda
pfimka roviny a je tedy rovnobéznd s rovinou f.

Vysvétlime, Ze plati i ,,obracené* pravidlo: Pokud je kazda pfimka roviny a
rovnobézna s rovinou [, pak jsou roviny a a 3 rovnobézné.
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Toto pravidlo dokdzeme ,,nepfimym postupem*: Budeme totiz predpokla-
dat, Ze roviny a, B nejsou rovnobé&zné, a najdeme v roviné a pfimku g,
ktera neni rovnobézna s rovinou §.

Pfedpoklddame tedy, Ze roviny o, B

jsou rliznobézné; oznacime p jejich pri-

se€nici a sestrojime v roviné o libovol-

nou pfimku g rliznobéznou s pfimkou p.

Prisec¢ik P pfimek p a q je jedinym

spole€nym bodem pfimky q a roviny B,

takZe pfimka q roviny a je s rovinou B

skute¢né rliznobézna.

Podminka ,,vSechny pfimky roviny o jsou rovnobézné s rovinou B se k di-
kazu rovnobéznosti rovin o a B prakticky nepouziva. Staci ovéfit podminku
p || B jen pro nékolik pfimek p roviny a, jejichZ poCet a vzajemnou polohu
nyni upfesnime.

Pfedné si uvédomme, Ze v roviné o existuje dokonce nekone¢né mnoho
pfimek rovnobéznych s rovinou B, i kdyZ jsou roviny a a B rliznobézné. Jsou
to ty pfimky roviny a, které jsou rovnobézné s prlsecnici p rovin a a B,
a zadné jiné. VSechny tyto pfimky jsou navzajem rovnobézné.

Predpokladejme nyni, Ze v roviné a existuji dvé rliznobézné pfimky ras,
z nichz kazda je rovnobézna s rovinou B. Pfipustme, Ze roviny a a B ne-
jsou rovnobézné a ozname p jejich prlsecnici. PFimky p, r a s lezi v jed-
né roviné (v roving a) a pfimky r, s nejsou rovnobé&zné. Znamena to, Ze
pfimka p nemUzZe byt rovnobézna jak

s pfimkou r, tak s pfimkou s. S nékte-

rou z pfimek r a s mé tedy pfimka p

(atedy irovina B) spolecny pravé jeden

bod. Jedna z pfimek r, s je tedy s rovi-

nou B rlznobézna. Pfedpoklad o tom,

Ze roviny o a B jsou rdznobézné, byl

tedy nespravny.

17



Vysveétlili jsme, Ze plati nasledujici pravidlo:

Jestlize v roviné a existuji dvé rliznobézné pfimky, z nichz kazda je
rovnobézna s rovinou B, pak jsou roviny o a B rovnobézné.

PFiklad 2. Je dana krychle ABCDEFGH. Oznatme K stfed hrany CD
a L stfed hrany GH. Dokazte, ze roviny AKH a CLE jsou rovnobézné.

Reseni. V roving AKH najdeme dvé r(iznobéz-
Ky, z nichZ kazda je rovnobézna s rovinou CLE.
Prvni z nich je pfimka KH . Pohledem na sténu
DCGH totiz vidime, Ze KH | LC (Ctyfuhelnik
KCLH je rovnobéznik); odtud vyplyva, Ze pfim-
ka KH je skutecné rovnobézna s rovinou LCE.

Druhou hledanou pfimkou je pfimka AK. Obé
UseCky AE a KL jsou rovnobéZzné a shodné s usec-
kou DH, takZe pfimky AE a KL lezi v jedné ro-
viné a Ctyfuhelnik AKLE je rovnobéznik. Proto
AK || EL. tudiz pfimka AK je skute¢né rovno-
béZznéd s rovinou CLE. ProtoZe nalezené pfimky
KH a AK jsou riiznobézné, dokazali jsme, Ze ro-
viny AKH a CLE jsou skute€né rovnohézné.

7. V pravidelném ¢tyfbokém hranolu ABCDEFGH je bod P stfedem hra-
ny AB, bod T stfedem hrany EF, bod U stfedem hrany FG, bod X
stfedem hrany EH, bod S stfedem hrany AD a bod R stfedem hra-
ny CD. DokaZte, Ze roviny PTU a XSR jsou rovnobézné.
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2 KOLMOST PRIMEK A ROVIN

Z hodin planimetrie vite, Ze mezi viemi rliznobézkami, které prochazeji da-
nym bodem P dané pfimky p, mé jedna pfimka q vzhledem k pfimce p
,ZVvIastni postaveni“. VSechny Ctyfi Ghly, na které je rovina pfimkami p, q
rozdélena, jsou teh-

dy shodné (a pra-

ve). Pravé o tako-

vych pfimkach p, g

fikame, Ze jsou na-

vzajem kolmé.

V této kapitole se budeme zabyvat kolmosti v prostoru. UkaZeme, Ze po-
kud je v prostoru déana rovina o a v ni bod A, ma mezi vSemi pfimka-
mi, které procha-

zeji bodem A, po-

dobné ,vyjimecné*
postaveni vzhledem
k roviné a jedina
pfimka a. Nazveme
ji pfimkou kolmou
k roviné a.

Na obrazku zatim neni vyznaceno, v ¢em zminéna vyjimecnost pfimky a
spocCiva. Uhodnete to sami?

Kdy je pfimka kolmé k roviné?

Néazornou pfedstavu o kolmosti pfimek a rovin jsme ziskali jiz v u€ivu o hra-
nolech, kdy jsme vyuzivali zkuSenosti se svislymi pfimkami a vodorovnymi
rovinami ze svéta kolem nés.
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Nyni pfesné matematicky vysvétlime, co znamend, Ze dané pfimka je k dané
roviné kolma.

Zatneme malym pokusem. PfiloZime pravitko tvaru pravouhlého trojahel-
niku ABC s pfeponou AB k vodorovné desce stolu tak, aby jeho odvés-
na AC méla svisly smér a odvésna BC ,leZela“ na stole. Budeme-li pravit-
kem otacCet kolem svislé pfimky AC, vyplni otacejici se pfimka BC celou
rovinu desky stolu.

Nyni pravitko zvednéme ze stolu, pfidrzme jeho hranu AC v pevné poloze
kdekoli v prostoru a zopakujme otaCeni pravitka kolem pfimky AC.

Otécejici se pfimka B C vyplni jistou rovinu o, kterd obsahuje bod C a méa
nésledujici vlastnost: Kazd4 pfimka CX této roviny je kolm k pfimce AC.
O takové roviné o fekneme, Ze je kolma k pfimce AC. Budeme také Fikat,
Ze pfimka AC je kolmé (je kolmici) k roviné a.
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Pfedpokladejme, Ze pfimka p protina rovinu o v bodé P. Rikame,
Ze pfimka p je kolméa k roviné a, a piSeme p | a, pokud je pfimka p
kolma ke kazdé pfimce g, ktera lezi v roviné a a prochazi bodem P.
Bod P se pak nazyva pata kolmice p k roviné a.

Skute€nost, Ze pfimka p = o AB je kolmé k roviné a, slovné vyjadfujeme
i ttmito zpldsoby:

* rovina a je kolméa k pfimce p (zapis o | p)

e pfimkap a rovina a jsou navzdjem kolmé

e (seCka AB je kolméa k roviné a (zapis AB | a)

Nenf tézké zddvodnit, Ze pfimka p k roviné a neni kolma.

PfedevSim je to v pfipadé, kdy p || a.

Ma-li pfimka p s rovinou a jediny spolecny bod P, stac¢i najit v roviné o jed-
nu pfimku g, kterd prochazi bodem P a nenf k pfimce p kolma (réiznobézky
p, g sviraji ostry uhel @).

¢ < 90°

Prozkoumejme situaci, kdy neplati ani p | o, ani p| a , podrobnéji. V roviné o pak
existuje nekonecné mnoho pfimek g, které prochazeji bodem P p a a nejsou kolmé
k pfimce p. Vysvétlime, Ze to jsou vSechny primky roviny a prochazejici bodem P kromé
jediné primky, kterou oznacime r. Kazda primka, ktera je kolma k pfimce p a prochazi
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bodem P, totiZ leZi v roviné B, kter4 obsahuje bod P a je kolmé& k pfimce p. ProtoZe
neplati p| o , jsou roviny o a B rlizné a zminéna ,vyjime&na“ pfimka r je prlseénici
rovin a a f.

O kolmosti pfimky a roviny rozhodujeme podle nésledujiciho pravidla:

Pfedpokladejme, Ze pfimka p protina rovinu a v bodé P. Je-li pfim-
ka p kolma ke dvéma rliznym pfimkam, které lezi v roviné a a pro-
chazeji bodem P, pak je pfimka p kolmé k roviné a.

pl o

Platnost pravidla plyne z Gvahy o ,vyjimecné“ pfimce r v petitu na str. 21, 22.

Pfiklad 1. Je dan kvadr ABCDEFGH. Zd(ivod-
néte, proc je jeho hrana AB kolma k roviné ADH.

Reseni. Rovina ADH je rovina, ve které lezi sténa
ADHE. Stali si uvédomit, Ze pfimka AB je kolmé
jak k pfimce AD, tak k pfimce AE (stény kvadru
jsou totiZz pravouhelniky). V roviné ADH jsme tak
nasli dvé rlznobézky AD, AE kolmé k pfimce AB,
proto je pfimka AB skute¢né kolma k roviné ADH.

22



0O 1. Naobrazku je trojboky hranol ABCDE F,jehoZ podstavou je pravouhly
trojuhelnik ABC s pfeponou AB. Vysvétlete, pro€ jsou navzajem kolmé

a) pfimka AD arovina DEF,
b) pfimka BC a rovina ACF,
c) pfimka DF arovina EBC.

sy

Priklad 2. DokaZte, Ze sténova Uhlopficka FH krychle ABCDEFGH je

kolmé k roviné ACG.

Redeni. VSimnéme si nejprve, Ze rovina ACG obsahuje bod E (pfimky

AE a CG jsou totiz rovnobézné). Proto je
prisecikem této roviny s pfimkou FH pri-
seCik UseCek EG a FH, tedy stfed S Ctverce
EFGH. V roviné ACG nalezneme dvé rizné
primky, které prochazeji bodem S a jsou kol-
mé k pFfimce FH.

Jednou z hledanych pfimek je pfimka EG,
nebot Usecky EG a FH jsou Uhlopfickami
Ctverce EFGH, a jsou proto navzajem kol-
mé.

Vysvétlime, ze druhou hledanou pfimkou je
pfimka ST, kde T je stfed useCky AC, te-
dy stfed Ctverce ABCD. Body B, F, H, D
jsou vrcholy rovnobézniku, ktery je obdélni-
kem (pfimka BF je kolm4 k roviné podstavy
ABC, proto je kolm4 i k pfimce BD, ktera

v ni lezi).
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Body S, T jsou stfedy protéjSich stran BD, FH obdélniku BFHD, proto
ST | FH.

Shriime vysledky naSich Gvah: pfimky EG a ST jsou kolmé k pfimce FH,
proto je pfimka FH skutec¢né kolma k roviné ACG.

Uvedme nyni nékolik dllezitych poznatk( o pfimkach kolmych k rovinam:
» Dveé pfimky, které jsou kolmé k téZe rovinég, jsou navzdjem rovnobézné.
» Dvé roviny, které jsou kolmé k téze pfimce, jsou navzajem rovnobé&zné.
* Rovina, ktera je kolma k jedné ze dvou rovnobéznych pfimek, je kolma

i k druhé pfimce.
» Pfimka, kterd je kolmé k jedné ze dvou rovnobéznych rovin, je kolmé

i k druhé roviné.

PFiklad 3. Je dana krychle ABCDEFGH. Oznatme K stfed stény
ABFE a L stfed sttny ADHE. DokaZte, Ze pfimka KL je kolm4 k ro-
ving ACG.
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Redeni. Dokazeme, Ze k roviné ACG je kolma
nékterd pfimka rovnobézng s pfimkou KL.
VSimnéme si trojuhelniku AFH. ProtoZe
bod K je stfed Usecky AF a bod L je stfed
Usecky AH, je Usetka KL stfedni prickou
trojuhelniku AFH. Proto je pfimka KL rov-
nobéznd s pfimkou FH, o niz z pfikladu 2 na
str. 23 vime, Ze je k roviné ACG kolma. Tim
je pozadovany didkaz hotov.

2. Body P, R, T jsou po fadé stfedy hran AE, FG, EH krychle
ABCDEFGH. Dokazte, Ze pfimka CF je kolmé k roviné PTR.

Kdy jsou dvé roviny kolmé?

Na pfedmétech, které kazdodenné vidi-
me kolem sebe, miZzeme pozorovat pf¥i-
klady kolmych rovin. Nasim dkolem ny-
ni bude dat pojmu kolmé roviny pfesny
matematicky vyznam. Nebude to tak
obtizné, nebot jiz vime, co pfesné zna-
mena, Ze k roviné je kolma pFimka.

PopiSeme nejdFive, jak je moZné vytvofit dvé kolmé roviny pohybem pfimek
VvV prostoru.

Vznik roviny B kolmé k pfimce a jsme si dfive predstavili tak, Ze jsme
kolem pfimky a ota€eli nékterou pfimku b kolmou k pfimce a; body otacené
primky b vyplnily pravé rovinu f.
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Pfedstavme si nyni, Ze ota€enou
pfimku b ,,zastavime* (v urCité pev-
né poloze v roviné ) a zatneme ko-
lem ni ot&Cet pFfimku a. Body otace-
né pfimky a vyplni novou rovinu a,
ktera je kolmé k pfimce b.

O vzniklych rovinach a, B fekneme,
Ze jsou navzajem kolmé.

ZdGraznéme, co je dllezité: Rovina
a obsahuje pfimku kolmou k rovi-
né B (pfimku a), rovina B obsahu-
je pfimku kolmou k roviné a (pfim-
ku b).

Vsimnéme si jesté, Ze prlsecnice p
rovin a a B je kolmd jak k pfimce a
(protoZe lezi v roviné B), tak k pfim-
ce b (protoZe lezi v roviné a).

Rekneme, Ze rliznob&zné roviny a a B jsou navzajem kolmé (piseme
a | B nebo B | a , jestlize v roviné a existuje pfimka a kolma
k roviné B a zaroven v roviné B existuje pfimka b kolm4 k roviné a.
Priisecnice p rovin a a B je pak kolmajak k pfimce a, tak k pfimce b.
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Nyni jiz mdzeme presné zdlvodnit to, co nam dosud bylo zfejmé jen z na-
zoru: Dveé sousedni stény kvadru jsou navzdjem kolmé.

Provedeme to napfiklad pro stény ABFE a ADHE kvadru ABCDEFGH.

V roviné stény ABFE leZi pfimka AB, kte-
ra je kolma jak k pfimce AD, tak k pfim-
ce AE, proto je kolma i k roviné stény
ADHE. V roviné stény ADHE leZi pfim-
ka AD, ktera je kolma jak k pfimce AB,
tak k pfimce AE, proto je kolma i k roviné
stény ABFE.

Roviny sousednich sttn ABFE a ADHE
jsou tedy skute€né navzajem kolmé.

Pfedchozi zdlvodnéni mlzeme zkratit ,,na polovinu“, pouzijeme-li nasle-
dujici uzite€né pravidlo:

Jestlize rovina  obsahuje pfimku a kolmou k roviné 3, pak jsou
roviny a a  navzajem kolmé.

Platnost pravidla zdlvodnime takto:

ProtoZe rovina o obsahuje pfimku a kolmou k roviné B, jsou jisté roviny
a a B rlznobézné. Oznaéme p jejich prdsecnici a P spoleény bod pfimek
a ap. ProtoZe pfimka a je kolméa k roviné B, je kolméa i k pfimce p.
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Bodem P vedme v roviné B kolmici b
k pfimce p. Protoze a| B, plati rov-
néz a| bh. PFfimka bje tedy kolmé ke
dvéma rGiznobéznym pfimkam a, p ro-
viny a. Proto je pfimka b kolmé i k ro-
ving a. V roviné B jsme tak nasli pfim-
ku kolmou k roviné a (pfimku b).

Proto jsou roviny o a B navzéajem Kkol-
mé.

0 3. Najdéte ve tfidé prFiklady dvojic navzajem kolmych rovin.
v

4. Vysvétlete, pro€ v krychli ABCDEFGH jsou roviny BCG a EDF na-

vzajem kolmé.

*5. Jsou-li roviny a a B navzajem kolmé a je-li A libovolny bod roviny a,
pak kolmice vedena bodem A k roviné B je pfimkou roviny a. DokaZte.

CVICENI 1

1. Znéazornéte ve volném rovnobézném promitani v pravém nadhledu kvadr
ABCDEFGH o rozmérech |AB|= 2cm, |IBC|= 5cm, |[BF| = 6cm.
Kvadr znazornéte tak, aby v roviné rovnobézné s nakresnou leZela sténa

a) ABFE, b) BCGF, ¢) EFGH.

0 2. Na obrazku je pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA!B'C'D'E'F".
UrCete vzajemnou polohu rovin:
a) ABC a F'D'E'
b) DCC' a AFF'
c) CDE a A'BB'
d) EE'F' a CBC'
e) A'B'A a EDD'
f) ABA' a CC'D'
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O 3.

0O4.

0O 5.

Na obréazku je trojboky hranol ABCDEF. Urcete vzdjemnou polohu:
a) pfimky CF a roviny ABE
b) pfimky AC a roviny BEF
c) pfimky EF aroviny ABD
d) pfimky BE a roviny DCF

Ctyfboky hranol z obrazku ma lichob&Znikovou podstavu KLMN
(KL || MN). Urcete vzdjemnou polohu pfimek:

a) MN aOP b) RO aQP

c) QM aKL d) RN aPL

e) NL aRQ f) KL aRQ

g) NO a 0Q h) PR a KM

Na obrazku je v krychli RSTUVXYZ
vyznacena rovina ZP X, kde P je stfed
Ctverce RSTU. DokaZte, Ze kazda z pfi-
mek RV, SX, TY a UZ je s rovinou
ZP X rovnohézna.

. Je déana krychle ABCDEFGH a body X, Y, Z, které jsou po Ffadé

stfedy UseCek AH, AB a HG. DokaZte, Ze pfimka XY je rovnobézna
s rovinou ZBG.

V krychli KLMNOPQR jsou vyznace-
ny body S1, S2, S3, které jsou po fadé
stfedy hran OP, PL a PQ. Vysvétlete,
pro€ jsou roviny OQL a S1S2S3 rovno-
bézné.
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8. Dokazte, Ze roviny EBG a ACH urcené vrcholy krychle ABCDEFGH
jsou rovnobezné.

0 9. Naobrazku je pétiboky hranol
ABCDEFGHIJ. ZdGvodné-
te, proC je jeho hrana ID kol-
mé& k roving FGJ.

10. Body X, Y jsou po fadé stfedy hran EF a CD krychle ABCDEFGH.
Dokazte, ze pfimka XY je kolma k roviné ABH.

11. Na obrazku je hranol PQRSTUVX.
Zdlvodnéte, proc je rovina QUX kol-
ma k roviné jeho podstavy PQRS.

12. Hranol ABCDEFGH zobrazku ma lichobéznikovou podstavu ABCD
(AB | DC). zdlvodnéte, pro¢ jsou roviny ACD a BFG navzajem
kolmé.
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3 VZDALENOSTI A ODCHYLKY

V predchozich kapitolach jsme zkoumali vlastnosti bod(, pfimek a rovin
v prostoru z hlediska jejich vzajemné polohy. Rozhodovali jsme napfiklad,
zda dany bod lezZi, €i neleZi v dané roving, zda dané pfimka je, i neni
rovnobézna s danou rovinou. Nyni tyto informace o vzajemné poloze bodd,
pfimek a rovin budeme dopliiovat o dllezité ¢iselné Gdaje. Jejich prakticky
vyznam priblizime dvéma jednoduchymi pfiklady:

- Bod A v roviné a nelezi. ,,Jak daleko* se od ni nachazi?
- Pfimka p je s rovinou B rliznobézna. ,,Pod jakym dhlem“ ji protina?

Jak jsme znazornili na obrazcich, odpovédi na podobné otazky vyjadfujeme
pomoci délek jistych Gsecek a velikosti jistych ahld. Je dllezité, abychom
dobfe pochopili, o které Gsecky a Ghly jde. PomidZe nam k tomu tato kapi-
tola, ve které vysvétlime, jak se rlizné vzdalenosti a odchylky prostorovych
atvarQ uréuji.

Co jiz vime o vzdalenosti?

Pfipomerime nejdfive znamé poznatky o vzdalenostech bodi a pfimek pfi
zkoumani Gtvard v roving.

Vzdalenost dvou rGznych bodl A, B je délka Gsecky AB. Jestlize jsou body
A, B totoZzné, pak je jejich vzdalenost rovna 0 (v jakychkoli jednotkach
délky).

Vzdalenost bodu A od pfimky p je vzdalenost bodu A od paty P kolmice
vedené z bodu A k pfimce p. Oznacujeme ji |Ap|. Plati tedy |Ap|= |AP].
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Jestlize bod A leZi na pfimce p, splyva bod P s bodem A. Proto je vzdale-
nost bodu A od pfimky p v tomto pFipadé rovna nule.

Pomoci obrézku vpravo sami vy-
svétlete, proC je UseCka AP nej-
kratSi ze vSech useCek AX, kde
X je libovolny bod pFimky p.

O vzdalenosti dvou pfimek p, g hovofime jen tehdy, jsou-li pfimky p, g rov-
nobézné. Pak je jejich vzdalenost |pg| rovna vzdalenosti libovolného bodu

Q q od pfimky p: |pg| = |Qp|.

Vidime, Ze vzdalenost dvou rovnobézek p, g je délka nejkratsi usecky XY,
kde X p a Y q Jsou-li paqtotoZzné rovnobézky, je |pq| = 0.

V predchozim kratkém odstavci jsme
vlastné naznaili princip, jak se v d(%/eo-
metrii, Casto definuje vzdalenost dvou
utvard Ul a W2. Je to délka nejkrat-
§i ,,spojnice” Utvaru UL, W2, tedy dél-
ka nejkratsi z UseCek XY, kde UL
ay Ww

Vse, co jsme zopakovali o vzdalenosti dvou bodd, o vzdalenosti bodu od
pfimky a o vzdalenosti dvou rovnobéznych ptimek, z{stava v platnosti i pfi
umisténi téchto Gtvard vprostoru, protozZe doty¢né dvojice Gtvard lezi vzdy
v jedné roviné. Pokud tuto rovinu nalezneme, mézeme v ni provadét znamé
planimetrické vypocty.
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PFiklad 1. Je dan kvadr ABCDEFGH, |AB|=5cm, |AD|= 6cm,
|AE| = 8cm. Vypodtéte vzdalenost bodu A od priseciku S sténovych thlo-

v

pficek BG a CF.

ReSeni. Nas$im ukolem je vypocitat délku
UseCky AS. Ta leZi v nekone¢né mnoha ro-
vinach; pro na$ vypocet z nich vybereme
jednu vhodnou, napf. rovinu ABG. VSim-
néme si, Zze Uhel ABS je pravy, nebot hra-
na AB je kolmda k roviné BCG.

V pravouhlém trojuhelniku ABS zname
délku odvésny A B ; hledanou délku pfepo-
ny AS snadno uréime, kdyz pfedtim zjis-
time délku odvésny BS.

UzZitim Pythagorovy véty pro trojuhelnik BCG dostavame:

IBS|= ®BG|= 1/2 V|BC|2 + |CG|2 =

1/2 V62 + 82 cm = 1/2 Y100 cm = 5cm

Proto plati:

|AS|= V|AB|2 + |BS|2 = vV 52+ 52cm =

v50cm =5 . V2 cm= 7,1cm

Vzdalenost bodl A, S je asi 7,1 cm.

PFiklad 2. Je ddn kvddr ABCDEFGH,
|[AB|= |AD|=5cm, |AE|= 12cm. Vy-
poCtéte vzdalenost bodu C od pfFim-
ky BG.

ReSeni. Bod C i pfimka BG leZi v rovi-
né stény BCGF, kterou si pfekreslime do
zvlastniho obrazku (str. 34).

Hledana vzdalenost je vySkou v z vrcho-
lu C k pfeponé BG pravouhlého trojuhel-
niku BCG, ve kterém zname délky obou
odvésen: |[BC| = 5cm, |[CG| = 12cm.
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Z Pythagorovy véty vypocéteme délku pfepony BG:
BG|= V|BC|2 + |CG|2 = V52 + 122 cm = V169 cm = 13cm

K vypoctu vysky v pouZijeme tento ,trik“: Vyjadiime dvéma zpidsoby ob-
sah S trojuhelniku BCG

Ss=112
|BE |2 G|,V

a porovnanim dostaneme:

IBC|.|CG|= [BG]. v

v=|BC|.|CG]|
IBG|

v = 512/13om = 4,6 cm

Vzdalenost bodu C od pfimky BG je asi 4,6 cm.

Kosta jako my nejprve urCil délku pfepony BG, pak v8ak misto vypocCtu
.pres obsah“ vyuZil podobnosti trojiahelnik(:
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PFiklad 3. Na hrané AB krychle ABCDEFGH je dan bod X tak, Ze
[AX]| = 2cm, |[XB|= 4cm. Vypocltéte vzdalenost bodu X od pfimky HG.

Redeni. ProtoZe bod X lezi na pfimce AB,
kterd je s pfimkou HG rovnobézna, ma
bod X od pfimky HG stejnou vzdalenost
jako kterykoliv jiny bod pfimky AB, te-
dy jako napf. bod B. Vzdalenost bodu B
od pfimky HG je rovna délce useCky BG,
nebot oba Uhly ABG a BGH jsou pravé
(pFimky AB a HG jsou totiz kolmé k ro-
ving BCG).

Hleddme tedy délku sténové Uhlopficky BG dané krychle. Jeji hrana mé
délku |[AX|+ |[XB]|= 6cm, proto jeji sténova uhlopficka BG méfi

V62 + 62 cm = V72cm = 6V 2cm = 8,5¢cm.

Vzdalenost bodu X od pfimky HG je asi 8,5cm.

1. Je dana krychle ABCDEFGH o hrané délky 5cm. Urcete vzdalenost
vrcholu A od vsech jejich zbyvajicich vrchold.

2. Vypoctéte vzdalenost prisecikl sténovych Ghlopficek dvou sousednich
stén krychle o hrané délky 18 cm.

3. Je dan trojboky hranol ABCDEF, jehoz podstavou je pravouhly troj-
Uhelnik ABC s pfeponou AB. Urcete vzdalenost stfedu S hrany DE od
pfimky CF, je-li |[AD|= 15cm, |AC|= 6cm, |AB|= 10cm.

Jak ur€ujeme vzdalenost bodu od roviny?

Pfipomenme, Ze vzdalenost bodu A od
pfimky p je rovna nejmensi ze vSech
vzdalenosti |AX]|, kde X je libovolny
bod pfimky p. Jak vime, nejkratsi z od-
povidajicich UseCek AX je Usecka AP,
kde P je pata kolmice sestrojené z bo-
du A k pfimce P.

Podobnym zplisobem budeme nyni definovat vzdalenost bodu od roviny.
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Pfedpokladejme, Ze v prostoru je da-
na rovina a a bod A, ktery v ni nelezi.
Vzdalenosti bodu A od roviny a nazve-
me délku nejkratSi z GseCek AX, kde
X je libovolny bod roviny a.

Spravneé asi tuSite, Ze UseCka AX je nej-
kratsSi, kdyZz bod X splyva s patou P
kolmice sestrojené z bodu A k roviné a.

Skutecné, je-li X libovolny bod rovi-

ny a rdzny od bodu P, je pfimka AP

kolmd k pfimce P X, trojuhelnik APX

ma tudiZz pravy uhel pfi vrcholu P.

Nejdelsi stranou tohoto trojuhelniku

je pfepona AX, proto plati nerovnost

IAX]|> |AP].

Tak jsme dokazali, ze kazdy bod X roviny a, X# P, méa od bodu A vétsi
vzdalenost nez bod P. Bod P se €asto nazyva kolmy prdmét bodu A do
roviny a.

Vzdalenost bodu A od roviny o je rovna délce Gsecky AP, kde bod P
je pata kolmice sestrojené z bodu A k roviné a (bodu P téZ fikame
kolmy priimét bodu A do roviny a).

Vzdélenost bodu A od roviny a zna¢ime |Aa|.

V pfipadé, kdy bod A leZi v roviné a, plati |Aa| = 0, nebot’ A = P.

A « A «

S metodami vypoctu vzdalenosti bodd od rovin se seznamite az ve vyssich
roCnicich gymnézia. Nyni se omezime jen na vypocCty ,,na hranolech®.
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PFiklad 4. Je dan pravidelny trojboky hranol ABCDEF. Vypoc¢téte vzda-
lenost bodu E od roviny ACF, je-li |[AB|= 4cm, |[AD|= 6cm.

ReSeni. Naértnéme dany hranol tak,
aby se jeho podstavy ABC a DEF zob-
razily nezkreslené, tj. jako rovnostran-
né trojahelniky.

K ureni hledané vzdalenosti potre-
bujeme zjistit patu kolmice sestrojené
z bodu E k roviné ACF.

Rovina ACF je rovinou bocCni stény
hranolu, tudiZ je kolma k roviné pod-
stavy DEF. Proto zminéna kolmice le-
Zivroviné DEF ajeji pata P je vlastné
patou vysky z vrcholu E ke strané DF
rovnostranného trojuahelniku DEF.

Hledand vzdalenost je tedy délkou
Usecky PE, kterou urime z Pythago-
rovy véty pro trojuhelnik PDE s pfe-
ponou DE délky 4cm a odvésnou DP
délky 2 IDF|= 2cm:

V|IDE|2- |[DP|2= Vv 42- 22cm =+V16 -4 cm =
V12 cm= 2v3 cm = 3,5cm

IPE]

Vzdalenost bodu E od roviny ACF je asi 3,5cm.

4. Vysvétlete, pro¢ vsechny télesové thlopficky AG, BH, CE a DF kvad-
ru ABCDEFGH prochazeji tymZz bodem S. Pak vypoctéte vzdale-
nosti bodu S od vSech stén kvadru, je-li |[AB|= 4cm, |AD|= 5cm,
|[AE| = 8cm.

5. Je dan pravidelny ¢tyfboky hranol ABCDEFGH s podstavnou hranou
AB délky 8cm a vySkou |AE| = 6cm. Bod M je stfed hrany AE. UrCete
vzdalenost bodu M od roviny BDH.

Co je vzdalenost rovin?

O vzdalenosti dvou rovin hovofime jen v pfipadé, kdy jsou tyto roviny
rovnobézné. Podle pfedchozich zkus$enosti se vzdalenostmi bodl od pfimek
a rovin jisté uhodnete, Ze vzdalenost dvou rovnobéznych rovin budeme
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chépat jako délku nejkratSi z UseCek, které obé roviny ,spojuji“ (nékolik
Usecek ,,spojujicich* dvé roviny vidite na obrazku).

Také vas neprekvapi, Ze nejkratsi ,,spojnice* dvou rliznych rovnobéznych ro-
vin a, B budeme hledat pouze mezi Gseckami, které jsou k obéma rovinam
kolmé (zdlvodnit to Ize obdobné, jako jsme dfive posuzovali vzdalenost
bodu od roviny). Na obrazku

jsme vyznacili tfi takové Usec-

ky: A1B1, A2B2, A3B3. Ktera

z nich je nejkratSi? Jisté ne-

pochybujete o tom, Ze vSech-

ny tfi maji stejnou délku. Vy-

bereme libovolné dvé z nich

(oznacené A1B1 a A2B2 ja-

ko na obrazku) a vysvétlime,

pro¢ |A1B1| = |A2B2|.

V roviné a sestrojime pfimku A1A2, v roviné B pfimku B1B2. PFimky
Al1B1la A2B2 jsou rovnobézné, nebot jsou obé kolmé k roviné a (i k ro-
viné B). UkadZeme, Ze jsou rovnobézné i pfimky A1A2 a B1B2. Z rovno-
b&Zznosti A1B1| A2B2 plyne,

Zze body Al, A2, Bla B2 lezi

v jedné roving, takze pFfimky

Al1A2 a B1B2jsou bud rovno-

bézky, nebo rliznobézky. Kdy-

by Slo o rdznobézky, byl by

jejich prisecik spoleénym bo-

dem rovin a a f, coZ neni moz-

né, nebot" a | B.

Pfimky A1A2a B 1B2jsou tedy rovnobézky, a tak je ¢tyfuhelnik A1A2B2B1
rovnobéznik (dokonce pravouhelnik). Proto plati |[A1B1 = |A2B2|. Doké-
zali jsme, Ze vSechny ,kolmé spojnice* rovin a, B maji stejnou délku.
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Znovu nakresleme jednu z téchto spojnic, Usecku s krajnimi body Al «a
a B1 B . Jaky vyznam ma délka této UseCky? Je to jednak vzdalenost
bodu B1 od roviny a, jednak vzdélenost bodu Al od roviny (3.

Pfedchozimi Uvahami jsme vlastné dokazali, Ze vzdéalenost libovolného bo-
du A roviny a od roviny B je stejnéd jako vzdalenost libovolného bodu B
roviny B od roviny a. Tuto vzdalenost jako vzdalenost rovin a, B znaci-
mef

Vzdélenost dvou rovnobéznych rovin je rovna vzdalenosti libovolné-
ho bodu jedné roviny od roviny druhé.

V pfipadé totoZznych rovin a, B plati |af| = 0.
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Se vzdalenosti dvou rovnobéZznych
rovin jsme se jiz setkali v ucivu
o hranolech. Vyska kazdého hrano-
lu je totiz vzdalenost dvou rovin, ve
kterych lezi jeho podstavy.

Co je odchylka dvou rliznobézek?

Jak vime, dvé rlznobézky jsou dvé pfimky, které lezi v jedné roviné a ma-
ji spoleény jediny bod (prisecik). Jejich vza-

jemnou polochu ,,upfesfiujeme* pomoci uhlu,

ktery tyto pfimky sviraji. Na obrazku se riz-

nobézky p, q protinaji v bodé X a rozdéluji

rovinu na Ctyfi ahly a, B, vy, 6. Velikost kte-

rého z nich budeme povazovat za odchylku

pfimek p a g? Pfedné si uvédomme, Ze Uhly

o ay (stejné jako uhly B a &) maji stejnou

velikost, nebot jsou vrcholové:

a=y, B=29

Staci tedy vybrat z velikosti Ghld a a B. Pfedpokladejme nejprve, Ze Uhly
a a B nejsou shodné. Pak z rovnosti a + B = 180° plyne, Zze mensi z Ghll
a, B je ostry (na pfedchozim obrazku je to Uhel a). Jeho velikost nazveme
odchylkou pfimek p a g.

Pokud dhly a a B jsou shodné, jsou to dva
pravé dhly, pfimky p, gjsou navzajem kolmé
a jejich odchylka je 90°.

Odchylkou dvou riznobéznych pfimek rozumime velikost ostrého ne-
bo pravého uhlu, ktery tyto pfimky sviraji.
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Casto hovofime o odchylce dvou Useéek, které maji spolecny vnitini bod
(nap¥. Uhlopficek daného konvexniho
Ctyfahelniku). Rozumime ji odchylku

primek, na kterych tyto useCky lezi.

Nékdy mluvime i o odchylce dvou rov-

nobéznych pfimek - fikdme, Ze dvé rov-
nobézky maji odchylku 0°.

PFiklad 5. Vypoctéte odchylku télesovych Uhlopficek AG a BH krychle

ABCDEFGH o hrané délky a.

Re$eni. Usetky AG a BH jsou GhlopFickami
obdélniku ABGH. Ur€ime jeho rozméry. Pla-
ti |AB|= a, délku strany BG ur¢ime jako
délku ahlopficky ve Ctverci BCGF. Podle
Pythagorovy véty

IBG|2= [BC|2+ [CG|2= a2+ a2= 2a2,
atak |BG|=a.v2

Obdélnik ABGH prekreslime do nového ob-
razku, v némz vyznacime i prisecik S Ghlo-
pficek AG a BH. Hledana odchylka je rov-
na velikosti mensiho z vedlejsich Ghli ASB,
BSG.

ProtoZze |AB|< |BG]|, tuSime, Zze Ghel ASB
je ostry a Uhel BSG je tupy. Potvrdime to vy-
poctem velikosti Uhlu ASB, ktera tak bude
hledanou odchylkou pfimek AG a BH.
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V rovnoramenném trojuhelniku ABS sestrojime vySku SX k zdkladné AB
a vypocCteme velikost Ghlu ¢ = <XSB.

V pravouhlém trojuhelniku SBX zname délky obou odvésen:
XB|= 12.JAB| = 12.a
IXS|= 12.BG|= 12.a.V2

Proto plati:

tg ¢ = [XBJ/|XS] =

= 14/&%05 V212
Odtud ¢ = 35°16', takze
|<ASB|= 2. ¢=70°32"
Vypoctem jsme ovéfili, Ze |[<ASB| < 90°, proto jsme skutecné nalezli
hledanou odchylku useek AG a BH. Kdybychom misto velikosti Ghlu

ASB pocitali stejnym postupem veli-
kost uhlu BSG, vyslo by nam (viz ob-

razek):
gu=[yB|/]Y S |=
= V2= 1414
W = 54°44'

[<BSG|= 2.y = 109°28
Hledanou odchylku bychom z tupého dhlu BSG urcili ,,dopocitdnim*“

do 180°:
180° - 109°28' = 70°32'

Odchylka uhlopficek AG a BH je asi 70°32'".

K pfedchozi Gloze jeSté dodejme, Ze vypoctena odchylka télesovych uhlopfi-
¢ek nezavisi na velikosti dané krychle. Lze to zdlvodnit i bez vypo¢tu Gva-
hami o zvétSovani a zmensovani Utvard v prostoru. PF¥i takovych zménéach
se totiz zachovavaji velikosti thlG (u rovinnych Gtvarll jsme to podrobné
posuzovali v seSité Podobnost a funkce Ghlu).
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06. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urCete odchylku UseCek
a) AB, BC, b) AB, BD, c) AB, BG.

7. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urcete odchylku Ghlopficek
AG, EC.

8. Je dan pravidelny ¢tyfboky hranol ABCDEFGH, jehoZ podstavna hra-
na a vySka jsou v poméru 1:2. Vypoctéte odchylku jeho télesovych
Uhlopficek CE a DF. (PFi vypoctu oznacte d délku podstavné hrany.)

Co je odchylka pfimky od roviny?

Pfedpokladejme, Ze pfimka p je s rovinou o rliznobézna a protina ji v bo-
dé P. Pfemyslejme nyni, jak vyjad-

fit, nakolik se pfimka p od roviny a

,odchyluje“. Nazorné se zda, Ze by

to Slo pomoci jistého dhlu, ktery na-

znaCime v obrazku:

Takovy obrazek vsak neni Gplny; na-
znaCenému Uhlu chybi druhé rame-
no. To zfejmé lezi na nékteré prim-
ce a, ktera prochazi bodem P a lezi
V roviné a.

Takovych pfimek je vSak nekone¢né mnoho. Ktera z nich je ta ,,spravna“?

V jednom pfFipadé na vybéru pfim-
ky a nezélezi. Je to tehdy, kdyZ je
pfimka p kolma k roviné a. Pak
pfimka p svira thel 90° s kazdou
pfimkou roviny o, ktera prochazi
bodem P.

V tomto pfipadé Fikame, Ze odchyl-
ka pfimky p od roviny o je 90°.
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Hledejme nyni pfimku a v situaci, kdy pfimka p neni k roviné a kolma.
RGzné pfimky al a2, a3, ..., které lezi v roviné a a prochazeji bodem P,
maji od pfimky p riizné odchylky:

»,Spravna“ je ta pfimka a, pro niz je pfislusnd odchylka nejmensi. Jak
takovou pfimku geometricky popsat?

Zvolme na pfimce p libovolny bod A,
Az P, a sestrojme kolmy prd-
mét A0 bodu A do roviny a. Proto-
Ze pfedpokladame, ze pfimka p neni
kolma k roviné a, je bod AO rlzny
od bodu P. Vysvétlime, Ze hledana
pfimka a prochazi bodem A0, takze
a= RAD.

Vyberme v roviné a jinou pfimku b, kterd prochazi bodem P a neni kol-
ma k pfimce p. Pro patu X kolmice

z bodu A k pfimce b platiX

Dale oznaéme velikosti ostrych Ghld

@ = |[<APAQ| a ¢ = |[<APX|.

Z pravouhlych trojuhelnik APAO

a APX dostavame:

sin @ = |AAQ|/|AP|, sin Y = |AX|/|AP|
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Oba vypsané zlomky maji stejné jmenovatele, vétsi je proto ten z nich, ktery
maé vétSiho Citatele. ProtozZze UseCka AAO je nejkratSi ze vSech UseCek, které
spojuji bod A s body roviny a, plati |JAX] > |AAQ|. Tak dostavame ne-
rovnost siny > sin ¢, z niz plyne ¢ > ¢, nebot funkce sinus je v intervalu
(0°,90°) rostouci.

Dokazali jsme, Ze odchylka pfimky p od pfimky a je menSi nez odchylka
pfimky p od pfimky b. To znamend, Ze ze v8ech pfimek roviny a, které
prochazeji bodem P, méa od pfimky p nejmensi odchylku pravé pfimka a.

Dodejme, Ze na pfimce a lezi kol-
mé primeéty vsech bodl pFfimky p do
roviny a. Proto se pfimka a nazyva
kolmy prdimét pfimky p do roviny a.

Je-li pfimkap k roviné a kolma, pak
kolmé priméty vsech bodd pFfimky p
do roviny a splyvaji s prisec¢ikem P
pfimky p s rovinou a. Kolmy pri-
mét pfimky p do roviny o je v tomto
pfipadé tvofen jedinym bodem P.

Je-li pfimka p kolma k roviné o, fikdme, Ze odchylka pfimky p od
roviny a je rovna 90°.

Je-li pfimka p rlznobézna s rovinou a a neni-li k ni kolma, pak
odchylkou pfimky p od roviny a rozumime odchylku pfimky p od
jejiho kolmého prdmétu do roviny a.

Poznamenejme, Ze nékdy definujeme i odchylku pfimky od roviny v pfipade,
kdy dana pfimka v dané rovingé lezi. Tuto odchylku pak klademe rovnu 0°.
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PFiklad 6. Je dan kvadr ABCDEFGH, kde |AB|= 4cm, |AD|= 3cm,
|AE| = 6cm. Vypoctéte odchylku ahlopficky AG od roviny ABC.

Redeni. Nejprve najdeme kolmy primét
pfimky AG do roviny ABC. Bude to néktera
pfimka prochazejici bodem A. ProtoZe hra-
na GC je kolméa k roviné ABC, je kolmym
primétem bodu G do roviny ABC bod C;
proto kolmym primétem pfimky AG je pfim-
ka AC.

K ur€eni odchylky ¢ = |<GAC]| pfimky AG od roviny ABC vyuZijeme
pravouhlého trojuhelniku ACG s pfeponou AG. Jeho odvésna CG ma délku
6cm. Délku odvésny AC urime z pravouhlého trojuhelniku ABC:

|AC| = V|AB|2+ |[BC|2= Vv 42+ 32cm =

V25 cm = 5cm

UZitim funkce tangens pak vypocteme @:

tg @ = |GHAG=6an/5a1=12
¢ = 50°12"

Odchylka pfimky AG od roviny ABC je asi 50°12".

PFiklad 7. V krychli ABCDEFGH urcete odchylku hrany BF od roviny
BGE.

Reseni. Hledejme nejprve pfimku p,
ktera je kolmym primétem pfimky BF
do roviny BGE. Jednim jejim bodem je
jisté bod B. Urc¢it polohu kolmého pri-
meétu bodu F (druhého krajniho bodu
Usecky BF) do roviny BGE vsak neni
jednoduché. Ukazeme radgji rovnou, Ze
kolmym priimétem ,,celé” pfimky BF
do roviny BGE je pfimka p = « BS,
kde S je prlsecik pfimek EG a FH.
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Rovina BGE obsahuje pfimku EG,
ktera je kolméa k roviné BFH (EG je
kolma k rliznobézkam FH a ST). Pro-
to jsou roviny BGE a BFH navzajem
kolmé. Zdlivodnéte sami, Ze jejich pri-
secnice BS je kolmym primétem do ro-
viny BGE libovolné pfimky, ktera lezi
v roviné BFH a neni k BS kolma.

Pfimka BS je tedy skute¢né kolmym primétem pfimky BF do roviny

BGE.

Hledanou odchylku ¢ = |[<B S| ur€ime z pravouhlého trojuhelniku BFS.

Je-li a délka hrany krychle, plati |BF| = a,
[FS|= BFH|=1/2av2

(FH je thlopfickou ¢tverce EFGH o strané dél-
ky a). Uzitim funkce tangens dostavame:

¢ = 35°16'

Odchylka hrany BF od roviny BGE je asi 35°16'.

9. V krychli ABCDEFGH urcete odchylku pfimky BH od roviny ABC.

10. Je dan pravidelny ¢tyfboky hranol ABCDEFGH,kde |AB|= |AD| =
= 4cm, |AE|= 6cm. Urcete odchylku pfimky DH od roviny DEG.

Co je odchylka dvou rovin?

Odchylku dvou rovin v prostoru budeme posuzovat podobné, jako jsme

dfive posuzovali odchylku dvou pfimek v roving.

Pfedpokladejme, Ze v prostoru jsou dany
dvé rlznobézné roviny a, B, které nejsou
navzajem kolmé, a ozna¢me p jejich présec-
nici. Tyto roviny rozdéluji prostor na Ctyfi
Casti, které maji tvar ,,nekonec¢nych kling*“
se spole¢nou hranou p.
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Bez ohledu na to, jak jsou roviny a, B k sobé ,naklonény*, je zfejmé, Ze
dvojice ,,protéjsich* klind jsou shodné. O libovolnych dvou ,sousednich®
klinech se spolecnou sténou bychom asi fekli, Ze jeden z nich je ,ostry*
a druhy ,,tupy“. Dohodneme se, Ze k méfeni odchylky vybereme ten, ktery
je ostry. Jakym Uhlem vyjadfit ,,ostrost” tohoto klinu?

Je jasné, Ze pljde o néjaky Uhel s vrcholem P na pfimce p, jehoz ramena lezi
ve sténach klinu. | kdyZ bod P zvolime pevng, je zminénych Ghli nekone¢né
mnoho a jejich velikosti vyplni cely interval (0°, 180°).

Velikost zkoumaného thlu XPY je ovlivnéna tim, jakym smérem se polo-
pfimky PX, PY k pfimce p ,,naklanéji“ a jaké ahly s ni sviraji.
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Aby matematici vyloucili vliv ,,ndklonu* po-
lopfimek P X, PY vzhledem k pfimce p, do-
hodli se, Ze ,,ostrost* klinu budou méfit po-
moci thlu sevifeného témi polopfimkami P X
a PY, které jsou k prlsecnici p kolmé.

Jisté citite, Ze takové méreni je ,,nejspravedli-
véjsi“. Jeho matematicka ,,spravnost”je dana
tim, Ze pokud dva ostré kliny s thly a a 8 sle-
pime k sobé tak, aby mély spole¢nou hranu,
dostaneme klin s Ghlem o + B.

Dospéli jsme tak ke zpdsobu, jak urgit odchylku dvou riznobéznych ro-
vin o a B. Zvolime libovolny bod P na prlsecnici p rovin a, B. V roviné a
vedeme bodem P pfimku a kolmou k pfimce p. V roviné B vedeme bo-
dem P pfimku b kolmou k pfimce p. Odchylka rlznobézek a, b pak uréuje
odchylku danych rovin a, B.
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Dodejme, Ze popsany zpUsob je
v souladu s tim, cojiz vime o kol-
mosti dvou rovin. Jsou-li totiZ ro-
viny o a B navzajem kolme, svi-
raji zminéné pfimky a, b pravy
Uhel, a tak je odchylka takovych
rovin o, § rovna 90°.

Je-li naopak odchylka nékterych

dvou rovin 90°, pak jsou tyto ro-
viny navzajem kolmeé.

Odchylkou rliznobéznych rovin a, B rozumime odchylku dvou rdizno-
bézek a, b, které jsou obé kolmé k prlsecnici p rovin a a B, pficemz
pfimka a lezi v roviné o a pfimka b lezi v roviné (.

Nékdy mluvime také o odchylce dvou rovnobéznych rovin, dokonce i v pfi-
padé, kdy ob& roviny splynou. Rikame, Ze odchylka dvou rovnobé&znych
rovin je 0°.
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Rlznobézky a, b, které jsou kolmé
k prlisenici p rliznobéznych rovin
a, B, urCuji rovinuy, ktera je kolma
k primce p. Proto se Casto odchyl-
ka rliznobéznych rovin a, B definuje
jako odchylka jejich priisecnic s ro-
vinou, ktera je kolma k pfimce p.

Sami vysvétlete, pro¢ zminén ro-
vina y Je kolma jak k roviné a, tak
k roviné B.

Priklad 8. Je dan pravidelny ctyfboky hranol ABCDEFGH, |AB| =
= |AD|= 6cm, |AE|= 8cm. Vypoctéte odchylku rovin ABC a BDG.

Redeni. Prlse&nicirovin ABC aBDG je pfimka BD. Kolmici k této pfimce
v roviné ABC urCime snadno - je to napf. pfimka AC, kteréd prochazi stfe-
dem S Usecky BD (Ghlopficky ctverce
jsou totiz navzajem kolmé).

Ktera pfimka roviny BDG prochazi
bodem S a je kolma k pfimce BD?
Je to pfimka SG, nebot v trojuhelniku
BDG plati [BG|= |[DG]| (GhlopFicky
shodnych boc¢nich stén hranolu), takZze
UseCka SG spojujici stfed strany BD
s protéjSim vrcholem G je v rovnora-
menném trojuhelniku BDG nejen téz-
nici, ale i vySkou (k zédkladné BD).
Zdlvodnili jsme, Ze obé pfimky SC
i SG jsou kolmé k prdsecnici BD ro-
vin ABC a BDG. Proto je odchylka
téchto dvou rovin rovna velikosti Ghlu
CSG (Ze jde o ostry uhel, zjistime za
okamZik).

Trojuhelnik SCG ma pravy Uhel pfi vr-
cholu C, nebot GC | - ABC, délku
jeho odvésny SC nyni vypolteme ze
Ctverce ABCD a pak ur¢ime velikost
ostrého uhlu CSG uZzitim funkce tan-
gens v trojuhelniku SCG:
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ISC|= R.|AC|= 2.V |AB[|2+ |BC[2= (R.V 62+ 62)cm =
= (R.v72)cm = (R.6V2) cm = 3V 2cm

tg [<CGS|=|GC|/|SC|= 1,886
|<CSG|= 62°

Odchylka rovin ABC a BDG je asi 62°.

11. Roviny a, B ay obsahuji tutéz pfimku p. UrCete odchylku rovin a ay ,
je-li odchylka rovin a a B rovna 60° a odchylka rovin 3 ay je rovna 50°.

12. V krychli ABCDEFGH o hrané délky a urcete odchylku rovin BGE
a EFH.

V zavéru kapitoly uplatnime poznatky o odchylkach pfimek a rovin pfi
feSeni Gloh o objemu a povrchu hranolu. Jisté si pamatujete, Ze pro objem V
a povrch S hranolu plati vzorce

V=Sp.v, S=2.Sp+ Spl,

kde Sp je obsah (jedné) podstavy, Spl obsah plasté a v je vySka hranolu.

PFiklad 9. Podstavou hranolu je obdélnik o rozmérech 4cm a 5cm, jeho
télesova Uhlopficka ma od roviny podstavy odchylku 40°. Vypoctéte objem
a povrch tohoto hranolu.

Reseni. V nacrtku ABCDEFGH daného
hranolu (JAB| = 4cm, |BC|= 5cm) vyzna-
¢ime télesovou Uhlopficku AG. (Zdlraznéme,
Ze vSechny Ctyf¥i télesové UhlopFicky AG, BH,
CE, DF tohoto hranolu maji od roviny je-
ho podstavy stejnou odchylku, proto nezalezi
na tom, kterou uhlopficku k vypoctu vybe-
reme.) ProtoZe kolmym primétem bodu G
do roviny ABC je bod C, je odchylka téleso-
vé Uhlopficky AG od roviny podstavy ABC
rovna velikosti ostrého Ghlu GAC.
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V trojahelniku ACG s pravym Ghlem pfi vrcho-
lu C zname velikost 40° ostrého ahlu GAC, délku
pfilehlé odvésny AC urcime z pravouhlého troj-
thelniku ABC:

IAC| = V|AB|2+ |[BC|2= V 42+ 52cm =

v4lcm = 6,4cm

Délku odvésny GC vypocCteme uzitim funkce tangens:
tg 40° = B proto |GC|= |AC|.tg40° = 6,4cm .0,839 = 5,37cm

Urcili jsme vySku v daného hranolu:
v=|GC|=537cm
Vypocitat obsah podstavy je snadné:
Sp=]AB|.|BC|=4cm.5cm = 20cm?2
Objem hranolu je tedy roven
V =Sp.v=20cm2.537cm = 107cm3.

Plast hranolu je sloZzen ze dvou dvojic shodnych obdélInikd:

Spl= 2.(JAB|.v+ [BC|.v) = 2v (JAB|+ |BC]) =

(2.5,37.99cm2 = 96,7cm2

Pro povrch S hranolu tak dostavame:

S=2.Sp+ Spl=2.20cm2+ 96,7cm2= 136,7cm2= 137cm?2

Objem hranolu je asi 107cm3, jeho povrch je asi 137cm2.

13. Vypoctéte objem pravidelného ¢tyfbokého hranolu ABCDEFGH, je-
hoz podstavna hrana AB méfi 5¢cm a odchylka télesové UhlopFicky AG
od roviny podstavy je 60°.

14. V kvaddru ABCDEFGH plati |[AB|= 8cm, |[AH| = 10cm a odchylka
rovin ABG a ABC je 30°. Vypoctéte povrch tohoto kvadru.
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*5.
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CVICENI 2

Je dan kvadr ABCDEFGH, |AB|= 16cm, |AE| = 12cm, |AD|=
= 9cm. Urcete vzdalenosti bodu F od vrchold A, B, C, H a D.

V krychli ABCDEFGH o hrané délky 5cm ur€ete vzdalenost stfedu X
hrany EF od priseciku P sténovych Ghlopficek FC a GB.

Body R, T jsou po fadé stfedy hran DE a AB pravidelného trojbokého
hranolu ABCDEF. Vypoctéte vzdalenosti vrcholu F od bodd R a T,
ma-li podstavna hrana AB délku 4cm a vySka AD hranolu je 10 cm.

Bod Y je stfedem hrany BC kvadru ABCDEFGH o rozmérech
|JAB|= 7cm, |AD|= 10cm, |AE|= 12cm. Vypoctéte vzdalenost bo-
du Y od pfimky DH.

Je dan kvadr ABCDEFGH, |AB|= 15cm, |AD|= 12cm, |AE]| =
= 16cm. VypocCtéte vzdalenost bodu H od pfimky AG.

V krychli ABCDEFGH o hrané délky a jsou body M, N, P po fadé
stfedy hran EH, FG, DH. Vypoctéte vzdalenost stfedu S hrany AE
od roviny MNP.

Je dan pravidelny ¢tyfboky hranol ABCDEFGH s podstavnou hranou
AB délky 6cm a vySkou |AE| = 8cm. Vypoctéte vzdalenost vrcholu F
od roviny ABH.

Urcete vzdalenost rovin F'FE
a CC'B' v pravidelném Ses-
tibokém hranolu z obrazku,
maji-li vSechny hrany tohoto
télesa danou délku a.

Je dan pravidelny trojboky hranol s podstavnou hranou délky 3cm
a vySkou 10cm. Urcete odchylku

a) jeho podstavnych hran,

b) jeho sténové Uhlopficky a podstavné hrany (lezicich v téZe sténg),
c) jeho sténové Ghlopficky a bo€ni hrany (lezicich v téze sténé).



10. Kvadr ABCDEFGH marozméry |[AB|=8cm, BC|= 6cm, |[BF|=
= 7cm. Vypoctéte odchylku jeho télesovych dhlopficek

a) AG a CE, b) BH a DF.

11. Pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F' méa podstavnou
hranu AB délky 8cm. Jeho télesova Uhlopficka AC' méfi 15cm, téle-
sova Uhlopficka AD' méfi 17cm. Vypoctéte odchylky télesovych Ghlo-
pricek AC' a AD' od roviny podstavy

12. V krychli ABCDEFGH o hrané délky 7cm jsou body X a Ypo fadé
stfedy hran EF a FB. Urcete odchylku hrany FG od roviny XYG.

13. V krychli ABCDA'B'C'D' je bod M stfed hrany AB. Vypoctéte od-
chylku rovin MCC' a ACC'.

14. Podstavou kvadru ABCDEFGH je obdélnik o rozmérech |AB| =
= 20cm, |AD]|= 12cm. Télesové uhlopficky AG a BH jsou k sobé
kolmé. Vypoctéte odchylku rovin ABC a ABG.

15. Pravidelny Sestiboky hranol ABCDEFA'B'C'D'E'F' méa podstavnou
hranu AB délky 3cm. Odchylka rovin FAB a F'BC je 62°. VypocCtéte
objem tohoto hranolu.

16. Pravidelny trojboky hranol A1B1C1A2B2C2 ma podstavnou hra-
nu A1B1 délky 6cm. Vypoctéte jeho objem a povrch, vite-li, Ze od-
chylka rovin A1B1C1la A1B1C2je 45°.

4 JEHLANY

V této kapitole se budeme zabyvat jehlany. Nejprve pfipomeneme, jaka
jsou to télesa, dale se budeme vénovat rliznym vzdalenostem a odchylkam,
jez jsou s jehlany spojeny. Poté odvodime vzorce pro vypocet jejich povrchi
a objem0 a ukaZeme, jak se tyto vzorce aplikuji v praktickych situacich.

Co jiz vime o jehlanu?

PFfipomenme nejprve, jak jehlan vznika. V dané roviné vybereme konvexni
mnohouhelnik M a pak zvolime bod V, ktery v této roviné nelezi. Bod V
spojime UseCkami se vSemi body mnohothelniku M. VSechny body téchto
UseCek vytvofi téleso, které se nazyva jehlan.
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Mnohouhelnik M se nazyva podstava jehlanu. K vrchollim jehlanu patfi
jednak bod V (tzv. hlavni vrchol), jednak vrcholy mnohoUhelniku M (tzv.
vrcholy podstavy). Strany mnohouhelniku M se nazyvaji podstavné hrany
jehlanu. Use€ky, které spojuji vrcholy podstavy s hlavnim vrcholem V, se
nazyvaji bocni hrany. Kazda bocni sténa jehlanu je trojuahelnik, jehoz vr-
choly jsou hlavni vrchol V a dva sousedni vrcholy podstavy. Ke sténam
jehlanu pocitdme kromé boCnich stén i podstavu.

hlavni vrchol
bo¢ni hrana
bocni sténa
podstavna hrana
podstava

vrchol podstavy

Dohodneme se, Ze jehlan z pfedchoziho obrazku zapiseme ABCDV. PFi
takovém zapisu nejprve vypisujeme vrcholy podstavy (v pofadi vrcholl
pfislusného mnohodhelniku), hlavni vrchol zapisujeme aZz jako posledni.

Podle poctu boCnich stén délime jehlany na trojboké, Ctyfboké, pétiboké
atd. Podstavou n-bokého jehlanu je tedy n-Ghelnik. Jehlan na pfedchozim
obréazku je Ctyfboky.
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Stény trojbokého jehlanu tvofi Ctyfi trojahel-
niky. Kazdy z nich m(zeme povaZzovat za
podstavu takového jehlanu. Trojboky jehlan
také nékdy nazyvame GEtyFsténem. Cty¥stén,
jehoz stény jsou shodné rovnostranné troj-
Uhelniky, se nazyva pravidelny.

0 1. Urcete poCet vrchold, hran a stén n-bokého jehlanu.

Co je vySka jehlanu?

K ddlezitym Gdajim o daném jehlanu patfi i informace o tom, jak ,vysoko*
se nachazi hlavni vrchol nad pod-
stavou, presnéji vyjadfeno, jaka je
vzdalenost hlavniho vrcholu od ro-
viny podstavy.

Pfipomefime, jak se takov4 vzdalenost uruje. Pro dany jehlan s hlavnim vr-
cholem V, jehoZ podstava M lezi v roviné a, sestrojime kolmy primét P bo-
du V do roviny a. (Je to prdse-

Cik roviny a s pfimkou p, které

je kolm& k roviné o a prochazi

bodem V.) Vzdalenost bodu V

od roviny a je pak rovna délce

UseCky VP.

Tuto délku nazyvadme vyskou

jehlanu a znacime ji obvykle

pismenem v: v = |VP|

Casto v3ak vyskou jehlanu rozumime nejen délku zmingné Gsecky VP, ale
i UseCku VP samotnou (vzpomeite na dvoji vyznam vy3ky trojuhelniku).
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Bod P se pak nazyva patou vySky jehlanu. Nékdy lezi usecka VP ,vné“
jehlanu (tak tomu je i na naSem pfedchozim obrazku).

U nékterych jehlanl splyva vyska s jednou z bo¢nich hran (vyska VD jeh-
lanu ABCDV na obrazku vlevo), u jinych jehlanl lezi vyska v boéni sténé
(vySka UP jehlanu EFGHU na obrazku vpravo):

My se v8ak budeme zabyvat pfedevsim takovymi jehlany, jejichZ vyska leZi
Luvniti“ télesa, tedy jehlany, v nichz kolmy priimét P hlavniho vrcholu V
do roviny podstavy je vnitfnim bodem pFislusného mnohouhelniku.

Jehlan na poslednim obrazku vpravo je vyznacny tim, Ze jeho podstavou
je ¢tverec ABCD a pata P vysky VP splyva s prlsecikem jeho Ghlopficek
AC a BD. Tento jehlan patfi k tzv. pravidelnym jehlantm, které se v praxi
vyskytuji nejcastéji. Pravidelny trojboky, pravidelny pétiboky a pravidelny
Sestiboky jehlan si prohlédnéte na dalSim obrazku. VSimnéte si, ze u kaz-
dého z nich splyva pata P vysky jehlanu se stfedem S kruznice opsané
podstavé. Pravé touto vlastnosti jsou pravidelné jehlany vyznacné.
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Pravidelny n-boky jehlan je takovy jehlan A1A2...AnV, jehoz
podstavou je pravidelny n-thelnik A1A2 .. An, pfiemz stfed kruz-
nice opsané tomuto n-Ghelniku splyva s patou P vysky VP jehlanu.

Poznamenejme, Ze vSechny bocni hrany pravidelného jehlanu jsou shodné.
Plyne to z obrazku - pravouhlé troj-

thelniky VPX a VPY jsou shodné

podle véty sus, a tak |[VX|= [VY].

Kromé toho |<VXP|= |<VYP|,

a proto vSechny bo€ni hrany pravi-

delného jehlanu maji od roviny pod-

stavy stejnou odchylku.

Ze shodnosti v3ech bo&nich hran a shodnosti viech podstavnych hran ply-
ne, ze vSechny boc¢ni stény pravidelného jehlanu jsou shodné rovnoramenné
trojuhelniky (se zdkladnami v roviné podstavy). Dva z nich jsou vybarveny
na dalSim obrazku vlevo. Vpravo jsou pak zakresleny jejich shodné vysky
VM a VN, které jsou zarovei pfeponami pravouhlych trojuhelnikd PVM
a PVN se spolecnou odvésnou VP. Tyto trojuhelniky jsou podle véty Ssu
shodné, a tak |[<VMP|= |[<VNP|. Roviny vSech bo¢nich stén pravidelné-
ho jehlanu tedy maji od roviny jeho podstavy stejnou odchylku.

0O 2. Rozhodnéte, zda plati:
a) Kazdy pravidelny Ctyfstén je pravidelnym trojbokym jehlanem.
b) Kazdy pravidelny trojboky jehlan je pravidelnym Ctyfsténem.
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PFiklad 1. Podstavna hrana pravidelného ¢tyfbokého jehlanu ABCDV
méfi 4 cm, jeho vySka je 6cm. Urcete odchylku roviny boéni stény BCV od
roviny podstavy.

ReSeni. Pata P vysky jehlanu je stfedem
Ctverce ABCD. Oznafme S stfed pod-
stavné hrany BC. Protoze |PB|= |[PC|
a |VB|= |VC]|, jsou oba trojahelniky
BCP a BCV rovnoramenné (se spolec-
nou zéakladnou BC), proto jsou obé p¥im-
ky PS i VS kolmé k prdsecnici BC rovin
BCV a ABC.

Odchylka téchto dvou rovin je proto rov-
na velikosti @ (ostrého) thlu PSV, kterou
uréime z pravouhlého trojahelniku PSV.
Jeho odvésny maji délky

PS|= 12 |AB|= 2cm,
PV|= 6cm,
takze

=P /|3 =607/ 2a1=3
Q= 71°34".
Odchylka roviny bocni stény BCV od roviny podstavy je asi 71°34'.

PFiklad 2. Odchylka boc¢ni hrany CV
od roviny podstavy pravidelného trojbo-
kého hranolu ABCV je 70°. UrCete je-
ho vysku, znate-li délku podstavné hrany
|AB|= 10cm.

Redeni. Oznalme S stfed kruZnice opsané
rovnostrannému trojuhelniku ABC. Pro-
toze bod S je zaroven patou vysky jehlanu,
je pfimka CS kolmym primétem p¥im-
ky CV do roviny podstavy, a proto je da-
nad odchylka vlastné rovna velikosti ostré-
ho Ghlu VCS:|<V CS| = 70°
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Hledanou vySku v = |VS| urcime z pravouhlého trojuhelniku VSC. Nejprve
vypocteme délku jeho odvésny CS z téZznice CO rovnostranného trojuhel-
niku ABC.

Jak vime, bod S je téziStém rovnostranného trojahelniku ABC, proto déli
UseCku CO tak, Zze |CS| = B.|CO|. Z Pythagorovy véty dostavame

|CO|= V|CBJ2- |OB|2= v1@- 52cm = V75 cm = 5V 3cm,

atak |CS|= B.|CO|= 103v3cm.

Z trojuhelniku VSC uzitim funkce tangens vychazi:

tg 70°=[VICY =v/ICY
v=|CS]|.tg70° = (@ .tg 70°) cm = 15,86 cm

Vyska daného jehlanu je asi 15,86 cm.

3. Podstavou pravidelného trojbokého jehlanu je trojuhelnik o strané délky
5cm, vySka jehlanu je 7cm. Vypoctéte odchylku bo¢ni hrany jehlanu od
roviny jeho podstavy.

4. Pravidelny ¢tyfboky jehlan ABCDV ma vysSku 6 cm, vySka trojahelniku
BCV ke strané BC méfi 8cm. Vypoctéte odchylku roviny bo€ni stény
jehlanu od roviny jeho podstavy.
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Co je povrch jehlanu a jak ho vypolteme?

Z utiva o hranolech a valcich jiz vite, Ze termin povrch télesa pouzivdme ve
dvou vyznamech. Jednak je to mnoZzina vSech bod0, které lezi na plochach,
jez téleso ,ohraniCuji“ (u ,,hranatych“ téles jsou to stény), jednak je to
soucet obsahd téchto ploch.

Na obrazku je ¢tyfboky jehlan ABCDV.
Jeho povrch je sjednocenim Etyfahelni-
ku ABCD a trojahelnikd ABV, BCV,
CDV, DAV. Tuto ,prostorovou” mno-
Zinu bodl si lépe predstavime, kdyz ji
»,fozvineme* do roviny tak, Ze vytvofi-
me sit’ daného télesa.

Jednu z moznych siti jehlanu ABCDYV vidite na dalSim obrazku:

Povrch jehlanu se sklada ze dvou Casti - podstavy a plasté. Co je podstava
jehlanu, jiz vime; plast jehlanu je sjednocenim vSech jeho bocCnich stén.
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podstava

plast

Pro povrch S jehlanu jako soucet obsahl véech jeho stén zfejmé plati vzorec
S = Sp+ Spl,

kde Sp je obsah podstavy jehlanu (mnohothelniku) a Spl je obsah jeho
plasté, tedy soucet obsahid vsech bocénich stén jehlanu (trojahelnik().

Obsah libovolné boc¢ni stény jehlanu,
napf. stény ABV, pocitame zpravidla
z délky podstavné hrany AB a z vys-
ky VX ke strané AB trojuhelniku
ABV. Usetce VX (a také jeji délce)
fikdme sténova vyska jehlanu.

Sténové vysky jsou tedy vzdalenosti hlavniho vrcholu jehlanu od jeho pod-
stavnych hran (v jednotlivych boénich sténach mohou byt rdzné, nejde-li
o pravidelny jehlan).

PFriklad 3. Je dan pravidelny Sestiboky jehlan A1A2A3A4A5A6V. Jeho
podstavna hrana méfi 4cm, vySkajehlanu je 6 cm. VypocCtéte povrch tohoto
télesa.
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Reseni. Nejprve vypocteme obsah Sp podstavy jehlanu. Ta je sloZena z es-
ti shodnych rovnostrannych trojihelnikd o strané délky 4cm. Vypodte-
me obsah S1 jednoho z nich, napf.

trojuhelniku A1A20. Pro jeho vys-

ku |JOX]| (X je stfed strany A1A2)

plati:

IOX|= V|OAL|2- [XAL2 =
vV42- 22cm =

vi2cm = 2V 3cm

Pro obsah S1tak dostavame
S1= R.]A1A2 .|[OX]|= (124.2V3) cm2 = 4V 3cm2,

takze
Sp=6.S1=(6.4v3)cm2= 24V 3cm2.

Nyni ur€ime obsah Spl plasté jehlanu jako Sestinasobek obsahu S2 jedné
z jeho bocCnich stén, napf. stény A1A2V.

ProtoZze |VAL| = |VA2|, je sténovou vyskou
ve sténé A1A2V UGsecka VX, kde X je opét
stfed UseCky A1A2.

Délku |V X| uréime z pravouhlého trojahelni-
ku VXO:

IVX|

VIOV|2+ [0X]2 =

Vv 62+ (2.v3)2cm =
Vv36+ 12cm =
v48cm = 4V 3cm

Pro obsah S2trojuhelniku A1A2V tak dostdvame
S2 = R.|A1A2|.|[VX|= (2.4.4V3) cm2= 8V 3cm2,

a proto
Spl = 6.52= (6.8V3) cm2= 48V 3cm2.

64



Dohromady pro povrch S jehlanu vychazi:
S =Sp+ Spl = 24V 3cm2+ 48V 3cm2= 72V 3cm2= 124,7cm2
Povrch jehlanu je asi 124,7 cm2.

VSimnéte si, Ze jsme pfi vypoCtech v pfedchozim pfikladu zaokrouhlovali
jen jednou. AZ v samém zavéru feSeni jsme zaokrouhlili kone€ny vysledek.
»Mezivysledky“ podobnych vypoétd ani vy pokud mozno nezaokrouhlujte,
abyste ziskali co nejpfesnéjSi kone€né vysledky.

PFiklad 4. Podstavou Ctyfbokého jehlanu ABCDV je obdélnik ABCD
s prasecikem UhlopFicek O, Gsetka VO je vyskou jehlanu. Vypoctéte jeho
povrch, vite-li, Ze |[AB|= 8cm, |[BC|= 6cm a odchylka bo¢ni hrany od
roviny podstavy je 45°.

Redeni. Obsah Sp podstavy ABCD ur&ime snadno:
Sp=|AB|.|IBC|= (8.6)cm2= 48cm?2

Ze shodnosti trojahelniki AOV, BOV, COV, DOV (véta sus) vyplyva, ze
bo¢ni hrany AV, BV, CV a DV jsou jednak shodné, jednak maji stejnou
odchylku od roviny podstavy.

PI&5t jehlanu se tedy skladé ze dvou dvojic shodnych rovnoramennych troj-
thelnikl: AABV = ACDV, ABCV = A DAV (nejsou to vSak étyfi shod-
né trojuhelniky, nebot' |AB| # |[BC|).

Pro obsah Spl plasté jehlanu plati:

Spl = 2. (SAABV + SABCV)

K ur€eni obsahl S A A B V  Budeme potfebovat sténové vysky
wl = |[VP|, w2 = |[VQ| ve sténach ABV a BCV. Vypoclteme je z pravouh-
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lych trojahelnikd POV, QOV z obrazku,
ve kterych zatim nezname délku v odvés-
ny VO, jez je zaroven vyskou jehlanu.

VysSku v zjistime napfiklad z trojuhel-

niku AOV, jehoz Ghel pFi vrcholu A je

roven dané odchylce 45°. Délku odvés-

ny AO vypocteme z trojuhelniku ABC:
|AO| = R.|AC| =

2.V|ABJ]2+ |IBC|2=

@.Vv82+ 62) cm =

2V 100 cm = 5¢cm

ProtoZze |<VAO| = 45° je trojuhelnik AOV pravouhly a rovnoramenny,
atak v=|VO|= |JAO| = 5cm.

Z trojuhelniku POV dostavame

WL = |[VP| =V |PO |2+ [VOJ]2 = V 32+ 52cm = V 34cm,
z trojahelniku QOV obdobné

W2 = |[VQ| = V|QO|2+ |[VO|2= V 42+ 52cm = V41lcm.
Nyni jiz mdZzeme vypocitat obsahy trojihelnikd ABV a BCV:

SAABV = 2. |AB|.wl=(2.8.V34) cm= 4V 34cm = 23,3cm2,

SAbcv = 2. |IBC|.w2= @ .v41) cm = 3V41lcm = 19,2cm2
a urcit obsah Spl plasté jehlanu:
Spl = 2. (SAABV + SABCV) = 2. (23,3 + 19,2) cm2 = 85¢cm2
Nakonec sectenim ur€ime povrch S celého jehlanu:
S=Sp+ Spl =48cm2+ 8cm2= 133cm2

Povrch daného jehlanu je asi 133cm2.
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5. Vypoctéte povrch pravidelného Ctyfsténu, jehoz hrana méfi 7cm.

6. Vypoctéte povrch pravidelného pétibokého jehlanu s vySkou 11cm
a podstavnou hranou délky 4cm.

7. Vypoctéte povrch pravidelného ctyfbokého jehlanu, jehoz podstavna
hrana méri 6cm, je-li odchylka roviny bo¢ni stény od roviny podsta-
vy 50°.

*8. Jakou vySku ma pravidelny €tyrboky jehlan s povrchem 51 cm2, kdyz
podstavna hrana tohoto jehlanu méfi 3cm?

Jak vypocteme objem jehlanu?

Jiz dfive jsme se nauili pocitat objemy hranold a valci. Vime, Ze touto

veli€inou vyjadfujeme, ,kolik mista*“ dané téleso v prostoru zaujima. PFi-

pomenme si zakladni vlastnosti objemu, které jiz znéte:

o Télesa, kterd maji stejny ,tvar“ a ,velikost* (tzn. liSi se jen umisténim
v prostoru), maji stejny objem.

» Objem télesa, které je rozdéleno na nékolik ¢asti, se rovna souétu objema
jednotlivych €asti.

Tyto vlastnosti ndm k odvozeni vzorce pro objem jehlanu nestaci. Musime

k nim pfidat doplnujici pravidlo:

« Dvajehlany, které maji shodné podstavy i shodné vysky, maji tyZ objem.

| kdyZ uvedené pravidlo nemdzeme presné zdlvodnit, ,,ospravedInime je
alespon nazornou Gvahou o dvou jehlanech z nasledujiciho obrazku:

Pfedpokladejme, Ze oba jehlany maji shodné podstavy i shodné vysky.
Pfedstavme si, Ze jsou sloZzeny ze stejného poctu velmi mnoha tenkych des-
ticek (téZe tlouStky). Dvé z nich jsme ve stejné vySce nad spolecnou rovinou
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podstav obou jehlan( vybarvili. Cim budou desticky tenéi, tim vice se bu-
dou svym tvarem podobat hranolim. Obé modré desticky jako ,,hranoly“
maji shodné podstavy i shodné vysky, maji tedy stejné objemy. Proto jsou
stejné i objemy obou uvazovanych jehland.

Vzorec pro objem jehlanu odvodime nejprve pro pfipad, kdy podstavou

jehlanu je ,,nejjednodussi“ mnohoudhelnik - tedy trojuhelnik.

Danému trojbokému jehlanu J = ABCV ,opiSeme* pomocny trojboky
hranol H= ABCA1BI1CL

Hranol Hje sestrojen tak, Ze jeho bo¢ni hrany AA1, BB 1, CC1 jsou shodné
s vySkou VP jehlanu J, bod V tedy lezi v roving A1B 1C1.

Zjistime, jakou ¢&sti objemu WHhranolu H je objem VJjehlanu J. Pfedtim
v3ak posoudime ,rovinnou* obdobu této otdzky. Danému trojuhelniku T
0 z&kladné z a k ni pFislusné vysce v ,,opiSeme* pravolhelnik P o rozmérech

Zav.

| bez znalosti vzorcd pro obsahy obou obrazcd dobfe vidime, Ze obsah ST
trojuhelniku T je roven poloviné obsahu Sp pravouhelniku P:

ST= R.SP
(Ze dvou modrych trojuhelnikd, které Gtvar T dopliuji do Gtvaru P, lze

totiZ slozit trojuhelnik shodny s trojahelnikem T.)

Vratme se nyni k ,,prostorové” situaci. Vysvétlime, Zze objem VJ jehlanu J
neni polovinou objemu VH ,,opsaného* hranolu H, Ze dokonce plati nerov-

nost
Vi< P.VH
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DokéaZeme totiZ, Ze do hranolu H lze umistit dva jehlany tak, aby se nepfek-
ryvaly, aby kazdy z nich mél objem \VJ a aby pfi tom jeSté ¢ast hranolu H
zUstala obéma jehlany nezaplnéna. Takovou dvojici tvofi napfiklad jehlany
J1= ABCAla J2= AIBICI1C:

Jehlany J1a J2 se skute¢né nepfekryvaji, nebot se pouze ,stykaji“ ve hra-
né A1C. Jehlan J1 a plvodni jehlan J maji stejné objemy, nebot jejich
podstavy ABC splyvaji a jejich vysky VP a AlA jsou shodné. Také obje-
my jehland J a J2jsou stejné, nebot’ podstavy ABC, A1B1C1 obou jehland
jsou shodné trojuhelniky a rovnéz jejich vysky VP, CC1jsou shodné. Tak
jsme zjistili, Ze objem kazdého z jehlan( J1, J2je roven Vj.

Odfizneme-li jehlany J1a J2 od hrano-
lu H, zlistane ndm z hranolu H ¢ast J3,
kterou jsme znovu znazornili na obraz-
ku vpravo. VSimnéme si, Ze téleso J3
je trojboky jehlan; za jeho podstavu
budeme povaZovat trojuhelnik BCB1
(vrchol Al pak bude hlavnim vrcholem
jehlanu J3).
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Porovnejme nyni jehlany J2 a J3:

Prohlasime-li za podstavu jehlanu J2 trojuhelnik B1C1C, maji jehlany
J2 a 13 stejny hlavni vrchol Al, shodné podstavy (ABCB1= AC1BI1C),
a tudiz i stejné vySky (rovné vzdalenosti bodu A1l od roviny stény
BCC1B1). Proto maji jehlany J2 a J3 stejné objemy, takZe objem jehlanu J3
je roven (stejné jako objem jehlanu J2) objemu VJ pdvodniho jehlanu J.

Z rozdéleni hranolu H na tfi jehlany J1, J2, J3 plyne rovnost
WH=3.\], odkud M= B.WH

Uvédomme si jesté, Ze obsah podstavy ABC hranolu Hje roven obsahu Sp
podstavy ABC jehlanu J a Ze vySka hranolu H je rovna vysce v jehlanu J.
Podle vzorce pro objem hranolu proto plati VH= Sp.v, a tak pro objem
trojbokého jehlanu vychazi vzorec:

V= B.Sp.v

70



Vysvétlime nyni, Ze vzorec
V =1Sp.v

plati i pro objem V jehlanu vySky v, jehoZ podstavou je libovolny mno-
houhelnik s obsahem Sp. UkadZeme to napfiklad pro pétiboky jehlan
ABCDEV.

Na obrazku je vidét, Zze jehlan ABCDEYV lze rozdélit na tfi trojboké jehlany
ABEV, BCEV a CDEV. Jejich objemy ozna€ime po fadé V1, V2a V3 Ty
jiz dokdzeme vyjadfit:

V1=1/3.SAABE.v V2 = 1/3.SABCE.v V3 = 1/3.SACDE.v

kde v znaéi spoleénou vysku vsech &tyf jehlan ABCDEV,ABEV,BCEV
a CDEV. Podle pravidla o s¢itani objem0 plati

V = V1i+ V2+ V3,
V= 1/3.SAABE.v + 1/3.SABCE.v + 1/3.SACDE.v =
= 1 /I 3 . S p .V

nebot’ pétithelnik ABCDE je sloZen z trojahelniki ABE, BCE a CDE,
takZe pro jeho obsah sp skuteCné plati sp = SAabe + SAbce + SAcde.
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Pfedchozi Gvaha byla zaloZena na tom, Ze jsme podsta-
vu jehlanu - pétiuhelnik ABCDE rozdélili Ghlopfickami
BE a Ea tfi trojuhelniky ABE, BCE a CDE. Na
neprekryvajici se trojuhelniky Ize podobnym zpiisobem
rozdélit libovolny mnohouhelnik, proto vzorec pro objem
odvozeny pdvodné pro trojboky jehlan plati pro jehlan
s libovolnym poctem bocnich stén.

Pro objem V libovolného jehlanu plati vzorec
V=13.9.v
kde Sp je obsah podstavy jehlanu a v jeho vyska.

PFiklad 5. Vypoctéte objem pravidelného trojbokého jehlanu ABCV, je-
hoZz podstava je vepsana do kruznice o poloméru r = 6cm, vite-li, Ze od-
chylka bo¢ni hrany od roviny podstavy je 70°.

ReSeni. Oznatme S stfed kruZnice opsané
trojuhelniku ABC. K vypoctu objemu jehla-
nu potfebujeme zjistit obsah SP trojuhelniku
ABC a vysku jehlanu v = |VS|. Tu urgime
z pravouhlého trojuhelniku SCV:

tg 70° = |SM/SC =vir

v=r.tg70° = 6cm.tg 70° = 16,5cm

K urceni obsahu Sp rovnostranného trojuhel-
niku ABC vypocteme nejprve jeho vySku w
a pak délku a jeho strany. ProtoZe stfed S

opsané kruznice je zaroven tézistém trojuhel-
niku ABC, plati:

|ICS|= B.|CO|, tzn. r= B.w
w=2.r=(2.6)cm=9cm
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Délku a ur¢ime z pravouhlého trojahelniku COB:
[ICBJ|2=|CO|2+ |OB|2
a = w2+a24
3a2 L]

a=2w/v2=2w.v3/3=29/3/3cm = 6V3cm

Pro obsah Sp podstavy jehlanu ABCV tak dostdvame
Sp= P2.a.w= 2.(6V3.9) cm2= 27V 3cm2,
a objem V daného jehlanu je tudiz roven

V= 8B.Sp.v= B.(27V3) cm2.16,5cm = 257,2cm3.

Objem jehlanu je asi 257,2 cm3.

PFiklad 6. Urcete délku podstavné hrany pravidelného ¢tyfbokého jehlanu
o vysce 9cm, jehoZ objem je 300cm3.

Reeni jsme pfevzali z Tomasova sesitu.

9. Vypoctéte objem pravidelného Ctyfsténu, jehoZ hrana méfi 6 cm.

10. Urcete vySku pravidelného Sestibokého jehlanu o objemu 50cm3, jehoz
podstava je vepsana do kruznice o prdméru 10cm.
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V zavéru této kapitoly uvedeme

Priklad 7. PIlaténa stfiska za-
hradniho slune€niku ma tvar
plasté pravidelného Sestibokého
jehlanu, jehoZ bo€ni hrana mé-
fi 1,1m. Obvod okraje stfiSky
je 6m. Kolik platna je zapotre-
bi na jeji zhotoveni, pocita-li se
s 20 % materidlu navic na lemo-
vani a odpad?

Redeni. Stfiska sluneéniku p¥ed-
stavuje plast pravidelného Sesti-
bokého jehlanu ABCDEFV, je-
hoz obsah Spl mame urcit. Pla-
ti Spl= 6.S1, kde S1je obsah
jedné bocni stény jehlanu, na-
pf. stény ABYV. ProtoZe obvod
6.]AB| okraje stfisky je 6m,
mé podstavna hrana AB délku
a=1m.

Plati tedy:
Sl=P.a.w=

Spl=6.S1= (6

Vypoctenou hodnotu Sp. je pod
jeji 1,2nasobek:

jeSté dvé ulohy o jehlanech z praxe.

Vysku w = |[VO| rovnoramenného troj-
Uhelniku ABV ur€ime z pravouhlého troj-
Ghelniku AQV, ve kterém znadme délku
pfepony b= |JAV|= 1,1m a délku odvés-
ny [AO|= 1a = 05m:

w=+h2 - (1/2a)2 =
= Vv 1,12- 0,52m = 0,98 m

(R.1.0,98) m2= 0,49 m2
.0,49) m2 = 2,94m?2

le zadani nutno zvétsit o 20 %, tedy urcit

1,2.Spl=12.294m2= 353m?2

Na zhotoveni stFiSky slunecniku
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PFiklad 8. TézZitko méa tvar pravidelného Ctyfbokého jehlanu s podstavnou
hranou délky 3,6 cm a boc¢ni hranou délky 6 cm. Je vyrobeno z kfemenného
skla o hustoté g = 2600 lgh3 Jaka je jeho hmotnost?

Reseni. Hmotnost m téZitka vypocteme ze vzorce
ms=p-V,
kde p je hustota skla a V objem tézitka,

ktery nyni uréime.

Tézitko méa tvar pravidelného Ctyfbokého
jehlanu ABCDU s Ctvercovou podstavou
ABCD o strané AB délky

|[AB|=a = 3,6cm
a obsahem

Sp=a2= 3,62cm2 = 12,96 cm2.

Oznatme P patu vysSky jehlanu a urCeme
vySku v = |[UP]| z pravouhlého trojahel-
niku APU. Zname v ném délku prepony
|AU| = 6cm, délku odvésny AP urcime ze
Ctverce ABCD:

|AP|= R.|AC|= R.V2.a=
= (.v2.36)cm= (18.V2)cm
Proto plati:

v=+Vv]|AU|2- |AP|2= Vv 62- 1,82.2cm = 5,43 cm
Objem V tézitka je tedy roven
V=2R8B.Sp.v= (8B.12,96 .5,43) cm3 = 23,5cm3.

Objem V nam vySel v cm3, proto radé€ji dfive, nez dosadime do vzorce
m = p .V, vyjadfime hustotu p skla v ld@toZze 1cm3 = 0,000001 m3,

plati p = 2600 lgB= 0,002 6 Bitudiz
m = p.V = 0,0026 kyn8. 23,5cm3 = 0,061 kg = 61 g.

Hmotnost sklenéného tézZitka je asi 61 gram.
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11.

O 1.

0 6.
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StfiSka nad ukazatelem turistickych znaek mé tvar plasté pravidel-
ného Ctyfbokého jehlanu s podstavnou hranou délky 40cm a vyskou
30 cm. Kolik plechu bylo tfeba na jeji zhotoveni? PfipocCitejte 15% na
spoje a odpad.

CVICENI 3

Urcete pocet vrchold, hran a stén
a) Ctyfsténu, b) CEtyfbokého jehlanu.

Nékteré Ctyfi hrany pravidelného trojbokého jehlanu jsou shodné. Vy-
plyva z toho, Ze jde o pravidelny Ctyfstén?

Podstavou pravidelného jehlanu je mnohouhelnik vepsany do kruzni-
ce s primérem 12 cm, jeho boéni hrana méfi 10 cm. Vypoctéte vysku
jehlanu, je-li jehlan

a) trojboky, b) Ctyrboky, c) pétiboky, d) n-boky.
Podstavou CtyFbokého jehlanu je obdélnik, jehoZ uhlopficky maji od-
chylku 50°. Bo€ni hrana jehlanu méfi 20cm a jeho vySka je 16cm.
Vypoctéte rozméry podstavy jehlanu, vite-li, Ze pata jeho vysky sply-
vé s prisecikem UhlopfFicek podstavy.

Podstavna hrana pravidelného jehlanu méfi scm, jeho vyska je 15cm.
VypocCtéte délku bocni hrany jehlanu, jde-li o jehlan

a) trojboky, b) C&tyrboky, c) Sestiboky.

Jaka je odchylka boéni hrany od roviny podstavy pravidelného Sesti-
bokého jehlanu, jehoz vySka je rovna délce podstavné hrany?



*10.

*11.

12.

*13.

0O 14.

15.

16.

Podstavou ¢tyfbokého jehlanu je obdélnik s rozméry 10cm a 24 cm, pa-
ta vysky jehlanu splyva s prlsecikem UGhlopfi¢ek podstavy. Vypoctéte
odchylku boéni hrany jehlanu od roviny podstavy, je-li vySka jehlanu
a) 30cm, b) 2,5cm.

. Odchylka roviny bo¢ni stény od roviny podstavy pravidelného ¢tyfbo-

kého jehlanu je 60°, vrcholy podstavy lezi na kruznici o poloméru 4 cm.
Vypoctéte délky podstavné a bo¢ni hrany a vysku jehlanu.

Vypoctéte povrch pravidelného trojbokého jehlanu s podstavnou hra-
nou délky 12 cm a boCni hranou délky 10 cm.

Ctyfboky jehlan s obdélnikovou podstavou mé vysku 19,2 cm, jeji pata
splyvéa s prlsecikem Uhlopficek podstavy. Jednou sténou jehlanu je
rovnoramenny trojahelnik se zakladnou délky 25cm a vySkou 24 cm.
Vypoctéte obsah plasté tohoto jehlanu.

Vypoctéte obsah plasté pravidelného ctyfbokého jehlanu, ktery ma
vySku 11 cm, je-li odchylka jeho protéjSich boCnich hran 60°.

VypocCtéte obsah podstavy pravidelného pétibokého jehlanu s boéni
hranou délky 12 cm, je-li jeji odchylka od roviny podstavy 60°.

Vypoctéte povrch pravidelného Sestibokého jehlanu s podstavou o ob-
sahu 259,8 cm2 a sténovou vyskou 16 cm.

Na obrdzku jsou tfi shodné krychle, do nichZ jsou vepsany jehlany
PLMQS, BCGFE a XYY1X1K. Porovnejte podle velikosti jejich
objemy.

Podstavou Ctyfbokého jehlanu je obdélnik s rozméry 24cm a 7cm,
prasecik jeho Ghlopficek je zaroven patou vysky jehlanu. Vypoctéte
objem jehlanu, sviraji-li jeho protéjSi bo€ni hrany Ghel 106°.

Vypoctéte objem pravidelného trojbokého jehlanu, jehoz podstava je
vepsana do kruznice o poloméru 8cm a jehoz plast ma obsah 147 cm2.
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Michal slibil svému uciteli matematiky, Ze v tatinkové truhlafské dilné
zhotovi tfi modely pravidelnych jehlan(: trojbokého, ¢tyfbokého a Ses-
tibokého. Ucitel ho pozadal, aby kazdy model mél vySku 20cm a aby
vrcholy podstavy vzdy leZely na kruznici o prdméru 12 cm.

a) Jaké budou délky podstav-
nych a boCnich hran Mi-
chalovych modeld?

b) Jaké budou hmotnosti mo-
del, vyrobi-li je Michal
z borového dfeva, které ma
hustotu asi 5008

.V egyptské Gize jsou blizko sebe postaveny tfi svétoznamé pyramidy,

Cheopsova, Chefrénova a Mykleinosova. Pyramidy maji tvar pravidel-
nych Ctyfbokych jehlan. Cheopsova pyramida je 138 m vysoka a jeji
podstavna hrana méfi 227,5 m. Vyska Chefrénovy pyramidy je 136,6 m,
jeji podstavna hrana méfi 210,5 m. Nejmensi, Mykleinosova pyramida
ma podstavnou hranu délky 108 m a vypina se do vySky 62 m. Zjisté-
te, o kolik m2 se lisi povrchy téchto pyramid (povaZujte je za plasté
jehland).



5 KUZELY

V minulé kapitole jsme se vénovali jehlandm - télestim, ktera jsou uréena
svou mnohouhelnikovou podstavou Ma hlavnim vrcholem V. Vzpomeiite si,
Ze jehlan vznikne, kdyz vSechny body mnohothelniku M spojime Useckami
s bodem V (ktery nelezi ve stejné roviné jako M).

Zaménime-li mnohoUhelnik M kruhem K a zopakujeme-li cely postup, do-
staneme téleso zvané kuZel. Kruh K se nazyva jeho podstava, bod V jeho
vrchol.

Pravé kuzellm se budeme vénovat v této kapitole. Naucime se urovat je-
jich povrchy a objemy. Budeme vSak pracovat pouze s kuzely, které maji
tu vlastnost, Ze spojnice jejich vr-

cholu V a stfedu S jejich podstavy

je Usecka kolma k roviné podstavy.

Takovym kuZellm se nékdy fika

rotacni kuzely. Za chvili uvidime,

Ze jejich vznik mlzeme popsat po-

moci otaceni (rotace) trojihelnikd

v prostoru. ProtoZe jinymi neZ ro-

taénimi kuzely se viibec nebudeme

zabyvat, budeme pfivlastek ,rotac-

ni“ v dalSim textu vynechavat.
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Co je kuZel a co na ném rozezndvame?

Vystfihnéme z papiru pravouhly trojuhelnik AVS s pfeponou AV a ota-
¢ejme jim v prostoru kolem odvésny VS tak, aby se polohy bodl V, S
nemeénily.

Otaceny trojuhelnik vytvofi téleso, kterému fikdme kuzel. Pfimka VS, ko-
lem niz se trojuhelnik otaci, se nazyva osa kuzelu. Otacejici se odvésna SA
vytvofi kruh K's polomérem r = |SA|. Kruhu K Fikame podstava kuZzelu.
Otacejici se pfepona VA vytvofi plochu zvanou plast kuzelu. PIast je vypl-
nén GseCkami VA, kterym Fikame strany kuZelu. Bod V se jmenuje vrchol
kuZelu, Usecka VS (i jeji délka v = |VS|) se nazyva vySka kuzelu.

vrchol
vyska

plast strana

podstava
osa kuZelu
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Protoze v kazdé poloze ota€eného trojuhelniku AVS plati VS| SA, je osa
kuZelu kolmé k roviné jeho podstavy.

Kazdé rovina, kterd prochazi osou kuzelu, protind kuZel v rovnoramen-
ném trojuhelniku VA1A2, ktery je sloZen ze
dvou kopii otaCeného trojuhelniku AVS. Jed-
na z nich je na obrazku vybarvena. Trojuhel-
nik VA1A2 se nazyvé osovy fez kuZzelu. Rame-
na tohoto trojahelniku jsou strany VAl a VA2
kuZelu, jejichZz délku znalime obvykle pisme-
nem s. Zakladnou trojihelniku VA1A2 je pri-
mér A1A2 podstavy kuZelu, vySkou k zakladné
je usecka VS, ktera je zaroven vysSkou kuzelu.

»Velikost“ a ,tvar” kuzelu jsou tedy urceny
tfemi délkami r, v a s. Jsou to vlastné dél-
ky stran pravouhlého trojahelniku AVS (jehoZ
otacenim kuzel vznikl), takze jsou spolu ,,sva-
zany* rovnosti

S2=V2+ r2.

Priklad 1. Osovym fezem kuzelu je rovnoramenny trojahelnik, jehoz
vnitfni thel pfi hlavnim vrcholu ma velikost 110°. Vypoctéte vySku a délku
strany kuZzelu, je-li prdmér jeho podstavy 10 cm.

Redeni. Osovym fezem je rovnoramenny trojihelnik ABV s hlavnim vr-
cholem V, ve kterém zn&me velikost vnitiniho ahlu AVB (|[<AVB]|= 110°)
a délku zékladny (JAB|= 10cm).

Sestrojme vySku VS trojuhelniku ABV. V pravouhlém trojahelniku BVS
plati |<SVB|= 55° a |[SB|=r = 5cm.
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Hledanou vySku v = |VS| vypolteme pomoci
funkce tangens, hledanou stranu s = |[VB| po-
moci funkce sinus:

tg 55° =|BY /NS =r/v

vV = r/tgB°=5an/tg®° = 3,5cm
sin 55° = IBBS“
[VB|=r/s

s = r/sin%°=5cm/sin55°=6,1 cm
Vyska kuZzelu je asi 3,5cm, jeho strana méfi asi 6,1 cm.

1. Vypoctéte délku strany kuZelu s polomérem podstavy 6cm a vySkou
10 cm.

2. Vypoctéte obsah podstavy kuZelu, jehoz strana méfi 13cm, je-li vySka
kuZelu 5cm.

3. Strana kuZelu méfi 25cm a ma od roviny podstavy odchylku 42°. Vy-
poctéte vysSku kuzelu.

Co je povrch kuZelu a jak ho vypocteme?

Povrch kuZzelu se sklada ze dvou ploch. Jednou z nich je kruh - podstava

kuZelu, druhou ,,0bl&d“ plocha - plast. PFipomenme, Ze plast je sjednocenim
vdech stran kuZzelu.

podstava

plast
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Plast’ kuzelu rozvineme do roviny tak, Zze ho nejprve ,rozstrihneme* podle

nékteré strany VA kuzelu a pak ho ,,narovname*.

Ziskdme tak rovinny Gtvar omezeny dvéma shodnymi GseCkami VA, VA

a ,kfivou“ Carou AA'. Vy-
svétlime, Ze tato Céara je ob-
loukem, prFesnéji Casti kruz-
nice o stfedu V a polomé-
ru s = |VA = |[VA|. Kazidy
bod X Cary AA' je totiZ kraj-
nim bodem Usecky VX, ktera
je stranou plvodniho kuZelu,
a tak mé skutecné délku s.

Jaka je délka oblouku AA'?
Uvédomte si podle obrazku
vpravo, Ze oblouk AA' vznikl
rozvinutim kruZnice omezuji-
ci podstavu kuZelu. Proto je
délka oblouku AA' rovna 2nr,
kde r je polomér podstavy ku-
Zelu. (Utvar na obrazku vpra-
vo je jedna ze siti kuzelu. Riiz-
né sité se lisi jen mistem, kde
se podstava kuzelu ,styka“
s rozvinutym plastém.)
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Podobné jako u jinych téles znamené povrch kuZelu nejen sjednoceni obou
ploch, které kuzel omezuji, ale i soucet obsahl obou téchto ploch. V tomto
vyznamu pro povrch S kuZelu plati vzorec

S = Sp+ Spl,

kde Sp je obsah podstavy kuZelu a Spl obsah jeho plasté.

Ziejmé Sp = mr2, kde r je polomér podstavy kuZelu.

Vzorec pro obsah Spl plasté kuZelu nyni odvodime. Budeme pfi tom pfed-
pokladat, Zze kromé poloméru r podstavy zname i stranu s kuzelu. Vi-
me, Ze plast’ kuzelu lze rozvi-

nout do kruhové vysecCe, ktera

je v kruhu o poloméru s (a ob-

vodu 2ms) omezena obloukem

délky 2nr. ProtoZe tento kruh

maé obsah ms2, vyuZijeme Umé-

ru:

Spl: ms2 = 2mr : 2ms

Spl / ms2
=2mr / 21ns

Spl = mrs

Pro povrch S kuzele s polomérem podstavy r a stranou s tedy plati:

S=Sp+ Spl=mnr2+ nrs = nr(r + s)

Priklad 2. Vypoctéte povrch kuzelu o vys-
ce 5¢cm, jehoZ podstava ma primér 8cm.

ReSeni. Polomér r podstavy kuzelu je 4 cm,
délku s strany kuZelu ur¢ime z Pythagorovy
véty:

s=vVvVv2+r2= v 52+ 42cm = V41 cm
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Nyni jiz mGzZzeme dosadit do vzorce pro povrch S:

S=mnr(r+s)=mn.4.(4+ v41) cm2= 130,7cm2

Povrch kuZelu je asi 130,7 cm2.

PFiklad 3. PIast kuZelu o strané 5cm ma obsah 15m cm2. Kolik je to
procent z celého povrchu kuzelu?

Redeni uvadime podle Martinova sesitu:

04,

Vysvétlete, pro€ je obsah podstavy kuzelu menS$i nez obsah jeho plasté.

Vypoctéte povrch kuzelu, jehoZz osovym Fezem je rovnostranny trojuhel-
nik o strané délky 8cm.

. Urcete vySku kuzelu s povrchem 100 cmz2, vite-li, Ze jeho strana je dva-

krat delSi nez polomér jeho podstavy.
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Jak vypocitame objem kuzelu?

Vysvétlime, pro¢ pro objem V kuZelu s podstavou o obsahu Sp a vySkou v
plati vzorec
V= 13.Sp.v.

Jisté vam neuslo, Ze podle stejného vzorce pocCitdme i objem jehlanu.

Shoda obou vzorcl neni ndhodnéa. Pfed-
stavme si, Zze do kuzelu K s vrcholem U
je vepsan pravidelny ,mnohoboky* jeh-
lan J s hlavnim vrcholem U tak, Ze vr-
choly jeho podstavy lezi na kruznici, kte-
rd omezuje podstavu kuzelu K

ProtozZe jehlan J je Casti kuzelu K, pla-
ti pro jejich objemy VJ a Rerovnost
VJ< VK.

Z nézoru je patrné, Ze kdyZz budeme zvétSovat poCet boCnich stén pravi-
delného jehlanu J, bude jehlan J stale vice a ,té€sngéji* zaplfiovat kuzel K,
takZe se jeho objem VJ bude jen nepatrné liSit od objemu WKkuzelu K Z&-
roven se bude obsah SJ podstavy jehlanu J ,,neomezené blizit“ k obsahu SK
podstavy kuZelu K

Kdy? tedy ve vzorci M = B.SJ.v zaménime obsah SJ podstavy jehlanu J
obsahem SKpodstavy kuzelu K, vyjde ndm vzorec pro objem VK kuZzelu:

VK=13.SK v

KuZel s polomérem podstavy r ma obsah podstavy m.r2. Proto pro jeho
objem V plati
V = 13.m,

kde v je vySka tohoto kuzelu.
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PFiklad 4. Vypoctéte objem kuzelu o strané délky 13cm a vySce 12cm.

Reeni. Nejprve uréime pomoci Pythagorovy véty
polomér podstavy kuzelu:

vs2- v2=+VI169 - 144cm =
Vv25cm = 5¢cm

q
1

VSechny potfebné Gdaje k vypoctu objemu V kuZelu jiz zndme:
V==3Bnr2v= @B m52.12) cm3 = 100n cm3 = 314cm3

Objem kuzelu je asi 314cm3.
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PFiklad 5. Osovym fezem kuZelu je rovnoramenny trojuhelnik s rame-
nem délky 7cm, jehoZz vnitini dhel pfi hlavnim vrcholu mé velikost 100°.
VypocCtéte objem tohoto kuzelu.

Redeni jsme prevzali z Lencina sesitu.

7. Vypoctéte objem kuZelu, jehoZ osovym Fezem je rovnostranny trojuhel-
nik o strané délky 5cm.

8. Objem kuzelu, jehoz vySka je dvojndsobkem poloméru jeho podstavy, je
18m cm3. Vypoctéte délku jeho strany.

V zavéru kapitoly uvedeme jesté jednu praktickou ulohu.

PFiklad 6. Petr zhotovil kornout tak,
Zze nejprve vystfihl z tvrdého papi-
ru kruh o poloméru 15cm, z néj pak
odstfihl kruhovou vyse¢ se stfedovym
Uhlem velikosti 240° a jeji okraje slepil.
Jaky objem maé kornout, ktery Petr vy-
robil?

Redeni. Kruhovéa vyse¢, kterou Petr pouZil k vyrobé kornoutu, je vlast-
né rozvinutym plastém kuZzelu o strané délky s = 15cm. Obvod jeho pod-
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stavy je roven délce o oblouku, kte-
ry kruhovou vyse¢ omezuje. ProtoZe
240° :360° = 2:3, je délka o rov-
na dvéma tretindm délky kruZnice
0 poloméru 15cm:

0= (&B.2rn. 15) cm = 20n cm

Jak jsme vysveétlili, plati rovnost
0= 2mr,
kde r je polomér podstavy kuzelu. Dosazenim dostavame
20m cm = 2mr,

odtud r = 10cm.

Ze znamé délky strany s a poloméru r podstavy kuzelu uréime jeho vysku v:
v=1Vs2-r2=+v152- 102cm = Vv I25cm = 5V 5cm

Nyni jiz snadno vypocteme hledany objem V kornoutu:

V= Br2v= Gt .102% cm3= 1171cm3

Objem kornoutu je asi 1171 cm3.

9. Stfecha véze ma podobu rotac-
niho kuZelu, prdmér podstavy je
6m a vyska kuZelu je 2,5m. Ko-
lik m2 plechu je tfeba k pokryti
stfechy? (PFipoCtéte 10 % na spo-
je a odpad.)
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10.
11.

90

CVICENI 4

. Vysvétlete, pro¢ kazdy kuzel vznikne ota€enim vhodného rovnoramen-

ného trojahelniku.

. Vypoctéte vysSku kuzelu s polomérem podstavy 9cm a stranou délky

a) 41cm, b) 15cm, c) 23,4cm.

Vypoctéte primér podstavy kuzele se stranou délky 10cm, jehoZ oso-
vym fezem je

a) rovnostranny trojuhelnik,

b) pravouhly rovnoramenny trojuhelnik.

Vypoctéte velikost thlu pfi hlavnim vrcholu trojuhelniku, ktery je oso-
vym fezem kuzelu s polomérem podstavy 6cm a vySkou

a) 3cm, b) 6cm, c) 12cm.

Vypoctéte povrch kuzelu o vySce 24cm a strané délky 24,4 cm.

. Kuzel méa polomér podstavy 1dm. Vyjadrete jako ndsobek m dm2 po-

vrch kuzelu, méa-li jeho strana délku rovnou
a) 2dm, b) 3dm, c) 5dm, d) kdm.

Obsah podstavy kuZelu je 1809,56 cm2, vySka kuZelu je 32 cm. Vypoc-
téte povrch kuZelu.

KuZel s polomérem podstavy 80cm ma povrch 12960 . mcm2. Vypoc-
téte vysSku a délku strany kuZelu.

. Eva si chce na Skolni maskarni ples sama vyrobit ,,.5aSkovskou“ Cepici

z papiru vysokou 30 cm. Zméf¥ila si obvod hlavy a zjistila, Ze ¢ini 57 cm.
Jaky polomér a stfedovy Ghel méa kruhova vyse¢, ze které si mlze Eva
Cepici slepit?

Vypoctéte objem a povrch kuzelu o vySce 7,2 cm a strané délky 32,8 cm.

Vyjadrete jako nasobek mdma3 objem kuZelu s polomérem podstavy
1dm a vyskou

a) 1dm, b) 3dm, c) 1m, d) lcm.



12.

13.

14.

15.

*16.

*17.

m 18.

6

Vyjadrete jako nasobek m dm3 objem kuZelu s vySkou 1dm a polomé-
rem podstavy
a) ldm, b) 3dm, c) 1m, d) 1cm.

Vypodtéte objem kuzelu s primérem podstavy 16 cm a stranou délky
a) 10cm, b) 20 cm.

VypocCtéte objem kuZelu, jehoz osovym Ffezem je pravouhly rovnora-
menny trojahelnik
a) s odvésnou délky 8 cm, b) s pfeponou délky s cm.

Kuzel ma podstavu o obsahu 25m cm2 a plast o obsahu 651 cm2. Vy-
jadfete jako nasobek mcm2 jeho povrch a jako nasobek mcm3 jeho
objem.

KuZely K1, K2 maji stejné objemy. UrCe-
te, ktery z nich ma delSi stranu, vite-li,
Ze polomér podstavy kuZelu K1 je roven
vysce kuZelu K2.

Vypoctéte povrch télesa, které vznikne
otacenim pravouhlého trojahelniku s od-
vésnami o délkdch 9cm a 12cm kolem
jeho pFepony.

té¢ primér 4cm, od horniho okraje ke
Spi€ce méFi 8,5cm. Jaky objem ma ce-
la porce zmrzliny, kdyZ kornout vyplfiuji
jeji dvé pétiny?

KOMOLE KUZELY A JEHLANY

V minulych kapitolach jsme se vénovali jehlanim a kuzeldm. Vysvétlili
jsme, jak vznikaji, co na nich rozezndvadme a jak se pocitaji jejich povrchy
a objemy. V této kapitole se blize seznamime s télesy, ktera z jehland ne-
bo kuzell vzniknou, kdyZz vhodnymi rovinami odfizneme jejich Casti. Tak
z kuZelu dostaneme komoly kuZel, z jehlanu komoly jehlan.
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Jak vznika komoly kuZel a co na ném rozeznavame?

Néktera télesa na nasledujicim obrazku maji tvar komolého kuzelu.

Vysvétlime, jak komoly kuzel vznika. Na obrazku je kuzel s vrcholem V,
jehoz podstava K1 lezi v roviné a. Stfed podstavy Klje oznaCen S1,jeji po-
lomér r1. Zvolme uvnitf UseCky VSL1 libovolny bod S2 a vedme jim rovinu
rovnobéZznou s rovinou a (a tedy kolmou k pfimce VS1). Rovina  pro-
tne kuzel v kruhu K2 se
stfedem v bodé S2. Polo-
meér r2 kruhu K2 je mensi
nez polomér r1 kruhu K1.

Rovina B rozdéluje kuZzel
na dvé Casti. Jedna z nich
obsahuje Use¢ku VS2 a je
kuZzelem s vrcholem V.
Druhé ¢ast obsahuje Usec-
ku S1S2 a je télesem, kte-
rému fikame komoly ku-
Zel.

Komoly kuZel je omezen dvéma kruhovymi podstavami a ,,zakFivenou* plo-
chou zvanou plast. Vzdalenost rovin obou podstav se jmenuje vySka komo-
Iého kuZelu a je rovna vzdalenosti stfedl jeho podstav. ,,Odstranénému®
kuZelu Fikame doplikovy kuzel k danému komolému kuzelu.
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doplikovy kuZzel

plast
podstavy
vyska

Vznik komolého kuZelu si mlzeme predstavit také pomoci otaceni pra-
vouhlého lichobéZzniku S1X1X2S2 v prostoru kolem pfimky S1S2 (zvané
osa komolého kuzelu), ktera je kolma k Useckam .S1X1 a S2X2, zaklad-
nam otaceného lichob&Zzniku. PI&St

komolého kuZelu je vyplnén UseCka-

mi X 1X2, kterym fikame strany ko-

molého kuzelu. V kazdé roving, kte-

rd prochazi osou komolého kuzelu, le-

Zi dvé kopie S1A1A2S2 a S1B1B2S2

otdCeného lichobéZniku. Jejich sjed-

nocenim dostaneme rovnoramenny li-

chobéznik A1B1B2A2, ktery se nazy-

va osovy fez komolého kuzelu. Je-

ho zéakladnami jsou priméry pod-

stav kuzelu (a tak |A1B1 = 2r1,

|A2B2| = 2r2), rameny lichobé&zniku

jsou strany kuZelu A1A2, B1B2 té-

Ze délky s (s = |AlA2 =B

vyskou v lichobézniku je vySka kuzelu

(v = |S1S2|). Z pravouhlého trojuhel-

niku A1X A2 na obrazku je patrné, ze

délky r1,r2, v as, které urcuji ,veli-

kost“ a ,tvar“ komolého kuzelu, jsou

,»,Svazany* rovnosti

s2=v2+ (rl- r2)2.
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PFiklad 1. Vypoctéte obsah osového fezu komolého kuZelu, jehoZ podstavy
maji poloméry 5cm a 2cm a jehoZz strana méfi 5cm.

ReSeni. Osovym Fezem komolé-
ho kuZelu je rovnoramenny licho-
béznik A1B1B2A2 se z&kladna-
mi A1B1 (JA1BY = 2rl= 10cm),
A2B2 (JA2B2| = 2r2= 4cm) a ra-
menemA (JALA2| = s = 5cm).
Obsah s lichobé&zniku vypoCteme

Ze vzorce
GAI1B1|+ |A2B2|) .v

2
ve kterém zatim nezname vysSku v lichobézniku. Tu uréime z pravouhlého
trojuhelniku A1X A2 na obrazku:

v=+vVs2- (rl- r2)2=+v52- (5- 2)2cm
=v25- 9cm = V16cm = 4cm

Plati tedy:

Osovy fez daného komolého kuzelu mé obsah 28 cm2.

PFiklad 2. Urcete odchylku strany komolého kuZelu o vySce 12cm od
roviny jeho podstavy, jsou-li poloméry podstav kuzelu 6cm a 9cm.

ReSeni. Hledanou odchylku ¢ ur&ime
v osovém fezu A1B1B2A2. Kolmy pri-
mét X bodu A2 do roviny ,,vétsi“ pod-
stavy totiz padne na UseCku AI1BL.
Z pravouhlého trojahelniku A1XAZ2,
v némz plati JAIX|= (9- 6)cm = 3cm
a |A2X | = 12cm, dostavame

tgo= /1PN =12/3=4

¢ = 75°58' = 76°.

Odchylka strany daného komolého kuZelu od roviny jeho podstavy je
asi 76°.
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1. O kolik cm se lisi poloméry podstav komolého kuZelu, ktery mé vysku
12cm a stranu délky 16 cm?

2. Vypoctéte stranu a vysku komolého kuzelu, jehoZ podstavy maji prd-
méry 10cm a 7cm, je-li odchylka strany kuzelu od roviny podstavy 40°.

Co je povrch komolého kuzZelu a jak ho vypocteme?

Vime jiz, Zze komoly kuZel je ohrani¢en dvéma podstavami a plastém. Ty-
to plochy tvofi povrch komolého kuZzelu. ,,Odklopime-li“ obé podstavy od
plasté a ten pak po rozstfizeni podél strany ,,rozvineme* do roviny, zis-
kame sit komolého kuZelu. Je tvo-

fena dvéma kruhy Kla K2, které

se dotykaji rozvinutého plasté U.

Utvar U je omezen dvéma oblou-

ky soustfednych kruznic a dvéma

shodnymi Useckami; jde o jakousi

,vyse¢ mezikruzi“. Pochopime to,

kdyz si pfedstavime, Ze jsme plast

komolého kuZelu rozvinuli do rovi-

ny soucCasné s plastém doplikové-

ho kuZelu. Podrobnéji to posoudi-

me za chvili.

Povrch komolého kuzelu znamena nejen sjednoceni vSech tfi ploch, které
kuzel ohraniduji, ale také soucet obsahd téchto ploch. V tomto vyznamu
pro povrch S komolého kuZelu plati vzorec

S=S1+s2+5p,

kde S1 a S2jsou obsahy podstav komolého kuZelu a Spl je obsah jeho plasté.

Zfejmé plati S1=nr2a S2= nr2 kde & r2 jsou poloméry podstav
komolého kuZelu. Vzorec pro obsah Spl plasté nyni odvodime. Budeme pfi
tom pfedpokladat, Zze kromé polomérdirlar2 (r1> r2) zname jesté délku s
strany komolého kuzelu.
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Vyjdeme z plvodniho kuZelu s vr-
cholem V, z néhoz byl komoly kuZel
,0dfiznut“. Polomér podstavy pd-
vodniho kuZelu je r1, jeho stranu
oznatime sl Doplikovy kuZel mé
polomér podstavy r2, jeho stranu
oznaime s2.

Z podobnych trojuhelnikl VS2A2
a VSI1A1 v osovém fezu plvodniho
kuZelu zjistime, Ze plati

P/<1=r2/ tzn. s2
= slrlrz /[ r1i

Rozvinuty plast komolého kuZelu je omezen oblouky A1Al' (délky 2mr1)
a A2A2 (délky 2nr2) a shodnymi GseCkami A1A2 a ATA2 (délky s). Jeho
vznik si mGzeme predstavit tak, Ze z kruhové vyseée VAIA1L byla ,odstfi-
Zena" kruhova vyset VA2A?2.
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Obsah plasté komolého kuZelu je proto roven rozdilu obsahd obou vysegi:

Spl = nmrlsl - mnr2s?2

V tomto vzorci zatim nezname délky s1a s2. Vyjadfime je pomoci zndmych
délek s, rla r2. VyuZijeme pfi tom zfejmé rovnosti s1= s + s2 a odvoze-

ného vztahu s2 = 4 574

sl=s+s2
sl= s+sl2/r1
Slrl=srl+ sir2
sl.(rl- r2)=srl
sl= gl/n-r2

Vyjadrené délky sl a s2 nyni dosadime do vzorce pro Spl:

Spl=m.(rlsl- r2s2) =

=7ms.(rl+r2)

Tak jsme zjistili, Ze pro obsah Spl plasté komolého kuZelu plati
Spl=ms.(rl1+r2).

Odtud pro cely povrch S komolého kuZelu s poloméry podstav r1, r2a stra-
nou délky s plyne vzorec:

S=mr2+ m2+ mns.(rl+r2)

PFiklad 3. Vypoctéte povrch komolého kuZelu o vy3ce 10 cm, jehoZ podsta-
vy jsou kruhy s poloméry 12cm a 8cm.

Redeni. Nejprve vypocteme délku s
strany komolého kuZelu z pravouhlé-
ho trojuhelniku AIXA2 v osovém Fezu
A1B1B2A2.V ném znadme obé odvésny:
|AIX|=rl- r2= (12 - 8)cm = 4cm,
|A2X| = v = 10cm.
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Plati:
s= VvV |AIX |2+ |A2X 2= Vv 42+ 102cm = V116cm = 10,77 cm

Dosadime do vzorce pro povrch komolého kuZelu:

S=nr2+nr2+ ns . (rl+r2)=mn.[I22+ 82+ (12 + 8) . 10,77] cm2 =

m. (144 + 64 + 215,4) cm2 = 1330cm2

Povrch daného komolého kuZelu je asi 1330cm?2.

PFiklad 4. Urcete vySku komolého kuzelu, jehoZ plast ma obsah 1431 cm2
a jehoZ podstavy maji poloméry 8cm a 3cm.

Reeni je uvedeno tak, jak je napsala Katka:

3. Vypoctéte obsah plasté komolého kuzelu, vite-li, Ze jeho osovym Fezem
je rovnoramenny lichobéznik se zakladnami 8cm a 4cm a vySkou 5cm.

4. Jaky je povrch komolého kuZelu, ktery vznikne otacenim pravouhlého
lichobézniku ABCD se zdkladnami |AB|= 14cm, |CD|= 7cm kolem
pfimky AD, je-li |<ABC|= 45°?
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Jak vypocteme objem komolého kuzelu?

PFi odvozeni vzorce pro povrch komolého kuzelu se ukazalo uzite€né doplnit
toto téleso na ,cely” kuZel. Stejny obrat pouZijeme i pfi hledani vzorce pro
objem komolého kuZelu.

Ke komolému kuZelu K 's poloméry podstav rl, r2 (rl1>r2) a vySkou v
»pFilepime* doplikovy kuzel K2 s vrcholem U, polomérem podstavy r2
a vySkou v2. Ziskdme tak kuzel K1s vrcholem U, polomérem podstavy rl
a vySkou ¥pro kterou plati vi= v+ v2.

Z podobnych trojahelnikd US2A2 a US1A1v osovém fezu kuzelu K1 plyne

rovnost
2M=r2/rl, tzn. v2=vIr2/rL

Objem V komolého kuZelu K vyjadfime jako rozdil objemu V1 kuzelu K1
a objemu V2 kuzelu K2:

V = VL-V 2= 13mrl2vl - 1Y3mr22v2 =13 . (r12vl - r22v2)

Neznamé vysky v1, v2 vyjadiime pomoci znamych délek r1,r2, v. VyuZijeme

pfi tom jiZz odvozenych rovnosti vl= v+ v2 a v 2= Vi2/rL

vi= v+ v2

virl = vrl+ viIr2
vl.(rl- r2) = vrl
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Dosadime za vl a v2 do vztahu pro objem V:

V=n /3 . (rl12v1 - r22wv2)

=nv [/ 3 . (rl12 + rlr2 + r22)

V pribéhu tprav jsme pouZili rozklad podle méné znamého vzorce
A3- B3= (A- B) .(A2+ AB + B2),

do néhoZ jsme dosadili A =rl a B = r2. O platnosti tohoto vzorce se sami
presvédcte roznasobenim jeho pravé strany.

Zjistili jsme, Ze pro objem V komolého kuZelu s poloméry podstav rl, r2
a vySkou v plati vzorec:

V = nv/3 .
(rl12 + rlr2 +r22)

PFiklad 5. Vypoctéte objem komolého kuZelu, jehoZz podstavy maji pri-
méry 20cm a 30cm a jehoz strana méfi 13cm.

ReSeni. Poloméry podstav daného komolého kuZelu jsou rl = Am =

= 15cm a r2= ZRcm = 10cm. K vy-
poCtu objemu komolého kuZzelu bude tfe-
ba znat jeho vySku v. Ur¢ime ji jako délku
odvésny pravouhlého trojuhelniku s pfe-
ponou délky s = 13cm a druhou odvés-
nou délky r1- r2= (15- 10)cm = 5cm:

v=+v132- 52cm = Vv 144cm = 12¢cm

Pro objem V komolého kuZelu dostavame:

\%

™3, (rl2 +rlr2 +r22) = B(I152+ 15.10+ 102) cm3 =
1900m cm3 = 5970 cm3

Objem daného komolého kuZzelu je asi 5970cm3.
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5. Osovym Fezem komolého kuzelu je rovnoramenny lichobéznik, jehoz za-
kladny méfi 14cm a 8cm a rameno 12cm. Vypoctéte objem tohoto
komolého kuZelu.

6. Jakou vySku ma komoly kuZel o objemu 1m3, jehoZ podstavy maji ob-
sahy 1m2a 0,5m2?

Jak vznika komoly jehlan a co na ném rozeznavame?
Télesa na obrdzku maji tvar komolého jehlanu.

Na pfedchozich strankach jsme popsali, jak z kuzelu vznika komoly kuzel.
Stejnym postupem vznikne z jehlanu komoly jehlan.

doplnkovy jehlan

komoly jehlan

Pdvodni jehlan jsme rozdélili rovinou rovnobéznou s rovinou podstavy na
dvé casti - mensi jehlan a téleso, které nazyvame komolym jehlanem.
Men§imu jehlanu se Fika doplfikovy jehlan k pFisluSnému komolému jehlanu.
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Na obrazku je komoly jehlan A1B1C1A2B2C2. Vznikl z trojbokého jeh-
lanu A1BIC1V, proto se mu fika trojbo-

ky komoly jehlan. Trojuhelniky A1B1C1

a A2B2C2 se nazyvaji podstavy komolého

jehlanu. Kromé téchto dvou stén je nas ko-

moly jehlan omezen jeSté tfemi bocnimi sté-

nami A1B1B2A2, B1C1C2B2, C1A1A2C2.

Kazda z boc¢nich stén je lichobéznik. Napfi-

klad pfimky A1B1a A2B2jsou rovnobézné

(lezi totiz v jedné roviné A1B1V a nejsou

rdznobézné), zatimco Usecky A1A2 a B1B2

lezi na rGznobéznych pfimkach A1V a B1V.

Podstavy trojbokého komolého jehlanu jsou dva podobné trojahelniky.

Podobnost trojuhelnikdl A1B1C1 a A2B2C2 nyni zd(vodnime. Z boéni stény A1B1V
plvodniho jehlanu zjistime, Ze |A2B2| = k.|A1B1|, kde k= NNA=MR/MBIPro

stejné k se fodobné z bocni stény A1C1V odvodi rovnost |A2C2é =k A&AlC]J_ a z bocni
stény B1C1V rovnost |B2C2| =k . [B1C1|. Trojuhelniky A1B1C1a A2B2C2 jsou tudiz
podobné podle véty sss.

Obdobné z n-bokého jehlanu vznika n-boky komoly jehlan. Ke sténam
n-bokého komolého jehlanu patfi dvé podstavy (dva podobné n-thelniky)
a n bocnich stén. Kazda z nich je lichobéznik. Vrcholy téchto lichobéznikd
se nazyvaji vrcholy komolého jehlanu, jejich zakladny jsou tzv. podstavné
hrany, jejich ramena nazyvame bocnimi hranami komolého jehlanu. Vzda-
lenost rovin podstav se nazyva vyska komolého jehlanu.

vrchol podstavna hrana

boéni hrana

podstavna hrana

Vznikne-li komoly jehlan z pravidelného jehlanu, nazyva se pravidelny ko-
moly jehlan. Jeho boc¢ni stény jsou tvofeny shodnymi rovnoramennymi li-
chobézniky.

7. Urcete pocet stén, vrcholl a hran n-bokého komolého jehlanu.
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Co je povrch komolého jehlanu a jak ho vypolteme?

Komoly jehlan je ohrani¢en dvéma podstavami a bo¢nimi sténami. Sjedno-
ceni vSech bocnich stén tvori plast komolého jehlanu. PIast spolu s obhéma
podstavami tvofi povrch komolého jehlanu.

podstavy
plast

Jestlize ,,rozvineme* stény komolého jehlanu do roviny, ziskdme jeho sit.
Jednu ze siti pravidelného trojbokého komolého jehlanu si prohlédnéte na

obrazku:

Také u komolého jehlanu znamend termin povrch nejen sjednoceni vSech
stén, které jehlan ohraniduji, ale také soucet jejich obsahl. V tomto vyzna-
mu povrch oznaCujeme S a poCitame ho ze vzorce

S = S1+ S2+ Spl

kde S1, S2 jsou obsahy podstav komolého jehlanu a Spl obsah jeho plasté.
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PFriklad 6. VypocCtéte povrch pravidelného ¢tyrbokého komolého jehlanu,
jehoz podstavami jsou Ctverce o stranach délek 8cm a 6cm a jehoz vysSka
je 5cm.

Redeni. Ozna¢me vrcholy télesa ja-
ko na obrazku. Vypocitat obsahy
podstav je snadné:

S1= |A1B12= 82cm2= 64cm2
S2 = |A2B2|2= 62cm2= 36cm2

Obsah Spl plasté komolého jehlanu

ur¢ime jako ¢tyfnasobek obsahu Sb

jedné jeho bocni stény, napfiklad rovnoramenného lichobézniku B 1C1C2B2.
Zname v ném délky jeho zakladen, nezndme vsak jeho vysku. K jejimu ur-
¢eni vyuZijeme pravouhlého lichobéZzniku P10102P2, kde P1, P2 jsou po
fadé stfedy podstav komolého jehlanu a O 1,02 stfedy hran B1Cla B2C2.
Usetka 0102 je pravé vyskou lichobéZniku B1C1C2B2, jeji délku oznagi-
me w.

Kolmy priimét X bodu O2 do rovi-
ny ,,vétsi“ podstavy padne na Usec-
ku P101 a vzdalenost bodd 02 a X
je vySkou komolého jehlanu, tzn.
|02X | = 5¢cm.  Zjistime jeSté dél-
ku druhé odvésny X O 1 pravouhlého
trojahelniku X 0102:

IXO1| = |P101| - [P202| = 1/2 . (JA1B1| - |A2B2]) = 2. (8- 6)cm = lcm
Pro vysku w lichobéZniku B1C1C2B2 tak dostavdme:
w= V|O2X|2 + X012 =V52+ |2cm = V 26¢cm
Nyni jiz mdzZzeme vypocitat nejen obsah Sb lichobézniku B1C1C2B2
Sh= 2.(|B1C1|+ |B2C2|) .w = [12. (8 + 6) .vV26] cm2= 35,7cm2,
ale i povrch S celého komolého jehlanu:
S=S1+S2+4.Sh= (64+ 36+ 4.357)cm2= 242,8cm2

Povrch daného komolého jehlanu je asi 242,8 cm2.
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PFiklad 7. Vypoctéte obsah plasté pravidelného Sestibokého komolého
jehlanu, vite-li, Ze jeho vySkaje 7,2cm, bo€ni hrana ma délku 9,7 cm a delSi
podstavna hrana meéfi 11 cm.

ReSeni. Obsah plasté daného komolého jehlanu, jehoZ vrcholy a stfedy pod-
stav oznacime podle obrazku, je roven Sestindsobku obsahu pdné jeho
bocni stény. Bocni sténa A1B1B2A2je rovnoramenny lichobé&Zznik s rameny
Al1A2, B1B2 délky 9,7cm a zékladnou A1B1 délky 11 cm. Abychom urcili
obsah Sh tohoto lichob&zniku, vypocteme nejprve délku jeho kratsi zaklad-
ny A2B2.

Hlavni vrchol V dopliikového jehlanu le-
Zi na pfimce S1S2, kterd je kolma k ro-
ving A1B1S1. Proto jsou roviny A1S1V
a A1B1S1 navzajem kolmé, tudiz kolmy
primét P bodu A2 do roviny A1B1S1 le-
Zi na Usecéce A1S1. Obdobné kolmy pri-
meét Q bodu B2 do roviny A1B1S1 leZi na
Usecce B1S1. V pravouhelniku PQB2A2
maji protéjsi strany A.P a B2Q délku
rovnou vysce 7,2cm komolého jehlanu.
Z pravouhlého trojuhelniku A1P A2 pro-
to vychazi:

IATP | = V|A1A2|2 - |A2P |2 = V9,72- 7,22cm = 6,5cm

Trojahelnik A1B1S1 je rovnostranny a plati A1B1| A2B2 || PQ, proto
rovnéz trojuhelnik PQS1je rovnostranny a plati rovnosti

IA2B2| = |PQ| = |PS1| = |A1S1|- |AIP|= 1lcm - 65cm = 4,5¢cm.
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Poznamenejme, Ze délku podstavné hrany A2B2 lze ur€it i jinym postu-
pem, napfiklad pomoci rovnoramenného lichobéZzniku A1D 1D 2A2 (vyzna-
¢eného na prvnim obrazku). Zndme totiZz jeho vySku |S1S2|, délku jeho
ramen A1A2, D1D2 i délku delSi zdkladny A1D1 (rovnou dvojnasobku dél-
ky hrany A1B1). Proto Ize pomoci Pythagorovy véty vypocitat délku kratsi
zdkladny A2D2 (rovnou dvojnasobku délky hrany A2B2). Provedte to sami.

Nyni ze stran lichobé&Zzniku A1B 1B2A2 vypoc-
teme jeho vySku w. Vyznacme ji dvéma Usec-
kami A2K a B2L podle obrazku. ProtoZe jsou
Usecky A1K a B1L shodné, je jejich délka rov-
na

12.(A1BY - |[KL]|)= 2.(|JA1B1]- |A2B2|) =
= 1 (11cm- 45cm) = 3,25¢cm.

Z pravouhlého trojuhelniku A1KA2 dosta-
vame:

w= Vv |AlA212- |ALK|2= V 9,72- 3,252cm = 9,14cm
Pro obsah Sb lichobéZniku A1B 1B2A2 proto plati

S b = 7 0 ,8 4 c m 2

takZze obsah plasté uvazovaného komolého jehlanu je roven
6.Sb=6.70,84cm2= 425cm?2.

Obsah plasté daného komolého jehlanu je pfiblizné 425 cm2.

8. VypocCtéte obsah plasté pravidelného Ctyfbokého komolého jehlanu, je-
hoZz podstavné hrany méfi 12cm a 6cm, jestlize odchylka roviny bo¢ni
stény od roviny podstavy je 45°.

*9. Vypoctéte povrch pravidelného ¢tyfbokého komolého jehlanu, vite-li, Ze
jeho podstavné hrany maji délky 10cm a 20cm a bo¢ni hrana mé od
roviny podstavy odchylku 30°.
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Jak vypocteme objem komolého jehlanu?
Jiz dfive jsme zjistili, Ze objemy kuZell a jehlan( jsou uréeny stejnym vzor-
cem

V=13. Spv,
kde Sp znaCi obsah podstavy télesa a v jeho vysku.
Vime také, Zze komolé téleso (kuzel ijehlan) vznikne tak, Ze od ,,nekomolého
télesa oddélime téleso doplikové:

113

Proto nas nepfekvapi, Ze také vzorce pro objemy komolého kuZelu i ko-
molého jehlanu lze zapsat ve stejném tvaru. Vzorec pro objem komolého
jehlanu nebudeme odvozovat. Misto toho upravime jiZ zndmy vzorec pro
objem komolého kuZelu

V=13 (r2+rlr2+r2

do tvaru, ve kterém misto polomérl r1 a r2 budou vystupovat obsahy
podstav S1=mnrRa S2= nr2

V = nvi3.(rl2+rlr2 + r22) =v/3. (mrl2 + mrlr2 + mr22) =
=v/3.(S1+Vnrl2 mr22+S2)=v/3.(S1+VS1S2 + S2)

PTi Gpraveé vzorce jsme pouZili ,,trik“ - ¢len mrlr2 jsme zapsali jako druhou
odmocninu z vyrazu n2rl2r22, ktery je roven (mrl2) . (1w22).

Zjistili jsme, Ze vzorec pro objem V komolého kuzelu lze psat ve tvaru
V = 3. (S1 +VS1S2 + S2) ,

kde v znaci vySku komolého kuZzelu a S1, S2 obsahy jeho podstav. Zapama-
tujte si, Ze stejny vzorec plati i pro objem komolého jehlanu.
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Pro objem V komolého jehlanu s obsahy podstav S1, S2 a vySkou v plati:

V = v/3 . (S1+VS1S2 + S2),

PFiklad 8. KruZnice opsané podstavam pravidelného trojbokého komolé-
ho jehlanu maji poloméry 5cm a 3cm. Odchylka bo¢ni hrany od roviny
podstavy komolého jehlanu je 45°. Vypoctéte objem tohoto télesa.

Reseni. Ozna¢me vrcholy komolého jehlanu a stfedy kruZnic opsanych pod-
stavam podle obrazku. K vypoctu objemu potfebujeme stanovit obsahy
S1, S2 podstav a vysku v komolého jehlanu. Tu ur€ime nejdfive. Vyska v
je rovna délce ramena 0102 pravouhlého lichobézniku A 10102A2. jehoz
zékladny A101a A202 maji dané délky rl = 5cm a r2= 3cm.

Kolmy priimét X bodu A2 do roviny vét-
$i podstavy padne na UseCku Al1QO1, proto
plati |A2X | = |0201 = v. Velikost thlu
A2A1X je rovna dané odchylce 45° boc-
ni hrany A1A2 od roviny vétSi podsta-
vy. Trojuhelnik A1XA2je proto pravouhly
a rovhoramenny, tudiz plati

v=|A2X|= |AIX|=r1-r2=(5- 3)cm = 2cm.

Nyni ur€ime obsah S1vétsi podstavy jako obsah rovnostranného trojuhelni-
ku A1B 1C1 vepsaného do kruZznice s polomérem rl = 5cm. Pro jeho vysku
wl=|AlY1|plati w=3/2rl az pravouhlého trojahelniku A1B 1Y1zjistime,

Ze al= |A1B] = wi/dn6P= 3. Odtud vychazi:

S1=17 5 Vv 3 /4 cm2
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Podobné se vypocita obsah S2 menSi podstavy:

S2= 2 7 V 3 /4 cm?2

=147V 3 | 6 cm3=424cm3

Objem daného komolého jehlanu je asi 42,4cm3.

10. Vypoctéte hmotnost sklenéného tézitka tvaru pravidelného ¢tyrbokého
komolého jehlanu o vySce 3cm, jehoz podstavami jsou Ctverce o stra-
nach délek 8cm a 6cm. Hustota skla, z néhoZ je tézitko vyrobeno, je

asi 3000 kg3

11. Vypoctéte objem pravidelného Ctyfbokého komolého jehlanu, jsou-li
délky jeho podstavnych hran 20cm a 15cm a méfi-li jeho bo€ni hrana
12 cm.
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m 8.

CVICENI 5

Komoly kuzel méa prméry podstav 24cm a 6cm. Vypoctéte délku jeho
strany, je-li jeji odchylka od roviny podstavy
a) 60°, b) 30°, c) 15

Vypocltéte vySku komolého kuZelu o strané délky 15cm, jehoz vétsi pod-
stava ma polomér 12 cm, vite-li, Ze strana doplikového kuzelu ma délku

5cm.

Poloméry podstav komolého kuzelu jsou 1cm a 2cm, vySka tohoto ko-
molého kuZelu je 3cm. Vypoctéte jeho

a) délku strany, b) obsah plaste, c) povrch.

Obsah plasté komolého kuZelu je 267 cm2, jeho strana méfi 5cm a rozdil
polomérl podstav je 3cm. VypocCtéte tyto poloméry.

KuZel, komoly kuZel i valec z obrazku maji stejnou vysku 4cm a stejny
obsah podstavy 9mcm2. Obsah men$i podstavy komolého kuzelu je
ncm2. V jakém poméru jsou povrchy téchto tFi téles?

Vypoctéte objem komolého kuzelu s vySkou 1dm a poloméry podstav
2cm a 3cm.

Vyska komolého kuZelu je 3cm, polomér jeho vétSi podstavy je 7cm
a odchylka jeho strany od roviny podstavy je 30°. Vypoctéte objem
tohoto komolého kuZelu.

Nejprve odhadnéte a pak vypocltéte hmot-
nost korkové zatky tvaru komolého kuzelu.
Prdméry podstav jsou 18 mm a 21 mm, vyska
zatky je 37 mm, hustota korku je asi 250 lgh3
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

*19.

Brouzdalisté pro déti ma tvar komolého kuzelu, jehoZ podstavy maji
priméry 4m a 3,2m. Hloubka brouzdalisté je 0,5 m. Kolik litrd barvy je
tfeba na natfeni jeho

stén a dna? Pocitej-

te, Ze 1 litr barvy vy-

staCi na natfeni 3m?2

plochy.

Délky podstavnych hran pravidelného Sestibokého komolého jehlanu
jsou 1dm a 4cm, vySka télesa je 10cm. Vypoctéte délku boc¢ni hrany.

Pravidelny ¢tyrboky komoly jehlan ma podstavné hrany délek 22 cm
a 12cm. Odchylka jeho bo¢ni hrany od roviny podstavy je 60°. Vypoc-
téte vySku tohoto komolého jehlanu a délku jeho bo€ni hrany.

Vypoctéte obsah plasté pravidelného trojbokého komolého jehlanu, je-
hoZz podstavné hrany méri 20cm a 8cm a boéni hrana méfi 15cm.

Vypoctéte povrch pravidelného Etyfbokého komolého jehlanu o vysce
24 cm, jehoz podstavy maji obsahy 9dm2a 1dm2.

Vypoctéte povrch pravidelného &tyfbokého komolého jehlanu, jehoz
bo€ni sténa je CtyFuhelnik o stranach s délkami 5¢cm, 5¢cm, 6¢cm a 7cm.

Vypoctéte povrch pravidelného Sestibokého komolého jehlanu, jehoz
podstavné hrany maji délky 10cm a 8cm, je-li odchylka roviny boc¢ni
stény od roviny podstavy 30°.

Vypoctéte vysSku pravidelného trojbokého komolého jehlanu, jehoZ
podstavné hrany méfi 9cm a 4 cm, vite-li, Ze jeho objem je 103V 3cm3.

Podstavami pravidelného komolého jehlanu jsou Etverce, jejichz strany
maji délky 10cm a 6cm. Vypoctéte objem tohoto komolého jehlanu,
je-li délka jeho boéni hrany 8cm.

Vypoctéte objem pravidelného Sestibokého komolého jehlanu, jehoz

podstavné hrany maji délky 6 cm a 3cm, je-li odchylka bo¢ni hrany od
roviny podstavy 70°.

Do komolého kuzelu s poloméry podstav r a 2r a vySkou v je vepsan
pravidelny ¢tyfboky komoly jehlan tak, Ze vrcholy jeho podstav leZi na
kruznicich, které omezuji podstavy daného komolého kuzelu. Vypo¢-
téte pomér objemd obou téles.
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7 KOULE

Posledni vykladovou kapitolu tohoto seSitu vénujeme télesiim, se kterymi
se Casto setkavate v bézném Zzivoté. Jde o dokonale ,,obla“ a ,pravidelna“

télesa, ktera se nazyvaji koule.

Vysvétlime nejprve, jak tato geometricka télesa vznikaji a ¢im jsou urcena,
pak popiSeme mozné vzajemné polohy koule a roviny. Nakonec se budeme
zabyvat vypocty objemd a povrchl kouli.

Jak vznika koule z kruhu?

Na obrazku je znazornén kruh Lomezeny kruznici k se stfedem S a polomé-
rem r a pfimka o, ktera prochazi bodem S. Budeme-li kruhem Lv prostoru
otaCet kolem pfimky o, vyplni jeho body téleso K zvané koule.

Koule Kje urCena stfedem S a polomérem r ota€eného kruhu L Bod S na-
zyvame stfedem koule, délku r polomérem koule. PFisluSnou kouli znacime

K(S;r).
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Koule K, jejiz vznik jsme popsali, je
omezena ,uzavienou“ plochou P, kte-
ré je vude stejné ,,obla“, takZze nemé
Zadnou hranu ani zadny vrchol &i jinak
vyznaény bod. Nejsou jimi ani prlseci-
ky plochy P s osou o, kolem které jsme
kruh L otaceli. Stejnd koule K a plo-
cha P totiz vznikne, budeme-li kruh L
otacet kolem kterékoliv pfimky o' pro-
chazejici stfredem S.

Plocha P se nazyva kulovéa plocha se stfedem S a polomérem r a oznacuje
se P(S;r). Tuto plochu P vyplni vSechny body otafené kruZznice k(S;r),
ktera omezuje kruh L

Polomér kulové plochy P(S;r) (stejné jako polomér koule K, kterou kulova
plocha P omezuje) znamena nejen délku r kazdé Usecky SX, kde X P,
ale i UseCku SX samotnou.

Podobné ma dva vyznamy i termin
pramér. Prdmeér kulové plochy P je jed-
nak kazda uUsetka XY se stfedem S,
jejiz krajni body X, Y lezi na plo-
Se P, jednak délka d této UseCky, tedy
d = |XY]|. Stejné tak se definuje i pri-
mér koule, kterou kulova plocha ome-
ZUje.

Je jasné, ze pro délky dar plati d = 2r.

Kouli i kulovou plochu mizeme popsat
jako mnoziny bodd jistych vlastnos-
ti. VSimnéme si, Zze pro kazdy bod X
plvodniho kruhu L plati |[SX| &
ProtoZe pfi otd€eni kruhu L se vzda-
lenosti bodl S a X neméni, plati ne-
rovnost |SX|<r pro kazdy bod X
koule K
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Plati i opacné tvrzeni. Splfiuje-li néktery
bod X prostoru nerovnost |SX| <r, pak
bod X v kouli K(S;r) lezi. Pokud X o, je
to zfejmé; v pripadé, kdy X o, ,nato€ime*
kruh Ldo roviny ur€ené pfimkou oabodem X.
Nerovnost |SX| < r pak znamena, Ze bod X
je bodem takto ,nato¢eného* kruhu L

Podobné se zddvodni, Ze kulova plocha P(S;r)
je mnozinou vsech takovych bodd X v prosto-
ru, které spliuji rovnost |SX|=r.

Body X koule K(S;r), pro které plati ostra nerovnost |[SX| < r, se nazyvaji
vnitini body koule K Jsou to vSechny body koule K, které nelezi na kulové
plode, jez kouli K omezuje.

Koule se stredem S a polomérem r je mnozinou vSech bodd v pro-
storu, jejichZz vzdalenosti od bodu S jsou mensi nebo rovny délce r.
Kulova plocha se stfedem S a polomérem r je mnoZinou véech bod{
v prostoru, jejichz vzdalenosti od bodu S jsou rovny délce r.

0O 1. Vysvétlete, Ze kazda koule vznikne otaéenim pllkruhu kolem vhodné
pfimky. Které?

Jaka je vzajemné poloha koule a roviny?

Pfedpokladejme, Ze v prostoru je da-
na koule K se stfedem S a rovina a.
Vysvétlime, jak zavisi vzajemna polo-
ha koule K a roviny a na poloméru r
koule K a na vzdalenosti d jejiho stfe-
du S od roviny a, tedy délce d Usec-
ky SP, kde P je kolmy prdimét bodu S
do roviny a.
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RozliSime pfi tom Ctyfi pFipady:

. d>r

ProtoZze pro kazdy bod X roviny o
plati

ISX|=z |SP|=d>T,
mé libovolny bod X roviny a od
stfedu S koule K vzdalenost vetsi
nez r, proto v kouli K nelezi.

Koule K a rovina a nemaji zadny
spole¢ny bod (K a = Q.

. d:r

V tomto pfipadé pro kazdy bod X
roviny a plati
ISX| =2 |SP|=d=r,

pfitom rovnost nastane, pravé kdyz
X = P.

Koule K ma proto s rovinou a spo-
leCny pravé jeden bod, totiz bod P
(K o= {P}).

Rikame, Ze rovina a se koule K do-
tykd v bodé P (tzv. bodé dotyku).
Rovina a se nazyva te€na rovina
koule K

. O<d<r

Znerovnosti |SP| = d < r plyne, Ze
bod P je vnitfnim bodem koule K
Zjistime, které dalsi body X rovi-
ny a (X # P) patfi kouli K Jsou
to pravé ty body, pro které plati

[SX|<r, tzn. |SX|2=r2.
Z pravouhlého trojuhelniku SPX
plyne

[SX|2=|SP|2+ |P X 2.
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Dosadime sem |SP| = d a nerovnici d2+ |P X |2 < r2 vyFeSime:
PX|2<r2- d2, tzn. [PX|< V2-d2

Posledni nerovnost splfiuji pravé ty body X, X # P, roviny a, které lezi
v kruhu se stfedem P a polomérem p = v r2- d2. Spliiujeji ibod X = P.

Zjistili jsme, Ze prlnikem koule K
a roviny o je kruh A se stfredem v bo-
dé P a polomérem p=+vr2- d2.
VSimnéme si, Zze plati 0<p<r.
Kruh A je omezen kruznici | tvorfe-
nou pravé témi body X roviny a,
pro které plati |SX]| = r. KruZnicel
je proto prlinikem roviny a a kulové
plochy omezujici kouli K, fikame ji
vedlejsi kruznice koule K

. d=20

Podminka d =0 znamena, Zze S=P,
a tak rovina a prochazi stfedem S
koule K. Prlnikem koule K a rovi-
ny o je proto ten kruh A v roviné a,
ktery ma stfed v bodé S a polo-
mér r. KruzZnice |, kterd tento kruh
omezuje, se nazyva hlavni kruZnice
koule K

Rovina a rozdéluje kouli K na dvé
shodna télesa, kterym fikame polo-
koule.

Prinikem roviny a a koule K(S;r) je bud prazdna mnoZina, nebo
jednoprvkova mnozina, nebo kruh s polomérem p, pro ktery pla-
ti p <r. Pfipad p=r nastane jediné tehdy, prochazi-li rovina o
stredem S koule K
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PFiklad 1. Urcete obsah kruhu, ktery je priinikem koule K(O;8cm) s ro-
vinou a, je-li vzdalenost bodu O od roviny a rovna 5cm.

Reseni. Oznatme P kolmy priimét bo-
du O do roviny a a zachytme na obraz-
ku fez koule libovolnou rovinou obsahujici
pfimku OP. V tomto fezu se koule K zob-
razi jako kruh omezeny kruZnici k se stfe-
dem O a polomérem r = 8cm, rovina o
jako pfimka p prochazejici bodem P kol-
ma k UseCce OP, kterd ma délku d = 5cm.
Oznatme X, Y priseciky pfimky p a kruz-
nice k. Usecka XY je prlimérem toho kru-
hu se stfedem P, jehoZ obsah S mé&me vy-
pocitat. Polomér p tohoto kruhu je proto
roven délce Usecky PX.

Pro hledany obsah S plati S = np2. Druhou mocninu poloméru p urime
z pravouhlého trojuhelniku OPX:

P2=r2- d2= (82- 52)cm2= (64 - 25)cm2= 39cm2

Proto plati:
S=mnp2=(n.39cm2= 1225cm2

Obsah uvaZzovaného kruhu je asi 122,5cm2.

2. Urcete polomér kulové plochy se stfedem S, na niZ rovina a vytina
kruZznici s polomérem 3cm, vite-li, Ze bod S ma od roviny o vzdalenost
9cm.

3. Rovina B protina kouli K(S; 10cm) v kruZnici | o poloméru 5cm. Urcete
vzdalenost bodu S od roviny B.

Ve zbyvajici Gasti této kapitoly se budeme zabyvat vypocéty objeml a povr-
chd kouli. PFislusné dva vzorce maji jednoduchy a snadno zapamatovatelny
tvar, avSak neni snadné je odvodit. NaSe dosavadni znalosti k tomu nestaci,
s pfesnym zdlvodnénim obou vzorcli se seznamite aZz ve vysSich ro€nicich

gymnazia.
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Jak vypocCteme objem koule?

Pfedpokladejme, Ze je dan Ctverec ABCD
o0 strané r. Sestrojme v ném ¢tvrtkruh ome-
zeny UseCkami AB, AD a obloukem BD.
Budeme-li timto Ctvrtkruhem otéacet v pro-
storu kolem osy o prochazejici body A a D,
vznikne polokoule P, jejiz objem oznaci-
me Vp. Hodnotu Vp nyni odhadneme shora
i zdola.

Otacenim celého ¢tverce ABCD kolem osy o
vznikne valec V s polomérem podstavy
|JAB|=r a vySkou |AD|=r. Pro jeho
objem W plati

W=mr2.r = nr3.

Sestrojme nyni ve Ctverci ABCD udhlopfic-
ku BD. Otacenim pravouhlého trojuhelniku
ABD kolem osy o vznikne kuzel K's polomé-
rem podstavy |AB|=r, vySkou |AD|=r
a objemem

VK= 1Br2.r = 13r3.

ProtoZe polokouli P je kuzel K, vepsan“ a valec V ,,opsan“, plati pro objemy
W, VKa W nerovnosti VK< W < W, neboli

33 < W< mri.

Je zfejmé, Ze objem V celé koule s polomérem r je roven dvojndsobku obje-
mu polokoule P, tedy V = 2Vp. Vynasobime-li posledni nerovnosti dvéma,
dostdvame pro objem V koule odhady

2B < V < 21mr3.
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Bez diikazu uvedme, Ze ,,chyby*“ obou odhad{ jsou stejné, nebot objem V
je aritmetickym prlimérem obou nalezenych hodnot:

V= (2313+ 2nr3) : 2= 43u3

Objem V koule s polomérem r je tudiz ur€en vzorcem

Priklad 2. Vypoctéte pridmérnou hustotu Zemé. Povazujte pfi tom Zemi
za kouli s polomérem (6,4 .106)m a hmotnosti (5,98 . 1024) kg.

Redeni. Primérnou hustotu p Zemé vypocteme ze vzorce p = m/V.kde m je

hmotnost Zemé a V jeji objem, ktery urCime z daného poloméru r Zemé:
V = 4/3nr3=4/3n.(6,4 .106)3m3 = (1098 . 1018) m3 = (1,098 . 1021) m3

Pro hustotu p Zemé plati:

p=m/V =(545.103) kg / m3 =5 450 kg / m3

Primeérna hustota Zemé je asi 54508

4. Kolik centimetr( mé¥i polomér koule, kterda ma objem 1m3?

5. Vypoctéte objem koule, jejiz hlavni kruznice méa délku 8m cm.

Jak vypocCteme povrch koule?

Termin povrch koule m4, stejné jako u ostatnich téles, dva vyznamy. Zname-
na jednak kulovou plochu, kterd kouli omezuje, jednak jeji obsah. Kulovou
plochu vsak (na rozdil od povrchl mnoha jinych téles) nemGzeme ,rozvi-
nout“ do roviny; sit koule tudiz neexistuje. Proto neni ani snadné vysvétlit,
co vlastné obsah kulové plochy znamenda. Pfedstavme si alespon, Ze cela ku-

lova plocha je rozdélena na velmi malé ,kousky“, které jsou jiz ,,pfiblizné
rovinnymi Utvary.
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Hlavni mysSlenku, kterou pouZijeme pfi odvozeni vzorce pro povrch S kou-
le (S je nyni obsah omezujici kulové plochy), vysvétlime nejprve v rovin-
né situaci. Odvodime znovu vzorec pro obsah SL kruhu L se stfedem O
a polomérem r, a to trochu jinak,

nez jsme postupovali v seSité Kru-

hy a valce. Tehdy jsme kruh rozdé-

lili na velky pocet kruhovych vyseci,

z nichz jsme sestavili ,,kfivoCary ob-

délnik* a urcili jeho obsah.

Také nyni rozdélime kruh Lna velky pocet n shodnych kruhovych vyseci. Na
obrazku je jedna z nich vybarvena.

Budeme ji povazovat za ,rovnora-

menny trojahelnik* s rameny OA1L,

OA2 délky r a s ,,oblou” zékladnou

A1A2 délky zl1. ¢im bude pocCet n

vyseCi vétsi, tim vice se bude vyska

»trojuhelniku® A1A20 ,blizit* dél-

ce r a jeho obsah se bude ,,neomeze-

né pfiblizovat* k hodnoté ¥1r.

Secéteme-li obsahy vsech takovych ,trojuhelnik(“, dostaneme obsah SLkru-
hu L

SL= 221r + 22r + ... + ¥nr = B . (z1+ z2+ ...+ zn)

Soudet z1+z2 + ...+ zn délek zakladen vsech ,trojuhelnik(“ je zfejmé
roven obvodu kruhu L, tj. délce 2mr. Plati tedy:

SL= 1 .(z1+z2+ ... +zn)= 1 .2nr = nr2

Podobnym zplisobem odvodime vzorec pro povrch S koule Ks polomérem r
(na zakladé toho, Ze jiz zndme vzorec V = 43w 3 pro jeji objem V).

Pfedstavme si, Ze kouli K(O;r)
rozdélime na velky pocet n shod-
nych pravidelnych c¢tyfbokych ,,jeh-
lanG“. Stfed O bude jejich spole¢-
nym hlavnim vrcholem a jejich ma-
I¢, mirné zakFivené ,,Ctvercové” pod-
stavy (s obsahy S1, S2, ..., Sn)
zapIni cely povrch koule, takze
S=8S1+S2+ ...+ Sn. ¢im bude
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podet n ,jehland* vétsi, tim vic se bude vyska kazdého z nich ,blizit“
poloméru r koule K, a tak se objem k-tého ,,jehlanu“ bude ,,neomezené pfi-
blizovat“ k ¥5k.r. ProtoZe objem V celé koule je souctem objem0 vsech
uvazovanych ,jehlan(“, plati:

H3r3= TBIr + ¥B2r + ... + Wbnr = B . (S1+ S2+ ... +Sn) = B .S

Z rovnosti 43u3= 13.S vychazi vzorec pro povrch S koule s polomérem r:

S = 4nr2

PFiklad 3. Koule Kje vepsana do vélce V tak, Ze se dotyka obou jeho
podstav i jeho plasté. Vypoctéte pomér povrchl obou téles.

Redeni. Oznatme r polomér koule a nakresleme
osovy fez valce. Tim bude Ctverec, nebot vepsa-
na koule K se zobrazi jako kruh o poloméru r,
ktery se dotyka vSech stran tohoto pravouhelni-
ku. Vélec V mé tedy polomér podstavy r a vys-
ku 2r, pro jeho povrch SVplati:

SV=2nr(r+ 2r) = 2nr . 3r = 6nr2

ProtoZe povrch Sk koule je roven 4mr2, dostivame pro pomér povrchd
SKa SV rovnost

SK:SV= (4nr2) : (6mr2) = 4:6 = 2:3.

Pomér povrchl koule a opsaného vélce je 2:3.

6. Vypodtéte povrch koule, jejiz prdmér je 10cm.

7. Kolikrat je vétsi povrch koule nez obsah kruhu omezeného hlavni kruz-
nici této koule?

8. Urcete polomér koule, ktera ma povrch 36m cm2.

9. Do koule o poloméru r je vepsan vélec tak, Ze kruznice omezujici podsta-
vy valce leZzi na povrchu koule. Osovym Fezem valce je Ctverec. Vypoctéte
pomér povrchll obou téles.

121



10.

m 11,
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CVICENI 6

Vypoctéte délku kruznice, kterou na kulové ploSe o poloméru 13cm
vytina rovina vzdéalena 5cm od stfedu kulové plochy.

Urcete polomér koule, vite-li, ze rovina, od niz ma stfed koule vzdale-
nost 6cm, protinad kouli v kruhu o obsahu 64mcm2.

Rovnobézné roviny a a B protinaji kouli o poloméru 10cm v kruzich,
které maji obsahy 5Imcm2 a 96m cm2. UrCete vzdalenost rovin a a B.

Vypoctéte objem a povrch koule, je-li

a) polomér koule 5¢cm,

b) prdmér koule 30 cm,

c) obsah kruhu omezeného hlavni kruznici 1691 cm2.

Vypocététe prdmér koule, znéte-li
a) jeji objem 0,036m m3, b) jeji povrch 9m dm2.

. Vypoctéte objem a povrch koule, vite-li, Ze rovina o, od niZ ma stred

koule vzdalenost 8 cm, protina kouli v kruhu o priméru 12 cm.
Jaky je povrch koule, ktera ma objem 972m cm3?
Jaky je objem koule, ktera méa povrch 2,561 m2?

Koule je vepséana do valce tak, Ze se dotyka obou jeho podstav i plaste.
Vypoctéte pomér objemd obou téles.

Do koule o poloméru r je vepsan valec tak, Ze kruznice omezujici pod-
stavy valce lezi na povrchu koule. Osovym fezem vélce je Ctverec. Vy-
pocGtéte pomér objemd obou téles.

Kolik km?2 zaujima na Zemi pev-
nina, jestlize ocean pokryva 75 %
zemského povrchu? (Povazujte
Zemi za kouli, kterda ma polomér
6400 km.)



8 ULOHY ZMATEMATICKE OLYMPIADY

Tato kapitola i nasledujici cviceni jsou vénovany obtiznéjSim uloham, které
byly zadany v minulych ro€nicich matematické olympiady. Tak jako v pfed-
chozich seSitech jsou vSechny FeSené Ulohy v této kapitole opatfeny odkazy
na ro€nik soutéZze. Zopakujme, Ze napfiklad zapis ,21.r., Z-1-3“ znamena,
Ze Uloha byla zadana ve 21.ro€niku v kategorii Z v I. (tzn. Skolnim) kole
jako uloha Cislo 3. Tyto odkazy vdm pomohou srovnat vlastni feSeni nejen
s tim, které uvadime v této ucebnici, ale také s autorskym feSenim, které
mUzZete najit v pfislusné rotence matematické olympiady.

Uloha 1 (21.r., Z-1-3)

Jsou dana ¢Cisla p, g (p> q> 0). Vypoctéte objem télesa ABCA'B'C’
ohraniceného trojuhelnikem ABC se stranami o délkach |[BC|= p2+ g2,
ICA|=p2- g2. |AB| = 2pqg, dale trojuhelnikem A'B'C' a lichobé&znikovy-
mi sténami ABB'A', BCC'B', CAA'C’, které jsou kolmé k roviné ABC
a maji zakladny o délkach |[AA'|=p- q, |BB'|=p, |CC'|=p+q.

Redeni

Protoze p+ q> p > p - g, mlUzeme si vznik télesa ABCA'B'C' predsta-
vit tak, Ze od trojbokého hranolu ABCA1B1C' odfizneme rovinou C'A'B'
Ctyfboky jehlan A'B'B1AI1C".

Jestlize objem hranolu ABCAI1BI1C oznaCime V1 a objem jehlanu
A'B'B1A1C' oznaCime V2, potom pro objem V télesa ABCA'B'C' plati

V=V1l-V2
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Uréeme nyni objemy V1a V2. VSimnéme si, Ze plati

P2+ g2)2= (P2- 922 + (q)2,

tj. |IBC|2= |CA|2+ |AB|2, proto podstavou hranolu ABCA1B1Cg
pravouhly trojahelnik ABC s pfeponou BC, vySka tohoto hranolg
ICCl=p +q

Pro obsah S1 podstavy hranolu plati

S1=2.|AB|.|CA|=12.20q.(p2- g2) = pq. (P2- g2),

takze
V1i= S1.|CC'|=pq. (p2- q2) .{p+ 0).

Podstavou jehlanu A B'B1A1C' je
pravouhly lichobéZznik A'B'B1Al
se zakladnami
IA'All= (pt+a)-(p-0a)= 2q,
B(+a)-p =g
a vyskou
B |AB|= 2pq

(takZe jeho obsah S2snadno vypoc-
teme); vySka tohoto jehlanu je

JAIC'| = |AC|=p2 - q2.

Plati tedy:

S2 = 2. (JA'Al] + |B'B1]) . |A1Bl| = 12 (29 + q) . 2pq = 3pg2
V2= 1BS2.|A1C'| = B.3pg2. (p2- g2) = pg2. (p2- q2)

Pro objem V télesa ABCA'B'C' vychazi:

V=Vl- V2=pq.(p2- g2).(p+ q)- pg2. (p2- q2) =
pa . (p2-q2)(p+9-9)= p2q. (P2- q2)

Objem télesa ABCA'B'C' je p2g.(p2- q2).
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Uloha 2 (35.r., C-1-5)

Uvnitf krychle urCete stfedy vSech kulovych ploch, které se dotykaji jejich
tFi sousednich stén se spole€nym vrcholem a tfi sousednich hran krychle,
které v téchto sténédch nelezi.

Reseni

Oznatme danou krychli ABCDEFGH.
Hledejme stfed M koule K, ktera se do-
tyka stén krychle, jez se ,stykaji“ ve
vrcholu A, tzn. stén ABCD, ADHE
a ABFE, a hran krychle, jez vychazeji
z vrcholu G, tzn. hran GC, GF a GH.

Zjistime nejprve, kde lezi stfed S libo-

volné koule, ktera se dotyka stén ABCD

a ADHE. Vedeme-li bodem S rovinu a

kolmou k pfimce AD, pak v této rovi-

né bude leZet jak kolmy primét J bo-

du S do stény ABCD, tak i kolmy pri-

mét K bodu S do stény ADHE, coz

jsou body, ve kterych se uvazovana kou-

le pfislusnych stén dotyka, takze plati

[KS| = [JS|. Oznacime-li jesté L prd-

se€ik roviny a s pfimkou AD, zjistime,

Zze KLJS je pravouhelnik, jehoz soused-

ni strany KS a JS jsou shodné, jde tedy

o Ctverec. Podle pfimek LK, LS a LJ

vidime, Ze bod S leZi v roviné, ktera obsahuje pfimku AD, protind danou
krychli a méa stejnou odchylku 45° od rovin sttn ABCD a ADHE. ProtozZe
v této roviné lezi pfimky AF a GD, je bod S bodem obdélniku AFGD.

Podobné se ukaze, Ze stfedy kouli, které se dotykaji sttn ABCD a ABFE,
jsou body obdélniku ABGH. Prlnikem obdéIniki AFGD a ABGH je
UseCka AG. Proto stfed M koule K, ktery hleddme, je vnitfnim bodem
Usecky AG. Z Gvah o ¢tverci KLJS plyne, Ze kazdy bod UseCky AG ma
nejen stejnou vzdalenost r od sttn ABCD, ABFE a ADHE, ale i stejnou
vzdalenost r .vV2 od hran AB, AD a AE. Stejné tvrzeni o bodech Usec-
Ky AG plati i ve vztahu ke sténam a hranam krychle, které se ,,stykaji* ve
vrcholu G.
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Jak jsme uvedli v posledni vétg,
ma kazdy vnitini bod S UseCky
AG tu vlastnost, Ze jeho vzdale-
nosti od pfimek GC, GF a GH
jsou stejné. Dotykéa-li se proto
koule se stfedem S hrany GC,
dotyk& se i hran GF a GH.

Shriime, co jsme dosud zjistili. Hledany stfed M koule K je ten bod UGsec¢-
ky AG, ktery mé& stejnou vzdalenost od

roviny ABC jako od pfimky CG. Protoze

kolmym prémétem UGsecky AG do roviny

ABC je sténova uhlopficka AC, bude na

ni lezet bod T dotyku koule K a roviny

ABC. Oznacme jeSté R bod dotyku kou-

le K a hrany GC.

Nyni vyuZijeme toho, ze UseCky MT aMR
maji stejnou délku (rovnou poloméru r
koule K). Oznac¢ime-li KB |= a plati
R C|= Vv 2a a z podobnosti trojahelnik(
GMR a GAC vyplyva

RV IMRI= I/ KCl =a/"Ra=1/"2
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Z podobnosti trojuhelnik GMR a MAT tudiz vychazi
BV =R/ MI=IR/ M =1A2

Bod M tedy déli ahlopficku AG v poméru v2 : 1 Ve stejném poméru déli
usecku AG i bod M' (M # M1, ktery je stfedem koule, ktera se dotyka
stén krychle, které se ,stykaji“ ve vrcholu G, a hran krychle, jez vychazeji
z bodu A. Pro danou krychli tedy existuje osm kouli poZzadovanych vlast-
nosti; jejich stfedy lezi na télesovych uUhlopfFickach krychle a kazdy z nich
déli pFisludnou GhlopFicku v poméru V2 : 1

Uloha 3 (34.r., C-S-3a)

Vypoététe pomér objem( rotaéniho kuZelu a koule jemu vepsané, jestlize
je vyska kuzelu dvakrat vétsi nez prdmér koule.
Reseni

Oznac¢me R polomér zminéné koule. Pro vys-
ku v opsaného kuZelu podle zadani plati

VvV = 4R. Abychom vypodcetli pomér objem0
obou téles, vyjadfime nejprve, jak na polo-
meéru R koule zavisi polomér r podstavy ku-
Zelu. Osovym fezem kuZelu je rovnoramen-
ny trojuhelnik ABV se zakladnou AB dél-
ky 2r. V tomto Fezu se vepsana koule zobrazi
jako kruznice k(S;R) vepsana trojahelniku
ABV. Oznatme jeSté P patu vysSky kuZelu
(JVP] = v=4R) aT bod dotyku kruznice k
se stranou VB.

Polomér r zjistime z podobnych pravouhlych trojuhelnikd VST a VBP,
které maji spolecny vnitfni ahel pfFi vrcholu V:

P B VREBTI/IVTI. tzn. |PB|= |ST|. IPVIZIVT] = RAR/|VT] = 4R2/|VT]

Délku M T Juréime z pravouhlého trojuhelniku SVT, v némz zname délku R
odvésny ST a snadno urcime i délku prepony SV:

Isvl= MP]- BP|]=4R-R = 3R
Podle Pythagorovy véty plati

MTI= VISV|2- BTR= V|9R2- R2= V8R2 = 2R .V 2,
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odtud dostavame

r=|PB|= AR/ N =4RI RP=R2

Pro objem V1 kuZelu vychazi:
Vi= B.nmr2v= B.n (R.V2)2 .4R = B.n.2R2.4R = 831R3
Protoze pro objem V2 vepsané koule plati
V2 = 43R3,
je hledany pomér roven
V91:\V2= (83R3) :(43nR3) =2:1.

Dany rotacni kuzel ma dvojnasobny objem nez jemu vepsana koule.

CVICENI 7

1. (29.1., Z-1-2)
Je dén trojboky jehlan ABCV. Rovina protind jeho hrany AB, BC, CV
a neprochazi Zadnym z bodd A, B, C, V. Které hrany jehlanu rovina
jesté protina?

2. (34.r, C-1-4)
Od pravidelného Ctyfsténu ABCD o hrané |AB|= 6cm oddélime
pravidelny ¢tyfstén AB'C'D' o hrané |AB'| = 2cm, kde B' AB,
C' AC, D' AD. Vypoctéte povrch télesa BCDB'C'D'. OC je tento
povrch mensi nez povrch plvodniho étyfsténu ABCD?

3. (34.r., C-S-3b)
Podstavou ctyfbokého jehlanu je kosoCtverec o strané a, bocnimi sté-
nami jsou Ctyfi shodné trojuhelniky o stranach a, b, c. VypocCtéte jeho
objem, je-li a= 5cm, 6= 6cm, c= 7cm.

4. (12.r., D-1-3)
Kvadr ABCDA'B'C'D' ma rozméry |AB|=a, |AD|=b, |AA'|=c
Rovnobézné roviny BDA' a CB'D' oddéluji od daného kvadru dva
Ctyfstény ABDA' a C'CB'D'. Vyjadrete objem zbylého télesa pomoci
a, b, c. Narysujte jeho sit pro a=4cm, b= 3cm, ¢= 5cm.
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10.

. (13.r., C-11-4)
Kvadr ABCDA'B'C'D' o rozmérech |AB|= a, |AD|= Db, |JAA'|=¢
je zkosen dvéma rovinnymi fezy. Na hrané BB' jsou sestrojeny bo-
dy M, N tak, Ze BM|= [MN}= [NB'| = 1. Zkoseni je provedeno
rovinami C'D'M a A'D'N. Nacrtnéte ve volném rovnobézném promi-
tani obraz vysledného télesa a vypocCtéte, jakou €asti objemu daného
kvadru je objem tohoto télesa.

. (35.r1., C-S-2)
Vypoctéte polomér kulové plochy, ktera lezi v krychli o hrané 10cm,
dotyka se tfi sousednich stén této krychle a prochazi jejim stfedem.

(32.t1., Z-1-6)

Je déna krychle ABCDA'B'C'D' o hrané délky 10cm. Kulova plocha
protind sténu BCC'B"' v kruZnici vepsané ¢tverci BCC'B"' a prochazi
stfedem F protéjSi stény ADD'A' . UrcCete stfed a polomér této kulové
plochy.

(33.1., C-1-4)

Je dana krychle ABCDA'B'C'D' o hrané délky a. Kulova plocha pro-
tind sténu BCC'B' v kruZnici vepsané ¢tverci BCC'B' a prochazi

a) bodem A,

b) stfedem UseCky AB.

V obou pfipadech urcete stfed a polomér kulové plochy.

(33.r., C-S-2)

Je ddna krychle ABCDA'B'C'D" o hrané délky a. Kulova plocha pro-
tind rovinu BCC' v kruZnici opsané Ctverci BCC'B' a prochazi stfe-
dem M hrany AA'. UrCete stfed a polomér této kulové plochy.

(34.r., C-11-3b)

Mezi vSemi kuzZely opsanymi kouli o poloméru r = 1cm najdéte ty,
jejichz objem je dvakrat vétSi nez objem dané koule. Které kuzely
opsané této kouli maji objem mensi, nez je dvojnasobek objemu koule?
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SOUHRNNA CVICENI

Na obrazku je pétiboky hranol
ABCDEFGHIJ. Vyjmenujte
aspofi dvé dvojice jeho
a) rovnobéznych hran,
b) rdznobéznych hran,
c) mimobéZnych hran.

Krychli ABCDEFGH znazornéte ve volném rovnobézném promitani
v pravém podhledu. Pomoci obrazku pak rozhodnéte o vzajemné poloze
a) pfimky AG a roviny HEF, b) pfimky AH a roviny FBC,
c) pfimky CG a roviny EAD, d) roviny ABD a roviny HFG,
e) roviny ADH a roviny EFB, f) roviny HGD a roviny CAE.

Nacrtnéte libovolny kvadr ABCDEFGH ve volném rovnob&zném pro-
mitani. Pak pomoci obrazku uréete prlsecnici rovin:
a) ABC a AHE b) ABC a DGH
c) DFH aBCG d) EFH a FAD

. Je dadna krychle ABCDEFGH abody M, N, O, které jsou po fadé stfe-

dy hran BF, BC, AD. Dokazte, Zze pfimka EF je rovnobézna s rovinou
MNO.

Jsou dany pfimky p, q a roviny a a . UrCete vzajemnou polohu

a) pfimekpagq,jelip|a aq| a,

b) rovina aB,jellip| a ap]| B,

c) pfimky g a roviny g,je-lip| B ap]|aq,

d) pfimky p a roviny B,je-lip| o a o |B.

Dokazte, ze v krychli ABCDEFGH jsou roviny ACE a BDH navzajem
kolmé.

Podstavou trojbokého hranolu ABCDEF je pravouhly trojuhelnik
ABC s pfeponou AB délky 13 cm, vySka hranolu je 5cm. Bod S je stfed
Ctvercové bocni stény BCFE. Urcete vzdalenost bodu S od pfimek, ve
kterych lezi hrany hranolu.

V krychli ABCDEFGH o hrané 4cm je bod S stfed hrany AB. UrCete
vzdalenost vrcholu H
a) od roviny ACG, b) od roviny SCG.



0o.

10.

*11.

12.

13.

14.

15.

Délka podstavné hrany pravidelné-
ho trojbokého hranolu z obrazku je
rovna vysce hranolu, bod X je stfed
hrany AB. Urcete odchylku pfimek:

a) ACacCB b) AC a AD
c) AX aCX d) AC a XC
e) CB aBE fy CD a AF

Pravidelny c¢tyfboky hranol ma vySku 24cm a télesovou UhlopfFicku
délky 26 cm. Vypoctéte

a) jeho objem,
b) odchylku télesové GhlopFicky od roviny podstavy.

Pravidelny trojboky hranol ABCDEF ma vySku dvakrat vétsi, nez je
délka jeho podstavné hrany. Vypoctéte odchylku pfimky SF od roviny
ABE, kde bod S je stfed podstavné hrany AB.

Dokazte, Ze pro délku u sténové UhlopFicky a délku ut télesové Ghlo-
pFicky krychle o hrané délky a plati vzorce:

u=a.v2 ut=a.v3

Pomoci nich vypoctéte délky sténové a télesové Uhlopficky krychle
o hrané délky 35cm.

Vypoctéte délku podstavné hrany krychle, znate-li
a) délku jeji sténové thlopficky u = 18,4cm,

b) délku jeji télesové thlopficky ut = 24,25 dm,
c) jeji povrch S = 13,5dm2,

d) jeji objem V = 4,096 m3.

Jaky objem ma krychle, jejiz télesova uhlopfiCka méfi
a) 10cm, b) 100 cm?

Pro délku ut télesové UhlopFicky kvadru o hranach délek a, b, c nejprve

odvod'te vzorec
ut = v a2+ b2+ c2,

dosazenim pak vypoctéte délku ut pro hodnoty
a) a=3cm, b=4cm, ¢c= 5cm,
b) a=b= 18,4cm, c= 26cm.
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Vypoctéte délku télesové Uhlopficky a jeji odchylku od roviny podstavy
hranolu o vySce 3cm, je-li jeho podstavou obdélnik o rozmérech 7cm
a 5cm. Odhadnéte, zda pro hranol se stejnou podstavou, ale dvojna-
sobnou vyskou bude uvedené odchylka také dvojnasobnéa. O spravnosti
svého Usudku se pfresvédCte vypocltem.

VypocCtéte objem a povrch pravidelného Etyfbokého hranolu, jehoz té-
lesova Uhlopficka méfi 18cm a ma odchylku 52° od roviny podstavy.

Vypoctéte objem a povrch kvddru ABCDEFGH,jehoZ rozméry a, b, ¢
jsou v poméru 3:4:5, vite-li, Ze sténova Uhlopficka AC mérFi 35cm
a ma od télesové thlopFicky AG odchylku 45°.

Vypoctéte objem kvadru, jsou-li jeho dva rozméry 6cm a 3,6cm
a méfi-li jeho télesova Uhlopficka 9cm.

Podstavou trojbokého hranolu ABCDEF s vysSkou 20 cm je pravolhly
trojuhelnik s pfeponou AB délky 25cm. Vypoctéte objem a povrch
hranolu, vite-li, Zze odchylka rovin ABD a AFD je 16°.

Podstavou Ctyfbokého hranolu ABCDEFGH s vySkou 8cm je ko-
soCtverec. Kratsi thlopficka BD podstavy ABCD méfi 10 cm, odchyl-
ka rovin FBC a DHG je 60°. Vypoctéte objem hranolu.

Je dan pravidelny pétiboky hranol ABCDEFGHIJ. Jeho podstavna
hrana AB méa délku 20 cm a odchylka télesové uhlopficky AH od roviny
podstavy je 70°. Vypocltéte objem a povrch hranolu.

Objem trojbokého hranolu je 315cm3, jeho vySka je 7cm a nejdelsi
podstavna hrana méfi 12 cm. Vypoctéte povrch tohoto hranolu, vite-li,
Ze odchylky rovin jeho bocnich stén jsou v poméru 3:4:5.

Objem kvadru ABCDEFGH, pro jehoZ rozméry plati
|AB| :|AD|: |AE|= 4:2:1,

je 216 cm3. Urcete odchylku Ghlopficek
a) AG a BH, b) BH a EC.



*25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

*32.

*33.

Podle Gdaji z obrazku vypoctéte
objem kvadru ABCDEFGH;

S je prisecik Usetek BH a CE,
[<ASB| = 42°, |<BSC|=90°,
IBC|= 20cm.

Vypocltéte délku podstavné hra-
ny pravidelného n-bokého jehlanu
s vySkou 12cm a bo€ni hranou dél-
ky 13cm v pfipadé:

a) n=3 b) n=
c)n=5 d) n

I
o &

Vypoctéte vySku pravidelného Ctyfsténu, jehoz hrana méfi:
a) 5cm b) 10cm ¢) 100cm

Vysvétlete, pro¢ je hrana AB pravidelného Ctyfsténu ABCD kolma
k roviné CDS, kde S je stfed hrany AB.

Podstavé pravidelného n-bokého jehlanu lze opsat kruznici o polomé-
ru r. Odchylka bo¢ni hrany jehlanu od roviny podstavy je 45°. Urlete
vysku jehlanu, je-li:

a) n=3 b) n=14 c)n=18

Podstavou pravidelného jehlanu je ¢tverec o strané délky 6cm, vySka

jehlanu méfi 5cm. UrcCete délky jeho bocnich hran a jejich odchylky
od roviny podstavy.

Vypoctéte odchylku boc¢ni stény od roviny podstavy pravidelného troj-
bokého jehlanu, jehoz bo¢ni hrana méfi 15cm a jehoz

a) vySkaje 12cm, b) podstavna hrana méfi 8cm.

DokaZte, Ze pro vySku v pravidelného Ctyfsténu o hrané délky a plati
vzorec vali3

Pak podle ného vypoctéte vySku pravidelného Ctyfsténu o hrané délky
v 6.cm.

V pravidelném CtyFsténu vypoctéte odchylku hrany od roviny stény, ve
které tato hrana nelezi.
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44.
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Vypoctéte odchylku rovin dvou stén pravidelného Ctyfsténu.

Odchylka bo¢ni hrany pravidelného ¢tyfbokého jehlanu od roviny pod-
stavy je 50°. Vypoctéte odchylku roviny bo¢ni stény od roviny pod-
stavy tohoto jehlanu.

Vypoctéte povrch pravidelného ¢tyfbokého jehlanu s podstavnou hra-
nou délky 24 cm, je-li

a) sténova vyska jehlanu 3dm,

b) délka boc¢ni hrany jehlanu 2dm,

c) vysSka jehlanu 0,9 dm.

Vypoctéte obsah plasté pravidelného Ctyfbokého jehlanu, jehoZ vysSka
je 8cm, je-li odchylka bo¢ni hrany od roviny podstavy 45°.

Odchylka bo¢ni stény pravidelného trojbokého jehlanu od roviny pod-
stavy je 60°, sténova vysSka jehlanu je 6cm. Vypoctéte povrch jehlanu.

Vypoctéte povrch pravidelného Sestibokého jehlanu, jehoZ boéni hrana
méfi 18 cm a jehoZ podstava je vepsana do kruznice o priméru 20 cm.

Obsah plasté pravidelného pétibokého jehlanu je 382 cm2, vrcholy jeho
podstavy leZi na kruZnici o poloméru 10 cm. Vypoctéte sténovou vysku
jehlanu.

Krychle o hrané délky a z obrazku
je rozdélena na 6 shodnych Ctyfbo-
kych jehlanG s hlavnim vrcholem S.
Vypoctéte objem a povrch kazdého
z nich.

Vypoctéte objem pravidelného osmi-
bokého jehlanu s podstavnou hranou
délky 2cm a vyskou 7.cm.

Vypoctéte objem pravidelného trojbokého jehlanu, jehoZ podstava ma
obsah 6,93cm2 a jehoZ sténova vyska je 6.cm.

Pravidelny trojboky jehlan a pravidelny Sestiboky jehlan maji stejnou
vySku 1dm a jejich podstavy jsou vepsany do shodnych kruznic o po-
loméru 1dm. Vypoctéte pomér objem0 obou jehlan(.
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VypocCtéte objem pravidelného €tyfsténu, ktery ma povrch Im 2.

Jehlan J1 méa podstavu o obsahu S1 a vySku vi, jehlan J2 ma podstavu
0 obsahu S2 a vysku v2. Uréete pomér objem( obou jehlan(, jestlize
plati:

a) v2=2vl, S2=S1 b) v2=v1, S2= 2S1

c) v2= 2vl, S2= 2S1 d) v2= 12v, S2 = 2S1

Pravidelny pétiboky jehlan ma vysSku v. Jakou vySku ma hranol, ktery
ma shodnou podstavu a stejny objem jako zminény jehlan?

Jaky povrch mé pravidelny ¢tyfboky jehlan o objemu 3dm3, jehoZ
vySka méri stejné jako
a) jeho podstavna hrana, b) GhlopFika jeho podstavy?

Na polepeni boc¢nich stén modelu
pravidelného ¢tyrbokého jehlanu, je-
hoz podstavna hrana méfi stejné jako
vyska, bylo potfeba 7,5dm2 papiru.
Jaka je hmotnost modelu, je-li husto-
ta dfeva, z néhoZ byl model vyroben,
rovna 500 lgh® Hmotnost papiru za-
nedbejte.

Stfecha rozhledny ma tvar plasté pravidelného osmibokého jehlanu
s podstavnou hranou délky 4,6 m, sklon stfechy vzhledem k vodorovné
roving je 20°. Kolik litr( barvy je tfeba na natfeni stfechy, vystaci-li
1 litr barvy na 2,5m2 plochy?
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Vypoctéte vysSku kuzelu z obrazku podle zadanych tdajd (délky jsou
v centimetrech).

3) b) c) d)

w = 50° a = 58°

82 1
98 s= 12 r

s
18 d

I
~l

ﬂ
1
1

Osovym Fezem kuZzelu je rovnoramenny trojahelnik, jehoz jeden vnitfni
Uhel mé& velikost 120°. Vypoctéte obsah podstavy kuzelu, je-li jeho
vySka 5cm.

Osovym fezem kuZelu s polomérem podstavy 4cm je rovnostranny
trojahelnik. Jakou vysku ma tento kuZel?

Osovym fezem kuzelu je rovnostranny trojahelnik. Vypoctéte jeho ob-
sah, je-li
a) vyska kuzelu 7cm, b) délka strany kuZelu 7cm.

Osovym fezem kuzelu je pravouhly rovnoramenny trojahelnik. Vyjad-
fete primér d podstavy kuZelu a délku s jeho strany v zavislosti na
vysce v kuzelu.

Vypoctéte délku strany kuzelu, jehoz osovym fezem je pravouhly rov-
noramenny trojuhelnik s obsahem 0,5m2.

Pravouhly trojuhelnik mé odvésny délek 9cm a 4 cm. Rozhodnéte, kte-
ry kuzel ma vétsi povrch - zda ten, ktery vznikne otd€enim zminéného
trojahelniku kolem krat$i odvésny, nebo ten, ktery vznikne, kdyz se
bude dany trojuhelnik otaCet kolem delSi odvésny. V jakém poméru
jsou délky stran obou kuzel(?

Podstava kuZzelu mé polomér r, jeho strana mé délku s. UrCete pomér
povrchu kuzZelu a obsahu jeho podstavy, jestliZze plati:
a) s=2r b) s=3r c) s=10r d s=n.r

Vypodtéte primér podstavy kuzelu se stranou délky 25cm, jehoZ po-
vrch je 2241 cm2.
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Urcete povrch kuzelu, kdyz rozvinutim jeho plasté do roviny vznikne
kruhova vyse€ s polomérem 1dm a stfedovym Ghlem 315°.

Vypoctéte objem kuZelu, jehoZz strana ma délku 6 cm a svira s rovinou
podstavy uhel o velikosti 60°.

Vypoctéte objem a povrch kuZzelu o priiméru podstavy 1dm a vysce
12 cm.

Na obrazku je krychle s hranou délky a, pravidelny Ctyfboky jehlan
s podstavnou hranou délky a a vySkou v a kuZel s polomérem podsta-
vy r a vySkou v. Uspofadejte podle velikosti jejich objemy, je-li v = 4a
aa=2r.

TFi kuzely K1, K2 a K3 maji stejné objemy, obsahy jejich podstav jsou
v poméru 2:3:5. Vyska kuZelu K2 je 21 cm. Vypoctéte vysky kuzeld
K1la K3.
Vypoctéte objem kuZelu, jestlize kruhova vyse€, kterd vznikne rozvi-
nutim jeho plasté do roviny, ma stfedovy Uhel o velikosti 216° a obsah
7,54 cm2.

VypocCtéte objem a povrch télesa, které vznikne otaenim &tverce s ob-
sahem 1dm2 kolem jeho GhlopfFicky.

Vypocltéte objem a povrch télesa, které vznikne otdCenim pravouhlého
trojuhelniku s odvésnami o délkach 3cm a 4cm kolem jeho pFepony.

. Jirka si v obchodé se suvenyry koupil ,,tlustou dfevénou tuzku. Od-

hadl jeji objem na dvacetinu decimetru krychlového. Kdyz si doma
potfebné udaje zméfil a objem tuzky vypocital, zjistil, Ze jeho odhad
byl o nékolik cm3 mensi nez vypocteny vysledek. Zjistéte o kolik, vite-li,
Ze tuzka méa prdmér 2 cm, Cast tuzky, kterd ma tvar valce, ma délku
17,5cm a celd tuzka méfi 21 cm.
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Vypoctéte obsah osového fezu komolého kuZelu s vySkou 7cm, polo-
mérem mensi podstavy 10cm a stranou, kterda méa odchylku 52° od
roviny podstavy.

VysSka komolého kuzelu je 25cm, poloméry jeho podstav jsou 20cm
a 13cm. Vypoctéte délku strany tohoto komolého kuZelu a jeji odchyl-
ku od roviny podstavy.

Komoly kuzel ma vysku 8 cm, prliméry jeho podstav jsou 6.cm a 20 cm.
VypocCtéte obsah jeho plasté.

Vypoctéte povrch komolého kuZelu, jehoZ podstavy maji poloméry
8cm a 2cm, vite-li, Ze jeho strana mé od roviny podstavy odchyl-
ku 45°.

Vypoctéte obsah plasté komolého kuzelu, jehoz vySka je 12 cm a jehoz
podstavy maji obsah 251 cm2 a 100m cm2.

Vypoctéte povrch komolého kuZelu o vy3ce 12 cm, jehoZ vétsi podstava
méa polomér 10cm, vite-li, Ze vySka doplfikového kuzelu je 3cm.

Vypoctéte objem komolého kuZelu s poloméry podstav 2,6 cm a 4cm,
jehoZ strana mé od roviny podstavy odchylku 48°.

Jakou vySku méa komoly kuZel s podstavami o polomérech 1cm a 7cm
a objemem 477,5cm3?

Vypoctéte objem a povrch télesa, které vznikne ota€enim rovnoramen-
ného lichobézniku kolem jeho osy soumérnosti. Zakladny lichobézniku
meéfi 6cm a 8,2cm, délka jeho ramen je 6,1 cm.

Ze smrkové klady délky 4m, kterda méla pFiblizné tvar komolého kuZelu
s priméry podstav 40 cm a 30 cm, vyfezali na pile trdm s obdélnikovym
prifezem o rozmérech 20cm a 15cm. Kolik procent ¢inil odpad?
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Sklenicka ma tvar komolého kuzelu o vySce
8cm. Vnitini prdmér jejiho okraje je 8cm,
vnitfni primér dna je 4,6 cm. Kolik tekutiny je
ve skleniCce, kdyZ je naplnéna 3cm pod okraj?
(TlousStku dna zanedbejte.)

Pravidelny Ctyfboky komoly jehlan mé pod-
stavy o obsazich 100cm2 a 16cm2 a vysku
1dm. Vypoctéte délku jeho bo¢ni hrany a jeji
odchylku od roviny podstavy.

Pravidelny ¢tyfboky komoly jehlan m& podstavné hrany délek 10cm
a 6cm. Jeho bocni sténa svira s rovinou podstavy uhel 50°. Vypoctéte
vySku daného komolého jehlanu a délku jeho bo€ni hrany.

Bocni sténa pravidelného trojbokého komolého jehlanu je lichobéznik
se zakladnami délek 4cm a 1l1cm a ramenem délky 5cm. Vypoctéte
povrch jehlanu.

Vypoctéte povrch pravidelného Sestibokého komolého jehlanu o vy3ce
5cm, jehoZ podstavy jsou vepsany do kruznic o polomérech 6¢cm a 4 cm.

Vypoctéte povrch pravidelného Ctyfbokého komolého jehlanu, jehoz
podstavné hrany méfi 16cm a 12cm, je-li odchylka bo¢ni hrany od
roviny podstavy 60°.

Kolik m2 latky bylo tfeba k vyrobé
stinitka lampy? Léatka pokryva mensi
podstavu a plast pravidelného osmi-
bokého komolého jehlanu. Potfebné
rozméry jsou na obrdzku uvedeny
v centimetrech. (PfipoCtéte 10 % lat-

ky na odpad, otvor pro pFivodni Siuru
zanedbejte.)

Vypoctéte vySku pravidelného Ctyfbokého komolého jehlanu, jehoz
podstavné hrany meéfi 16cm a 9cm, vite-li, Ze jeho objem je 3685cm3.

Bocni sténa pravidelného trojbokého komolého jehlanu je lichobéZnik
se zakladnami délek 6cm a 12cm a vySkou 8cm. Vypoctéte objem
tohoto komolého jehlanu.
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Podstavami pravidelného komolého jehlanu jsou Etverce o strandch dé-
lek 20cm a 15cm. Vypoctéte objem jehlanu, je-li odchylka roviny jeho
bo€ni stény od roviny podstavy 70°.

Do komolého kuzelu s poloméry podstav r a 2r a vySkou v byl vepsan
pravidelny Sestiboky komoly jehlan tak, Ze vrcholy jeho podstav lezi na
kruznicich, které omezuji podstavy komolého kuzelu. Vypoctéte pomér
objemd obou téles.

Je dén trojboky komoly jehlan A1B1C1A2B2C2. Oznaéme Vv jeho vys-
ku, S1obsah podstavy A1B1C1la S2obsah podstavy A2B2C2. Pomoci
veli€in v, S1a S2 vyjadrete objem trojbokého jehlanu B1C1A2C2-

Vypodtéte obsah kruhu, ktery na kouli o prdméru 20 cm vytina rovina,
jez je vzdalena 8cm od stfedu koule.

Na poloméru SX koule K(S;r) jsou dany body A, B tak, Ze
ISA| = |AB|= |IBX|. Bodem A je vedena rovina o kolma k pfim-
ce SX, bodem B je vedena rovina B rovnobézna s rovinou a. Prinikem
roviny a a koule K je kruh A, prinikem roviny B a koule Kje kruh B.
Vypoctéte pomér obvodd a pomér obsahll kruhd A, B.

Poloméry dvou kouli jsou v poméru 1:3. V jakém poméru jsou jejich
a) povrchy, b) objemy?

Vypoctéte objem a povrch koule, ktera je vepsana do krychle o hrané
délky a tak, Ze se dotyka v3ech jejich stén.

Vypoctéte objem a povrch koule, kterd je opsana krychli o hrané dél-
ky a tak, Ze kazdy vrchol krychle leZzi na povrchu koule.

Do koule o poloméru r je vepsan kuzel tak, Ze jeho vrchol i kruznice
omezujici podstavu kuzelu lezi na povrchu koule. Osovym fezem ku-
Zelu je rovnostranny trojuhelnik. Vypoctéte pomér objeml a pomér
povrchi téchto dvou téles.



*97. Kouli o poloméru r je opsan kuzel tak, Ze koule se dotyka podsta-
vy i plasté kuZelu. Osovym fezem kuZelu je rovnostranny trojuhelnik.
Vypoctéte pomér objeml a pomér povrchi téchto dvou téles.

m*98. Pomeran¢ ma tvar koule, ktera ma prdmér 15cm. Kolik procent ce-

Iého objemu pomerande zaujima pevna &ast duzniny, jestlize klira ma
tlouStku 5mm a pomeran¢ obsahuje 150 ml Stavy?
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VYSLEDKY PRUBEZNYCH UKOLU

1 Pfimky a roviny v prostoru

1. @) Obr. A-l; b) obr. A2 2. Dané roviny jsou a) rovnobezng; b) riznob&zré;
0 riznobézré. 3. Dana primka je s danou rovinou a) rovnobezna b) rznobsz-
ng ¢) riznobézné d) rovnobéZzna a leZi v ni. 4. Dané primky jsou a) rovnobézné,
b) rlznobézné; c) mimobézng; d) mimobézné. 5. Jak primka AB, tak primka HG
je rovnobézna napr. s prlrrkou EF. 6. Vroviné SHC lezi prlmka SS1 (Sl e stred
ctverce CDHG), ktera je s primkou AG rovnobézna (obr. A-3). ZdAvodnéte to uvaham
o trojuhelniku ADG. 7. V roviné PTU lezi dvé riznobézky UT a PT, z nich? kazda
je rovnobéZzna s rovinou XSR (cbr. A-4).

2 Kolmost pFimek a rovin

1. a) Primka AD je kolmajak k primee DF, tak k pfimee DE; b) primka BC je kolma
jak kprimee CF, tak k primee CA; ¢) primka DF je kolmajak k primee CF, tak k prim-
ce EF. 2. Vrovine PTR leZ i stfed U hrany BF (obr. A-5). Oznatme X pruseCik
useek CF a RU (je jasné, Ze X je stied UseCky RU), dale oznaCme Y stred Usecky PT.

Protoze Ctyfuhelnik FXYE je obdélnik, plati CF | XY. Protoze CF | RU, je pfim-
ka CF kolmé ke dvéma riiznobézkdm XY a RU roviny PTR, proto je kolmé i k roving
PTR 4. Vroviné DEF leZi pfimka EF, kteraje kolma ke dvéma riiznobszkam BF
a GF roviny BCG (obr. A-6), atedy i kroviné BCG. 5. V roviné a vedeme bodem A
primku a kolmou Kk préiseénici p rovin a, B (obr. A-7). Oznatime P priisecik primek
a, pavroviné B vedeme bodem P prlrrku bkolmou k pfimcep. Za | B plyne a| h
PFimka a je tedy kolmé ke dvéma ruznobézkam p, broviny (3, a tedy i k roviné (3.

3 Vzdélenosti a odchylky

1. |AB| = |AD| = |AE| = 5am |AC| = |AF| = |AH| = 5V2cm = 7.1am
IAG| = 5V3cm = 87cm 2. Oznatme S1, S2 stredy sténovych Uhlopricek
BE a BG (obr. A-8). Usetka SIS2 je stiedni prickou trojuhelniku BGE, proto
[S1S2 = BEG| = 9v2cm=127cm 3. 5em. 4. Protoze ABGH je rovnobéz-
nik, protinaji se jeho uhloprlcky AGa BH vhodé S, ktery kazdou z nich plili. Podobné
se zdlvodni, Ze timto bodem S prochézi jak uhloprlcka CE rovnob&zniku BCHE, tak
i uhloprlcka DF rovnobézniku ADGF (obr. A-9). Vzdalenost bodu S od stén ABCD
i EFGH je 4cm, vzdalenost bodu S od stén ADHE i BCGF je 2cm, vzdalenost bodu S
od stén ABEF i DCGH je 25cm 5. 4/2cm= 5,7cm 6. @) 90° b) 45° c) 90°.
7. Asi 70°32'. 8. Podle dbr. A-10 plati tg @]&5 zn. B 24°6', proto je hle-
dand odchylka asi 48°12". 9. tg @= 122 @ =35°16" (obr. A-11). 10. tg @= 132
@=25"14' iobr. A-12). 11, Dvé feSenii bud 10°, nebo 70°. 12. tg = V2
@= 54°44" (obr. A-13). 13. Asi 306,2cm3. 14. Asi 305,2cm2.

4 Jehlany

1 (n+ 1) vrcholG, 2n hran, (n+ 1) stén. 2. a) Ano; b) ne. 3. Asi 67°35". 4. Asi
48°35'. 5. Asi849cm2. 6. Asi 1409cm2. 7. Asi92cm2. 8. Asi68cm 9. Asi
255cm3. 10. Asi 2,3cm 11. Asi 33,17dm2.
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5 KuZzely

1 Asi1l,7cm 2. Asi 4524cm2. 3. Asi 16,7cm 4. Z nerovnosti r<s plyne
nerovnost Tr2< Ts. 5. Asi 150,8cm2. 6. Asi 56cm. 7. Asi 28,3cm3. 8. Asi
6,7cm 9. Na pokryti strechy je tfeba témér 41 m2 plechu.

6 Komolé kuzely a jehlany

1. Lisise asi 0 10,6cm 2. Strana méfi asi 2cm, wwika asi 1,L3cm 3. Asi 101,5cm2.
4. Asi 1422, 8on2. 5. Asi 1131,6cm3. 6. Asi 1,36m 7. (n+ 2) stén, 2n vrchold
asnhran. 8 Asi 1652, 7cm2. 9. Asi 887,3cm2.  10. Hmotnost téZitka je asi 444g.
11. Asi 35358cms3.

7 Koule

1. Jde o primku, na které lezi primér, ktery pllkruh omezuie. 2. Asi 95cm
3. Asi87om 4. Asi62em 5. Asi 68| an3. 6. Asi 3142cm2. 7. Cty-
fikrdt. 8. 3cm 9. Prlmér podstavy valce i jeho vyska jsou rv 2, povrch vélce je
3mr2. Pomér povrchl koule a vélce je 4:3.

VYSLEDKY CVICENI

CviCeni 1

1. @) Obr. B-I; b) obr. B-2, ¢) obr. B-3. 2. Dané roviny jsou a) rovnobézné; b) rov-
nobézné; c) ruznobéine d rovnobéine €) rovnobezng; f) riznobezné. 3. Dana prim-
kaje s danou rovinou a) rovnobézng; b) riznobézng; c) riznobézng; d) rovnobézna.
4, Dané primky jsou a) rovnobézné; b) rliznobéZné; ¢) mimobézné; d) rovnobézng,

€) mimobézné; f) rovnobézné; () ruznobezne h) mimobézné. 6. Primka XY lei
V roviré ZBG (cbr. B-4). 7.7V roving SIS2S3 lei dve rliznobézky S12 a SIS3,
z nichz kazda je rovnobézna s rovinou OQL. 8. V roviné ACH lezi dvé ruznobezky
AC a AH, z nich? kazda je rovnobézna s rovinou EBG (obr. B-5). 9. Pfimka ID je
kolma ke dvéma réznobézkam 1 a IH roviny FGJ. 10. Primka XY je rovnobézna
s primkou ED, kterdaje kolméa ke dvéma rliznobézkam AH a KL roviny ABH (obr. B-6).
11. Vroving QUX lezi primka QU, kteraje kolma ke dvéma rliznobézkam QP a QR ro-
viny POR. 12. Vroviné BFG leZi primka BF, kteraje kolmé ke dvéma ruznobézkam
AB a BC roviny ABD.

Cviceni 2
1. |FA|=20cm, |FB|= 12cm, |FC| = 15cm, |FH|= V337cm= 184cm
IFD|= v48lcm= 219cm. 2. |XP|= 52/3m= 4,3cm (obr. B-7). 3. |FR|=

= 2vV3cm = 35cm, |FT| = 4/7cm= 10,6cm (obr. B-8). 4. 74cm =8,6cm
(obr. B-9). 5. 12cm(obr. B-10). 6. 1/22a= 0,7a (obr. B-1l). 7. 4,8cm (obr. B-12).
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8. V3a= 17a (obr. B-13). 9. a) 60° b) asi 73°18"; ¢) asi 16°42". 10. a) Asi 70°%
b) asi 70°. 11 cos@= §153 ¢ = 22°31"; cosy= HE Y= 19°45' (obr. B-14).
12. Oznacme Z kolmy prumet bodu F do roviny XYG (obr. B-15). Bod Z je stfed Usec-
=T/&/2cm. Proto tg @ =1/4v2, ¢ = 19°28/. 13. Plati ¢45° —

(cbr. B-16), kde tg = 12proto Y = 26°34' a @ = 18°26'. 14. Ctyflhelnik ABGH
je Ctverec, proto |BG| = |AB| (obr. B-17); cos@= 120 ¢@= 53°8;. 15. Z trojuhel-
niku BFF' dostavame tg62° = |F/38am takze |FF'| = (tg62° .3v3) cm=9,8cm
(obr. B-18). Obsah podstavy je asi 23,4cm2, objem hranolu asi 229cm3.  16. Oznat-
me S stfed hrany A1B1 (obr. B-19). Trojuhelnik SC1C2 je pravouhly a rovnoramenny,

proto |C1C2 = |CLS| = 628cm= 52cm Povrch hranolu je asi 124,7cm2, jeho objem
je 8lcm3.

Cviceni 3

1. a) 4 wrcholy, 6 hran, 4 stény; b) 5 vrcholll, 8 hran, 5 stén. 2. Ao
3. e viech pripadech gom 4. Rozméry podstavy jsou (24 sin25°) cm= 101cm
a (4.00s25°)cm=218cm 5. a) Asi 15,7cm; b) asi 16ecm; ¢) 17cm. 6. 45°
7. @) Asi 66°34; b) asi 10°53. 8. Délka podstavné hrany je 5,7cm, vyska je asi
49cm, bocni hrana ma délku asi 6,3cm 9. Asi 2064cm2. 10. Asi 1260cm2.
11. Asi 2134cm2. 12, Asi 856cm2. 13, Asi 7398cm2.  14. Objemy vSech
Jehlanu jsou stejné. 15, Asi 527,5cm3.  16. Asi 160cm3. 17. a) Bocni hrany
modelu vSech Jehlanu jsou stejne a mefi asi 20,9cm, podstavna hrana modelu trojboke-

fehlanu meri asi 10,4cm, modelu Ctyrbokého jehlanu asi 85cm, modelu Sestibokého
jehlanu 6cm. b) Hmotnost modelu trojbokého jehlanu je asi 1569, modelu ¢tyrhokého
jehlanu je asi 240g, modelu Sestibokého jehlanu je asi 312g.  18. Povrch Cheopsovy
pyramidy je asi 81370 m2, coz je asi 0 8770m?2 vice nez povrch Chefrénovy pyramidy
a asi 0 63610 m2 vice nez povrch Mykleinesovy pyramidy.

Cviceni 4

2. d) 40cm; b) 22cm; ©) 21,6cm 3. a) 10om; b) 10vV2cm= 141cm 4. a) Asi
126°52'; b) 90°; c) asi 53°8'. 5. Asi 398cm2. 6. a) 3tdm2; b) 4mdm2; ¢) 6mdm2;
d) (k+ Dndm2. 7. Asi 48255cm2. 8. \WSka je 18cm, strana méfi 82cm
9. Polomér kruhové vysece je asi 31,3cm, stfedovy Uhel asi 104°12.  10. Objem je asi
7721 cm3, povrch asi 6514cm2. 11, &) 13dm3; b) mdm3; ¢) 103idm3; d) Y3ndm3.
12. a) 131dm3; b)3ndm3; ¢) 103dm3; d) 130tdm3. 13. a) 128mcm3 = 402,1.cm3;
b) asi 12285cm3. 14. a) Asi 189,6cm3; b) asi 67cm3.  15. Povrchje 90m cm2, objem
100mem3.  16. Ten, ktery ma vetsi vysku a mensi polomér podstavy. (Jsou- i rl, r2
poloméry podstav kuzelu v1, V2 jejich wyiky as1s2 délky jejich stran, plati rl =2
a z rovnosti objemdl plyne 2 = Vwiv2. Pak sl = W12 +v22as2 = Wiv2 +v22. Je-li
vl>V2, je rl<r2 a sl>s2) 17. Otacenim trojuhelniku ABC kolem prepony
AB (obr B-20) vznikne ,,dvojkuzel” slepeny z kuZelu se spoleGnou podstavou o po-
loméru |CX|=r. Obsah trojuhelniku ABC je roven jednak 2.9cm. 12cm, jednak
P.15cm r, odkud plyne r = 7,2cm Povrch S ,dvojkuZelu” je roven souctu obsa-
hli plastl obou kuzelll, proto S=m.7,2.(12+ 9 cm2=475cm2. 18. Objem porce
zmrzliny je asi 86,5cm3, tj. asi 865ml
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Cviceni 5
1 a) 18cm b) asi 104cm; ¢) asi 93cm. 2. 12em. 3. a) Asi 32cm b) asi
29,8cm2; ¢), asi 45,5cm2. 4. \EtSi polomér je asi 10cm, mensi polomér asi 7cm
5. 12: 5+4V5) :2L 6. Asi 199cm3. 7. Asi 204cm3. 8. Hmotnost zatky
je asi 2,779 9. Je tfeba asi 5,11 barvy. 10. Asi 117cm. 11, \Wska je asi
12,2 cmy délka bocni hrany je asi 14,1cm. 12, Asi 577,4cm2. 13. 30,8dm2. 14. Asi
2143cm2. 15. Asi534,Icm2. 16. Asi9,3cm. 17. Asi489cm3. 18. Asi449,7cm3.
19. Objem komolého kuzelu jel/3. 7rr 2v, objem komolého jehlanu 43 2v (cbr. B-21).
Pomér objem(li je m:2

Cviceni 6
1. Asi 754cm 2. 10cm 3. Dwé feSeni: bud 5cm, nebo 9cm (obr. B-22).
4. a) Objem je asi 523,6 cm3, povrch asi 314,2cm2; b) objemje asi 14 137,2cm3, povrch
asi 2827,4cm2; c) objemje asi 9202,8cm3, povrch asi 2123 7cm2. 5. a) 0,6y b) 3dm.
6. Objem je asi 41838cm3, povrch asi 1256,6cm2. 7. Asi 1017,9cm2. 8. Asi 21m3.

9. Pomér objemd valce a koule je 3:2 (obr. B-23). 10. Pomér objem(i valce a koule
je 3:4V2 (obr. B-24). 11. Pevnina pokryva asi 1,3.108km2 zemského povrchu.

Cviceni 7

1. Dana rovina déli prostor na dva opacné poloprostory. Hrana Ctyfsténu ABCV je
ji protata, pravé kdyz jeji koncové body lezi v opacnych poloprostorech. Protoze hrany
AB, BC, CV jsou protaty, leZi v jednom poloprostoru vrcholy A C a ve druhém vrcho-
ly B, V (obr. B-25). Ze zbyvajicich hran jehlanu tedy rovina protind pouze hranu AV.
2. Povrch S1 ¢tyfsténu ABCD je roven Ctyfnasobku obsahu rovnostranného trojahelni-
ku o strané 6¢cm, tj. 36v 3cm2. Povrch S2 télesa BCDB'CID' dostaneme z povrchu SL
tak, Ze odeCteme obsahy trojlhelniki AB'C', AC'D', AD'B' a pricteme obsah trojdhel-
niku B'C'D" (obr. B-26). Vsechny zminéné trojahelniky jsou rovnostranné o strané 2cm
aobsahu S3= v3cm2. Proto S2= S1- 2S3 = 34v3cm2. Povrch télesa BCDB'C'D'

je 34v3cm2, je tedy o 2v3cm2 mensi nez povrch Gtyfsténu ABCD. 3. Oznaéme
ABCDU dany jehlan a S prlisecik Ghlopficek kosoGtvercové podstavy. Je-li oznageni
vrcholll kosoctverce zvoleno tak, Ze |AU| = b, plati |BU|=c, |CU|=a a |DU|=c
(obr. B-27). Protoze |AU| = |CU| a |BU| = |DU], je Gsetka US kolma jak ke stra-
né AC trojuhelniku ACU, tak ke strané BD trojuhelniku BDU, a tak je Usecka US
wyskou jehlanu. OznaCme x = |AS|, y = |BS| a v=|US]|. Pro objem V jehlanu pak
plati V= B.2xy.v. Z pravothlych trojihelnikli ASB, ASU a BSU plynou po fadé
rovnice x2+y2=a2, x2+v2=h2 a y2+ v2= c2. ReSenim této soustavy dostavame
X2=P@2+m- 2, y2= P@2+c2- ) av2= 2(2+c2- a2, proto

V=Bw=16V2.Va2+R- 2.va2z+2- 2. VviR+2- a2,

coz je pro hodnoty a = 5cm, b= 6cm a ¢= 7cm rovno 4V 95cm3. 4. Protoze obje-
my Ctyfsténll ABDA' a C'CB'D' jsou stejné, plati pro oba'g/m V zbylého télesa, jimz
je osmistén BDCB'A'D', V = V1- 2\2, kde V1 je objem kvadru a \2 objem Ctyrsté-
nu ABDA' (obr. B-28). Protoze V1= abc a \2= 1/3.12.ab.c=16abc (nebot’ podsta-
vou jehlanu ABDA’ je ]/%ravo(mly trojuhelnik s odvésnami a, ba vyska tohoto jehlanu
je o), je V=abc- 2. 16abc= Zabc. Jedna z moZznych siti osmisténu BDCB'A'D' je
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na obr. B-29. 5. Obraz vysledného télesa T ve volném rovnob&zném promitani je
na obr. B-30, kde jsou téZ oznaCeny nékteré vyznatné body. Téleso T rozdélime na
kvadr ABCDQMST o objemu V1= 1&bc a pétistéh P= QMSTRPD'. Tento péti-
stén si mdzeme predstavit tak, Ze od trojbokého hranolu QTD'MSC' odfizneme rovinou
RPD' &tyfstén RPC'D'. Objem \2 hranolu QTD'MSC' je roven poloviné objemu kvad-
ru QTD'A'MSC'B', tzn. \2= R.23.abc = Babc. Podstavou jehlanu RPC'D' je pra-
vouhly trojdhelnik RPC' s odvésnami |RP| = b a |PC'| = &, wyskajehlanu RPC'D'
je |D'C'| = a Pro jeho objem \Bplati \8= B . 1/2 . E'|.|D'C'| = 1&bc. Pro
objem \A4 pétisténu P tak vychdzi V4= \2- \8= 1abc- 1&bc =11/Fbc. Objem V té-
lesa T je roven souctu objemdl V1 a \4:

V=W+\W= RBc+ Boc = ZBilc

Objem télesa T je ZB objemu daného kvadru. 6. Stfed M kulové plochy, kte-
ra se dotyka sttn ABCD, ABFE a ADHE krychle ABCDEFGH, leZi na téle-
sové Uhlopficce AG (obr. B-31). Mali byt kulova plocha Casti krychle a procha-
zet jejim stfedem S (ktery je souCasné stfedem UseCky AG), musi byt bod M
vnitrnim bodem Usecky AS.” Kolmy primét T bodu M do roviny ABC je bo-
dem dotyku kulové plochy a roviny ABC a leZi na Usetce AC. Je-li hrana krych-
le a plati |AG|=V3a Z podobnosti trojuhelnikdi ACG a ATM Zzjistime, Ze
|JAM| : |MT]| = |AG| : |GC|= V3 : 1 tzn. |AM| = V3r, kde r = |[MT| = |MS| je hle-
dany polomér kulove plochy. Dosazenim do rovnosti |AM| + [MS| = |AS| dostaneme

V3r+r = 123, odkud r = v3a/2AV3+)= (3-V3)a/4.Pro a= 10cmje r = 3,2cm

7. Oznatme M stfed uvazované kulové plochy a r jeji polomér. ProtoZe kulova plocha
protind stenu BCC'B' v kruznici vepsané Ctverci BCC'B', leZi jeji stfed M na pfimce,
ktera prochazi stfedem E Ctverce BCC'B' a je kolmé ke sténé BCC'B'. Tato pfimka
protina sténu ADD'A’ v bodé F (jenZ je stfedem Ctverce ADD'A’), v némZ se této
stény uvaZovana kulova plocha dotykd, takze [MF|=r (cbr. B-32). OznaCme jesté T
stfed hrany BC; zminéna kulova plocha bodem T prochazi, proto [MT|=r. V pra-
vouhlémtrojuhelniku MTE plati [MT|=r, |ET|= 1&, |ME|= |FE| - [FM|=a- .
Z Pythagorovy véty r2= (a- r)2+ (1&)2 po Upravach vychazi r = 3&; pro a= 10cm
je r=625cm Bod M IeZi na UseCee EF ve vzdalenosti 6,25cmod bodu F. 8. Oznat-
me M stfed uvaZzované kulové plochy a r jeji polomér. ProtoZe kulova plocha protina
sténu BCC'B' v kruzZnici vepsané ¢tverci BCC'B', I jeji stfed M na primee, ktera
prochazi stfedem E Ctverce BCC'B' a je kolmé ke sténé BCC'B'. Tato pfimka proti-
na sténu ADD'A’ v bodé F, jenZ je stredem Ctverce ADD'A'". OznaCme jeSté T stied
hrany BC; zminéna kulova plocha timto bodem prochézi, proto |[MT| = r. &) Oznalme
IME| = x, pak [MF|=a- x. ProtoZe kulova plocha prochazi bodem A plati [MA| =r
(obr. B-33). Z pravothlého trojuhelniku MFA plyne (a- x)2+ (122a)2=r2, z pra-
vouhlého trojdhelniku MET pak x2+ (1&)2= r2. Porovnanim levych stran obou rov-
nic dostavame x = &, atak r = 1841a. Stfed M kulové plochy leZi na poloptimee EF
ve vzdalenosti % od bodu E, polomér kulové plochy je 1/8/41a. b) Necht' S je stied
krychle (a tedy i UseCky EF), L stfed hrany AB (obr. B-34). Oznatme |ME| =y, pak
ISM| = |1/2a-y| (nevime, na které z UseCek SE, SF bod M leZi, tedy ktera z delek
y, 12 je Vé&tsi). Z pravothlého trojuhelniku MSL plyne (I - y)2+ (1/22a)2=r2
(tato rovnost plati i v pripadé, kdy M =S), z pravouhlého trojuhelniku MET pak
y2+ (¥&)2=r2 Odtud vychdzi y= 1&, coZ znamend, Ze bod M splyva s bodem S.
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Pak r = 1/22a Stfed kulové plochy tedy splyva se stfedem krychle, jeji polomér je
122a. 9. Oznatme S stfed uvaZované kulové plochy a r jeji polomér. ProtoZe ku-
lova plocha protina rovinu BCB' v kruznici opsané Ctverci BCC'B', leZi jeji stfed S
na primee, ktera prochazi stredem E Ctverce BCC'B' a je kolma ke stene BCC'B'.
Tato primka protina sténu ADD'A’ v bodé F, ktery je stiedem Ctverce ADD'A'.

OznaCme |SE| = x, pak |[SF|=a- x (obr. 335) Uvazovana kulova plocha prochazi
body M a B, a tak platl |SM| = |SB| =r. Z pravouhlého trojuhelniku MSF ply-
ne (@a- x)2+ (12)2=r2, z pravothlého trojuhelniku SEB pak x2+ (1/2R2a)2=r2.
Odtud vychdzi x = 3 a r = 1/8v4la. Stied S kulové plochy lezi na polopfimce EF ve
vzdalenosti & od bodu E, polomér kulové plochy je 1/841a. 10. Oznatme S stied
dané koule, v = |VO| vysku ji opsaného kuzelu, x = |AO| polomér jeho podstavy a T
dotykovy | bod koule astrany VA kuzelu (obr. B—36) Plati [SO|= |ST | =r. Zpodobnych
trojuhelnikd VST a VAO vyplyva

IST|/|SM =|AQ/ VA, tzn. 1/ v-r =x/ W2+ x2
odtud po Upravach x2= ra/wv2&. Objem V1 koule je roven 43t 3, pro objem \2 opsa-
ného kuzelu plati V2= 13x2v = mA2/3\+2). Z podminky \2= 2V1 dostavame rovnici

ma2/ 34 = 83r3, kterou Ize upravit do tvaru (v- 4r)2= 0. Jedinym feSenim této

rovnice je v=4r = 4cm, pak x= v2r = 14cm Uvazovany kuzel ma polomér pod-
stavy asi 1,4cma vysku 4cm Nerovnost V1< 2\2 Ize upravit do tvaru (v- 4r)2<0.
Posledni nerovnost neplati pro Zadné v, proto Zadny kuzel opsany kouli nema objem
mensi, neZ je dvojnasobek objemu této koule.

VYSLEDKY SOUHRNNYCH CVICENI

2. Obr. C-I; a) pfimka je s rovinou riiznobéZnd; b) pfimka je s rovinou rovnobé&z-
na; ) pnmka Je s rovinou rovnobézng; d) roviny jsou rovnobézne; €) roviny jsou
rliznobézné; f) roviny jsou rliznobézné. 3. a) Pfimka AD; b) primka CD; ¢) prim-
ka BF; d) primka FG. 4. Protoze NO | AB a AB | EF, Je pfimka EF rovno-
béZna s primkou NO roviny MNO, tedy i s rovinou MNO (obr C2. 5 aplg
b) allB; 0 q|B;d)pl B. 6 Oznatme S1 prisecik primek AC a BD, S2 prl-
seCik primek EG a FH (obr. C-3). Rovina BDH obsahuje pfimku BD, Ktera j je kol-
ma ke dvéma riiznobézkam AC a S1S2 roviny ACE, proto je kolma K roviné ACE.
7. Vzdalenost bodu S od pfimek AB, AC, DE, DF je 52/2cm, tj. asi 35cm; vzda-
lenost bodu S od primek BC, CF, BE, EF je 250m; vzdalenost bodu S od prim-
ky AD je 1/2/601cm, tj. asi 12,3cm (obr C4). 8. a) v=|HX|= 2V2cm =2,8cm
(obr. C5) b) |GM|.v=|HG|.|[HM|, kde |HG|=4cm, |HM|=2.4cm= 8cm,

|GM| = V42+ 82cm= 4V5cm  (obr. C6); v=HG.HV/GM= 8V5/5am=360m
9. a) 60°% b) 90°% c) 90°% d) 30% €) 90° f) 90°. 10. a) 1200cm; b) asi 67°23'
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11. Oznafme Z stfed hrany DE (cbr. C-7). FZ je vySkou rovnostranného trojuhelni-
ku DEF, proto |ZF| = 1/2V3a. Plati tg (p=|Z|F|/ 79 =148 = 23°25. 12. Necht

v krychli ABCDEFGH plati |AB|=4a, JAC|=u a |AG| = ut. Ztrojuhelniku ABC
plyne u2= a2+ a2= 2a2, ztrojuhelniku ACG plyne u = u2+ a2 = 2a2+ a2 = 3a2.
Sténova Uhlopficka méri asi 49,5cm, télesova Uhlopricka asi 606cm  13. a) Asi
13cm; b) asi 14cm; ¢) 1,5dm; d) 1,6m. 14. a) Asi 192,45cm3; b) asi 192450cm3.
5. Necht' v kvadru ABCDEFGH plati |AB|=4a, |BC|=h |CG|=¢ |JAC|=u
a JAG| = ut. Ztrojuhelniku ACG plyne u=u2+c2, kde u2=a2+ k2 z trojuhel-
niku ABC; a) ut =71cm b) ut = 368cm 16, Delkaje asi 9,1cm, odchylka je asi
19°14'. Pro zminény hranol s dvojnasobnou wyskou je prislusna odchylka asi 34°54'.
17. Objem hranolu je asi 871cm3, jeho povrch je asi 567,4cm2.  18. Objem hra-
nolu je 20580cm3, jeho povrch je 4606cm2.  19. Objem kvadru je asi 122,3cm3.
2. PC|= |AB|.cos16° = 24cm, |BC| = |JAB|.sin16° = 6,9cm (obr. C-8). Objem
kvéadru je asi 1656cm3, jeho povrch je asi 1284cm2.  21. JAB|= |AD| = 10cm
(obr. C-9). Objem hranolu je asi 693cm3. 2. JC| = 2.|AB]| .sin54° = 32,4cm,
|CH| = |AC| .tg 70° = 889cm (obr. C-10). Pro obsah SP podstavy ABCDE plati
Sp = 2.|AB| . [SO|, kde |SO| = |A&/2gF= 13,8cm; proto Sp = 688cm2. Objem hra-
nolu je asi 61187 cm3, jeho povrch je asi 10267cm2.  23. Pro obsah Sp podstavy ABC
plati Sp = ¥45cm2. Jsou-li vrcholy trojuhelniku ABC oznaceny tak, Ze plati

|AC| = 12cm, pak a = 60°, = 75° y =45° (obr. C-IlI); pro wysku V1 = |BP| plati
vl= /|Ag=75cm Potom |AB| =v1.sin60° = 65cm, |BC|=v1.sin45° = 53cm
Povrch hranolu je asi 256,6cm2.  24. &) Asi 58°25; b) asi 51°45. 5. Ctyfthel-
nik BCHE je Ctverec, proto |BE|= |BC|= 20cm, ut = |[BH|= 20vV2cm= 283cm
(obr. C-12). Z obdéiniku ABGH plyne |AB| = ut .sin21° = 101lcm Déle plati
|AE| = V|BE|2- |AB]2 = 17,2cm Objem kvadru je asi 3495cm3. 26. a) Asi
8,7cm; b) asi 71cm; ©) asi 59cm d) S5em 27, @) Asi 41cm; b) asi 82cmy
0) asi 2cm  2B. Usetky DS a CS jsou vySky v rovnostrannych trojuhelnicich, pro-
to DS|ABaCS| AB 2. arbr cor. 3. Botni hrany maji délku
asi 6,6cm a odchylku asi 49°41' od roviny podstavy. 3L Pro hledanou odchylku ¢
plati tg@= 2/3v/a, kde a je délka podstavné hrany a v je vyska uvaZovaného jeh-
lanu. Pro délku b jeho bocni hrany plati 2= 1&2+v2. a) tg@= & ¢ = 69°27
b) tg o= VaBll, @=280°48. . 2cm.  B. sing=via = 136 (v = 13ka),
@=54°44" (obr. C-13). 3A. cose= (1Y :w=1Bp =70°32" (obr. C-14).

35. tge= AMa kde v= 12R2a.tg50° tgp = V2.tg50°, @=59°19" (obr. C-15).
X. a) 20,16dm2; b) asi 9,35dm2; ¢) 12,96dm2. 37. Asi 221,7cm2. B. Asi
140,3cm2.  PD. Asi 7786cm2. 4. Asi 13cm. 41, Objem je K3, po-
vich a2+a2.v2=a2.(l+v2). L. Asi 26,4cm3. 43.  Asi 9,6cm3.
M. VI:\M2=S1:2=1:2 kde V1je objem a S1 obsah podstavy trojbokého jeh-
lanu, \2 je objem a S2 obsah podstavy Sestibokého jehlanu. 45. Asi 0,052m3.
6. a)l:2bl1l:201:4d1:1 4& 48. @) Asi 14cm2; b) asi 13,7cm2.
49. Hmotnost modelu je asi 1,024kg.  50. Plocha stfechy je asi 108,7m2, na jeji
natfeni bude potfeba téméF 4351 barvy. 5L. a) 80cmy b) 20cm; ¢) asi 10,9¢cm d) asi
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II,2cm. 52, Asi 2356cm2.  53. Asi 69cm.  54. a) Asi 28,3cm2; b) 21,2cm2.
55. d=2s5, s=V2v. 56. 1m 57. V&ti povrch ma ten kuzel, ktery ma mensi
vysku, strany obou kuzel( jsou shodné. 58. @) 3:L b)4:L ¢ 11:L d) (n+1): 1
59. 14cm. 60. Asi 515dm2. 61. Asi 49cm3. 62. Objem je asi 314,2cm3,
povrch je asi 282,7cm2.  63. ProtoZe 3 < T < 4, ma nejmensi objem krychle, nejvetsi
Jehlan.  64. Kuzel KL ma vysku 35cm, kuzel K3 ma vysku 14cm.  65. Asi 24cm3.
66. Objem télesa je asi 0,74dm3, povrch je asi 4,44dm2 (obr. C-16). 67. Podle
obr. C-17 plati 32- x2=42- (5- X)2, odtud x= 18 a r = V32- x2cm= 2,4cm
Pro objem V télesa plati V = (131.2,42.5) cm3 = 30,2cm3, pro jeho povrch S dosta-
vame S=T1.24.(3+4)cm2=528cm2. 68. Objem tuzky je asi 58,6cm3, coZ je asi
0 8,6¢cm3 vice, nez byl JirkQv odhad.  69. Asi 178,3cm2. 70. Strana méfi asi 26cm,
jeji odchylka od roviny podstavy je asi 74°21'. 71. Asi434,1cm2. 72. Asi 480,2cm2.
73. Asi612,6cm2. 74, Asi 870,4cm2. 75. Asi 54cm3. 76. Asi8cm. 77. Objem
je asi 239,5cm3, povrch asi 217,1cm2.  78. Odpad Cinil asi 69%. 79. Ve skleni¢ce
Je asi 1,27dl tekutiny. ~ 80. Strana mefi asi 10,9cm, jeji odchylka od roviny podstavy
je asi 67°.  81. Wskaje asi 2,4cm, bocni hrana méfi asi 3,7cm. 82. Asi 139,7cm2.
83. Asi 293,8cm2. 84. Asi 696,3cm2. 85. Je tfeba asi 788cm2 latky. 86. Asi
23cm.  87. Asi 2841cm2. 88. Asi2117,8cm3. 89. Pomér objemll komolého kuzelu
a komolého jehlanuje 2m :3v 3 90. Jehlan B1IC1A2C2 vznikne z piivodniho komolého
jehlanu oddélenim jehlant A1B1C1A2 a A2B2C2BL, jejichz objemy jsou 1/S1a 1382
Proto je objem jehlanu BIC1A2C2roven v B61S2. 91. Asi 1131 cm2. 92. Pomér
obvodije V8: V5, pomér obsahlije 8:5 93. Pomér povrchdije 1:9, pomér objemd
je 1:27. 94. Objem je 18m3, povrch je ma2. 95. Objem je 1/2v3na3, povrch je
3ma2.  96. Pomér objeml koule a kuzelu je 32:9, pomér jejich povrchli je 16:9.
97. Pomér objeml koule a kuZelu je 4:9, pomér jejich povrchl je také 4:9.
98. Pevna Cast duzniny zaujima asi 73% objemu pomerance.
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KUZEL

osovy
fez:

vrchol
strana
plast
vyska
podstava
(kruh)

Povrch kuzelu:
S = Sp+ Spl = mr2+ 1rs

Objem kuzelu:
= 1/ .v= 13t

157 o I obsah podstavy
Spl s obsah plasté
Voo e vySka
S e s délka strany



KOMOLY KUZEL

osovy
fez:
strana
podstavy plast
(dva kruhy)
vySka

Povrch komolého kuzelu:

S= S1+ S2+ Sp=mwl2+ nr2+ ms(rl+ r2)

Objem komolého kuzelu:

V= B+ rir2+ r2p

S1,S2 i obsahy podstav
Spl e - obsah plasté
Voo s vysSka
S e s délka strany
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