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UvoD

Comu ludia nerozumeju, z toho si robia posmech. Preto existuje tolko bonmotov o §ta-
tistike. Na ivod sme si pripravili zopar najznamejsSich. St vhodné najmi pre tych, ktori
Statistike rozumiet nechct a potrebuju nejaky pekny citat ako vyhovorku. Pre tych ostat-
nych je urcena tato ucebnica.

Su tri typy IZi: 1Zi, svinské IZi a Statistika.

O tomto vyroku sa dodnes vedu spory, kto slavny ho vlastne povedal. Existuje eSte jeden
podobny:

vvvvvv

Statistikou moZno dokézat okolvek — aj pravau.

Verim iba Statistike, ktorti som sam sfalSoval.

Vyrok pripisovany WINsTONovI CHURCHILLOVI, s velkou pravdepodobnostou ho vSak do
obehu uviedla nacisticka propaganda.

Kedysi nemali Statistiku, tak sa museli uchylit ku klamstvam.

STEPHEN LEACOCK

Jeden z problémov pri pouZivani Statistickych metod je spravne pochopit, o vlastne ,,ho-
voria® Cisla, ktoré dostaneme po dosadeni do r6znych Statistickych vzorcov. Matematika
totiZ — hoci si to moZno mnohi myslia — nie je sibor vzorcov, do ktorych sa dosadzuje.
Ovela blizsie k pravde je tvrdenie, Ze matematika je cesta k tymto vzorcom spojend
so schopnostou rozhodniit, kedy, ¢o a preco do vzorca dosadit a co znamena vysledok,
ktory sme tym dosadenim dostali.

Takyto pohlad na matematiku ovplyvnil aj podobu tejto ucebnice. Na niekolkych desiat-
kach strn sa stretnete iba s tromi vzorcami — pozri tabulku, zvySok textu u¢ebnice vypliiia
nasa snaha ukazat, ¢o vyjadruji, ako sa na ne prislo a ¢o pomocou nich mozno zistit.

()t -pr

pravdepodobnost, Ze pri n-nasobnom opakovani pokusu, v ktorom
pravdepodobnost tspechu je p (pokusom mdze byt napr. hod mincou,
pri¢om udspech je padnutie znaku, vtedy p = 0,5) dosiahneme presne
k uspechov (teda znak padne k-krat)

(le =2Nnp(1 =p), np + 2\np(1 —P)) iste dosiahneme pri n-ndsobnom opakovani pokusu, v ktorom

interval, v ktorom sa nachadza pocet tspechov, ktory prakticky

pravdepodobnost tspechu je p

¢

dislo \/i_ urcuje presnost, s akou vieme zistit pravdepodobnost uspe-
n

chu p v jednoduchom pokuse, ak sme pri n opakovaniach tohto poku-

su dosiahli presne k tispechov




UvoD

Ako vidno, vzorce nie su zloZité — iste nie zloZitejSie ako vzorec na vypocet koreriov kvad-

1, 2
ratickej rovnice x, , = —bi—éy——élac —adosadit napr. do vyrazu p = k + % hodnoty k£,
’ a n n

n tiez nevyzaduje nejaké mimoriadne usilie. Rovnako jednoducho sa daji vymysliet aj
ulohy na precvicenie tohto vztahu (,,z 1 200 ndhodne vybranych dospelych obéanov SR
214 odpovedalo, Ze nesthlasi s povinnou skolskou dochadzkou; ako presne vieme zistit
podiel takychto obCanov v celej dospelej populacii?* a pod.). Preto ich vymyslanie —
alebo este radSej hladanie vhodnych ndmetov napr. v dennej tlaci — prenechdme na vas.
My sa namiesto precvicovania vzorcov sustredime na cestu vedicu k ich pochopeniu.
Chceme, aby ste si ju presli spolu s nami (nepoZadujeme, aby ste ju boli schopni samo-
statne zopakovat, ale jednotlivé kroky by ste mali zvladnut sami). Nepredstavujeme si
to vSak tak, Ze precitate zopar stran v ucebnici, alebo si vypocujete vyklad v Skole. Aby
nasa spolo¢na praca mala zmysel, vyZaduje to vasu aktivnu spolupracu — tou bude rieSe-
nie uloh. Na to, aby ste pochopili, ¢o nase tri vzorce ,,hovoria®, totiZ sta¢i vyriesit zopar
prikladov, ktoré by ste mali vediet vypocitat.

Na tito ucebnicu sa teda mdzete pozerat ako na zbierku tloh, ktorymi si precvicujete
poznatky a zrucnosti, ktoré ste mali ziskat v predchadzajtcich ro¢nikoch (vypocet prav-
depodobnosti, dosadenie do vzorca, pouZitie tabulkového kalkulatora, odhad chyby pri-
blizného ¢isla a pod.). Ucebnica v8ak ma pridant hodnotu — je zostavena tak, aby ju bolo
mozné vyuZit pri vysvetleni niektorych zakladnych Statistickych myslienok. Stru¢ne po-
vedané: vy budete pocitat a my vam vysvetlime, ¢o z toho vyplyva. Obozndmite sa tak
s niekolkymi uvahami, ktoré sa nachadzajt v zdkladoch Statistiky. Verime, Ze vdaka ich
pochopeniu bude Statistika pre vas zrozumitelnejsia.

V texte ucebnice sa pri hladani pravdepodobnosti sistredujeme na vypocet teoretickej
hodnoty. Naliehavo vSak odporucame vsade, kde je to mozné, doplnit vypocet aj expe-
rimentovanim. Experiment je dolezity most medzi teoretickymi uvahami a realitou, na
ktory by sa pri vyuCovani nemalo zabudat.

Zacali sme citatmi, preto — kvoli symetrii — citdtmi tento tivod aj skoncime:

Je lahké klamat so Statistikou, eSte lahsie je klamat bez nej.

FREDERICK MOSTELLER, jeden z vyznamnych Statistikov 20. storo¢ia

Pouzivanie statistickych vzorcov nenahradza pochopenie
toho, co c¢lovek viastne robif.

HuBERT MORSE BLALOCK, JR., sociol6g zndmy svojimi pracami
o Statistickych metédach vyskumu

Je mojou milou povinnostou podakovat vSetkym, ktori prispeli k vyslednej podobe
tejto ucebnice: lektorkdm PaedDr. Ivete Kohanovej, PhD. a Mgr. Jane Fraasovej, ktoré
upozornili na viaceré nedostatky povodného rukopisu, PaedDr. Janovi Zabkovi za
sistavnd moralnu podporu, méjmu otcovi prof. RNDr. Ing. Lubomirovi Kubackovi,
DrSc., Dr.h.c., za trpezlivost pri nekonecnych konzultaciach, ktoré mi ochotne
poskytol a vSetkym dal$im nemenovanym, bez ktorych by som nikdy nedokazal
rukopis dokoncit.

Autor




JE TA MINCA FALOSNA?

1 JE TA MINCA FALOSNA?

»Pekne o tom hovori Winwood Reade, “ povedal Holmes.

» Tvrdi, Ze jednotlivec sice je neriesitelna zahada, ale v mnoZstve sa z neho stava
matematicka istota. Clovek napriklad nikdy neméze predvidat, o urobi jednotlivec,
ale méZe presne uhadnut, ako sa zachova urcité mnozstvo priemernych ludi.
Jedinci sa navzéjom lisia, ale percentd sa nemenia. Statistiky to dokazujt.

ArtHur Conan DovLE: Podpis Styroch

1.1 PRAVDEPODOBNOST
AKO IDEALNA
RELATIVNA
POCETNOST

1.2 Axo
PRAVDEPODOBNE SU
JEDNOTLIVE
VYSLEDKY?

1.3 Ako TO BOLO
S FALOSNOU MINCOU

V tejto kapitole sa vratime k tvaham o pravdepodobnosti. V predchidzajicich
ro¢nikoch sme pravdepodobnost opisovali ako idealnu relativnu pocetnost (pripo-
menieme si to v ¢lanku 1.1). Takyto opis je v stilade s nasimi skisenostami: napr.
formulacia pravdepodobnost, Ze pri hode mincou padne znak je Y2 vyjadruje nase
ocakavanie, Ze pri velkom pocte hodov pribliZne v polovici z nich padne znak.
Neocakavame, Ze to bude presne polovica z celkového poctu hodov, o¢akdvame
vSak, Ze relativna pocetnost znakov (teda podiel pocet znakov : pocet pokusov) sa
od Y2 nebude velmi lisit.

Hlavna napli tejto kapitoly suvisi so slovami nebude sa velmi li§it z predchadzaju-
cej vety. Bude nas zaujimat, ako velké odchylky od idealnej hodnoty Y2 eSte moZno
pokladat za normalne a ktoré uZ nie. Asi sa zhodneme na tom, Ze ak pri desiatich
hodoch mincou nepadne znak ani raz, vzbudi to naSe podozrenie, Ze minca nie je
v poriadku — teda, Ze pravdepodobnost padnutia znaku v jej pripade nie je 2. Otaz-
kou je, ¢i je takéto podozrenie namieste aj vtedy, ked nam z desiatich pokusov padol
znak iba raz alebo dvakrat. Aby sme mohli podobné otazky zodpovedat, potrebujeme
zistit, ako pravdepodobné su jednotlivé vysledky pri velkom pocte hodov — napr.
ako pravdepodobné je, Ze pri 1 000 hodoch mincou padne znak 429-krat. Hladanie
odpovede nas privedie k Pascalovmu trojuholniku — trojuholnikovej tabulke cisel
s viacerymi zaujimavymi vlastnostami, k bernoulliovskym pokusom — nazvanym
podla Svajciarskeho matematika Jacoba Bernoulliho (1654 — 1705) a k binomickému
rozdeleniu pravdepodobnosti.

1.1 Pravdepodobnost ako idealna
relativna pocetnost

Ak Sanca, Ze sa nie¢o pokazi, je 1 : 1, tak sa to pokazi'v 9 pripadoch z 10.

Vysledok hodu mincou — teda to, ¢i padne Cislo alebo znak — nevieme odhadnit vo-
pred. Predpokladame vsak, Ze pri Standardnej minci je jedna aj druha moZnost rovnako
pravdepodobna, t. j. Ze pri velkom pocte pokusov v idedlnom pripade v polovici tychto
pokusov padne znak (a v zvySnej polovici ¢islo).
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Pripominame zakladné pojmy:

HROMADNY NAHODNY DEJ (tieZ ndhodny pokus alebo iba pokus) = dej, ktorého vysledok nie je vopred jedno-
znaéne urceny (nemozno ho vopred jednoznaéne predpovedat) a ktory sa vyskytuje hromadne (napr. Zivotnost
velkého poctu rovnakych Ziaroviek) alebo opakovane (napr. Zrebovanie Cisel v lotérii).

NAHODNA UDALOST (ndhodny jav) = jeden z moznych vysledkov ndhodného pokusu
RELATIVNA POCETNOST ndhodnej udalosti (v danej skupine pokusov) je podiel

pocet pokusov, v ktorych nastala sledovand udalost

/| | R

celkovy pocet pokusov

To vyjadrujeme formulaciou pravdepodobnost, Ze padne znak, je jedna polovica. Pripo-
mefime, Ze hodnotu pravdepodobnosti vyjadrujeme

v nasom pripade

ako ¢islo leZiace medzi 0 a 1 pravdepodobnost, Ze padne znak, je %

pravdepodobnost, Ze padne znak, je 0,5

ako pocet percent pravdepodobnost, Ze padne znak, je 50 %

V skutocnosti idedlny pripad nenastava Casto. Ak hodime velakrat mincou a budeme
sledovat, kolkokrat padne znak, spravidla sa skuto¢na relativna pocetnost tejto ndhodnej
udalosti (padnutia znaku) bude od ¢isla ¥2 odliSovat. Teda znak len zriedkakedy padne
presne v polovici z celkového poctu pokusov. Ocakdvame vSak, Ze s rasticim poctom
hodov sa rozdiel medzi skutocnou relativnou pocetnostou a idealnou hodnotou ¥2 bude
stale zmenSovat.

PozoR, zo ZMENSOVANIA ROZDIELU MEDZI RELATIVNOU POCETNOSTOU A CiSLOM E NEVYPLYVA, ZE SA MUSI ZMENSOVAT AJ ROZDIEL MEDZI

POCTOM POKUSOV, V KTORYCH PADOL ZNAK (NAZVIME ICH PRIAZNIVE) A POCTOM TYCH, V KTORYCH PADLO CiSLO (NEPRIAZNIVE).

AK NAPR. ZNAK PADNE

e PRI 100 HODOCH 52-KRAT, JE RELATIVNA POCETNOST 0,52 A ROZDIEL MEDZI POCTOM PRIAZNIVYCH A NEPRIAZNIVYCH VYSLEDKOV JE
52-48 =4

e PRI 1 000 HODOCH 510-KRAT, JE RELATIVNA POCETNOST 0,51 A ROZDIEL MEDZI POCTOM PRIAZNIVYCH A NEPRIAZNIVYCH VYSLEDKOV

510 — 490 = 20. TEDA ODCHYLKA RELATIVNEJ POGETNOSTI OD IDEALNEJ HODNOTY 5 JE MENSIA AKO V PREDCHADZAJUCOM PRIPADE,
HOCI ROZDIEL MEDZI POCTOM PRIAZNIVYCH A NEPRIAZNIVYCH HODOV JE VACSI.

Inak povedané: o¢akavame, Ze pri velmi velkom pocte hodov sa bude relativna pocetnost
1

velmi mdlo 1iSit od Cisla >

Predstavou idealneho pripadu si mdZeme pomoct aj pre iné hodnoty pravdepodobnosti.

Formuléciu pravdepodobnost ndhodnej udalosti je p % alebo pravdepodobnost ndhod-

nej udalosti je ﬁ mozZeme interpretovat: v idedlnom pripade nastane tito udalost v p %
z velkého poctu pokusov.
ravdepodobnost ng : .
p p 0st nahodnej udalost; je22,5

o : % (alebo 0,225) =
= v idealnom pripade nastane tto udalost v 22,5

. ] usoV
% 2 velkého pottu POX

Pravdepodobnost teda méZeme chédpat ako idedlnu relativnu pocetnost. Predpokladame,
7e so zvacsujicim sa poctom pokusov sa bude skutocna relativna pocetnost stile menej
odliSovat od idedlnej hodnoty — pravdepodobnosti. Na predstave idedlneho pripadu budu
zalozené viaceré vypocty pravdepodobnosti v nasledujicich odsekoch.
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1.2 Ako pravdepodobné st jednotlivé vysledky?

Vratme sa k otazke z ivodu. Chceme diskutovat o tom, aky pocet vysledkov padol znak

= PRVE RIESENIE . ) . ; L. L. , :
pri velkom pocte hodov mincou este je a aky uZ nie je normdlny. Preto potrebujeme

(POSTUPNE ZVACSUJEME

POCET OPAKOVANI POKUSU) zistit, ako pravdepodobné sui jednotlivé moznosti. UkdZeme dva spdsoby riesenia tejto
= PASCALOV TROJUHOLNIK otazky. Prvy nas privedie k ¢iselnej tabulke, ktora sa oznacuje ako Pascalov trojuholnik,
= DRUHE RIESENIE z druhého zistime, Ze hodnoty v tejto tabulke su vlastne kombinacné cisla.

(POMOCOU KOMBINACNYCH

CIsEL) PREDTYM ESTE MALA TERMINOLOGICKA POZNAMKA. V TEJTO KAPITOLE SA VIACKRAT STANE, ZE
= MaiA opBocka: PascaLov SLOVO POKUS POUZIJEME PRI OZNAGENI DVOCH ROZNYCH VECI. NAPRIKLAD PRI SKUMAN{ VYSLEDKOV

TROJUHOLNIK A KOMBINACNE ‘& ; ‘ ; ;

» DESIATICH HODOV MINCOU BUDE PREDMETOM NASHO ZAUJMU NAHODNY POKUS, KTORY VZNIKNE

CiSLA

10-NASOBNYM OPAKOVANIM JEDNODUCHEHO NAHODNEHO POKUSU (TYM JE JEDEN HOD MINCOU).
PokusoM PRITOM BUDEME OZNACOVAT AJ JEDEN HOD MINCOU, AJ JEHO 10-NASOBNE OPAKOVANIE.
VERIME VSAK, ZE Z TEXTU BUDE VZDY JASNE, CO MAME NA MYSLI.

= BERNOULLIOVSKE POKUSY
A BINOMICKE ROZDELENIE
PRAVDEPODOBNOSTI

PRVE RIESENIE
(POSTUPNE ZVACSUJEME POCET OPAKOVANI POKUSU)

Uvahy urobime pre 10 hodov mincou, ktoré sme spomenuli v Givode. Budd nés zauji-
mat pravdepodobnosti 11 ndhodnych udalosti, ktoré mézu byt vysledkami tohto pokusu:
znak nepadol ani raz, znak padol 1-krdt, znak padol 2-krdt, ..., znak padol 10-krdit.

Postupne budeme pocitat pravdepodobnosti pre vysledky po 2 hodoch, 3 hodoch atd.
a dufat, Ze vo vypoctoch sa objavi nejaka zékonitost, ktord nam pomdze najst odpoved
aj pre iné pocty hodov.

TENTO PRISTUP JE V MATEMATIKE DOST CASTY:

AK NEVIETE VYRIESIT »
KOMPLIKOVANU ULOHU, SKUSTE
ZACAT RIESENIM PODOBNYCH,

ALE JEDNODUCHSICH ULOH. 1. a) Aka je pravdepodobnost, Ze pri 2 hodoch mincou padne znak 0-krat (prave

1-krat, 2-krat)?
b) Aka je pravdepodobnost jednotlivych moznosti pri 3 a 4 hodoch mincou?

RIESENIE

a) PomoZeme si predstavou idedineho pripadu. Pravdepodobnost, Ze padne znak, je
%, preto pri velmi velkom pocte hodov mincou v idedlnom pripade padne v polo-
vici hodov znak (a v zvysnej polovici Cislo). Predpokladajme, Ze sme urobili velky

pocet pokusov, teda velakrat sme 2-krat za sebou hodili mincou.

Pozrime sa na vysledky prvého hodu vo vsetkych tychto po-

1 pokusov 1 pokusov kusochv.,V idedlnom pripade v prvom hode v polovici pripadov
2 2 padne ¢islo a v druhej polovici znak. Vysledok po prvom hode
0 znakov 1 znak <« teda bude:

Vysledok 2. hodu nezdvisi od toho, ¢o padlo v 1. hode. Preto vysledok 2.
hodu bude rovnaky v tej skupine pokusov, kde v 1. hode padlo ¢islo, aj v tej
skupine pokusov, kde v 1. hode padol znak (tito dvahu si dobre rozmyslite
a diskutujte o nej).



To znamen4, Ze v idedlnom pripade:
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z pokusov,v ktorych v 1. hode padlo ¢islo

z pokusov, v ktorych v 1. hode padol znak

padne v 2. hode

padne v 2. hode

v polovici pripadov (teda
v Stvrtine z celkového
poctu pokusov) cislo

v polovici
pripadov znak

v polovici
pripadov ¢islo

v polovici
pripadov znak

1 1 1 1
" pokusov " pokusov n pokusov " pokusov
Pozrime sa teraz na pocet znakov, ktoré padli v prvych dvoch hodoch.
Ak v 2. hode padlo
e (islo, tak sa celkovy pocet znakov od predchadzajiceho pokusu nezmenil
(v tabulke to znazorniujeme zapisom + 0),
e znak, tak sa celkovy pocet znakov od predchadzajiceho pokusu zvacsil
o 1 (znazorfiujeme to zapisom + 1).
| +0 | +1 +0 +1
Preto v jednotlivych pripadoch znak padol celkom
0-krat 1-krat 1-krat 2-krat
(ani v jednom hode) (iba v 2. hode) (iba v 1. hode) (v obidvoch hodoch)
a vysledok po 2 hodoch bude
L pok 2 pok L pok
4 pokusov 4 Pokusov 4 pokusov
0 znakov 1 znak 2 znaky

)

l)

)

Il

l)

)

I

)

Il

Teda v idedlnom pripade v 2 hodoch padne znak

e (O-kratv % pripadov (teda pravdepodobnost, Ze pri dvoch hodoch min-

1

cou nepadne znak ani raz, je T t. j. 0,25 alebo 25 %),

e l-kratv %, t.j.v % pripadov (teda pravdepodobnost, Ze .............. ),

e 2-kratv % pripadov (teda ...

.......... ).

DOPLNTE CHYBAJUCI TEXT V DRUHEJ
A TRETEJ ODRAZKE.

Nase tivahy stvisia s pojmami podmienend pravdepodobnost a nezdvislé udalosti. Pravdepodobnosti, ktoré
sme pocitali na tejto strane (pozri tiez treti riadok v tab. 1 na s. 12, nad riadkom po 2. hode), st podmienené,
napr. v ¢ervenej bunke vlavo je to pravdepodobnost, ze v 2. hode padne Cislo, za predpokladu, Ze v 1. hode
padlo ¢islo, v nasledujicej modrej bunke je to pravdepodobnost, Ze v 2. hode padne znak, za predpokladu,
Ze v 1. hode padlo ¢islo. Pri tvahach o tychto pravdepodobnostiach sa na dva za sebou nasledujice hody min-
cou pozerame ako na dvojicu nahodnych pokusov, v ktorej vysledky druhého pokusu (druhy hod mincou) sa
nezavislé od vysledkov prvého pokusu (prvy hod mincou) — v sivislosti s nezavislostou pri hodoch mincou
si spomeiite na heslo Minca nemd pamdit . Podobne sa mozno pozerat aj na tri a viac hodov mincou.




JE TA MINCA FALOSNA?

Pripomerime, Ze podobnymi tivahami, aké sme pouzili pri uréeni pravdepodobnosti na s. 11, sme v ucebnici
pre 2. ro¢nik zdévodnili pravidlo na vypocet pravdepodobnosti v pripade nezavislych udalosti: pravdepodob-
nost, Ze v jednom z dvojice pokusov nastane udalost A a v druhom udalost B, je suc¢in pravdepodobnosti p(A)

a p(B). Napriklad pravdepodobnost, Ze v prvych dvoch hodoch nepadol znak (= udalost A) a v tretom padne

znak (= udalost B), je % . % = % . Skontrolujte, Ze vysledky uvedené v tab. 1 su v silade s tymto pravidlom.

)

)

)

)

I

b) Ak v tychto tivahdch budeme pokracovat, dostaneme pre pocet znakov po 3 a 4
hodoch vysledky, ktoré znazornuje spodna Cast tab. 1 (v jej hornej casti sa opaku-
ju dvahy pre 1. a 2. hod).

1 1
> pokusov 5 pokusov
1ok 1ok po
5 pokusov 5 pokusov L
0 znakov 1 znak hode
L pok L pok L pok L pok
4 Pokusov 4 Pokusov 4 Pokusov 4 pokusov
+0 +1 +0 +1
1 2 1 po
4 pokusov 1 pokusov 4 pokusov 5
0 znakov 1 znak 2 znaky hode
1 1 2 2 1 1
8 8 8 8 8 8
+0 +1 +0 +1 +0 +1
1 3 3 1 po
8 8 8 8 3.
0 znakov 1 znak 2 znaky 3znaky | hode
111 3 3 3 3 111
16 | 16 16 16 16 16 16 | 16
+0 | +1 0 +1 +0 +0 | +
1 4 6 4 1| po
16 16 16 16 16 4.
0 1 znak 2 znaky 3 znaky 4 | hode
zna- Zna-
kov Ky
Tab. 1
Pravdepodobnost padnutia znakov po 1., 2., 3., a 4. hode.
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Nazname dvahy pre 3. hod (pozri v tab. 1 riadok, ktory je pod riadkom po 2. hode).

|
V idedlnom pripade v 3. hode

z tych pokusov, v ktorych v prvych
dvoch hodoch nepadol ani jeden

1
znak (tie tvoria Z z celkového

poctu pokusov), padne

z tych pokusov, v ktorych v prvych
dvoch hodoch padol znak iba raz

2 ) .
(tie tvoria Z z celkoveho poctu

pokusov), padne

z tych pokusov, v ktorych v prvych
dvoch hodoch padli 2 znaky

1 ) .
(tie tvoria Z z celkoveho poctu

pokusov), padne

1 2 1
— pokusov — pokusov — pokusov po
4P 4 P 4P 2.
0 znakov 1 znak 2 znaky hode
1 1 2 2 1 1
8 8 8 8 8 8
+0 +1 +0 +1 +0 +1
v polovici pripadov a v polovici v polovici pripadov a v polovici v polovici a v polovici
pripadov znak pripadov znak pripadov znak

L 11
Gislo (o je—z—
2
z celkového poctu
1
pokusov, teda §

z celkového poctu
pokusov), v tychto
pripadoch padlo po
3 hodoch celkom
0 znakov

(to je tiez l
i

z celkového poctu
pokusov), v tychto
pripadoch padol
po 3 hodoch
celkom
1 znak

" 11

Gislo (toje —z—
2 4

z celkového poctu
2

pokusov, teda §

z celkového poctu
pokusov), v tychto
pripadoch padol
po 3 hodoch
celkom 1 znak

c s 2
(to su tiez —
8

z celkového poctu
pokusov), v tychto
pripadoch padli
po 3 hodoch
celkom
2 znaky

Preto po 3 hodoch padne (pozri riadok po 3. hode v tab. 1)

e (znakov v % z celkového poctu pokusov,

e 1 znak V% + %, t.j.v % z celkového poctu pokusov,

e 2znakyv % + % = % z celkového poctu pokusov,

e 3znakyv 1 z celkového poctu pokusov.

ULOHY

2. V diskusii sa uistite, Ze ste porozumeli ivaham, ktoré sme pouZili pri vypliiiani tab. 1

a skontrolujte spravnost jednotlivych pravdepodobnosti po 4. hode.

3. Pouzite tieto dvahy na zistenie poctu znakov po 5. a 6. hode. Vysledky zapiSte do ta-
bulky a vyslovte ich ,,v re¢i pravdepodobnosti* (napr. pravdepodobnost, Ze pri 6 ho-

doch mincou padne znak prave 2-krat, je ... .)

pripadov ¢islo
(to je i
8

z celkového poctu
pokusov), v tychto
pripadoch padli
po 3 hodoch
celkom
2 znaky

(to je tiez L
i

z celkového poctu

pokusov), v tychto
pripadoch padli
po 3 hodoch
celkom
3 znaky
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PASCALOV TROJUHOLNIK

VSimnime si teraz ¢isla v bielych riadkoch tab. 1 na s. 12, teda jednotlivé pravdepo-
dobnosti. Vedome sme ich zapisali tak, aby vSetky zlomky v jednom riadku mali rovna-
kého menovatela (tym je v 1. riadku &islo 2, v druhom &islo 4 = 22, v trefom &islo 8 = 23,
v $tvrtom &islo 16 = 2%, pozri tab. 2).

1 1
) ) 1. hod
1 2z 1
2 4 2 2. hod
1 3 3 1
3 3 3 3 3. hod
1 4 6 4 1
16 16 16 16 16 | 4 hod
Tab. 2
Jednotlivé pravdepodobnosti 7 tab. 1.

ULOHA

4. Aky je sucet cisel v jednotlivych riadkoch tab. 2? Vysledok mozno zddvodnit
jednoduchymi dvahami o celku (ktory predstavuju vSetky pokusy) a jeho Castiach,
urobte to! Potom svoje zdévodnenie vyjadrite v reci pravdepodobnosti.

Ulohou 4 si tieZ pripominame jednoduché vlastnosti pravdepodobnosti, ktoré mo#no zddvodnit tivahami o si-
bore vSetkych pokusov a jeho Castiach:

e pravdepodobnost istej udalosti je 1 (istd udalost nastane pri kazdom pokuse),

e ak A, B su dva vysledky ndhodného pokusu s pravdepodobnostami p(A), p(B), ktoré neméZu nastat sicasne,
tak pravdepodobnost, Ze nastane A alebo B, je p(A alebo B) = p(A) + p(B) (pripomeiite si v diskusii zdovod-
nenie tejto vlastnosti).

1 I VI 1 1 V|

Teraz nas budu zaujimat iba Citatele zlomkov z tab. 2, uvddzame ich v tab. 3.

1 1 1. hod
1 2 1 2. hod
1 3 3 1 3. hod
1 4 6 4 1 4. hod
. Tab. 3
Citatele zlomkov z tab. 2.

ULOHA

5. Aky je sucet cisel v jednotlivych riadkoch tab. 3? Vysledok mozZno odvodit z vy-
sledku dlohy 4, urobte to.
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Suctova vlastnost

Ak ste spravne vyriesili tlohu 3 na s. 13, iste ste objavili dolezitt vlastnost Cisel z tab. 3:

e na pravom aj lavom kraji kazdého riadka je Cislo 1,
e kazdé vnuitorné Cislo v nasledujicom riadku je sucet dvoch ¢isel nad nim z predchadzajiceho riadka.

1 1 1. hod

X T | 2. hod

1 \1+32=/ \2+31= 1 3. hod

1 1+43= 3+63= 3+41=/ 1 4 hod

Siictovd vilastnost Cisel z tab. 3.

ULOHY

6. Dopliite do tab. 3 dalSie Styri riadky. Porovnajte ¢isla v piatom a Siestom riadku s va-
S$im rieSenim tlohy 3.

7. Vysvetlite, ako mozno rieSenie ulohy 6 vyuzit pri hladani odpovedi na nasledujice
otazky a najdite tieto odpovede:
a) Aka je pravdepodobnost, Ze pri 7 hodoch mincou padnu prave 3 znaky?
b) Aké je pravdepodobnost, Ze pri 8 hodoch mincou padnu najviac 2 znaky?
c¢) Aka je pravdepodobnost, Ze pri 6 hodoch mincou padnu aspoi 4 znaky?

Kvoli vicsej prehladnosti sa tab. 3 vacsinou zapisuje v trojuholnikovom tvare (z neho je
hned zrejmé, stic¢tom ktorych dvojic susednych Cisel dostdvame hodnoty v nasledujicom
riadku). Této tabulka sa nazyva Pascalov trojuholnik na pocest Blaise Pascala, ktory
venoval ¢iselnému trojuholniku celd knihu Traité du triangle arithmétique (1654). V jej
druhej Casti opisuje pouZitie aritmetického trojuholnika pri rieSeni pravdepodobnost-
nych uloh, predovsetkym sldavnej ilohy o rozdeleni vyhry, ktor4 stila pri zrode moderne;j

tedrie pravdepodobnosti (hovorili sme o nej v 2. ro¢niku).

BLaise PascaL

(1623 — 1662)
VYNIKAJUCI FRANCUZSKY
MATEMATIK A FILOZOF

riadok

PN E LD =

atd.

1 1
1 2
1 3 3
4 6
5 10 10
15 20
21 35 35
56 70

Pascalov trojuholnik

1
1
5 1
6 1
21 7 1
28 8 1

ULOHA

8. Teraz méZeme zodpovedat otdzku z tivodu tohto ¢lanku: Ako pravdepodobné su jed-
notlivé vysledky pri 10 hodoch mincou, teda ako pravdepodobné su moZnosti padne
0 znakov, padne 1 znak, ..., padne 10 znakov?
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Postup z ulohy 1 funguje aj pre iné pravdepodobnosti ako %

V nasledujucej tlohe zistime, Ze s ¢islami z tab. 3 — teda z Pascalovho trojuholnika — sa
stretneme nielen pri hodoch mincou.

9. Uvahy, ktoré sme pouZivali pri vypliiovani tab. 1 na s. 12, pouZi-

) ) . 1 . e R
V IDEALNOM PRIPADE PADNE SESTKA V &~ te na rieSenie nasledujicej ulohy: Ako pravdepodobné je, Ze pri 4

6
2 VELKEHO POGTU POKUSOV A V — NEPADNE. hodoch hracou kockou padne Sestka 0-krat, 1-krat, 2-krat, 3-krat,

6 4-krat ?

PRETO SA VO VYSLEDKU ULOHY 9 BUDU 4 . £y L. p
L ) 9 Jednotlivé pravdepodobnosti v tabulke piSte v tvare sicinu mocnin
VYSKYTOVAT SUCINY TYCHTO DVOCH ZLOMKOV.

2
Cisel % a %, teda napr. 3 - (%) : % Skontrolujte, Ze pri takomto za-
pise sa vo vysledkoch objavia ¢isla z prvych Styroch riadkov Pasca-

lovho trojuholnika.

Ak ste spravne vyrieSili ulohu 9, dostali ste v poslednom riadku tabulky tieto vysledky
(¢erveno sme zvyraznili Cisla zo 4. riadka Pascalovho trojuholnika):

pravdepodobnost, Ze v 4 hodoch hracou kockou padne prave

0 Sestiek 1 Sestka 2 Sestky 3 Sestky 4 Sestky
4 3 2 2 3 4
1.(2) 4.(2)1 6.(2).(L) 4.2.(L) 1.(L)
6 6/ 6 6/ \6 6 \6 6
~ 48,23 % ~ 38,58 % ~ 11,57 % ~ 1,54 % ~ 0,08 %
Tab. 4

Verime, Ze pri rieSeni tlohy 9 ste objavili zakonitost, ktord vim umozni vyplnit dal-
Sie riadky tabulky prakticky automaticky. Preverte si to v dlohe 10. (Ak si zistenou
zakonitostou nie ste isti, skuste vyplnit eSte niekolko dalSich riadkov tabulky z ulo-
hy 9. Verime, Ze pravidlo objavite skor, ako by ste sa pri takomto vyplitiani dostali
az do 12. riadka.)

ULOHA

10. Aka je pravdepodobnost, Ze pri 12 hodoch hracou kockou
a) padnu prave 2 Sestky,
b) padne prave 10 Sestiek?

DRUHE RIESENIE (POMOCOU KOMBINACNYCH CISEL)

Z dloh v predchadzajicom clanku vidno, aky vyznam maju Cisla z Pascalovho troj-
uholnika pri vypocte pravdepodobnosti. Doteraz sme pri hladani tychto Cisel vyuZivali
ich sictovii vilastnost (pozri s. 15). Pomocou nej sice dokaZeme ndjst [ubovolny prvok
Pascalovho trojuholnika, je to v§ak zdihavé (ak nas zaujimajd napr. prvky 50. riadka,
musime vyplnit vSetkych predchadzajicich 49 riadkov). V tomto odseku ukdzeme, Ze
jednotlivé Cisla tohto trojuholnika vieme ndjst aj inym spdsobom — st to totiz kombinac-
né Cisla, na vypocet ktorych existuje jednoduchy vzorec.
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/I | R R 1| R R 1 | A 1

)l

I

O tom, Ze prvky Pascalovho trojuholnika st kombinacné ¢isla, sa mozno presvedcit
viacerymi spdsobmi. My toto tvrdenie dokaZeme vlastne mimochodom: budeme hladat
iny postup rieSenia tlohy 9 a pritom objavime vztah medzi Pascalovym trojuholnikom
a kombina¢nymi ¢islami. UkaZme si tento postup najprv na jednom konkrétnom cisle:
V rieSeni tlohy 9 sme zistili, Ze pri 4 hodoch hracou kockou padnu prave 2 Sestky s prav-

2 2
depodobnostou 6 - (%) . (%) (pozri tab. 4). Z rieSenia uloh 11 aZ 13 vyplynie, Ze Cislo

6 je kombinacné Cislo (: ) Podobné tvahy budt platit aj pre ostatné ¢isla v Pascalovom

trojuholniku, uvedieme ich po vyrieSeni uloh 14 az 16.

ULOHA

11.

RIESENIE

a)

!

!

!

!

!

!

Kombinacéné ¢islo Z?}je pocet k-prvkovych kombindcii z n prvkov, teda pocet moZnosti, ako z n rdznych objek-

tov vybrat skupinu obsahujicu & objektov.

. . n n! L. L
Na vypocet kombinacného Cisla plati vztah |, | = m , ktory mozno zapisat aj v tvare
k Cinitelov
— ™
nf n-nm-1)-...-(n—k+1)
i =

k-(k—1)-..-1
—
k Cinitelov
12t 12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 12-11-10
9131 9-8-7-6-5-4-3-2-1)-(3-2-1) 3.2-1

(Pripometite si odvodenie tohto vzorca, napr. pomocou vztahu medzi poc¢tom k-prvkovych variacii a kombindcii.)

12
napr. ( 3

Vypocitajte pravdepodobnost, Ze v 4 hodoch hracou kockou hodime Sestku
a)iba v 1. a 4. hode,
b) iba v 2. a 3. hode.

PouZijeme rovnaky sposob uvaZovania ako pri vypltiani tab. 1. Struéne je cely postup
znazorneny na obr. 1.

V 1. hode v % pripadov

padne Sestka

1.3 tkych pok
Z tejto % pokusov v 2. hode v % pripadov nepadne Sestka, to je 6 6 ‘oeHyCh pokusov
1 5 5 .
Z tychto % . % pokusov v 3. hode v % pripadov nepadne Sestka, to je 56 6 Setkych pokusov
e 1.5.5 . < - L5 5 1 ik
Z tychto s pokusov v 4. hode v 5 pripadov padne Sestka, to je ' 666 vSetkych pokusov
Obr. 1

Pravdepodobnost, Ze pri hode hracou kockou padne Sestka, je % Pravdepodobnost, Ze Sestka nepadne,
je % Takéto dve pravdepodobnosti sa nazyvaji navzajom doplnkové. Pripomenme jednoduchy poznatok:

ak p je pravdepodobnost, Ze nastane nejaka nahodna udalost, tak pravdepodobnost, Ze tato nahodna udalost
nenastane, je 1 — p. (Pripomeiite si zdovodnenie tohto tvrdenia napr. ivahami o idealnych pokusoch.)
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b) Riesenie tlohy 11 b) je podobné, postup sme zndzornili na obr. 2. Vidno z neho,
7e aj v tomto pripade sa hladana pravdepodobnost (Ze pri Styroch hodoch kockou

2 2
padne Sestka iba v 2. a 3. hode) rovna (%) . (%) .

V 1. hode v % pripadov nepadne Sestka

Z nich v 2. hode v % pripadov padne Sestka,

5.1 vsetkych pokusov
to je 6 6
S0 01 Sgarlew
Z tychto % . % pokusov v 3. hode v é pripadov padne Sestka, to je I3 ) I3 ) 3 vietkych pokusov
0
Ztychto 2 - L. 1 pok 4. hode v 2 pripad dne Sestka. to i i-i~l~§v§etk}'fchpokusov
ye 0g < gpo usov v 4. oevgpnpa ov nepadne Sestka, to je 6 6 6 6

Obr. 2

ULOHY

PADNUT SESTKA PRAVE DVAKRAT

V ULOHE 11 SME UVIEDLI DVE ROZNE MOZNOSTI,
AKO MOZE PRI 4 HODOCH HRACOU KOCKOU

12. Uvedte vSetky zvySné moZznosti, ako m6Zu pri 4 hodoch kockou
padnut prave 2 Sestky.
13. Pre kazdd moznost z rieSenia dlohy 12 vypocitajte pravdepodob-

(v 1. A4. HODE, v 2. A 3. HODE). nost, Ze tito moznost nastane.

s v,

Vo vysledku sa objavuje kombinacné cislo

ZrieSenia tloh 11 aZ 13 vyplyva: Existuje celkom 6 r6znych moZnosti, ako méZu padniit
prave 2 Sestky pri Styroch hodoch hracou kockou:

vli.a2.hode,vl.a3.,vl.a4.,v2 a3.,v2 a4, v3. a4 hode, (*)
to ste zistili v tlohe 12.

2 2
Pravdepodobnost kazdej z tychto moznosti je (%) . (%) , to ste mali zistit v dlohe 13.

Pravdepodobnost, Ze v Styroch hodoch kockou padne Sestka prave dvakrét, je sic¢tom
2 2
tychto 6 rovnakych pravdepodobnosti, preto jej hodnota je 6 - (%) . (%) .
Ako vidime, dostali sme rovnaky vysledok ako v tab. 4 na s. 16. To samozrejme nie je
ni¢ prekvapujice (podivné by bolo, keby sme dvomi spdsobmi vypoctu tej istej pravde-
podobnosti dostali dva rézne vysledky). Zaujimavé pre nés je, ako sme v tomto druhom
postupe prisli k ¢islu 6: Sest bol pocet vSetkych moZnosti, ako zo 4 hodov vybrat tie
2, v ktorych padne Sestka — pozri riadok oznaceny (*). Bol to teda pocet 2-prvkovych
kombinacii zo 4 prvkov (prvkami boli Cisla 1, 2, 3, 4, ktoré oznacovali poradové c¢islo
hodu). To znamend, Ze hodnotu 6 sme nasli ako kombina¢né Cislo (:) preto vyslednud
1 5

2 2
pravdepodobnost moZeme zapisat ako (:) . (€> . (E) .

Pravdepodobnggy Zey

4 hog e (). (AP (E) 7
9¢h kockou padny préve 2 sestky: 1 (2 6/ \6)

Uvahy, ktoré sme v dlohach 11 a7 13 urobili pre konkrétnu pravdepodobnost tspechu

p= % (ispechom je padnutie Sestky), konkrétny pocet pokusov n = 4 (pokusom je hod

m kockou) a konkrétny pocet uspechov k = 2, méZeme pouZit aj pre iné hodnoty n, k a p.
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VyskiSame si to v nasledujiicich dlohach (opakovanie uvedenych uvah je tiez prilezi-
tosfou na ich lepsie pochopenie). V prvych dvoch zostaneme pri hadzani kockou, teda

ponechdme hodnotu p = 1 :

e v ulohe 14 zapiSeme pomocou kombinacnych cisel dalSie dva z moZnych vysledkov
pri hode 4 kockami — 1 Sestka a 3 Sestky (zvy$né dva pripady — 4 Sestky a O Sestiek
pridu na rad v tlohach 16 a 17), zmenime teda pocet tispechov k, ale ponechdme pocet
pokusovn =4,

e v udlohe 15 zmenime pocet pokusov n aj poCet ispechov k.

Neskor — v ulohach 18 a 19 zmenime aj hodnotu pravdepodobnosti p.

ULOHY

14. Pomocou kombina¢nych cisel zapiSte pravdepodobnosti, Ze pri 4 hodoch kockou
a) padne prave 1 Sestka, b) padnu prave 3 Sestky.
Pri odvodzovani vysledku pouzite postup z rieSenia tloh 11 az 13.
15. Zopakujte dvahy z rieSenia tloh 11 aZ 13 pri vyjadreni pravdepodobnosti, Ze
a) pri 7 hodoch kockou padnu préave 3 Sestky,
b) pri 20 hodoch kockou padnu prave 4 Sestky.

RIESENIE

DoterajSie tivahy o vypocte pravdepodobnosti poctu tspechov pri hode kockou mézeme
zhrntt: (skontrolujte, Ci je tento opis v sulade s vasim rieSenim dloh 14 a 15):
e Pocet roznych moznosti, v ktorych v k hodoch z celkového poctu n hodov padne

Sestka, vypocitame ako kombinacné cislo Z .

e Vsetky tieto moznosti maji rovnakd pravdepodobnost: tou je sicin, v ktorom sa Cislo
% objavi tolkokrat, kolkokrét padla Sestka — teda k-krat a &islo % tolkokrat, koTkokrat
Sestka nepadla — teda (n — k)-krat. Napriklad pravdepodobnost, Ze Sestka padne zo 7

hodov v 3., 4. a 7. hode, nijdeme ako sicin 22 L 15 51 (hodnota %je

3 4
na 3., 4. a7. mieste), teda tato pravdepodobnost je (%) . (%) .

e Pravdepodobnost, Ze v n hodoch kockou padne Sestka prave k-krit, je sucet tychto

n ., . . . [n\ [1\k [5\n-k
L rovnakych pravdepodobnosti, preto jej hodnota je (k) . (E) : (E) .

~(m) (1| (5) -k
pravdepodobnost, 3¢ V1 hodoch kockou padne prave k gestiet \© (k) (6) 6 .

ULOHA
1 5

k n—k
16. Skontrolujte, Ze v tvare (n) . (—) : (—) , ktory sme uviedli v zavere predchadza-

k/ \6/ \6
juceho textu, mozno zapisat aj pravdepodobnost, Ze @ e e a

a) v 4 hodoch kockou padnu 4 Sestky (v tomto pripade sa n =4, k =4),
b) v n hodoch kockou padne n Sestiek.

n\ [1\k [5\n-k , }
VZOREC (k) : (g) . (g) BUDE DOLEZITY V NASICH DALSICH UVAHACH. PRETO — HOCI OBIDVE PRAVDEPODOBNOSTI Z ULOHY 16 MOZNO

ZAPISAT JEDNODUCHSIM SPOSOBOM — CHCEME SKONTROLOVAT, €I VSETKY (AJ TIETO JEDNODUCHSIE ZAPISATELNE) PRAVDEPODOBNOSTI
MOZNO VYJADRIT JEDNYM A TYM ISTYM VZORCOM. ROVNAKY CIEL BUDE MAT AJ ULOHA 17.
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Mala odbocka PASCALOV TROJUHOLNIK A KOMBINACNE CISLA

Teraz sa méZzeme vrétit k vztahu medzi Pascalovym trojuholnikom a kombina¢nymi ¢islami, ktory sme naznacili
v uvode tejto Casti na s. 16. V tab. 5 porovnavame dve rieSenia tej istej ilohy — n4jst pravdepodobnosti, Ze pri 4
hodoch kockou padne prave O Sestiek, 1 Sestka, 2 Sestky, 3 Sestky, 4 Sestky:

e Vysledky v dolnom riadku tab. 5 sme nasli pri rieSeni tloh 11 az 14 a 16 nas. 17 — 19.

e Vysledky uvedené o riadok vyssie sme nasli v tilohe 9 (pozri tab. 4 na s. 16). Pripomenime eSte, Ze Cisla 1, 4, 6,
4, 1 v tomto riadku su ¢isla v Stvrtom riadku Pascalovho trojuholnika.

pravdepodobnost, Ze v 4 hodoch hracou kockou padne prave

0 Sestiek 1 Sestka 2 Sestky 3 Sestky 4 Sestky
4 3 2 2 3 4
1.(2) 4.(2).L 6.(2).(L) 4.2.(L) 1.(L)
6 6/ 6 6/ \6 6 \6 6
W | DI B |
1/ \6/ 6 2/ \6/ \6 3/ 6 \6 4/ \6
Tab. 5

Z porovnania poslednych dvoch riadkov tabulky 5 vidno, Ze ¢isla 4, 6, 4 a 1 sa zhodujd s kombinan¢nymi ¢islami

(;‘ ), (;), (: ) a ( 4 ) Zostava este Cislo 1 na zaciatku horného riadka: aby sme aj to mohli zapisat v tvare kombinac-

ného cisla, dohodneme sa, Ze symbol (0 ) bude oznacovat ¢islo 1.

Il

Dohoda o zavedeni symbolu 4 nie je az taka forméalna, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat. Kombina¢né

I

Il

cislo (Z) je pocet vSetkych moznosti, ako z n r6znych prvkov vybrat skupinu obsahujicu k prvkov. Podla tohto

Il

opisu by Cislo (g) malo vyjadrovat pocet moznosti, ako zo 4 rdznych prvkov vybrat 0 prvkov. Ak sa nad tym

I

zamyslime, tak uzndme, Ze sa to da prave jednym spdsobom: vSetky 4 prvky nechdme na mieste. To je v sulade
s dalSim poznatkom o kombinacnych ¢islach: Kazdym vyberom k-prvkovej skupiny z n prvkov je jednoznacne
uréend (n — k)-prvkova skupina tych prvkov, ktoré sme nevybrali. Preto pocet vsetkych k-prvkovych sku-

Il

I

I

pin musi byt rovnaky ako pocet vSetkych (n — k)-prvkovych skupin. Zapisané pomocou kombinacnych cisel:

I

Il

k n—k

(n) = ( " ) Opticky to znamenad, Ze n-ty riadok Pascalovho trojuholnika je siimerny podla stredu (skontroluj
-te to). Dohoda (g) = 1 zachovava tdto simernost, pretoze ako vieme, plati (n) = 1,
n

I

Il

Vdaka tejto dohode mdzeme povedat, Ze Stvrty riadok Pascalovho trojuholnika tvoria kombinaéné Cisla (g), (‘1‘), (;),

(:) a (4) Rovnaké tvahy mozno pouzit pre fubovolny riadok v Pascalovom trojuholniku. Ak sa dohodneme, Ze prva

jednotku v n-tom riadku oznacime symbolom (8), tak n-ty riadok Pascalovho trojuholnika tvoria kombinacné ¢isla

A AR

Dohoda: ("
0

=5 ny n!
== kIl (n—k) k!’
== musime sa eSte dohodnut, Ze symbol 0!, ktory sa v tomto vzorci pre k=0 vyskytne, budeme chapat ako ¢islo 1.

Aby sme na vypocet tychto novych kombinacnych ¢isel (g) mohli pouZivat pdvodny vzorec

Tuato dohodu potrebujeme aj pri pouZiti uvedeného vzorca na vypocet kombinac¢ného cisla (n ), skontrolujte to!
n
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Dohoda: 0!=1

= Zvycajne pouzivani podoba Pascalovho trojuholnika mé aj nulty riadok, v ktorom je jedna jednotka (nasle-

I

duje prvy riadok s ¢islami 1, 1, druhy s Cislami 1, 2, 1 atd’.). Tdto jednotku mo6Zeme — v silade so vzorcom

= (n !
= \r/ = m a s dohodou, zZe 0! = 1 — zapisat ako kombinacné Cislo (g) (skontrolujte to).
riadok

: o]
! ol 1

3 ol G G
0 1 2 3 ., Pascalov“ trojuholnik bol zndmy

4 ( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ddvno pred Pascalom v Cine, Indii,
‘ 0 1 2 3 4 Perzii aj Eurdpe. Na obrdzku je
: Jjeho vyobrazenie z . 1407 v jednom

n n n n n n n >
n ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) z vydani knihy Jordana de Nemore,
) 0 1 2 3 n-2/\n-1/ \n

europskeho matematika z 13. storocia.

) ) ; ) oL Za pozornost stoja pre nds dnes
Pascalov trojuholnik zapisany pomocou kombinacnych Cisel nezvycajné tvary arabskych cislic.

1 I T T T T R T R

|

0| | 0 0 0 0 ) 0 1 0 1 Y A 1 R A

To, Ze jednotlivé hodnoty v Pascalovom trojuholniku vyjadruji pocty kombinacii, bolo zname indickym

matematikom uz v 9. storo¢i. Nasledujuci kombinatoricky dokaz suctovej vlastnosti Pascalovho trojuhol-

nika vSak pochddza od Pascala.

Vsetky (k + 1)-prvkové kombinécie z n + 1 prvkov — ktorych pocet je (Z * i) — mozno rozloZit na dve skupiny:
+

e Prvé obsahuje tie kombindcie, v ktorych sa vyskytuje nejaky vopred uréeny prvok. Tychto kombinécii je

(Z), pretozZe k ur¢enému prvku treba eSte pridat dalSich k prvkov (tie vyberame celkovo z n prvkov, medzi

ktorymi zvoleny prvok uZ nie je), aby sme dostali celkom k + 1 prvkov.

e Druhi obsahuje kombinacie, ktoré tento dany prvok neobsahuju, tych je " 1), pretoze vsetkych k + 1

k +
prvkov treba vybrat spomedzi n prvkov, medzi ktorymi nie je zvoleny prvok.

Preto musi platit (n * 1) = (”) + ( n )
. k+1 kI \k+1
Cisla v Pascalovom trojuholniku maju eSte dalSiu doleZitu vlastnost. Ak sa pozrieme na pravé strany nasle-

dujucich rovnosti — dostali sme ich roznasobenim vyrazov na ich lavej strane — zistime, Ze koeficienty, ktoré
sme vyznacili ¢erveno, tvoria jednotlivé riadky Pascalovho trojuholnika:

(a+b?=1-a*>+2-ab+1-b°
(a+b)P’=1-*+3-a*0+3-ab*>+1-b°
(@a+b*=1-a*+4-a’b+6-a°b*+4-ab*>+1.-b*

Cisla1,2,1 predstavuju druhy riadok Pascalovho trojuholnika, ¢isla 1, 3, 3, 1 jeho treti riadok, ¢isla 1, 4,
6, 4, 1 stvrty riadok. Tento poznatok plati pre kazdé prirodzené Cislo n: ak chceme zapisat vyraz (a + b)"
v roznasobenom tvare, pouZijeme ako koeficienty ¢isla z n-tého riadka Pascalovho trojuholnika. Napriklad

jeho 6smy riadok tvoria Cisla
1 8 28 56 70 56 28 8 1
a vyraz (a + b)® ma po roznésobeni podobu

(@+b®=1-a>+8-a’b+28-a®?*+56-a°b>+70 a*b* +56 - a’b® +28 - a*b® + 8 - ab’ + 1 - b®

(vSimnite si, Ze mocniny premennej a klesaji postupne od 8 k 0, naopak mocniny premennej b rastd od

e N
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JacoB BERNOULLI

(1654 — 1705)

SA PRAVDEPODOBNOSTOU
POCTU USPECHOV PRI
VIACNASOBNOM OPAKOVANI
POKUSU ZAOBERAL V SVOJOM
DIELE ARS CONJECTANDI
(UmENIE usubzovaT). PRACA
NADVAZUJUCA NA VYSLEDKY
DALSICH VYZNACNYCH
MATEMATIKOV, KTORI

STALI PRI ZRODE TEORIE
PRAVDEPODOBNOSTI (HUYGENS,
PascaL, FERMAT) vYSLA

v R. 1713, 0SEM ROKOV PO
BERNOULLIHO SMRTI.

BERNOULLIOVSKE POKUSY
A BINOMICKE ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI

Opakované hody mincou alebo hracou kockou, pri ktorych nas zaujima pocet uspechov
(v naSich prikladoch je dspechom v pripade mince padnutie znaku, v pripade kocky
padnutie Sestky) st typické priklady bernoulliovskych pokusov. Vo v§eobecnosti ber-
noulliovskym pokusom nazyvame viacndsobné opakovanie jednoduchého pokusu, pri-
¢om v jednoduchom pokuse nas zaujima iba jeden z jeho moznych vysledkov, ktory
oznacujeme ako uspech (v priklade s hracou kockou nds z r6znych moznych vysledkov,
napr. padne trojka, padne pdrne Cislo, nepadne Stvorka a pod., zaujimal vysledok padne
Sestka, tento vysledok sme preto oznacili ako ispech).

V predchéadzajicich dlohach sme sa obmedzili na padnutie Sestky pri hode kockou — teda
na ndhodny pokus, v ktorom pravdepodobnost tspechu je p = % . Rovnaké tvahy vsak

mdZeme urobit pre ndhodny pokus s fubovolnou inou pravdepodobnostou uspechu p.
Vyskusame si to v tlohe 18. Predtym dokonéime rozbor vSetkych moznych vysledkov
pri opakovanom hode kockou.

k n—k
V ulohe 16 sme overili, Ze vzorec (Z) . (%) . (%) mozno pouZit na zapis pravdepodob-

nosti jednej z extrémnych moZnosti — vo vietkych hodoch padne Sestka. Teraz nas bude
zaujimat druhy extrém — Sestka nepadne ani raz.

ULOHY

17. V ¢lanku o Pascalovom trojuholniku na s. 20 sme sa dohodli, Ze symbol (g) bude

oznacovat ¢islo 1. Skontrolujte, Ze vdaka tejto dohode mozno pravdepodobnost, Ze
a) v 4 hodoch kockou nepadne ani jedna Sestka,
b) v n hodoch kockou nepadne ani jedna Sestka

( ) . <_) . (_)
.

ZMYSEL TYCHTO OTAZOK SME VYSVETLILI V POZNAMKE PRI ULOHE 16 NA S. 19: CHCEME SKONTROLOVAT, ¢l VSETKY PRAVDEPODOBNOSTI
— AJ TIE, KTORE MOZNO ZAPISAT JEDNODUCHSIM SPOSOBOM — MOZNO VYJADRIT JEDNYM A TYM ISTYM VZORCOM.

Ladd

18. V diskusii si ujasnite, Ze rovnako ako v tlohdch 11 az 17 mdéZeme uvaZzovat aj
o vysledkoch opakovania ndhodného pokusu, v ktorom pravdepodobnost tspe-
chu je napr. p = 0,237. Rieste pre tuto pravdepodobnost p tilohy podobné pred-
chadzajicim: aki je pravdepodobnost, Ze
a) zo 4 pokusov budu dspesné prave 2,  b) z 10 pokusov bude uspeSnych prave 7,
¢) z n pokusov bude tspesnych prave k,  d) z 20 pokusov bude tspesnych 20,

e) z 8 pokusov nebude tspesny f) z n pokusov nebude tspesny

ani jeden, ani jeden.
Vysledky zapiste pomocou kombinacnych cisel, hodnoty v tlohéach a), b), d), e)
vypocitajte na kalkulacke.

Urnovy model s vratenim

Pokus s pravdepodobnostou p = 0,237 moZno znizornit pomocou tzv. urnového mode-
lu. V urne je velky pocet guliek, z nich 23,7 % je cervenych, ostatné su Cierne (v urne

je napr. 237 Cervenych a 1 000 — 237 = 763 Ciernych guliek).
Jednoduchy pokus je vybratie jednej gulky.
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I

Ak chceme pokus opakovat, musime vybrati gulku do urny vratit, aby sa pravdepodobnost ispechu pri dalSom
pokuse nezmenila. Kvoli vrateniu gulky sa tento urnovy model oznacuje ako model s vrdtenim (v poslednej
kapitole sa stretneme aj s urnovymi modelmi bez vratenia).

I

I

I

Podobne si mozno predstavovat aj pokusy s inou pravdepodobnostou uspechu p.

I

ULOHA

19. Zapiste pravdepodobnosti z tilohy 7 na s. 15 pomocou kombinaénych Cisel. Zapisa-
né pravdepodobnosti vypocitajte a hodnoty porovnajte s vysledkami tlohy 7.

Uvahy, ktoré sme pouZivali pri rieSeni dloh 11 aZ 19, sd stru¢ne zhrnuté v nasledujiice;j
tabulke — v prvom a druhom stlpci pre porovnanie (a vic¢Siu ndzornost) pre hod kockou,
v tretom stlpci vo vSeobecnej podobe.

Hod kockou — pravdepodobnost, 1 Pokus, v ktorom
Ze pri jednom hode padne Sestka, je 3 pravdepodobnost tispechu je p

pravdepodobnost, Ze pri 4 hodoch | pravdepodobnost, Ze pri n hodoch | pravdepodobnost, Ze pri n opakovaniach
kockou padnii prdve 2 Sestky kockou padne prdve k Sestiek pokusu bude prdve k pokusov iispesnych
Existuje celkom (;) mozZnosti, Existuje celkom (Z) moZnosti, Existuje celkom Z moznosti, ktorych k
v ktorych dvoch zo Styroch hodov | v ktorych k z n hodov padne z n pokusov bude uspesnych.
padne Sestka. Sestka.
Pravdepodobnost kazdej z tychto | Pravdepodobnost kazdej z tychto | Pravdepodobnost kazdej z tychto moz-
moznosti je mozZnosti je nosti je

1\2 1\4-2 1\ 1\n-Fk

1= . (1= k. (1 =p)-k

(50 -%) 13 p-p)

HIadana pravdepodobnost je sticet | Hladana pravdepodobnost je sticet | Hladana pravdepodobnost je stcet
tychto (:) rovnakych mozZnosti, tychto (Z) rovnakych mozZnosti, tychto (n) rovnakych moznosti, preto sa

. . rovna
preto sa rovna preto sa rovna ovna

R A T

Vyplyva z nich dolezity poznatok, ktory vyuzZijeme v naSich nasledujicich avahach:

”) PR =pyh

ak n-krat opakujeme p (
k

(<]
. ) 19 1\8 [5\1
PRAVDEF‘ODOBNOST, ZE PRI 19 HODOCH KOCKOU PADNE PRAVE 8 JEDNOTIEK, JE N . g . g

. 1
(PRAVDEPODOBNOST, ZE PRI JEDNOM HODE PADNE JEDNOTKA, JE g)

. ) ) 12 12
PRravDEPODOBNOST, ZE PRI 12 HODOCH MINCOU PADNE ZNAK PRAVE 7-KRAT, JE -0,5

(PRAVDEPODOBNOST, ZE PRI JEDNOM HODE PADNE ZNAK, JE 0,5).
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Ak budeme 250-krat opakovat pokus, v ktorom pravdepodobnost dspechu je p = 0,4,
bude mat vzorec (*) tvar

(220) . 0’4k . 0,6250_k. (**)

Napriklad 250-krat za sebou vytiahneme gulku z urny, ktord obsahuje 40 % Cervenych
a 60 % ciernych guliek, zistime farbu vytiahnutej gulky a gulku vratime do urny.
Tento zloZeny ndhodny pokus (vytvoreny 250-ndsobnym opakovanim jednoduchého
pokusu, ktorym je vytiahnutie 1 gulky) mdze mat 251 r6znych vysledkov — ndhodnych
udalosti: Ziadna vytiahnutd gulka nebola cCervend, prdve 1 vytiahnutd gulka bola
Cervend, prdve 2 vytiahnuté gulky boli Cervené, ..., prdave 249 vytiahnutych guliek
bolo cervenych, vsetky vytiahnuté gulky boli Cervené.

Ak do tohto vzorca dosadime niektoré z ¢isel k=0, 1, 2, ..., 250, dostaneme pravde-
podobnost, Ze pri 250 opakovaniach dosiahneme tspech prave k-krit. Na vzorec (¥*)
sa teda mdZeme pozerat ako na predpis funkcie, ktord moZznym vysledkom nahodné-
ho pokusu (tie st v tomto pripade opisané hodnotami k = 0, 1, 2, ..., 250) priraduje
ich pravdepodobnosti. Takéto funkcie sa v matematike nazyvajui rozdelenie pravde-
podobnosti. Predpis rozdelenia pravdepodobnosti (**) sme dostali tak, Ze v (*) sme
zvolili konkrétne hodnoty n = 250 a p = 0,4. Kazdé rozdelenie pravdepodobnosti,

'[)k . (1 _p)n—k’ sa

nazyva binomické. Teda pre kazdu konkrétnu dvojicu n a p (kde n je nejaké priro-

ktoré takouto konkrétnou volbou n a p dostaneme z predpisu (Z

dzené ¢islo a p niektora hodnota medzi 0 a 1) dostaneme jedno konkrétne binomické
rozdelenie. Hodnoty n a p sa nazyvaju parametre tohto rozdelenia. Napriklad rozde-
lenie urcené vzorcom (**) je binomické rozdelenie pravdepodobnosti s parametrami
n=250,p=0,4.

1.3 Ako to bolo s falosSnou mincou

Teraz sa mdzeme vratit k otazke, ktord sme vyslovili v Gvode tejto kapitoly. Ak

= KTORE ODCHYLKY OD

IDEALNEHO VYSLEDKU SO PRI hadZeme 10-krat mincou, o¢akavame, Ze pocet znakov, ktoré padni, sa bude pohy-
10 HODOCH PRAKTICKY bovat okolo 5. Je ndm pritom jasné, Ze nemusi padnit presne 5 znakov. Ak sa napr.
NEMOZNE? pocet padnutych znakov od idedlnej hodnoty 5 odchyli nanajvy$ o = 1 (teda padne
® AKO TO BUDE PRI INVCH 4, 5 alebo 6 znakov), pokladame to za normadlne. Ot4zka je, akd velk4 odchylka od

POCTOCH HODOV MINCOU

idedlnej hodnoty 5 uZ nie je normalna. Inak povedané: aka velka odchylka by uz
= PRECHOD K RELATIVNYM

mala vzbudit nase podozrenie, Ze minca je falo$na (teda pravdepodobnost padnutia

C S e .
:), FINOSTIAM ) znaku na nej nie je 0,5)?
L] LADAME PRAKTICKY ISTE
VYSLEDKY
\aed\ny vystedok = pocet pokusoy () x pravdepodobnost uspecht )

KTORE ODCHYLKY OD IDEALNEHO VYSLEDKU SU PRI 10 HODOCH
PRAKTICKY NEMOZNE?

ULOHA

20. Pomocou tabulkového kalkulatora
a) vytvorte tabulku, v ktorej pre kazdd z hodndt k = 0, 1, ..., 10 vypocitate prav-

m depodobnost, Ze pri 10 hodoch Standardnou mincou padne znak prave k-krat,
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b) potom v dal§om stipci tabulky vyjadrite v percentéch pravdepodob- TATO TABULKA OPISUJE BINOMICKE
nosti z bodu a), ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI PRE
¢) zostrojte graf, zndzorfiujici pre jednotlivé hodnoty k =0, 1, ..., 10 pri- n =10, p = 0,4 (Pozri DEFINICIU

slusnd pravdepodobnost (v %). BINOMICKEHO ROZDELENIA ZO S. 24).

Vytvorenu tabulku pouZijeme eSte v dlohach 21, 26.

RIESENIE

Z clanku 1.2 vieme, Ze pravdepodobnost, Ze pri 10 hodoch mincou padne prave k zna-

kov, je (1]?) L 0,5 - (1 —0,5)°*, &o je to isté ako (1]?) . 0,5' (skontrolujte, Ze obidva

vzorce su Spravne).
V tabulkovom kalkuldtore mame teda naprogramovat vypocet hodndt funkcie

(1]:)> . ()’510 pre k=0,1,2, ..., 10.

Mozny postup vypoctu sme znazornili na obrazku: Do bunky A1 vloZime hodnotu 0, do
bunky A2 vzorec =Al + 1 aroz$irime ho na bunky A3 aZ A11. Do bunky B1 vloZime

vzorec = (/lﬁ) -0,5'""  arozgirime ho na bunky B2 a7 B11. Do bunky C1 vloZime vzo-

rec =100 - B1 arozsirime ho na bunky C2 az C11.

Hodnoty pravdepodobnosti z buniek C1 az C11 ndjdete nad jednotlivymi bodmi grafu
na obr. 4 (s. 27). Skontrolujte, ¢i sa zhoduju s vaSimi vysledkami (porovnajte ich tiezZ
s pravdepodobnostami z rieSenia ulohy 8 nas. 15).

A B C
10
1 0 :<A1)~o,51° =100 - Bl
2 =A1+1 — —
£ m g O
Q
3| E 2 £
— 2 RZENQN|
= B ES S =9
3 o = 2 2
= 3 | O 4 SN
Q g N 8% 8%
10 g=<ﬂ Qo Q2
S > ]
11 > (=] (=]

ULOHA

21. Pouzite tabulku, ktoru ste vytvorili v tlohe 20 a) a pomocou tabulkového kalku-
latora vypocitajte pravdepodobnost (v %), Ze pri 10 hodoch Standardnou mincou
padne
a) 4 a7 6 znakov (teda odchylka od idealneho stavu 5 znakov bude nanajvys + 1),
b) 3 az 7 znakov (odchylka bude nanajvys * 2),
¢) 2 az 8 znakov (odchylka bude nanajvys * 3),

d) 1 aZ 9 znakov (odchylka bude nanajvys * 4).

K jednotlivym pravdepodobnostiam vypocitajte doplnkové pravdepodobnosti
v percentach (teda hodnotu 100 — pdvodnd pravdepodobnost v %). OpiSte udalosti,
ktorym zodpovedaju tieto doplnkové pravdepodobnosti.

RIESENIE

Pravdepodobnosti a) az d) st v prvych dvoch stipcoch tab. 6. Vyznacili sme ich tieZ

pod svorkami na obr. 4. Napriklad hodnotu 89,062 5 % (vyjadrujicu pravdepodobnost, _
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7 znakov:

k=3azk="1.

vsetky moznosti

doplnkova udalost

Obr. 3
Pomocou idedlnych pokusov pripomerime vztah pravdepodobnosti
a doplnkovej pravdepodobnosti:
3 — 7 znakov padne v idedlnom pripade v 89,0625 %
z velkého poctu pokusov (jeden pokus = 10 hodov mincou).
V zvy$nych pokusoch — tych je 100 — 89,0625 = 10,937 5 percent —
tdato moznost nenastane, teda padne iny pocet znakov ako 3 — 7.

7e pri 10 hodoch mincou padne 3 a7z 7 znakov, pozri vyznaceny riadok v tab. 6) sme
nasli ako sucet pravdepodobnosti, Ze padne prave 3, prave 4, prave 5, prave 6 a prave

11,718 75 + 20,507 812 5 + 24,609 375 + 20,507 812 5 + 11,718 75 = 89,062 5,

teda v tabulke z tlohy 20 sme scitali pravdepodobnosti zodpovedajice hodnotim

Doplnkova pravdepodobnost je v tomto
pripade 100 — 89,062 5 = 10,937 5 (%).
Doplnkova pravdepodobnost je pravdepo-
dobnost toho, Ze nenastane dana moznost.
V nasom pripade je to teda pravdepodob-
nost, Ze pri 10 hodoch mincou bude pocet

znakov 0, 1, 2, 8, 9 alebo 10, t. j. odchylka

Preto pravdepodobnost doplnkovej udalosti . ) re
od idealneho poctu 5 znakov bude vicsia

(padne iny pocet znakov ako 3 —7) je 10,937 5 %.

ako £ 2.
pravdepodobnost, Ze pri % doplnkovd = pravdepodobnost, Ze odchylka
10 hodoch mincou padne pravdepodobnost od idedlnej hodnoty 5 bude vicSia ako
4 az 6 znakov 65,625 34,375 +1
3 az 7 znakov 89,062 5 10,937 5 +2
2 az 8 znakov 97,851 562 5 2,148 4375 +3
1 az 9 znakov 99,804 687 5 0,1953125 +4

Tab. 6

Vsimnime si posledny riadok tab. 6. Pravdepodobnost, Ze pri 10 hodoch $tandardnou
mincou padne 1 — 9 znakov, je 99,804 687 5 %. Udalost s takouto pravdepodobnostou
— tak madlo sa liSiacu od 100 % — uZ mdZeme pokladat za prakticky isti. Je teda prakticky
isté, Ze pri 10 hodoch Standardnou mincou bude pocet znakov medzi 1 a 9. Inak pove-
dané, je prakticky nemozné, aby pri 10 hodoch takouto mincou padlo 0 alebo 10 znakov
(t. j. odchylka vicsia ako * 4 od idedlneho stavu 5 znakov je prakticky nemoZnad).

MoznosT pPrI 10 HobocH MiNncou PADNE O ALEBO 10 ZNAKOV JE DOPLNKOVA K MOZNOSTI PADNE 1 AZ 9 ZNAKOV, JEJ PRAVDEPODOBNOST
(v %) Je PRETO 100 — PRAVDEPODOBNOST MOZNOSTI PADNE 1 AZ 9 ZNAKOV, T. J.
100 — 99,804 687 5 = 0,195 312 5 (POCITALI SME JU V TRETOM STLPCI TAB. 6), TEDA PRIBLIZNE O, 2 %.

Ak pri 10 hodoch mincou padne 0 znakov, nastala situécia, ktora je v pripade Standardne;j
mince prakticky nemoZznd (odchylka od idedlnej hodnoty 5 je vicsia ako + 4). M6Zeme
preto odovodnene predpokladat, Ze nasa minca je falo$na (teda pravdepodobnost padnu-



tia znaku na nej nie je 0,5). Rovnako mdZeme uva-
Zovat, ak pri 10 hodoch mincou padlo 10 znakov.

PT( 1 0 h,OdOCh Mmincou padlo 10 Zﬂa\/‘o\\!
a velks , : d
Ta kd odchyika od idealnej 09" ®°

5 ZnaKoV je v pripage standardnel M g
prakticky nemozng (iej pravdepodobﬂo
Pokladdme 4 zanedbatelnV)- o

W\OZEMe preto odévodnene predpok®
€ minca je falogna.

ULOHA

22. Podrobne diskutujte o uvahach, ktorymi
sme dospeli k poznatku, Ze pri 10 ho-
doch mincou je prakticky nemozné, aby
odchylka od idealneho poctu 5 znakov
bola vicSia ako + 4. Rovnako diskutujte
o uvahe, na zaklade ktorej povaZujeme
mincu za falo$nu, ak v 10 hodoch padne
10 znakov.

JE TA MINCA FALOSNA?

pravdepodobnost v %

VSIMNITE SI, AKO TATO UVAHA PRIPOMINA DOKAZ
NEPRAVDIVOSTI DANEHO TVRDENIA.

(PRIPOMENME, ZE TAKYTO DOKAZ JE SUGASTOU DOKAZU
SPOROM: AK DOKAZUJEME SPOROM VYROK C, TAK
TVRDENIE, KTOREHO NEPRAVDIVOST DOKAZUJEME

JE vROK — C).

Rozdelenie pravdepodobnosti podtu
znakov pri 10 hodoch mincou
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99,804 687 5 %

Obr. 4
Graf binomického rozdelenia pravdepodobnosti pre n = 10,
p = 0.,5. Pod svorkami sii uvedené pravdepodobnosti, Ze pri
10 hodoch mincou padne 4 — 6,3 —7,2 -8, 1 — 9 znakov.

SCHEMA DOKAZU NEPRAVDIVOSTI TVRDENIA A

NASE UVAHY PRED ULOHOU 22

KEBY PLATILO A,

KEBY PLATILO A (TEDA MINCA JE STANDARDNA),

TAK ISTE (TEDA SO 100%-NOU PRAVDEPODOBNOSTOU)
NASTANE B.

TAK SKORO ISTE (TEDA S PRAVDEPODOBNOSTOU MALO SA LISIACOU
oD 100 %) NASTANE B (z 10 HODOV PADNE ZNAK 1- AZ 9-KRAT).

AK B NENASTALO, ODVODZUJEME Z TOHO,
7E A NEMOZE BYT PRAVDIVE.

AK B NENASTALO (TEDA zNAK PADOL O ALEBO 10-KRAT), MOZEME
ODOVODNENE PREDPOKLADAT, ZE A NEBOLO PRAVDIVE
(MINCA TEDA NIE JE STANDARDNA).

Keby pri 10 hodoch mincou padlo napr. 8 znakov, odchylka od idedlnej hodnoty je vac-
Sia ako + 2. Pravdepodobnost takejto odchylky je 100 — 89,062 5 = 10,937 5 (%), pozri
vyznaceny riadok v tab. 6. Tato pravdepodobnost je prili§ velka na to, aby sme ju mohli
pokladat za zanedbatelnd. Preto 8 znakov z 10 pokusov nie je pre nas dostatocny dovod

na to, aby sme mincu mohli povaZovat za falo$nu.

ULOHA

23. Venujte dostato¢ny ¢as diskusii o tom, preco 8 znakov pri 10 hodoch mincou nepokla-
dame este za dostato¢ny dovod na to, aby sme mincu mohli povazovat za faloSna.

V tvahe pred tlohou 22 sme za prakticky istd pokladali udalost, ktorej pravdepodobnost
bola priblizne 99,8 %. Spravidla sa pri takychto tvahach za prakticky isté pokladaji
bud udalosti, ktorych pravdepodobnost je vicsia ako 99 %, alebo — ovela CastejSie —
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udalosti, ktorych pravdepodobnost je vicsia ako 95 %. V naSich dalSich tvahach budeme

pouzivat hodnotu 95 %. To znamena, Ze pravdepodobnosti mensie ako 5 % budeme uz

pokladat za zanedbatelné a udalosti, ktoré nastant s pravdepodobnostou menSou ako
Dohoda: 5 %, za prakticky nemozné (toto si dobre rozmyslite).

prakticky ista udalost —

i 5 S pravdepod ou vagsou ako 95 %
prakticky nemozn4 udalo podobnostou vacsou

st - s pravdepodobnostou menou ako 2 %

ULOHA

24. V predchadzajicich dvahach sme za prakticky nemoznu povazovali odchylku
jeme nasu novu dohodu a za prakticky isti budeme pokladat udalost s pravdepo-
dobnostou vicsou ako 95% ?

AKO TO BUDE PRI INYCH POCTOCH HODOV MINCOU

ULOHA

25. Zopakujte predchadzajice uvahy pre a) 50, b) 200, ¢) 1 000 hodov mincov.

Teda: pomocou tabulkového kalkulatora

e vytvorte tabulku, v ktorej vypocitate pravdepodobnosti jednotlivych vysled-
kov hodov mincou (formélnejSie vyjadrené, mate vytvorit tabulku hodnot bi-
nomického rozdelenia s parametrami a) n =50ap =0,5,b) n =200 a p =0,5,
c)n=1000ap=0,5),

e zostrojte graf, ktory podobne ako graf na obr. 4 znazortuje rozdelenie pravde-
podobnosti pri 50, 200 a 1 000 hodoch mincou,

e rozhodnite, ktoré odchylky od idedlneho poctu znakov budeme pokladat za
prakticky nemozné (ak uplatnime nasu dohodu, Ze za prakticky istd poklada-
me udalost s pravdepodobnostou vi¢sou ako 95 %).

Pri rieSeni zadania z poslednej odrazky odporic¢ame pouZit postup opisany v texte

k obr. 5 b).

Vytvorené tabulky pouzijeme este v ulohe 26.

(IR I I I R S R [ R e R [ R S B R R R R R R I B B B I R R R R
pravdepodobnost pravdepodobnost pravdepodobnost
>95 % <2,5% <2,5%
Obr. 5
a) Postup, ktory sme doteraz pouZivali pri hladani najvdicsej b) Hladdme ¢o najdlhsi ,,iisek pravdepodobnosti“
. eSte normdlnej*“ odchylky od idedlnej hodnoty (napr. v iilohe 24) bol: zacinajici na lavom konci vSetkych moznosti
scitali sme , uiseky pravdepodobnosti* zodpovedajiicich postupne (teda pravdepodobnostou, Ze padne 0 znakov)
odchylke nanajvys £ 1, nanajvys £ 2 atd. (pozri obr. 4) a zistili sme, tak, aby jeho sticet bol eSte mensi ako 2,5 %.
kedy vypocitany siicet pravdepodobnosti prvykrdt prevysi hodnotu Podobne hladdme ¢o najdlhsi visek s celkovou
95 %. Ak je pocet pokusov (teda Cislo n) velmi velky, je tento postup pravdepodobnostou menSou ako 2,5 % na
— aj na tabulkovom kalkuldtore — zdlhavy a je rozumné nahradit ho pravom konci vSetkych moZnosti. Overte si
postupom zndzornenym na obr. b). sprdvnost tohto postupu najprv na obr. 4.

Y
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VYPOGET SUCTOV PRAVDEPODOBNOSTI V TAKYCHTO ,,KRAJNYCH USEKOCH MOZNO NA TABULKOVOM KALKULATORE POMERNE LAHKO
NAPROGRAMOVAT. HLADANIE SA ESTE ZJEDNODUSI, AK TABULKOVY KALKULATOR AUTOMATICKY POCITA SUGET HODNOT VO VYZNACENYCH
BUNKACH. VTEDY STAGI LEN ZVACSOVAT DLZKU VYZNACENEHO USEKU (NAPR. TAHOM MYSOU) A SLEDOVAT, KEDY SUGET
PRAVDEPODOBNOSTI PRVYKRAT PREVYSI HODNOTU 2,5 %.

PozNAMENAJME ESTE, ZE V PRIPADE HODOV MINCOU STAGI HLADAT IBA LAVY Z TYCHTO DVOCH USEKOV, PRETOZE PRAVDEPODOBNOSTI SU
V TOMTO PRIPADE ,,SUMERNE" PODLA STREDU (SKONTROLUJTE TO NA OBR. 4 A DISKUTUJTE O TOM, AKO TATO VLASTNOST SUVIS

SO SUMERNOSTOU /1-TEHO RIADKA PASCALOVHO TROJUHOLNIKA PODLA STREDU, O KTOREJ SME HOVORILI V POZNAMKE NA S. 20).
PRETO PRAVY A LAVY USEK MAJU ROVNAKU DLZKU. PRE NAHODNE POKUSY S INOU PRAVDEPODOBNOSTOU USPECHU AKO p = 0,5

TO UZ NEBUDE PLATIT A DLZKY NAJDENEHO PRAVEHO A LAVEHO KRAJNEHO USEKU BUDU ROZDIELNE.

RIESENIE

Vysledné grafy si na obr. 6 az 8 na s. 30. V pripade 50 hodov najdlhsi lavy tusek
s pravdepodobnostou eSte mensou ako 2,5 % je tsek od k = 0 po k = 17. Stucet prav-
depodobnosti v tomto tseku — teda pravdepodobnost, Ze pri 50 hodoch padne 0 — 17
znakov — je 1,64 ... % (sucet pravdepodobnosti pre hodnoty k = 0 az k = 18 je uz
3,24... %). Najdlhsi pravy usek s pravdepodobnostou este mensou ako 2,5 % je od
k =33 po k = 50. Preto pravdepodobnost, Ze padne nanajvys 17 alebo aspoinl 33 zna-
kov, je mensia ako 5 %, alebo — to isté inymi slovami — pravdepodobnost, Ze padne
18 — 32 znakov, je vicsia ako 95 %.

Teda: je prakticky isté, Ze pri 50 hodoch Standardnou mincou padne 18 — 32 znakowv, t. j.
odchylka od ideédlnej hodnoty (ktora je v tomto pripade 25 znakov) bude nanajvys £ 7.

Rovnakym postupom zistime, Ze

pri 200 hodoch (idedlna hodnota je 100 znakov) ‘ pri 1 000 hodoch (idedlna hodnota je 500 znakov)
je prakticky isté, Ze padne
86 — 114 znakov | 469 — 531 znakov
t. j. odchylka od idealnej hodnoty je
nanajvys + 14 nanajvys £ 31
(sucet pravdepodobnosti v tiseku k =0 az k = 85 (sucet pravdepodobnosti v useku k = 0 az k = 468
je 2,001... %, kym sucet pre k =0 az k = 86 je 2,31... %, kym stcet pre k =0 aZ k = 469
jeuz2,798... %). jeuz2,68... %).

Ak teda napr. pri 200 hodoch mincou bude pocet padnutych znakov mimo intervalu
86 az 114 znakov, mozno oddvodnene predpokladat, Ze minca nie je Standardnd. Keby
pri 200 hodoch mincou padlo napr. 89 znakov, nebol by to dostato¢ny dévod na tvrdenie,
7e minca nie je Standardna.

Pozndmka. AKO OSTATNE OKULTNE

Slovné spojenia prakticky isty a odovodnene predpokladat by ste v odbornej literatiire TEGHNIKY VESTENIA, AJ

hladali mdrne. Zvolili sme ich v snahe o ¢o najvicsiu ndzornost. Statistik by tvrdenia STATISTIKA MA VLASTNY

z predchddzajiiceho odseku sformuloval takto: ZARGON VYMYSLENY TAK,

e pri 200 hodoch mincou sa pocet znakov nachddza mimo intervalu 86 — 114, preto ABY ZAKRYL JEJ METODY
hypotézu minca je Standardnd zamietame na hladine vyznamnosti 5 %, PRED NEPROFESIONALOM.

e pri 200 hodoch mincou padlo 89 znakov, preto hypotézu minca je Standardna neza- (NEZNAMY STATISTIK)

mietame na hladine vyznamnosti 5 %.
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Rozdelenie pravdepodobnosti poctu
padnutych znakov pri 50 hodoch mincou

12 R OBRAZOK MOZE VZBUDIT DOJEM, ZE PRE k MENSIE AkO 10
@ e ALEBO VACSIE AKO 40 SU UZ HODNOTY PRAVDEPODOBNOSTI
10 ¢ e NULOVE, NIE JE TO VSAK PRAVDA. V SKUTOCNOSTI

ZNAZORNENE HODNOTY POSTUPNE RASTU OD
P(0) = 100 - (500) 0,5 =8,881784 ... - 1071 %

(TEDA NULA, DESATINNA CIARKA, ZA NOU 15 NUL A AZ POTOM
NASLEDUJE PRVA NENULOVA CiSLICA 8) AZ PO

pravdepodobnost v %
(o]

4 2 - NAJVACSIU HODNOTU
. . P(25) = 100-(50)-0,550: 11,227 517 ... %,
2 . : 25
. " A POTOM ZASA KLESAJU AZ PO
0 WW*??TH—%‘THTWTW:—T—%HW?W P(50) = 38,881 784 ... - 107 %.
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 ROVNAKA POZNAMKA SA VZTAHUJE AJ NA GRAFY Z OBR. 7
celkovy podet padnutych znakov v 50 hodoch mincou A 8. (CINITEL 100, KTORY SME VO vZORcOcH PRE P(0)
Obr 6 A P(25) UVIEDLI AKO PRVY V PORADI, JE TAM PRETO, LEBO

Binomické rozdelenie pravdepodobnosti pre n = 50 a p = 0,5. PRAVDEPODOBNOSTI VYJADRUJEME V PERCENTACH.)

Rozdelenie pravdepodobnosti poctu Rozdelenie pravdepodobnosti poctu
znakov pri 200 hodoch mincou znakov pri 1 000 hodoch mincou
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Obr. 7 Obr. 8
Binomické rozdelenie pravdepodobnosti pre n =200 a p = 0,5. Binomické rozdelenie pravdepodobnosti pre n =1 000 a p = 0,5.

)

Galton a quincunx (Galtonova doska)

)

Galton navrhol zariadenie znazorniujice, ako opakovanim ndhodného pokusu vznika binomické rozdelenie
pravdepodobnosti (pozri obrazok). Ide o dosku s niekolkymi radmi kolikov. Tie st rozmiestnené tak, aby
gulka spustena zhora mala pri naraze do lubovolného kolika rovnakd pravdepodobnost pokracovat vpravo
alebo vlavo od neho. Kazdy naraz gulky je teda ndhodny pokus s pravdepodobnostou tspechu Y2 a pocet
radov kolikov zodpoveda poctu opakovani tohto pokusu. Po prejdeni celej trasy gulka spadne do jedného
z priecinkov umiestnenych pod doskou. Ich §irka je zvolend tak, aby v nich gulky leZali jedna na druhe;j.
Vdaka tomu zodpoveda vyska guliek v jednotlivych priec¢inkoch poctu guliek, ktoré do priecinka spadli.

I, )

)

)

)

)

!
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Ak je pocet spustenych guliek dostatocne velky, budu
vysky guliek v jednotlivych priecinkoch vytvarat pri-
blizny histogram binomického rozdelenia pravdepo-
dobnosti. Na internete mozno néjst mnozstvo simulécii
tohto zariadenia, ovela lepSie vSak je vyskuaSat si ho

Ndzov quincunx oznacuje pdt predmetov usporiadanych tak,
ako su usporiadané bodky v ¢isle 5 na hracej kocke. Tiito
podobu vytvdra aj pdtica susednych kolikov Galtonovej dosky:
Jjeden v strede, dva v rade nad nim a dva v rade pod nim.

1) R R | | R | | | | | |

PRECHOD K RELATIVNYM POCETNOSTIAM

Ak sa pozrieme na obr. 4, 6, 7 a 8, vSimneme si, Ze so zvdcSovanim celkového poctu
pokusov z n =10 (obr. 4) cez n =50, 200 (obr. 6, 7) az po n =1 000 (obr. 8) sa grafy ,,zu-
7uja (vidite to aj vy?). Podobné pozorovanie o ,,zuZovani* plati aj pre interval, v ktorom
lezia vysledky, ktoré eSte pokladdme za normélne (pozri rieSenie dlohy 25 na s. 29):
2 — 8 znakov pri 10 hodoch, 18 — 32 pri 50 hodoch, 86 — 114 pri 200 hodoch, 469 — 531
pri 1 000 hodoch. Pre porovnanie:

e na obr. 4 interval 2 — 8 predstavuje 1—60 = 0,6 dizky intervalu 0 — 10,
02__ 0,062 dizky intervalu 0— 1 000,

e naobr. § interval 469 — 531 predstavuje uz iba
teda skoro 10-krat menSiu Cast ako na obr. 4.

Uvahy o ,,zuZovani* budd nazornejsie, ak v grafoch nahradime na vodorovnej osi abso-
pocet znakov
pocet pokusov
obr. 9). Teda namiesto poctu padnutych znakov uvedieme, aku cast z celkového poctu
pokusov tvoria tie pokusy, v ktorych padol znak (napr. v grafe na obr. 7 na vodorovne;j

Iatnu pocetnost relativnou (t. j. podielom , tento postup sme znazornili na

osi hodnotu 140 nahradi hodnota ;i()g = 0,7, idealny pocet znakov vo vsetkych Styroch

v skutoCnosti, nie iba virtuélne. ¢

° °
° . °
. ° °
. ° ° °
° ° ° .
° ° ° ° °
° ° ° ° °

Sir Francis GALTON

(1822 - 1911),

VYZNACNY ANGLICKY UCENEC,
ZASLUZIL SA O ROZVOJ VIACERYCH
VEDNYCH DISCIPLIN (NAPR.
PSYCHOLOGIE, STATISTIKY

ALEBO METEOROLOGIE).

SVOJIMI VYSKUMAMI POLOZIL,
OKREM INEHO, ZAKLAD PRE
POUZIVANIE ODTLACKOV PRSTOV

V KRIMINALISTIKE.
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Graf rozdelenia pravdepodobnosti absolttnych pocetnosti z obr. 6 prerdbame na graf rozdelenia

pravdepodobnosti relativnych pocetnosti: na vodorovnej osi hodnotu ,,pocet znakov “ nahrddzame hodnotou

tnost

pocet pokusov
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pocet znakov
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grafoch nahradi hodnota 0,5, rozmyslite si to, azZ potom citajte dalej). Dosiahneme tak,
Ze vo vSetkych grafoch budi na vodorovnej osi ¢isla z intervalu od 0 do 1. Vdaka tomu
modZeme takto ziskané grafy rozdelenia pravdepodobnosti relativnych pocetnosti Tahko
porovnavat.

ULOHA

26. Vratte sa k tabulkam, ktoré ste pomocou tabulkového kalkulatora vytvorili v tlo-
héach 20 a 25.
a) Vytvorte pomocou nich grafy rozdelenia pravdepodobnosti (pre 10, 50, 200
a 1 000 hodov mincou), v ktorych na vodorovnej osi bude relativna pocetnost
poctu znakov. (Teda: dopliite do tabulky stipec relativna pocetnost a potom
zostrojte graf, ktory zndzorni zavislost medzi stipcami relativna pocetnost
a pravdepodobnost v %.)
b) Pre kazdy z tychto Styroch pripadov (10, 50, 200 a 1000 hodov mincou)
opiSte vysledok, ktory pokladame za prakticky isty, pomocou relativnych
pocetnosti.

RIESENIE

Na obr. 10 sme vSetky Styri grafy nakreslili do jedného obrazka. Intervaly prakticky
istych vysledkov vyjadrené pomocou relativnych pocetnosti uvddzame v tabulke na
s. 33 aj pod obr. 10 (absolitne pocetnosti v intervaloch 2 — 8, 18 — 32, 86 — 114,
469 — 531 sme prepocitali na relativne, teda vydelili sme ich celkovym poctom po-
kusov, napr. intervalu absolutnych pocetnosti 86 — 114 pri 200 pokusoch zodpoveda

. . < , 86 114 .
interval relativnych pocetnosti —— — ——, t.j. 0,43 — 0,57).
200 200
25 Y
f 20 @ @
@
8
S 15
i)
8. L] e®e )
g 10 —
§ L] L]
a L] &% L[]
5 ) ° .-' '.. ° ]
O bt SN e 2,
0,469 — 0,531 1
<>
043 -0.57 relativna
— pocetnost
0,36 — 0,64 padnutych
> znakov
B 0,2-0,8
Obr. 10
Porovnanie rozdelenia pravdepodobnosti z obr. 4, 6, 7 a 8 — na vodorovnej osi je relativna pocetnost poctu znakov.
Farebné Sipky zndzorniujii interval, v ktorom pri danom pocte pokusov prakticky iste leZi relativna pocetnost znakov.
Vsimnite si, Ze s rastiicim poctom pokusov (od n =10 cezn =50 a n = 200 po n =1 000) sa krajné body tohto intervalu
stdle menej lisia od idedlnej relativnej pocetnosti 0,5 (teda 50 %).

—
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pri 10 hodoch | pri 50 hodoch | pri200hodoch | pri 1000 hodoch
Standardnou mincou je prakticky isté, Ze relativna pocCetnost znakov bude v rozmedzi
0.2-08 | 0,36 — 0,64 | 043 -0,57 | 0469-0,531
teda v percentach
20 - 80 % | 36 — 64 % | 43-57% | 469-53.1%

Pokladame teda napr. za prakticky isté, Ze pri 200 hodoch Standardnou mincou padne
znak v 43 — 57 percentach hodov. Pri relativnej pocetnosti mensej ako 43 % alebo vicsej
ako 57 % by sme uz mohli odovodnene predpokladat, Ze minca nie je Standardna (teda
pravdepodobnost padnutia znaku na nej nie je 0,5).

HLADAME PRAKTICKY ISTE VYSLEDKY

Doteraz sme uvazovali o hadzani mincou, teda o pokuse s pravdepodobnostou p = 0,5.
V nasledujicich tlohach si podobné tivahy vysktisame pre pokusy s inou pravdepodob-
nostou uspechu.

Kol'ko spravnych odpovedi sa da ,,natipovat v teste?

Test sa sklada z 30 otazok s vyberom odpovede — v kazdej otazke si mozno vybrat jednu
zo 4 odpovedi, pricom iba jedna z nich je spravna. Zaujima nés, kolko spravnych odpo-
vedi by sme dosiahli, keby sme v kazdej otazke vybrali jednu zo 4 pontikanych mozZnosti
uplne ndhodne. Takédto ndhodna odpoved nie je ni€ iné ako pokus s pravdepodobnostou
uspechu p = 0,25 (preco?) a ndhodné odpovedanie na 30 otdzok je 30-ndsobné opakova-
nie tohto pokusu (ujasnite si to v diskusii).

ULOHA

27. a) Pomocou tabulkového kalkulatora zostavte tabulku rozdelenia pravdepodobnosti
poctu spravnych odpovedi. Zistite, aky pocet spravnych odpovedi mozno pokla-
dat za prakticky isty u Studenta, ktory na vsetkych 30 otazok v teste odpovedal
nahodne (pouZite postup opisany na obr. 5 b na s. 28).

b) Ako sa zmeni odpoved, ak test bude mat 75 otdzok (kazdu opét s vyberom zo
4 moznosti)?

Na zéklade vysledkov diskutujte o tom, aky pocet spravnych odpovedi
by ste stanovili za minimalnu hranicu na uspe$né absolvovanie testu.
(Predpokladame, Ze jediné kritérium na hodnotenie testu je pocet sprav-
nych odpovedi, teda Ziak pri hodnoteni nie je napr. penalizovany za po-
¢et nezodpovedanych alebo zle zodpovedanych otazok).

GRAFY ROZDELENI(
PRAVDEPODOBNOSTI SUVISIACICH
S RIESENIM ULOHY 27 sU

NA OBR. 11, s. 34.

Kolko Sestiek by malo padnut pri hode hracou kockou?

ULOHA

28. Zaujima nds, aky pocet Sestiek mozno pokladat za prakticky isty pri
a)n =60, b)n=120, c) n =600
hodoch standardnou hracou kockou.
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Pre uvedené pocty hodov

e zostrojte pomocou tabulkového kalkulatora tabulku, v ktorej vypocitate prav-
depodobnost kazdého z moznych vysledkov padne O Sestiek, padne 1 Sestka,
..., padne n Sestiek,

zostrojte graf rozdelenia pravdepodobnosti pre absoliitnu aj pre relativnu

GRAFY ROZDELENI RELATIVNYCH
POCETNOSTI SUVISIACICH S RIESENIM
ULOHY 28 sU NA OBR. 12.

pocetnost Sestiek (v prvom budid na vodorovnej osi hodnoty k=0, 1, 2, ..., n,
. o . 1
v druhom relativne pocetnosti 0, —, —, ..., 1),
n n

pomocou postupu znazorneného na obr. 5 b) na s. 28 zistite, aky pocet Sestiek
mozno pri danom pocte hodov pokladat za prakticky isty. Tento vysledok vy-

jadrite aj pomocou relativnych pocetnosti.

pravdepodobnost v %

a)

18 12
16 = .
14 o 10 9
@ R
12 > 8 e ¢
o g
10 c «
) 8 6
8 §_ o 9
6 - o 4
’ E . °
4 g @
] L 2 < r
2 ‘ °
0 H—r‘—ﬁﬁﬁ—l—ﬁﬁh—m 0 2 e
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
pocet spravnych odpovedi b) pocet spravnych odpovedi
(z celkového poctu 30) (z celkového poctu 75)
Obr. 11

Rozdelenie pravdepodobnosti poctu
spravnych odpovedi

Rozdelenie pravdepodobnosti poctu
spravnych odpovedi

Graf binomického rozdelenia pre p = 0,25 aa) n =30, b) n =75.
Zelenou sme vyznacili hodnoty nad intervalom, do ktorého prakticky iste padne pocet sprdavnych odpovedi
pri ndhodnom tipovani.

14 o®
12 .
Keby sme v kazdom z tychto troch grafov
10 w® . o )
oo® nahradili na vodorovnej osi relativne
8 . " pocetnosti absoliitnymi (je to opacny
6 . postup k postupu zndzornenému na obr. 9,
.. hodnotu 1 na vodorovnej osi by v zelenom
4 . {% °. grafe nahradilo cislo 60, v modrom 120
5 ‘ H t . ‘ a v ciernom 600), dostali by sme grafy
.- o \ '..:,.‘ binomického rozdelenia pravdepodobnosti
0 pompmetperd i s parametrami
0 1 1 1
6 n=60ap=—,
<<= 1
> n =120 ap= Z’
Obr. 12 1
Rozdelenie pravdepodobnosti relativnych pocetnosti Sestiek pri n=600ap= 5

60, 120 a 600 hodoch standardnou hracou kockou. Farebné Sipky

oznacuju interval, v ktorom sa prakticky iste bude nachddzat

relativna pocetnost Sestiek pri danom pocte hodov.
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3. Po 5. hode:
0 znakov 1 znak 2 znaky 3 znaky 4 znaky 5 znakov
I B 10 10 s I
32 32 32 32 32 32
Tab. 7
Po 6. hode:
0 znakov 1 znak 2 znaky 3 znaky 4 znaky 5 znakov 6 znakov
I 6 15 20 15 6 I
64 64 64 64 64 64 64
Tab. 8

Napriklad pravdepodobnost, Ze pri 6 hodoch mincou padne znak prave dvakrat, je é—i =0,234 375, t. j. priblizne 23,44 %

(3. stlpec v tab. 8). Pravdepodobnost, Ze pri 5 hodoch padne znak prave 3-krit, je % =0,3125,tj. 31,25 %

(4. stipec v tab. 7).
4. Sucet ¢isel v kazdom riadku je 1.

Zdovodnenie

.,V reci poctu pokusov

.,V reci pravdepodobnosti

V kazdom kroku rozdelujeme celok (predstavujici vsetky
pokusy) na Casti, ktoré sa navzdjom neprekryvaji (napr.
pri tvahach o 2. hode su to 3 casti: ,,pokusy, v ktorych
v prvych 2 hodoch nepadol ani 1 znak®, ,,pokusy, v kto-
rych v prvych 2 hodoch padol prave 1 znak®, ,,pokusy,
v ktorych v prvych 2 hodoch padli 2 znaky*).

V kazdom riadku uvaZujeme o ndhodnych udalostiach
(napr. pri uvahiach o 2. hode st to 3 ndhodné udalosti:
v prvych 2 hodoch nepadol ani 1 znak, v prvych 2 hodoch
padol prdve 1 znak, v prvych 2 hodoch padli 2 znaky),
ktorych suhrn je istd udalost (pri ivahach o 2. hode je to
udalost v prvych 2 hodoch padne 0, alebo 1, alebo 2 zna-
ky), priCom Ziadne dve z tychto nahodnych udalosti ne-
moZu nastat sucasne.

Cisla v prislusnom riadku tabulky 2 urcuj, aku ast celku
(teda vSetkych pokusov) tvoria tieto ¢asti.

Cisla v prislunom riadku tabulky sd pravdepodobnosti
tychto ndhodnych udalosti. Ak ozna¢ime ndhodné udalos-
ti v n-tom riadku A, (v prvych n hodoch padlo 0 znakov),
A, (v prvych n hodoch padol 1 znak), A,, ..., A,, tak

¢isla v n-tom riadku su hodnoty

p(AO)’ p(Al)’ seey p(An) (*)

Vieme, ze
e (Casti sa navzdjom neprekryvaji

e aspolu tvoria cely celok (kazdy pokus patri prave do
jednej Casti),
preto sa sucet ¢isel v riadku rovna 1.

Vieme, ze
e 7Ziadne dve z udalosti Ay, A,, A,, ..., A, nemoOZu nastat
sucasne, preto
p(A, alebo A, ... alebo A)) =
= p(A) + p(A) + .. + p(A,) (%)
e A,alebo A, alebo ... alebo A, (po n hodoch padne 0,
alebo 1, alebo 2, ..., alebo n znakov) je ista udalost,
preto

p(A, alebo A, ... aleboA,)) =1 (F*%)

Z (%), (¥¥%) a (¥**) vyplyva, Ze sucet ¢isel v n-tom riadku
je L.

5.V prvom riadku 2, v druhom 4 (t. j. 2%), v trefom 8 (t. j. 2%), v §tvrtom 16 (t. j. 2%), vo vieobecnosti v n-tom riadku to
bude 2". Cisla v n-tom riadku tab. 2 maju vietky menovatela 2" a ich sticet je 1 (tiloha 4), preto sa sicet ¢itatelov tychto

Cisel rovna 2".
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6.
I I
1 | 2 | 1
e 3 | 3 I

1| 4 | 6 | 4 B
1| 5 | 10 | 10 | 5 K
1| 6 | 15 | 20 | 15 | 6 |i
|7 | 2 | 35 | 35 | 21 R
18| 28 | 56 | 70 | 56 R

Tab. 9

Tento zapis s rasticim poctom riadkov straca prehladnost (najmé, ked chceme, aby bolo zrejmé, ktoré dve Cisla z predcha-
dzajiceho riadka mame scitat). Preto ho nahradime zapisom v tvare trojuholnika, pozri obrdzok na s. 15 pred tlohou 8.
Cisla v 5. riadku tab. 9 (1, 5, 10, 10, 5, 1) st Citatele zlomkov z tab. 7 na s. 35 (menovatel tychto zlomkov je 32 = 29).
Podobne ¢isla v 6. riadku tab. 9 su itatele zlomkov z tab. 8 (ich menovatel je 64 = 2°).

7. Z rieSenia dloh 1 a 2 vyplyva, Ze ak &isla v 6. (7., 8.) riadku tabulky vydelime ¢islom 64 = 26 (&islom 128 = 27, ¢&is-
lom 256 = 28), dostaneme zlomky vyjadrujiice pravdepodobnosti, Ze pri 6 (7, 8) hodoch mincou padne prave 0 znakov,
1 znak atd.

a) 13—;8 (4. &slo v 7. riadku tabulky sme vydelili &slom 128 = 27),

V rieSeni tloh 7 b, ¢ vyuZijeme tvrdenie, ktoré sme si pripomenuli v rieSeni tilohy 4:
Ak A, B, C si vysledky ndhodného pokusu, z ktorych Ziadne dva nemdZu nastat siicasne, tak

p(A alebo B alebo C) =p(A) + p(B) + p(C). (*)
b) ! + 8 + 28 _ 37 (v tomto pripade si A, B, C v tomto poradi udalosti pri 8 hodoch mincou padne 0 znakov,
256 256 256 256
pri 8 hodoch mincou padne 1 znak, pri 8 hodoch mincou padnii 2 znaky),
c) 5 + 6_64 + 6_14 = % (v tomto pripade si A, B, C v tomto poradi udalosti pri 6 hodoch mincou padnii 4 znaky, pri 6
hodoch mincou padne 5 znakov, pri 6 hodoch mincou padne 6 znakov).
8. Jednotlivé pravdepodobnosti dostaneme, ak &isla v 10. riadku Pascalovho trojuholnika vydelime hodnotou 2'° = 1 024:

pravdepodobnost, Ze pri 10 hodoch Standardnou mincou padne

o | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | e | 7 ] 8 | 9o | 10
znakov, je
I 10 45 120 210 | 252 210 120 45 10 I

1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024 1024

0,000 976 562 5
0,009 765 625
0,0439453125
0,117 187 5
0,205 078 125
0,246 093 75
0,205 078 125
0,117 187 5
0,043 9453125
0,009 765 625
0,000 976 562 5

(pravdepodobnosti st zapisané ako Cisla z intervalu (0, 1), pravdepodobnosti vyjadrené v percentich dostaneme, ak
vysledky uvedené v tabulke vynasobime 100).

9.V tab. 10 obsahujicej vypocty sme — kvoli velkosti vzorcov — nemohli dodrZat spravne pomery medzi Sirkami jednotli-
vych obdiznikov. Cisla z prvych 4 riadkov Pascalovho trojuholnika sme zvyraznili Servene. Vypodcty medzi riadkami po 3.
hode a po 4. hode sme vynechali (prenechavame ich na Citatela).
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5 1
1. 5 pokusov 1. G pokusov o 1. hode
0 Sestiek 1 Sestka
3 i_(2)2 5.1 15 1 l_(i)2
6 6 \6 6 6 6 6 6 6 \6
+0 +1 +0 +1
2 2
2 13 I
6 6 6 6 po 2. hode
0 Sestiek 1 Sestka 2 Sestky
R B ek s & [
6/ 6 \6 6/ 6 6 6/ 6 6 6/ 6 6/ 6 6/ 6 \6
52 1 5 1)2
'2'(6)'6 ‘2'6'(6
+0 +1 +0 +1 +0 +1
3 2 2 3
1.(2) 3.(i>.l 3.2.(L) 1.(i)
6 6/ 6 6 \6 6 po 3. hode
0 Sestiek 1 Sestka 2 Sestky 3 Sestky
4 3 2 2 3 4
1.(2) 4.(2).l 6.(2).(i) 4_i.<i) 1.(i)
6 6/ 6 6/ \6 6 \6 6 o 4. hode
0 Sestiek 1 Sestka 2 Sestky 3 Sestky 4 Sestky
Tab. 10

10. Spominanu zakonitost mozno sformulovat takto: n-ty riadok tabulky z rieSenia tlohy 9 (teda riadok oznaceny po

n-tom hode) dostaneme, ak jednotlivé Cisla v n-tom riadku Pascalovho trojuholnika ndsobime postupne Cislami (i)n
n—1

(dostaneme pravdepodobnost, Ze pri n hodoch nepadne Ziadny znak), (%) . (%) (dostaneme pravdepodobnost, Ze pri n

n—2 2
hodoch padne prave 1 znak), (%) . (%) (dostaneme pravdepodobnost, Ze pri n hodoch padnu prave 2 znaky) atd.
10 2
2) 66 (%) - (%) = 0,296 09 ..., t. j. priblizne 29,61 %,
2 10
b) 66 - (%) : (%) = 0,000 000 757 ..., t. j. priblizne 8 stotisicin percenta (udalost s pravdepodobnostou 0,000 08 %,

t. . 0,000 000 8 by pri 10 miliénoch pokusov nastala v idedlnom pripade v 8 pripadoch, to je pri jednom z 1 250 000
pokusov).
12.v 1.a2. hode, v 1.a3. hode, v2.a4. hode, v 3. a4. hode.

2 2
13. Pravdepodobnost je pre kazdy z uvedenych pripadov (%) . (i) .

6
3
14. a) (T ) . % . (%) .V 4 hodoch kockou moze 1 Sestka padnut celkom

3
v 3. hode, v 4. hode — teda vyberame 1 hod zo Styroch). Kazdy z nich ma rovnaku pravdepodobnost % . (2> (a Ziadne

T) =4 rOznymi spdésobmi (v 1. hode, v 2. hode,

dva z tychto spdsobov nemdzu nastat sicasne) . Preto pravdepodobnost, Ze v 4 hodoch kockou padne prave 1 Sestka, je
3 3
(4) .l.<i)‘ b)(4)‘(i).i‘
1/ 6 \6 3/ \6/ 6
—~

3 4

. (%) . (%) = 0,078 142 ..., t. j. priblizne 7,8 %. Tie 3 zo 7 hodov, v ktorych padne Sestka, mdZeme vybrat
) 7-6-5
1

3 4
= 35 spdsobmi. Kazda z tychto 35 moZnosti ma rovnakud pravdepodobnost (%) . (%) .

(5 16
‘
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4

16. a) Z rieSenia tlohy 9 vieme, Ze tito pravdepodobnost je (%) , pozri tieZ tab. 4 na s. 16. MOZeme ju néjst aj pouZitim
4

uvah sformulovanych pred dlohou 16, tym zodpoveda zapis (i) (%) , kde kombinacné cislo (j) = 1 urcuje pocet

vSetkych ré6znych moznosti, ako zo 4 hodov vybrat tie, v ktorych padne Sestka — v tomto pripade je takd moZnost zrejme

C e 1. T T R o . . o
jeding, ¢islo (g) je pravdepodobnost tejto jedinej moznosti. Mdme skontrolovat, ¢i tento vysledok mozZno zapisat v tvare

4 0 0
(4)- (i> . (2) . To je pravda, pretoZe symbol (%) oznacuje &islo 1 (dohodu, Ze pre kazdé kladné &islo g plati ¢° = 1,

4/ \6 6
4[4\ (1@ (500
sme urobili pri zavadzani mocnin, skiste si spomentt, preco). Teda: (%) = ( 4 ) . (E) : (g) .
Y L (1 n 1\ [5)\0 =1 -1
b) Podobne ako v rieSeni tlohy 16a) plati g) =\, ) 6] =
~ ——
= 1 = 1
, . [5V . P > (5 4 1\ [(5\ . .
17. a) Tato pravdepodobnost je N (skontrolujte to). Mame overit rovnost < =\o) 6 6 Ta plati, pretoze

gty
o 51-(o) T

=1 =1

18. a) (; ) 0,237%-0,763% = 0,196 199 103 366,

b) (170)- 02377 - 0,763% = 0,002 238 ...,
) (Z) 0,237%- 0,763",
d) (;8) 0,237%°.0,763° = 0,237*°= 3,125 ... - 10713 = 0,000 000 000 000 3125 ...,
e) (g) 0.237°- 0.7638 = 0,763% = 0,114 867 ...,
f) (g) 0,237° - 0,763" = 0,763".
3 4 7
19. ) (7)-(l)-(1—l) - (7)(i) = 0273 4375,
3 2 2 3 2
~
=35 _ 1
128
t. j. priblizne 27,3 % (hodnoty pod svorkami uvadzame kvoli porovnaniu s rieSenim dlohy 7 a).
0 8 1 7 2 6 8 8 8 8
T R A R e R e I W R W R W R S|
0/ \2 2 1 2 2 0/ \2 2 0/ \2 1 2 2/ \2 2 0 1 2
e e
=0,144 531 25, t. j. priblizne 14,5 %, _ 1 Ll=1 =8 =28
256
6 1\6 6 1\ 6 1\6 1\e 6) 6 (6) e ey
PR p— PR p— =) = [—]| - + + -
c) (4) (2) +(5) (2) +(6> (2) (2) 4 5 6 0,343 75, t. j. priblizne 34,4 %.
— | N
1 Ll=1s =6 =1
64

.....

prekro¢i hodnotu 95 % prvykrat pri odchylke do & 3 (pozri tab. 6 na s. 26 a obr. 4 na s. 27). Teda pravdepodobnost, Ze
odchylka neprekroci £ 2 znaky, je eSte mensia ako 95 %, ale pravdepodobnost, Ze odchylka neprekro¢i £ 3 znaky (t. j.
padne 2 — 8 znakov), je uz viac ako 95 %.



JE TA MINCA FALOSNA? — VYSLEDKY

27. a) Tabulku vytvorime podobne ako v rieseni tlohy 20, pozri obrazok.

A B C
(pocet sprdavnych odpovedi) (pravdepodobnost ako hodnota (pravdepodobnost v %)
medzi 0 a 1)
30 Al 30— Al)
1 0 = 0,254 - 0,75¢ =100 - Bl
Al
2 =Al+1
3 — 0 ™ 0 o
0 o E M E O
E< £ =
\E | < LN
5 =% =%
25 8 & 8 =
> 22 Sz <z
30 S % - g Sz
31 3

Ak Student odpovie na vSetky otazky ndhodne, tak prakticky iste dosiahne 3 — 12 spravnych odpovedi (teda 10 az 40
percent).

b) Ak Student odpovie na vSetkych 75 otdzok nahodne, tak prakticky iste dosiahne 12 — 26 spravnych odpovedi (teda
16 aZ priblizne 35 percent).

28. Je prakticky isté, Ze padne a) 5 — 16 Sestiek (8 % az 26% %, t. j. priblizne 8,33 az 26,67 %), b) 12 — 28 Sestiek
(10 az 23 % %, t. j. priblizne 10 az 23,33 %), c¢) 82 — 118 Sestiek (13 % az 19 % %, t. j. priblizne 13,67 — 19,67 %).

ldedlna relativna frekvencia vyjadrend v percentich je 16 % %, t. j. priblizne 16,67 %.




DVA UZITOCNE VZORCE

2.1 VZOREC NA URCENIE
PRAKTICKY ISTYCH
VYSLEDKOV —
NEPOVINNY
DODATOK: OD
BERNOULLIOVSKYCH
POKUSOV
KU KRIVKAM
NORMALNEHO
ROZDELENIA

2.2 AKO PRESNE
SA DA URCIT
PRAVDEPODOBNOST
z 200 pokusov?

2.3 DALSIE ULOHY

2 DVA UZITOCNE VZORCE

Vo viacerych dlohach z predchadzajicej kapitoly bolo dblezité zistit, aky vysledok (t. j.
pocet uspechov v mnohokrat opakovanom pokuse) mozno pokladat za prakticky isty.
Tabulkovy kalkulator, ktory sme pouZivali, dokdZe takéto vypocty urychlit, aj ten ma
vsak svoje obmedzenia — ndjst postupom z predchadzajicej kapitoly interval, v ktorom
sa nachadzaju prakticky isté vysledky napr. pri 1 000 000 hodoch kockou, bude asi nad
jeho sily. Nastastie (kedZe tivahy o prakticky istych vysledkoch budu pre nas dolezité)
na uréenie intervalu, v ktorom sa nachadzaja takéto vysledky, existuje vzorec. Ten bude
hlavnou napliiou prvej Casti tejto kapitoly.

Nasledovat bude kratka nepovinnd vsuvka — rozpravanie o krivkach normalneho rozde-
lenia, s ktorymi binomické rozdelenie pravdepodobnosti tizko stvisi.

Potom — v druhej Casti kapitoly — zmenime uhol pohladu. V predchadzajicich tvahach
sme za znamu pokladali pravdepodobnost uspechu pri jednom pokuse a zaujimalo nés,
kolko uspechov mdzeme prakticky iste pri viacnasobnom opakovani tohto pokusu do-
siahnut. Teraz otdzku obratime: pravdepodobnost dspechu pri jednom pokuse nebudeme
poznat, budeme vediet len pocet uspechov, ktoré sme dosiahli pri n-ndsobnom opakovani
tohto pokusu. Otazka bude, ako presne mozno na zéklade toho urcit neznidmu pravdepo-
dobnost uspechu. Najprv si ujasnime, ¢o chapeme pod presnostou odhadu pravdepodob-
nosti. Potom uz pride na rad druhy zo vzorcov spominany v nazve kapitoly — jednoduchy
vzorec na odhad tejto presnosti.

2.1 Vzorec na urcenie prakticky istych vysledkov

Vseobecne

Napriklad

Uz vieme, Ze vysledky n-krat opakovaného pokusu,
ktory mé pravdepodobnost tspechu p, opisuje bi-
nomické rozdelenie pravdepodobnosti. To kazdému
zclisel k =0,k =1, k =2, ..., k = n priradi pravdepo-
dobnost p,, Ze pri n opakovaniach pokusu dosiahne-
me dspech presne k-krat.

Ak chceme zistit, v akom rozmedzi sa pri n opako-
vaniach pokusu bude prakticky iste nachadzat pocet
uspechov, mdZeme postupovat takto:

V tlohe 27 b) na s. 33 sme sa stretli s binomickym rozdelenim
pravdepodobnosti s parametrami n = 75 a p = 0,25 (p bola
pravdepodobnost uhaddnut spravnu odpoved na jednu otazku,
n bol pocet otazok). Jeho predpis je

= 7: L0,25¢- (1 -0,25)5-*
(p, je pravdepodobnost — vyjadrena ako cislo z intervalu
(0, 1) — Ze zo 75 otazok uhddneme préve k).

Graf tohto rozdelenia je na obr. 1 a).

Vypocitame hodnoty

Pre toto rozdelenie pravdepodobnosti sa

w=n-p

w="75-0,25= 18,75,

c=Nm-p-(1-p)

o=+75-0.25-(1-0,25) = /14,0625 =3,75

Potom — ak n je velké Cislo (teda, ak pokus opaku-
jeme velakrit) — plati: pravdepodobnost, Ze pocet
uspesnych pokusov je z intervalu (L — 26, i + 206),
je vicsia ako 95 %. To znamend, Ze prakticky isté
vysledky s v intervale (u — 20, u + 20).

Pozrime sa na interval (u - 20; u + 20) = (18,75 -2 - 3,75;
18,75 + 2 - 3,75) = (11,25; 26,25).

Z rieSenia dlohy 27 b) vieme, Ze v tomto pripade pocet
uhadnutych odpovedi je prakticky iste 12 — 26. Ako vidno,
intervalom (11,25; 26,25) st prakticky isté vysledky urcené
uplne presne. Su to vSetky celoCiselné hodnoty z interva-
Iu (11,25; 26,25), pozri obr. 1 b).
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Rozdelenie pravdepodobnosti poctu spravnych odpovedi

Obr. 1
12
° a) Binomické rozdelenie pravdepodobnosti
10 P~ .
o s parametramin =75, p = 0,25
f’> 8 * o (pripomerime, Ze v ulohe 27 b) z kapitoly 1.3 bolo
2 " ¢islo n pocet otdzok v teste a p bola pravdepodobnost
c L . ’ . 3 . .
S 6 uhddnut sprdvnu odpoved na jednu otdzku).
3 . ° Zelenou sme vyznacili hodnoty nad intervalom,
S 4 S v ktorom lezia prakticky isté vysledky
& ¢ . (tie sme nasli v rieSeni tilohy 27 b) na s. 39).
o 2 ° —
N @
0 i O‘ ‘O

A T T T AR P PR PR PR PP S P P PR L PP P
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75

pocet spravnych odpovedi
(z celkového poctu 75)

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 b) Interval (u—2cs, “+2G) (modrd tisecka)
= a prakticky isté vysledky (zelené bodky) pre binomické

o}
C\ll rozdelenie z obr. 1a).
3

L+ 20

Mobzeme tiez povedat: je prakticky isté, Ze pri velkom pocte pokusov n sa pocet tspes-
nych pokusov neodchyli od hodnoty p o viac ako + 2 G.

Al (Poget opakovani pokusy) jo vefke &isio. 18
prakticky jsté vysledky st z intervaly (n—20, 1F >

p=n-p, 6=Nn-p-(1-p)

¥
.._‘(7), ... '-.
O .- '.
C - -
S : ’
3 : . Obr. 2
Q_ L] -
2 ; %
3 N Niektoré vilastnosti binomického rozdelenia
Q s pravdepodobnosti.
J: — '-\ H=np
&et Uspechov pri 12 pokusoch c=An-p-(1-p)
2¢ M 2c podet Uspechov pri 7 pokusoc p p

n — celkovy pocet pokusov
p — pravdepodobnost tispechu
pri 1 pokuse (¢islo z intervalu €0, 1))

pre velké n plati:
pravdepodobnost, Ze vysledok

bude z tohto intervalu, je vac¢sia ako 95 %

1. VEIMNITE SI, ZE HODNOTA [L = 11 - p JE TOTOZNA S IDEALNOU HODNOTOU, KTORU SME UZ VIACKRAT POUZILI V NASICH UVAHACH
(POZRI NAPR. ZVYRAZNENY TEXT PRED ULOHOU 20 NA s. 24).

2. CisLA L A G MOZNO OPISAT POMOCOU STATISTICKYCH POJMOV, S KTORYMI SME SA STRETLI V UCEBNICI PRE 3. ROCNIK.
NA BINOMICKE ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI SA MOZEME POZERAT AKO NA SUBOR, V KTOROM PRAVDEPODOBNOST P CHAPEME AKO

RELATIVNU POCETNOST HODNOTY k. DA SA UKAZAT, ZE TENTO SUBOR MA STREDNU HODNOTU (TEDA ARITMETICKY PRIEMER) L =71 - D
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3. DOKAZ TVRDENIA O INTERVALE (Ll — 2G, WL + 2G) AKO INTERVALE PRAKTICKY ISTYCH VSLEDKOV JE UZ ZA HRANICAMI STREDOSKOLSKEJ
MATEMATIKY. VYUZIVA SA V NOM POZNATOK, ZE PRE VELKE HODNOTY 72 — TEDA PRE VELKY POGET POKUSOV — MOZNO GRAF BINOMICKEHO
ROZDELENIA DOSTATOCNE PRESNE NAHRADIT NIEKTOROU Z KRIVIEK NORMALNEHO ROZDELENIA (PODROBNEJSIE SA O TOM ZMIENIME
V NASLEDUJUCOM NEPOVINNOM DODATKU, POZRI OBR. 6 A OBR. 7 NA S. 45). VDAKA TOMU SA NIEKTORE VLASTNOSTI KRIVIEK NORMALNEHO
ROZDELENIA — JEDNOU Z NICH JE PRAVE POLOHA INTERVALU PRAKTICKY ISTYCH VYSLEDKOV — PRENESU NA BINOMICKE ROZDELENIE.

Nebudeme dokazovat tvrdenie o intervale (u — 20, p + 20) ako intervale prakticky istych
vysledkov (pozri tiez text predchddzajicej poznamky). Obmedzime sa na to, Ze sa pre-
sved¢ime o jeho spravnosti na binomickych rozdeleniach z predchidzajicej kapitoly.

ULOHY

1. Pre binomické rozdelenia pravdepodobnosti z tloh 20, 25, 27 a 28 z predchadza-
jucej kapitoly vypocitajte hodnoty p=n - p, c = \n-p- (1 —p) a uréte hranice
intervalu (L — 20, W+ 20). Potom skontrolujte, nakolko Cisla pu — 20, | + 26 vysti-
huju polohu intervalu prakticky istych vysledkov (tieto intervaly ste nasli v rieSe-
niach uloh 24, 25, 27 a 28 z predchadzajucej kapitoly). Pre binomické rozdelenie
z tlohy 27 b) sme takéto porovnanie naznacili v pravom stipci tabulky na s. 40.

RIESENIE

Ako dobre interval (1 — 20; 1 + 20) vystihuje polohu intervalu prakticky istych vy-
sledkov, vidno z nasledujucej tabulky. (Naliehavo odporic¢ame, aby ste vypocty uro-
bili sami a vysledky porovnali s ¢islami v tabulke, pomo6Ze vam to zvyknut si na
poznatok o suvise Cisel y a o s intervalom prakticky istych vysledkov.)

binomické . 1

rozdelenie interval ¢islo alohy
s parametrami  |u=n-p|lg=A/n- p-(1-p) (L-20, p+20) | prakticky istych | z predchadzajicej
n p vysledkov kapitoly

10 0,5 5 1,58... (1,83...; 8,16...) 2-8 24

50 0,5 25 3,53... (17,92...;32,07...) 18 — 32 25
200 0,5 100 7,07... (85,85...; 114,14...) 86— 114 25

1 000 0,5 500 15,81... (468,37...; 531,62...) 469 — 531 25

30 0,25 7,5 2,37... (2,75...; 12,24..) 3-12 27

75 0,25 18,75 3,75 (11,25...; 26,25...) 12 -26 27

60 % 10 2,88... (4,22...;15,77...) 5-16 28
120 % 20 4,08... (11,83...; 28,16...) 12 -28 28
600 % 100 9,12... (81,74...; 118,25...) 82-118 28

Vo vSetkych pripadoch okrem jednej vynimky (podfarbené bunky) je situdcia rovna-
ka ako na obr. 1 b): interval prakticky istych vysledkov tvoria vSetky prirodzené ¢isla
leziace v intervale (u — 20, W@ + 26). V pripade podfarbenych buniek je rozdiel iba
v hodnote 16, ta uz lezi mimo intervalu (1 — 20, p+ 20). VSimnite si, Ze pre rovnakua

pravdepodobnost (p = %) a vicsie hodnoty n (nasledujice dva riadky v tabulke) uz

uréenie prakticky istych vysledkov pomocou intervalu (n — 2o, p + 20) funguje bez-

m chybne. To je v silade s tym, Ze uvedené tvrdenie plati pre velké hodnoty n.
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Poznamenajme este, Ze to, ktoré hodnoty n st uz dostatocne velké, zavisi od hodnoty prav-

musi byt n, aby interval (u — 20, p + 26) dobre vystihol polohu prakticky istych vysledkov.

ULOHY V PRAXI SA NAMIESTO INTERVALU (Il — 26, WL+ 20)

POUZIVA PRESNEJSI INTERVAL (L — 1,96 - G,
2. Z urny, ktord obsahuje 45 % bielych a 55 % ciernych guliek, 1+ 1,96 - o). INTERVAL (1L — 26, [ + 20)

sme 200-krat ndhodne vybrali jednu gulku, zistili sme jej farbu SA VSAK LAHSIE PAMATA A PRE NASE UVAHY JE

a gulku sme vratili do urny. Kolko bielych guliek mozno prak- POSTACUJUCI.

ticky iste ocakavat medzi tymito 200 vytiahnutymi gulkami?
3. Zurny, v ktorej malo byt 70 % bielych a 30 % ciernych guliek, sme 150-krat nahod-

ne vybrali jednu gulku, zistili sme jej farbu a opét ju vratili do urny. Z tychto 150

guliek bolo 32 ciernych. Je tento vysledok v silade s informaciou o pocte ¢iernych

guliek v urne?

V rieseni tloh 26 b), 27 a 28 z kapitoly 1.3 sme informéciu o prakticky istych vysledkoch
sformulovali aj pomocou relativnych pocetnosti, napr.

formuldcia o pocte vysledkov | formuldcia o relativnom pocte vysledkov
Pri 200 hodoch mincou je prakticky isté, Ze
znak padne 86- az 114-krat relativna pocetnost znakov bude od 0,43 do 0,57
(pozri treti riadok v tabulke na s. 42). (teda znak padne v 43 % — 57 % vsetkych hodov).

ULOHA

4. a) Pripomeiite si, ako sme vypocitali relativne pocetnosti 0,43 a 0,57.
b) Sformulujte takto pomocou relativnych pocetnosti nasledujiice tvrdenie o polohe
prakticky istych vysledkov z obr. 2 (s. 41)
Ak n je velké ¢islo, tak prakticky isté vysledky leZia v intervale
(n—26, p+20),t.j. (mp—2n \p(1=p), np+2n \p(—p)).
¢) Dopliite opis vysledku tlohy b):
Ak n je velké Cislo, tak je prakticky isté, Ze relativna poCetnost
uspesnych pokusov sa od pravdepodobnosti p 1i$i o menej ako ........... .

Relativna poéetnost’prakt/cky istych V\'/S‘edkov M '

sa 0d pravdepodobnogt; P liSi o menejako £ 2+ n
P
Y7 SN
o .
c . .
3 s %
3 : g Obr. 3
o - %
S 83
& s 5~ . Graf rozdelenia pravdepodobnosti relativnych
a : -§ a 3 pocetnosti dostaneme z obr. 2 postupom,
s 22 Ky ktory sme zndzornili na obr. 9 (s. 31) — kaZdii
S o g . L ., .
s =2 p hodnotu na vodorovnej osi vydelime celkovym
j a8 \\ poctom pokusov, teda cislom n.
1 L 1 1 1
T T L] Ll T
p relativna po¢etnost
5. \p(-p) 5. \p(l=p) uspechov pri n pokusoch
NG NG (&fslo z intervalu (0, 1))
pre velké n plati:

je prakticky isté, ze relativna pocetnost Uspesnych pokusov bude z tohto intervalu. _
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V naSich dalSich tvahach uz budeme za prakticky isté vysledky automaticky pokladat
vsetky celociselné hodnoty leziace v intervale (1 — 2o, |+ 20).

Dohoda:
prakticky iste vysledky pri n-ngsopnom opakovani pokusu
= vsetky celodiselng hodnoty z intervaly (n—

ULOHA

5. Keby vsetci obyvatelia Slovenska — vratane dojciat a starcov — naraz hodili hra-
cou kockou (kazdy svojou a kazdy Standardnou), aku relativnu pocetnost Sestiek
v tomto celoslovenskom pokuse mozno pokladat za prakticky isti? Ako by takyto
pokus dopadol v Cine? Vysledky uvadzajte ako ¢&isla z intervalu {0, 1) zaokrdhle-
né na Styri desatinné miesta, potom ich preratajte na percenta.

(pre velkd hodnotu n) =
26, p+20)

Nepw'\nn\? dodatok | ’
OD BERNOULLIOVSKYCH POKUSOV KU KRIVKAM

NORMALNEHO ROZDELENIA

Kazdy veri normdlnemu rozdeleniu: experimentatori si myslia, Ze ho dokdzali matematici
a matematici veria, Ze je vysledkom pozorovani.

E. T. WHiTTAKER, G. ROBINSON

Pri skiimani bernoulliovskych pokusov matematici narazili na krivky, ktoré mali neskor hrat v Statistike vyznamnu
ulohu — krivky normélneho rozdelenia. Ich modelovym predstavitelom je graf funkcie y = ™, pozri obr. 4.

Lubovolnu z kriviek normélneho rozdelenia dostaneme, ak tento graf stlatime alebo roztiahneme v smere niektorej
z osi x alebo y a pripadne ho eSte posunieme pozdiZ osi x. Priklady takychto kriviek st na obr. 5. Vieobecna podo-
ba predpisu takto poroztahovanej a poposivanej funkcie je y = A - ¢ #* + ©’, kde konstanty A a B ur¢uji velkost
roztiahnutia alebo stlatenia grafu v smere osi y a x a ¢islo C stivisi s velkostou posunutia grafu pozdiz osi x.

Obr. 4 Obr. 5

Graf funkcie y = e Rozne krivky normdlneho rozdelenia. Podla ich tvaru sa pre ne —
najmd v anglicky pisanej literatiire — vZil ndzov bell curve alebo
bell-shaped curve (krivka tvaru zvona).

Pre velké n mozno hodnoty binomického rozdelenia dostato¢ne presne nahradit hodnotami funkcie, ktorej grafom
je niektora z kriviek normalneho rozdelenia. Napriklad hodnoty binomického rozdelenia s parametrami n = 900
a p =0,2 (to opisuje pravdepodobnost vysledkov 900-nadsobného opakovania pokusu, v ktorom pravdepodobnost

uspechu je p = 0,2) mozno velmi dobre nahradit hodnotami funkcie
k-180\?
Pk 1 _( 12 )
= —F=¢
pozri obr. 6. 12+ 21 :
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0,03 ® = binomické rozdelenie
b pren=900ap=0,2
3
s
g 0027 —— = krivka normélneho rozdelenia
o
a k=180
§ P 1 _( 12 )
© = € 2
S 0017 \ 124/2n

T T T T T T T I ¥ ———
130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230
pocet Uspechov k
Obr. 6

Porovnanie grafu binomického rozdelenia a zodpovedajiicej krivky
normdlneho rozdelenia.

De Moivre nahradza binomické rozdelenie
krivkou normalneho rozdelenia

Stivis medzi binomickym rozdelenim pravdepodobnosti a krivkami normél-
neho rozdelenia objavil francizsky matematik Abraham de Moivre, ktory
pred naboZenskym prenasledovanim utiekol do Anglicka. Svoj objav publi-
koval v roku 1733, neskdr ho vclenil do druhého vydania jedného zo svojich
hlavnych diel The Doctrine of Chances. De Moivre hladal funkciu, ktorej
hodnoty by boli dostato¢ne presnou ndhradou hodnét binomického rozde-
lenia. Sucty viacerych pravdepodobnosti z nejakého tseku tohto rozdelenia
(teda vypocty, ktoré sme pre mali hodnotu #n robili v tlohe 21 na s. 25) po-
tom nahradil vypoctom plochy pod grafom najdenej funkcie, co bola (hoci
to na prvy pohlad tak nevyzerd) jednoduchsia tloha.

Vo vseobecnosti plati: pre velké hodnoty n» mozno hodnoty binomické-
ho rozdelenia s parametrami n a p dostato¢ne presne nahradit hodnotami
funkcie (ﬂ

L

(o)

1
Sl = 52 €

kde u=n-p jestrednd hodnotaa o =+n - p - (1 — p) je Standardna odchylka
tohto binomického rozdelenia. Napriklad, pre rozdelenie z obr. 6 (n = 900,
p=0,2) sap =180, c = 12 (skontrolujte to), predpis nahradzajicej funkcie je

(k— 180)2
12

2

1 _
12+2r ¢

fl8(), 1 2(k) =

(porovnaj s obr. 6).

sl
1 \o
= e 2
Y o\ 2n
95,449 973 ... %
celkovej plochy
% pod grafom .
u—2c u u+2c
Obr. 7

Jednu z délezitych vlastnosti kriviek normdlneho rozdelenia, ktorii sme — spolu
s poznatkom, Ze hodnoty binomického rozdelenia mozno pre velké n s dostatocnou

presnostou nahradit hodnotami funkcie f, ; — vyuZili v tejto kapitole, pozri obr. 2 na s. 41.

ABRAHAM DE MoIVRE

(1667 — 1754)

PRESTUDOVAL NEWTONOVO DIELO
PRINCIPIA (ZAKLAD KLASICKEJ
MECHANIKY) TAK DOKLADNE, ZE
NEWTON NAN ODKAZOVAL TYCH, KTORI{
NEROZUMELI NIECOMU Z TEJTO PRACE,
SO SLOVAMI: ,,CHODTE ZA PANOM

DE MOIVRE, ON VIE TIETO VECI

LEPSIE AKO JA.“

PIERRE-SIMON LAPLACE

(1749 — 1827)

VYZNAMNY FRANCUZSKY MATEMATIK

A FYzIK, PODOBNE AKO C. F. Gauss,
SVOJIMI PRACAMI POTVRDZOVAL
VYZNAM KRIVIEK NORMALNEHO
ROZDELENIA PRI SKUMANI CHYB MERANI
V ASTRONOMII A ZEMEMERACSTVE.

ADOLPHE QUETELET

(1796 — 1874)

AKO PRVY POUKAZAL NA MOZNOST
POUZITIA KRIVIEK NORMALNEHO
ROZDELENIA V SOCIALNYCH VEDACH.
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= UVODNY PRIKLAD
= JEDNODUCHY VZOREC NA
ODHAD ABSOLUTNEJ CHYBY

2.2 Ako presne sa da urcit pravdepodobnost
z 200 pokusov?

V tejto Casti nadviaZeme na tivahy z kapitoly 1. V nej sme zistili, Ze ak pri velkom pocte
hodov mincou padne znak podozrivo mélo (alebo podozrivo vela) rdz, je velmi pravde-
podobné, Ze minca nie je Standarna — teda pravdepodobnost padnutia znaku nie je V2.
Otéazka potom je: ak pravdepodobnost nie je Y2, aka teda je?

UVODNY PRIKLAD

V tulohe 25 na s. 29 sme zistili, Ze pri 200 hodoch Standardnou mincou je prakticky isté,
7e padne 86 — 114 znakov. Z toho sme odvodili, Ze keby pri 200 hodoch mincou padlo
napr. 81 znakov, mdZeme opodstatnene predpokladat, Ze minca nie je Standardna.

ULOHA

6. Pripomeiite si
a) ako sme nasli interval prakticky istych vysledkov 86 — 114 znakov v tlohe 25 na
s. 29 a ako ho moZno néjst pomocou vzorca zo s. 41,
b) tvahu, ktorou sme zddvodnili, Ze pri padnuti 81 znakov z 200 hodov uzZ mame
pri¢inu domnievat sa, Ze minca nie je Standardna.

Ak je dovod domnievat sa, Ze minca nie je Standardnd, tak prirodzene vznika otdzka:
Aka je pre tito mincu pravdepodobnost, Ze padne znak? A ako presne vieme tito prav-
depodobnost zistit z 200 hodov?

Z 200 hodov mincou padol znak 81-krat.

S akou pravdepodobnostoy p padé na tejto minci znak?

Ako presne vieme tiito pravdepodobnost odhadntit na zaklade 200 hodoV?

Odhad...
Prirodzené je za odhad — teda priblizni hodnotu — hladanej pravdepodobnosti p pokladat

relativnu potetnost 28710 — 0,405, t. j. 40,5 %.

AK SKUTOCNU HODNOTU

To JE vV SULADE S MYSLIENKOU
EMPIRICKEJ PRAVDEPODOBNOSTI,
§ KTOROU SME SA STRETLI V UCEBNICI Toto ¢islo je skutocne iba odhadom skuto¢nej pravdepodobnosti. Preco? Tvr-
PRE 2. ROCNIK (NAMIESTO OZNACENIA
EMPIRICKA SA CASTO POUZIVA NAZOV
STATISTICKA PRAVDEPODOBNOST):

PRAVDEPODOBNOSTI NEPOZNAME,

TAK JU NAHRADZAME RELATIVNOU . o B . . ) L ..
POCETNOSTOU USPESNVCH POKUSOV. z prakticky istych vysledkov (o tomto dostatocne dlho diskutujte, azZ potom ci-

81
~ 3L _ 0,405
P=500

dit, Ze hladana pravdepodobnost je presne 0,405, by znamenalo tvrdit, Ze 81
je idedlny vysledok 200 hodov (skontrolujte, Ze je to v suilade s opisom nasho
pojmu idedlny vysledok zo s. 24). To vSak odporuje skisenosti, Ze nie pri kaz-
dom pokuse sa podari dosiahnut idedlny vysledok. Prirodzenejsie je preto pred-
pokladat menej: 81 nemusi byt idedlny vysledok pri 200 hodoch, ale je to jeden

tajte dalej). Prave s tymto predpokladom stivisi odpoved na naSu druhu otazku:

ako presny je odhad p = 0,405?

Vysledok 81 tspechov z 200 Pokusov pokladdme za jeden z prakticky istych vys\edkov.

... a jeho presnost

Existuje viac pravdepodobnosti dspechu p, pre ktoré 81 dspechov z 200 pokusov patri
medzi prakticky isté vysledky, pozri obr. 8.
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V naSom pripade sa da ukazaf, Ze takymito

pravdepodobnostami p st — ak sa obmedzime R
na Cisla s 3 desatinnymi miestami — vSetky x s
hodnoty medzi 0,339 a 0,475 , t. j. od 33,9 % © & = G
do 47,5 % (podrobnosti najde zdujemca v po- . e ® e

znamke Len pre zaujemcov na tejto strane).

o .
e o ot b T

ULOHA 59 7176 85 97 104
B S
<

-
7. Skontrolujte, Ze ak 200-krat zopakuje- Obr. 8
me pokus s pravdepodobnostou uspe- 81 znakov pri 200 hodoch patri medzi prakticky isté vysledky napr. pri
chu e pravdepodobnosti padnutia znaku p = 36 %
«p=0,339 (prakticky iste padne 59 — 85 znakov)
«p=0475 e pravdepodobnosti padnutia znaku p = 42 %

. . C (prakticky iste padne 71 — 97 znakov)
lalkemedai praicticleyfistcyysledioibude e pravdepodobnosti padnutia znaku p = 45 %

patrit hodnota 81. Na urcenie prakticky (prakticky iste padne 76 — 104 znakov)

istych vysledkov pouZI.te interval Prakticky isté vysledky sme urcovali pomocou intervalu (. — 20, L + 20).
(n—20, p+20), pozriobr. 2 nas. 41. Hodnotu 81 sme na vodorovnej osi oznacili Giernou bodkou.

PRE KTORE PRAVDEPODOBNOSTI USPECHU p
JE 81 USPECHOV Z 200 POKUSOV PRAKTICKY ISTY VYSLEDOK?

Vo vseobecnosti, hodnota k patri medzi prakticky isté vysledky pri n pokusoch (v naSom
konkrétnom pripade k = 81, n = 200), ak k lezi v intervale (1 — 20, 1 + 206), teda ak
vzdialenost medzi k a 1 je mensia ako 2o, (A)

kdepw=n-p,c=+n-p-(1-p),pozriobr.2nas. 41.

Tato podmienku mozno vyslovit aj v podobe (ak vSetky ¢isla v (A) vydelime po¢tom pokusov n)

Len
= é”iemcov

. , .k . o 2
vzdialenost medzi — a £ je mensia ako =2

n n n
teda, kedze 2 = p, 20 _o 7‘17'(1_1)),
noon \ K Vp-=p) ®)
Nn

vzdialenost medzi — a p je mensia ako 2
n
pozri obr. 3 a rieSenie tlohy 4 ¢) na s. 43. Formulacia (B) ndim vyhovuje viac, pretoZe sa v nej vyskytuje relativna

pocetnost k, ktortd pokladdme za priblizni hodnotu hladanej pravdepodobnosti.
n

V naSom pripade (k = 81, n = 200) sa L3 = % = 0,405, a podmienka (B) mé tvar

! er \Vp-(=p) ©
200

vzdialenost medzi 0,405 a p je menSia ako 2
Pl V200

Hlad4me hodnoty p, ktoré spliiaji podmienku (C)
Podmienku (C) moZno zapisat v tvare lp — 0,405 <2 Np-U=p) . *)
V200

Postupnymi ekvivalentnymi tpravami dostaneme 200(p* — 0,81p + 0,164 025) < 4p — 4p*
(obidve strany nerovnosti sme najprv umocnili na druht, potom vyndsobili ¢islom 200)
204p* — 166p + 32,805 < 0.
RieSenim kvadratickej nerovnice ap® + bp + ¢ < 0 s kladnym diskriminantom D = b* — 4ac (to je prave n4s pripad) s
—b+\D
2a

2 0,338 098...,

vietky &isla leZiace medzi korefimi rovnice ap* + bp + ¢ = 0, ktorymi si Pi2=
166 —\166* —4 - 204 - 32,805 _ 166 —\787,1
Pi= 408 T 408
1 v 12
- WO +NTETI2 _ 475 626...

D
by
Podmienku (C) preto spiiiaju vietky &isla z intervalu (p,, p,).

. V nasom pripade
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HIadanou pravdepodobnostou p je teda niektoré ¢islo medzi 0,339 a 0,475.

TYM, ZE UVAZUJEME IBA O PRAKTICKY ISTYCH VYSLEDKOCH, VYLUCUJEME Z NASICH UVAH SITUACIE, KTORE POKLADAME ZA VELMI MALO
PRAVDEPODOBNE. NEMOZEME VSAK TVRDIT, ZE VYLUCENE SITUACIE /STE NENASTANU. PRETO ANI TVRDENIE, ZE HLADANA PRAVDEPODOBNOST
p JE z INTERVALU 0,339 — 0,475, NEPLATI SO 100-PERCETNOU ISTOTOU.

NA DRUHEJ STRANE SI TREBA UVEDOMIT, ZE KEBY SME Z NASICH UVAH NECHCELI VYLUCIT ZIADNE (ANI VELMI MALO PRAVDEPODOBNE)
MOZNOSTI, TAK O PRAVDEPODOBNOSTI p» NEVIEME POVEDAT VOBEC NIC. NECH JE TOTIZ PRAVDEPODOBNOST USPECHU AKEKOLVEK CiSLO
MEDZI O A 1, MOZE sA STAT, ZE PRI 200 POKUSOCH USPEJEME 81-KRAT.

Z TEJTO UVAHY VIDNO, ZE BEZ VYLUGENIA MOZNOSTI, KTORE POKLADAME ZA MALO PRAVDEPODOBNE, SA DALEJ NEPOHNEME.
NEVYHNUTNOU CENOU ZA TO, ZE O HLADANEJ PRAVDEPODOBNOSTI P VIEME POVEDAT NIECO ZMYSLUPLNE, JE TEDA FAKT,
ZE NASA INFORMACIA NEBUDE PLATIT SO 100-PERCETNOU ISTOTOU.

Na zéaklade toho m6Zeme urcit, ako dobre priblizna hodnota % = 0,405 nahradza

skuto¢nu (pre nas neznamu) pravdepodobnost p, teda o kolko sa mdze p liSit od Cisla
0,405.

tu niekde lezi skuto¢na hodnota p

3 0,405 10
@ priblizna hodnota Y.
Vysledok 81 uspechov z 200 pokusov patri medzi prakticky isté vysledky, ak pravdepodobnost
uspechu p je z intervalu (0,339; 0,475).
Obr. 9

S otazkou, ako velmi sa odliSuju priblizna a skutocnd hodnota sme sa uz stretli v kapitole
o pribliznych cislach (v uéebnici pre 2. ro¢nik). Informécia o velkosti tejto odchylky
sa nazyva odhad absoliitnej chyby pribliZzného c¢isla. Pripomenme, Ze odhad absolitne;j
chyby pribliznej hodnoty 0,405 je kladné Cislo 8, pre ktoré plati

vzdialenost medzi 0,405 a p nie je vicSia ako 0. (D)

Inak povedané, skutocna hodnota p lezi niekde medzi 0,405 — & a 0,405 + J (toto si roz-
myslite, aZ potom Citajte dalej). Zapisujeme to p = 0,405 £ 9.

tu niekde lezi skuto¢na hodnota p

) d

>
>

<
<

0,405
priblizna hodnota

0,405 — 51,
0,405 + 51"

Odhad 5§ absolutnej chyby pribliznej hodnoty 0,405: Cislo 5 treba zvolit tak, aby sa skuto¢na hodnota p
nachadzala v intervale (0,405 - §; 0,405 + §).

Obr. 10
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ULOHA

8. Skontrolujte, Ze nezndma hodnota p sa od pribliznej hodnoty % = 0,405 nelisi

o viac ako £ 0,070. Sformulujte tento vysledok pomocou pojmu odhad absoliitnej

chyby.
w p = 0,405 + 0,070

Pripomerime este vSeobecnu z4sadu pri praci s pribliznymi ¢islami: zapis sa upravi tak, aby v odhade chyby
bola jedna, nanajvys dve platné cifry. Zapis p = 0,405 + 0,070 tejto podmienke vyhovuje — odhad chyby ma
dve platné cifry. Keby sme chceli dostat zapis s jednou platnou cifrou v odhade chyby, zaokrihlime odhad
na jednu platnu cifru nahor — v naSom pripade nahor na stotiny, a s rovnakou presnostou — teda na stotiny
(tentokrat aritmeticky) zaokrihlime aj priblizni hodnotu (diskutujte o tom, preco asi je jedno zaokrihlenie
nahor a druhé aritmetické). Dostaneme tak zapis

p=041=0,07

1 | R | | | S

JEDNODUCHY VZOREC NA ODHAD ABSOLUTNE]J CHYBY

Hlavnym cielom tivodného prikladu bolo ujasnit si, o rozumieme pod odhadom abso-
litnej chyby. Pre pribliZni hodnotu - = 28—010 sme hladali &islo 8 — odhad chyby — tak,

n
aby v intervale <% -9 % + 8> lezali vSetky pravdepodobnosti, pre ktoré rela-

tivna pocetnost % —t. j. 81 uspechov z 200 pokusov — patri medzi prakticky isté
pri n = 200 pokusoch (pozri obr. 9, 10). Teda, aby platilo: ak sa pravdepodobnost p

od ¢isla k_ % lisi o viac ako 9, tak je uZ prakticky nemozné, aby sme pri n = 200 opa-
n
kovaniach pokusu, v ktorom pravdepodobnost uspechu je p, dosiahli kK = 81 dspechov

(toto si dobre rozmyslite, az potom citajte dalej).

Jedna z moZnosti, ako ndjst takito hodnotu d, je zaloZena na vypoctoch, ktoré sme opi-
sali v pozndmke Len pre zaujemcov na s. 47. Tento postup mozno pouZit pre Tubovolné
hodnoty k a n. Z hladiska naSich potrieb je viak pomerne zdihavy, preto budeme pouZi-
vat iny odhad, ktory je sice menej presny, ale [ahko sa pamét4.

Da sa totiz ukazat nasledujuce tvrdenie (podrobnosti uvddzame v poznamke Len pre zaujem-
cov nas. 50): ak pri n pokusoch — pri¢om 7 je dostato¢ne velké Cislo — dosiahneme k tispe-

chov, tak za odhad absolttnej chyby pribliznej hodnoty K mozno zvolit ¢islo 6 = % .
n n

Inak povedané: ak sme pri n pokusoch dosiahli k£ uspechov (pricom tento vysledok po-

kladame za jeden z prakticky istych), tak sa pravdepodobnost uspechu p v jednom poku-

se nachadza v intervale <£ _ L.k + L>
n Nn'n An/
ESte inak: ak sa pravdepodobnost p od ¢isla K lisi o viac ako L , tak je uZ prakticky
n n

nemozné, aby sme pri n opakovaniach pokusu, v ktorom pravdepodobnost tispechu je p,
dosiahli k dspechov.

_ Ak ”'kr_ét (prié,om n je dostatoéne velké &islo) zopakujeme pokus o
a dosiahneme pritom & tspechov, tak pravdepodobnost p uspechu v tomto pokuse ¥
_ki 1
LN

dpokl 4 - o v
(za predpokladu, ze dosiahnuty vysledok k uspechov z pokusov pokladame za prakticky isty)-
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Nasledujice tlohy by ndm mali pomdct vytvorit si predstavu, akd presnost je redlne

ocakavat, ak pravdepodobnost tspechu zistujeme z velkého poctu opakovani nahodného

pokusu. Na odhad tejto pravdepodobnosti pouZijeme vztah p = K * L

n An
ULOHY

9. Nahodny pokus s nezndmou pravdepodobnostou uspechu sme zopakovali
100-krét. S akou presnostou vieme z tychto 100 opakovani zistit nezndmu hod-
notu pravdepodobnosti tispechu?

10. Kolkokrat by sme mali opakovat ndhodny pokus, ak chceme nezndmu pravde-
podobnost tspechu p zistit s presnostou
a) na celé percenta (teda chyba by mala byt mensia ako 0,5 percentualneho
bodu),
b) na desatiny percenta,
¢) na stotiny percenta?

Len pre zaujemcoY
Zjednodusujeme odhad absoliitnej chyby

Vratme sa k odhadu absolutnej chyby pribliZznej hodnoty % = 0,405. Hladame kladné ¢islo o tak, aby platilo

vzdialenost medzi 0,405 a p nie je vicsia ako o (*)
pozri podmienku (D) na s. 48. O skutocnej — ndm vSak neznamej — hodnote pravdepodobnosti p predpokladame,
Ze pre 1iu 81 tspechov z 200 pokusov patri medzi prakticky isté vysledky. Vyslovené pomocou relativnych po-

cetnosti: % = 0,405 patri pri 200 pokusoch medzi relativne pocetnosti prakticky istych vysledkov.

To znamena4, Ze

\p-(1-p)
\200

vzdialenost medzi 0,405 a p je mensia ako 2 - (*%)
(pozri obr. 3 na s. 43 a podmienku (C) na s. 47).

Strucne zapisané: hladdme J tak, aby platilo (*), pricom vieme, Ze pre p plati (¥*).

Vsimnite si, ako sa formulécie (*) a (**) podobaji. Prave to nAm umozni odhadnit absolitnu chybu. VyuZijeme
pritom tento poznatok (pozri obr. 11):

.....

\Np-(1-p) . s e e V025 2-05 1
7200 z podmienky (**) nemdZe byt vicSie ako 2 V200 = Y200 - 200

Z toho vyplyva, Ze ¢islo 2 -

Ap-(1-p) | s
2 7\/% Sm =0,0707... (F*%)

\Np-(1-p)
200

1
L . . " . iy oo -
Teda: hoci hodnotu p nepozname, vieme, Ze vzdialenost 2 200 z (**) neprevysi hodnotu NI
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. : P
0 0,5 1

Obr. 11
Grafom kvadratickej funkcie y = p - (1 — p) pre p z intervalu
(0, 1) je cast paraboly, ktord pretina vodorovnii os

v hodnotdch p =0 a p = 1. Najvdcsiu hodnotu nadobiida tdto
funkcia pre p = 0,5, je fiou ¢islo y(0,5) =0,5 - 0,5 =0,25.

ULOHY

11. Vysvetlite, ako z (*), (¥*) a (¥**) vyplyva toto tvrdenie:

TOTO TVRDENIE MOZNO ZDOVODNIT VIACERYMI
SPOSOBMI, NAPR. ODVOLANIM SA NA SUMERNOST
PARABOLY, KTORA JE GRAFOM KVADRATICKEJ
FUNKCIE, ALEBO UPRAVOU PREDPISU FUNKCIE
y=p- (1 =p)NA ,UPLNY STVOREC",

T.J. NATVAR y = 0,25 — (p — 0,5)%.

VENUJTE DOSTATOCNY CAS DISKUSII O TYCHTO
ZDOVODNENIACH.

Vzdialenost medzi skutocnou hodnotou pravdepodobnosti p a pribliznou hodnotou 0,405

o 1 L . R
nie je vicsia ako 7200 - Preto za odhad absoliitnej chyby mozno zvolit ¢islo 6 = N 0,070 7... .

12. Rovnaké ivahy mozno pouzit aj vo vSeobecnom pripade, teda ak pri n opakovaniach pokusu s neznamou
pravdepodobnostou tspechu p uspejeme celkom k-krat. Diskutujte o tom a sformulujte tvrdenie o odhade

presnosti pribliZnej hodnoty k
n

2.3 DalSie dlohy

ULOHY

13. V optimalnych podmienkach sme nechali kli¢it 500 se-
mien, ktorych kli¢ivost je 75 %. Na vyklicenie sa moZzeme
pozerat ako na 500-krat opakovany pokus s pravdepodob-
nostou uspechu 75 % (diskutujte o tom najprv v triede.)
a) V akom rozmedzi by sa mal pohybovat pocet vyklice-
nych semien?

b) Vysledky z casti a) uvedte v percentach (s presnostou
na celé percentd).

¢) Pri akom pocte vykli¢enych semien by sme mali dovod
opravnene pochybovat o spravnosti uvedenej hodnoty
klicivosti?

14. Ukazte, 7Ze na zaklade uvedenych udajov mozno odo-
vodnene predpokladat, Ze pravdepodobnost narodenia

chlapca nie je % Zistite, ako presne mozno z tychto

udajov odhadnut pravdepodobnost narodenia chlapca.

KLi¢ivost

KLi¢ivosT — TEDA
SCHOPNOST SEMIEN
RASTLINY ZACAT svoJ

RAST — SA VYJADRUJE

V PERCENTACH. NAPRIKLAD,
KLICIvOoST 80 % ZNAMENA,
ZE V LABORATORNYCH
PODMIENKACH PRI
OPTIMALNEJ VLHKOSTI A TEPLOTE VYKLICILO 80 %
Z CELKOVEHO POCTU SKUMANYCH SEMIEN.

AKka je pravdepodobnost
narodenia chlapca?

V roku 2011 sa v SR
narodilo 60 813 Zivych
novorodencov. Domino-
valo muzské pohlavie,
chlapcov sa narodilo 31 114. Vyplyva to z udajov,
ktoré poskytol Statisticky trad.
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TESTOVANIE LIEKOV

JEDNOU Z HLAVNYCH ULOH PRI TESTOVANI LIEKOV JE PREUKAZAT, ZE LIEK SKUTOCNE UCINKUJE. OPISME
STRUCNE JEDEN Z NAJJEDNODUCHSICH POUZIVANYCH POSTUPOV. VYBERIEME DVE SKUPINY CHORYCH.
PRVEJ SKUPINE PODAME LIEK A ZISTIME, V KOLKYCH PRIPADOCH LIEK ZAUCINKOVAL. DRUHEJ SKUPINE
PODAME NESKODNU LATBU — PLACEBO — A TIEZ ZISTIME, V KOLKYCH PRIPADOCH SA STAV ZLEPSIL.
PACIENTOV DO OBIDVOCH SKUPIN VYBERAME NAHODNE A NIKTO Z NICH NEVIE, ¢l DOSTAL

SKUTOCNY LIEK ALEBO PLACEBO.

NA PODANIE LIEKU AJ PODANIE PLACEBA SA MOZEME POZERAT AKO NA NAHODNY POKUS. V OBIDVOCH
PRIPADOCH NAS ZAUJIMA PRAVDEPODOBNOST USPECHU (TYM JE ZLEPSENIE PACIENTOVHO STAVU).

AK MAME LIEK POVAZOVAT ZA UCINNY, MUSI BYT PRAVDEPODOBNOST USPECHU PRVEHO POKUSU (ZLEPSENIE
NASTALO PO PODANI LIEKU) VAGSIA AKO DRUHEHO (ZLEPSENIE NASTALO SAMOVOLNE, BEZ PODANIA LIEKU).

V TABULKE UVAPZAME \{YSLEDKY TESTOVAN{ DVOCH LIEKOV

NA BOLESTI SPOSOBENE DIABETICKOU NEUROPATIOU:

15. a) Pre obidva lieky najdite interval, v ktorom leZi pravde-
podobnost, Ze zlepSenie nastane po podani lieku a in-
terval pre pravdepodobnost, Ze zlepSenie nastane bez
podania lieku. Na zaklade toho rozhodnite, ¢i testovany
liek mozno pokladat za i¢inny.

b) Aky by musel byt v pripade prvého z uvedenych lie-
kov pocet samovolnych zlepSeni stavu, aby sme prvy
liek nemohli na zéklade opisaného postupu pokladat za
ucinny?

PRVY LIEK | DRUHY LIEK

POCET ZLEPSENI /
POGET PACIENTOV, KTORI 105/144 81/165
DOSTALI LIEK

POCET ZLEPSENI /
POCET PACIENTOV, KTORI 180/260 73/205
DOSTALI PLACEBO

DVA UZITOCNE VZORCE — VYSLEDKY

2. 76 — 104 bielych guliek; v tomto pripade sa n = 200, p = 0,45, p =200 - 0,45 =90, 6 = \/200 -0,45-0,55 =7,03...,
(W—20; u+20)=(7592...; 104,07...).

3. Spomedzi 150 vytiahnutych guliek by malo byt prakticky iste 34 — 56 Ciernych. Hodnota 32 lezi mimo tohto intervalu,
moZeme preto oddvodnene predpokladat, Ze idaj o pocte Ciernych guliek nebol spravny. (V tomto pripade sa n = 150,

p=03,1=150-0,3=456=~150-03-0,7 =5.61..., (L - 26; 1t + 26) = (33,7...; 56,2...).)

4. 2) % = 0,43 (t. ]. 43 %) Lg = 0,57 (t. j. 57 %), vo vieobecnosti

1
" 20
absoldtna pocetnost
celkovy pocet pokusov

absoldtna pocetnost
200 ’

relativna pocetnost =

(V tomto pripade

absolitna pocetnost
celkovy pocet pokusov

relativna pocetnost v % =

. " e e . . " ko .y . 2
b) Ak absolitna pocetnost k lezi medzi ¢islami p — 26 a p + 20, tak relativna pocetnost — lezi medzi Cislami k_=0
uw 2c . n n n
a-— 4+ —, pritom
non

=—=p, \/n_ ,

n

oy 20 Ty =2 T

1= |

\n

(pri Uprave — =
n

Vi Nn 1,

sme vyuZili, Ze kladné ¢islo n moZno zapisat v tvare n = \\n - \n, preto ~— =
n

L
\n

Vo N N
8! w20,y WD w2, POD),
non \n n n \n

s wos

Teda: ak je n velké Cislo, tak relativna pocetnost uspechov v n pokusoch leZi prakticky iste medzi

Npd-p) Npd-p) . Ap(-p)
EE] e T oemede s2 S
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5. Podla obr. 3 relativna pocetnost Sestiek leZi prakticky iste v intervale

1/1& 1/1.2
i_z_ 6 6 l+2‘ 6_6 |
6 6

Za n sme dosadili n =5 404 555 (pocet obyvatelov SR k 31. 3. 2012), resp. n = 1 347 350 000 (odhad poctu obyvatelov
Ciny k 31. 12. 2011). Vysledky po zaokrihleni: SR (0,166 3; 0,167 0), t. j. 16,63 % az 16,70 %, Cina (0,166 6; 0,166 7),
t.j. 16,66 % az 16,67 %.

7. Pre p = 0,339 je pravy krajny bod intervalu (u — 20; p + 20) ¢islo w + 26 = np + 24np(1 —p) =200 - 0,339 +
+24/200 - 0,339 -0,661 = 81,188..., preto hodnota 81 leZi v tomto intervale. Pre p = 0,475 je Tavy krajny bod intervalu
(=20, p+ 20) &islo p— 26 = np — 24/np(1 — p) =200 - 0,475 —2~/200 - 0,475 -0,525 = 80,875... .

rom leZi nezndma skuto¢nd hodnota p, sa od 0,405 nelisi o viac ako £ 0,070. Preto moZno za odhad absolitnej chyby
pribliznej hodnoty 0,405 zvolit 6 = 0,070.
L _, L (teda — ak pravdepodobnost vyjadrujeme v percentach — je to presnost £ 10 percentual-

V100 10

10. a) Chyba pribliznej hodnoty p je nanajvys Tl’ ak je pravdepodobnost &islo z intervalu {0, 1). Ak pravdepodobnost
n

vyjadrime v percentich, bude chyba tejto hodnoty nanajvys 100 - —1 Rovnost 100 _ 0,5 plati pre n = 40 000. Preto by

pocet pokusov mal byt 40 000 a viac. \n \n

b) Aspoil 4 miliony-krat. Chyba pribliZznej hodnoty vyjadrenej v percentach by mala byt nanajvys 0,05.
190 _ .05 plati pre n = (ﬂ)z —4000000.  ¢) Aspoit 400 000 000-krt.

\n 0,05

12. Mézeme pouzit rovnaku schému uvazovania ako v poznamke Len pre zaujemcov na s. 50:

e hladame 9 tak, aby platilo

9. S presnostou *
nych bodov).

Rovnost

vzdialenost medzi pribliZnou hodnotou L3 a skutocnou pravdepodobnostou p nie je vicsia ako d,
pritom "
e pre kazdé p, ktoré by mohlo byt skuto¢nou hodnotou pravdepodobnosti, plati
vzdialenost medzi K a p je mensia ako 2 - —'p(i/;p)
n n
(pretoZe podla nasho predpokladu patri K medzi relativne pocetnosti prakticky istych vysledkov pri n pokusoch,
pozri obr. 3 na s. 43) "

.....

y. NPA-p) 5 05 _ 1
n n

Vo SN A

Preto vzdialenost medzi L3 a kazdym p, ktoré by mohlo byt skuto¢nou hodnotou pravdepodobnosti, je menSia ako L .
n

\n

Z toho vyplyva, Ze za & mozno zvolit ¢islo —1.

\n
13. a) 356 — 394 (t. j. 375 £ 24) semien. V tomto pripade sa n = 500, p = 0,75, u =500 - 0,75 = 375,
o = V500 -0,75-0,25= 9,682... , za prakticky isté vysledky (pocet vykliCenych semien) mozno pokladat celé ¢isla
z intervalu (L — 20, 1 + 26) = (355,63...; 394,36...).

355,63 394,36...

b) 71 -79 % (t.j. 75 £ 4 %), pretoze W =0,711..., =0,788....

¢) Ak pocet vykli¢enych semien nebude v rozmedzi 356 — 394 semien (pozri vysledok Casti a) tejto tlohy).

14. Na udaj o pocte narodenych chlapcov sa moézZeme pozerat ako na vysledok ndhodného pokusu, v ktorom pravdepo-
dobnost tispechu (v tomto pripade narodenia chlapca) je p, pricom pokus sme opakovali 60 813-krat.

Keby pravdepodobnost bola p = 0,5, tak pre n = 60 813 sa u =np =60 813 - 0,5 = 30 406,5,

26 =2-\np(1-p) =2 -~ 60813-0,5-0,5 = 246,602... a za prakticky isté vysledky (pocet narodenych chlapcov)
mozno pokladat celé ¢isla z intervalu (1 — 20, p+ 20) = (30 159,897...; 30 653,102...). Hodnota 31 114 leZi mimo tohto

intervalu, preto mozno odévodnene predpokladat, Ze neplati p = 0,5.
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Pravdepodobnost narodenia chlapca je
31114 1
p= t
60813 +/ 60813
(pribliznu hodnotu pravdepodobnosti aj odhad chyby sme zaokruhlili tak, ako je to opisané za ulohou 8 na s. 49).
15. a) prvy liek: Liek mozno pokladat za G¢inny, pretoze
e pravdepodobnost, Ze zlepSenie nastane po podani lieku, je

105 + ! teda aspoil 105 1 ~ 0,646,

144~ 144~ 144 144

e pravdepodobnost, Ze zlepSenie nastane bez podania lieku, je

81 . 1 811
=+ — ted y§ — +—~0,569 .
165 165 aManavys s+ ies

=0,5116... £0,004 055... = 0,512 +£ 0,005

druhy liek:
Liek mozZno pokladat za u¢inny:
e pravdepodobnost, Ze zlepSenie nastane po podani lieku:

180 1 180 1

— +——, teda aspon — - —— ~ 0,630,

260~ 260 POl 560 ~ 260
e pravdepodobnost, Ze zlepSenie nastane bez podania lieku:

73 1 . 73 1

—— +——, teda nanajvyS — + —— ~ 0,426.

205 205 VY% 205 T \205
b) Viac ako 93. Ak pocet samovolnych zlepSeni je x, tak pravdepodobnost, Ze zlepSenie nastalo bez podania lieku, je

X 1 . X 1 . . 105 1

= , teda nanajvy§ — + —— . Ak je tato hodnota vicsia ako —— — ~ 0,646 (dolny odhad pravdepo-
165~ 165 N 165 T 165 Y e 144~ 144 (dolny praveep
dobnosti, Ze zlepSenie nastalo po podani lieku z Casti a) tejto ulohy), nemdzeme liek na zaklade tohto postupu pokladat

T, . X 1 105
za uc¢inny. Rovnost — + ——=

105 1 105 1
165 165 144 144

1
144 144 <165

nastane pre x =165 - =93,7....
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3 Par§ pro toto —
KED CAST ZASTUPUJE CELOK

Statistika tvrdi, Ze jeden zo $tyroch ludi je du$evne chory.
Tak sa pozri na troch svojich priatelov: ak st oni v poriadku, tak si to ty.

S prieskumom verejnej mienky — napr. pred volbami — sa uZ asi stretol kazdy z nas.
Hlavn4 myslienka je jednoducha: namiesto toho, aby sme sa pytali vSetkych Tudi, vy-
berieme vhodnui menSiu skupinu a zistime ndzory iba v nej. Matematicky vyjadrené:
namiesto celého zakladného stiboru vyberieme vhodny vyberovy stibor a pracujeme iba
s nim. V tomto pripade vhodny je taky, o ktorom mame ddvod predpokladat, Ze sa sprava
podobne ako cely zakladny subor.

Otazka je, ako n4jst takyto vhodny vyberovy subor. V tejto kapitole ukdZeme, Ze jednou
z moznosti je ndhodny vyber — zo zdkladného siboru ndhodne vyberieme primerane
velku skupinu prvkov, pricom spdsob vyberania je zvoleny tak, aby kazdy prvok zaklad-
ného siboru mal rovnakd Sancu byt vybraty.

Nahodne vybrat znameng, e kazdy prvok zakladného stiboru ma rovnaku $ancu byt wyor

3.1 ,Urnovy" model

Obmedzime sa na najjednoduchsi pripad pouZitia ndhodného vyberu: zistovanie, aka
¢ast zdkladného stiboru ma nejaku vlastnost — napr., kolko percent populacie Slovenska
ma krvnui skupinu A (teda, aka je relativna pocetnost tejto krvnej skupiny). Takéto tilohy
mozno preformulovat do ,,urnovej* podoby:

3.1 ,,URNOVY* MODEL
3.2 JE JEDNO, €1 GUIKY
VYBERAME NARAZ
ALEBO POSTUPNE
3.3 PoMOZu NAM
BERNOULLIOVSKE
POKUSY
3.4 OpPOVED
NA OTAZKU Z UVODU

aty-

v urne je 5 milionov guliek predpokladame, Ze je presne 5-miliénova)

tie predstavuju populaciu Slovenska (o ktorej kvoli jednoduchosti

z nich Cast je biela biele gulky predstavuju Iudi s krvnou skupinou A

ostatné su Cierne to st ludia s inymi krvnymi skupinami

Nevieme, akd Cast guliek v urne je biela a chceme to zistit. Zo vSetkych 5 miliénov gu-
liek ndhodne vyberieme nejaku ¢ast — napr. 1 250 guliek — a zistime, kolko z vytiahnu-
tych guliek je bielych. Otazkou je, co na zaklade toho vieme povedat o percente bielych
guliek v urne.

y ume je5 rrvmilio'nov guliek. Ngho
Co na zaklade toho v

Zdravy rozum napoveda dve veci:

e najednej strane je dost malo pravdepodobné, Ze relativna pocetnost bielych guliek vo
vybranych 1 250 gulkéch (nech je to p percent) bude presne rovnaké ako ich relativna
pocetnost v urne,

e na druhej strane vSak neocCakdvame, Ze odchylka cisla p od skutocnej relativnej po-
cetnosti bielych guliek v urne bude prili§ velka.

. . aalyon:
I.dene Vyberieme 1 250 guliek a zistime, kolko z nich 1€ piely
me povedat o percente bielych guliek v urne?
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Ci zdravy rozum napoved4 spravne, o tom sa presved¢ime v nasledujiicich ¢astiach tejto
kapitoly.

3.2 Je jedno, ¢i gulky vyberame naraz
alebo postupne

Sled naSich tvah bude podobny ako v predchadzajicich kapitolach. Zacneme jedno-
duchsou tlohou. Budeme predpokladat, Ze pozname zastipenie — teda relativnu pocet-
nost — bielych guliek v urne (nech je to napr. 40 %) a bude nés zaujimat, ako moze do-
padnut vyber 1 250 guliek z tejto urny, t. j. ako pravdepodobné je, Ze z 1 250 vybranych
guliek bude prave

¢ 0 bielych, ¢ 1 biela ° 2 biele, ..., 1249 bielych, * 1 250 bielych *)
V urne je 5 miliénov guliek: 2 000 000

Vypocet tychto pravdepodobnosti je pomerne jednoduchy, ak predpokladame, Ze 1 250
guliek vyberieme z urny naraz. Na tento vypocet sa pozrieme v prvom rieSeni dlohy 1.
V druhom rieSeni tejto ulohy zistime, Ze rovnaky vysledok dostaneme aj vtedy, ked
predpokladame, ze 1 250 guliek vyberame postupne jednu po druhej.

S URNOVYMI MODELMI SME SA UZ STRETLI V POZNAMKE PRI ULOHE 18 NA s. 22. V NEJ SME AVIZOVALI, ZE OKREM MODELOV S VRATENIM —
O KTORYCH SME HOVORILI V 1. KAPITOLE — SA STRETNEME AJ S URNOVYMI MODELMI BEZ VRATENIA.
VYBERANIE 1 250 GULIEK JEDNU PO DRUHEJ JE PRIKLADOM URNOVEHO MODELU BEZ VRATENIA.

Aby sme nemuseli pracovat s velmi velkymi ¢islami (2 milidny bielych guliek, 3 milidony
¢iernych, 1 250 vybranych guliek), pouzijeme vo vypoctoch mensie hodnoty. Myslienka
vypoctu sa tym nijak nezmeni.

ULOHA

1. V urne je 200 bielych a 300 ¢iernych guliek. Nahodne vyberieme 4 z nich.
Aka je pravdepodobnost, Ze 2 budu biele a 2 Cierne?

PRVY POSTUP — GULKY VYBERIEME NARAZ

V tomto rieSeni predpokladame, Ze vSetky 4 gulky vyberieme naraz — teda nerozliSu-
jeme, ktora z nich je prva, druh4, tretia, Stvrta.

Pri vypocte pravdepodobnosti pouZijeme Laplaceovu schému. LepSie sa nam bude
uvazovat, ak si predstavime, Ze biele gulky st ocislované od 1 do 200 a ¢ierne maji
¢isla od 201 do 500 (uistite sa v diskusii, ze hladana pravdepodobnost nezavisi od
toho, ¢i gulky su alebo nie st ocislované).

I

Pripominame:
Laplaceovu schému pouzivame, ak vysledky ndhodného pokusu mozno opisat pomocou moznosti, ktoré su rov-
nako pravdepodobné (rozmyslite si, Co su tieto rovnako pravdepodobné moznosti v naSom pripade). Ak tychto

!

!

!

!

S as PPN . . 1. . . .
moznosti je celkom n, kazda z nich nastane v idedlnom pripade v — (jednej n-tine) z celkového poctu pokusov.
n
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I

I

I

I

Ak z tychto n moZnosti je k priaznivych pre jav, ktorého pravdepodobnost hladame, tak priaznivé mozZnosti

predstavuji L3 (ka entin) z celkového poctu pokusov. Preto pravdepodobnost je 5, teda
n n

pocet priaznivych moZnosti

ravdepodobnost javu = RS SR
p P J pocet vSetkych moznosti

Zacnime poctom vSetkych moznosti. Styri gulky z 500 — teda $tyri rdzne Cisla z &isel

1 az 500 — moZno vybrat celkom (5 20) spdsobmi (toto si rozmyslite).

Najst pocet vetkych priaznivych moZnosti znamend, vypocitat pocet vsetkych Stvoric

navzajom rdznych ¢isel, pre ktoré plati: dve Cisla st od 1 do 200, zvys$né dve ¢isla su od
200

2

sposobmi, dve rozne &isla z 300 &isel od 201 do 500 (dve Serne gulky) (320) sposobmi.

201 do 500. Dve rozne ¢isla z ¢isel 1 az 200 (teda dve biele gulky) mdzeme vybrat

UVAHA, KTORU SME
POUZILI, SA NAZYVA
KOMBINATORICKE PRAVIDLO
SUCINU.

Pritom kazdy vyber bielych guliek mdZeme skombinovat s [ubovolnym vyberom cier-
nych guliek, pozri tab. 1 (necitajte dalej, kym si to nerozmyslite). Preto celkovy pocet
moznosti, ako vybrat Stvoricu Cisel poZadovanych vlastnostosti — teda pocet vsetkych

L . .. {200} (300
priaznivych moZnosti — je » ) . ( 5 |
moznosti vyberu dvoch roznych Cisel spomedzi ¢isel 1 — 200 (dvoch bielych guliek)
1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
s 201,202 | 201,202 | 201,202 201,202 | 201,202 | 201,202 201,202 201,202
= 1,2 1,3 1,200 2,3 24 2,200 199,200
.Sl 201,203 | 201,203 | 201,203 201,203 | 201,203 | 201,203 201,203 201,203
a 1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
% 201,204 | 201,204 | 201,204 201,204 | 201,204 | 201,204 201,204 201,204
o3l : : : : : : :
;E ?O 1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
S S| 201,500 | 201,500 | 201,500 201,500 | 201,500 | 201,500 201,500 201,500
g § 1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
E 3% 202,203 | 202,203 | 202,203 202,203 | 202,203 | 202,203 202,203 202,203
S S 1,2 13 1,200 2.3 2,4 2,200 199,200
2 § 202,204 | 202,204 | 202,204 202,204 | 202,204 | 202,204 202,204 202,204
3 r : : : : : z :
; 1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
§ 202,500 | 202,500 | 202,500 202,500 | 202,500 | 202,500 202,500 202,500
)§ : : : : : E : :
1,2 1,3 1,200 2,3 2,4 2,200 199,200
499,500 | 499,500 | 499,500 499,500 | 499,500 | 499,500 499,500 499,500
Tab. 1 )
V hornom riadku si vSetky moZnosti vyberu dvoch bielych guliek, v lavom stlpci v§etky moZnosti vyberu dvoch iernych guliek
(viete zistit, podla akého pravidla sme tieto moznosti zoradovali?). KaZdd bunka v hrubo ordmovanej tabulke
predstavuje jednu priaznivii moZnost.
Celkovy pocet buniek je pocet stlpcov (= pocet vyberu bielych guliek, ten je (220) =19900) x pocet riadkov
(= pocet vyberov ciernych guliek, ten je (3(2)0) =44 850), 1. j. (2(2)0) . (3(2)0)
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Podla Laplaceovej schémy hladana pravdepodobnost je

(200) . (300) 200 - 199 300 - 299
pocet priaznivych vyberov 4 guliek | 2 2 2-1  2-1

pocet vietkych vyberov 4 guliek (500) = 7500-499 - 498 - 497 0,346 87... (P1)

4 4-3.2-1

teda priblizne 34,7 %.

DRUHY POSTUP — GULKY VYBERAME JEDNU PO DRUHEJ

Teraz budeme gulky vyberat postupne — teda vyberieme prvd, druhd, tretiu a napo-
kon Stvrtd gulku. Aj v tomto pripade si pomdZeme predstavou, Ze gulky su ocislované
(biele od 1 do 200, ¢ierne od 201 do 500) a pouzijeme Laplaceovu schému.

Vybrat postupne 4 gulky z 500 je to isté ako vybrat postupne 4 rozne Cisla z Cisel
1 az 500 (pricom zohladiiujeme aj poradie, v akom sme cisla vybrali). Preto pocet
vSetkych moznosti je pocet vSetkych usporiadanych Stvoric navzajom rdznych Cisel z
1 a7 500. Tych je 500 - 499 - 498 - 497.

Pripomenme, Ze ide o 4-prvkové variacie z 500 prvkov a Ze vypocet ich pocétu sa zaklada na opakovanom pou-
Ziti kombinatorického pravidla sucinu:
e na prvom mieste moze byt lubovolny z 500 prvkov,
e akokolvek zvolime prvok na 1. mieste, vZdy mame 499 moZnosti vyberu prvku na druhom mieste, teda pre
vyber prvku na 1. a 2. mieste mame celkom 500 - 499 mozZnosti,
e pre kazdu z tychto 500 - 499 moznosti mdme 498 moZnosti vyberu prvku na 3. mieste ...
(zvysok zddvodnenia uz prenechdvame vam).

Il

Priaznivé mozZnosti s tie usporiadané Stvorice, v ktorych na dvoch miestach su ¢isla od
1 do 200 a na zvySnych dvoch ¢isla od 201 do 500. VSetky priaznivé moZnosti mdZeme
rozdelit na skupiny podla toho, na ktorom mieste v nich stoja ¢isla od 1 do 200:

na 1. a 2. mieste, na 1. a 3. mieste, na 1. a 4. mieste,
na 2. a 3. mieste, na 2. a 4. mieste, na 3. a 4. mieste ()

Kazda priazniva moZnost patri iba do jednej z tychto skupin (skontrolujte to), preto

TATO UVAHA SA NAZYVA ‘v 1 L PR . . b
pocet vSetkych priaznivych moZnosti je sucet prvkov jednotlivych skupin.

KOMBINATORICKE PRAVIDLO
SUCTU.
V kolkych pripadoch vytiahneme bielu gul'ku iba ako prvi a Stvrta?

Vypoditajme na ukazku pocet tych priaznivych moZnosti, v ktorych st ¢isla od 1 do
200 na prvom a Stvrtom mieste (vo vypocte opit pouzijeme kombinatorické pravidlo
sucinu):

e na prvom mieste moZe byt ktorékolvek z ¢isel 1 — 200, to je 200 moZnosti,

e na druhom mieste mdze byt ktorékolvek z 300 ¢isel 201 — 500, preto pocet moz-
nosti vyberu dvoch prvych cisel je 200 - 300,

e pre kazdu z tychto 200 - 300 moZnosti mame na vyber 299 cisel na trefom mieste
(vSetky cisla 201 — 500 okrem Ccisla, ktoré sme vybrali na druhé miesto), preto
pocet moznosti vyberu prvych troch ¢isel je 200 - 300 - 299,

e pre kazdua z tychto 200 - 300 - 299 mozZnosti mame na vyber 199 ¢isel na Stvr-
té miesto (ktorékolvek z ¢isel 1 — 200 okrem cisla, ktoré sme vybrali na prvé
miesto).

Preto celkovy pocet moznosti je 200 - 300 - 299 - 199.

UVAHY OPISANE

V PRVYCH TROCH
ODRAZKACH SCHEMATICKY
ZNAZORNUJE OBR. 1.

Vysledna pravdepodobnost

Rovnaky vysledok — len s inym poradim ¢initelov 200, 300, 299, 199 — by sme do-

m stali pre kazdu zo 6 skupin uvedenych v (*), rozmyslite si to. Preto pocet vSetkych
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Obr. 1

Cislo na prvom mieste je modré, na druhom mieste ¢ervené, na tretom mieste zelené
(Stvrté miesto uz kvoli prehladnosti obrdzku nezndzornujeme, z rovnakého dévodu sme vyber Cisla na tretom mieste
naznacili len pre mozZnosti, v ktorych je na prvom mieste ¢islo 1).

priaznivych moZznosti je 6 - 200 - 300 - 299 - 199. VSimnime si este, Ze ¢islo 6 bol pocet

vsetkych moznosti, ako vybrat zo 4 miest tie 2, na ktorych su ¢isla od 1 do 200. Teda 6

bol pocet vsetkych 2-prvkovych kombinacii zo 4 prvkov: 6 = (;) .
Hladana pravdepodobnost je podla Laplaceovej schémy

6-200-199-300-299 4\ 200-199-300-299

500 - 499 - 498497 ° “J-|3) 500499 - 498 - 497

(P2)

Dostali sme rovnaky vysledok ako v prvom rieSeni

Nie je tazké skontrolovat, Ze sme dostali rovnaky vysledok ako v prvom rieseni (v kto-
rom sme gulky vyberali naraz) — staci trochu inak zapisat zlomok v (P1)

200 - 199 300 - 299 1 1
2-1 2.1 _ 2.1 2-1 200-199-300-299
500 -499 . 498 - 497 1 500 - 499 - 498 - 497
4.3.2.1 4.3-2-1
L
a vhodne upravit vyraz 21%
4-3-2-1 PRIPOMENME VZOREC NA
1 1 VYPOCET KOMBINACNEHO
2121 __43-2.1 4 =(4) CISLA ,EN NAD KA“:
1 2-D-2-np @Hh-2H 2 |
4-3.2-1 ”) _ n. .
(skontrolujte, Ze z tychto uvah uz vyplyva, Ze (P1) a (P2) st rovnaké hodnoty). kI (n—k)! k!

ULOHA

2. Zapiste pomocou kombinacnych ¢isel — teda tak ako v (P1) — aj pomocou stcinov —
ako v (P2) — pravdepodobnosti ostatnych moznosti, ktoré mézu nastat pri vybere 4
guliek z 500 (z ktorych je 200 bielych a 300 ¢iernych), teda pravdepodobnosti, Ze zo

4 vybranych guliek
a) je 0 bielych (t. j. vSetky su Cierne) b) je prave 1 biela,
c) st prave 3 biele, d) su vsetky 4 biele.

Skontrolujte — podobne, ako sme to urobili na zaver rieSenia dlohy 1 — Ze obidva
zapisy vyjadruju ta istd hodnotu. Obidve zapisané hodnoty potom vypocitajte na

kalkulacke alebo tabulkovom kalkulatore. _
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NA CHVILU SA VRATIME K POVODNYM VELKYM CIiSLAM Z OTAZKY O KRVNYCH SKUPINACH, POTOM SKUSIME ZAPISAT VYSLEDOK

VO VSEOBECNOM PRIPADE.
ULOHY

3. V urne je 5 miliénov guliek: 2 miliény bielych a 3 miliény Ciernych. Zapiste po-
mocou kombinanénych ¢isel pravdepodobnost, Ze z 1 250 vybranych guliek bude
prave
a) 490 bielych,

b) k bielych (k je niektoré z ¢isel 0, 1, 2, ..., 1 250).

2000 000 (3 000 000
( 490 ) ( 760 )
5 000 000}

( 1250 )

SU OBROVSKE, VYPOCET HODNOTY TOHTO PODIELU POSTUPOM VYPOCITAME HODNOTU CITATELA, POTOM MENOVATELA A VYDELIME ICH NA
TABULKOVOM KALKULATORE JE PRAKTICKY NEMOZNY. AK BY SME CHCELI UVEDENU PRAVDEPODOBNOST VYPOGITAT, MUSIME ZVOLIT INY

POSTUP. VYSLEDOK NAPISEME TAK AKO (P2) v RIESENI ULOHY 1:

. KOMBINAGNE GISLA V GITATELI AJ MENOVATELI TOHTO ZLOMKU

VYSLEDKOM ULOHY 3 a) JE CisLo

B =490 Cinitelov C =1250-490 =760 ¢initelov
(1 250)_ 2 000 000 ) 1 999 999 ) 1 999 998 o 1999 511 ) 3000 000 ) 2999 999 o 2999 241 *)
490 5000000 4999999 4999998 4999511 4999510 4999509 T 4998 750

A AKO SUCIN ZAPISEME AJ KOMBINACNE CiSLO
A =490 Cinitelov

(1250)_ 1250 1249 762 761

490 490 489 T2 1

POTOM NA TABULKOVOM KALKULATORE NAPROGRAMUJEME VYPOGET SUCINU V PORADI:
PRVY CINITEL ZA x PRVY CINITEL Z B x PRVY CINITEL Z C x
X DRUHY CINITEL Z A X DRUHY GINITEL Z B x DRUHY GINITEL Z C x ... X
x 490-Ty CINITEL Z A x 490-1y SINITEL z B x 490-TY ¢INTEL 2 C %
x 491-v¥ GINTEL Z C x 492-HY GINITEL 2 C % ... x 760-TY ¢INTEL 2 C
PODSTATNE JE, ZE POCAS VYPOCTU NIKDY NEPOCITAME S PRILIS VELKYMI CISLAMI (KTORE BY MOHLI BYT PRE KALKULATOR PROBLEMOM).
DOSIAHNEME TO VDAKA TOMU, ZE VELKE GINITELE ZO SUGINU A ,,POPREKLADAME MALYMI HODNOTAMI O SUCINov B A C.

4. Z urny, v ktorej je A bielych a B Ciernych guliek (iné gulky tam uZ nie si), vybera-
me n guliek. Zapiste pravdepodobnost, Ze prave k z vybranych guliek je bielych.

3.3 Pomo6Zu nam bernoulliovské pokusy

V rieSeni dlohy 1 sme zistili, Ze vysledky (P1) a (P2) st rovnaké (pre dalSie pripady sme

= URNOVY MODEL BEZ -1 R Ly , . )
Urnowy mo to overili v rieSeni ilohy 2). To znamena, Ze hladana pravdepodobnost nezévisi od toho,

N .\_/ﬁTZ]:::\O'\; VODEL ¢i gulky vyberame naraz — vysledok (P1) alebo postupne — vysledok (P2).
S VRATENIM ... . .
® ... DAVAJU ZA ISTYCH URNOVY MODEL BEZ VRATENIA ooe

PREDPOKLADOV PRAKTICKY

ROVNAKE VISLEDKY Druhy — postupny — spdsob vyberania nds zaujima preto, Ze od neho vedie cesta k zjed-

noduseniu vypoctov aj celého rieSenia. Tento postup sa oznacuje ako urnovy model bez
vrdtenia: z urny obsahujicej biele a Cierne gulky vyberieme gulku, zistime jej farbu, ale
gulku do urny uz nevratime. Potom vyberieme dalSiu gulku atd. Celkovo takto vyberie-
me n guliek, zaujima nas, kolko z nich je bielych.

... A URNOVY MODEL S VRATENIM ...

S vyberanim guliek z urny sme sa uz stretli pri bernoulliovskych pokusoch (stru¢ne si
m ich pripomerite, potom citajte dalej). Tie moZno opisat ako urnovy model s vrdtenim.
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V fiom — na rozdiel od modelu bez vratenia — vybrand gulku po zisteni jej farby vratime
do urny, a aZ potom vyberame dal$iu gulku.

... DAVAJU ZA ISTYCH PREDPOKLADOV PRAKTICKY ROVNAKE
VYSLEDKY

Tento rozdiel — ¢i gulku do urny vratime alebo nevratime — sa prejavi na pravdepodob-
nosti vybratia bielej gulky. Plati totiz

pravdepodobnost, Ze z urny vyberieme bielu gulku = relativna pocetnost
bielych guliek v urne

(toto si dobre rozmyslite).

Co z toho vyplyva? Pri bernoulliovskych pokusoch — teda pri urnovom modeli s vrdte-
nim — sa relativna pocetnost bielych guliek v urne nemeni, preto pravdepodobnost vybrat
z urny bielu gulku (t. j. pravdepodobnost tispechu) je pri kazdom vybere rovnaka.

Pri urnovom modeli bez vrdtenia — ktory nas zaujima v tejto kapitole — sa relativna po-
Cetnost bielych guliek v urne meni v kazdom kroku, teda s kazdou vybranou gulkou sa
meni aj pravdepodobnost vyberu bielej gulky v nasledujicom kroku.

AK z URNY 0BSAHUJUCEJ 200 BIELYCH A 300 GIERNYCH GULIEK VYBERIEME POSTUPNE BIELU, GIERNU, GIERNU A BIELU GULKU
(TUTO MOZNOST SME OPISOVALI V RIESENI ULOHY 1), TAK

. . 0
® V PRVOM TAHU JE PRAVDEPODOBNOST VYBRATIA BIELEJ GULKY < (v URNE JE 500 GULIEK, z TOHO 200 BIELYCH),

. ) 1 ’ .
® V DRUHOM TAHU JE TATO PRAVDEPODOBNOST @ (PO VYBRATI 1 BIELEJ GULKY V PRVOM TAHU ZOSTANE V URNE 499 GULIEK, Z TOHO

199 BIELYCH),

L 9 ) )
e V TRETOM TAHU TO JE 108 (Po vYBRATI 1 BIELEJ A 1 CIERNEJ GULKY ZOSTANE V URNE 498 GULIEK, Z TOHO 199 BIELYCH),
3 5 ) . 199 .
® A NAPOKON V STVRTOM TAHU JE TATO PRAVDEPODOBNOST 197 (PRECO?).
UVEDENE $TYRI PRAVDEPODOBNOSTI SU SKUTOGNE ROZNE, VSIMNITE SI VSAK, ZE VSETKY SA LEN VELMI MALO LiSIA

200 5 . ) .
OD HODNOTY % = 0,4, T. J. OD POCIATOCNEJ RELATIVNEJ POCETNOSTI BIELYCH GULIEK V URNE.

Ak je pocet vyberanych guliek v porovnani s po¢tom guliek v urne velmi maly, je velmi
mald aj zmena pocetnosti bielych guliek. V takom pripade je pravdepodobnost vybrat
bielu gulku prakticky rovnakd pri kazdom vybere. Preto sa nedopustime velkej chyby,
ak tato pravdepodobnost budeme pokladat — tak ako v bernoulliovskych pokusoch — za
nemennt, jej hodnotou p bude pociatocna relativna pocetnost bielych guliek v urne (ne-
Citajte dalej, kym si to nerozmyslite).

napriklad

Na vyber n guliek z urny sa potom mdzeme pozerat ako | Vo vypoctoch z dloh 1 a 2 sa nedopustime velkej chyby,
na n-nasobné opakovanie pokusu, v ktorom pravdepo- | ak budeme predpokladat, Ze

dobnost uspechu — vybratia bielej gulky — je p.

Inymi slovami: urnovy model bez vratenia mdZeme
nahradit urnovym modelom s vratenim

(teda bernoulliovskym pokusom).

z urny vyberdme postupne 4 gulky, pricom
pravdepodobnost vybrat bielu gulku je v kaZdom
z tychto 4 krokov rovnakd

(v nasom pripade 0,4, t. j. 40 %).

ULOHA SKONTROLUJME UVEDENU

UVAHU NA VYSLEDKOCH
5. Vytahovanie 4 guliek z urny, v ktorej je 500 guliek (200 bielych a 300 ciernych) | gion 1 a 2.

nahradte zodpovedajicim bernoulliovskym pokusom. Vypocitajte pravdepodobnosti
pre jednotlivé pocty tspechov v tomto bernoulliovskom pokuse. Vysledky porovnaj-

te s pravdepodobnostami, ktoré sme vypocitali v ilohach 1 a 2. _
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napriklad
ak je v zakladnom subore velky pocet guliek, ak je v zakladnom subore 5 miliénov guliek,
z toho p % bielych, z toho 40 % bielych,
tak pravdepodobnost, Ze z n vybranych guliek (bez | tak pravdepodobnost, ze z 1 250 vybranych guliek
vratenia) bude prave k bielych, je priblizne (bez vratenia) bude prave 490 bielych, je priblizne
(”) : (p “ (1 _ p)”k (1 250) L0490 . (0,670
k/ 1100 100 490

ULOHA

6. a) Skontrolujte zapis hodnoty pravdepodobnosti v zodpovedajicom bernoulliov-
skom pokuse v pravom stipci predchadzajiicej tabulky.

Presnti hodnotu pravdepodobnosti, Ze z 1 250 vybranych guliek — bez vratenia

— bude prave 490 bielych, sme zapisali v rieSeni ulohy 3a). Jej dalsi zapis je (*)

v poznamke za tlohou 3 na s. 60. 1250

b) To, Ze pribliznd hodnota tejto pravdepodobnosti je | ,o, ) -0,4%0.0,6™,

mozno zdovodnit aj pomocou zapisu (*). Diskutujte o tom, ako.

3.4 Odpoved na otazku z avodu

V predchadzajicom ¢lanku sme videli, Ze urnové modely bez vritenia mdZeme, ak je
pocet vyberanych guliek velmi maly v porovnani s poctom vSetkych guliek v urne, na-
hradit modelmi s vratenim (teda bernoulliovskymi pokusmi). To ndim umoziiuje vyuzit
vysledky, ku ktorym sme dospeli v predchadzajucich kapitolach. Vdaka tomu teraz mo-
Zeme zodpovedat otazku z ivodu (tloha 8 b). Zaradili sme pred fiu eSte niekolko otazok,
ktorych rieSenie rovnako vyuZiva poznatky o bernoulliovskych pokusoch.

PRED RIESENIM ULOHY 7 ODPORUCAME NAJPRV PRIPOMENUT SI ZAKLADNE VLASTNOSTI BINOMICKEHO ROZDELENIA PRAVDEPODOBNOSTI

ZNAZORNENE NA OBR. 2 A 3 NA S. 41 A 43. PODOBNE PRED RIESENIM ULOHY 8 JE ROZUMNE VRATIT SA K TEXTU NA S. 49, V KTOROM

UVADZAME JEDNODUCHY VZTAH ”

NA URCENIE PRESNOSTI, S AKOU

\QE/EAKZ\Z/A\:\EL:EESSEO;ST:T 7. Z urny, v ktor(?j je s miliénoy guliek (2 miliény bielych a 3 miliény Ciernych)

PRAVDEPODOBNOST USPEGHU nahodne vyberieme 1 250 guliek.

V TOMTO POKUSE. a) Aky pocet bielych guliek moZeme prakticky isto ocakdvat medzi vybranymi
gulkami? Pri rieSeni vyuzite interval (1 — 26, p+ 20).

b) Akt pocetnost bielych guliek méZeme prakticky isto ocakavat v tomto vybere
1250 guliek?

8. Z urny obsahujiicej 5 milionov guliek (Cast su biele, zvySok ¢ierne) sme vybrali
1 250 guliek. Z nich bolo 431 bielych.
a) Keby sme predpokladali, Ze v urne je 40 % bielych guliek, zodpovedal by tento
vysledok naSmu ocakavaniu?
b) Ako presne vieme na zdklade vysledku 431 bielych z 1 250 vybratych guliek
odhadnit relativnu pocetnost bielych guliek v urne?
c¢) Diskutujte o tom, ¢i sa odpoved na otazky a) a b) zmeni, ak celkovy pocet gu-

m liek v urne nepozname (a vieme iba, Ze je velmi velky).
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d) Kolko guliek z urny by sme museli vybrat, aby sme relativnu pocetnost bielych
guliek v nej urcili s chybou mensou ako 0,01 (teda relativna pocetnost vyjadrena

v percentach by mala chybu nanajvys £+ 1)?

Ak Z urny obsahujucej velky podet big|
ze 431 z nich je bielych, ta

431

ych a Ciernych guliek vyberieme 1 250 guliek @ zistime,
K relativna pogetnost bielych guliek v urne je

1

Pars pro toto — KED CAST ZASTUPUJE CELOK — VYSLEDKY

300
.a E;(;—O)) =0,128 560 891..., to méZeme — aby mal nas zdpis rovnaku Struktiru ako ostatné vysledky —
4 200\ (300

300 - 299 - 298 - 297

= 1),

200)

0 4
zapisat v podobe W (pripomenime dohodu, podla ktorej sa
4

500 - 499 - 498 - 497
300 -299 - 298 - 297

, aj tento zapis

500 - 499 - 498 - 497
200 - 199 - 198 - 300

mdzeme — kvoli jeho zjednoteniu s ostatnymi vysledkami — pisat v tvare g) .
(200) . (300) (200) . (300)
py L3 4y 200-300-299-298 oo B3] g
%) (1) 500-499 - 498 - 497 ~ € %) (3)
4 4
(200) ) (300)
d) 4 0/ 4, 200-199-198-197
(520) - (4) 500 - 499 - 498 - 497

sa vztahuje rovnaka poznamka ako v rieseni dlohy 2 a).

500 - 499 - 498 - 497

=0,153 134 564...,

= 0,025 139 590..., na pouzitie kombinacnych &isel (380) =1a (4) =1

4

(2000 00 )(3 000 ooo) (2000 ooo),(3 000 ooo)

490 760 . o .. k 1250 -k
3. depodobnost blizne 0,019 6, t. j. priblizne 1,96 %). b
a) (5 000 000) (pravdepodobnost je pribliZzne j- priblizne ). b) (5 000 000)

1250 1250
(01,24
kI \n—k
A+B
n

5. Pravdepodobnost uspechu v zodpovedajicom bernoulliovskom pokuse je p = % =0,4.

pravdepodobnost, urnovy model s vrdtenim urnovy model bez vrdtenia
Ze zo 4 vytiahnutych guliek (bernoulliovské pokusy) (rieSenia tiloh 1 a 2)
Jje 0 bielych 0,6* =0,129 6 ~ 0,130 0,128 56 ... = 0,129

je préve 1 biela (‘1‘) L0,4-0,6° = 0,345 6 ~ 0,346

0,346 29 ... ~ 0,346

sii prve 2 biele (‘2‘) 047 0,6> = 0,345 6 ~ 0,346

0,346 87 ... ~ 0,347

sii prve 3 biele (;‘) 0,4+ 0,6=0,153 6~ 0,154

0,153 13 ...~ 0,153

su prdve 4 biele 0,4*=0,0256 ~ 0,026

0,025 13 ... 0,025
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6. b) V zapise (*) kazdy zo 490 Cinitelov v sucine B ma hodnotu priblizne 0,4 a kazdy zo 760 Cinitelov v stcine C ma
hodnotu priblizne 0,6 (porovnaj tieZ s poznamkou pred tlohou 5 na s. 61).

7. Na vyber 1 250 guliek sa mdZeme pozerat ako na 1 250-ndsobné opakovanie pokusu, v ktorom pravdepodobnost
uspechu je p = 0,4.

a) Pocet uspesnych pokusov — teda pocet bielych guliek — prakticky iste lezi v intervale (L — 26, p+20),kdepu=n-p =
=1250-04=500,c=n-p(l—p) =41250-04-0,6= ~/300, pozri obr. 2 na s. 41, p — 2o = 465,358...,

U+ 20 =534,641..., preto pocet vytiahnutych bielych guliek bude prakticky isto medzi 466 a 534.
b) Ocakavant relativnu pocetnost mdzeme

e vypocitat z vysledku v Casti a): bude to medzi

466 534
1250 -~ 37282755,

=0,427 2,

e alebo pouzit odhad z obr. 3 na s. 43 — relativna pocetnost bielych guliek sa prakticky isto od hodnoty p = 0,4

li$i o menej ako £+

2-m:i2~@ =0,02717....
\Nn 1250

8. a) Keby pocetnost bielych guliek v urne bola 40 %, tak 431 bielych z 1250 vybranych guliek nepatri medzi prakticky
isté vysledky, vieme to z rieSenia tlohy 7a). Odchylka vysledku 431 od oCakavanej idedlnej hodnoty 1 250 - 0,4 = 500
je teda tak velk4, Ze uz ju pokladame za prakticky nemoZznu. Preto mdZeme odovodnene predpokladat, Ze relativna po-
Cetnost bielych guliek v urne nie je 40 %.

b) Relativna pocetnost bielych guliek v urne sa rovna pravdepodobnosti tispechu v zodpovedajicom bernoulliovskom
pokuse. Prirodzené je za priblizni hodnotu tejto pravdepodobnosti — teda za pribliznd hodnotu relativnej pocetnosti

bielych guliek v urne — povaZzovat relativnu pocetnost vo vybere, teda cislo B 0,344 8. Z textu na s. 49 vieme,

1250

7e skutocna hodnota hladanej pocetnosti (za predpokladu, Ze vysledok 431 bielych z 1250 vybratych guliek pokladame
za prakticky isty) je

431 1
— = =0,344 8 £ 0,028 284... = 0,34 £ 0,03
1250 /1250

teda medzi 31 % a 37 % (pribliznd hodnotu pravdepodobnosti aj odhad chyby sme zaokruhlili tak, ako je to opisané za
ulohou 8 na s. 49).

¢) Nezmeni, odpoved zavisi iba od poctu vyberanych guliek, ktory zodpoveda poctu opakovani v prislusnych bernoul-
liovskych pokusoch.

1

d) 10 000 alebo viacej. Chceme, aby platilo — < 0,01. Rovnost — = 0,01, t. j. ! — nastéva pre n = 100* = 10 000.

\/—_ \/7 N 100
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