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ml u va 

r•,,h lo< l s tredoškolské matematiky, který se vám dost ává do rukou, vychází již 
v ll . npraveném vydání. V tomto novém vydání je upraven a doplnen text knihy, 

'rl lokoualcna je i je jí grafická podoba s použitím dvoubarevného tisku. Kniha obsa
h ll Vl~ i metodicky navazuje na učebnice matematiky pro gymnázia a strední odborné 
koly. Na rozdíl od techto učebníc nesleduje však didakt ický systém učiva s cyklic

II,Ý ' ll fazcním t émat , ale podává ucelený prehled jednotlivých oboru stredoškolské 
rrr nLomat iky i jejich vzt ahu. Pri psaní knihy i úpravách jsem vycházel ze svých 

l~ ttAeností z prípravných kurzu pro vysokou školu , z výuky, z pi'ijímacích i dal
i lc · l! jlkoušek na VŠSE a ZČU v Plzni a též z poznatku získaných v matematické 
rlylllpiáde ve funkci predsedy KV MO. 

Pro zduraznení základního učiva a zvýraznení prehlednosti je kniha rozdelena 
lo Lčc:hto deset i oddílu: 
. ~{tkladní poznatky z logiky a teorie množín. 2. Číselné obory. 3. Základní po-

1- ll nLky z algebry. 4. Funkce. 5. Rovnice a nerovnice. 6. Posloupnosti a rady. 7. Kom
!JIImLorika, počet pravdepodobnosti , statistika. 8. Matematická analýza. 9. Geome
LI'!u (planimetrie a stereometrie). lO. Analytická geometrie. 

St.udium knihy lze doporučit jak studentum maturitních ročníku stredních škol, 
Ltd{ i studentum prvních semestru vysokých škol , zejména mat ematicko-fyzikálního 
11 Lechnického zamerení. Opt imální ovšem bude, když se student naučí s knihou 
1 H'ncovat již v prubehu svého stredoškolského studia, nejlépe od l. ročníku. Kniha 
llli't ~c být užitečná i t omu, kdo učivo stredoškolské matematiky v podst ate zná 
11. l' lr ce se podívat treba jen na nekteré úseky, které buď pozapomnel, nebo které se 
v <I obe, kely studoval, na strední škole neprobíraly. Takový čtenár najde pri čtení 
Im pi Lo ly, která ho zajímá , i pot rebné odkazy na to, co pro studium zvoleného té
trmLn potrebuje znát z jiných kapitol. J ešte lepší pomuckou mu však bude rejstľík 
1m konci knihy, podle nehož potrebné pojmy snadno vyhledá . Rejst rík bude samo
~ l'( ~jme užitečný i pro čtenáre, který bude studovat postupne celou knihu, neboť je 
v povaze matematiky, že spolu souvisí a prolínají se ruzné její disciplíny. Tradiční 
l<' icní na aritmetiku, algebru, matematickou analýzu , geometrii atd. nikterak ne-
~namená, že tyto celky jsou samy v sobe uzavrené. Velmi významným rysem zmen 
Vl' vyučování matematice v současné dobe je široké uplatnení moderní výpočetní 
Lc•<·lmiky, kalkulátoru a počítaču. Informatika, počítače a programování se nyní 
HLrr dují na stredních školách v samostatných predmetech a jejich náplň presahuje 
r{w~ec této knihy. Do ní jsem zaradil predevším učivo povinné stredoškolské mate
trmLiky ; z nepovinné matematiky (cvičení ) pouze nekteré duležité poznatky, které 
tm ne bezprost redne navazují. Mou snahou je, aby P rehled byl vhodným predstup
učw clalšího studia matematické literatury v prubehu stredoškolského studia a na 
vysoké škole. 
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P~l prÄcl fi knihou je vhodné, aby mňl čtenM k dlupo1.ll'llm1111ll~t.ot· 11 funkccmi 
a. Matematické, fyzikálni a chemické ta.bulky a. vzorce pro 11trednf lkoly. 

K terminologii a. označováni použitým v knize je nutné uv~t, že vycházim 
z posledniho vydáni Názvu a značek školské matematiky (Praha, SPN 1988). 

Ctenátum Prehledu stredoškolské matematiky, kterí mají zájem o rozšírení po
čtu fešených a nerešených úloh, doporučuji k použití dvoudílnou publikaci Polák, J. 
Stredoškolská matematika v úlohách I, II, kterou vydalo nakladatelství Prometheus 
Praha. Publikace úzce navazuje na tento Prehled a obsahuje velké množství i'eše
ných úloh a dalších úloh k samostatné práci s podrobnými výsledky. 

Záverem rád zdurazňuji, že jsem velkým díkem zavázán obema puvodním lekto
rum knihy, profesoru Emilu Kramerovi a RNDr. Jii'ímu Mikulčákovi, CSc., ktei'í mi 
velmi pomohli cennými námety a pi'ipomínkami, jež podstatne ovlivnily konečnou 
podobu knihy. Neméne dekuji také lektorovi jejího 9. vydání RNDr. Jifímu Dittri
chovi za podnetné pi'ipomínky. Dále muj dík patrí Ing. Miloši Brejchovi za náročnou 
počítačovou sazbu 9. vydání knihy, jakož i Ing. Michaele Brožové a PaedDr. Pi'e
myslu Sedivému za pekné počítačové nakreslení obrázku. Velice si též vážím dlou
holeté vzorné spolupráce nakladatelství Prometheus v Praze. Za obetavou podporu 
pfi veškeré mé práci na knize srdečne dekuji manželce Milene i obema dcerám An
dree a Irene. 

V Plzni 19. června 2008 Autor 

' kladní poznatky z logiky 
t orie množin 

M tematická logika 

VyJadfovacími prostfedky matematiky, s nimiž se setkáváme v učebnicích 
ft"l~kh matematických textech, jsou pi'edevším bežný spisovný jazyk, speciální 

l• l)'k (terminologie a symbolika) logiky a matematiky, grafy, diagramy, schémata 
' 1 'bulky. 

'lymboly, konstanty a promenné 

Vnlmi významné je pro matematiku užití symbolu (znaku), jež umoznuJe 
l'rlli!UÓ vyja.drování matematických poznatku ve forme symbolických zápisu, vzorcu 
' l '' • l. Tak napr. uvažovaným objektum (prvkum množín) se pi'ii'azuje krome ná

u (Jména) objektu také symbol objektu, který ho zastupuje ve stručném 
l"lformf (v symbolických zápisech). Symbol objektu miiže být dvojího druhu: 

ta.nta je symbol, který označuje určitý (jediný) objekt z dané množiny 
1ilnl l.u. Napr. 4 (označuje číslo čtyi'i) , n: (označuje Ludolfovo číslo) . 

1 m nná je symbol, ktcrý označuje kterýkoli objekt z dané množiny objektu. 
tnllvicllaje to písmeno x, y apod. 

Množina konstant, jež zastupuje pramenná, se nazývá obor promenné. Prvky 
l11 1 11 promenné se nazývají hodnoty promenné. Nahrazení promenné konstan

IIIU "nhoru promenné v nejakém výraze se i'íká dosazení konstanty za pramen
lUlU clo daného výrazu. 

\ l-roky a jejich pravdivostní hodnoty 

Zflkll\dnírn pojmem logiky užívaným v matematice je pojem výrok. 
a uk m nazýváme jazykový výraz ( sdelení), u nehož má smysl otázka, zda je 
vý, nnebo nepravdivý, pričemž muže nastat jen jedna z techto možností. 

tlr"mnticky má výrok vždy formu oznamovací vety vyjádrené buď slovne, nebo 
mbolleky (pomocí matematických, logických, event. dalších symbolu). Je-li vý-

1 ,lc pravdivý, i'íká se také, že výrok platí, je-li výrok nepravdivý, i'íká se také, 
yfrok neplatí. 
M.,~l výroky se zai'azují i taková sdelení, o jejichž pravdivosti, resp. nepravdi

tt.l llcmn\žeme v současnosti rozhodnout, ale principiálne práve jedna z techto 
11111 II•HCU musí nastat. Jde zejména o výroky, jejichž pravdivost, resp. neprav-
11 'tlMt je časove nebo místne podmínena, o výroky vztahující se k budoucnosti, 
.j, pf.,dtlV~Ím O hypotézy (domnenky) vyslovované V ruzných vedních obo
'''11 
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P11Jklady výrOJro 
a.) Pravdivé výmky: Bedfich Smetana je autorem hudby k opefe Prodaná. nevesta. 

Číslo 10 je sudé. 

b) Nepravdivé výroky: Král Karel IV. nebyl korunován císarem. Každé prvočíslo je 
liché. 

c) Výroky s časove nebo místne podmínenou pravdivostí: Prší. Jsme ve škole. Vy
šetrujeme vlastnosti daných posloupností. 

d) Výroky vztahující se k budoucnosti: Zítra bude pršet. Pujdeme do kina. Daným 
bodem Q sestrojíme pl'ímku q kolmou k dané pl'ímce p. 

e) Hypotézy: Nekteré druhy rakoviny jsou vírového puvodu. Každé sudé číslo vetší 
než dve lze rozložit na součet dvou prvočísel. 

Príklady jazykových výrazu, jež nejsou výroky 
Názvy, napi'. stredoškolská matematika. Výrazy typu: 2 + 3. Rozkazovací a tázací 
vety. Výrazy obsahující promenné, napi'.: Číslo x je sudé. 

K označení výroku se obvykle používají malá písmena p, q nebo a, b aj. (V li
teratui'e se lze však setkat též s označením velkými písmeny.) 

Výrokum se pi'ii'azují pravdivostní hodnoty výroku takto: Je-li výrok prav
divý, pi'ii'azuje se mu pravdivostní hodnota pravda označovaná symbolem (čís
licí) l ; v literatui'e se lze setkat též s jejím označením P . Je-li výrok nepravdivý, 
pi'irazuje se mu pravdivostní hodnota nepravda označovaná symbolem (číslicí) 

O; v literature se lze setkat též s jejím označením N. O daném výroku se pak stručne 
ľíká, že má pravdivostní hodnotu l, resp. O. 

Poznámka. Je treba si uvedomit, že symboly l a O neznamenají číselné hodnoty výroku, 
ale pouhá stručná označení jejich pravdivosti a nepravdivosti. 

Tabulky, v jejichž prvním i'ádku jsou symboly výroku p, q, ... a v dalších fádcích 
jsou všechny možnosti jej ich pravdivostních hodnot, se nazývají tabulky pravdi
vostních hodnot výroku (nebo stručneji pravdivostní tabulky výroku). 

Príklady tabulek pravdivostních hodnot výroku (pro libovolný výrok p, libo
volnou dvojici výroku p, q a libovolnou trojici výroku p, q, r) jsou v tabulce 1.1. 

Základní typy tabulek pravdivostních hodnot výroku Tab. 1.1 

b) p q c) p q r 

l l l l l 

l o l l o 
o l l o l 

o o l o o 
o l l 

o l o 
o o l 

o o o 

lO 

r ... ,~u 1,/. ~pnjlcy 

1 j y jHoU jn:t.ykov( ást.ie< (spojky), jimi~ !le v log i e 1 v mnL<•mnLk<1 
z duuýd 1 výi'OI il tzv. složcn ' výroky. Príslušné opera<'<' !ie naz.ývají 

IJ J' , • 

Nä w~dll od vetných spojek užívaných v béžném jazyce, logické spojky mají 
.,,IVt'll jazykový význam jednoznačné. Nejduležitejší logické spojky jsou u ve
u v tabuke 1.2. V matematice se zpravidla označují symboly ...., , 1\, V, y_, =>, 

(V loglctl He v~ak lze setkat i s jejich jinými označeními.) 

\ \ namn.S logické spojky Tab. 1.2 

Ctcni Ekvivalentní čtení Ctení cizího 
(jazykový význam) (jazykové ekvivalenty) (latinského) 

n pu vodu 

nen( pravda, že . . . neplatí, ne- (pi'edpona) non 
není (zámena za je) 

a [ve významu a zároveň (pro zd uraznení et 
Hlučovacím] slučovacího významu) 

nebo [ve významu poprípade (zkratka popi'.) vel 
nevylučovacím, tj. ve eventuálne (zkratka event.) 
Hmy~lu alespoň jeden] 

bucl . .. , nebo (aneb o) jen . . . , nebo jen . . . aut 
[ve významu 
vylučovacim, tj. ve 
Hmyslu práve jeden] 

jestliže . . . , pak když ... , pak . . . implikuj e 
(1mtom) . .. je-li . .. , pak . .. 

práve když ... tehdy a jen tehdy, když . .. je ekvivalentní s 
když a jen když . . . 
práve tehdy, když . . . 

= 

huha( typy složených výroku vytváfené pomocí logických spojek z ta-
l ll 1,2 vl~ v t.f~bulce 1.3. 

Z hlediska logiky lze vytvái'et složené výroky ze zcela libovolných výroku, 
výroku, které spolu po vecné (obsahové) stránce souvisejí. V bežném živote 

t1.J(ovými výroky zpravidla nesetkáváme a také v matematice i dalších vedních 
1 1 h 1 Vt! Klužcné výroky spojují výroky vecne (obsahove) spolu související. 

111 11111 (.j<•dnoznačnému) pojetí logických spojek uvedených v tabulce 1.2 
•ll Hlo~cuých výroku základních typu podle tabulky 1.3 jsou v logice 
l l uiční podmínky pro pravdivost složených vý roku základ-
, ,IPjich slovní vyjádi'ení je obsaženo v tabulce 1.4; príslušné snadneji 
It ltu~ Hymbolické vyjádfení ve tvaru tabulky pravdivostních hod

l výroku základních typu je v tabulce 1.5. Pro určité (konstant ní) 
pttHlm;né složené výroky jsou odpovídající pravdivostní hodnoty vždy 

dl ll t.nlmlky 1.5. 

ll 



nolené výroky základních typu Tab. 1.3 

N ázev edoženého výroku Jeho symbolické Otenf (slovni vyjádfenf) 
označení [Dalši viz tab. 1.2.] 

Negace výroku p 'P není pravda, že p 

Konjunkce výroku p, q p l\ q paq 

Dlsjunkce výroku p, q p V q p nebo q 

Oplná (ostrá) disjunkce p Y._ q buď p, a nebo q 
výroku p , q 

lmplikace výroku p, q p=;.q jestliže p, pak q 
(v tomto poradí, tj. implikace 
výroku q výrokem p) 

Ekvivalence výroku p, q p<r}q p, práve když q 

Poznámka. V implikaci p -=::;. q se výrok p nazývá predpoklad implikace a výrok q 
te nazývá záver (tvrzení) implikace. Krome slovních vyjádfení implikace p -=::;. q podle 
.abulky 1.2 a tabulky 1.3 se též užívá často čtení: Zp plyne (vyplývá) q, anebo: q plyne 
:vyplývá) z p. Používání techto slovních vyjádi'ení implikace p -=::;. q je však vhodné jen 
.ehdy, když mezi výroky p, q existuje vecná (obsahová) souvislost. 

)eflniční podmínky pravdivosti složených výroku základních typu Tab. 1.4 

Složený výrok a jeho definiční podmínky pravdivosti 

Negace •p je pravdivý výrok, práve když výrok p je nepravdivý 

K onjunkce p 1\ q je pravdivý výrok, práve když oba výroky p, q jsou 
pravdivé 

Disjunkce p V q je pravdivý výrok, práve když alespoň jeden z výroku p, q 
je pravdivý 

Ú71lná disjunkce p Y... q je pravdivý výrok, práve když jeden z výroku p, q je 
pravdivý a druhý nepravdivý 

lmplikace p -=::;. q je pravdivý výrok, práve když buď oba výroky p, q jsou 
pravdivé, anebo výrok p je nepravdivý a výrok q je 
jakýkoliv (pravdivý, anebo nepravdivý) 

Bk11ivalence p {o} q je pravdivý výrok, práve když výroky p, q jsou oba 
pravdivé, anebo oba nepravdivé 

Pozr&ámka. lmplikace p -=::;. q j e tedy nepravdivá tehdy a jen tehdy, když výrok p je 
)r&vdlvý a. výrok q je nepravdivý. 

ľabulka pravdivostních hodnot složených výroku základních typu Tab. 1.5 

p q 'P pl\q pVq p V q p =;. q p<r}q 

l l o l l o l l 

l o o o l l o o 
o l l o l l l o 
o o l o o o l l 

l2 

l ' 1 1 H, u11'1 •lolen{lch t~{lrokú a jejich prat~dít~oatnl hodnoty 
, l ,~ch pravdivých výroktl p: Císla 12 je delitelné čtyfmi, q: Císlo 12 je sudé, 
Lvottf1 Nlo!ené výroky -,p, p 1\ q, pV q, p y_ q, p =* q, p # q a určete jejich 

1 1\VcllvoHt.ní hodnoty. 
,,,~nní 

l lhhn poznatku z tabulek 1.3 až 1.5 dostáváme: 
p ('fHlo 12 není delitelné čtyfmi (nepravdivý výrok). 

q: Cf11lo 12 je delitelné čtyfmi a je sudé (pravdivý výrok). 
11 q: Cl11lo 12 je delitelné čtyfmi nebo je sudé (pravdivý výrok). 
f i q: Chtlo 12 je buď delitelné čtyi'mi, anebo je sudé (nepravdivý výrok). 
l ' q: Jestliže je číslo 12 delitelné čtyfmi, pak je sudé (pravdivý výrok). 
l ' q: Cfslo 12 je delitelné čtyfmi, práve když je sudé (pravdivý výrok). 

~ndmA:a. Definiční podmínky pravdivosti složených výroku základních typu (uvedené 
1 •bulkAc:h 1.4 a 1.5) jsou z velké části zcela pi'irozené a dobre pochopitelné, neboť odpo
' 4,11 významu, ve kterém jsou používány v bežném jazyce. Jisté problémy však bývají 
t~ohopením vhodnosti a účelnosti definičních podmínek pro pravdivostní hodnoty im-

l lt i 11 ,, K,Jejich objasnení proto uvedeme dva typové motivační príklady (jeden z bežného 
• , d " druhý z matematiky). 

l 'NIIIn.dy motivující ( objasňující) vhodnost vol by definičních podmínek 
1' 1 ~' provdivostní hodnoty implikace výroku 
l l r•rlklR<lcm z bežného života je príslib vedoucího zamestnanci ve tvaru impli

kac:t~: ".Jestliže zvýšíte intenzitu práce, pak dostanete prémie." Mohou nastat 
l pffpady: 
1, Zn.mčstnanec zvýší intenzitu práce, vedoucí mu pridelí prémie. Implikace je 

pravdivá (vedoucí splní slib). 
' 1 Zn.moHtnanec zvýší intenzitu práce, vedoucí mu nedá prémie. Implikace je 

awpravdivá ( vedoucí nesplní pfíslib). 
,l Zn.m(\Htnanec nezvýší intenzitu práce, vedoucí mu presta dá prémie (vezme 

v úvuhu jiné zásluhy zamestnance). Implikace je pravdivá (není v rozporu se 
tdl bem vedoucího). 
Ztunčstnanec nezvýší intenzitu práce, vedoucí mu neudelí prémie. Implikace 
ja pravdivá (vedoucí pfíslib neporušil). 

llvn.lujme príklad matematické vety ve tvaru implikace (viz záverečnou část 
l•ltu kapitoly o logické výstavbe matematiky): "Je-li pfirozené číslo n delitelné 
• ')'fml, pak je sudé." Tato veta platí pro každé pfirozené číslo n, a tedy napr. 
l"" n 12, 14, 15 jsou pravdivé tyto tfi implikace ( odpovídající 1., 3. a 4. rádku 

'''hulky 1.5): 
l ll čiNlo 12 delitelné čtyi'mi (pravdivý výrok), pak číslo 12 je sudé (pravdivý 
yruk). 
1 ll čiHlo 14 delitelné čtyfmi (nepravdivý výrok) , pak číslo 14 je sudé (pravdivý 

lllk). 
l ll th1lo 15 delitelné čtyfmi (nepravdivý výrok) , pak číslo 15 je sudé (neprav-

1 ·t výrok). 
lltllli11Cl odpovídající 2. rádku tabulky 1.5 není možná (číslo n delitelné čtyfmi, 

'It lldl{l neexistuje). 

13 



.vrokov('l furmul ~. , 11 olu r' . ., 

Sy tnl llll 71, 'l npocl. tnoltoH IU'c•clsLI vovnt, JH~ •11 l it' Hc (l ou t. 1ul.n1) vyl'<>ky, Hl 
oh C'll<' t. líl vý rokov p ·om nn ' ílnsLnpujíd výroky. Výrw1.y vyLvm !'IH íl kouc 
n~ho po<'t.H výrokových promčmtých , logických spojck a popr. ílávordc se uazývaj i 
vý t· kov formule. Vyjadi·ují !:llccllogických operací. 

Pro zápisy výrokových formulí platí tato úmluva: Logické operace v závarkách 
mají prednost pred logickými operacemi vne závorek. Pokud prednost logické ope
race není vyznačena závorkou, pak z logických spojek ....,, /\, V, ==>, {o} v uvedeném 
pofacH má prednost každá spojka pi'edcházející pred všemi následujícími. 

Príklady výrokových formulí (s výrokovými promennými p, q, r) 
p, q, r; --,p, p 1\ q, pV q, p '::1_ q, p ==> q, p {o} q (pi'ičemž pro výrokové formule techto 
základních typu se užívají obdobné názvy jako pro príslušné složené výroky, viz 
tabulke. 1.5); pV --,q, (pV q) 1\ r, (p ==> q) 1\ (q ==> r). 

Pravdivostním ohodnocením výrokové formule se rozumí zjištení jejích 
pravdivostních hodnot v závislosti na zvolených pravdivostních hodnotách výroko
vých promenných. Obvykle se provádí užitím tabulky pravdivostních hodnot 
{krátce nekdy zvané pravdivostní tabulka) dané výrokové formule. 

Jejím významným základním pfípadem je tabulka pravdivostních hodnot 
výrokových formulí základních typu složených výroku (tabulka 1.5), z níž 
Me zpravidla vychází pfi sestavování pravdivostních tabulek pro složitejší výrokové 
formule. 

Podle pravdivostního ohodnocení výrokových formulí je lze rozdelit na výrokové 
formule tfí typu: 

l. Nekdy pravdivé výrokové formule, tj. takové výrokové formule, jež pro 
ntlkteré pravdivostní hodnoty výrokových promenných nabývají pravdivostní hod
noty l a pro nekteré pravdivosúní hodnoty o. 
Príklady 
Výrokové formule základní ch typu --,p, p 1\ q, p V q, p y_ q, p ==> q, p {o} q (vi z 
tabulke. 1.4), q ==> p, --,q ==> --,p, --,q V q. 

2. Tautologicky pravdivé (vždy pravdivé) výrokové formule (krátce 
tautologie) 

Tautologie jsou takové výrokové formule, které pro libovolné pravdivostní hod
no Ly výrokových promenných nabývají pravdivostní hodnoty l. Tyto výrokové for
nntl<' mají v logice zásadní význam - vyjadi'ují tzv. zákony výrokové logiky. 

Príklady 
Tautologie --,{p 1\ --,p) vyjadruje tzv. zákon sporu, tautologie p V --,p vyjadruje 
tzv. zákon vyloučeného tretOw ( vyloučené tretí možnosti) , dusledkem o bou je 
tautogie p Y.. --,p. Také výrokové formule (p 1\ q) {o} ( q 1\ p) , (p V q) {o} ( q Vp), 
(1J y q) # ( q y_ p) jsou zrejme tautologie. Zvlášte významné tautologie budou 
uvedeny v tabulkách 1.6 a 1.8. 

3. Kontradiktoricky nepravdivé (vždy nepravdivé) výrokové formule 
{krátce kontradikce), tj. takové výrokové formule, které pro libovolné pravdivostní 
hodnoty výrokových promenných nabývají pravdivostní hodnoty O. 

Pi'41eladJ1 
IJ 1\ ,p, (p * q) 1\ (p 1\ --,q), (p ==> q) 1\ ( --,p 1\ q). 
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Mnol1o uh· 
11 . r< l 1' I' IJ11 il H L.' nliž . r ko , n1i prom nn tni. 
l l l .d dv vyrokoV<' fol'IIJ\11 • l't ' v:.l lychz výrokových promcnuých lakov<\ ze 

11 11 1 ll'jtt • pt'llvdi voHlllÍ ohoclnoccuí, a Lcdy jej ich ckvivalcnce je tautologií, se na-
l.] l l y kvivalentní výrokové formule . 

PMiclady logicky ekvivalentních výrokových formulí 
J1ruvllfte, které z dvojíc výrokových formulí p ==> q, q ==> p, --,q ==> --,p, --,p V q jsou 
lotclcky ekvivalentní výrokové formule. 
R11lr.ní 
Htlthn tabulky pravdivostních hodnot složených výroku základních typu (ta
hulka 1.5) dostáváme pro dané výrokové formule pravdivostní ohodnocení: 

p q p => q q => p --,q --,p --,q ==> --,p --,p V q 

l l l l o o l l 

l o o l l o o o 
o l l o o l l l 
o o l l l l l l 

Dvojice výrokových formulí p ==> q a q ==> p nemají stejná pravdivostní ohod-
1\0r.nnf, a tedy nejsou logicky ekvivalentní. Dvojice výrokových formulí p ==> q 
1 ''l ::::} --,p, p ==> q a --,p V q mají stejná pravdivostní ohodnocení, a tedy tyto 

dvujke výrokových formulí jsou logicky ekvivalentní. Jejich ekvivalence mají prav
diYIJHtni hodnoty všechny rovny l, tj. jsou tautologie (uvedené v tabulce 1.6). 

Tautologie vyjadfující logickou ekvivalenci výrokových formulí Tab. 1.6 

r q, -.q ==> •p, --,p v q 

Logicky ekvívalentní výrokové formule Tautologie 

p =? q l •q * --,p (p * q) <=} (--,q * -.p) 

l .,pV q (p * q) <=} (--,p v q) 

l 11 .d<l dva složené výroky v1 , v2 , jež se získa jí dosazením konstantních výroku 
rokové promenné do logicky ekvivalentních výrokových formulí vl ' v2 ' se 

vtq l logicky ekvivalentní s ložené výroky. Oba takové výroky v1, v2 mají 
llt 'loii.Ý lvar, avšak vecne vyjadrují naprosto totéž. 

l'f'llelacly logicky ekvivalentních složených výroku 
pttJclchozích príkladu víme, že jsou-li p, q výrokové promenné, pak dvojice výro-

11 tch ťormulí p ==> q, --,q ==> --,p ap ==> q, --,p V q pi'edstavují logicky ekvivalentní 
rokov~ formule. Odtud podle uvedené definice plyne, že dosadíme-li do nich za 
1 1»kové promenné konstantní výroky, dostaneme logicky ekvivalentní složené vý

' '' y, Napr. k pravdivé implikaci p ==> q: Jestliže v meste prší, pak ulice mesta 
l kill mokré, je logicky ekvivalentní implikace --,q ==> --,p; J estliže ulice mesta nejsou 
1111 1 w pak v meste neprší a také disjunkce --,pv q: v meste neprší nebo ulice mesta 
1 111 111okré. 

l'ru výrokové formule p ==> q, q ==> p , --,q ==> --,p, --,pV q s výrokovými promennými 
•1 n pro príslušné složené výroky s konstantními výroky p , q se zavádejí názvy, 
jMcm uved eny v tabulce l. 7. 
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Názvy a vlastnosti výrokových formuli (spee. složených výrokll) 
1' ~ q, q ~ p, -.q ~ -.p, -.pv q 

Výroková Název Vlastnosti 
formule, resp. 
složený výrok 
p ::::} q Implikace výroku p , q Viz tabulka 1.2 a 1.5. 

q ::::} p Obrácená implikace Implikace p ::::} q a obrácená 
k implikaci p =? q implikace q =? p nejsou logicky 

ekvivalentní. 

-.q ::::} -.p Obmenená implikace Implikace p ::::} q a obmenená 
k implikaci p =? q (obmena implikace -.q =? -.p jsou logicky 
implikace p =? q) ekvivalentní. 

-.pv q Vyjádrení (náhrada) implikace Implikace p =? q a disjunkce 
p =? q disjunkcí -.p V q js ou logicky ekvivalentní. 

N egování jednoduchých výroku a složených výroku 

Negováním výroku p se rozumí vytvorení jeho negace ' P (víz tabulka 1.3 
a 1.2) . Podle definičních podmínek pro pravdivost negace výrokup (víz tabulky 1.4 
a 1.5) se pravdivosti výroku pa ' P navzájem vylučují. 

Platí proto následující základní pravidlo negování výroku: 

.lest liže platnost výroku p vyjadruje, že nastane nekolik (jeden nebo více) z mož
ll_ý ·h prípadu, pak jeho negace jP musí vyjadrovat, že nastanou všechny ostatní 
'n ž né prípady a žádné jiné. 

Každý výrok p lze negovat užitím slovního spojení "není pravda" , že p (ta
bulka 1.3). Zpravidla se však užívají gramaticky vhodnejší tvary "neplatí p", resp. 
"ne p" apod. (tabulka 1.2). Prakticky se ovšem tento základní postup negování 
výroku používá pouze pri negování jednoduchých {nesložených) výroku. 

Príklady negování jednoduchých výroku 
Pro výrok "Dané číslo a E R je záporné", negací není výrok: "Dané číslo a E R je 
kladné", nýbrž výrok: "Dané číslo a E R je nezáporné" (protože pouze ten zahrnuj() 
všechny ostatní možnosti) . Pro výrok "Daný bod A leží na dané prímce m", negaci 
pfedstavuje výrok: "Daný bod A neleží na dané prímce m". 

Pri negování složených výroku krome uvedeného základního pravidla se použi
vaj( logicky ekvivalentní výrokové formule, resp. príslušné tautologie uvedené v ta
bulce 1.8. Jejich od vození lze snadno provést užitím tabulky pravdívostních hodnot 
pro složené výroky základních typu (tabulka 1.5). 

Príklady negování složených výroku 
Pro dané složené výroky utvoríme jej ich negace podle tabulky 1.8: 
a) pÁ q: "Stačím se pripravit na vyučování a také jít ven", -,(p 1\ q) {::} ('PV -,q): 

"Nestačím se pripravit na vyučování nebo nestačím jít ven". 

b) p V q: "Bod P leží na dané prímce a nebo na dané pfímce b". -.(p V q) {::} 
{::} ( -.p Á -.q): "Bod P neleží na dané prímce a ani na dané pfímcfl b" . 

1 ,, q: "Jestli! e bod P leží na dané pfímce a, pak leží na dané pfimce b". 
,(,, q) ~ (p Á -.q): "Bod P leží na dané pi'ímce a a neleží na dané pi'ímce b". 

rokuvc\ formule pro negování složených výroku základních typ u Tab. 1.8 

Výroková formule Logicky ekvivalentní Príslušná tautologie 

výroková formule 
-.(-. p) p -.( -.p )?p 

-.{p A q) -.pV-.q -.(pA q)?(-.p V -.q) 

-.(p V q) -.p A -.q -.{pV q)?(-.p A -.q) 

-,(p y q) p?q -.(p y q)?(p {:::> q) 

-.(p ~ q) pA -.q -.(p =? q )?(p A -.q) 

-.(p {:::> q) p ':{ q -.(p {::} q)?(p y q) 

logie uvedené v tabulce 1.8 vyjad.fují významné zákony výrokové lo-ndmka. Tauto 
' Napf. tautolog 

fl\dkn vyjadruj 
d11 Morganova fi 

ie v l. rádku vyjadruje tzv. zákon dvojité negace a tautologie ve 2. 
í tzv. de Morganovy zákony výrokové logiky. Ríká se jim po .fade 1. 
ormule výrokové logiky. 

\ rokové form y 

' , •. ~ákladních pojmu matematické logiky mají v matematice velký význam 
tzv. výrokové formy (nazývané též p r edikát y ) . 

ma je jazykový výraz, který obsahuje jednu nebo více objek-
1 1 ", " výroku také 

1 11 vá for 
It ( I'OHJl . názv 
• li obj ktu (r 

ových) promenných x, y , .. . a který po dosazení konstant , tj. 
esp . jejich názvu) za promenné, se stává výrokem (pravdivým, 
) . • • 111 prnvdivým 

Výroková form a o jedné promenné x se značí v(x), p(x) apod. Vyjadrují 

1 Jl t!lt&Ntrwsti prv ku x dané množiny M. Výroková forma o dvou promenných 
1 11111 značí v (x, y ), p(x, y) apod., .. . , obecne výroková forma on promenných 

1 11!:1 1 , •• , Xn S e značí v(x1 , x2 , ... , Xn), p(x1 , x2, ... , xn) apod. Výrokové 
nných vyjadrují vztahy mezi prvky daných množín. 1 tli ll u vice prome 

Pfi zadá.vání vy ' rokové formy jedné nebo více pro menných je nutnou součástí 
t lltWtmí oboru p ramenných, tj. množín, ze kterých lze dosazovat do výrokové 

l 1 1111 1 "'" promenné konstanty (hodnoty promenných). Speciálne v prípade výrokové 
romenné x se množina všech pi'ípustných hodnot promenné x 111 111 v(~e) jedné p 

'1 ~tvA t.éž definič 
l l ových hodnot p 
1" wdlvé výroky, se 
l to clvR pojmy lz 

ní obor promenné x a značí se D (popr. M). Množina všech 
ramenné x, jejichž dosazením do výrokové formy v(x) dostáváme 

nazývá obor pravdivosti výrokové for my v( x) a značí se P. 
e definovat i pro výrokové formy o dvou a více promenných ( viz 

1 lmlkn 1.3). 

eňujte názvy výroková forma a výroková formule! Jsou to názvy dvou ndmktt. Nezam 
1 l 1 uclllllných pojm 
"hnm ve výrokové 

ll. Ve výrokové forme jsou obsaženy objektové (názvové) promenné, 
formuli vystupují výrokové promenné. 

l 

l 

l 

l 

' 

l 

l 

l 

l 

l 

! 

l 

l 



rr tú ii UO !ll 10 wno~ina všccll 

b) v(y): Naše spolužačka y je blondýna (obor promenné y je množinu všech našich 
spolužaček). 

c) v(z ): Živočích z je savec (obor promenné z je množina všech živočichu). 

1) v(n): n je pfirozené číslo delitelné peti (obor promenné n je množina všech 
pfirozených čísel N. 

v(k): k je sudé číslo (obor promenné k je množina všech celých čísel Z). 

f) v (x): x je reálné číslo , pro které platí x2 ~ l (obor promenné x je množina všech 
reálných čísel R). 

·) v(X): X je bod roviny g, který leží na dané kružnici k (obor promenné X je 
rovina g). 

Príklady výrokových forem o více promenných 

a) v(x, y ): P an x a dáma y jsou manželé (obory premenných x, y jsou dané množiny 
mužu a žen). 

b) v(m , n) : m , n jsou pi'irozená čísla, pro která platím> n (oborem premenných 
m, n je množina všech pi'irozených čísel N. 

v(x, y, z ): x, y, z jsou reálná čísla taková, že x+ y = z (oborem premenných 
x, y , z je množina všech reálných čísel R). 

Obdobne jako se vytvái'ejí složené výroky, lze také spojovat logickými spojkami 
výrokové formy s týmiž obory promenÚ.ých. Ml uvíme o logických operacích s vý
rokovými formami , jejichž výsledkom jsou složené výrokové formy. Základní 
typy složených výrokových forem uvádí tabulka 1.9 analogická k tabulce 1.3 pro 
složené výroky základních typu (čtení je obdobné jako v tabulce 1.3) . 

S ložené výrokové formy základních typu Tab. 1.9 
(p(x), q(x) jsou dané výrokové formy s týmž definičním oborem D) 

N ázev složené výrokové formy J ejí symbolický zápis 

Negace výrokové formy p(x) --.p(x) 

Konjunkce výrokových forem p(x), q(x) p(x) 1\ q(x) 

Disjunkce výrokových forem p(x) , q(x) p(x) V q(x) 

Úplná (ostrá) disjunkce výrokových forem p(x) , q(x) p(x) Y._ q(x) 

lmplikace výrokových forem p(x) , q(x) p(x) =? q(x ) 
(v uvedeném poradí) 

Ekvivalence výrokových forem p(x), q(x) p(x) {'? q(x) 

' , . "ul i ll Ju'.t ; uľ y, l 

110111 Jnzy<:l' u :wjlll<!rm v nmLenHtLicc so časLo vyskyLují ja:",ykové výrazy 
tlllluHory, jimiž He vymczuji poCLy (kvanLa) uvažovaných objektu, ob-

ll! vlui cl nuýclt wno~in . Ncjčas tčj i užívané kvantifikátory jsou uvedcny v La
l. lll, 

chny objekty) 

11 oblokU\ (n E N, n > l) 

(n E N,n> l) 

Tab. 1.10 

Význam (smysl) 

libovolný z objektu [prvku dané množiny] 

jeden nebo více objektu 

jeden nebo žádný objekt 

jediný objekt (jeden a jen jeden objekt) 

n nebo více objektu (n + l , n + 2, ... objektu) 

n nebo méne objektu (n - l, ... , O objektu) 

n objektu a ne více ani méne 

o objektu 

1 ,p( •1f1 l rH' v lo gi ce a v matematice se pi'edevším uplatňují tzv. základní kvan
symbolická označení a jazykový význam jsou uvedeny 

lw no.tifikátory Tab. 1.11 

Označení l čtení (jazykový význam) 

lUtifikátor V l pro každé, pro všechna 

3 l existuje ( alespoň jedno) , pro 
alespoň jedno 

\tor j ednoznačné 3! l existuje práve j edno, pro práve 
jedno 

Symbol V je obrácené počáteční velké písmeno A z angl. slova all = všechna, 
, n,Y ll tilo l ::3 je prevrácené počáteční velké písmeno E z angl. slova exist s = existuje. 

•Ky, vt• kterých se vyskytují kvantifikátory, se nazývají kvantifikované 
(výroky s kvantifikátory). 

l ·, ,1;111,/,71 fw antifikovaných výroku 
1 ~ n 1 \ t l ,ý '/. Jl {u; poznává v nouzi pi'ítele. 

'/, ll {ts nepi'išel pozde. 

rl jt)dcn z žáku má domácí cvičení správne. 

l vn naši spolužáci jsou starší než ostatní. 

•!lnLonmLické logice a v matematice se kvantifikované výroky vytvá.i'ejí zpra
!ll , dtt ll ,ý t'h výrokových for·em t ak , že se pomocí kvantifikátoru provede kvan-

lR - 19 



Poznámka. Existují tedy dva zpusoby, ja k lze z danó výrokovó fo rolly vyL voťiL výroky: 
a) dosazením konstant {hodnot pr-oménných} za všechny p romčll nÓ z oboru premenných 

do výrokové formy dostaneme tzv. individuátní výroky, 

b) kvantifikací vš ech proménných ve výrokové form e dostáváme kvantifikované výrvky. 

Užit ím základních kvantifikátoru ke kvantifikaci promenné x dané výrokov 
formy v(x) dostáváme základní kvantifikované výroky, jej ichž názvy, slovuí 
a symbolické vyjádrení jsou uvedeny v tabulce 1.12. 

Základní kvantifikované výroky s j e dnou kvantifikovanou 
promennou x E D (kde D je definiční obor výrokové formy v(x)) 

N ázev kvantifikovaného výroku Slovní vyjádrení 

Obecný výrok Pro každé x E D platí v(x). 

Existenční výrok Existuje ( alespoň jedno) 
x E D, pro které platí v(x). 

Výrok o existe nci a unicite Existuje práve jedno x E D, 
(jednoznačnosti) pro které p latí v(x) . 

Tab. 1.12 

Symbolický zápis 

Vx E D: v(x) 

:Jx E D: v(x) 

:J!x E D: v(x) 

P ríklady základních kvantifikovaných výroku s j ednou kvantifikovanou 
promennou 
a) Obecný výrok - Pro každé x E R platí x2 ~ O (pravdivý výrok). J eho symbolický 

zápis je Vx E R: x 2 ~ O. 

b) Existenční výrok - Existuje x E R, pro které platí x2 = 2 (pravdivý výrok) . 
Symbolicky zapsáno ::Jx E R: x2 = 2. , 

c) Výrok o existenci a unicite - Existuje práve jedno x E R, pro které platí x2 = 2 
(nepravdivý výrok). Symbolicky zapsáno ::J !x E R: x 2 = 2 . 

Obdobne jako pfi vytvárení základních kvantifikovaných výroku z výrokové 
formy jedné promenné x (viz tabulka 1.12) lze postupovat pfi vytvárení základních 
kvantifikovaných výroku z výrokových forem s více promennými užitím kvantifi
kace techto promenných základními kvantifikátory. Pritom typ získaného základ
n ího kvantifikovaného výroku závisí na poradí použitých základních kvantifikátoru: 
J e-li první kvantifikátor obecný, dostáváme obecný výrok. J e-li první kvantifikátor 
existenční , získáváme existenční výrok. 

Príklady základních kvantifikovaných výroku se dvema kvantifikovanými 
promennými 
a) Obecný výrok - Pro každé x E R existuje takové y E R, že platí x < y (pravdivý 

výrok). Symbolicky Vx E R ::l y E R: x < y. 

b) Existenční výr-ok - Existuje takové y E R, že pro každé .x E R platí x < y 
(nepravdivý výrok). Symbolicky ::ly E R Vx E R: x < y. 

Poznámka. Do kvantifikovaných výroku nelze dosazovat za kvantifikované promenné 

jejich hodnoty - I'íkáme, že proménná je vázaná kvantifikátorem . 
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l (~ kvnntinkovaných výroku bycl1om mohli vy lváreLjejich negace už!Llm 
.Jon! "ncuí pravda , že", event . pomocí ekvivalentních zpľ1sob \'t podle 

l ,:,) !t t. :J . PrakLicky se však negování kvantifikovaných výroku provádí 
,•nnmt icky vhodnejších formulací , které lze získat na základe náslecluj .ícíh 

tl!d1utního pr·avidla n egování výr-oku: 

J, 11, ,. t .l td III IHL kvnnLi rikovaného výrokup vyjadruje , že jistý počet objektt"1 mil, 
l"""' l' l., :il,tlo:-; 1. , pak jeho negace ' P musí být vyslovena. jako takový kvanLi

td .. , "' \' ' .l' ''ok , je ltož platnost zahrnuje všechny možné prípady, kdy výwk p 
,,, ,.~,,, 

!·',ll '1/I ',IJOV!Ín(jednoduchých kvantifikovaných výroku (s kvant ifikátory podle ta
í :i ť li il l , l 0) La k clos táváme tabulku 1.13. 

• q ,tttllnoduchých kvantifikovaných výroku 
11 IHI v LHh 1dce rozumejí prvky dané množiny) 

Tab. 1.13 

l11 prvok x má danou vlastnost 

l '~rl! Ir' jt·rll'n pr vek x má danou 
l•i l. il!IHL 11( ~1; ). 

flt1 'll pr vkô x má danou vlastnost 

J eho negace 

a') A tespoň j eden prvek x nemá danou 
vlastnost v(x ). 

b ' ) Žádný prvek x nemá danou vlastnost 
v( x). 

c') Nejvýše n- l prvku x má danou 
vlastnost v(x ). 

ď) A lespoň n + l prvku má danou 
vlastnost v(x) . 

e') Žádný prvek x nemá danou vlastnost 
v(x) nebo alespoň dva prvky x mají 
vlastnost v(x). 

f') Nejvýše n - l prvku x má danou 
vlastnost v(x) nebo alespoň n + l 
prvku x má vlastnost v(x ). 

l rllt,l n o poč tech prvku daných množín v kvantifikovaných výrocích a jejich 
" ' ' ' '' li li'tií,cme vyjádfit prirozenými čísly nebo nulou a znázornit geometricky na 

1111Ú10se +x. Pro kvantifikované výroky z tabulky 1.13 a jejich negace je to 
··dt lliO v obr. 1.1. Počty prvku vyjádrené kvantifikátory ve výrocích a) až f) 
, Íl tl np;ncích a.' ) až f ') jsou zobrazeny na obr. 1.1 a) až f) a a') až f') body 

' liH'Im,ý uti IJ a.revne. (V obr. 1.1 c) až f) a c') až f') je voleno n = 2.) 

Hllh'tl., V pr-ípade kvant ifikovaného výroku a) je treba si uvedomit, že tento obecný 
• l tu 11ltv ivalentní s výrokem: Počet všech prvki't x, pro které neplatí v(x), je roven 
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-i--o+-- -+- ... 
:J il l\ 

o l 2 3 4 5 o 3 4 

c) O 1 2 3 4 5 
c') r==l l 1 1 1 oo 

o l 2 3 4 5 

d) o l 2 3 4 5 
d') 1---1---+---+-- -+-- -+--

0 l 2 3 4 5 

e) O l 2 3 4 5 e') O 1 2 3 4 5 

f) o l 2 3 4 5 
f ') r=l l ~ • • .. 

o l 2 3 4 5 

Obr. 1.1 

Pfíklad negování jednoduchého kvantifikovaného výroku 
Pro ti'ídu (množinu) se 32 žáky uvažujeme kvantifikovný výrok: "Dnes pi'išlo ale
spoň 12 žáku pozde". J eho negaci není výrok: "Dnes neprišlo alespoň 12 žáku 
pozde", neboť oba tyto výroky mohou být zároveň pravdivé, napr. když v dô
sledku dopravní kalamity p.fišlo 15 žáku pozde a 17 žáku neprišlo pozde. Negací 
daného kvantifikovaného výroku je podle tabulky 1.13 výrok: "Dnes prišlo nejvýše 
ll žákú pozde" . Názorné zdôvodnení podává obr. 1.2. 

nejvýš ll je alespoň 12 je 

o l 2 3 4 5 6 7 8 9 l{) ll 12 13 14 15 16 

Obr. 1.2 

V matematice je zejména duležité negování kvantifikovaných výroku s kvanti
fikátor·y V, :3 . Speciálne pro negování výroku s práve jedním z kvantifikátoru V, :3 
podle prvních dvou rádku tabulky 1.13 plyne tabulka 1.14. 

N egace výroku s jediným kvantifikátorem V, 3 Tab. 1.14 
(V tabulce je v( x) daná výroková forma promenné x s definičním oborem D) 

K vantifikovan_ý výrok Jeho negace 

Obecný výrok \:fx E D: v(x) Existenční výrok 3x E D: -.v(x). 

Pro každé x E D platí v(x). Existuje x E D, pro které neplatí v(x) . 

Existenční výrok 3x E D: v(x) . Obecný výr·ok \:fx E D: -.v(x) . 

Existuje x E D, pro které platí v (x). Pro žádné x E D neplatí v(x) . 

Negování kvantifikovaných výrokú podle tabulky 1.14lze zobecnit pro libovolný 
počet kvantifikátoru V, :3 . Rídí se následujícími pravidly. 
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11 11 

tún rrll v 11 0gova. 11 611 r k.va11 t.ifikova 116rn výrok 11 11ahradí r11e jcjí rt\' 

1',·" ' 1. 

dy n egad výroku s kvantifikátory V, :3 

' ' ll l~jl.o kvantifikované výroky 
•l V.1: C. R: ;c2 +x > O, b) ::Ix E R: x

2 
= - 2 

O, ::Ix E R: ax2 + bx + c = O. 
' 

'lbí 
1 ·, !rllrJ uvedených praviclel negování výroku s kvantifikátory V, :3 jsou negace daných 

,,ti\H ncpravclivých) výroku: 
iJ' c R: x2 + x~ O, b) Vx E R: x

2 
i -2, 

lu , u, c E R, a i O, Vx E R: ax
2 + bx + c i O. 

Nt'!JOvání složených kvantifikovaných výroku se provádí kombinaci negování jed
l!l('hých kvantifikovaných výroku podle tabulek 1.13 a 1.14, popr. pravidel nego-

•1! kvH.ntifikovaných výrokú s kvantifikátory V a :3, a negování složených výroku 

~ ~ ~ ll.l ut výrokových formulí uvedených v tabulce 1.8. 

( '
1

1/vlf/,cl negovánÍ složen ého kvantifikovaného výroku 
'''''Hl ucgovat kvantifikovaný výrok: "Daná rovnice f(x) = O má alespoň jeden 

gi
1
,
1

ill ý 
11

cbo záporný koren", tj. v symbolickém zápise: Pro danou rovnici f(x) = 0 
j)i11 LI

1 

~o ::Ix > O: f(x) = O V ::Ix < 0: f(x) = O. Negováním pomoci tabulek 1.8 
Či l ll dm

1
táváme výrok: Pro danou rovnici platí, že Vx> 0: -. (j(x) = O) 1\ Vx< O: 

~ ) O). Negací daného kvantifikovaného výroku je tedy výrok: "Daná rovnice 
()nemá žáclný kladný a žádný záporný koren" či stručneji vyjádreno: "Daná 

"l uemá žáclný kladnÝ ani záporný koren". 

ká výstavba m at em a tiky (axiom y, d efinice, vet y, 

i l •'iknzy) 
,Jr

1
duílll z hlavních rysu soudobé matematiky je axiomatická logická vý

lm matematických teorií v jednotlivých jejich disciplínách . Jejím základem 
x iomy (postuláty) - výchozí matematické výroky, které se prohlásí za prav

hu:~. dokazová.ní. Obsahují základní (primitivní) pojmy, které se nedefinují , 
poklúdají se za zavedené (úplne charakterizované) práve soustavou axiomu. 
1•1·!Lmn soustava axiomu musí mít tyto vlastnosti: bezespornost (ze soustavy 

, lnnn"t 
1
tení možné odvodit nejaký výrok a zároveň jeho negaci), úplnost (ze sou

l 'V.Y nxiomu je rnožné odvodit pravdivost, nebo nepravdivost libovolného výroku 
1 ,

1
,
1
lnvnn6 teorie, který není axiomem) a nezávislost axiomu (nelze odvodit kterýkoli 

, It mr Houstavy z axiomu ostatních). Ve školské matematice se však pro metodick 

1
ln odušení upouští od požadavku nezávislosti axiomu a ríká se jim pak základní 

l )a\ ~ í matematické pojmy se zavádejí pomoci clefinic. 
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Ive• dc•lluov1 111ýd1 1wl>o pri 111 

: „Rovn b žník , l t rý má v hliy 
i; Lrany ho ln a vše !my vnitrní úhly pravé, e nazývá tverec". „Rovnobežní! ll 
j hož všechny strany jsou shoclné a všechny vnitfoí úhly pravé, se fíká čtv r 
„ 'tverec je rovnobežník, jehož všechny s trany jsou shoclné a všechny vnitfoí úhly 
pravé." 

vé výsledky formuluje matematická teorie v tzv. matematických vetách . 
M atematická veta (poučka, teorém) je pravdivý matematický výrok, kL r 

rmí význam v matematické teorii nebo její aplikaci a dá se dokázat (logicky odvodiL) 
z axiomu, definic a dfíve dokázaných vet. Vety, které obsahují návod k proved 11 1 

výpočtu nebo konstrukce, se nazývají též pravidla. Pro pomocné vety se v mat 
matické literatui'e používá název lemma. 

·héma logické výstavby matematických disciplín 

Axiomy 
(ve školské 
matematice 
základní vety) 

Matematické vety 
Dii.kazy vet l------''------1 

Druhy matematických vet 

Základní pojmy 
( axiomaticky 
zavedené) 

Definice pojmu 

Tab. l.lG 

Vetšina matematických vet má tvar kvantifikovaného výroku (obecného vý
roku, popr. existenčního výroku). Jen výjimečne mají matematické vety tvar indi
v.icluálního výroku. P resto se práve o techto vetách zmíníme nejdfíve, protože jsou 
ľormálne jednodušší než vety ve tvaru kvantifikovaného výroku. 

Matematické vety ve tvaru individuálního výroku (tzv. individuální 
v ty) lze z hlediska jejich stavby rozdelit na jednoduché výroky a na složené výroky 
r,prav iclla tvaru implikace, popr. ekvivalence. 

1 ríklady individuálních matematických vet 
n) .Jednoduché výroky: Číslo v'2 je iracionální. Číslo v'2 + v'3 je vetší než číslo 1i:. 

D ný č tyľúhelník ABCD je čtverec. liojúhelník ABC, jehož strany mají délky 
a = 3 m, b = 4 cm, c = 5 cm, je pravoúhlý. 

1t11 ) pr i 1· 7,Cn ísl j e deli t elné šest i, práve když je clelitelné clvema 
m 1, . t,yťi'1b clnik AB CD je rovnobežník, práve když platí AB II DC 
' '· 

1\ 1 , ! v ty ve tvaru kvantifikovaného výroku jsou v matematice 
11 1111 111 J ~ . .J •jich základní typy jsou uvedeny v tabulce 1.16. 

1, p v t ve tvaru kvantifikovaného výroku Tab. 1.16 
1 1 11( , ) j HO U zde výrokové formy proménné x s definičním oborem D) 

Slovní vyjádfení 

Pro každé (všechna) x E D 
platí v(x ). 

Symbolický zápis 

Vx E D: v(x) 

Pro každé (všechna) x E D 
platí: Jestliže platí p(x) , pak 
platí q(x). 

Vx E D: p(x) =? q(x) 

Pro každé (všechna) x E D 
platí p(x) , práve když platí 
q(x). 

Vx E D: p(x) {=} q(x) 

l ·né existenci 
x istenci 

Existuje x E D, pro které 
platí v(x). 

Existuje práve jedno x E D, 
pro které platí v(x). 

:3x E D: v(x) 

:3!x E D: v(x) 

1111kn. V tabulce 1.16 lze obecneji uvažovat namísto výrokových forem v(x), p(x) , 
ý l' ilmvé formy v(x1, X2, . . . , Xn), p(x1 , x2, . . . , .Yn), q(x1, x2 , ... , Xn) n promén-

1 1• 11 , I' ~, . . . , Xn kvantifikovaných nekterými Z kvantifikátoru V, :3, :3 !. 

„, 1l /1 ly ·matematických v et ve tvaru kvantifikovaných výroku 
, 1 1 l 1 V<' tvar-u obecného výroku 

l n7.dé reálné číslo x platí x 2 ;::=; O. (Symbolicky \::/x E R: x 2 ;::=; O.) 
lm7.clé reálné číslo x platí sin2 x + cos2x = 1. (Symbolicky \::/x E R: sin2 x + 

'OM'..! ~; = 1.) 
1 I' vAcclma reálná čísla a, b platí JabJ = Jal · Jbl. (Symbolicky \::/a, b E R: JabJ = ,„ 1 ' Ji1 J.) 

l 11.11cl ~m pravoúhlém 6ABC o odvesnách délek a, b a prepone clélky c platí 
1 Ii :.! = c2

. ( Pythagorova veta.) 
1 ·i \ln č : Vety ve tvar-u implikace 

l nMé pľirozené číslo n platí: J e-li n sudé číslo, pak také n 2 je sudé číslo . 
, 111 l>olicky \::/n E N: n je sudé =? n 2 je sudé.) 
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k i'ilľ C\1\ ľ ' l luLt: Jo ll ll / ' pľlt iťtlil 1 1 \' lv•111 11 11111i tl ulol 1t1 b 1 pľt · 

n n· ,, pal plat 2 + b2 = 2 Pythagor v v ,ía Vl, í aru implika . ) 
i ln : v: ty v tvarn ekvival ne 

Pr každá dv k mpl xní í '1a a, b platí: ou in ab = O, I ráv k<lyž a = O n 
b = O. ( ymbolicky Va. , b E C: ab = O{::> a = O V b = O.) 
Pro každý 6.ABC platí: 6.ABC je pravoúhlý s pravým úhlem u vrcholu ; 
práve když pro délky jeho stran a, b, c platí a 2 + b2 = c2

. ( Pythagorova v ta 
a obrácená veta k Pythagorove vete.) 

b) Existenční vety 
Existuje (alespoň jedno) komplexní číslo z, pro které platí z2 + 1 = O. 
(Symbolicky :Jz E C: z2 + 1 = O.) 
Existuje práve jedno prvočíslo p, pro které je p 2 + 2 též prvočíslem. 
(Symbolicky :J!p E P: p 2 + 2 E P, kde P je množina všech prvočísel , tj . pi'iroz -. 
ných čísel p > 1 delitelných práve jen 1 a p.) 

Predpoklad a tvrzení vety (postačující podmínka a nutná 
podmínka), obmena vety a obrácená veta 

Má-li matematická veta tvar implikace, tj. individuálního výroku typu p * q 
nebo časteji obecného výroku ve tvaru Vx E D: p(x ) * q(x ) , potom výrok p , 
resp. výroková forma p(x ) se nazývá predpoklad vety a výrok q, resp. výrokov~. 

forma q(x ) se nazývá záver nebo tvrzení vety. 

Poznámka. U složitejších matematických vet (napr. v matematické analýze), kde p red

poklad vety se skládá z nekolika částí a obdobne záver (tvrzení) vety, je obvyklé formulovat 

vet u takto: Nechť platí predpoklady ... Pak (potom) platí záver (tvrzení) . . . 

Z definičních podmínek pro pravdivost implikace p q (viz t abulky 1.4 a 1.5) 
plyne: P ravdivost predpokladu p je postačující podmínkou pro pravdivost zá
včru ( tvrzení) q pravdivé implikace p :9 q a pravdivost záveru ( tvrzení) q je nutnou 
p odmínkou pro pravdivost predpokladu p pravdivé implikace p * q. (Pi'itom so 
m zi občma podmínkami predpokládá vecná (obsahová) souvislost.) 

bdobné názvy se užívají také pro predpoklad p(x) a záver (tvrzení) q(x) ma
t ematické vety ve tvaru obecného výroku Vx E O: p(x) =* q(x) (která predstavuje 
pro kaž lé x E D pravdivou implikaci) . 

Pr matematickou vetu ve tvaru implikace p =? q, resp. Vx E D: p(x) =? q(x) 
dál d finuj me: 
a) Obm nenou vetou (obmenou vety) nazýváme matematickou vetu ve tvaru 

ohm nené implikace • q =? • p , resp. Vx E D: • q(x ) =? • p(x ) , která je s danou 
matematickou včtou logicky ekvivalentní (viz t abulka 1.7). 

b ) Obrácen o u vetou nazýváme matematický výrok ve tvaru implikace q =? p , 
resp. Vx E D: q(x) =? p(x), který nemusí být s danou matematickou vetou 
logicky ekvivalentní (viz tabulka 1. 7) . 

Poznámka. P latí-li určitá matematická veta, pak nemusí p latit veta obrácená. Vetu 

i vetu k ní obrácenou je nutné vždy samostatne dokázat. 
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t.11. v11 t ,v11ľ 11 lrnpllknc•<' 1> .} q, ť<'HJ> . VJ' : 1>(.r -? q a: n t.nlw v n 
/11 r 1:1p. V:i.: D: q(.1:) p(:r.) 1 1 nk ob Ly L v Ly rrn z 111 vyj 1i l 

11011 vdon v . Lvaru kvivitl ' llCC JJ # q, r .Ap . Vx e: D: v(x) # q(.1:). 
cl11 t. !.o v ,Ly pak fikáme , ž jeho platnosL je nutnou a pos tačují í 
pro p laLnost záv ru ( tvrzení) vety. 

l•11l .1 1 ~\ u-1 tm tickýchvet 

\ l 1 ~ 1 1 m živ t s zpravidla overuje pravdivost, resp. nepravdivost výr kl\ 
, 1 1 .d zl nš 11 sti. Obdobne v prírodních vedách ve všech pľípadech, kdy · 

•, ,, ' I 111 LI 11 i l j 1 ty a jevy, se pravdivost výroku (prírodních zákonu) prokazuj 
1 I l 11 l ~ o l riment1'.L V matematice však temito zpusoby nelze postupovat pri 

1 1 d 1 !'. clivost i, resp. nepravdivosti matematických výroku, neboť se netýkají 
1 ti ! .l l Lt, 1 abstraktních matematických pojmu. 

r výroku v matematické logice a v matematice se rozumí dôkaz (lo-
1 od 1H ní) pravdivosti výroku. Vychází se z již známých pravdivých výroku 

1 nm výrokové logiky (tautologií) se odvodí , že logickým dusledkem je
ri voHLi j pravdivost dokazovaného výroku. Speciálne dukazem mate

ty 1mzýváme logický proces, kterým overujeme její plat nost, pfičemž 
z de finic , axiomu a di'íve dokázaných vet. 

ftl az nepravdivosti výroku se nazývá vyvrácení výroku. 

1 i 11 kaz výroku a speciálne matematické vety se skládá z jednoho nebo 
1, 111 z tzv. logických úsudku. Logickým úsudkem (též správným 

II ' " 1111 l j ) Jo !lazýVáll logický postup, kterýffi Se Z nekolika daných pravdivých 
' " ' 11 (z m ch predpoklady nebo premisy úsudku) odvodí , že jako jejich 

1„ 1. 1l t J 1 lync nejaký další pravdivý výrok (zvaný záver úsudku). Nejčasteji uží-
·1 úsudky jsou uvedeny v tabulce 1.17. Vycházejí z tautologií založených 

• • /i1 /11 1 /,er:h implikace. 

py logických úsudku Tab. 1.17 

rrnLologie Schéma úsudku 
Pravidlo logického úsudku 

<J )] => q p 1. úsudkové pravidlo: J e-Ii 

p => q pravdivý výrok p a platí-Ii 

q implikace p => q, pak je pravdivý 
i výrok q. 

> -.p) l => -.p -.q 2. úsudkové pravidlo: Když platí 

-.q => -.p výrok • q a platí implikace 

-.p -.q => -.p , pak platí výrok -.p . 

(11 => r)] => (p => r) p => q 3. úsudkové pravidlo: Když p la tí 

q => T implikace p => q a q => r, pak 
- -- platí i implikace p => r. 
p => T 

1 1 11! z ui h lze odvodit užitím tabulky pravdivostních hodnot pro implikaci 
l 1q1 1 1il ťi výroku (tabulka 1.5) . Druhá tautologie plyne z první na základe lo-
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l ()Zn! mktt. !.1tln1l . l. L 7 11 l ll 1. ľu;ucl l ov 1 ľ \, i n H v Lrndl ,!) f l >ri ·c llé\ZÝ V 1 1 , 
Li111; I y inod118 11oncns '81. y prav·idlo ori to•n (mÍ, 2. ú;;udl ov pr 1 id lo 111 ,Io l aL inský n z 

•11 w cl·11s lollen s a 3. li :-; udk v6 p ravid lo rcr r z nLujc i'el zový Ús'Uclek (i'e lezec imptikci ·í). 

úl azy matematických vet ve tvaru obecného výroku 

Vclmi duležité a časté jsou dúkazy matematických ve t ve tvaru obecn IC. 

výroku: Pro každé x E D platí v(x ) [symbolicky zapsáno "ix E D: v(x)], kde v(w) 
j výroková forma s definičním oborem D. (Speciálne v(x) muže mít tvar implik ·1 · 

v(.c) o> q(x), resp. ekvivalence p(x) {::? q(x)). 
Malemat ické vety tohoto typu se obvykle dokazují t akto: Namísto promenn „ 

zvolíme libovolný určitý (konstantní) prvek, označíme jej napf. a. P ro nej dokaz1 
j m platnost výroku v (a ) (speciálne platnost implikace p(a) =? q(a) , resp. ekvi 
valcucc p(a) <==? q(a) ). P i'evádíme t ak dukaz matematické vety ve tvaru obecn h<i 
výroku s kvantifikátorem V na dukazy výroku bez kvantifikátoril. Základní typy lti 
kových dukazu uvádíme pi'ehledne v tabulkách 1.18 a 1.19. 

Typy dukazu matematických vetve tvaru jednoduchého výroku v Tab. 1.1 

Typ dô.kazu Schéma dô.kazu Použitá úsudková pravidla 

P:ľímý dukaz vety Víme (známe): platí p l. úsudkové pravidlo 
v tvaru Dokážeme (zjistíme): platí z tabulky 1.17 a pfi dô.kazu 
j ednoduchého p =?v implikace p =? v se obvykle 
výroku v Záver ( uzavfeme): platí v užívá 3. úsudkové pravidlo 

(fetez implikací) 

Dukaz sporem vety Pfedpokládáme: platí -,v 2. úsudkové pravidlo 
ve tvaru Dokážeme ( zjistíme): platí z tabulky 1.17 a pfi dô.kazu 
j ednoduchého -,v=? z implikace -,v =? z se 
výroku v Víme (známe): neplatí z obvykle užívá 3. úsudkové 

(spor) pravidlo (fetezec implikací) 

Záver (uzavfeme): nepla tí 
-,v, tj. platí v 

Príklady dukazu matematických vet ve tvaru jednoduchého výroku 

1. Dokažte vetu: Pro každé x E R platí, že x 2 ~ O. (Symbolicky "ix E R: x 2 ~ O.) 

P fímý dukaz 
Nechť a je libovolne zvolené reálné číslo. Víme: J e-li a > O nebo a < O, pak 
a2 > O; je-li a = O, pak a2 = O. Odtud plyne: J e-li a E R, pak a2 ~ O. 
[(a > O V a < O=? a2 > O) /\ (a = O=? a2 = O) =? (a E R =? a2 ~ O). ] Závér: 
Pro každé x E R je x 2 ~ O. 

2. Dokažte vetu: Každý pravoúhelník ( obdélník, popr. čtverec) má shodné úhlo
pfíčky. 

2 

1 d t l 'IJ , /,7i: 1 ľ 1 aždou kružnici k se stredem S a každý její bod A platí , že 
l 11 J 1d ' ll<, b l m A a kolmá. k pfímce SA má s kružnicí k jediný společný 

, ' ľ .. .i 1 l , nou kružnice k s dotykovým bodem A.) 

/ 1 ' 11 111 '/'( 'Tli 

, d 111 1 Ii > l11.ou kružnici k se sti'edem S a na ní libovolný bod A. Pi'edpoklá-
1. 11111 1 , 1 r ,Hl 1 ap procházející bodem A a kolmá k pfímkce S A má s kružnicí 

1 11 ii ii H] l ný bod X. Odtud plyne, že .0,SAX je rovnoramenný trojúhel
', 1 1 1dnou AX , a protože ~SA.X je pravý, musí být také ~A.X S pravý. 

U 1 ,. Jl mwhou však být dva pravé úhly, tj. dospeli jsme ke sporu. Záver: 
, 1 d 1 L< ' 1. , ž pfímka p má s kružnicí krome bodu A další společný bod X, 

11 111 M 11f Je liný polečný bod A. 

mat matických vet se tvaru implikace, resp . Tab. 1.19 

II Schéma dôkazu 

1 \ Z V ty Pfedpokládáme: platí p Je založen na fetezci 
1 iplikace Dokážeme: platí implikací (obvykle 

(p =? p1) (\ (p1 =? q) rozsáhlejším, tj. 

Záver ( uzavfeme): platí (p =? p1) (\ (p1 =? p2) (\ . .. (\ 

p =? q f\ (Pn =? q)) 

r m v ety Pfedpokládáme: platí J e založen na známé 
íup likace p (\ -,q tautologii 

Dokážeme: platí -, (p =? q) <=? p f\ ...,q a dále 

(p f\ -,q) =? platí z se postupem jako 

Víme: neplatí z v tabulce 1.18 dospívá ke 

Záver: neplatí p f\ -,q , tj. 
sporu 

platí p =? q 

dul az vety Pfedpokládáme: platí -,q Jde o pi'ímý dô.kaz 
nplika ce Dokážeme: platí obmenené implikace 

-,q =? q1 f\ q1 =? "'"'P -,q =? "'"'P na základe známé 

Záver: platí -,q =? "'"'P, tj . tautologie 

platí p =? q (p =? q) <=? ( -,q =? "'"'P) 

ty v tvaru Dokážeme: platí J e založen na tautologii 
}J <=} q p =? q f\ q =? p (p =? q (\ q =? p) <=} (p <=} q) 

Záver: pla tí p <* q 

1 • rl /t trl J ·J:ukaZ'l.t matematických vetve tvaru implikace, resp. ekvivalence 

1 1 l 11t'. (, • v ,ltt: Pro každé n E N platí: Je-li n sudé, pak je n 2 také sudé. (Sym
r 1 1 •l<y 11npsáno "in E N: n je sudé =? n 2 je sudé.) 
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2. 1 ažte obrá enou vel'u k vete z príkladu 1: Pro každé n E N pla tí: J e-li ?b
1

" 

sud , pak je n suď. (Symbolicky za.ps áno \In E N: n 2 je sudé => n je sud . ) 

ukaz sporem 
N ·hť n je libovolné pfirozené číslo. Pfedpokládejme, že pro ne pla.tí n a " 
implika.ce n 2 je sudé => n je sudé, tj. pla.tí pro ne konjunkce n 2 je sudé /\ n n ·111 

sudé, čili je liché. Z toho, že n je liché, plyne (podle definice lichého čísla), z<· 
3k E N: n = 2k + 1. Sesta.víme l'etezec implika.cí: n = 2k + 1 => n 2 = (2k + 1)2 

= 4k2 + 4k + 1 = 2k1 + 1, kde k' = 2k2 + 2k a n
2 = 2k' + 1 => n

2 je liché, (l'.I, 

j por s pfedpokladem, že n 2 je sudé. 

3. D kažte vetu ve tvaru ekvivalence: Pro každé n E N pla.tí: n 2 je sudé, pr Vl' 

l dyž n je sudé. (Symbolicky zapsáno \In E N: n 2 je sudé ~ n je sudé.) 

Dukaz 
P lyne z platnosti vety v príkladu 1 a vety k ní obrácené v príkladu 2. 

4 . D kažte vetu: V ka.ždém trojúhelníku ABC platí pro každý vnitfoí bod M: 

l.q: AMBI > 14 ACBI. 

P fímý dukaz 

Zvolme libovolný 6ABC a. v nem libovolný vnitfoí bod M. Označme w 

= 14 AM B 1 a "'( = 14 AC BI· Dále označme "(1 a a1 po fade vnitfoí úhly 
v 6 ACM pfi vrcholech Ca. A, "(2 a /32 vnitfoí úhly v 6MCB pfi vrcholech ' 
a B, W1, W2 úhly, na. než rozdeluje prímka CM úhel w. Platí: w = W1 + W2 

= "(1 + a 1 + "(2 + /32 = "(1 + "(2 + a1 + /32 = "'( + a1 + /32 => w > "'(, což jsme m l i 
lokázat . 

5 . Dokažte vetu: Pro každé tfi pfímky a , b, c v rovine Q pla.tí: Jsou-li prímky a, · 
spolu rovnobežné a pľímky b, c spolu rovnobežné, pak také prímky a, b jsou na
vzájem rovnobežné. [Symbolicky vyjádfeno \la, b, c E (}: (a II c /\ b II c) => a II Új 
vyjadruje vlastnost zvanou tranzitivnost rovnobežnosti pfímek.] 

Dukaz sporem 
Pro libovolné pfímky a, b, c v rovine Q dokazujeme implikaci p => q, kd 
p: (a II c /\ b II c) , q: a II b. Pfi duka.zu sporem vyjdeme z predpokladu, že platí 
P A -iq. z toho, že pla.tí -iq: a H b, plyne, že prímky a, b v rovine (} jsou ruzno
bežky s prusečíkem P, a z výroku p vyplývá, že tímto bodem P t edy jsou vedeny 
lve ruzné rovnobežky a, b s pfímkou c. Toto tvrzení je však ve sporu se základní 

v tou (axiomem) eukleidovské geometrie: Daným bodem lze vést k dané príme' 
. i dinou rovnobežku. Neplatí proto p /\ -iq, a tedy platí dokazovaná implika.c 
p => q. 

6 . okažte vetu: Pro každé tfi pfímky a, b, c v rovine Q platí: Jsou-li pfímky a, b 
spolu rovnobežné a pfímka c je ruznobežná s pfímkou a, pak pfímka. c je tak, 
r zn b žná s pfímkou b. [Symbolicky vyjádfeno \la, b, c E (}: (a II b /\ c H a) =? 

=> · H b.J 
:n 

11 q' l d 11: ( (L 11 Ii /\ 1 J1 t• )' q: ( : Jf b) ' tl J ; \1 {i, v 1 ľ -

n ll 11 im1 lil a -iq => -..7 . Z pf <l1 l la lu -iq: II b pro a II b 
] 11 iu ~, ž tal c II a, a tedy 1 l· tí -.p, ·ož jsme m li dokázat. 

11 1 cl mých Lypu dukazu matematických vet ve tvaru obecného výroku je 
11 111111i HP cifi ká metoda dukazu , která se nazývá d ukaz matematickou 

J v " pfi dukazech matematických vet ve tvaru obecného výroku, 
1.11p11J promenná n s oborem N: Pro každé pfirozené číslo n (popf. pro 

1 t 11 Hlo n ~ no ) platí v (n) , kde v(n) je daná výroková forma pramenné 
vyjndruje určitou vlastnost pfirozených čísel a no je dané p.firozené 

v ty tohoto tvaru zapisují \In E N: v(n) (pop.f. \In E N, 
ukaz matematickou indukcí je složen ze dvou částí (zvaných 
1 sány v ta.bulce 1.20. 

u matematickou indukcí Tab. 1.20 

Postup (kroky) dukazu matematickou indukcí 

lll.Y 'r/n E N: v(n) matematické vety Vn E N, n ~no: v(n) 

:wm ' platnost v(n) pro I. krok. Dokážeme platnost v(n) pro 
. lllO pravdivost výroku n = no , tj. overíme pravdivost výroku 

v(no) . 
II. krok. Dokážeme, že pro libovolné 
(libovolne zvolené) k E N, k ~ no je 
pravdivá implikace: Jestliže platí v(k), 
pak platí v (k + 1). [Symbolicky zapsáno 
Vk E N, k~ no: v(k) =? v(k + l) .] 

l mm matematickou indukcí se na.zývá indukční krok, vete v nem 
"'1 1 íl i indukční prechod a. její predpoklad v(k) se na.zývá indukční 

{ 1 m1 ma tematickou indukcí zaujímá zvláštní postavení mezi metodami 
1 1 i lj II \, LI. :[ ý h vet. J e to dáno tím, že nevyplývá Z žádného obecného logického 

11 l ľ~ Jo založ n na tzv. principu matematické indukce, který vyjadruje 
n l l( [rif h vlastností pfirozených čísel (viz kap. 2.2). v jeho dusledku, když 

1 1 1 o11 I 1 d1 1 U.\l ll ma tematickou indukcí platí v(n) pro n = 1 (popr. n = no) a podle 
11 il 11 1 l ľ i i 11 pl t Lí v(n) t éž pro n = 2, 3, . .. (popr. n = no+ 1, no + 2, . .. ), platí v(n) 

IJit 1 1 ' l'C z< ná čís la n (popr. všechna n ~ no) . 

" 1,„ 111 rUtt t zu vet matematickou indukcí 

1 '- 1 [ ľ< každé n E N platí rovnost 

1 
1 + 2 + .. . +n= 2n(n+l). 
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!, .cl , 7, , \:/n 

!. krok v foní platno.-ti rovnos ti v( l ): Pro n = .l d o l azovami ro noHl pl tL : 

1 1 
1 = - · 1 · 2 čili S1 = - · 1 · 2 = 1. 

2 2 

II. krok - dukaz platnosti implikace v (k) =? v( k + 1) pro každé k E N: 

Predpokládejme, že dokazovaná rovnost v(n) platí pro nejaké n = k E N l.1 
1 1 

platí 1 + 2 + . . . + k = 2k(k + 1) čili Sk = 2k(k + 1) . Máme dokáza't, .,,,, 

za tohoto predpokladu dokazovaná rovnost v(n) platí t aké pro n = k + 1, lj 
1 1 

platí 1 + 2 + .. . + k + (k + 1) = 
2 

(k + 1) (k + 2) čili s k+i = 
2 

(k + 1) (k -1.:n 

Overení: sk+1 = sk+(k+l) = ~k(k+ l)+(k + 1) ·= (k + l) ( ~k +1) 
1 

= 2(k + l)(k +2). 

2 . Dokažte, že pro každé pľirozené číslo n > 2 platí nerovnost 

2n > 2n + 1. 

Dukaz matematickou indukcí 
Dokazovanou nerovnost označíme v ( n). 

I. krok - overení platnosti dokazované nerovnosti pro n = no = 3: 

23 > 2. 3 + 1. 
F 

II. krok - dukaz implikace v (k) =? v(k + 1) pro každé k E N, k ~ 3: 

Predpokládejme, že nerovnost v(n) platí pro nejaké k E N, k ~ 3, tj. že plal.1 
2k > 2k + 1. Dokážeme, že pak platí také pro k + 1, tj. že platí 2k+i > 2k + :1. 

Skutečne z predpokladu plyne: 2k+ 1 > (2k + 1) · 2 > 2k + 6 > 2k + 3, nebo ľ 
(2k + 1) · 2 = 2k + 2(k + 1) a pro k ~ 3 je k + 1 > 3 čili 2(k + 1) > 6. 

3 . Dokažte, že pro každé n E N je číslo 62n + 3n+2 + 3n delitelné číslem 11 . [Sy111 
bolicky lze dokazovanou vetu zapsat \:/n E N: 11l62n + 3n+2 + 3n_ (Symbol liiu 
značí: číslo bdelí číslo a, tj. číslo a je delitelné číslem b, viz kap. 2.2.)] 

Dukaz matematickou indukcí 
I. krok - overení platnosti vety pro n = 1: 

II. krok - dukaz platnosti implikace 

pro každé k E N: 

32 

1 (, 1! 11< jeden k Li , ncboť je ·ou t cm dvou ·ísel d litelných jedenácti . 

' t 11 l v, 1 :h n ruzný h prím k roviny, které procházejí jedním společ-
11 111, ľ :.-,cl Jujc rovinu na 2n částí. 

= 1: Skutečne jedna pi'ímka rozdeluje 

Pi'edpokládejme, že k ríízných pi'ímek roviny, které 
11 1 1 ti n. 1t1 b dem, rozdeluje rovinu na 2k částí. Potom (k+ 1)-ní pi'ímka, 

1 1 1 ' • 11 dt 1n laným bodem, píílí dve z techto částí, a tedy celkove bude rovina 
1, I· 11 1 11 1 Ie + 2 = 2(k + 1) částí. 

l.1 • 11 čních matematických vet se stručne nazývají existenční du
Hl' Lyto základní druhy (typy) existenčních dukazu: 1. kon-

1 zy, 2. ryze (čiste) existenční dukazy a) pfímé, b) sporem. 
1 'l 11 ti ' ! 1 .' 1 jsou uvedeny postupy tech to typu dííkazu pro existenční vetu 

11) H l. 1 ~j (alespoň jeden) objekt x E D, pro který platí (který má vlast
' I•, i11holicky zapsáno ::lx E D: v(x), kde v(x) je výroková forma pro

li íl1ii .ním oborem D.] 

i · t enčních duka zu Tab. 1.21 

dl10 cl t°lkazu J eho postup pro vetu :lx E D: v (X) 

dúl. a z Stačí určit ( sestrojit) príklad jedno ho objektu x 1 

pi'edepsané vlastnosti v(xi) . 

Spočívá v tom, že bez pfímého určení se dokáže existence 
ť1 L az objektu X 1 dané vlastnosti v(x1). 

iii Vychází ze známého pravdivého výroku (známé 
dúkaz matematické vety) a postupuje se logickými úvahami 

podle schématu pŕímého dukazu z tabulky 1.18. 

L nční P i'edpokládá se neexistence objektu x 1 dané vlastnosti 
Ol'ClU v(x1) a logickými úsudky se odtud dospeje ke sporu. 

l'd 1 ľímých ryze existenčních dukazech se často vychází z tzv. Dir ichletova 
ho) principu: Rozdelíme-Ii daných m > n objektu (predmetu) , tj. n + 1 

1 • tl1J(l lc U'1 don skupín (oddelených pľihrádek) , pak alespoň v jedné z techto skupin 
1 1 • • l· l ) l1im1 al cspoň dva objekty. Dirichletuv princíp má kombinatorický charakter. 
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1. ľi z rá lav > 1, ltr js udliteln 1 uz čsl ila sanas b u, 11• 

nazý ají prvočísla. Ukažte, l t erá prvo ·ísla jsou sud a 1 lcr _ li ·há. 

} onstrukční existenční dukaz 
Z uveden ' definic prvočísel p bezprost redne plyne, že jediným sudým rv • 11 

1 m je číslo 2, takže všechna ostatní prvočísla 3, 5, ... jsou lichá. 

2. Dokažte, že existuje prvočíslo p, pro než číslo p2 + 4 je také prvočíslo . 

]{ onstrukční existenční dukaz 
Pro prvočíslo p = 3 je p 2 + 4 = 13, což je také prvočíslo. Existují i l,11, l ľil 
prvočísla p této vlastnosti, napi'. pro p = 5 je p2 + 4 = 29, tj. též prvočísl 

3. Chovatel ušlechtilých holubu má 8 holubníku a 12 holubu. Dokažte, že al p o11 

v jednom jeho holubníku jsou alespoň dva holubi. 

a) Pfímý ryze existenční d-ilkaz 
Pravdivost dokazovaného existenčního výroku plyne z Dirichletova (pfihľ<~ .• 1 
kového) principu pro n = 8, m = 12 > n. 

b) Ryze existenční dilkaz sporem 
Pfodpokládejme, že dokazovaný výrok není pravdivý, tj. platí jeho nega<'<' : 
V každém holubníku jsou méne než dva holubi (tedy žádný nebo jeden 111, 
lub). Odtud ovšem vyplývá, že ve všech holubnících je nej výše 8 holubu, ·w. 
je spor s tím, že v nich musí být 12 holubu. Neplatí tedy negace dokazova 
ného výroku čili platí tento výrok samotný. 

4 . Víme, že Praha má více než 1 milion obyvatel, a z antropologie je známo, ""' 
žádný človek nemá více vlasu než 500 tisíc. Dokažte, že v dusledku toho jso11 
v Praze alespoň dva lidé se stejným počtem vlasu na hlave. 
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a) Pfímý ryze existenční dukaz 
Počet obyvatel Prahy označíme písmenem m, m > 1 OOO 000. Všech m oby 
vatel Prahy rozdelíme don= 500 001 skupin („pfihrádek"), pfičemž v k- Lľ• 

skupine budou ti z nich, kteľí mají práve k vlasu (k = O, 1, ... , 500 OOO). 
(V O-té skupine jsou holohlaví obyvatelé Prahy.) Protože je m > n, poďh· 
Dirichletova (pfihrádkového) principu musí alespoň v jedné skupine být a]ľ 
spoň dva Pražané, tj. existují alespoň dva obyvatelé Prahy se stejným pri 
čtem vlasu. 

b) Ryze existenční dukaz sporem 
Predpokládejme, že dokazovaný výrok není pravdivý, tj. platí jeho nega 1· : 

V Praze neexistují dva obyvatelé se stejným počtem vlasu neboli všichni mají 
ruzný počet vlasu. Z toho však vyplývá, že počet obyvatel Prahy je merit:ií 
nebo roven 500 001 (jeden mUže být holohlavý) , což je spor s pfodpokladern, 
že počet obyvatel Prahy je vetší než 1 milion. 

BL úkaz v -ty o xi t nci · unicit (j dnoznačnosti) 
.) <len objekt x E D, pro který platí (který má vlast

zapsáno :3 !x E D: v(x ).] J ejí dukaz se provádí ve dvou 

1 111 duLaz x i tenční vety: Existuje (alespoň j eden) objekt x E D, 
1 1' i J 11 i(, (1 t r má vlastnost ) v ( x ). [Symbolicky zapsáno :3x E D: v ( x) .] Tento 

1111i , 1, [, 1 uď konstrukční, anebo ryze existenční (viz tabulka 1.21). 
1 1 11 l 111 ukaz unicity objektu X E D, pro který platí v(x ), tj. doká-

' 1 1 i 1n j dn ho objektu x1 vlastnosti v(x1 ) již žádné další objekty této 
""' II 11 iHLnjí. Tento dukaz muže být buď pfímý, anebo muže jít o dukaz 

11 ( ~ [, 1l nll a 1.18) . Sporem se dokazuje veta: Existuje nejvýše jeden objekt 
111 1 l IH r pl tí v(x ). (Výrok „existuje práve jeden .. . " je konjunkcí výroku 

ii r j den ... " a „existuje nejvýše jeden ... " .) Vyjdeme z pi'edpo-
11 ' " d ,111) (, negace t éto vety: Existují alespoň dva ruzné objekty X1, X2 E D, 

iii L(,f v(x1) a v(x2 ). Logickými úsudky se pak odvodí, že platí implikace 
, l, f\ 1( il~) ) :::> XI = X2, COŽ je spor S pi'edpokladem, že XI, X2 jSOU ruzné 

lrUloazu jednoznačné existence ( existence a unicity) 

l '•' 1 (,1 1 že -is tuje práve jedno i'ešení lineární rovnice ax + b = O, kde a, b E R 
" 1 , C), ri r!= o. 

111 11 /:f''ll,h n{ e.'Ľis tenčn{ dukaz 
• , v v , b 

ltl ·o ma resem x1 = - - . 
a 

b 
1" ~ 1n : L(x i) = - a· - + b = - b + b = O, P(xi) = O, a t edy L(x1 ) = P(xi). 

a 

,l:nz ·1.micity fošení 
1 1 " ' 1 11 to dukaz sporem. Pi'edpokládejme, že existují alespoň dve fešení x1 , x 2, 

MOll ruzná (x1 # x2) . Pro ne platí ax1 + b = o a ax2 + b = o. Odečtením 
(. ·hLo rovností dostáváme pro a # O: a(x1 - x 2 ) = O =? x 1 - x 2 = 

:1: 1 = x2, což je spor s pi'edpokladem, že x 1 # x 2 . 

1 I '• 11 ,J, 11 že xistuje práve jedno prvočíslo p, pro než platí, že a) p 2 +1, b) p 2 + 2, 
1 : .) , také prvočíslo. 

• 1 1 l 71 - 2 je p2 + 1 = 5, tj . také prvočíslo. 

1 li = 3 je p2 + 2 = 11, tj . též prvočíslo. 

ľ( 71 = 2 je p2 + 3 = 7, tj. také prvočíslo. 

I 1 t:rnií cl'ilkaz unicity 

1' Lll p2 + 1 upravíme na tvar p2 + 1 = p2 - 1 + 2 = (p + l)(p - 1) + 2. 
1,~ l 1 I rvočíslo p # 2 je liché, takže čísla p + 1 ap - 1 jsou obe sudá, a tedy 
1 1 = (p + l)(p - 1) + 2 je pro každé prvočíslo p # 2 sudé číslo vetší než 2, 

, 1 mí prvočíslem . 

35 



c) 

Dukaz vety sporem 
Pl'edpokládejme, že dve ruzné pfímky p1, P2 mají alespoň dva ruzné sp )"""' ' 
body P, Q (P -=fa Q). P ak však podle základní vety (axiomu) geometrie, že clv1· 11111 
ruznými body je určena práve jedna pl'ímka, pl'ímky P1., P2 jsou splývají Í ( l 1 1 

tožné) . Dospeli jsme tak ke sporu s pl'edpokladem , že pl'ímky P 1, P2 jsou I"ÔV.111 • 

Poznámka. Obdobnými zpô.soby jako se dokazují vety o j ednoznačné existenci, ob ·111 •11 

se clokazují matematické výroky (vety) o existenci práve n objektu daných vlastností, r1 •1 q 1 

o existenci nekonečne mnoha objektU daných vlastností. 

Dukazy individuálních vet 

v podstate jsou možné dva zpusoby dukazu individuální vety: buď ji 11d 
vodíme vhodnou substitucí z obecné vety (vety ve tvaru obecného výroku), a111· l111 
provedeme samostatný dukaz, obvykle dukaz sporem. 

Príklady dukazu individuálních vet 

1. Dokaž te vet·u: Trojúhelník, který má délky stran 3 dj, 4 dj , 5.rdj (vyjádr,·11" 
v daných délkových jednotkách dj) , je pravoúhlý. 

Dukaz 
Tuto individuálnÍ vetu ZÍSkáme SUbstitUCÍ a = 3 dj , b = 4 dj , C = 5 dj Z Ob (" III ' 

vety - obrácené Pythagorovy vety: J estliže pro trojúhelník se stranami o délk6d1 
a, b, c ( c > a, c > b) platí c2 = a 2 + b2

, pak je tento trojúhelník pravoúhlý. 

2. Dokažte vetu: Reálné číslo J2 je iracionální. 
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Dukaz sporem 
Vyjdeme z predpokladu pla tnosti negace dokazované vety: Reálné číslo J2 i•· 
racionální. Sestavíme l'etezec implikací : 
J2 je kladné racionální číslo ==? v'2 = ľ. , kde p, q E N jsou nesoudelná čísla, 

q 

J2 = ľ. , p , q E N ==> p2 = 2q2 , p2 = 2q2 ==> p , q jsou sudá, tj. soudelná čísla. 

Tento i áver je však ve sporu s pl'edpokladem, že čísla p , q jsou nesoudelná. 

111 L L 
L hL J ·í1 a I 

tj . že 

1111'!11ly vyvrac n'Í hypotéz jsou tyto: 
" ' 1 11 lil'cn , hypotézy tvaru Vx E O: v(x) spočívá v dukazu její negace 
1 ii 1ill L l. l4) e is tenčního výroku ::lx E O: • v(x ). Tento dukaz lze pro

' l • 111 , 11 ln b x1 E D, pro které neplatí v(x1 ); l'íkáme, že jsme nalezli 
11„111. 11„I rnccjí í obecnou hypotézu . 

,, 1 11 •;1 : i11 lenčn'Í hypotézy tvaru ::lx E O: v(x) [neboli dukaz neexistence 
1 1 1 ro l t -rý platí v(x)] spočívá v dukazu negace této hypotézy čili 

.11l j i 1, 111) b cného výroku 't:fx E O: • v(x). MU.že jít o pi'Ímý dukaz, časteji 
/ Ii /t // L, 

// inrlividiiáln'Í hypotézy spočívá v dukazu její negace, zpravidla jde 
1' 1 f •111„ 

1 • 111„ ,/11 1l r l runi, a vyvracení matematických hypotéz 

' 11l 11 Ii CJtou hypotézu, že pro každé n E N je n 2 + n + 41 prvočíslo. 

, 11 111 , o/J('(·né hypotézy: Pro všechna pl'irozená čísla n < 40 je n 2 + n + 41 
1 , ~ni pro n = 40 je n 2 + n + 41 = 402 + 40 + 41 = 40 · 41 + 41 , což je 

Hlo dčli telné 41, a tedy není prvočíslem. Tento protipfíklad vyvrací 
11 obecnou hypotézu. 

ix i H Lcnční hypotézu, že existuje prvočíslo p, pro které je p 2 + 5 také 

1 t 1 1/,, ľa:·is tenční hypotézy provedeme tak , že dokážeme platnost její negace: 
l r o íslo p není číslo p 2 + 5 prvočíslo. Skutečne pro p = 2 je p 2 + 5 = 

!J , což není prvočíslo , a pro každé prvočíslo p -=fa 2 je p 2 + 5 = 
1 G = (p + l)(p - 1) + 6, pl'ičemž p je liché, takže obe čísla p + 1 

H >t • Huclá, a tedy p2 + 5 = (p + l)(p - 1) + 6 je sudé číslo vetší než 2, 
1J o b lem . 

(, l lnLnos t existenční hypotézy: Existuje nekonečne mnoho prvočísel. 

1•;r,il1 l cnční hypotézy provedeme t ak , že vyvrátíme její negaci: Existuje 
1 II (' .11ý počet prvočísel. Označme je pi, p2 , . .. , Pk , kde k je jejich počet. 

111 ľ l:tl •né číslo m = Pi · P2 · ... · Pk + 1 není clelitelné žádným z prvočísel 

i 1 ' ' ' ' ' ' k (neboť pfi delení je zbytek 1), takže je prvočíslem ruzným 
1 •!1 pr vočísel Pi · To je však ve sporu s pl'edpokladem o konečném počtu 

11, n Lccly všech prvočísel je nutne nekonečne mnoho. 

1 111 /m. Tento dô.kaz sporem uvedl již staroveký fecký matematik Eukleides 
, ll\ vý 11 11 amném spise „Základy" . 
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a inspira p111 

Poznámka. V souvislosti s pojmy indukce a dedukce si uvedomme, že výše uv (i 1q111 
f nna dukazu matematickou indukcí má sice název zdánlive podobný s úplnou ind11k1 1, 

avšak na rozdíl od ní se týká nekonečného počtu prípadu a její podstata je zcela odlis1111 
na základe obecného princípu matematické indukce se odvozuje platnost dokazované v..t,v 

t matická indukce stejne jako jiné dukazové metody obecných vet má tedy ded·uklfo111 
charakter. 

.2 Množiny 

Krome jednotlivých objektu sev matematice často zabýváme také jejich so·ublľľ!J 
(souhrny, sk·upinami). Na názorné predstave souboru objektu jako jednoho určit(o h11 

11 u je založeno intuitivní pojetí pojmu množina: 
Množina je soubor libovolných navzájem ruzných objektu, jenž je chápán j ;11,,, 

jc<lcn celek. Množinu pokládáme za určenou, je-Ii možno o každém objektu j d 1111 
Zl!ačnč rozhodnout, zda do ní patrí, či nikoli. Každý z objektu, k~erý patrí do ni 1111 
žiny, se nazývá prvek (element) množiny. 

K označování množin se zpravidla používají velká písmena latinské abec d.v 
A, , M apod . a k označování jejich prvku malá písmena a, b, x apod. V nekterýd1 
pÍ'Ípadech však existují výjimky z tohoto zpusobu označování, napr. v tradk111 
Hymb lice geometrie. 

P a trí-Ii jistý objekt a do množiny A, vyjadrujeme to zápisem 

a E A, 

1 L r ' čt me: a je prvkem (elementem) množiny A. Nepatfí-lijistý objekt b d11 
lľlll 7,iny A, vyjadrujeme to zápisem 

b f_ A, 

1 L 'L'Ý terne: b není prvkem ( elementem) množiny A. 
J •sLliže množina obsahuje alespoň jeden prvek (tj . jeden nebo více prvku), i1 ;1 

zýv HCl neprázdn á množina. Int uitivní pojetí množiny je účelné doplnit o tz1 
J I' z lnou množinu , jež neobsahuje žádný prvek; označuj se symbolem 0. 

:l 

, 3, <1, '\ 6, 7, , 9, 10} , m.n ži.na 

množiny 
z ný ·h í 1 m nších než 1, množina všech reálných čísel x, pro 
o. 

l 1 r(i uuí. konečný počet prvku (tj. buď je prázdná, anebo počet je
l 11 prirnz ným číslem) , se nazývá konečná množina. Počet prvku 
1 y A budeme označovat symbolem IAI. Každá množina, která není 

11 ýv n konečná množina. 

l t'"""''" n1 · ní (zadání) množin 

111 (\ •, m za.dat ruznými zpusoby. Velmi časté jsou dva zpusoby jejího 

p . · 1 u, t j . uvedením (vyjmenováním) všech prvku množiny, což je 
n pro konečné množiny. Zápis zadání množiny M výčtem prvku: 

1 • , ' 1 11M J l množina prvku (množina s prvky) x 1 , x 2 , atd. až X n ". 

bdobný zápis se nekdy používá i v pi'ípadech nekterých nekonečných 
11 apr. množina všech pi'irozených (celých kladných ) čísel se často zapisuje 

N = {l , 2, 3, ... } 

' I ~ (,oh o ~o typu je treba si uvedomit, že zde nejde o zadání množiny výčtem 
, ' 1 t1 1 11 h ž o symbolický zápis nekonečné množiny. 

r is tickou vlastností, tj. takovou vlastností, kterou mají práve jen 
d an ' množiny. Pi'itom zjišťování uvažované vlastnosti se provádí 

lndní (univerzální) množine U, která obsahuje všechny objekty, 
l w situaci zajímají. Zápis zadání množiny M charakteristickou vlast-

M = {x E U; v(x)} 

(,1' 1 lníku se v literature nekdy užívá dvojtečka nebo svislý pruh 1) čteme 
11 111 ižina všech x z množiny U, pro které platí (která mají vlastnost) v(x)". 

vztahy a operace 

11 !1lJ1 <l Jltl základní množinu U. Prvky všech dalších uvažovaných množin A, 
1 1 11 111 11 , vybírat z prvku základní množiny U. Množiny A, B atd . mohou být 

1 zných vztazích, jejich základní typy jsou definovány v tabulce 1.22. 
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fi11i ' hl luz t "O no ·ti u-uo· i l '1\ h. 1 '!'.' 

množina Aj 
p dmnožinou (částí) 
množiny B 
'ymbolický zápis: A c B 

Množina A je podmnožinou mn žiny B, práv 
platí, že každý prvek množiny A je zároveň I rvk m 
množiny B. Tedy: A C B {:} ('ifx E U; x E A => x E ) 

Množiny A, B jsou si rovny, práve když platí, že A C II 
a zároveň B C A (tj. všechny prvky množin A, B js u 
tytéž). Tedy: A = B {:} A c B /\B c A čili 
A = B {:} ('efx E U; x E A {:} x E B) 

Množina A je vlastní podmnožinou množiny B, 
práve když je A c B a zároveň A i= B. Tedy: 
A ~ B{:}A C B/\Aoj=B 

Poznámka. V literatui'e se lze setkat též s tím, že zápis A C B se užívá pro o ll,'• '" 

inkluzi množin A, B. V naší školské matematice se však dosud užívá ve významu uved uľ· 111 

v tab ulce 1.22. Není-Ii množina A podmnožinou množiny B, vyjadrujeme to zápisem A í/ II 
(rn.isto • (A C B) ; nejsou-li si množiny A, B rovny, píšeme A oj= B (místo •(A= B)). 

Základními množinovými operacemi s množinami A c U, B c U (kde 11 

je daná základní množina) rozumíme vytvorení jejich sjednocení A U B, prun il 11 

A n B, rozdílu A \ B, tj . množin, jejichž definice jsou uvedeny v tabulce 1.23. 

finice sjednocení, pruniku a rozdílu množin A C U, B C U Tab. l.:2:1 

N ázev a symbolické 
označení 

Sjednocení množin A, B 
označované A U B 

Prúnik množin A, B 
značovaný A n B 

Rozdíl množin A, B 
označovaný A \ B 

Definice (slovní a symbolické vyjádi'eµí) 

Sjednocení A U B množin A, B je množina všech prvkfi 
ze základní množiny U, které patrí alespoň do jedné 
z množin A, B. Tedy: A U B = {x E U; x E A V x E B} 

Prunik A n B množin A, B je množina všech prvku ze 
základní množiny U, které patrí do množiny A 
a zároveň do množiny B. Tedy: 
A n B = {x E U; x E A /\ x E B} 

Rozdíl A \ B množin A, B je množina všech prvku ze 
základní množiny U, které patrí do množiny A 
a zároveň nepatrí do množiny B. Tedy: 
A \ B = {x E U; x E A /\ x ~ B} 

Množiny A, B, pro jejichž prlinik platí A n B = 0 (tj . jež nemají žádný společny 
prvek) , se nazývají disjunktní množiny. 

V prípade množin A, B takových, že A c B, se zavádí pro jejich rozdíl B \A 
iální název doplnek množiny A v množine B a značí se A~. J e tedy p.to 

H \ /\ 

'l )j 

; :1, V Al . ,J -ll [ ľlL0111 (d1l•h l 1í 1r aozh1n) , l Ll 
H tY, n .opln · l mn žiny A, namísL d pln 1 mn žiny A 
, a z.na í 8 A' n míst A~ . r A c Uje t dy A' = U \ A = 

1 t 1 111 !/ /\ } . 
, ii /,,,f J 11 r zinový h vz'tahu a operací s množinami 

"l 1 i1 , A {a, c, , g}, B = {b, c, d, e} prvku ze základní mnozmy U = 

, 1•1 •, l , ľ , J, J} j A c U, B c U, A ~ B, B ~ A (A# B) , A U B = 

, /!1 , 1 l , r•, 7} , A n B = {c, e} (tj. A n B # 0, tedy množiny A, B nejsou 
1 Jq 1d l 1il) , \ = {a, g}, B \ A = {b, d} , A' = U\A = {b,d,J}, B' = U \ B = 

1 • 11 ti . 

zn:iz rnení množin 

111 1t pt 'clsLave o množinách a problémech popsaných pomocí množin se 
1 l 1 z1u\zornení množin v rovine, tzv. množinové diagramy: Množiny, 
, z obsahují nekteré z prvku uvažované základní množiny U, se znázor-
' 1 o jiuými, zpravidla oválovými obrazci zakreslenými uvniti' obdélníku , 

l 1 1 ~ základní množinu U (obr . 1.3) . Pokud v množinovém diagramu 
l In 1 nenakreslíme, pl'edpokládá se, že základní množinu zobrazuje celá 

11' Hntt) . 

Xd xe 

xf o X 
b 

xg 

Xh 

Obr. 1.3 

1 tt1 1-li v množinovém diagramu znázornit též nekteré jednotlivé prvky mno
! 11111 i l tomu obvykle kroužky nebo krížky uvnitr obrazce predstavujícího 

, 11 111 11111 množinu (obr . 1.3). Množinové diagramy jsou užitečné pro obecné úvahy 
'"''' ' 11 ·h. ľ e grafickému znázorňování množin reálných čísel je obvykle vhod-

.!selnou osu (kap. 2.1), pľičemž se množiny reálných čísel znázorňují 
~1 ní, nebo pomocí vodorovných čar rovnobežných s číselnou osou 

- 1,5 o 1 3 X 

A 

Obr. 1.4 

11ové diagramy, jimiž se graficky znázorňují vztahy mezi množinami a ope
llH >' .ltuimi, se nazývají Vennovy diagramy. 
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' l II 1t ltLd1 , \ 1 1/ľl,Vľ ll 1 U •1'111\ lllll U Ú 1!1 

hli J jl ·lt j ' llloLll ·li l ' · ·li. 
H 1> L, ž mn žina A j l ch žin u ( sL ) mn žiny (A c 

1 uj m ' La] , ž obraz mn žiny A mufoLím clovuiLr brazrr množiny ( br. 1.! .) 
V 01 a n m prípad A <t. B brazy mn žin zaujímají n kt rou z p l h podl 
j in ení A U B množin A, B se znázoriluj jedno ·ením j jich obrazu (v bľ. 1 'ľ 

a 1.8 j vyznačeno barevne). Prunik A n B množin A, B se znázorňuj pn'.\11 ih111 
jejich obrazu (v obr. 1.9 je vyznačen barevne neprázdný prunik, v obr . 1.10 I• ' 
prti.nik prázdný). Obdobným zpusobem se znázorňuje též rozdíl A \ B mn ~i 11 /\ , 
B (v obr. 1.11 pro B c A a v obr. 1.12 pro B ej_ A je znázornen vybarv J1y 111 
geometrickým útvarem). Speciálním pľípadem je znázornení doplňku množin /\ , II 
(vybarvený útvar v obr. 1.11 znázorňuje doplnek B~ pro B c A, v obr. 1.13 cl pl111 •l1 
A~ pro A c B, v obr. 1.14 doplnek A' v základní množine U). 

A c B u 
A \Z'. B 

lJ 

"QOA 
"Qr)A o B 

Obr. 1.5 Obr. 1.6 

AUB u AUB 
u 

A 

AUB ;AUB 

Obr. l. 7 Obr. 1.8 

An B "" 0 
u An B = 0 u 

"QOA 
B "C§)A 

AnB 

Obr. 1.9 Obr. 1.10 
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o 
br. 1. ll Obr. 1.12 

o A' 

br. 1.13 Obr. 1.14 

~--------------, u ..--b.:...) __________ -i u 

f JI I 

(AU B)' = A' n B' 
(A n B)' = A' u B' 

Obr. 1.15 

1 1 O l ,1,{JI (I tí v; nnových diagramu k ovéfení vlastností množinových 

,, 

Ii lin TalTlU v obr. 1.7 až 1.9 lze mj . snadno usoudit , že sjednocení 
~ ! 1 1 A, B mají vlastnost komutativnosti: 

A u B = B u A, A n B = B n A, 

,, ua lcvé a pravé strane množinové rovnosti jsou znázorneny ve Ven
' tm ~ .h týmiž geometrickými útvary. 

11 „ 1..j ,11 ll r . L.1 5a, b dává názornou predstavu platnosti množinových rov-

A \ B = A n B', 

(A U B)' = A' n B', 

B \ A = A' n B, 

(A n B)' = A' UB' 

Pt Hlední dve množinové rovnosti jsou po ľade tzv. 1. a 2. de Morganova 

., r '''"mie. 
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11 1t - d iit[ rn111 tt~ f tj p r 'tW<!ov n JW ,l 'n vi 1 /,:·1i km wr!nýc:h 11b1111 111 , 

.i ž .i oii vý i dk m množinový h 07J ci-n . Vy 11 z ~ ' pľ i LOJll z základní vc!ly: 

P ~c L prvl<ľ1 sj ·duoce11í dvo u ko11 ·č 11ý ·11 di sj1111kL11íc li 11111 0V. i11 A, 8 /\ n 8 0) 
o IAJ, JBI prvcích je elán vzorcem 

IA u BI = IAI + IBI. 

Vetu lze zobecnit pro n konečných množin: 

Počet prvku sjednocení n konečných množin A1 , A2 , . .. , A11 , z nichž ka:i.dc 
dve jsou disjunktní (tj. Ai n AJ = 0 pro každé i =J j) a které mají po bule' 
IA1J, IA2I, ... , IAnl prvku, je elán vzorcem 

Dále platí véta: 

Nechť A, B jsou konečné množiny A, B o IAI, IBI prvcích takové, že B c A. ľ11k 
počet prvku jejich rozdílu A \ B je <lán vzorcem 

IA \ BI = IAI - IBJ. 

Poznámka. Diagramum, které vznikají , jestliže se do Vennových diagramu místo sy111 

boli\. pro pruniky množin píší čísla udávající počty prvku techto množin, fíkáme čí,,,.,„„ 
Vennovy diagramy. 

Príklady užití Vennových diagramu k určení počtu prvku konečnú„/• 
množin, které jsou výsledkem množinových operací 
1. Odvoďte vzorec pro počet prvku sjednocení dvou konečných množin A, B 

o IAJ, IBI prvcích, nejsou-li množiny A, B disjunktní (tj. A n B =J 0). 
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Rešení 
Použitím Vennova diagramu v obr. 1.16 (sestrojeného p6dle obr. 1.15) vyjádľí 1111 • 
každou z množin A, B, A U B jako sjednocení dvou disjunktních množin 

A = (A n B') u (A n B), B =(A' n B) u (A n B) , 
Au B = (A n B') u (A n B) u (A' n B) , 

kde A' , B' jsou doplňky množin A, B (vzhledem k základní množine U). P dl11 
pfedchozích vet pak pro počty prvku techto množin platí 

JAi = IAn B'l +IAn BI , 
IBI = IA' n BI + IAn BJ , 

IA u BI = JA n B' I + IA n BI+ IA' n BJ. 

Z techto rovností plyne, že pro počet prvku sjednocení A u B platí vzorec: 

IA u BI = JAi + IBI - IA n BI 

30 

hr . 1. 1.6 Obr. 1.17 

1 1 , 1, 1!.1 111 H lvovalo zkoušku z matematiky a z fyziky. 82 studentu udelalo 
1 1 , 1 111 ti. ,m Liky, 85 zkoušku z fyziky. 77 udelalo obe zkoušky. Užitím Ven-

' 1,111u rn množiny techto studentu odpovezte na následující otázky: 

1. ncl mL Ľt ncudelalo zkoušku z matematiky? 

11,tJ l mLľi neudelalo zkoušku z fyziky? 

l.11 l n1Lť1 ucivlalo zkoušku z matematiky nebo z fyziky? 

1.11 l ll tLu neudelalo zkoušku z matematiky ani z fyziky? 

11 !.11 lc 11Lľ1 udelalo zkoušku z matematiky a neudelalo zkoušku z fyziky? 

11 L1t lcnL t't udelalo zkoušku z fyziky a neudelalo zkoušku z matematiky? 

, , 1111 1Huožinu všech 120 studentu, A množinu 82 studentu, ktefí udelali 
1 , , 11 .,, 1ll tLmnatiky, B množinu 85 studentu, ktefí udelali zkoušku z fyziky. 

"1. 111 1 1 o :Ly prvku množin IUI = 120, IAI = 82, IBI = 85, IA n BI = 77. 

11 ľilo h y použijeme Vennuv diagram z obr. 1.16 a výše uvedené vzorce 
„ 1 1, • 1 rvl 1 príslušných konečných množin. J estliže do Vennova diagramu 

1 , 1. 1 111 HLO syn1bolu množin zapisovat počty prvku t echto množin, vznikne 
, ' 111 'l.t l ľ 1Hlcný v obr. 1.17. 

' .!1 1 vt'1cli na zadané otázky dostáváme: 

1 

1 

l l I 1 

' f 111
1 

r 1 
1 I 

' , 1 [ 1 

\ Al = IUI - IAI = 120 - 82 = 38, 

\ 1 = IUI - IBI = 120 - 85 = 35, 

JAi + IBI - IA n BI = 82 + 85 - 77 = 90 , 

l(A u B)' 1 = IU\ (Au B)I = IUI - IA u BI = 120 - 90 = 30, 

IA \ (A n B)I = JAi - IA n BI= 82 - 77 = 5, 

1 \ (A n B)I = IBI - IA n BI= 85 - 77 = 8. 

1' l v rn~cuý v príkladu 1 lze zobecnit i pro více konečných množin, napr. 
l l. ri konečné množiny A, B, C platí , že 

, , 1 11 1 1 1 - 1A1 + 1B1 + 1 q - IA n B 1 - IA n q - 1 B n q + IA n B n q. 

45 



l JJ 

Žill i, j jí•, pr l 10111 
v sm r.nn žiny, 8 nazývá y ·t m m n ožin (mí ·t. „mn žina mn ži11") . J 1 
s vylu uj 1 ľ'ípad množiny, ktcr by bs hovala jak prv l samu seb , 1 t J p11 ol 
mn žiny v h množin. 

y. 't 'm množin, ve kterém každá dvojice prvkli j ou di junktní množiny, j1 1111 
zýván disj unktní sy st ém množin (nebo systém množin po dvou di jn;11ld 
ní ·h). 

Zá kladní operace v syst ému n mnozm M1, M2, ... , Mn C U (n ( N, 
n ~ 2), kde U je daná základní množina, definujeme t akto: 

n 

Sj ednocení množin M1, M2, . .. , Mn označované LJ Mi = M1 U M2 U . . . LI M,
1 

i=l 
j množina všech prvku ze základní množiny U, které patrí do_alespoň jedné z .1111111 

žin M1, M2, ... , Mn. 
n 

Tedy U Mi= {x E U; x E M1 V x E M2 V ... V x E Mn}· 
i=l 

n 

Prunik množin M1, M2, . . . , Mn označovaný íl Mi = M1 n M2 n . . . n M„ 
i=l 

množina všech prvku ze základní množiny U, které patrí do každé z mn1 •zl11 
M1, M2, . .. , Mn. 

n 

Tedy n Mi= {x E U; x E M1 /\ x E M2 /\ ... /\ x E Mn}· 
i=l 

Poznámka. Z uvedených definic plynou tyto množinové-logické vztahy (v nichž l ('.io 

1. ému symbolu V odpovídá množinový symbol U a symbolu /\ odpovídá symbol n): 
(x E M1) V (x E M2) V . .. V (x E Mn), znamená t ot éž co x E (M1 U M2 U . . . U Mn) , 
(x E M1) /\ (x E M2) /\ . .. /\ (x E Mn), znamená totéž CO X E (M1 n M2 n . . . n Mn). 

y to vztahy se využívají rozsáhle pfi fošení rovnic a nerovnic v R (viz kap . 5) . 

Uvedomte si, že uvedené zápisy (označení) pro sjednocení a prunik n mn zi 11 
jsou možné jen díky tomu, že operace sjednocení a prunik množin mají vlast1:w:1 t 
asociativnosti, tj. pro každou trojici množin A, B, C pla tí vhahy 

(A u B) u c = A u (Bu C), (A n B) n c = A n (B n C). 

V dlisledku toho sjednocení , resp. prunik libovolných trí a obecne n mn ži11 
nezávisí na zpusobu jejich „uzávorkování", takže lze pro označení sjednocení , r Rp. 
l r čmiku n množin použít uvedené symboly. 

Operace sjednocení a prliniku množin mají t éž vlastnost distributivnosti (v1~w i 
sobe navzájem), t j . pro každou trojici množin A, B, C platí vztahy 

(A u B) n c =(A n C) u (B n C) , (A n B) u c = (A u C) n (B u C). 
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r----------- ----,u 
A 

B 

c 

br. 1. 18 Obr. 1.19 

ibr. 1. 19 je použit na ukázku ponekud jiný typ Vennova diagramu než 

111[,o l.ype m Vennova diagramu se lze t éž setkat pomerne často v učebnicové 

l • 11 1. 11 1. nm žinových r ovností 

11 J dokázat množinovou rovnost M1 = M2, kde M1, M2, jsou množiny, 
1 1 1 Jnko výsledek množinových operací apod„ mužeme k tomu použít 
iirrr/l(ttny (viz pi'edchozí príklady). 

1 t. z provést pfímý dukaz na základe defin ice rovnosti množin M1, M2, 
, '), který spočívá ve dvou krocích: 

,t 111c inkluzi M1 C M2, tj . že Vx E U: (x E M1 ==> x E M2)· 

.c 11w inkluzi M2 C M1, tj . že Vx E U: (x E M2 ==> x E M1). 

1n ,m ých dukazu množinových rovností 

1 ""' d 1 zat množinovou rovnost (1. de Morganovu množinovou formuli; viz 
, 111 1 l\n ram v obr. l.15a) 

(A u B)' = A' n B'. 

(. množinové rovnosti provedeme ve dvou krocích: 

1 1 lt :.J:ome inkluzi (A U B)' c A' n B'. 

1 1 tin1í clukaz 
1 nžd x E U platí i'etezec implikací: 
(A U B)' :=> x '1, (AU B) ==> (x 'I, A) /\ (x 'I, B) ==> (x E A') /\ (x E B') ==> 

.r: (A' n B') . 
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vl lttí'í N n j l c. A U J 
1

, 

1 r {mý rMkaz 
implil a ·í z l. 1 r l u h'U azu lz . 1 r Li L, ·íw ž j d1 kaz pr v <l 11 . 

2 . [ám d .1 ázat množinovou rovno t (vyjadl'ující distribut ivn st opera pn11 ii l111 
vu i sjednocení množin; viz Vennť1v diagram v obr . 1.18) 

(A u B) n c = (A n C) u (B n C). 

R šení 
Dukaz této množinové rovnosti opet provedeme ve dvou krocích: 

1. Dokážeme inkluzi (A U B) n C c (A n C) U (B n C). 

Pŕimý dukaz 
Pro každé x E U platí i'etezec implikací: 
X E (A u B) n c =} (x E A v X E B) /\ (x E C) =} 

=} (x E A /\ X E C) v (x E B /\X E C) =} X E (A n C) u (B n C). 

2. Dokážeme inkluzi (A n C) u (B n C) c (A u B) n C. 

Pŕimý dukaz 
Retezec implikací z 1. kroku dukazu lze obrátit , čímž je dukaz proved i i 

1 artézský součin množin 

n-ticí objektu (prvku) x1, x 2 , ... , Xn (n E N, n ~ 2) rozumíme n-prvkc 11 11 11 
množinu, tj. konečnou množinu o n prvcích {x1, x 2 , . .. , Xn } · Pritom new l1 1 
na poradí , v jakém uvádíme prvky v zápise množiny, tj . {x1, x2 } = {x2 , x1} ap1 11 l 
.Jcstliže pevne stanovíme poradí , v nemž budeme brát objekty (prvky) , tj. st<1 11 11 
víme, který z nich vezmeme jako první, který druhý atd. až n-tý, dostáváme 1 1 

uspor ádanou n-tici objektu (prvku) neboli konečnou posloupnost , jcz 1 

značí (x1, x2, . . . , xn ) nebo (xk ) ~= l > kde n E N, n ~ 2. 
Pri zápisech uspoi'ádaných n-t ic se v nekterých pi'ípadech (napr . pfi 0211 11 

ování soufadnic bodu) používají též hranaté závorkrmísto závorek kulatýd1 
Pro uspofádané n-tice je definován pojem r ovnosti takto: (x1, x2 , . . . , xn) 
= (x~, x~, . .. , x~ ) , práve když x1 = x~ /\ x2 = x~ /\ . . . /\ Xn = x~ . 

Kartézské násobení množin, tj . vytvái'ení kartézských součinu (tab . l. ' 11 

predstavuje další operaci s množinami, avšak podstatne odlišnou od základ1111 11 
množinových operací. 

P ríklady kartézských součinu množin 
Jsou <lány množiny A = {a , b, c} , B = {b , c, d} , C = {c}. Určete kartézské sou"in.v 
A x B, A2 = A x A, c2 = c x c, A x B x c. 
J eš ní 
A x B = {(a, b), (a, c) , (a , d) , (b, b), (b , c), (b , d), (c, b) , (c, c) , (c, d)} , 

2 { 2 A = (a, a) , (a, b), (a, c), (b, a), (b , b) , (b , c), (c, a), (c, b) , (c, c)}, C = {(c, c)} , 
A x B x C = {(a , b, c), (a, c, c) , (a , d, c), (b , b, c), (b , c, c), (b, d, c), (c, b, c), 

(c, c, c), (c, d, c)} 

IJ 

• •• X M,,, 

ou ·'tm u1 10zin u l urľz l m nin lU iwžin . Tab. l. ' 4 

I a rt ·z ký souč in A x B je množina všech 
u p fádaných dvojic (x1, x2) prvku x1 E A, x2 E B. 
Tedy A x B = {(x1, x2 ); x1 E A, x2 E B}. 

K a rtézský součin M1 X M2 x .. . x Mn je množina 
všech uspofádaných n-t ic (x1, x2, . . . , X n ) prvku 
X1 E M1, X2 E M2, . . . , Xn E Mn. Tedy: 
Mi X M2 X . . . X Mn = 
= {(x1, X2, ... 'Xn ); X1 E M1, x2 E M2, ... 'Xn E Mn}· 

1111 1 •o M1 = Kartézská m ocnina Mn množiny M je množina všech 
uspoľádaných n-tic (x1, x2, . . . , Xn ) prvku x1 E M, M„ = M : 

l X2 E M, .. . , Xn E M. Tedy : 
„,," •. 1,. }, 1ri 1l ' in.y M Mn= {(x1, X2, . . . , Xn ); X1, X2 , .. · , Xn E M}. 

' ' ' '" IJ M'_1 
____ _L_ _________ ___ ___ ___ ___ ~ 

111 • 11 111 po tu prvku kartézského součinu dvou konečných množin se vy-
1 1 1/, 1 r d:n.í v , l y: 

. , 1 „, 11/, 11 /, 11 1'!/zského součinu dvou konečných množin A, B o IA I, IBI prvcích 

IA X BI = IAI. IBI. 

111 1 111 , (:1: 1, x2 ) E A x B lze totiž zapsat práve do tabulky o IAI fádcích 
1 , o1 1„ •11 1 v 11 íž je IAI · IBI míst.) 

1 r" 1 1 ii er·ii'i l pro n konečných množin : 

' „1„/, 11 /.u,!'11 rz.ského součinu n konečných množin M1, M2, ... , Mn (n E N, 
11 11· I " 111 :1,jí IM1 1, IM21, . . . , IMnl prvku, je <lán vzorcem 

11111 l11 q z brazení 

l 111 11wprázdné množiny. P fäadíme-li ke každému prvku x E A práve 
(čímž se vytvorí množina uspofádaných dvojic (x, y) E A x B), 

l11u:.m1tc' né pfifazení (predpis) se nazývá zobrazení množiny A 
1 , íl,načí se f , resp. F apod. Ríkáme, že prvek x je vzor prvku y 
l 1 z prvku x v zobrazení f , fíká se též, že y je hodnota zobra
(pľvku) x a značí se y = f( x ). Množina A se nazývá definiční 

, J, a označuje se proto také D(f) , resp. DJ . Množina všech obrazu 
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Lil t, : f : A B, 

1 oznámka. V literatufe se lze setkat také s pojmem zobrazení z množiny A do 

množiny B, ož je pfifazení (predpis), ve kterém každému prvku x E A se pľifazuje 

n jvý e j den prv k y E B. Pojmy vzor, obraz, atd. se užívají obdobne jako v prípade 
7. l raz·ní množiny A do množiny B. 

peciátní prípady zobrazení f množiny A do množiny B: 
a) Je-Ii B = A, pak toto zobrazení f se nazývá zobrazení v množine A nebo 

z brazen í množiny A do sebe. 
a strední škole jsou nejduležitejší tato zobrazení v množine: 

1. Funkce jedné reálné promenné, což jsou zobrazení v množine všech reálných 
ís 1 R. 

ometrická zobrazení v rovine a v prostoru. 

b) .Je-Ii B = H(f) , čili když v zobrazení f každý prvek množiny B je obrazem 
11 l spoú jednoho prvku množiny A, pak zobrazení f se nazývá zobrazení mno
žiny A na množinu B. Speciálne pro B = A se nazývá zobrazení množiny A 
n s he. 

chematické grafické znázornení množinových zobrazení: Na obr . 1.20 je zná
z rn no zobrazení f množiny A do množiny B, na obr. 1.21 zobrazení f množiny A 
n množinu B. 

D(f) = A 

Obr. 1.20 Obr. 1.21 

Po.fem prostého zobrazen í: ... 
J stliže v zobrazení f: A -> B je každý prvek y E H(f) obrazem práve jednoho 

prvku X E D(f ) = A neboli když každé dva ruzné vzory X1, X2 mají také ruzné 
Obrazy f( x 1), f (x2) (tj . když pro ne platí implikace X1 =/= X2 ::::} f( x1) =/= f( x2 )), 
1mk zobrazení f se nazývá prosté zobrazení. Pro prosté zobrazení množiny A 
l množinu B se užívá též název vzájemne jednoznačné zobrazení mezi 
množinami A, B. 

Po.i m inverzního zobrazení k prostému zobrazení: 
V prípade libovolného prostého zobrazení f : A -> B existuje k nemu práve jedno 

k v prosté zobrazení, které ke každému prvku y E H(f) pfii'azuje jeho vzor 
D(J). Toto zobrazení se nazývá inverzní zobrazení k zobrazení f a značí se 

I i . 

liO 

( 

(f 1
) = H(f) , H(r J) = D(f) , x = r 1(y) <:::} y = f( x). 

I íklady zobrazení množiny A do množiny B, resp. na množinu B 
11.) rovine mejme <lány dve množiny bodu: A je kružnice k, B je vnejší pfímka p 

Lét,o kružnice. Každým bodem M kružnice k veďme kolmici k pfímce p a její 
l aLu M 1 zvolme za obraz bodu M (obr. 1.22). Takto definované zobrazení je 
zobrazením množiny A (kružnice k) do množiny B (pi'ímky p). Není to prosté 
z brazení. 

1) onecháme-li v pi'edchozím príkladu z pi'ímky p jen úsečku P 1Q1 (obr. 1.22) , 
pujde o zobrazení množiny A (kružnice k) na množinu B (úsečku P' Q'). Také 
toto zobrazení není prosté. 

c) Nechť p, q jsou dve ruznobežky, které nejsou navzájem kolmé. Každým bo
dem P E p veďme kolmici k pi'ímce q a její patu P' zvolme za obraz bodu P 
(obr. 1.23). Dostáváme prosté zobrazení množiny A (pi'ímky p) na množinu B 
(pi'ímku q) čili vzájemne jednoznačné zobrazení mezi temito množinami. 

M 
k p 

1 
1 

Q 
p 

p 1 
1 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

b P' I q 
Q' p 1 

Obr. 1.22 Obr. 1.23 

Složené zobrazení 

Mejme <lány libovolné mnozmy A, B, K, L a dvojici zobrazení g: A -> B, 
f: K -> L, která jsou definována predpisy g: u = g(x) , x E D(g) = A, f: y 
= f(u) , u E D(f) = K. Obory hodnot zobrazení g, f jsou H(g) c K, H(f) c L. 
Nechť platí H(g) n D(f) =/= 0. Pak definu.feme: 

Zobrazení h se nazývá složené zobrazení ze zobrazení g, f (v uvedeném po
radí), práve když pro ne platí: 

1. Definičním oborem zobrazení h je množina všech tech prvku x E D(g), 
pro než je g(x) E D(f) , tj . D(h) = {x E D(g); g(x) E D(f)}. (P rotože je 
g(x) E O(!)/\ g(x) E H(g) , je zároveň g(x) E H(g) n D(f ).) 

2. P ro každé x E D(h) je h(x ) = f (u ) čili h(x ) = f(g (x )). 

Toto složené zobrazení h se též značí f o g, tj. píšeme h = f o g. Zobrazení g se 
nazývá vnitfní složka a zobrazení f vnej ší složka zobrazení h = f o g. 
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l'llMOll h ! o .71 !) ľO J lwž Hlo· 1. y , ! p l tLí , ž H(g) c 
P t! j o (h = (.9) . 

pcrac vyLváfení složeného zobrazení h = f o g z daných složcl / ( _ 
clcn .in pofa lí) e nazývá skládání zobrazení g f J eho gTa. fi1cl "e, c g; . vv l~ve 
v r. i. 24. ' · c znazornem .J e 

h = f og 

Obr. 1.24 

Poznámka. Pfi skládání zobrazení téhož typu se zachovává typ zobrazení · Zobra e , 1 
' , d · z m so-
z ne ze _vou .prostých zobrazení je prosté zobrazení. Zobrazení složené ze dvou zobrazení 
1
111 n~'.1ozmu .J : zobrazení na množinu . Zobrazení složené ze dvou prostých zobrazení na 

lll!JOZJJHI (vzá.Jemne jednoznačných zobrazení) 1·e prosté zobrazen1' n a množinu ( vzájemne 
j 1 nozn ačné zobrazení). 

Príklady složených zobrazení 

1. J sou dána zobrazení g f taková že D(g) = {a b c d e} ( ) - · (b) _ ( ) _ . , . , , , , , , g a - i, g 
~ g c - J , g~d) = g(e) = k, D(f) = H(g) = {i, j , k} , f(i) = p, f(j) = 
f (k) = r. Utvorte složené zobrazení h = f o g. q, 

R ešení 

Složené zobrazení h = f o g má definiční obor D(h) = D(f 0 ) = D( ) = 
- {a b d } v•v . k g g = . , ,_::, , e a ~nrazuJe prv u a prvek h(a) = p , prvkum b, c prvek h(b) = 
- h~~) - q a prvkum d, e prvek h(d) = h(e) = r. Jeho oborem hodnot je tedy 
mnozma H(h) = H(J o g) = H(J) = {p, q, r}. 

2. Nejduležitejšími složenými zobrazeními ve st redoškolské matemati.ce · 1 
v , f ( .] SOU S 0-
zene" unkce viz kap. 4.1) a složená geometrická zobrazení (viz kap. 9.8 
a 9. l a). 

n· 

2 Číselné obory 

2.1 Základní aritmetické pojmy 

J eden z nejduležitejších a nejužívanejších pojmu matematiky je nepochybne 
poj m čísla. Behem vývoje lidské společnost i a s ním spjatého vývoje matematiky 

1-10 pojem čísla postupne rozširoval a prohluboval. Na základní a strední škole se 
r zš ifuje pojem čísla postupne, počínaje pľirozenými čísly až k číslum komplexním. 
r o jisté míry je tento postup obdobou historického postupu rozvíjení pojmu čísla. 
Vztahy mezi jednotlivými druhy čísel vyj adruje schéma uvedené v tabulce 2.1. 

Vztahy mezi druhy čísel 

pľirozená 
čísla 

Rovnost čísel 

nula 

celá 
čísla 

záporná celá 
čísla 

necelá racionální 
čís la 

racionální 
čísla 

reálná 
čísla 

iracionální 
čís la 

komplexní 
čís la 

Tab. 2.1 

imaginární 
čísla 

Chceme-Ii vyjádi'it, že dva symboly pfedstavují totéž číslo, píšeme mezi ne znak 
rovnosti = zvaný též rovnítko. J sou-li a, b táž čísla, píšeme tedy a = ba čteme a je 
·rovno b. Vztah vyjádrený tímto zápisem se nazývá rovnost čísel. Neplatí-Ii a = b, 
ľíkáme, že a je ruzné od b, což zapisujeme a '/- b. 

Základní vlastnosti rovnosti čísel 
Pro každá tfi reálná čísla, resp. komplexní čísla a, b, c pla tí 

a = b ~ b = a ( symetričnost rovnosti), 
(a = b A b = c) =} a = c ( tranzitivnost rovnosti). 
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ľú · LlÍ 

1 cmžiLi Hcl si vyžťtclalo zav •dení poč tních l r 
dv trm i víc·c č ísh'uu pľirazuj cme pfo<lepsaným zpt\sobcm 
ulho výkonu) jist é číslo . 

( ýl tt) , jimiz k • 
(p dl 1 cl •fiui c počet-

MnLema Lické zápisy (symboly) , kterými vyjadrujeme početní výkony, jež maji 
hý L proved ny, a poradí , v jakém se tak má stát, nazýváme početní v ý razy. 

Zákla dní početní operace jsou sčítání a násobení. Každým dvema číslum 

l~m množiny čísel prifazujeme podle definice techto početních operací práve jedno 
ísl zvané jejich součet a práve jedno číslo zvané jejich součin. Součet čísel a, b 

zna íme a + b ( čteme a plus b), jej ich součin a· b nebo ab (čteme a krát b). V prvém 
I ·ír ade se čí sla a, b nazývají sčítanci, ve druhém prípade činitelé. Pojem součtu 
a i:IOU ~inu lze zobecnit pro libovolný konečný počet sčítancu, resp. činitelu. 

Množina všech čísel určitého druhu, ve které jsou definovány bez omezení ope
ra s ítání a násobení, ze nazývá obor čísel (též číselný obor) . Názvy a sym-
1 olická označení významných číselných oboru uvádíme v tabulce 2.2. Pro uvedené 
·íi:i ln ' obory platí tyto inkluze: 

N c No c Z c Q c R c C 

í · lné obory 

N ázcv číselného oboru Označení 

bor prirozených čísel (celých kladných čísel) N 

bor nezáporných celých čísel No 

1 or celých čísel Z 

Q 
R 

b r komplexních čísel C 

Tab. 2.2 

Poznámka. Užívá se též názvu množina všech pfirozených čísel , .. , reálných čísel, 

l CHnJ lcxních čísel. Zkrácene se mluví o oboru či množine N, ... , R, C. 

K početním operacím sčítání a násobení zavádíme inverzní početní operace, 
1 Loré nazýváme odčítání a delení. Jimi pfifazujeme ~ dvema číslum z daného 
1 o ·u íslo zvané jej ich rozdíl a číslo zvané jejich podíl. Rozdíl čísel a, b (v uvede

ll lltl p fadí) je takové číslo x , pro než platí b +X =a. Označuje se a - b (čteme a 
I ii llllS b). Číslo a se nazývá menšenec, číslo b menšitel. Podíl čísel a, b (v uve
cl 1n m poradí) , kde b =} 0, je takové číslo x, pro než platí b · x = a. Podíl čísel 

i , /J ozna ujeme a : b nebo symbolem ~ zvaným zlomek. Čísla a, b se nazývají 

d l n a d e litel, u zlomku čitatel a jmenovatel. 

11t známka. Číslo O nemuže být delitelem žádného čísla a i= O, neboť rovnost O · x = a 
m11 l tLÍ pro žádné (reálné ani komplexní) číslo x . Dále číslo O nemuže být ani delitelem 

( 
1 

Lllt L • bo (ri = O) , 110b C r 110. L O· x = O platí pr l až l (r ln i k mr 1 n ) lslo x , 
L d r v raz O : O b 11 yj a ii' val jedn zna ·ný výsl dek d J ní. r lkám pr t , ž výraz 

ri : ) n má ·my 11 ro žádn (reáln ani komplexní) číslo a. Odtud vyplývá pro podíl 
r1 : /J cl fini ní podmínka b i= O. 

'/,1Í,kladní definiční podmínka pro podíl 

l 'ro každý podíl a : b čili ~ musí být splnena podmínka b # O, tj. delitel (jme-

1111vatel) se nesmí rovnat nule. 

Další dve početní operace jsou umocňování a odmocňování. Pro každé n E N se 
rl •finuje: Součin n činitelu rovných číslu a se značí an a nazývá se n-tá mocnina 

la a. Príslušná početní operace se nazývá umocňování čísla a mocnitelem n. 
efinici n-té odmocniny čísla a (též z čísla a) v oboru reálných čísel označova

nou .l,(G, viz v kap. 2.6 a v oboru komplexních čísel označovanou ( y'a)c viz kap. 2.8. 
l ľíslušná početní operace se nazývá odmocňování čísla a odmocnitelem n. 

Pfi zapisování početních operací je obvyklá následující úmluva: Nejsou-li v jejich 
d tpisu (početním výrazu) závorky, provádíme nejprve umocňování a odmocňování, 

1nk násobení a delení a poté sčítání a odčítání. Jsou-li v jejich zápisu závorky, 
l rovádíme nejprve operace v závarkách; v prípade, že je závorek více typu, provádejí 
sc nejprve operace v závorkách, které jsou uvnitr ostatních. 

2.2 Obor pflrozených čísel 

Čísla 1, 2, 3, . . . se nazývají pfirozená čísla . Obor pfirozených čísel (mno
žina všech pfirozených čísel) se značí N. 

Poznámka. V literatufe se nekdy mezi pi'irozená čísla zahrnuje též číslo nula, jež vy
jadruje počet prvku prázdné množiny. Na strední škole je však vhodnejší z hlediska for
rnulace vetšiny vet o pľirozených číslech nulu mezi pfirozená čísla nezahrnovat, a prato 
Lak učiníme i v této knize (v souladu s publikací Názvy a značky školské matematiky). 
Množinu všech pi'irozených čísel rozšírenou o nulu budeme označovat symbolem No, tj. 

No= N U {O}. 

Intuitivní predstava pi'irozených čís e l úzce souvisí s jejich užitím ve dvou význa

mech: 
a) P firozenými čísly se vyjadrují počty prvku konečných neprázdných množin. Od

povídá se jimi tedy na otázku: Kolik? 

il) Pfirozenými čísly se vyjadruje poradí prvku pi'i jejich uspoi'ádání. Odpovídá se 
pak jimi na otázku: Kolikátý? 

Operaci sčítání dvou pfirozených čísel m , n lze v pojetí a) vykládat takto: 
Má-li množina A n prvku a s ní disjunktní množina B m prvku, pak součet n + m 
je roven počtu prvku sjednocení techto množin A U B. 

Operaci násobení dvou pfirozených čísel m, n lze chápat jako opakované 
n-násobné sčítání téhož sčítance m: Součin mn je roven součtu n sčítancu vesmes 
rovných číslu m. 
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axiom Ke každému pfirozenému číslu n existuje práve jedno pfirozené číslo n' které 
e nazývá následovník čísla n. ' 

ax'iom 

4. axiom 

5. axiom 

Pro každé pi'irozené číslo n platí, že n' =1- 1. 

J estliže m' = n', pak m = n. 

(zvaný princip matematické indukce) Jestliže pro nekterou množinu pi'i
rozených čísel M platí 

1. 1 E M, 

II. (n E M) =}- (n' E M) , 

pak množina M obsahuje všechna pfirozená čísla, tj. M = N. 

v • v te~wínech tec,hto axiomu se pak definují operace sčítání a násobení pŕirozených čísel 
(pn mz n + 1 = n , n · 1 = n). 

Zá1 is pflrozených čísel v desítkové soustave 

';'e škole i v praxi obvykle zapisujeme prirozená čísla v tzv. číselné soustave 
zakladu deset neboli desítkové (dekadické) číselné soustave na základe 

v ty: 

J(aždé pi'irozené číslo a lze vyjádi'it práve jedním zpusobem v rozvinutérn zápisu 
v tvaru 

a= an · lOn + an- l · 10n- l + ... + a 1 · 101 + a0 . 10° 

11 cboli ve zkrácenérn zápisu 

klen E No, an, an - 1, . .. , ao jsou nekteré z číslic O, 1, 2, ... , 9, pričemž an =f. O. 

O číslici ai se i'íká, že je číslicí (cifrou) rádu i čísla a. Číslo lOi se nazývá 
j dnotka rádu i. 

V desítkové číselné soustave tvorí vždy deset jednotek nižšího rádu jednu jed
notku následujícího vyššího rádu. 

P~známka. !edno~ky nekterých i'ádu v desítkové číselné soustavé mají speciální názvy: 
l.O = 1 ... zakladnz 7ednotka 101 10 d 'tk 

2 · ' = . . . esi a, 
1 O = 100 ... stovka, 103 = 1 OOO . . . tisícovka 
l0

6 = 1 OOO OOO ... milion, 109 = 1 OOO OOO OOO ... miliarda 
1O

12 
. . . bilion, 1015 

... biliarda, 
10 

18 
. .. trilion, 1024 

... kvadrilion, 
1 0

30 
. . . kvintilion, 1036 

... sextilion, 
10~ 2 . . . septilion, 1048 k ·1 · ... o ti ion. 

( 

I 1 íklady r-ozvirmtého a zkráceného zápisu prirozených čísel v desítkové 
H ln ' so·ustave 

Vyj dfete 
pi'irozené číslo 5 328 v rozvinutém zápise, 

pľirozené číslo 2 · 102 + 7 · 101 + 4 · 10° ve zkráceném zápise. 
1 <!Š ní 

n) 5 328 = 5 · 103 + 3 · 102 + 2 · 101 + 8 . 10° 

l ) 2 . 102 + 7 . 101 + 4 . 10° = 200 + 70 + 4 = 27 4 

Zápisy prirozených čísel v desítkové číselné soustave jsou velmi výhodné pro 
Hl\ 1.dné provádení početních výkonu ( operací) s nimi tak, jak je známe ze základní 
Akoly. Tyto zápisy jsou též často užívány v dukazových úlohách o pfirozených čís
iľch. 

íselné soustavy 

Číselnou soustavou je nazývána každá soustava znaku a pravidel, která slouží 
k zápisu pi'irozených čísel (a obecneji reálných čísel). Číselné soustavy se rozdelují 
na poziční a nepoziční. 

Poziční číselné soustavy jsou takové číselné soustavy, u nichž význam znaku 
( ·íslice) závisí na míste (pozici) v zápise čísla. Mluví setu o místní (poziční) hodnotč 
znaku (číslice). 

Typickým a bežne užívaným pi'íkladem poziční číselné soustavy je desítková 
(dekadická) číselná soustava, ve které jsou zápisy pi'irozených čísel (a obecneji 
rnálných čísel) tvoľeny pomocí deseti číslic O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Poznámka. Číslice O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 se nazývají arabské číslice nebo též arabsko

indické číslice, neboť historicky pocházejí od Indu, od nichž je prevzali Arabové, ktei'í je 
asi pred 1 200 lety pfenesli pfi svých výbojích do Evropy. K jejich bežnému použití však 
zde dochází až od 12. století. Počítání (provádení početních operací) s pi'irozenými čísly 

zapsanými v desítkové číselné soustavé se pak postupné stalo standardní součástí školské 
matematiky. 

Krome desítkové číselné soustavy se nekdy používají i jiné poziční číselné sou
stavy. Zejména v číslicových počítačích je používána poziční číslicová soustava 
o základu dve neboli dvojková (binární, dyadická) číselná soustava, v níž 
se pi'irozená čísla zapisují pomocí dvou číslic ( cifer) O a 1 na základe včty: 

Každé pľirozené číslo a lze vyjádfit práve jedním zpusobem v rozvinutém zápisu 
tvaru 
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l<clc • ·11, t Nn , o„,,,, n .,,, - 1, ... , rio je nekt;erá z číslic O, 1, pľičemž a„,, =/= O (t;j . an = 1). 

r> známka. V konkrétních pfípadech se zápis (anan - I ... a 1a 0 ) 2 často uvádí bez zá-
rl , v iz následuj ící príklady. V literatufe se lze však též setkat i s dôsledným psaním 

z vor k v te hto zápisech. 

P1Y.íklady prevodu zápisu prirozených čísel z desítkové číselné soustavy 
do dvojkové a naopak 
) 'ísla 5 a 10 zapsaná v desítkové soustave zapíšte ve dvojkové soustave. 

íslo 11 lOb zapsané ve dvojkové soustave zapíšte v desítkové soustave. 
ní 

žitím uvedené vety dost áváme: 
a) = 1 · 22 + O · 21 + 1 · 2° = 1012, 10 = 1 · 23 + O · 22 + 1 . 21 + O · 2° = 1 0102 

l ) 11 1012 = 1 . 24 + 1 . 23 + 1 . 22 + o . 21 + 1 . 2° = 16 + 8 + 4 + 1 = 29 

Poznámka. Historicky je v ruzných oblast ech sveta doložen vznik pozičních číselných 

H. uHLav o základech 5, 7, 9, 10, 12, 20 a 60. Zbytky techto číselných soustav se ve speci
IH h pľípadech udržely do dnešní doby. Napr. šedesátková soustava pro merení úhlu ve 

~ l1 1 pJ1(ch , minutách a vtefinách , dvanáctková soustava v pojmech t ucet (12) a veletucet 
(J 2 = 144) . Lze se též setkat s použi tím pozičních číselných soustav o základech 8 a 16. 

b n se v poziční číselné soustave o základu z (z E N \ {l}) neboli z-adické 
~ ln ~ so ust ave pfirozená čísla zapisuj í pomocí z znaku (arabských číslic, popf. číslic 

· zn ných písmeny) . 
Vznik a rozvoj pozičních číselných soustav, zejména desít kové soustavy, predstavovaly 

1 islori ·ky velký pokrok v porovnání s dfívejšími nepozičními číselnými soustavami. 
{, ni h je dosud aktuální fímská číselná soustava, která vznikla ve st arovekém Ríme 
·i 1 la upravena ve stredoveku. V této modifikované podobe se s ní setkáváme i v součas-

11 Hti pfi zápisech pfirozených čísel pomocí fímských číslic, napr . v zápisech letopočtu na 
:mmátných budovách a pomnících , pfi uvádení poradí panovníku , číslování kapitol knih 
ip 1. 

Zápis pfirozených čísel pomocí rímských číslic 

R ímské číslice (cifry) jsou tvoi'eny sedmi písmennými znaky, jejichž číselné 
l [noty jsou uvedeny v tabulce 2.3. 

o.bulka fímských číslic Tab . 2.3 

Zn de l'írnské číslice 1 v X L c D M 

Za amoná (má číselnou hodnotu) 
1 5 10 50 100 500 1 OOO 

1 sít kové soustave 

( 

Pravid la pro zápis pi'irozených číse l pomocí fím ských čís lic 

1. J e-li za znakem i'ímské číslice zapsán znak i'ímské číslice s menší číselnou hod
notou, pak se jejich číselné hodnoty sčítají . 
Napr. VI = 5 + 1, XI = 10 + 1, e x = 100 + 10 = 110. 

2. Je-li pi'ed znakem i'ímské číslice zapsán znak i'ímské číslice s menší číselnou 
hodnotou , pak se od vetší číselné hodnoty odčítá menší číselná hodnota. 
Napr. IV = 5 - 1 = 4, IX = 10 - 1, XL = 50 - 10 = 40, xc = 100 - 10 = 90, 
CD = 500 - 100 = 400, CM = 1 OOO - 100 = 900. 

3. Jsou-li st ejné znaky i'ímských číslic zapsány vedle sebe, pak se jejich číselné 
hodnoty sčítají. Pi'itom se kladou doplňkové podmínky: Kterýkoliv ze znaku I , 
X, C se muže vyskytovat vedle sebe nejvýše ti'ikrát , znak M libovolnekrát. 
Znaky V, L, D se mohou v zápise pi'irozeného čísla vyskytovat nejvýše jed-

nou. 
Napr. XX = 10 + 10 = 20 , CCC = 100 + 100 + 100 = 300, MMMM = 4 · l OOO = 

= 4 000. 

4. Ve složitejších pi'ípadech se uvedená pravidla navzájem kombinují. 
Napr. VII = 5 + 2 . 1 = 7, XXIII = 2 . 10 + 3 . 1 = 23, XXXVI = 3 . 10 + 
+ 5 + 1 = 36, XLVII = (50 - 10) + 5 + 2 · 1 = 47, CLXXIII = 100 + 50 + 
+ 2 . 10 + 3 . 1 = 173, CDXII = (500 - 100) + 10 + 2 · 1 = 412, MDCLXVI = 
= 1 OOO + 500 + 100 + 50 + 10 + 5 + 1 = 1 666 (toto pi'irozené číslo je zajímavé 
tím, že jeho zápis pomocí znaku i' ímských číslic obsahuje všech sedm znaku 
práve jednou), MCMLXVIII = 1 OOO + (1 OOO - 100) + 50 + 10 + 5 + 3 · 1 = 
= 1 968 , MMVII = 2 · 1OOO +5+ 2 · 1 = 2 007, MMMX = 3 · 1OOO + 10 = 

= 3 010. 

Poznámky k pravidlum pro zápis pŕirozených čísel pom ocí ŕímských číslic. 
a) Podle uvedených pravidel se pfirozená čísla zapisuj í vždy tak, že se neprovádí více než 

jedno odčítání číselných hodnot znaku fímských číslic (i když by vet ší počet odčítání 
ved! ke stručnejšímu zápisu ). 

b) V současné praxi se lze setkat s t ím , že nektefí uživatelé krome uvedených standardních 
dvojic znaku fímských číslic s odčítáním číselných hodnot podle 2. pravidla použijí 

i nekterou jinou dvojici. 
Napf. alternativne k obvyklému zápisu XCIX = (100 - 10) + (10 - 1) = 99 je možné 
se setkat s vyjádrením IC = 100 - 1 = 99. 

c) Podle označení zavedeného ve stredoveku pruh nad znakem fímské číslice znamená 
vynásobení její číselné hodnoty t isícem. _ 
Napf. X = 1 OOO . 10 = 10 OOO , C = 1 OOO · 100 = 100 OOO, M = 1 OOO · 1 OOO = 
= 1 OOO OOO. 
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\11 ' /11, o zliy/.ko11ó11, l ·1111:1"n pi'frozen cffta čí.~Ln, 
h11 zrl11 pí· irnY,e 11 1 ·íc;lo 0 Jz , v ·á I'"' . , . , ·-' „ . , , · • , , .Y.I c 1.1L pomoci bbovoJ11 e l1 0 p ľ iro;;c 11 ·li o čb l a ú 
p1 o1,vt, .1 ud111111 z vy razu · 

bk, bk + 1, bk + 2, ... , bk + (b - 1) , kde k E No , 

l,j . V<' tva ru a = bk +z , z E No, o:;:; z < b. 

:'ýrazu bk +z se ľíká zbytkový tvar čísla a (pro zvolené b > l) v, 1 
mzyvá zbytek pfi delení čísla a číslem b J e-Ii z - O k v, 1 k 'v cdrs o z ~e 
ďl ' l b ( , · - ' pa crs o pre stavuje 

, O 1 , rs a, v uvedenem poradí) a operace delení v tomto pľípad v · · , 
>l racr k ná b , V'k ' ., d v , e Je mverzm so em, n a se JI elen1 beze zbytku Je-Ii z __j_ o k V' 1 k , , ' J ' ďl · r , pa crs o se nazyva 

up ny po 1 a operaci delení v tomto prípade se fíká delení se zbytkem. 

~ ·íklad vyjádreni prirozeného čísla ve zbytkovém tv 
11 vol , , . , v, 1 aru 

.i . n pnrozene crs o n, pro které pri delení prirozeným číslem b = 12 h , , 
:1 ~ek z = 5, má zbytkový tvar vyjádren zápisem n = 12k + 5 kde k E ~yc ; zkr 
l j)ľ . 41 = 12. 3 + 5. ' O· a 

lit lnost v oboru pfirozených čísel 

oboru N pro libovolnou dvojici pfirozeny' ch čísel a b d fi . . 
' ·l · d T 1 , V' , e nuyem e. 

il ittf Ie:~ akte t _e ~~e ~C:, clrsle~ b, ~ráve když existuje takové pfirozené číslo k, že 
- ' J· yz crs o a Je nasobkem čísla b. Ríkáme pak tézv v V' l b · 

1 litelem č ' l b v V' l ' ze crs o Je rs a a ne o ze crs o b delí číslo a. Symbolick to · dv · , · 
/ a. Jcstliže naopak číslo b nedelí číslo a, píšeme b ,r a. Y vyJa ruJeme zaprsem 

n íklad 

Aslo 20 má práve šest delitelu v oboru N: 1 2 4 5 10 20 p 'V 1 1 20 I 

O 1 20. ' ' ' ' ' . rseme ' 2 20, .. . ' 

oznámka. Termín delitel se užívá ve dvou smyslech · J· ednak v ob v·v, 1 , , v , 
1 

, ' ecneJSim smys u pro 
zu ' · l1l ,cis a, kterym se delí, jednak v práve uvedeném speciá lnejším významu o kt . , 
obo u vyznamu jde, je vždy pa trné z kontextu. . ery 

N k teré z delitelô. pfirozených čísel lze určit pľímo ze zápisu prvr·roze , h v, 1 
d 's' tl , v, l , v nyc crse 

. • 1 mve crse ne soustave na základe vet jimž se fíká kritéri'a (t 'V k ) 
. h t lnosti . ' ez zna Y 

I< rit ' ria (znaky) deliteln ť v• ' h os 1 prirozenyc čísel zapsany' ch v des1'tkove' 
"'"nstave 

1\'ľ:l't )~,c 1.6ľ 8číslo je delitelné dvema, práve když jeho zápis končí nekterou z číslic 
' ' ' ' . 
'ri rn y, i 1.~ ~íslo je delitelné tfemi, práve když jeho cifernf součet J. e deliteln , t v . 

l 'r1rn11c 11 císlo J·e deľt l , vt v • , v v . y remr. 
1 

. · i e ne c yrmi, prave kdyz Jeho poslední dvojčíslí je delitelné 
.y r1111. 

I '1 i ri iy,e n ' číslo je delitelné peti, práve když jeho zápis končí číslicí 5 nebo o. 
:J 

( 

l 'ľll'l• /', ľl1 ľ1 i'ÍHllJ .Í• I 1/,l'/,·i. ld•11.1' .'iľ.'f f.1„ p ľi1.V 1 J,.J ,y•;, _j(' d„Ji1.„l11,'· dv1 1111:i, ;i, ·1,;'1n1v1·11 l , rľ1111. 

l'rirm,ľ11ľ· „í,dco .in rld-1:1.dn1r 11.rn1:i., pr(i.v• : kd yy, jľlin posl1"d11í l.rojdslí jľ d c! lil.ľli1 { 

0 H111i . 

l 'rirozu 11 · ľ; ÍfJ [O .i d liteln devíti, práve když j ho ciferný součet je delitelný 
il cvíLi . 
Jlŕi rozc 11é č í slo je delitelné deseti, práve když jeho zápis končí číslicí O. 

rvočísla a čísla složená 

Pro každé pfirozené číslo n platí rovnost n = 1 · n. Odtud plyne: Číslo 1 je deli
lné jediným pfirozeným číslem, a to sebou samým. Libovolné pfirozené číslo n > 1 

j ' delitelné číslem 1 a sebou samým, temto dvema delitelum se ľíká samozrejmí 
( triviální) delitelé čísla n. 

Každé pfirozené číslo n > 1, které je delitelné jen číslem 1 a samo sebou, tj. má 
práve jen dva delitele 1 a n (tj . samozrejmé delitele), se nazývá prvočíslo . Každé 
pfirozené číslo n > 1, jež není prvočíslem (tj. má alespoň tfi ruzné delitele), se 
nazývá složené číslo . Číslo 1 není ani prvočíslem, ani číslem složeným. 

Prvočísel j e nekonečne mnoho (dôkaz t éto existenční hypotézy viz v kap. 1.1) . 
J sou to napi-. čísla 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 , 29 , 31 , 37, 41, ... Blažená čísla 
jsou všechna ostatní pf irozená čísla krome čísla l. Jsou to tedy napi-. čísla 4, 6, 8, 
9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20 , 21, 22, 24, 25 , 26, 27, 28 , 30, . .. 

Poznámka. J ednoduchou metodou pro nalezení všech prvočísel menších než dané pi'i
rozené číslo n je t zv. Eratosthenovo síto: Nejprve napíšeme uspofádane podle velikosti 
všechna p.firozená čísla od 2 do n . P onecháme první z nich, tj. prvočíslo 2, a vyškrtneme 
všechny jeho následující násobky ( tj . každé druhé číslo) . P rvní neškrtnuté čís lo je 3, což 
je prvočíslo , které ponecháme a vyškrtneme všechny jeho následující násobky (tj. každé 
tretí číslo) . První další neškrtnuté číslo je 5, což je prvočíslo, jež ponecháme a vyškrt
neme všechny jeho následující násobky (tj. každé pát é číslo). Obdobne postupujeme pro 
další nevyškrtnutá čísla , dokud je to možné. Zbylá nevyškrtnutá čís la jsou práve všechna 

prvočísla menší než n . 

Príklad 
Naleznet e všechna prvočísla menší než 20. 
ll ešení 
Užitím Erat osthenova síta postupne dospív"áme k výsledku: 
2, 3, )l, 5, f5 , 7, ~, }1, lj) , 11, Jfa , 13, 1/1, lp , 1,ô, 17, 1~, 19, '2fJ . 

Vyjádrení složeného čísla ve tvaru součinu jeho delitelu vetších než 1 se ľíká 
rozklad složeného čísla (v součin pfirozených čísel). Speciálne rozklad složeného 
čísla v součin prvočísel se nazývá prvočíselný rozklad složeného čísla. Prvočísla 
v tomto rozkladu se nazývají prvočinitelé. 

Príklady prvočíselného rozkladu složených čísel 

360 = 23 . 32 . 5, 11 484 = 22 
. 32 

. 11 . 29. 

Základní m etoda určení prvočíselného rozkladu složeného čísla n > 1 je založena 
na jeho postupném delení prvočísly p = 2, 3, 5, .. . menšími než n . (Pfi tom 
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.k Ii pľiroz nó č.í slo n > 1 složené číslo, pak je delitelné alespoň jedním prvočís-
11"111 71 , pro ktcré platí 

p~fo,. 

v ' domme si také, že na základe obmeny této vety lze zjistit, zda dané pfirozené 
í l n > 1 je prvočíslo : 

Nn 11í- l.i prirozené číslo n > 1 delitelné žádným prvočíslem p, pro které platí vztah 
11 /ii , pak n je prvočíslo. 

Pfíklady 
zh dnete, zda daná pfoozená čísla a) 437, b) 449, c) 5 547 jsou prvočísla nebo 

Hl ž ná čísla , a ve druhém prípade určete jejich prvočíselný rozklad. ' 
" ní (na základe uvedených vet) 

~t) r íme v'437 = 20,9 . Protože 20 není prvočíslo , zjišťujeme delitelnost čísla 437 
1 rvočísly p ~ 19; 437 : 19 = 23 =? 437 = 19 · 23. (Tento prvočíselný rozklad 
lze též nalézt v Matematických, fyzikálních a chemických tabulkách pro strední 
školy). 

1 ) ypočteme v'449 = 21,2. Overíme: číslo 449 není delitelné žádným prvočíslem 
1~ ~ ~9 ,* 449 je ~rv?číslo. (To mužeme také pi'ímo zjistit v Matematických, 
(yz1kalmch a chemickych tabulkách pro strední školy.) 

") J5 547 = 74,5 , proto overujeme delitelnost čísla 5 547 prvočísly p ~ 73. Zjišťu
.i me 5 54 7 : 3 = 1 849 a vl 849 = 43' t akže 5 54 7 = 3 . 43 2. 

J estliže v prvočíselných rozkladech prirozených čísel uspoľádáme základy moc-
1in pr~o~ís~. vzest~~~e, pak je takový zápis prvočíselného rozkladu jednoznačný 
ľO lcazde pnrozene c1slo. Tuto skutečnost vyjadruje veta: 

'./J1kladní veta aritmetiky 
l\aY.cl ' prirozené číslo n > 1 lze zapsat jediným zpusobem ve tvaru 

n _ T1 T2 Tk 
- P1 · P2 · · · · · Pk , 

kele 1) 1 < P2 < ... < Pk jsou prvočísla a r 1, r 2 , ... , rk pfirozená čísla. 

oznárnka. Základní veta aritmetiky platí pro každé pi'irozené číslo n > 1, tedy speciálne 
pro prvočíslo n , kdy n = P1 (k = 1, r1 = 1). Významný je ovšem pi'edevším prvočíselný 
Jzl l d složených čísel n podle t éto vety. 

( 

Společným d elite lem pfirozených čísel n1, n2, . . . , nk nazýváme každé pfi
rn:t.ené číslo , jež je delitelem každého z nich. Ten ze společných delitelu, který je 
v< Liíí než všichni ost atní společní delitelé, se nazývá nejvetší společný delitel 
.ÍH 1 n 1, n 2, ... , nk a označuje se D (n 1, n 2, . . . , n k)· 

Včly o spo lečných delitelích pfirozených čísel 
V.J. Je-li číslo d společným delitelem pfirozených čísel ni, n2, pak je také de

litelem čísla kini + k2n2, kde ki, k2 jsou libovolná pfirozená čísla, a pro 
kini > k2n2 je delitelem čísla kini - k2n2 . 

Speciálne: Je-li d společným delitelem čísel ni, n2, pak je též delitelem 
jejich součtu ni + n2 a rozdílu ni - n2 (pro ni > n2)· 

V.2. Jsou-li n
1

, n 2 pfirozená čísla ad je společným delitelem čísel n1 , ni+ n2 , 
resp. ni - n 2 (pro ni > n 2), pak je také delitelem čísla n2· 

V.3. Je-Ii číslo d delitelem alespoň jednoho z pfirozených čísel ni, n2 (tj. 
d 1niVd1 n 2), potom je též delitelem jejich součinu nin2 . 

v.4. Je-li číslo d společným delitelem pfirozených čísel ni, n2, pak jejich součin 
je delitelný d2

. 

Poznámky. 
1. Obrácená veta k vete V.1 neplatí , jak ukazuje protipl'íklad: Číslo 5 je delitelem součtu 

6 + 9, avšak pritom není delitelem ani jednoho ze sčítancu 6, 9. 

2. Také obrácená veta k vete V.3 neplatí , jak ukazuje protipl"íklad: Číslo 6 je delitelem 
součinu 3 . 4, avšak pritom není delitelem ani jednoho z činitelu 3, 4. 

3. Ani obrácená veta k vete V.4 neplatí , jak plyne z protipfíkladu: Číslo 2
2 

je delitelem 
součinu 3 . 8, a pritom číslo 2 není delitelem činitele 3. 

Základní m etoda určení nejvetši1w společného delitele pfirozených čísel 
ni, n 2 , ... , nk je založena na následující vete: 

V.5. Nejvetší společný delitel D(ni , n 2 , ... , nk) je roven součinu mocnín tech 
prvočísel, která se vyskytují zároveň ve všech prvočíselných rozkladech čísel 
ni , n

2
, . . . , nk, pfičemž za mocnitel každého prvočísla se bere nejmenší 

mocnitel vyskytující se u tohoto prvočísla v rozkladech čísel ni, n2, ... , nk· 

Príklad 
Máme určit nejvetšího společného delitele čísel ni = 2 604, n2 = 1 836. 

tlešení 
Provedeme prvo číselné rozklady čísel ni, n2. 
ni= 22 . 3. 7 · 31, n 2 = 22 ·33 ·17 a odtud určíme D(ni , n 2) = 2

2 
· 3 = 12. 
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IJ dl ll (:(i ( III 

l 'oznámka. Termín a lgor itmus znamená pos tup s presné pop:;anými kroky, který vede 
l o ti Lanovcu mu Hi. 

II. ú". .J sL li.žc p:ro pľirozená čísla n 1 , n 2 platí 

n1 = kn2 +z, kde k E N0, z E N, 

pak každý společný delitel čísel n 1 , n 2 je také delitelem čísla z a každý 
společný delitel čísel n 2 , z je delitelem čísla n 1 , tj. společným delitelem 
vísel n1, n2. 

/Hls ledek: Nejvetší společný delitel čísel n 1 , n 2 je roven nejvetšímu společnému 
df> liLeli č.ísel n 2 , z : D(n1, n2) = D(n2, z ). 

Eukleiduv algoritmus: Pfi určování nejvetšího společného delitele D(n
1

, n
2

) 

lv u pľirozených čísel n1 > n2 nejprve delíme vetší číslo n 1 menším číslem n2, 
p tom menší číslo n2 zbytkem prvního delení z i, dále první zbytek z

1 
delíme zbyt

l m druhého delení z2 a obdobne pokračujeme t ak dlouho, až dostaneme podíl 
l z zbytku. P ak podle uvedeného dusledku vety V.6 pro hledaného nejvetšího 
ti p l čného delitele D(n1, n 2) platí D(n1, n2) = D(n2 , z1) = D(z1, z

2
) = ... = 

(z-r - 1, Zr) = Zr, kde Zr je poslední nenulový zbytek pfi postupném delení. 

I oznárnka. Užití Eukleidova algoritmu k určování nejvetšího společného delitele 
( n 1, n 2) je zvlášte vhodné pro velká čísla n 1 , n2 , pro která by by! obtížný prvočí

H !ný rozklad, zatímco delení čísel se provádí jednoduše pomocí výpočetní techniky. 

P ríklad užití Eukleidova algoritmu 
Máme urči t nejvetšího společného delitele čísel n 1 = 42 336, n 2 = 11 340. 

e ní 

I osLupným delením podle Eukleidova algoritmu dostáváme: 

42 336 = 3. 11 340 + 8 316 

11 340 = 1 . 8 316 + 3 024 

8 316 = 2. 3 024 + 2 268 

3 024 = 1 . 2 268 + 756 

2 268 = 3. 756 

1 Lucl plyne, že D( 42 336, 11 340) = 756. 

Pľirozená čísla n1 , n 2, ... , nk která mají alespoú jedno ho společného delitele 
rt > l , se nazývají soudelná čísla . Nemají-li prirozená čísLa n 1 , n 2 , ... , nk žád-
11 :li o společného delitele d > 1, tj . když je D (n1 , n 2 , , •• , nk) = 1, fíká se jim 
ll ud Iná čísla . 

P íklad 

Jl ru N určete všechny rozklady čísla 60 na součin dvou čísel a) nesoudelných, 
Ii) H<H tdčlných. Kolík je takových rozkladu, nepfihlížíme-li k poradí činitelu? 
r 11 

( 

JíHl GO j 1 rn N cl liL ln ísly 1, 2, , 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 , 60 , t· kžc: 
n) jch r ~1 Ja ly v sou in clvojic nesoudelných ísel jsou č tyľi 60 = 1 · 60 = 3 · 20 = 

= 4. 15 = 5. 12, 

i>) r zklady v ·oučin dvojic soudelných čísel jsou dva 60 = 2 · 30 = 6 · 10. 

Společným násobkem pfirozených čísel ni, n2, ... , nk nazýváme pfirozené 
c fi.110, jež je nejakým násobkem každého z nich. Ten ze společných násobku, který je 
111cnší než kterýkolijiný společný násobek, se nazývá nejmenší společný násobek 
<'ÍHcl n 1, n2 , . .. , nk . Označuje se n(n1, n2 , ... , nk)· 

Základní metoda určení nejm enšího společného násobku pfirozených čísel 

n t, n 2 , . .. , nk je založena na vete: 

N jmenší společný společný násobek n(n1, n2, . .. , nk) je roven součinu moc-
11 in všech prvočísel , která se vyskytují alespoú v jednom prvočíselném rozkladu 
cí el n 1 , n 2 , ... , nk, pričemž mocnitel každého prvočísla je nejvetší mocnitel 
vy kytující se u tohoto prvočísla v rozkladech čísel n1 , n2, .. . , nk · 

Príklad 
Máme určit nejmenší společný násobek čísel n 1 = 2 604, n2 = 1 836. 
~ešení 
Na základe prvočíselných rozkladu čísel n 1 = 22 · 3 · 7 · 31, n2 = 22 · 33 · 17 určíme 

n(n1 , n 2 ) = 22 
· 33 

· 7 · 17 · 31 = 398 41 2. 

J e-lijiž dfíve vypočten nejvetší společný delitel D(n1 , n2), napr . pomocí Euklei
clova algoritmu, pak nejmenší společný násobek n(n1) n2) mužeme určit jednoduše 
užitím vety: 

Pro každou dvojici pfirozených čísel n1, n2 platí 

Príklad 
Máme určit nejmenší společný násobek n(n1, n2) čísel n1 
víme-li (viz príklad k vete V.5) , že D(n1 , n2) = 12. 
(lešení 
Z uvedeného vzorce plyne: 

2 604, n2 

2 604. 1 836 = 398 412 
12 

1 836, 
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. fo-li v IIC'j akém ČÍHcluém oboru proveditelná určitá op rac<' bez omezeuí, fíkárne, 
Zt' Lc'nto ČÍS lný obor je uzavrený vzhledem k d ané operaci. 

učet a součin každých dvou pi'irozených čísel je pi'irozené číslo , a tedy 
v b ru N jsou operace sčítání a násobení proveditelné bez ornezení. 

Platí tedy veta: 

Obor pi'irozených čísel je uzavrený vzhledern k operacírn sčítání a násobení. 

Avšak rozdíl a - b čísel a, b E N je pfoozenýrn číslern tehdy a jen tehdy, když 
a > b, podíl a : b je pi'irozenýrn číslern , práve když a je násobkern b v oboru N. 
T dy obor N není uzavrený vzhledem k operacírn odčítání a delení. 

2.3 Obor celých čísel 

Uzavi'enosti číselného oboru vzhledem k operaci odčítání lze docílit rozšíi'ením 
boru prirozených čísel N na obor celých čísel Z, který obsahuje pfirozená čísla 

( lá kladná čísla) , nulu a celá záporná čísla (- 1, -2, - 3, .. „ tj. čísla opačná 
l l fäozeným číslum). Celá čísla umožňují vyjádi'it nejen počty prvku konečných 
množin , ale též zmeny (pi'írustky a úbytky) techto počtu apod. 

Základní početní operace a k nim inverzní operace v oboru celých čís e l patrí 
l z kladním poznatkum matematiky již na základní škole. Pi'ipomeneme proto jen 
stru n v známé definice: 

Pro každé a, b E N je a+ (- a) = O, - a+ (-b) = -(a+ b), a + (- b) = a - b, 
n · O= O, (- a)· (- b) = ab, (- a)· b = - ab. 

Zbytkové tvary celých čísel 

Zobecnéním vety o zbytkovém tvaru pi'irozeného čísla (kap. 2.2) je následující 
v ta: 

Vc'rlr1, o zbytkovém tvaru celého čísla 
1( aždé celé číslo a lze vyjádi'it pomocí libovolného pi'irozeného čísla b práve jed-
11 í m z výrazu 

bk, bk + 1, bk + 2, ... , bk + (b - 1), kde k~E Z, 

l..i . vl' tvaru a = bk +z, z E No, O ~ z< b. 

bel bne jako v prípade pi'irozených čísel (kap. 2.2) se pak i'íká výrazu bk + z 
z tk vý tvar čísla a (pro dané b) , číslu z zbytek atd. 

V 'í /.Jlad '11 1J.i td·1· 11,1, l ,ho í la v zby·tkov m 'tvar·u 
l,il v )n •I í l n,, pr n ž l ri d 1 ní zv 1 ným íslem b = 7 dostáváme zbyt k 
z = 6, má zbytkový tvar vyjádfen zápis m a = 7k + 6, kde k E Z. Tak napi'. 

= 7 . (- 13) + 6 . 

litelnost v oboru celých čísel 

V oboru Z pro libovolnou dvojici celých čísel a, b i= O definujeme: 
Č:íslo a je d elitelné číslem b, práve když existuje takové celé číslo k, že platí 

11, = bk , tj. když číslo a je násobkem čísla b. Obdobne jakov oboru N (kap. 2.2) 
pnk též i'íkáme, že číslo b je d e lite lem čísla a nebo že číslo b delí číslo a. P íšeme 
b J a„ A negaci vyjadrujeme zápisem b % a. 

ríklad 
''ísla 4 a -4 mají práve šest celočíselných delitelu: 1, - 1, 2, - 2, 4, - 4 . Píšeme 

l 1 4, ... ) - 4 1 4; 1 1 - 4 , ... ) -4 1 -4. 

Čísla 1, - 1, a, - a se nazývají samozrejmými (triviálními) deliteli čí

Hcl a, - a v oboru Z. 
Sudé číslo je každé číslo , které je delitelné dvema. Lze je vyjádi'it ve zbytkovém 

tvaru a= 2k , kde k E Z. Liché číslo je každé celé číslo , které není delitelné dvema. 
Lze je vyjádi'it ve zbytkovém tvaru a = 2k + 1, k E Z, resp. ve tvaru a = 2k - 1, 

kde k E Z. 

U zavrenost oboru celých čísel vzhledem ke sčítání, odčítání 
a násobení 

V oboru Z jsou bez omezení proveditelné operace sčítání , násobení a odčítání, 
Lj. součtem, součinem i rozdílem libovolných dvou celých čísel je opet celé číslo . 
Avšak neplatí to pro podíl celých čísel. 

Tyto skutečnosti vyjadrujeme vetou: 

Obor celých čísel je uzavrený vzhledem k operacím sčítání, násobení a odčítání. 
Není však uzavrený vuči operaci delení. 

2.4 Obor racionálních čísel 

Abychom docílili uzavi'enosti oboru čísel vzhledem k operaci delení (číslem ruz
uým od nuly), rozširuje se obor Z na obor racionálních čísel Q. 

Racionální čísla v porovnání s celými čísly, jež jsou jejich speciálním prípa
rlem, dovolují navíc vyjádfit údaje o počtech dílu určitého celku, o jejich zmenách 
(pi'írustku nebo úbytku) apod. p 

Racionáln í číslo je každé reálné číslo , které lze zapsat ve tvaru zlomku - , q 

kde p je celé číslo a q je pi'irozené číslo . 

Pritom takový zlomek není jediný, neboť ho lze vždy upravit. Úprave zlomku 

: ~~ , kde k i= O je celé číslo, 
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1.' m 11 nul 
<lnz:i 8 mí zlornl. y, jimiž he zapt:>at ur it raci n ln Hl , iHLnje l ráv j d n 

11 lornr.l , jeliož iLatel je nesoudčlný s jmenovatelem ; ľíkfo n ', že j im je racionální 
í Jo z p sáno v základním tvaru. 

Plriklady zápis·ú racionálních čísel v základním tvaru 

1 1 - 1 2 2 - 2 11 11 - 11 5 - 5 
3' ' 7' -- -

' 
- -

' 
5 = - -5=-3 3 7 7 10 ' 10 10 1 ' 1 

porádání a operace v oboru racionálních čísel 

Racionální čísla vyjád:fená zlomky ľ. , !:. porovnáváme pomocí součinu ps , qr 
q s 

( Lzv. součinu „kľížem" ) na základe vety: 

Nc:cbť p, r jsou libovolná celá čísla, q, s prirozená čísla, pak platí 

p r 
- < - {=} ps< qr, 
q s 

p r 
- = - {=} ps = qr, 
q s 

ľ. > !:. {=} ps > qr. 
q s 

I známka. Zlomky též mužeme upravit na společného jmenovatele a porovnat čitatele 
získaný h zlomku. 

P ríklady porovnávání racionálních čísel vyjádrených zlomky 

Máme usporádat podle velikosti čísla ~ , !___. 
8 12 

ní 

! . zpusob - porovnání čísel pomocí součinu „krížem" na základe výpočtu jejich 
rozdílu: 

5 7 5 . 12 - 7 . 8 = 4 > o ==;. 5 . 12 > 7 . 8 ==;. - > -
8 12 

zpusob - porovnání čísel prevedením zlomku na společného jmenovatele: 

5 15 7 14 5 7 
8 = 24 ) 12 = 24 ==;. 8 > 12 

Základní a inverzní početní výkony s racionálními čísly vyjád:fenými 
z lo1nky se provádejí podle následujících vzorcu: 

p r ps+ rq 
-+-=---
q s qs 

ľ..":_ = pr 
q s qs 

p r 

q s 
p r 

q s 

ps -rq 

qs 
p s 
q r 

P8' 
qr 

Pfitom pla tí: Výsledky operací sčítání , odčítání , násobení a delení racionálních 
.ísc l nezávisí na tom, kterými zlomky (z množiny všech sobe rovných zlomku) jsou 
r t :ionální čísla zapsána . 

(i8 

( 

J 'm1irtl.1tjl<' 1nw ·idlo dút t i/. , p1' výpo eln vmxi: 

ľ11 k 11<l i• · 1,„ ""''""<\ pr• :d vii <' 11 1i opernc<e1r1i s ra.e iouálními čís l y z·:i.psaaý mi zloruky 
1wjprv,: kr;í.l.í111c. ' l h k<~ výsled né rac ioná lní čí slo ve tvaru zlomku prevádíme často 
111 :1C-.·11í111 11 a j eho J1:1.kl adní tvar. 

/) · klad výpočtu s racionálními čísly ve tvaru zlomku 

( ~ + ~ ): ~ = 10:9 : ~ = 1:. ~ = 1; . ~ 19 
21 

~ yj á d:fení racionálních čísel desetinnými rozvoji 

Nejprve uvažujme desetinná čísla , tj . racionální čísla, která lze vyjádfit v roz
vinutém zápisu ve tvaru 

( 
a1 a2 an ) 

a = ± ao + 10 + 102 + ... + 10n ' (1) 

k lc a0 E N0 a ai E N0 (i = 1, 2, ... , n), O ~ ai ~ 9. Prakticky se místo zápisu (1) 
11 7. ívá zkrácený zápis 

(2) 

Symbolu na pravé strane rovností (1) , (2) se i'íká konečný (ukončený) dese
Linný rozvoj , v prípade (2) se užívá též název n-místné desetinné číslo. Čárka 
v clesetinném rozvoji (2) se nazývá desetinná čárka; o číslici a; se i'íká, že je 
11 1. i-tém desetinném míste (za desetinou čárkou) nebo že je číslicí (cifrou) 

·ádu - i Číslo 10-i = ~ se nazývá jednotka rádu - i; jednotce rádu - 1 se ríká . 10' 
desetina, jednotce fadu - 2 setina, jednotce rádu - 3 tisícina atd. 

P latí veta: 

1 acionální číslo dané zlomkem ľ. v základním tvaru predstavuje desetinné číslo 
q 

(tj . lze je vyjádfit konečným desetinným rozvojem), práve kclyž q = 2r · 58
, kde 

.„, s E No. 

Symbolu ± a0,a1a2 ... an . .. , ve kterém ao E No , a., E {O, 1, 2, . . . , 9} (i = 
1, 2, ... , n , .. . ) a v nemž se od jistého indexu j + 1 (j E N0 ) počínaje opa

kuje určitá skupina (uspofádaná k-tice) cifer a.i+laí+2 . .. aj+k, se ríká neko
n čný (neukončený) periodický desetinný rozvoj. Opakující se skupine cifer 
ní+1aj+2 ... aJ+k se i'íká perioda desetinného rozvoje; píše se nad ní pruh. 
Nekonečný periodický desetinný rozvoj , jehož perioda začíná od indexuj+ 1 = 1, 
se nazývá ryze periodický, zapisuje se stručne ve tvaru ± ao ,a1a2 .. . ak. Peri
odický desetinný rozvoj , jehož perioda začíná až od indexu j + 1 > 1, se nazývá 
neryze periodický; zapisuje se ve tvaru ±ao,a1a2 . .. ajaj+laJ+2 ... aJ+ k a sku-
l ine cifer a 1a 2 . . . aj za desetinnou čárkou pred periodou aí+l aJ+2 .. . aí+k se i'íká 
pfodperioda desetinného rozvoje. 
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Veta o vyjádfení racionálního čísla desetinným rozvojem 
Každé racionální číslo lze vyjádrit jednoznačne ve tvaru konečného desetinného 
rozvoje nebo nekonečného periodického desetinného rozvoje. 

Veta obrácená 
Každý konečný desetinný rozvoj nebo nekonečný periodický rozvoj vyjadruj(• 
práve jedno racionální číslo. 

Desetinný rozvoj racionálního čísla daného zlomkem '!!_ dostaneme delením j l111 

čitatele p E Z jmenovatelem q E N. q 

Príklady vyjádrení racionálních čísel zadaných ve tvaru zlomku kon"'' 
nými nebo nekonečnými periodickými rozvoji 

1 
2 = 0,5, 

1 -3 = 0,333 ... = 0,3, 
23 -
12 = 1,916 6 ... = 1,916 

Praktický postup, jímž naopak k danému nekonečnému ryze nebo neryze p ric, 

clickému rozvoji určíme príslušné racionální číslo ve tvaru zlomku '!!_, p E Z, q G N, 
q 

je založen na užití vzorce pro součet konvergentní geometrické nekonečné facly ( v11, 

kap. 6.3). 

l oznámka. Pritom se ukazuje, že nekonečný periodický desetinný rozvoj s p ri ,11„11 

ob ahující samé devítky predstavuje totéž racionální číslo jako konečný desetinný rrnw„I 
( d . tinné číslo) , který dostaneme vynecháním periody 9 a zvet šením pi'edchozí cifr 1 1 1 ' 
proto periodické desetinné rozvoje s periodou 9 vylučujeme ze svých úvah. Za t< ol1"1" 
t fodpokladu má každé racionální číslo práve j eden desetinný rozvoj. 

Kladná racionální čísla zapsaná clesetinnými rozvoji porovnáváme podl v„11 
l os ti cifer nejvyššího i'áclu, v nichž se obe čísla liší. 

Pdldad 
7 14 3 5 

spoi'áclejte podle velikosti čísla - , - , - , - . 
16 37 8 12 

ní 
ná racionální čísla bychom mohli porovnat prevedením zlomku na p k u111•li 11 

jm novatele, jednodušeji je však porovnáme pomocí jejich desetinných r z 0Ji1 

7 
16 = 0,437 5, 

14 -
37 = 0,378, 

3 
8 = 0,375 , 

5 - 3 14 5 
- = o 416 :=;. - < - < -
12 , . j3 37 1 III 

1ak početní výkony s racionálními čísly lze provádet 'užitím j ejich d · ./,1•111111• /1 
rozvofu. V praxi e obvykle počítá s konečnými desetinnými rozvoji , j ž pľ rl11, 11' 1111 
l s Linná čí la nebo zaokrouhlená racionální čísla. 

P 1íklady 
La u ind · tinný h í l a) 0,2" ; 0,12, b) 0,37"; ,12. 

- 0,37; 0,21': ' 0,1 = 0,03 

( 
1 

1 ', l . fonost oboru racionálních čísel vzhledem ke sčítání, 
• • 1 , t ' ní, násobení a delení 

, cm · t, rozdíl a součin libovolných dvou racionálních čísel je opet racionální 
' l , Lftk , podíl libovolného racionálního čísla a racionálního čísla ruzného od nuly 

1 1 ~ onální číslo. 

' ľ, Lo skutečnosti vyjadrujeme vetou: 

1 11 1• ,, r;1.cionálních čísel je uzavrený vzhledem k operacím sčítání, odčítání, náso-
1„ 111 :i, d' lení (s výjimkou delení nulou). 

Obor reálných čísel 

ru racionálních čísel Q jsou bez omezení proveditelné operace sčítání, ná
l lení číslem ruzným od nuly a také umocňování libovolným pi'irozeným 

111 1 11 L l mt. Avšak v oboru Q není proveditelné bez omezení odmocňování klad-
,, ' 11 He 1, tak napr. J2, J3 (pi'edstavující velikost úhlopi'íčky čtverce o jednotkové 

I • 111t n v likost úhlopi'íčky krychle o jednotkové hrane) nejsou racionální čísla. 
1, 11 11 1 Lcrých úseček nelze tedy vyjádi'it racionálními čísly. Tyto i další duvody 

1 žadavku rozšíi'it obor Q racionálních čísel na obor reálných čísel R, 
. jaclfojících číselné hodnoty délek všech úseček (pfi zvolené jednotkové 

1 ~ H •! k nim opačných a nuly. 
\ l čísla jsou jednak racionální čísla, která se dají vyjádi'it ve tvaru 

11 11 H ccločíselným čitatelem p a prirozeným jmenovatelem q (kap. 2.4), 
1/ 

•l nální čísla, jež nelze vyjádi'it v tomto tvaru. 

ľ 11 l. l 111lj iracionálních čísel 
, , fí, /7, n (Ludolfovo číslo pi'edstavující podíl délky libovolné kružnice 

i' l, 1 l'LHJ ru). 

á lných čísel desetinnými rozvoji 

čísla lze charakterizovat jejich vyjádi'ením desetinnými rozvoji 
llHLavč: Každé iracionální číslo a je vyjádi'eno nekonečným (ne-

11 1 ) n periodickým desetinným rozvojem, tj. symbolem tvaru 
, , • 11„ • .. , kde a0 E N, ai E {O, 1, 2, ... , 9} (i = 1, 2, .. . , n, ... ), 

111 one ·11 mnoha cifrách ai se žádná skupina cifer neopakuje. Píšeme: 

isel nekonečnými neperiodickými desetinnými rozvoji 



P ·U.;lady d a tinny h 1·ozv j u fra ionáhbí h 

12 = 1,414 213 562 . . . ) v'3 = 1,7· . . . ' a . 

Véta o vyjádfení reálného čísla desetinným rozvojem 
Každé reálné číslo lze vyjádht jako desetinný rozvoj. Pritom píih7.e11í r<' ľil11 ,vd1 

čísel a desetinných rozvoju je vzájemne jednoznačné , pokud pfi vyjadrnvľ1.111 111 

cionálních čísel vyloučíme periodické rozvoje s periodou 9. 

Daným desetinným rozvojem libovolného reálného čísla a jsou určeny j h rl1 1l11I 
a horní desetinné aproximace (približné hodnoty): 
a) Pro kladné číslo a = a0 ,a1a2 ... an ... jsou desetinným rozvojem ur n. L.Y I" 

dolní desetinné aproximace an ,d a horní desetinné aproxima 11 , , 1, 

rádu n (n E No): 

ao,h = ao + 1, 
1 

a - a +n, h - n,d ion (n E N) . 

b) Pro záporné číslo a = - a0 ,a1a2 . .. an . . . jsou desetinným rozvojem ur ·u11v 
tyto dolní desetinné aproximace an,d a horní desetinné aproximace (1,„ ,11 

rádu n (n E No): 

an,d = -laln,h, an,h = -la ln, d, 

kde laln,d, laln,h jsou dolní, resp. horní desetinné aproximace absolutní hod 01.y 

čísla a rádu n. (Definici absolutní hodnoty lai reálného čísla a viz na str. 77. 

1 
c) Pro a = O klademe and= O, an h = - (n E No). , , 10n 

Odtud bezprostredne plyne často používaná véta: 

Pro každé reálné číslo a, jehož dolní desetinné aproximace rádu n jsou a„„ ,i 
a horní desetinné aproximace rádu n jsou an,h, platí nerovnosti 

PŤÍklady dolních a horních desetinných aproximací reálného čísla da
ných jeho desetinným rozvojem 

a) Pro kladné iracionální čí slo 12 = 1,414 213 56 .. "jsou desetinným rozvoj e111 
dány dolní desetinné aproximace: 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,414 2; 1,414 21; ... , 
horní desetinné aproximace: 2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,414 3; 1,414 22; ... , pro n ~ 

platí nerovnosti (o jej ich platnosti se lze pľesvedčit umocnením): 1 < V2 < 2, 
1,4 < V2 < 1,5, 1,41 < V2 < 1,42, 1,414 < V2 < 1,415, 1,414 2 < V2 < 1,414 3, 
1,414 21 < V2 < 1,414 22, .. . 

72 

iw1 ' 111 n '/J 1 

ima · : - ; - 1/; - 1,<J ; - 1,'1 ; - 1 '1 0; 
l ,414 2; a horní <les tinn apro. imac : - 1; - 1,4; - 1,41; - 1/1111; 
1,414 2; - 1,414 21; ... , pro než platí ner vnosti: - 2 < -·12 < - L, 
l , < - 12 < - 1,4, - 1,42 < - 12 < - 1,41, - 1,415 < - 12 < - 1,414, 
l ,'114 3 < - V2 < - 1,414 2, - 1,414 22 < - 12 < - 1,414 21, . .. 

l '. ) t' vnávání r eálných čísel, sčítání a násobení reálných čísel vyjádr ných 

,i, tinnými rozvoji 
~ rovnávání reálných čísel vyj ádľených desetinnými rozvoji se definv.j 

1 "\ L : 
.Jsou-li a = a0 ,a1a2 .. . an .. . , b = b0 ,b1b2 ... bn . . . kladná čísla, pak pr 

"' pl tí nerovnost a > b, práve když existuje takové číslo n E No, že je ao = bo , 
111 = b1 , ... ) an- 1 = bn-1, an > bn · 

Js~u- li a = - a0 ,a1a2 ... an ... , b = - b0 ,b1b2 . .. bn ... záporná čísla, pak pr 

'" pla tí nerovnost a> b, práve když lai < lbl. 
čítání a násobení reálných čísel vyjádľených desetinnými rozvoji je zalo-

1 110 na techto definicích: 
Nechť a, b jsou reálná čísla s dolními a horními desetinnými aproximacemi an,d, 

· 11 ,h, bn,d, bn,h (n E No). , , . 
oučet a + b je reálné číslo , pro ktere plati nerovnosti 

an,d + bn,d ~ a + b ~ an ,h + bn,h pro každé n E No. 

Součin ab kladných čísel a, b je kladné číslo , pro které platí nerovnosti 

an,dbn,d ~ ab ~ an ,hbn ,h pro každé n E No. 

J sou-li obe čísla a , b záporná, pak 

ab = lai · lb l. 
Je-li jedno z čísel a, b kladné a druhé záporné, pak 

ab =-lai· lbl. 
Je-li aspoň jedno z čísel a, b rovno nule, pak 

ab = O. 

Jlfíklad sčítání a porovnávání iracionálních čísel 
l }rčete součet čísel V2, v'3 a porovnejte ho s číslem n. 

1/ešení 
V2 + v'3 = 1,414 213 5 .. . + 1,732 050 8 ... = 3,146 264 3 ... 

= 3,141 592 6 .. . =? V2 + v'3 > n 

Pro součet a součin reálných čísel lze dokázat vety: 

1 e-li součet reálných čísel iracionální číslo , pak alespoň jeden ze sčítancli je iracio
nální číslo. J e-li součin reálných čísel iracionální číslo , pak alespoň jeden z činite l ľ1 
j iracionální číslo. 

(Snadný je nepl'ímý dukaz techto vet, tj. dukaz jejich obmen vyjadfojících uz 
fenost oboru racionálních čísel vzhledem k operacím sčítání a násobení.) 
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álný ·h ín l vzhl ·tl ·u 1 l 1 'l' ·ru ... 1 1 

b ní a del -ní 

V b ru R jsou bez omezení proveditelné základní i inv nmí operace (vyjma 
l l ní nul u), což vyjadrujeme vetou: 

Obor rcál.ných čísel je uzavrený vzhledem k operacím sčítání, odčítání, násobení 
;~ d lc11Í čí slem ruzným od nuly. 

Na1 roti tomu součtem, rozdílem, součinem a podílem iracionálních čísel ne
musí být iracionální číslo, ale mliže jím být racionální číslo. Napr. vÍ2 + ( - v'2) = 

= vf2 - J2 = O, y'2 · j2 = 2, v'2 : v'2 = l. Tedy množina všech iracionálních 
ís l není uzavrená vzhledem k žádné z operací sčítání, odčítání, násobení a delení. 

Proto také není číselným oborem. 
Pri počítání s racionálními a iracionálními čísly vyjádrenými nekonečnými de

setinnými rozvoji se prakticky vždy tato čísla zaokrouhlují na určitý konečný po
t cifer . Velký význam z hlediska výpočetní praxe mají proto metody počítání 

s p:i'ibližnými hodnotami reálných čísel, o nichž pojednáme v samostatném článku. 
Nejprve se však venujeme shrnutí nejduležitejších vlastností reálných čísel. 

Základní vlastnosti reálných čísel 

Reálná čísla (prvky oboru R) mají základní (charakteristické) vlastnosti, jež 
js u vyjádreny následujícími základními vetami: 

Základní vety o vlastnostech operací sčítání a násobení v oboru R 

V{. Pro každá dve reálná čísla a, b platí 

\!.{{. 

v. ru. 

a+ b = b +a (komutativnost sčítání), 

ab = ba (komutativnost násobení). 

Pro každá t:i'i reálná čísla a, b, c platí 

(a+ b) + c = a+ (b + c) 

(ab)c = a(bc) 

Pro každá tri reálná čísla a, b, c platí 

( asociativnost sčítání), 

( asociativnost násobení). 

a(b + c) = ab+ ac ( distributivnost násobení vzhledem ke sčítám). 

:tríkLadní existenční vety v oboru R . \ . 

lf. / V V oboru R existuje práve jedno číslo O (nula) takové, že pro každé a E R 
platí 

a+ O= a. 
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V"'"'~''' J{ " X i ~ L 11j 1 • p di.V11 jc ~d11o d edo l (.ic:dna) Lalwvc\ Zl' prlo \w;;,d i' 

11, l l{ platí 
a ·l = a. 

Ke každému reálnému číslu a existuje v oboru R práve jedno opačné 
číslo - a takové, že 

a+ (-a) = O. 

V. VII. Ke každému reálnému číslu a -=f. O existuje v oboru R práve jedno pre
l 

vrácené číslo - takové, že 
a 

l 
a·- = 1. 

a 

Dusledky uvedených základních vet jsou tyto vety: 

V. l. Pro každá tfi reálná čísla a, b, c platí 

V.2. 

a = b <=? a + c = b + c, 

a = b ==? ac = bc; pro c -=f. O platí též ac = bc <=? a = b. 

Pro každá dve reálná čísla a, b existuje práve jedno reál~év č_íslo a- ~ ( r?~,díl 
čísel a, b v uvedeném poradí), a je-li b -=f. O, existuje pr ave Jedno realne c1slo 

~ neboli a : b (podíl čísel a, b v uvedeném poradí), pi'ičemž platí 
b 

a-b=a+(- b), 
a l 
b = a · b (b-=/- 0). 

V.3. Veta o nulovém so·učinu dvou reálných čísel l v • d . h ·e 
Součin reálných čísel a, b je roven nule, práve když a espon Je no z mc J 

rovno nule: 
ab = O <=? a = O V b = O. 

Poznámka. Všechny doposud uvedené vlastnosti mají nejen reálná čísla , ale též kom

plexní čísla, tj. prvky oboru C (kap. 2.8). 

p 0 reálná čísla (prvky oboru R) jsou krome vztahu rovnosti zavedeny též v~:ah~ 
r t• 'e menvsí než" (značí se <) je vetší než" (značí se > ), phcemz nerovnos 1: "J , , , , , 

platí a< b <=? b > a. Temito vztahy je dáno uspofadam v oboru R. 

Základní vety o uspofádání v oboru R 

Pro každá dve reálná čísla a, b platí práve jeden ze vztahU V. VIII. 

a < b, a = b, a > b. 
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Vl\' . ľr .. 1\;r. ~. cl :í . l.r•i rr·:rl11: 'r. r·í .-: l:r. u,, l! , ,. pl :r.U 

(a, iJ ) 1\ (iJ r) >rt r· 

a < ú => a + c < ú + c, 
( lnm,zi /." ·on u .'l / '", ·,.u nw 1:1/:i.), 

(a < b) 1\ ( c > O) => ac < bc. 

Jestl!~e chceme vyjádfit, že a < b nebo a = b, píšeme a ~ b ·e-li > b b 
a = b, p1seme a ~ b. - ' J a ne o 

Reálná čísla a > O se nazývají kladná čísla a < o záporna' CVI'sla > 0 , , V ' 1 < ' , a - ne-
zap~~na :Is a , ~ = O ~ek~~dná čísla. Množina všech kladných čísel se zn-;čí R+ 
n~nozma vsech zapornych Cisel R- ' množina všech nezáporny' ch čísel R+ m v· ' 
vsech nekladných čísel R() . o ' nozma 

Na základe uvedených vet V.VIII, V.IX lze odvodit tyto vety: 

V. ,( Pro každá čtyfi reálná čísla a, b, c, d platí 

(a < b) 1\ ( c < O) => ac > bc, 

(a < b) 1\ ( c < d) => a + c < b + d 
' 

(O < a < b) 1\ (O< c < d) => ac < bd, 
l l 

O<a<b =>- > -a b. 

V. /J. Sou čin r;ál~ých ~ísel a, b je kladný, práve když jsou bud' obe čísla kladná 
nebo obe zaporna: ' 

ab > O ~ (a > O 1\ b > O) V (a < O 1\ b < O) . 

Součin , re~lnýc~ čísel a, b je záporný, práve když jedno z nich je kladné 
a druhe zaporne: 

ab < O ~ (a > O 1\ b < O) V (a < O 1\ b > O). 

Dúsledek: Obdobná veta platí též pro podíl reálny' ch čísel a 
b' 

Základní veta o zobrazen í oboru R na pfímku 

VX. Existuje zobrazení množiny R na prímku, které má tyto vlastnosti: 

l. Je vzájemne jednoznačné , tj . 

a) obrazem každého reálného čísla je práve jeden bod prímk y, 
b) každý bod pfímky je obrazem práve jedno ho reálného čísla . 

2. Jsou-liv_a, b, c ~i~ovolná reálná čísla, pro než platí a < b < c, pak 
obraz c1sla b lez1 mezi obrazy čísel a, c. 

~ 

j . HL j i uz \ rl w zol rn:.-: rr 111 r dn ·h · H l, j ž lli 
, j Lz . "'ra fi l znázorn n í. r á lný h ·í " l na is ln o 

Lnl L : Zv lím 1 ľlmku o a na ní dva nJ.zné b ly O, J. B d , zvaný počát k , 
pre hl ~,sím za obraz čísla nula a bod J , nazývaný j ednotkový bod, zvolíme za 
1 l raz ísl jedna. Pfímce o ·e pak ľíká číselná osa; zpravidla se její poloha volí 
v d rovná (pričemž se pak značí x , resp. ox) a bod J na ní napravo od bodu O 
(obr. 2. 1) , nekdy se užívá svislá číselná osa (jež se obvykle značí y , resp. oy) a bod J 
H ' na. ní volí obvykle nad bo dem O. Každému reálnému číslu a pl'il'azujeme na 
':ís Iné ose bod A , zvaný obraz čísla a, pl' ičemž kladné číslo a se zobrazuje t akovým 
vuiti'ním bodem polopfímky OJ, že jeho vzdálenost od počátku O je rovna číslu a, 
záporné číslo a' se zobrazuje vnitl'ním bodem polopl'ímky opačné k poloprímce OJ, 
jchož vzdálenost od počátku O je rovna číslu - a'. (Poloprímce OJ se pro to fíká 
l ladná poloosa a poloprímce opačné k OJ záporná poloosa číselné osy.) 

IOA' I =-a' (a' < O) IOAI =a (a > O) 
x 

A'[a'J o J [l ] A[a] 

Obr. 2.1 

Vzhledem k tomu, že grafické znázornení reálných čísel na číselné ose je podle 
v č ty V. X zobrazení vzájemne j ednoznačné a zachová vá uspofádání , obrazy reáln ý ch 
·ísel na číselné ose se zpravidla označují týmiž symboly jako reálná čísla sama 
(obr. 2.2) . Často , napr. u funkcí (kap. 4), a zejména v matematické analýze (kap. 8), 
se o reálných číslech mluví jako o bodech číselné osy. 

la' l = 1- a l = lai 

a' = - a < O O l 

Obr. 2.2 

la - bi 
1<;1 ~ 

l ) 
b a 

x 
• 

Poznámka. Číselnou osu lze použít i pro zobrazení libovolné podmnožiny M množiny R 

(napr. množin N, N0 , Z, Q). Avšak v prípade, že M f= R, není t oto zobrazení vzájemne 
j ednoznačné, neboť pak vždy existuj í body číselné osy, které nejsou obrazem žádného čísla 

z uvažované množiny M. 

A bsolutní hodnota reálného čísla a její vlastnosti 

Duležitým pojmem je absolut ní hodnota r eálné ho čísla a, která se značí la i 
a je definována takto: 

lai = { a, ~ e-l~ a ~ O 
- a, Je-h a< O 

Absolutní hodnota nezáporného čísla je tedy číslo samo, absolutní hodnota zápor
ného čísla je číslo k nemu opačné . 

Na základe tét o definice lze odvodit vety vyjadl'ující významné vlastnost i 
ab solutních hodnot čísel z oboru R: 

77 



l ·, ly n ulo::lnn:: /, ·,·11 tt.hsnlu.l ru dr horln.ul n ·rr.l'!lydt. t'::: ,·l 
l 'r" kaY. cl /· n·;Í.I1 11 : d s ln u. plai.í 

l . 1(/.1 

:l. l 
:l. ;l,) 

h) 

c) 

· O, pri1\ ' 111 :Í, Jal O, pr{tv ~ .když rt =- O, 

ll, l l I t l 1 

lrtl - 1· > O, práve když a= r nebo a= - r (stručneji píšeme: a= ± r') , 

lai < 1·, r > O, práve když - 1· <a < r , 

lai > r > O, práve když a> r nebo a < - r. 
Pro každá dve reálná čísla a, b platí 

l . la± bi ~ la i+ Ibi (trojúhelníková nerovnost) , 

2. la±bi ~/ lai-I bi /~ ial-lbl , 
:1. ia- bi = lb- aJ, 
ti. Jab l = ia l Ibi , 

5. l ~ l = :~i pro b =l O. 

Geometrický význam absolutních hodnot reálných čísel: Na číselné ose predsta
vuje Jal vzdálenost obrazu čísla a od počátku , ia - bi vzdálenost obrazu čísel a, b 
(obr . 2. 2). 

Vety o absolutních hodnotách součtu a součinu lze rozšífit na libovolných n 
r álných sčítancu , resp. činitelu a 1 , a2,. ~. , an (n E N): 

Intervaly 

la1 + a2 +· . ·+ani ~ Ja1 J + ia2i +·· ·+lani 
Ja1 · a2 · · · · ·ani= ial l·iazl· ··· · lani 

Interval je každá taková množina reálných čísel , jejichž obrazy na číselné ose 
vyplňuj í její souvislou podmnožinu. (Stručne lze ríci, že intervaly predstavují libo
volné souvislé podmnožiny množiny R.) 

J ednotlivé druhy intervalu uvádíme prehledne v t abulce 2.4. 

Libovolný bod intervalu, který není jeho krajním bodem, se nazývá vnitrní 
bod intervalu. Pro kterýkoliv z omezených intervalu l s krajními body a, b, a < b 
(tabulka 2.4) se zavádí pojem délka intervalu, jíž se rozumí číslo d(l) = b - a 

l 
a stred intervalu s( l) = 2(a+ b). Krajním bodum intervalu se fíká též meze 
intervalu (dolní, horní). 

P rotože intervaly jsou speciální prípady množin, lze s nimi provádet množinové 
operace. 

P ríklad množinových operací s intervaly 
Máme určit sjednocení , prunik a rozdíly intervalu 11 = (-4; 1), 12 =(O; 2) . (V zápi
sech intervalu, j ejichž krajními body jsou čísla vyjádrená číslicemi , je vhodné mezi 
čísly psát stredník mís to čárky. ) 
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Definice 
Grafické znázornčn í Množina všech N zvy int rvalu Označení 

reálných čísel x , na číselné ose 
pro která platí: 

Interva ly omezené 
s krajními body a , b 
(a < b) 
u zavrený interval (a , b) a ~x~ b a b 
Otevfený interval (a , b) a <x< b -----<>--<>-a b 
Polo uzavrené (a , b) a ~x< b -----a b (polootevrené) (a, b) a <x~ b --o------

a b intervaly 
Intervaly neomezené (a, +oo) x~a 

a (zprava, resp. zleva) (a, + oo) x>a 
a 

s krajním bodem a (-oo, a ) x~ a 
a 

(-oo, a) x<a 
a 

Interval oboustranne (-oo, + oo) xE R 
R neomezený (množina R) 

Poznámka. Symboly +oo a - oo čteme: plus nekonečno a minus nekonečno . 

(l ešení (grafické znázornení je na obr. 2.3) 
11 u 12 = (-4; l ) U (O; 2) = (-4; 2) 
11 n 12 = (-4; l ) n (O; 2) =(O; l ) 
11 \ 12 = (-4; l )\ (O; 2) = (-4; O) 
12 \ 11 = (O; 2) \ ( - 4 ; l ) = (l; 2) 

- 4 o 
ll 

ll u 12 

11 nb 
ll \ 12 

Obr. 2.3 

2 x 

12 

12 \ ll 

A rchimedova vlastnost reálných čísel a princip v ložených 
intervalu 

v následujícím textu se zmíníme o vlast noste:h v~nož~ny vše.:h ;·eáln~c~ " ís l , 
které se na našich sti'edních školách zpravidla neuvadeJI , a vsak ma_JI zasadm vyznam 
pro teorii reálných čísel , a to i z hlediska stredoškolské matematiky. 

79 



\ 't'/!1, " 1\i'l'/u,//M 'Iin ut· ulu s /''"'''"' ,-,·ni·nyl'll r1.sd ( ; \r, ·/, 11 ," '"''' ' '" ' "' ' '/') 

l 'r" l ;,z.J,. r•·;'tl!u'· .-ísJ., fi. ;1. kaY.d• · .-ís lo li ·O ••xisi,IJj.· t;d" '"' ' priru Y.<'tll'· ds lu n , ·;, 1• 

pln,Lí 

nb a. 

Sp,·ci{dtt č (pro b = l) ke každému reá!nému číslu a exii:Jtuje pfirozené číslo n 
IJ(' i.ŠÍ II CY. ((,; 

n >a. 

l ''' "incip vložených intervalu 
<~.) .Iso u-li elána taková reálná čísla a. E R b · E R (i = l 2 n ) zve plat' 

" ' 2 ' ' • •• ' ' •• • ' l 

al ~ a2 ~ . .. ~ an ~ .. . ~ bn ~ ... ~ b2 ~ b1, 

pak existuje ( alespoň jedno) reálné číslo c, které je prvkem všech clo sebe 
vlož -ných intervalu (a-;, b;) (i= l , 2, . .. , n, . . . ): 

J, ) .l s tliže pro čísla a;, b; (i = l, 2, ... , n, . . . ) navíc platí že s rostoucím n 
rozclílľ bnv- an neornezene klesají k nule (tj . pro libovolne ~alé é > o existuje 
l~kove ~ ' ze bn - an < c ), pak existuje p;áve jedno reálné číslo c, jež je prvkem 
v~ech techto clo sebe vložených intervalu (a;, b;) (i = 1, 2, ... , n, ... ). 

Príklady k princípu vložených intervalu 

a) Nechť pro krajní body a;, b; clo sebe vložených intervalu (a;, b;) platí 
a; E (- oo, l ), b; E (2, + oo) (i = l , 2, . .. , n , .. . ), pak každé reálné číslo 
c E (1, 2) je prvkem všech techto clo sebe vložených intervalu (a;, b;) (i = 
= l , 2, ... , n, .. . ), obr. 2.4. 

i>) Nechť pro krajní body a;, b; clo sebe vložených intervalu (a; , b;) platí 
a; E (- oo, 1), b; E (1, + oo) (i = l , 2, . . . , n , ... ), pak práve jedno re
álné číslo c = l je prvkem všech techto clo sebe vložených intervalu (a b ) 
('i = l , 2, ... ' n, .. . ), obr. 2.5. ,, • 

o 

----~-------~~~~~~~-----l--1--~t -l __ _.~t--l ____ ~~l~~~l~~--1 ____ • a;E (- oo,l) Í Í b;E(2,+oo) 

a E (-oo, l ) 

cE (l , 2) 

Obr. 2.4 

C = l bn 

l l 

Obr. 2.5 

x 

b E (l ,+oo) 

:11 1m cit pdn ip pla l n j nv b ru R, a l t a l 1 ro v · clma ísla a, b > O v oboru Q. 
Nnpr Li Loulll prin ·ip v ložených intervalô je charakteristický práve jen pro obor R. 

Nn priH ip u vl ž ný h intervalô je založeno vyjadfování reálných čísel nekonečnými 

ll' linnými rozvoji a početní operace s nimi (zajišťuje existenci a unicitu součtu 
t HO U inu). J e zákJadem mefenÍ skalárních fyzikálních veličin. 

:1 , : • m trická analogie Archimedova principu a principu vložených intervalu jsou též 
'/, l ladem pro rnerení úseček a pro grafické znázorňování reálných čísel na prírnce (veta 

kap. 2.1). 

1\.proximace reálných čísel, zaokrouhlování, pfibližné 
tmm rické výpočty 

V matematice, ve fyzice i v praxi se velmi často setkáváme nejen s presnými čí
J)nými údaji, ale také s jejich aproximacemi (pfibližnými hodnotami). Napr. 

, H Iné hodnoty veličin získané merením nebo výsledky výpočtu užitím tabulek či 

v.Ýl oč~tní techniky jsou prakticky témer vždy pfibližné, zatížené jistou chybou (ne
l fc:;nos tí). I v mno ha jiných situacích neznáme presný číselný údaj , ale jen interval, 
do kterého uvažované reálné číslo patrí. 

Víme-li, že pro reálné číslo a platí 

]ze považovat kterékoli číslo ä z intervalu (ad , ah) za aproximaci čísla a; píšeme 
rt ~ ä. (Čteme a je približne rovno ä) . Speciálne číslo ad se nazývá dolní aproxi
mace čísla a, číslo ah se nazývá horní aproximace čísla a, jejich aritmetickému 
príimeru as se ríká strední aproximace čísla a: 

C hybu (nepresnost) a - ä aproximace ä čísla a zpravidla neclovedeme určit , 

11t ôžeme však provést odhad její absolutní hodnoty la- äi pomocí čísla o: > O, pro 
kLeré platí 

ia - äi ~ a. 

I aždé takové číslo o: nazýváme odhadem absolutní chyby (nepresnosti) nebo 
kratčeji absolutní chybou (nepresností) aproximace ä čísla a. Aproximujeme
-li číslo a kterýmkoli číslem ä E (ad, ah), zrejme platí (obr. 2.6) 

la - ä l 
l x 

o l ad a as ä ah 

la - as i 
. .:..--..::. 

Obr. 2.6 
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la - al ~ ah - aa, 

LH1 ž za a: lz zíL d lku int rvalu (ah, ad) 

. st. dní aproximaci as dokonce platí (obr. 2.6) 

pr to s za absolutní chybu strední aproximace bere číslo 

Z dan ' strední aproximace a absolutní chyby určíme pak snadno dolní a horní 
pr -imaci: 

a= as± a, 

pr-i mž tento symbolický zápis nepredstavuje rovnost, ale znamená, že aproximo
. an ·íslo a leží v intervalu (as- a, as+ a). fl'itom v tomto zápise čísla a8 , a mají 

l dní číslici téhož rádu. Napr. zápis a = 4,3 ± 0,1 vyjadruje, že a E (4,2; 4,4), 
lobne zápis U= (6 ,0 ± 0,5) V značí, že 5,5 V;:; U;:; 6,5 V. 

b ·olutní chyba aproximace nevystihuje plne presnost, se kterou byla aproxi
m ·. určena (zmerena apod.). Napr. ze dvou zmerených délkových údaju d1 = 

= ( , O± 0,05) m, d2 = (8,00 ± 0,05) m je druhá délka zajisté určena s vetší pres
n stí než první a pl'itom absolutní chyba je v o bou prípadech táž. Zavádí se proto 
j t r elativní (pomerná) chyba o aproximace ii: 

jadruje se desetinným číslem nebo v procentech (kap. 2. 7) , udá vá pak, kolík 
rr ·ent z absolutní hodnoty aproximace a predstavuje absolutní chyba a . Ze dvou 

[ · imací je presnejší ta, která má menší relativní chybu. Napi'. pro uvedené 
l ll v údaje jsou relativní chyby ol = 0,062 5 = 6,25 %, 02 = 0,006 25 = 0,625 %. 

J st liže je aproximace a vyjádrena desetinným číslem, ríká se jí desetinná 
pr imace. Významnými speciálními prípady jsou dolní a horní desetinné apro
irna ·c reálných čísel uvedené na str. 72. 

Pol ud absolutní chyba a desetinné aproximace a čísla a je menší nebo rovna 

~ · JO" (k E Z), pak číslici rádu k a všechny číslice predchozí zl eva (krome počá
Lo .ní h nul) nazýváme platnými číslicemi (platnými ciframi) desetinné apro
xim ·c a. Napi'. je-li 34,74 ± 0,03, pak strední aproximace v tomto zápise má tfi 
1 lnLn islice, obdobne strední aproximace v zápise 0,012 76 ± 0,000 04 má také tfi 
1 l t LU íslice, v zápise 52 ,25 ± 0,005 má čtyľi platné číslice a v zápise 230 ± 5 má 
1 1 l a L né číslice . 

2 

h ·LnJ ul'l h s zpra l ll11 l i r, 

P ·i prakticl ých výpočtech s reálnými čísly vyjádfenými desetinnými rozvoji se 
l yllc po ítá s jejich desetinnými aproximacemi získanými zaokrouhlováním čili 

M L,.;v. zaokrouhle nými čísly (zaokrouhlenými hodnotami čísel) . 
Zaokrouhlování se provádí na jednotky daného rádu (nebo na určitý počet 

1 lnLných číslic) takto: 
l . Vypustíme všechny číslice nižších rádu ( číslice zprava od číslice daného rádu) . 

,J -li pritom zaokrouhlené číslo celé, jsou v nem vypušt ené číslice nahrazeny 

nulami. 

2. Ostatní číslice ponecháme s prípadnou zmenou podle t echto pravidel zao
krouhlování: 

J est liže první z vypouštených čís- / 
líc (počítáno zleva doprava) ~ 

je menší než 5, pak poslední po
nechaná číslice se nemení. 

je rovna 5 nebo vet ší než 5, 
pak poslední ponechaná číslice 

se zvetší o l. 

V prvním prípade, když zaokrouhlené číslo je menší než puvodní (zaokrouhlované) 
číslo, mluvíme o zaokrouhlování dolu (sestupném) , ve druhém pl'ípade je za
okrouhlené číslo vet ší než puvodní, a proto mluvíme o zaokrouhlování nahoru 
(vzestupném). 

Jestliže aproximace a vznikla zaokrouhlením čísla a, vyjadrujeme tuto skuteč
llost zápisem a ~ a. (čteme: a je po zaokrouhlení rovno a nebo a se rovná po 
zaokrouhlení ii .) 

Poznámka. Zaokrouhlená celá čísla se ma jí zapisovat ve tvaru ap · lOn , kde číslo 
np má všechny cifry platné a n E N. Nap·f. rychlost svetla ve vakuu se zapisuje tak

Lo: c = (299 792 ,5 ± 0,3) km · s- 1 a po zaokrouhlení ha tisíce (na tri platné cifry) 
r ~ 300. 103 km· s- 1 nebo c ~ 3,00 · 105 km · s- 1 (nelze však psát c ~ 300 000 km· s-

1
, 

neboť poslední ti'i nuly nejsou platnými ciframi), resp. po zaokrouhlení na sta (na čtyi'i 
platné cifry) c ~ 2 998 · 102 km· s- 1 nebo c ~ 2,298 · 10

5 
km · s-

1
. 

Príklady zaokrouhlování čísel 
25 476 ~ 255 · 102 zaokrouhleno na sta (na tfi platné cifry); 287,235 ~ 287,24 
zaokrouhleno na setiny (na pet platných cífer); 0,028 36 ~ 0,028 zaokrouhleno na 
tisíciny (na dve platné cifry). 

Príklad užití zaokrouhlování k porovnání iracionálních čísel 
Stanovte, které z iracionálních čísel n, vÍ2 + J3 je vetší. 
Rešení užitím zaokrouhlených hodnot 
n ~ 3,142, vÍ2 + J3 ~ 3,146 =? vÍ2 + J3 > n. (Porovnejte s rešením téže úlohy na 

str. 73.) 

Výjimku z pravidel zaokrouhlování je nutné učinit pfi zaokrouhlování dolních 
a horních aproximací: Dolní a.proximace zaokrouhlujeme vždy dolu , horní apro
ximace zaokrouhlujeme vždy nahoru, aby aproximované číslo určite leželo mezi 
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,d,, d, :0 L l < •, c l ť\ c clu 1 al nl lttLil tr lnLl u ·b 
( l> ll 8 j dn '' až d ma pla tnýJni ifram i) . 
P ·íklady 

l. r cte so zaokrouhlením na dve desetinná místa dolní a horní aproximaci čísla 
a ='= 12,78. 

!lešení 

íslo 12,78 je zaokrouhlené, jeho absolutní chyba je tedy 0,005 , takže jeho dolní 
aproximace je ad = 12,78 - 0,005 = 12,775 ='= 12,77 (zaokrouhleno dolu) a horní 
aproximace je ah = 12,78 + 0,005 = 12,785 ='= 12,79 (zaokrouhleno nahoru). 

2. Pro číslo n: = 3,141 59 ... platí nerovnosti 3 lO < n: < 3 ~. Určete absolutní 
71 7 

a relativní chybu aproximací čísla n desetinnými rozvoji čísel 3 ~ , 3 lO zaokrouh-

lenými na čtyri desetinná místa. 
/l ešení 

7 71 

l 
a) 3 7 = 3,142 857 ='= 3,142 9, takže in: - 3,142 9i = i3 ,141 59 . . . - 3,142 9i < 

< 0,001 4. Za absolutní chybu lze tedy vzít číslo 0,001 4 a relativní chyba je 
0,001 4 

3 142 9 
='= 0,000 5 = 0,05 % (zaokrouhleno nahoru). 

) 

v 10 . o 000 8 
b) Obdobne: 3 - = 3,140 8; in: - 3,140 8i < 0,000 8; -'-- ='= O 000 3 = O 03% 

71 3,140 8 ) ) 

Metody početních operací s aproximacemi reálných čísel 

l. Metoda mezi spočívá ve výpočtu dolní a horní aproximace výsledku prová
dených početních operací. Užíváme pfi tom vlastností rovností a nerovností mezi 
reálnými čísly (kap. 2.1) ; výhodné je též použití intervalové symboliky. 

Pro operace sčítání, odčítání, násobení a delení lze tak odvodit vetu: 
Pro každá kladná čísla a, ad, ah, b, bd, bh, pro která platí a E (ad , ah) , 

b E (bd , bh) , je 

a+ b E (ad+ bd, ah + bh ), 

a - b E (ad - bd , ah - bh ), 

ab E (adbd, ahbh), 

9:_ E jad ah) 
b \ bh) bd . 

(V prípade sou čt u a rozdílu pla tí veta i pro libovolná reálná čísla.) 

Pfíklad 

Vypočítejte dolní a horní aproximace a) součtu, b) součinu čísel v'2, v'3 s presnosti 
na čtyri desetinná místa. 
!lešení 

J2 = 1,414 213 56 .. . , v'3 = 1,732 050 808 ... , takže v'2 E (1 ,414 2; 1,414 3), 
J3 E (1,732 O; 1,732 1), odtud podle vety o dolních a horních aproximacích součtu 
a součinu dostáváme 
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(Ph výpočtech jsme užili pravidla o zaokrouhlování dolních a horních apro i
ma í. ) 

2. Metoda stredních aproximací spočívá ve výpočtu strední aproximac 
v.ý::;lcclku provádených početních operací a její absolutní , resp. relativní chyby. Uží

me pi'i tom opet vlastností rovností a nerovností mezi reálnými čísly. 

je 

Pro operace sčítání , odčítání, násobení a delení lze tak odvodit vetu: 
Pro každá kladná čísla a, a5 , a , b, bs , ;3, pro která platí a = as ± a , b = bs ± /3, 

a + b = (as+ bs) ±(a+ /3), 
a - b = (as- bs) ± (a+ fJ) 

a pro as » a , bs » fJ (symbol » značí je mnohem vetší než) 

ab = asbs ±(nbs+ fJas), 
a 
-
b 

l v l . ' h b v • b . d'l a . .>; Ct + fJ ta cze re at1vm c y a sou cm u a 1 po 1 u -b Je u = - -b · 
as s 

(V prípade sou čt u a rozdílu platí veta i pro libovolná reálná čísla.) 

Pfíklad 
Určete strední aproximace a) součtu , b) součinu čísel v'2, v'3 a jejich absolutní 
i relativní chyby s presnosti na čtyi'i desetinná místa. 
Rešení 
Pri výpočtu vyjdeme ze stredních aproximací a absolutních chyb čísel v'2, v'3 vza
tých s presnosti o jeden rád vetší, než je požadovaná presnost, tj. na pet desetinných 
míst: 
J2 = 1,414 25 ± 0,000 05, v'3 = 1,732 05 ± 0,000 05 , odtud podle vety o stredních 
aproximacích a absolutních chybách součtu a součinu dostáváme 
a) v'2 + v'3 = (1,414 25 + 1,732 05) ± 2 · 0,000 05 = 3,146 3 ± 0,000 l, 

b) V2. v'3 = (1,414 25. 1,732 05) ± 0,000 05. (1,414 25 + 1,732 05) = = 2,449 6 ± 0,000 2. 
(K týmž výsledkum by bylo možné dospet též z dolních a horních aproximací 
vzatých s presností na pet desetinných míst.) 

3. Metoda platných číslic se užívá predevším pri počítání se zaokrouhlenými 
čísly. J e založena na jednoduchých pravidlech , podle kterých se určí približná hod
nota výsledku početních operací s temito čísly. Tato pravidla sice neudávají odhad 
chyby (absolutní chybu) výsledku, zaručují však, že výsledek má s velkou pravd -
podobností všechny číslice platné, popi'. s výjimkou poslední číslice, která nemu í 
být platná. 



l' . 

l . 

2. Pfi ná obení, resp. delení zaokrouhlených čísel ponecháme ve výsledku tolik 
latných číslic, kolik jich má číslo s nejmenším počtem platných číslic. 

3. fi umocňování , resp. oclmocňování zaokrouhleného čísla clvema nebo tremi 
p necháme ve výsledku tolik platných číslic , kolik jich má umocňované , resp. 
clmocňované číslo. 

4.. ri postupném prováclení více operací se zaokrouhlenými čísly ponecháme 
u všech clílčích výsledku o jednu číslici více, než uváclejí preclchozí pravidla. 

bclobne lze zaokrouhlovat vstupní data (s ruzným počtem platných číslic). 

Poznámka. Výsledky získané podle techto pravidel vždy nezaručují, že jejich poslední 
fslic je platná. 

Príklady 

L Vypočtete pi'ibližne s presností na tri clesetinná místa a) součet ~ + ~ , b) sou-

č . ll 
56 

k v • ' l ' v' l • ' dv ' •l k h cl't t v b 

w 

m - · - ta , ze racwna m c1s a vyJa rena z om y na ra 1 e s po re nou 15 61 
presností zaokrouhlenými clesetinnými čísly . 

. Rešení 
2 - 5 
9 = 0,2 ~ 0,222 2, 7 = 0,714 285 ~ 0,714 3 (podle 4. pravidla daná 

2 5 ísla zaokrouhlujeme na čtyri clesetinná místa), a tedy 
9 

+ 
7 
~ 0,222 2 + 

+ 0,714 3 = 0,936 5 ~ 0,937, 
ll - . 56 

b) 15 = O, 73 = O, 733 3, 
61 

0,918 032 786 ~ 0,918 O (podle 4. pravi-

dla daná čísla zaokrouhlujeme na čtyri platná clesetinná místa) , a tedy 
ll 56 
- . - ~ 0,733 3. 0,918 o= 0,673 169 4 ~ 0,673. 
15 61 

Získané výsledky mají všechna tri clesetinná místa platná, neboť výpočty se 
zlomky bychom dostali 

a) ~ + ~ = !~ = 0,936 507 ~ 0,937, 

ll 56 616 . 
l ) 15 . 61 = 915 = 0,673 224 043 7 ... = 0,673. 

Vypočtete pi'ibližne se zaokrouhlením na čtyri clesetinná místa a) součet , b) sou
·in iracionálních čísel v'2, v'3. 
R š ní 

= 1,414 213 562 ... ~ 1,414 21 , v'3 = 1,732 050 808 ... ~ 1,732 05 
(l elle 4. pravidla jsme čísla v'2, v'3 zaokrouhlili na pet pla tných clesetinných 
mís L), takže 

3 ~ 1,4ltl 21. 1,7 2 o = 2,449 4 2 43 ... ~ 2,449 5. 

Im vý ·l clky mají všechny cifry platné, jak plyn~ z p~eclch~zejících pi'íkla~~ 
!'CH ných m -toclou mezí a metod ou strední ch aproximaCI. _K vvysle~ku b) lze ~ez 
1 Sl t pre ·n jším výpočtem na základe vety o odmocnme soucmu klaclnych 
.ís l (kap . 2.6): v'2 . J3 = J6 = 2,449 489 743 ... ~ 2,449 5. 

.6 Mocniny a odmocniny v oboru reálných 
čísel 

V oboru R se definuje mocnina ar (čteme: r-tá mocnina a nebo a na r-tou) 

1 stupne pro r prirozené, nulu , záporné celé a po zavedení odmocniny pro r ra
cionální a iracionální. Početní operace, kterou se číslu a pi'irazuje pro dané reálné 
.íslo 7' mocnina ar , se nazývá umocňování čísla a číslem r. Číslu a se ríká základ 
mocniny (nebo mocnenec) a číslu r mocnitel (nebo exponent) . 

Mocniny s celočíselnými mocniteli 

n) Nejprve se zaváclejí mocniny s prirozeným mocnitelem, který označíme n . 

Pro každé prirozené číslo n a pro každé reálné číslo a je n-tá mocnina čísla a 
definována takto (kap. 2.1): 

a1 = a , an= an- l· a (pro n E N, n > 1) , 

tj. an predstavuje pro n E N součin n sobe rovných činitelu. 

Na základe této definice mocniny an !ze odvodit následující vety: 

Vzorce pro počítání s mocninami 

Pro všechna prirozená čísla r, s a pro všechna reálná čísla a, b platí: 

ar. a• = ar+s (l) 
ar: a• =ar-s (2) 

(a,.)s = ars (3) 
r r br (a· b = a · (4) 

(~f 
ar 

(5) br 

s temito doplňujícími podmínkami: Ve vzorci (2) musí být r > s (aby ~oc
nitel r - s byl pi'irozené číslo), a-j. O (abychom nedelili nulou) a obdobne ve 
vzorci (5) musí být bi- O. 
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, .l'f} \lli ( '\ ' 1111 11, IH ' il'tiZ f'll :l, f ' ÍS III, 'l ' l ) /' '.!,) 

u ~) ... ) u, /1 plaLí: 
..• , 'r n , ·r n, v:·wd 111 11. rvalra;Í, f ' l :·dn ,, , ,, 1, 

(al· a2 · ... · a1 ~. ) 'r = a~· · a2 · ... · (1,;;, 
(l') 

( ľ) 

l ) Rozšírení pojmu mocniny na prípad, že mocnitelem je nula, motivuj 111 i'"'' ll 

dav~c m, ab_y vzorec (2) pro počítání s mocninami platil též pro r· = s, l dy l• • 
I od1l mocnm v tomto vzorci ar : as = l pro a =1= O. 

roto se definuje pro každé reálné číslo a =!= O: 

(Všimnete si, že není definováno 0° .) 

·) ~oz. _ írení poj~u n:ocniny na prípad, že mocnitelemje celé záporné číslo, 8 '''" 

tlVUJe obdobne pozadavkem, aby vzorec (2) pro počítání s mocninami 0 záldnd
11 

a =/= O pla til i pro r· < s. Pak na pravé strane ve vzorci ar : as = ar-s jem " dlo•l 

r· - s < O a zároveň však je aT : as = ar = -
1
- (po zkrácení zlomku 

11
>) 

as a s-r l 

pfi mž s - r = - (r - s) > O. Pro to požadujeme, aby platilo ar-s = _ l _ . 
as- •· 

'li nto požadavek vede k tomu, že pro každé záporné celé číslo k a každé r d 111 

číslo a =/= O definujeme: 

N .. ~ - 3 l -3 l l 
apr . a = a3 , kde a =/= O, odkud 2 = 

23 
= 

8 
apod. 

mito definicemi je zavedena mocnina aT pro každého celočíselného mo 11 1 

t l r· , jejímž základem mUže být obecne každé číslo a =!= O. Pro počítání s moc
n;n~mi o cel~ číselných ~~cn!te!ích z techto definic plynou opet vzore ( 1 ) 

Z ( ), Uvedene na str. 87, JeJIChz predpoklady vyjadruje veta: 

VY.orce (l) až (5) platí pro všechna celá čísla r , s a pro všechna čísla a =f. o, 
li i= O; vzorce (1') a (4') platí pro všechna celá čísla r, r 1 , ... , rn a pro 
vš chna reálná čísla a i= O, a 1 =f. O, . . . , an =f. O. 

e~ íklady počítání s mocninami o prirozených mocnitelích 

t) (- 2)3 = (- 2)2. (-2) = 4. (- 2) = -8, 35 : 33 = 35- 3 = 32 = 9, (- 2)6 

= [( - 2)
2r = 4

3 
= 64 nebo (- 2)

6 = [( - 2)3r = (-8)2 = 64, (~) 4 
= ~: 

l (- ~ ) 3 = (-2)3 = -~ 
02' 7 73 343 

,,, 

1 , ll /o~,/ 1 110 ítání s mocninami o celočíselných mocnitelích 

:.1 o - 3 2 - 2 ( l) -2 
3 (- 2) + (- 1) + (- 6) - (- 3) = - 5 1 + (- 1) + 

)

2 2 2 l l 8 
- = 5 - l - l + 6 - - = 25 - 2 + 36 - - = 58-
3 32 9 9 

') l() (l )4 
(3)

0 
(1) _

1

_ 10(1)
4 

. _ l 1 _ 1 l _ ' ' - + 7 2 - 2 . 23 + l . 2 - 22 + 2 - 4 + 2 -

• tol 11 ltH ainy v oboru reálných čísel 

"' ,, c 1 ní odmocňování jako inverzní operace k umocňování v oboru reál
,! HC vych ází Z toho, že platí veta: 

, l 1 · .!· ·11111 n zápornému číslu a existuje pro každé dané prirozené číslo n práve 
l• """ '" ";,;'oporné číslo b takové, že bn = a. 

1 "' l Ind této vety definujem e: 
• hl' 11. j P libovolné prirozené číslo, a nezáporné číslo; pak takové (jediné) nezá

lo /1 , pro které platí bn = a, se nazývá n-tá odmocnina čísla a. Zapisuje 
tfn. Císlu a~ O se fíká základ odmocniny (nebo odmocne nec) a číslu n 

l. 
' ' l r1, O, je \15 = O; je-li a > O, je \(a > O pro každé n E N. Speciálne pro 
l , , 1 o. = a, pro n = 2 píšeme mís to .y;i stručnej i jen Ja. 

9 = 3 , neboť 32 = 9; -Y8 = 2, neboť 23 = 8. 
je, že pro každé reálné číslo a platí 

v;;,'I = la i, 

111 l 11 
1 I'O n ~ O j e H =a, avšak pro a< O je v;;,'I =-a. 

'1, 11!.< vzorec lze j ešte zobecnit: Pro každé sudé pfirozené číslo n = 2m a každé 
,, 1,, ~H l a pla tí 

2~ = lai-
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V:t.orc«: pr·o pocít;1n.í s orhnocn.iuanli 

l 'ro v:=i<:dlll cl, priro:Gouá č í ·la m, n , Pa pro všeclma ncdtporuá čí ::;Ja a, b platí: 

va · \lb = raE (6) 
va ff \lb - (7) 

(var = ytc;m (8) 
·~ = "'va (9) 

V'a = "\/(? (10) 

Poznámka. 
niL l m: 

Vzorec (6) !ze rozšírit na libovolný konečný počet odmocnín s týmž odmoc-

l ' ro v ~ ch na pi'irozená čísla n , p a pro všechna nezáporná čísla a
1

, a2, .. . , ap platí: 

V'ťil · V'a2 · · · · · yta; = y/a1 · a2 · . . . · ap ( 6') 

~ · které dilsledky vzorcu (6) až (10): 
n) Ze vzorce (8) plyne pro m = n vzorec 

( V'at = V'G!' =a pro každé a ~ O. 

l ) Ze vzorce (9) vyplývá, že je 

·~ = ~pro každá m , n E N, a~ O. 

:) Ze vzorcu (6) a (8) plyne, že je 

\10!'6 = V'G!' · \lb = a \lb pro každé n E N, a ~ O, b ~ O. 

. - t~ úprave se ríká částečné odmocňování a obrácené úprave prevedení 
·uutele a do odmocnence. 

P 1>:íklady výpočtu s odmocninami 

n) 127 · -~ = ~ = VSI= 9, V'2 · W = -Y8 = 2, Vf6:'4 = VR. A= 4 . 2 = 
= 8, M = lai · Vb pro a E R, b ~ O 

l ) " ~ - .ijš _ 2 ~ ./a4 a 
l 27 - {.127 - 3' a b = V 17 = b pro a ~ O, b > O 

:) ( o 4) 3 = ·V43 = ~ = ~ = 2 

l) ff2 = 1
ij2, m = VW7 = ýij33 = v'3 

( ) Y27 = V33 = 2\o/33 = v'3 
JO 

L'L 

b) ij32x" v = v(2x) 3 4xy = 2x {14Xy pro x ~ o, y ~ o 
c) Pomocí čás tečného odmocnení lze nekdy upravit ke sčítání odmocniny, které 

sice mají stejné odmocnitele, ale ruzné základy, a které proto není možné sečíst 
prímo. Tak napi.: 

y'8 + JI8 = )22.2 + ~ = 2vÍ2 + 3vÍ2 = (2 + 3)vÍ2 = 5vÍ2 

Príklad na prevedení činitele do odmocnence 

\h6v'2 = v~= V'v28
. 2 =vn= w = V23 = 2v12 

Poznámka o odmocňování součtu, resp. rozdílu čísel. Je nutné si uvedomit , že pro 
y'x± y , kde x> O, y > O, je y!x± y # ylx± yly; t ak napr. )9+ 16 = V25 = 5, 

zat ímco V9 + .Ji6 = 3 + 4 = 7. 

Výpočet odmocniny tvaru Ja ± v'b môžeme však provést (lze-li odmocnit 
a2 - b) užitím vety: 

Pro libovolné a > O, b > O, a2 > b platí 

pričemž zároveň platí buď horní , nebo dolní znaménka. 

Dilkaz 
Označme x = Ja + Vb + Ja - Vb. 
Umocnením dostaneme x 2 = 2a + 2~. 

P rotože je zrejme x > O, je x = V 2a + 2~. 

Z obou vyjádrení plyne Ja+ v'b + Ja - Vb = 2J a+~· 
Zcela obdobne určíme Ja+ v'b- Ja - lb = 2J a -~ . 
Sečtením , resp. odečtením posledních dvou rovností dostáváme dokazované vzt ahy. 

Príklad užití vzorce z predchozí vety 

Poznámky k pojmu odmocniny v oboru reálných čísel. Velmi často se !ze setkat s otáz kou: 
Proč se definuje v oboru reálných čísel pauze n-tá odmocnina z nezáporného čísla, a to 
opet jako nezáporné číslo? Napr. proč je v'4 = 2 a nikoli v'4 = ± 2, ačkoli je nejen m 
22 = 4, ale t éž ( - 2) 2 = 4? Duvodu pro to je více, uvedeme dva základní: 
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1 ) í lo b =1- O a pro každé sudé prirozené číslo n je b" > O, tj. 1 ro žádn 
r .lné íslo b n ní bn = a < O. Pro sudé n E N nelze tedy v oboru R definovat y'ä 
z. ísla a < O. I ro liché n E N je možné v oboru R definovat yla z čísla a < O takto: 
-ty'ä = - ~- Tak napr . ..y=8 = - ij8 = - 2. Pak však již neplatí nekteré ze vzorcu 
pro p čítání s odmocninami, uvedené na str. 90, napr. vzorec (10) , jak ukazuje tento 
jedno lucbý príklad: 

..y=8 = - 2, ale ~ = tf64 = 2. 

Mocniny s r acioná lními mocnite li 

Pfi motivaci definice mocniny a "f!' s racionálním mocnitelem m , kde m je 
n 

íslo, n pľirozené číslo, vyjdeme z požadavku, aby byla logickým rozšírením 

1 jmu mocniny s celočíselným mocnitelem k. Nechť je tedy speciálne 

1 ak 1latí pro každé a > 0: 

a "f!' = ak = ( ifcťč) n = ~ = ~, 

m 
-= k E Z, 
n 

v 2.\l. 22 3~26 3_ ]2 3- 3 4~3- 12 T ' d k vl b ' napr. 3 = = vL:-, 4 = = V.:5 ~- . o nas ve e mys ence zo ecmt 

l fi nicí tento vztah i pro necelá racionální čísla m . 

P ro každé racionální číslo r = 
každé kladné číslo a definujem e: 

n 
m 
-, kde m je celé číslo , n pfirozené číslo , a pro 
n 

1!1 nr:rii a n = va 

Tato definice je oprávnená, neboť určuje mocninu ar pro libovolné r E Q jed
uoznačne, nezávisle na tom, kterým ze sobe rovných zlomku vyjádfíme racionální 
v.ísl r·. Vyplývá to z vety: 

l l' rn p kd ' l ' V' l V' ' V' l k k Vd' kl d ' . n- 1 - = - , e m, p JSOU ce a c1s a, n, q pnrozena c1s a, pa pro az e a ne 
n q 

('h-;l o a platí ·'\((1i' = W . 

m 
Poznámka. Zdurazneme, že mocnina ar, kde r = - E Q, je obecne definována pouze 

n 
[ r z.úllad a > O. Je-li r E Q, r > O, je možné definici zobecnit i pro a = O, tj. položit Or = 

O. ro a < O nedefinujeme mocninu ar, pokud r je obecné racionální číslo; definována 
l Hl iáln · jen tehdy, je-li r E N nebo r E Z (viz článek o mocninách s celočíselnými 

m cniL li ). 

)2 

'll. 

n z l lad ma > Osv , l sk uL n sL,ž a j j!mzáll d lz dv diL vz r propo
ít áni m ninami o racionálních mocnitelích ve stejném tvaru jako vzor · 

11a : tr . 7 a 8 za pr -dpokladu formulovaných vetou: 

V'l.orc' (1) až (5) na strane 87 platí pro kaž~á racion~lní ,čís~':,_r- , s a pro kaž~á 
kladná čísla a, b; vzorce (1 ') a ( 4') platí pro vsechna racwnalm e1sla r-, r-1 , ... , r n 

rt pro všechna kladná čísla a, a1, a2 , . .. , an. 

J ejich užitím mužeme pfevést násobení, delení, u~oc~o~ání a od~oc~ování vo~
mocnin na počítání s príslušnými mocninami o racwnalmch mocmtehch, coz J.e 
zpravidla jednodušší po stránce výpočtové (neboť pravidla pro počítán.í s mocm
nami jsou formálne jednodušší než pravidla pro počítání s odmocninami). 

Príklady výpočtu s mocninami o racionálních mocnitelích 
1 

(15!· 27-! r 3 g! [3 ! -5 ! -(33)- ! r 3 [3·(33 )1~ r 
a) (25~ . g k ) 

2 (3·27 ~ ) ! [(52 )~ ·(32)! ] 
2 

(
32

)' 

3- 1 ·5- 1 ·3 ~ 

5- 1 ·3- ! 
- 12±54±4± 3±6 - 8 

= 3 12 

1 1. 

b) {11672 = (24 . 2! ) 
3 

= (2 ~ r = 2 ~ = 2 .· 2 ! ~ 2J2 _ 
(Porovnejte s pfímým výpočtem s odmocnmam1 uvedenym na str. 91.) 

c) Upravte (zjednodušte) výraz s promennými x > O, y > 0: 

V(x, y) = ftXy · {/4x2y4 · {/Sx3y5 · yr;;s:yt · 1{/2x
3
y

9 

Rešení 
1. zpilsob (počítání s odmocninami) . , ., . 
Protože podle vzorce va \lb = :;Jab lze násobit jen o.dmocvnm:, ktere ~aJI ~~eJ
ného odmocnitele, musíme nejprve všechny odmocmny prevest na neJmensJho 
společného odmocnitele, jímž bude n(2 ; 3; 4; 6; 12) = 12: 

V(x , y) = 12 (2xy)6. (22x2y4)4. (23x3y5)3. (x5y7)2. 2x3y9 = 

1{)26x6y6 . 2sx8yl6 . 29x9yl5 . x1oy14 . 2x3y9 = 

1{/224x36y6o = 4x3y5 

2. zpilsob (výhodnejší - užitím mocnín s racionálními mocniteli): 

6 ± 8 ± 9 ± 1 6±8 ± 9±10±3 6 ± 16+ 15 ± 14 ± 9 2 ~ .:2.\l. .!l.Q 4 3 5 
V(x , y) = 2--l2-X 12 y 12 = 12x12 y12 =x y 
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Mo nina rt ra n· lnim m ·nit l m 1· h l ~ cl ' n11 Vf na v pr d h zím 
l nl u (ol n pr základy a > 0). 

Mocnina a'· s k ladným iracionálním mocnitelem r vyjádl-eným nekon č
ným n p riodickým desetinným rozvojem r = ro ,r1r2 . . . rn ... se definuje pr 
z klady a > O jako takové reálné číslo, pro které platí 

arn,d ~ar ~ arn ,h, je-li a> l; 
arn ,d ~ ar ~ arn,h, je-li o < a < l ; 

ar = l , je-li a= l. 

Pfitom 1'n ,d a rn ,h jsou dolní a hornín-té desetinné aproximace čísla r . S rostou
cím n rozdíly Tn ,h - Tn ,d klesají neomezene k nule. Existence a unicita (j ednoznač

nost) takto definované mocniny ar s iracionálním mocnitelem r- je zaručena podle 
principu vložených intervalu (kap. 2.5). 

M o cnina ar se záporným iracionálním mocnitelem r se definuje takto: 

r l 
a = -a-r 

Príklady určení desetinného rozvoje mocniny s iracionálním mocnitelem 

a) 2V2, kde J2 = 1,414 213 56 ... , je iracionální číslo, pro které platí 
21 < 2V2 < 22' ... ' 21 ,414 < 2v'2 < 21 ,415, . . . Protože 21 ,414 ~ 2,664 7 

a 21•415 ~ 2,666 6, je 2V2 = 2,66 . .. _Presnejší vícemístné výpočty dávají 
2 v'2 = 2,665 144 14 ... 

- v'2 - l -b) 2 - rn - 0 ,375 214 22 .. . 
2V2 

Nerovnosti pro dolní a horní aproximace mocniny s iracionálním mocnitelem 
v její definici platí (za týchž predpokladu) také pro mocniny s racionálními moc
niteli . O techto mocninách víme, že pro počítání s nimi platí vzorce uvedené na 
st r. 87. Platnost techto vzorcu lze dokázat i pro počítání s mocninami o reál
ných mocnitelích za predpokladu daných vetou: 

Vzorce (1) až (5) na str. 87 platí pro každá reálná čísla r-, s a pro každá kladná 
čí sla a , b; vzorce (l') a ( 4') na str. 88 platí pro každá reálná čísla r- , r 1 , ... , rn 
·1. pro každá kladná čísla a, a1, . .. , an. 

Príklady počítání s mocninami o reálných mocnitelích 
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1 'd ,1 o 'IIJ"m vnosl,cch 1J'I'O ·nw ·n·iny (v obont R) 

1. l' ro l a:l.dé a O a pro každé reálné T je ct > O. 

~~ - .lt :- li O< a < b, T > O, pak a' < b.,.; je-li O< a< b, r· < O, pak a'·> b' . 

:1. .le-li a > l, T <s, pak aT< as; je-li O< a< l , 1· <s, pak ar> as . 

r íklady dukazu nerovností pro mocniny 
l. Dokažte, že z nerovnosti O < a < b plyne pro každé pfirozené číslo n nerovnost 

o < an< bn. 

Dukaz matematickou indukcí 
Dokazujeme vetu Vn E N: O< a< b =? O< an< bn. 

I. Pro n = l dokazovaná veta platí; neboť 

O < a < b =? O < a1 < b1
. 

II. P redpokládejme, že dokazovaná veta platí pro n = k, tj. 

O< a< b =? O< ak <bk. 

Dokážeme, že pak platí také pro n = k + 1: Vynásobením nerovnosti 
o < ak < bk číslem a > O dostaneme O < ak+l < abk a vynásobením 
nerovnosti a < b číslem bk > O dostáváme abk < bk+l_ Z obou nerovností 
pak plyne O< ak+1 < bk+ l , což je nerovnost O< an < bn pro n = k+ l. 

2. Dokažte, že z nerovnosti O < a < b plyne pro každé záporné celé číslo T = - n 
nerovnost ar > bT > O. 

~~ l 
Podle definice mocniny se záporným celým mocnitelem je aT = a - n = an , 

br = b- n = ~ a podle vety z príkladu l je o < an < bn, odkud vzhledem 
bn 

l l O v·l· r br > O k predpokladu O < a < b plyne - > - > c1 1 a > · 
a"' bn 

3. Dokažte, že z nerovnosti O < a < b plyne 

a) pro každé racionální číslo T > O nerovnost O < ar < br, 

b) pro každé racionální číslo r· < O nerovnost ar > br > O. 

Dukaz rn 1 1 • b 
Označme r = -, kde rn E Z, n E N; x = a n- , y = b;;:. Z nerovnosti O < a < 

n 
plyne pro x, y nerovnost O< x< y. A odtud: 

a) J e-li T > o čili rn E N, platí podle vety z príkladu 1: o < x < y =} 

=} Xm < Ym neboli o< ar< bT. 

b) Je-li T < 0 čili rn je záporné celé ČÍslo , platÍ podle vety Z príkladu 2: 
o < x< y =} xm > ym > o neboli ar > br > o. 

95 



In 7', 11 lJV i llJf L,. 11, IJ Ll' 1 r l :tž l a > l 
i'' > a8 

L 1ikaz 
J -li 7' < s, je s - 1' > O. Pak podle vvty dolcaz V' n v prcdchozím pľíkl du 
z n r vno ti a > l plyne as- r > l a odtud a > a'' čili a'· < as zatím 
z n r vn sti O < a < l plyne a s- T < l a odtud as < a" čili a" > as. ' 

Ví ty 1 až 3 o nerovnostech pro mocniny s kladnými základy uvedené na str. 95 , 
l L r jsme dokázali pro mocniny s racionálními mocniteli, lze dokázat také pro 
mo niny s obecnými reálnými mocniteli. 

oznámka. Pojem mocniny ar !ze rozšífit též pro základ a= O a libovolné reálné číslo 
1' > o definicí or = o. 

2.7 Zlomky 

I oznatky o zlomcích a početních operacích s nimi predstavují dôležitou část 
u iva matematiky na základní a strední škole. 

V predcházejících kapitolách jsme zlomky užívali predevším pro vyjádrení raci
nálních čísel. a 

Obecne zlomek b vyjadruje podíllibovolných dvou čísel (reálných nebo kom-

pJ .xních) a, b, kde b =f. O; číslu a se fíká čitatel , číslu b jmenovatel zlomku. 
Sp ' iálne je-li b = lOn, nE N, zlomek se nazývá des tinný zlomek. 

tní operace se zlomky 

Z vlastností podílu plyne účelnost techto definic rovnosti a základních ope
r í zlomky (za predpokladu, že b =f. O, d =f. O): 

r-o-v no t zlomku 

,., ,:~. šírení zlomku číslem k =f. O 

k r <Í. · ní zlomku číslem k =f. O 

st ítáni zlomku 

n;Ísob ní zlomku 

a c 
-=--R ad = bc 
b d 
a 
-
b 
ak 

bk 

ak 

bk 

a 
-
b 

a c ad+ bc 
b + d = bd 
a c ac 
b d bd 

l'ro i11v rzní operace platí (za predpokladu, že b =f. O, d =f. O): 

.. ol d tání zlomku ~ _ ~ = ~ + ( _ ~) = ad b~ bc 

ol< ;l< ni domku 
a c a d ad 
b d b c bc (pro c =f. 0) 

1 io zn mka. v 1' \ • , Lt111Í 11 HOIJ ·ní dv n 11 lumkú l·~ ľ 118iJ'iL m v te · :~, m t;. u , tl tttJr . 

(prob :j; O, ll 0, / :f. O): . .. 
~ __ ~ ___ (9: ::_ ) ___ = ad}' + cbf + bd 
b l d 1- f - b + d l f bdf 

~. ~. 7 = ( ~. ~ ). 7 = ~~; 
Pfi sčítání a odčítání zlomku, jejichž jmenovatelé jsou ruzná pfirozená čísla 

postupujeme tak, že je upravíme rozšírením tak, aby mely společného jmenovatele. 
Nejvhodnejší je nejmenší společný jmenovatel (tj. nejmenší společný násobek všech 
jmenovatelu). Pred násobením vždy, pokud je to možné, zlomky nejprve krátíme. 

Príklady početních operací se zlomky 
l l 3 2 3 + 2 5 

a) 2 + 3 = 6 + 6 = -6- = 6 
5 4 5 8 3 

b) 18 9 - 18 - 18 18 

l l l 5+3+2 
c) 6 + 10 + 15 = 30 

l 2 3 6+8 - 9 
d) 2 + 3 - 4 = 12 12 

5 

l 

6 
lO 
30 

l 
-
3 

1 2 3 4 5 W+40 - 45 - 48 + 50 
e) 2 + 3 - 4 - 5 + 6 = 60 

3 8 3. 8 24 
f) 5. ll = 5 ·ll 55 

g) 281 ~~ = ~ . ~ = ~ : ! = :o = 0,9 

5 3 6 5 l 3 5 . l . 3 15 
h) 3 . 4 . 7 - l . 2 . 7 = ~ = 14 

2 5 2 6 2. 6 12 
i) 7 6 == 7 . 5 7 . 5 35 

3 9 3 14 l 2 2 
j) 7 14 7 9 = l . 3 = 3 

27 

60 

9 

20 

Poznámka. V praxi se často setkáváme s úlohou "určit zlomek ~ z čísla c" neboli " číslo c 
a ac 

zmenit'' (zvetšit nebo zmenšit v pomeru a kub). Tato úloha se feší násobením b · c = b · 

Príklady 

2 2 
z 60 jsou - · 60 = 40, 

3 3 

3 . 3 
- Z IL JSOU - n: 
2 2 

Príklad dukazové úlohy o zlomcích 
Dokažte vetu: Pro libovolná čísla a, b, c, d, b =f. O, d =f. O platí implikace 

a _ c a ± b _ c ± d ) ~ = ~ a ± c = ~ ro b ..1.. ±d . 
a) b - d ==? - b- - d ' b b d ==? b ± d d p -r-

Dukaz a c 
Vyjdeme z ekvivalence: - = - -Rad = bc , b =f. O, d =f. O. 

b d 
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ad ± bd = b ± bel 

I vy tknutí. b, cl dostávám 

cl(a ± b) = b(c ± d) 

d tud pro b =J O, d =J O plyne dokazovaná rovnost a). 

b) I obema stranám rovnosti ad = bc pi'ičteme ±cd: 

ad ±cd=bc± cd 

Po vytknutí d, c dostáváme: 

d(a ±c) = c(b±d) 

Odtud pro b =J ±d plyne dokazovaná rovnost b) . 

l žené zlomky 

Podíl dvou zlomku lze psát opet ve tvaru zlomku, nazýváme ho zlomkem slože
ným. ~lo~ek, který není složený, se pak označuje jako zlomek jednoduchý. 

lozeny :l01~ek ,lze prevést na jednoduchý zlomek buď t ak, že provedeme 
d lení, ktere slozeny zlomek predstavuje, nebo ho rozšífíme vhodným číslem. 

Napf. (za predpokladu, že b =J O, c =J O, d =J O) dostáváme 1. zpusobem: 

a 
l_ 
c 
d 

a 
-
b 

c a d 

d b c 

ad 

bc 

n bo 2. zpusobem (rozšírením číslem bd, resp. n(bd)) : 

a 
b 
c 
d 

%. bd 

-J . bd 

ad 

bc 

ruhý zpusob bývá mnohdy výhodnejší, neboť vede rychleji k cíli. 

Pr·iklad použití úpravy složeného zlomku na jednoduchý zlomek 
3Jt 2Jt 

pravte složený zlomek 1' - { na zlomek jednoduchý. 
6- 2 

1. zpusob f ešení: 

3 2 9-8 l 
4 - 3 - 12 12 n: l n: n: -5--l n:- 5- 3 n: = -1- n: = -:- = - ·3 = -
6 - 2 -6- 3 12 3 12 4 

. zpusob f ešení (rozšífíme číslem n(4; 3; 6; 2) = 12): 

( ~ - ~ ) . 12 9 - 8 n: 
( ~ - ~) . 12 n: = 10 - 6 n: = 4 

'ľ nt zpusob je zrejme výhodnejší než l. zpusob, lze ho lehce provést zpameti. 

'l IV' u'--:zl ki'l, 

Pr i t bt p ra í h · zl mky v b ru R vy házím Y.. vzor 'Ô. uv d ný h n 

HLr. 7 a 90 (kap . 2.6) . 
1 f ·íklady umocňo·vání a odmocňování z lomku 

a) ( x2y- 3) - 3· ( x3y- 2) 2 = x - 6. y9 x6 -y - 4 
6z4 9z5 2- 3 . 3-3 . z- 12 34 . zlO 

pro každé x =J O, y =J O, z =J O 

J23.3 ~ {2 ý'2 ý'2 
b) ~ = v 22.33 = v 32 = J32 = 3 

u smerňování zlomku 
Nekteré zlomky, které obsahují ve jmenovateli odmocniny, mohou být vhodným 

rozšifováním upraveny na zlomky jim rovné, které ve jmenovateli odmocniny ne
mají, a jsou proto často vhodnejší pro numerické výpočty. Temto úpravám se ríká 

usmerňování zlomku. 

Uvedeme nejčastejší pfípady usmerňování zlomku (k E R \ {0} , a > O, 

n, m E N): 
a) Zlomek typu _ k_ kde n > m , rozšífíme číslem \1 a n - m , čímž ve jmenovateli 

\(Ofň ' 
k 

dostaneme číslo a; speciálne zlomek typu Ja rozšíríme číslem Ja, abychom ve 

jmenovateli získali číslo a. 
k b) Zlomek typu --r,_ rozšíríme dvojčlenem a =t= yl/j, abychom ve jmenovat eli 

a ± vb 
dostali číslo a2 

- b. 

c) Zlomek typu k ylb rozšíríme dvojčlenem Ja =t= yl/j , čímž ve jmenovat eli 
Ja ± b 

získáme číslo a - b. 

d) Zlomek typu k rozšíríme dvojčlenem ayl/j =t= cJd , takže ve jmenovat eli 
ayl/j ±cJd 

bude pak číslo a2 b - c2 d. 

Pfíklady usmerňování zlomku 
l ý'2 ý'2 l 

a) ý'2 = ()2)2 = 2, ij2- 2 

l - V2 = l - V2 = V2 - l 
(1 + )2)(1 - J2) l - 2 

l 
b) l + J2 

v'3 + V2 /3 + vÍ2 = J3 + J2 
( v'3 - J2)( v'3 + V2) 3 - 2 

l 5J2 - 2vÍ5 5vÍ2 - 2vÍ5 

d) 5V2 + 2vÍ5 - (5J2 + 2vÍ5) (5V2 - 2J5) 

l 
c) v'3 - J2 

25. 2 - 4. 5 

= :o . (5J2- 2vÍ5) 
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1 %=-1-. 
100 

Promile (označované %o) je jiný (mezinárodne užívaný) název pro tisícinu,· 
píšeme 

l 
l %o= l 000 · 

Poznámka. Název procento pochází z lat. pro cento znamenajícího "na sto (vzhledem ke 
zev prom1 e poc az1 z lat . pro mille znamenajícího "na tisíc (vzhledem k tisíci)". s tu) " .Ná l h '' 

v M:todami výpočtu s procenty se zabývá tzv. procentový počet. v úlohách 
ľ ·e,?~ch proce~tový~ počtem se užívají tyto základní pojmy: 

Zaklad z Je dany (zvolený) základní číselný celek (dané reálné číslo popr 
hodnota skalární veličiny). ' . 

, . Poče~ , pr~c~nt?. ~ne~dy zvaný procentová míra) ze základu z je kladné 
1sl , ktere udava urC1ty nasobek procent (setin) základu. 

Procentová část č je celá část základu z , jež pi'ísluší uvažovanému počtu 
proc nt p základu. 

Vztah mezi sobe príslušnými hodnotami z, p , č !ze o.dvodit touto úvahou: 

l % ze z je _!_ takže p % ze z je p . _!_ . 
100' 100 

Od tucl plyne, že platí 
v pz 
c=-

100 ' 

· ž je tzv. základní vzorec procentového počtu. (V nem místo z !ze též 

psát O,Olz .) 100 

l f íklady fešení úloh procentového počtu užitím základního vzorce 
l. Určete část č základu z, jež je jeho 

a) 50 %, b) 25 %, c) 10 %, d) 200 %. 

Rešení 
Podle základního vzorce procentového počtu je 

a) č= ~z= ~ z 
100 2 ' 

b) v 25 l c = 100 z = 4z, 

) 

v 10 l 
c c = 100 z = lO z, 

l) 
v 200 

c c = lOO z = 2z. 

100 

n) l Yo n n sLn , 

ň š ní 
Nová cena je 

a) z+ 12 %z= 112 %z = 1,12z, 

b) z- 12 %z= 88 %z= 0,88z. 

3. Vysvetlete, co se rozumí výrokem: "V prumeru 8 % dané populace má určitou 
vlastnost" . 
Odpoved': Tímto výrokem se rozumí , že na každých 100 lidí dané populace 
phpadá prumerne 8 lidí, ktei'í mají tu určitou vlastnost. 

4. Vysvetlete, co znamená, že na etikete piva je uvedeno: Obsahuje 4,1 % obj. 

alkoholu. 
Odpoved~· Údaj znamená, že v ll tohoto piva je objem alkoholu Va = 
= 4,1 · 0,01 l = 4,1 · lO ml = 41 ml. Hmotnost tohoto alkoholu je m a = f2a Va, 
kde l2a ~ 0,8 g · cm - 3 je jeho hustota, takže m a ~ 32,8 g. 

5. Chceme získat 150 g desetiprocentního roztoku soli ve vode. Kolík gramu soli 

a kolík gramu vody je k tomu treba vzít? 

Rešení 
J e dána hmotnost roztoku m = 150 g (základ). Desetiprocentní roztok obsahuje 
10 % soli a 90 % vody. (p % roztok soli je takový, že obsahuje práve p % soli .) 
J e proto treba vzít sul a vodu o t echto hmotnostech (částech základu): mr = 

m l = lOO · 10 = 
10 

· 150 g = 15 g (soli), m 2 = m - mr = 135 g (vody) . 

6. Vodný roztok obsahuje 12 g soli a 88 g vody. Kolikaprocentní je to roztok? 

Rešení 
Rozpuštením soli ve vode vznikne roztok o hmotnosti m = 100 g (základ). 
Hmotnost soli je mr = 12 g (část základu). Vypočteme počet procent soli v roz-

mr 12 toku: Pr = - = - = 12 %. Roztok je tedy dvanáctiprocentní. 
m 100 

7. V kolika gramech vody je treba rozpustit 18 g soli , aby vznikl devítiprocentní 

roztok? 

Rešení 
Je dána hmotnost soli v roztoku mr = 18 g (část základu), což predstavuje Pr = 
= 9 % (počet procent) celkové hmotnosti roztoku m (základu) , kterou určíme 
ze vztahu 

mr = ~Pr=? m = lOOmr = 18~0 g = 200 g. 
100 Pr 

Hledaná hmotnost vody tedy je m 2 = m - mr = 182 g. 

Pfíklady užití pojmu promile (%o) 

l. Určete, kolík % je 

a) l %o, b) 10 %o, c) 100 %o . 

101 



J 
a) l Voo = 10 Vo = 0,1 rc 
b) 10 %o = l % 

·) 100 %o = 10 % 

2. Vy.-v tl t e, co e rozumí výrokem: "V prumeru 5 %o novorozencu má ji 't 11 

v las tnos t. " 

Odpoved:· Tímto výrokem se rozumí, že na každých l 000 novorozencu pfii d(t 
prumerne 5 novorozencu, ktei'í mají jistou vlastnost. 

3 . Vysvetlete , co znamená údaj , že v krvi určitého človeka bylo namereno 2 %o 
alkoholu. 

Odpoveď: Tento údaj znamená, že v každém litru krve toho človeka jsou 
2 

1 
OOO l = 2 ml alkoholu. 

4. Co se rozumí údajem, že stoupání železniční trati je 8 %o? 

Odpoveď: Tímto údajem se rozumí, že daná železniční trať stoupá o 8 m ver
tikálne na l km horizontální vzdálenosti. 

2 .8 Obor komplexních čísel, algebraický tvar 
komplexních čísel 

Z kap. 2.2 až 2.5 víme, jak se postupne rozširuje obor prirozených čísel N až na 
obor reálných čísel R. V oboru R jsou proveditelné bez omezení (tj. pro libovolná 
r álná čísla) základní operace - sčítání, násobení - i operace k nim inverzní - odčí

tání , delení (vyjma delení nulou). V R je také definováno umocňování libovolného 
reálného čísla pi'irozeným číslem. Avšak inverzní operace odmocňování pi'irozeným 
íslem je definována v oboru R pouze pro nezáporná čísla, což má za následek, že 

v R nejsou i'ešitelné kvadratické rovnice se záporným diskriminantem a mnohé další 
alg braické rovnice vyšších stupňu (kap. 5.3 a 5.5). Proto se obor reálných čísel R 
rozširuje na obor komplexních čísel C, ve kterém se dá definovat odmocnina 
libovolného záporného čísla a obecne každého komplexního čísla. 

Definice komplexních čísel a základních početních operací 
komplexními čísly v algebraickém tvaru 

Rozšírení oboru reálných čísel R na obor komplexních číse l se na strední škole 
obvykle provádí takto: 

K oboru reálných čísel R se pripojí takové číslo i, pro které platí 

Toto číslo i se nazývá imaginárni jednotka. (P fi použití v elektrotechnice se 
značí j namísto i.) 
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z= x+ yi, kde x , y E R, 

1 11 
zývá kom plexní číslo v algebraickém tvaru a číslo x, E, ~ se ~a~ýv~ 

r ' lná část (složka ) komplexního čísla z ,_ číslo y :y R se nazyva 1magmarm 
(íst (složka ) kom plex ního čísla z . Symbohcky se p1se 

Re z =x, Im z= y. 

r , k v prípade že zároveň uvažujeme více komplexních čísel , značíme je Z1 = 
oznam a. ' . . - . d L se též 
x

1 
+ y1i, z2 = x2 + y2i, resp. a = a1 + a21, b = b1 + b21, c - C1 + c21 apo · ze 

Helkat s označeními a+ bi , c +di apod. 

I lasifikace komplexních čísel 

Existují dva druhy komplexních čísel: 
t) Je-li y = O, pak z= x E R je reálné číslo . 

b) Je-li y i= O, pak z= x+ yi je tzv. imaginárni číslo . 
Je-li zároveň x = o, pak z = yi je tzv. ryze imaginárni číslo . (Speciálním 

prípadem pro y = l je imaginární jednotka i.) 

Rovnost komplexních čísel v algebraickém tvaru se definuje takto: 

z
1 

= z2 čili x1 + y1i = x2 + y2i, práve když platí x1 = X2 a Y1 = Y2· 

s čet a součin komplexních čísel v a lgebraickém tvaru se definují tak, 
aby s~:omplexní čísla sčítala a násobila obdobne jako dvojčleny, ale navíc se klade 

i2 = - 1: 

z1 + z2 = (x1 + y1i) + (x2 + Y2i) = (xl + X2) + (Yl + Y2)i, . 
z

1
z2 = (x1 + y1i)(x2 + Y2i) = (x1x2 - YlY2) + (x1Y2 + X2Y1)1. 

Poznámka. Uvedeme ješte alternativní zpusob vytvorení oboru komplexních čísel C, pi·i 

kterém definujeme: , .. ' l · h Y' 1 
Komplexními čísly (prvky oboru C) nazýváme usporádane dvoJICe rea nyc CJse , 

jež značíme 
z= [x, y]; x, y E R. 

Speciálne: x= [x, O] jsou reálná čísla a i = [O; l] j e.imagi~ární jednotka. , y kd 1 .. 

Komplexní čísla Zl = [xl , yl], Z2 = [x2 , Y2] JSOU Sl rovna Zl = Z2, prave yz J 

XI = X2 a Yl = Y2· [ ] . k l , číslo 
Součet komplexních čísel Zl = [x1, y1], z2 = X2, Y2 Je omp exm 
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IUCllU k0111plo:x:11foh Č ÍSol Z J :.. [xt, 1) 1j , Z2 ~ [x2, V~ J jo lw 11 1tli OXIl[ ČÍSI 

Z LZ2 = [x.1 X 2 - YJY2, X J 112 + x211i] . 

11 vcdené konst rukce oboru komplexních č ísel C bezprostredné vypJývá jeho jednoz nacn 

exist ence. 

Príklady dukazových úloh o komplexních číslech 
1. Dokažte, že každé komplexní číslo z = [x, y] lze jednoznačne vyj ádht v alg·-

braickém tvaru. 

ukaz 
z= [x, y] = [x; O]+ [O; y] = [x; O] + y ·[O; 1] = x + yi 

2. Dokažte, že pro imaginární jednotku i =[O; 1] platí i2 = - 1. 

Dukaz 
i 2 = i · i =[O; 1] · [O; 1] =[O - 1; O+ OJ= [-1; OJ = - 1 

Z definice součtu a součinu komplexních čísel vyplývá, že operace sčítání a ná
sobení jsou komutativní, asociativní a násobení je distributivní vzhledem ke sčítání. 

Geometrické znázornení komplexních čísel v Gaussove rovine 

Komplexní čísla geometricky znázorňujeme (zobrazujeme) body roviny, ve které 
je zavedena kartézská soustava soufadnic a jež se nazývá rovina kornplexních 
číse l nebo krátce Gaussova rovina. Každé komplexní číslo z = [x, y] je v ní geo
metricky znázorneno (zobrazeno) bodem o soufadnicích x, y (obr. 2.7). Zobrazení 
mezi komplexními čísly a body Gaussovy roviny je vzáiemne jednoznačné zobra
wní: Každému komplexnímu číslu je pľifazen práve jeden bod Gaussovy roviny jako 
jeho obraz a naopak každému bodu Gaussovy roviny je pľifazeno práve jedno kom
plexní číslo jako jeho vzor. Osa x v Gaussove rovine se nazývá osa reálných čísel 
nebo krátce reálná osa, osa y v této rovine se nazývá osa ryze irnaginárních 
' ísel nebo krátce irnaginární osa. 

y 
y 

Z(z) ------------·r z = X+ yi 
Z(z) y = Im z y = Imz 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

o x =Re z X x = Rez o X 

Obr. 2.7 Obr. 2.8 

V Gaussove rovine leží obrazy reálných čísel na reálné ose. Obrazy imaginárních 
u ty body Gaussovy roviny, které neleží na reálné ose. Speciálne obrazy ryze 

imaa:inárních čísel leží na imaginární ose. 
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ľUVlliOLľickó znt1zornči11 i lm111ploK11k li cJi.ml bvdy Guutll'.l\1V y ruv1uy !WUl vtm1" J" 
din6 mo~n6. Každ6mn bodu Z Gaussovy roviuy, tt tedy Lóž kornplcxnhnn číHlu z 
jirn z.obra.zcnómu lzc ptiraclit polohový vektor ( rádiusvektor) r = O Z, tj. vá
zaný vektor (kap. 10.5) s počátečním bodem O a s koncovým bodem z. Komplexní 
íslo z = x + yi je proto také geometricky znázorneno (zobrazeno) polohovým vek

torem r bodu Z o soufadnicích x = Re z , y = Im z (obr. 2.8). Zobrazení mezi 
komplexními čísly a polohovými vektory bodu Gaussovy roviny je zrejme opet 
vzájemne jednoznačné zobrazení. Geometrické znázornení komplexních čísel polo
hovými vektory je výhodné napr. pri znázorňování operací s komplexními čísly. 

Obdobne jako v oboru reálných čísel také v oboru komplexních čísel platí veta: 

Veta o nnlovém součinn dvou komplexních čísel 
Součin dvou komplexních čísel je rovný nule, práve když alespoň jedno z nich je 

rovno nule. 

Odčítání a delení komplexních čísel v algebraickém tvaru 

Opačná a pfevrácená komplexní čísla, komplexne sdružená čísla 
Komplexní čísla z= x + yi, - z= -x - yi se nazývají navzájem opačná čísla. 

K 1 
, v, 1 . 1 1 kd --t o ' „ , • omp exm c1s a z = x + y1, - = --. , e z 1 , se nazyvaJi n avzaJern 

z x+y1 
pfevrácená (recipr oká) čísla. Číslern komplex n e sdruženým k číslu z = 
= x + yi nazýváme komplexní číslo z = x - yi. (V literatufo se lze setkat též s jeho 

označením z* .) P latí: zz = x
2 + y2 

E R. 
Algebraický tvar čísla pľevráceného k číslu z = x + yi dostaneme rozšírením 

1 zlomku - číslem z= x - yi komplexne sdruženýrn k číslu z: 
z 

1 

z 

z 
z·z 

X -yi 

(x + yi)(x - yi) 

X - yi 
x2 + y2 

X 

x2 + y2 

y . 
1 

x2 + y2 

Odčítání a delení komplexních čísel 
Stejne jako v oboru R (kap. 2.5) také v oboru C operace odčítání a delení 

pfodstavují inverzní operace ke sčítání a násobení. 

Proto platí pro rozdíl z1 - z2 a podíl zi 
Z2 

Z1 - Z2 = Z 1 + (-z2) pr~ každé z1, z2 E C 

Z1 1 
- = Z1. - pro každé z1, z2 E C, z2 f. O 
Z2 Z2 

Praktický postup odčítání a delení komplexních čísel v algebraickém 

tvaru z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i je tento: 

z1 - z2 = z1 + (- z2) = (x1 - x2) + (y1 - Y2)i 
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O ľllZi~ iJ ' t ~j o 111 0 zlo11Jck .!.!. 
;1i;lom 'E·i kornp lcxn 

Z 1 Z 1 . Z2 
-=---= 
Z2 Z2 · Z2 

(x1 -l- yti)(.x2 - yú) 
(x2 + Y2i)(x2 - yú) 

Z2 

X1X2 + Y1Y2 + '"•Y I - X1 Y 2 i 
X~+ y~ X~+ y~ 

Príklady početních operací s komplexními čísly v algebraickém tvaru 
Vypočtete součet, rozdíl, součin a podíl komplexních čísel z1 = 1 - i, z2 = 1 + i 
(v uvedeném poradí). 
!lešení 
a) Z1 + Z2 = (1 - i) + (1 + i) = 2 

b) Z1 - Z2 = (1 - i) -\- (- 1 - i) = - 2i 

·) Z1 · Z2 = (1 - i) · (1 -\- i) = 2 

Z1 1 - i (1 - i)2 - 2i . 
d) Z2 - 1 -\- i (1 + i)(l - i) = 2 = -l 

G eometrické znázornení operací sčítání a odčítání 
komplexních čísel v Gaussove rovine 

Nechť libovolným dvema nenulovým komplexním číslum z1 = x 1 + yii a z2 = 
= x2 + y2i jsou po fade pľifazeny polohové vektory (rádiusvektory) r1 o soufadni
cích (x1, Y1) a r2 o soufadnicích (x2, Y2) . Součtu z1 + z2 = (x i + x2) + (Y1 + y2)i 
je prifazen polohový vektor o soufadnicích (x1 + x2, y1 + y2) což je (jak známo 
z analytické geometrie, viz kap. 10.5) součet polohových vektoru r1 + r2. Takto 
je v obr. 2.9 sestrojen obraz součtu komplexních čísel z1 + z2 jako koncový bod 
vektoru r1 + r2. 

y 
z 1 + z2 

X 

-z2 

Obr. 2.9 

106 

rto11dHu z1 

Definice absolutní hodnoty komplexního čísla a její 

vlastnosti 

/~ 

Loh 

Absolutní hodnota komplexního čísla z = x + yi, označovaná symbolem 

\z \, je reálné číslo definované vztahem 

\z\ = /;2+ y2 čili \z\ = .;z:-=i, kde z= x - yi . 

Geometrický význam absolutní hodnoty komplexni1w čísla: 
V Gaussove rovine predstavuje \z\ vzdálenost obrazu komplexního čísla z od 

počátku (obr. 2.7) . 

Vety o vlastnostech absolutních hodnot komplexních čísel 
a) Pro každé číslo z E C platí 

\z\ ~ O, pi'ičemž \z\ = O, práve když z = O, 

\z\= 1- z\= [z\. 
b) Pro každou dvojici čísel z1, z2 E C platí 

[z1[ - [z2\ ~ [z1 ± z2[ ~ [z1[ + [z2\ (trojúhelníková nerovnost) , 

\z1z2\ = \zi\ \z2\, 

1

Z11 \z1\ . . z
2 

= rz;i, Je-h Z2 -=f. 0. 

Geometrický význam absolutních hodnot komplexních čísel v trojúhelníkové ne
rovnosti: Absolutní hodnoty [z1 \ , \z2[, [z1 + z2[, [z1 - z2[ jsou v Gaussove rovine 
rovny vzdálenostem obrazu komplexních čísel z1, z2, z1 + z2, z1 - z2 od počátku 
(obr. 2.9). Dále lze dokázat vetu: 

Absolutní hodnota \z1 - z2 \ rozdílu komplexních čísel z1, z2 je rovna vzdálenosti 
obrazu komplexního čísla z1 od obrazu komplexního čísla z2 (obr. 2.9). 

Príklady výpočtu absolutní hodnoty komplexního čísla 
Určete absolutní hodnoty komplexních čísel 

a) 5 + 4i, 

!lešení 
a) \5 + 4i\ = )25 + 16 = v'4I 

b) 56 - 33i 

b) 156 - 33i 1 = \56 - 33i\ = )3 136 + 1 089 = J4225 = 65 = 5 
5 + 12i \5 + 12i \ )25 + 144 VI69 13 

(tento postup je jednodušší než vypočítat nej prve podíl a pak jeho absolutni 

hodnot u). 
10 



l(nv,dó lw 1 11pl ox11 ť číH l o z, jol1ož ttl> f.JoJuLuí ho<l!Hl(.n J(\ ' o v 11 r~ .)oclnó (lzJ 
kon1ploxní j ed notka. 

Pl!íklady komplexních .iednotek 

. . 1 v'3. 1 v 3 . 3 4 . 
1 - 1 1 - 1 - + - 1 - - - - 1 - + - ], 

' ' , ' 2 2 ) 2 2 ' 5 5 

1 ), f.J 

brazy komplexní ch jednotek v Gaussove rovine leží na jednotkové kružnici ( tj. 
kružnici o polomeru r = 1) se sti'edem v počátku O. A obrácene každé komplexní 
íslo, jehož obraz leží na jednotkové kružnici se sti'edem v počátku O , je komplexní 

jednotka. 

Mocniny v oboru komplexních čísel 

n-tá mocnina komplexního čísla z pro n E N se definuje stejne jako n-tá 
mocnina reálného čísla v oboru R (kap. 2.1 , 2.6): 

z'" = ~ pro každé komplexní číslo z a n E N. 

n-krát 

Stejne jako v oboru R se definuje i v oboru C: 

~ 0 -= l pro každé komplexní číslo z #- O, 

, " = ~ pro každé komplexní číslo z #- O a n E N. z n 

t echto definic plyne, že v oboru C pro počítání s mocninami o celočíselných 
nocnitelích platí stejne jakov oboru R vzorce (1) až (5) a (1') , (4 ') (str. 87 a 88, 

kap. 2.6), kde základy mocnin jsou nyní z oboru C. , 

Príklady umocňování komplexních čísel v algebraickém tvaru 

1. Odvoďte vzorce pro mocniny i k , kde i je imaginární jednotka , k E Z. 

ešení 

Víme, že i
2 

= - 1. Odtud plyne i3 = i2 . i = - i, i4 = (i2) 2 = (- 1)2 

·fi ·4 . 1 . . ·6 ·4 ·2 1 ( 1) 1 d l = l · l = · l = 1, l = l · l = · - = - at . 

O becne pro každé k E Z tvaru k = 4m, 4m + 1, 4m + 2, 4m + 3 platí: 

·4m (•4 ) m lm l l = l = = 

i4m+l = i4m · i = 1 · i = i 

i4m+2 = i4m . i2 = 1 . (- 1) = -1 

·4m+3 ·4m ·3 1 ( ") · 1 = l . l = . - 1 = - 1 

2. Vypoč te te (1 + i)8. 

šení 

(J + i)8 
= [(1 + i) 2r = (1 + 2i _ 1)4 = 24 . i4 = 16 

1() 

1, 

Otl1.u0cllil1y v vboľu ku111p 

NPcb ť j1• 11. ( N. V o horu C rfof in11jcmc: n-t á odmocnina komploxního čísla a 
lt> každé tnkové komplexní číslo z , pro ktcré platí z71 a. 

Pro rozlíšení od odmocniny v oboru R ji budeme značit ( Va) c
Poclle této clefinice pla tí ekvivalence: 

( V'a)c =z{:} a = zn pro každé a, z E C, n E N, 

Lj . určení n-té odmocniny komplexního čísla a je ekvivalentní s fešením rovnice 
z"' = a (kap. 5.5). 

J e-li a = O, má rovnice zn = O práve jedno fešení z = O, takže V'o = O. 
J e-li a#- O, rovnice zn = a má v oboru C práve n ruzných fešení , jež se dají určit 

pomocí goniometrického tvaru komplexního čísla a (viz kap. 4.6) . Odtud plyne, že 
( vfa)c je pro každé a E C \ {O} n-značná, tj. nabývá práve n ruzných komplexních 
hoclnot z1, z2, ... , Zn· (Píšeme ( Va)c = {z1, z2, . .. , zn}.) Tím se zásadne odlišuje 
od y'a pro a > O v oboru R, která je jednoznačná, tj. nabývá práve jedné hodnoty 
va > o (viz kap. 2.6). Tak napr. (v'4)c = ± 2, zatímco v'4 = 2; (A)c = ± i 
a ( R )c = ± 2i, zatímco A a R v R neexistují (nejsou clefinovány) . 

V dusledku toho pro odmocniny v oboru C neplatí obecne vzorce platné pro 
rcálné odmocniny z nezáporných čísel (viz str. 90, kap. 2.6) . 

Poznámka. Pro n-tou odmocninu komplexního čísla a =/= O se nekdy užívá místo sym
bolu ( y/ä)c označení ya. Pfi jeho použití musíme pak ovšem dusledne dbát toho, aby 
neclocházelo k jeho zámene s týmž symbolem pro reálnou odmocninu čísla a > O. 

Príklady hodnot n -té odmocniny komplexního čísla 

1 ( JI) . cl v v , k 1 , v, l v'2 v'2 . . · l c JSOu ve opacna omp exm c1s a z 1 = 2 + 2 1, z 2 

neboť podle vzorce pro (a + b) 2 (viz kap. 3.1) 

zi = (v; + v; i) 2 

2 ( )2 2 . Z2 = -Z1 = Z1 = 1. 

1 ·v'2 v'2. 1 . 
- + 2· - . - 1 - - = 1 
2 2 2 2 ' 

v'2 v'2 
2 21, 

Obrazy komplexních čísel Z1 ' Z2 v Gaussove rovine jsou body soumerne sdružené 
podle počátku O; leží na kružnici o polomeru r = Iii = 1. 

2 (0) • V • k 1 , V, l 1 1 v'3 ' 1 .J3 • b , . c JSOU tn omp exm c1s a zo = , z1 = - '2 + 
2

1, z2 = - '2 - 21, ne ot 

zg = 1 a s použitím vzorce pro (a+ b) 3 (viz kap. 3.1) dostáváme zľ = 1, z5 = 1. 

Obrazy čísel z0 , z1, z2 v Gaussove rovine jsou vrcholy rovnostranného troj
úhelníku, které leží na kružnici se stfedem v počátku O a polomerem r = 1 
(obr. 2.10). 

V pfeclchozích dvou pfíkladech jsme na základe definice n-té odmocniny kom
plexního čísla a pouze ovči'ovali, že hodnotami druhé , resp. tretí odmocniny clanéh 
komplexního čísla jsou daná (nejakým zpusobem určená) komplexní čísla . 
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1 
zo X 

z2 

Obr. 2.10 

Metody (zpusoby) výpočtu hodnot n-té odmocniny komplexního 
·ísla a jsou dvojího druhu: 

Pro n = 2 a ve speciálních pi'ípadech též pro n > 2 lze určit ( V'a)c algebraic
kým výpočtem s užitím algebraického tvaru komplexního čísla a (viz binomické 
rovnice v kap. 5.5). Obecne použitelný je goniometrický výpočet pomocí goniome
trického tvaru komplexního čísla a (viz kap. 4.6 a binomické rovnice v kap. 5.5). 
V uvedených kapitolách naleznete principy obou metod výpočtu hodnot odmocniny 
v komplexním oboru a príklady použití. 

llO 

3 Základní poznatky z algebry 

3.1 Mnohočleny 

Nechť je n dané pľirazené číslo nebo nula , a0 , a 1 , .. . , an daná reálná čísla 
(konstanty), x pramenná (písmeno ve významu libovolného reálného čísla), pak 
Houčet 

anXn + an- lXn - I + .. . + a 1X + ao, kde an -=j:. 0, 

He nazyva mnohočlen (polynom) pramenné (v promenné) x s koefici
enty an, an - 1, ... , ao z číselného oboru R. Sčítanci akxk se nazývají členy 
mnohočlenu, k jej ich stupeň . Číslo a0 se nazývá absolutní člen mnohočlenu . 
Č:íslo n se nazývá stupeň mnohočlenu. Mnohočlen nultého stupne je zrejme 
každé číslo ruzné od nuly. Číslu nula se i'íká nulov ý mnohočlen; jeho stupeň se 
nedefinuje. 

Pojem mnohočlenu lze zobecnit pra více pramenných. Uvažujme výrazy tvaru 
ki k 2 k n kd · k t t v, l ' h b R . akx1 x 2 .. . xn , e ak J SOU ons any z c1se ne o o oru , X1, X2, ... , Xn J SOU 

reálné pramenné, k1 , k2 , ... , kn jsou nezáporná celá čísla. Součet libovolného počtu 
výrazu tohoto tvaru se nazývá mnohočlen (nebo polynom) n pramenných (v n 
pramenných) x 1 , x2 , . . . , Xn s koeficienty z číselného oboru R. Každý ze sčítancu 
se nazývá člen mnohočlenu , ak je jeho koeficient, součet k1 + k2 + . .. + kn 
je stupeň členu; maximální z techto součtu se nazývá stupeň mnohočlenu 
( vzhledem ke všem pramenným) , maximální z exponentu pra každou z pra
menných x1 , x2, ... , Xn se nazývá stupeň mnohočlenu vzhledem k pramenné 
X1 , X2, . . . , Xn. 

Mnohočlen s jedním členem se nazývá jednočlen, se dvema členy dvojčlen , 

se tfemi členy trojčlen atd. Mezi jednočleny patrí také čísla ró.zná od nuly i nula. 

Príklady mnohočlenu 
2x3 

- 4x2 + x + 1 je mnohočlen (čtyfčlen) 3. stupne v pramenné x s koeficienty 
z oboru Z, a5 

- 1 je mnohočlen (dvojčlen) 5. stupne v pramenné a s koeficienty 
4 1 

z oboru Z, - 9y 2 + ?Y + 2 je mnohočlen (trajčlen) 2. stupne v pramenné y s koe-

ficienty z oboru Q, 25m3 
- 3m2n + 5mn2 

- n je mnohočlen (čtyfčlen) 3. stupne 
v pramenných m , n (vzhledem k pramenné m je 3. stupne, vzhledem k pramenné n 
je 2. stupne) s koeficienty z oboru Z. 

Rovnost mnohočlenu 

Dva mnohočleny v týchž prome nných jsou si rovny, práve když se sob 
ravnají všechny koeficienty odpovídajících si členu obou mnohočlenu ( tj. členu ob 
sahujících stejné mocniny pramenných). 
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.·i počíLání s umoltočJ eny v oboru I~ tt žívá1110 vhu1L110HLÍ rcáh1ýcl1 ČÍHcl , uvcd„
ných v kap . 2.5, a poznatld'.1 o počítání s mocninami z kap. 2. 6. 

Součtem (rozdíle m) mnohočlenu je mnohočlen, jchož čkuy mají kocfici 
enty rovné součtu {rozdílu) koeficientu odpovídajících si členu daných mnohočlenti 
(pritom nekteré koeficienty v techto mnohočlenech mohou být nulové). 

Mnohočlen násobíme jednočlenem t ak, že jednočlenem vynásobíme každý 
člen mnohočlenu . 

Mnohočlen násobíme mnohočlenem tak , že každý člen jednoho mnoho-~ 
členu vynásobíme každým členem druhého mnohočlenu. Takto získané součiny jsou 
č leny mnohočlenu , který nazýváme součinem mnohočlenu. 

Pŕíklady základních operací s mnohočleny 

(2a + 5b) + (3a - 4b) - (7a + b) = 2a + 5b + 3a - 4b - 7a - b = -2a 

( 4x2y2 - 5x4y3) · 2xy = 8x3y3 - 10x5y4 

( 4x
2 

- 1) (x
2 

+ 3) = 4x4 - x 2 + 12x2 - 3 = 4x4 + llx 2 - 3 

Často je užíván vzorec (pro a, b E R, resp. C) 

(a+ b) (a - b) = a2 - b2, 

podle nebož je napi'. 

(xy - 3)(xy + 3) = x2y2 - 9. 

Umocnit mnohočlen na n-tou (n E N) znamená (podle definice mocniny) 
znásobit vzájemne n mnohočlenu vesmes rovných danému mnohočlenu . 

Velmi často se užívají vzorce pro (a± b) 2, (a± b)3. Ríká se jim binomické 
vzorce (z lat. binom= dvojčlen). Obecný binomický vzorec pro (a ± bt, kde n E N 
(n > 1) , udává binomická veta, kterou formuluj~me v kombinatorice (kap. 7.3). 

Vzorce pro druhé a tretí mocniny dvojčlenu a± b (a, b E R, resp. C) 

(a+ b)
2 = a2 + 2ab + b2 

(a - b) 2 = a2 - 2ab + b2 

1 (a+b)
3

= a3 +3a2b+3ab2 +b3 

(a - b)
3 = a3 - 3a2b + 3ab2 - b3 

P ·fíklady umocňování mnohočlenu 

(3a + 7b)
2 

+ (2a - 5b)
2 

= 9a2 + 42ab + 49b2 + 4a2 - 20ab + 25b2 = 

= 13a2 + 22ab + 7 4b2 

(4:i:3y2 - 9xy4)2 = (4x3y2)2 - 2. 4.7:3y2. 9xy4 + (9xy4)2 = 

= 16x6y4 - 72x4y6 + 8lx2y 8 

( )2 2 2 2 2 a1 + a2 + a3 + ... + an = a1 + a2 + a3 + ... + an + 
+ 2a1a2 + 2a1a3 + ... + 2a1an + . .. + 2an- lan 

(Tento vzorec , který lze dokázat matematickou indukcí, je užitečné si zapamatovat.) 
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Pr~klady deleni mnohočlenu jednočleny 

(6ax - 9bx) : 3x = 2a - 3b, kde x =!= O 

(a3 - 2a2 +3a) :(- a) =-a2 +2a - 3, kdea -1- 0 

(10m6n 2 + 18m5n 3 - 12m4n 4 + 2m3n 5
) : (- 2m3n 2) = 

= - 5m3 - 9m2n + 6mn2 
- n 3

, kde m -1- O, n -1- O 

Pro libovolné dva mnohočleny s pramennou x a racionálními koeficienty 

P ( ) n n- l n X = anX + an- lX + ... + a1X + ao , 

Pm. (x) = bm.xm. + bm. - 1Xm- l + ... + b1 x +bo, kde bm -1- O am< n, 

<•xi::; tuje jediná dvojice mnohočlenu Q(x) a R(x) taková, že platí 

Pn(x) = Pm.(x)Q(x) + R(x), 

pf ičemž stupeň mnohočlenu R(x) je buď menší než m, nebo je R(x) = O. 
Postupu, kterým určujeme mnohočleny Q(x) , R(x) , se i'íká algoritmus delení 

mnohočlenu mnohočlenem. Je-li R(x) -1- O, mluvíme o delení mnohočlenu 
se zbytkem; pi'itom zbytkem se rozumí mnohočlen R(x), mnohočlen Q(x) se 
1iazývá neúplný podíl mnohočlenu P11 (x), Pm.(x) . Je-li R(x) = O, mluvíme 
o delení mnohočlenu beze zbytku, Q(x) je podíl mnohočlenu Pn(x) , Pm(x). 
V tomto prípade fikáme, že mnohočlen Pn(x) je delitelný mnohočleny Pm(x) , 
Q(x); temto mnohočlenum se i'íká delitelé mnohočlenu Pn(x). 

Algoritmus delení mnohočlenu Pn(x) mnohočlenem Pm(x) je obdobný algo
ri tmu delení pi'irozených čísel zapsaných v desítkové soustave. Nejprve delíme člen 

ucjvyššího stupne delence Pn(x) členem nejvyššího stupne delitele Pm(x) , výsle
clck q1(x) je prvním členem podílu Q(x). Jím znásobíme delitele Pm(x) a součin 
q1 (x) · Pm. (x) odečteme od delence Pn(x). Dostaneme zbytek R 1(x). Pokud zbytek 
11ení nula nebo mnohočlen nižšího stupne, než je stupeň delitele Pm(x), postu
pujeme obdobne dál, tj. člen nejvyššího stupne mnohočlenu R1(x) delíme členem 
11 ejvyššího stupne delitele Pm ( x), čímž dostaneme druhý člen q2 ( x) podílu Q ( x) , 
součin q2(x) · Pm(x) odečteme od zbytku R1 (x) a dostaneme zbytek R 2 (x ). Tak po
kračujeme, dokud zbytek není nula nebo mnohočlen nižšího stupne, než je stupeň 
delitele Pm. (x). 

Analogii mezi delením pi'irozených čísel zapsaných v desítkové soustave a dele
ním mnohočlenu nejlépe osvetlí porovnání na pfíkladech: 

l0665 : 45 = 237 
166 
315 

o 

Takto zpravidla zapisujeme postup delení pi'irozených čísel 

v desítkové soust ave. 
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Obdobne jako ve druhém prípade zápisu delení pl'irozených čísel postupujem 
i pfi zápisu delení mnohočlenu, jak ukazují násleclující príklady. Pri tom mnoho
leny zapisujeme se sestupným uspoi'ácláním členu (podle klesajících mocnin pra

menné .-c ). 

Pŕíklady delení mnohočlenu mnohočlenem 
a) Vypočítejte (2x4 

- x 3 + 3x2 - x + 1): (x2 + 1). 

R ešení 
x 2 + 1 ::f- O pro každé x E R, takže delení lze provést bez omezení. 

(2x4 
- x 3 + 3x2 - x + 1) : (x 2 + 1) = 2x2 - x + 1 

- (2x4 + 2x2) 

- x 3 + x 2 
- x + 1 

- (- x3 -x) 
x2 + 1 

- (x2 + 1) 
o 

b) Vypočítejte (x 3 - 5x2 + 5x - 2) : (x - 4). 

:tešení 
Delení lze provést za predpokladu, že x ::f- 4. 

( x 3 - 5x2 + 5x - 2) : ( x - 4) = x2 - x + 1 

- (x3 - 4x2
) 

- x2 + 5x - 2 

- (-x2 +4x) 

Výsledek zapisujeme takto: 

x-2 

-(x - 4) 

2 zbytek 

2 x3 - 5x2 + 5x - 2 = x2 - x + 1 + x - 4 
x-4 

LL4 

.----

ltozkladv mnohočlom1 ľU I~ 

!VInohdy, napr . pi'i počítání so zlomky, v nichž se vyskytují mnohočleny, je tfoba 
vyj ádľí L daný mnohočlen jako součin jednodušších mnohočlenu, tj . zpravidla mno
l t očlcnu nižšího stupne. Mluvíme o rozkladu mnohočlenu v součin. Lze ho často 
provést nekterým z techto zpusobu: 

l . Vytknutí společného činitele pred závorku 

Pŕíklady 

5a + lOb - 15c = 5(a + 2b - 3c) 

x (y - 1) + 2(1 - y) - z (l - y) = x(y - 1) - 2(y - 1) + z (y - 1) = 

= (y - 1) (X - 2 + Z) 

Nekcly sice nelze ze všech členu daného mnohočlenu vytknout žádného společ
népo činitele, ale po vhodném sefazení jeho členu clo skupin je možno každou 
skupinu zvlášť rozložit tak, že pak všechny skupiny společného činitele mají. 

Príklad 

ax - bx + 2a - 2b = (ax - bx) + (2a - 2b) = 

= x(a - b) + 2(a - b) = (a - b)(x + 2) 

2. Rozklad užitím binomických vzorcu (viz str. 112 a obecne viz v kap. 7.3) 
nebo vzorcu pro an ± bn, n E N. 

Vzorce pro an ± bn (n E N; a , b E R, resp. C) 

a2 
- b2 = (a + b) (a - b) 

a3 + b3 = (a+ b) (a2 
- ab + b2

) 

a3 - b3 = (a - b)(a2 +ab+b
2

) 

........... . ...... .. ... . ...... . ... . ... . ...... ... .. . .. 
an - bn = (a - b) (an - l + an- 2 b + ... + abn- 2 + bn-l ) pro každé 

n E N (n > 1) 
an + bn = (a+ b)(an- l - an- 2 b + ... - abn- 2 + bn- l) pro každé liché 

n E N (n > 1) 

Poznámka. Všimnete si skutečnosti, že se v uvedených vzorcích nevyskytuje rozklad 

součtu druhých mocnin a 2 + b2
. Zapamatujte si, že kvadratický dvojčlen a2 + b2 

a též 
kvadratické trojčleny a 2 + ab + b2

, a2 
- ab + b2 (obsažené v rozkladech dvoj členu 

a3 ± b3 ) nejsou v oboru R rozložitelné v součin lineárních dvoj členu . (V oboru C v iz 

str. 119.) 
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du 1n1boh 

:i; ~ - :.!5 = :i;" - 5:l (;r; -1 5)(x - 5) 

4m
2 

- 9n2 
= (2m)

2 
- (3n,)2 = (2m + 3n)(2m - 311, ) 

a
2 

- 6ab + 9b2 
- 16c2 = (a - 3b) 2 

- (4c) 2 = 

= (a - 3b + 4c)(a - 3b - 4c) 

r·
3 + 8s3 

= r3 + (2s) 3 
= (r + 2s)(r2 

- 2rs + 4s2) 

125u
3 

- 64v
3 = (5u)

3 
- (4v)

3 = (5u - 4v) [(511,)2 + 5u · 4v + (4v) 2] 

= (5u - 4v) (25u2 + 20uv + 16v2) 

a
5

+1 = (a + l)(a4 
- a3 + a2 

- a + 1) 

3. Rozklad kvadratického trojčlenu v součin dvou lineárních dvojčlouť1 11 l!I11 

x
2 + px + q = (x + u)(x +v) 

v oboru R se mužeme pokusit najít1 dvema zpusoby: 

a) Protože (x + u)(x +v) = x 2 + (u + v)x +uv= x 2 + p.x + q, musí býL 

u +v= p 
uv = q. 

J sou-li p, q celá čísla, lze čísla u , v určit mnohdy zpameti, a to to,k, „, 
rozložíme číslo q ruznými zpusoby na součin dvou celočíselných činitoli'i ( 1• · 

-li q > O, jsou u , v buď obe kladná, nebo obe záporná, je-Ii q < O, mají 11 , , , 

opačná znaménka a určíme, která dvojice činitelU má součet roven p) . 

Pfíklady rozkladu kvadratických trojčlenu 
Máme-Ii rozložit x

2 
- 8x + 12, musí být u +v = - 8, uv = 12. Součin k ln1l111 

a součet záporný budou jen tehdy, jsou-li obe čísla u, v záporná. Rozlov.11111 • 
tedy 12 = (-3) · (-4) = (- 2) · (- 6) = (- 1) · (- 12) ; součet -8 dává dvnj 111 
(- 2) , (-6) , a proto x2 

- 8x + 12 = (x -'2) · (x - 6). 

Rozkládáme-li kvadratický trojčlen x 2 + x - 20, usuzujeme takto: u +v 1, 
uv = - 20. Protože součin uv je záporný, mají čísla u, v ruzná znam61il-i1, 
protože je však jejich součet kladný, je kladné to z nich , které má Vľf .11 1 
absolutní hodnotu. Rozložíme tedy - 20 = 20 · (- 1) = 10 · (- 2) = 5. ( ·d) , 

součet 1 dává dvojice 5, (-4), a proto x2 + x - 20 = (x + 5)(x - 4) . Podol.111 • 
x

2 
- 2x - 35 = (x - 7)(x + 5), neboť - 7 · 5 = -35, - 7 + 5 = - 2; 

2x
3 + 22x

2 + 48x = 2x(x2 + llx + 24) = 
= 2x(x + 3)(x + 8), neboť 3 · 8 = 24, 3 + 8 = 11. 

1 
Uvažovaný rozklad v oboru R nemusí existovat , obecne j e možný v oboru C. 
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r i.1pl11 /Sní kvadratického trojčlenu na druhou mocninu 
i>11ího dvojčlenu 

ľ1pnwč so v literature často fíká též stručne doplnení kvadratického 
'' "I• ľ. 1 1 1 n ua „úplný čtverec" ( „čtvercem" se zde rozumí druhá mocnina line-

111rl 111 tl voj člcnu a pfívlastkem „úplný" se vyjadruje skutečnost, že se ke „čtverci" 
1 11f vii. :1i pi'1.vodních členu pľičtením vhodného čísla). Tato úprava je velmi duležitá 

, .. ii 1 ,lvrí HO v mnoha partiích matematiky. Proto je nutné si ji dokonale osvojit 
J• II 1111H l.11p zmechanizovat . 

ll11•1•n1í postup doplnení kvadratického trojčlenu x 2 + px + q, resp. ax2 + bx + c, 
O, na druhou mocninu lineárního dvojčlenu ( „ úplný čtverec") je tento: 

( p)2 (p)2 ( p)2 D 1 11.r 1 q = x + 2 - 2 + q = x + 2 - 4 , kde D = p2 
- 4q , 

, 1 ' / Iu + r· = a (x2 + ~ x + ~ ) = a [ (x + _!:_) 
2 
- !l_] , kde D = b2 - 4ac 

a a 2a 4a2 

1111111nli11:fl e si: Doplnením kvadratického trojčlenu na „úplný čtverec" vytvá-
! i:Ún 1!1'1 tl 10 11 mocninu lineárního dvoj členu , ve kterém k x pľičítáme polovinu ko-
1 !lolnnl.11 li ncárního členu kvadratického trojčlenu. 

Doplňování na „úplný čtverec" patrí mezi t zv. umelé, ale účelné úpravy 
1,1 111v11Jld v Lom, že pfičítáme a zároveň odčítáme vhodné čís lo (konstantu) , resp. obecneji 
]„ 1duý vý rnz s promennými . 

„, n i1;nrl11 doplnení kvadratického trojčlenu na „úplný čtverec" 

• 1 m• :1; - 2 = (X - ~ r -( ~ r -2 = (X - ~ r -~ 
Ii] a:11 G:c + 18 = (x - 3) 2 

- 32 + 18 = (x - 3) 2 + 9 

:h -/- 7 = 2 [ x
2 - ~X -/- n = 2 [ (X - ~ r -( ~ r -/- ~ l 

„ [ (c - ~r + ~~ ] 
1 11'ťpadč a) (D > O) je možný rozklad kvadratického troj členu v součin linľ-

11 <' initelu v R, zatímco v pi'ípadech b), c) (D < O) takový rozklad neexistuj 
!(, In však možný v C. 
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as Lo používají v cb\ lmzovýc lt j clalších úlohách 
vé príklady. 

Príklady užití 'Úprav polynom:u v dú,kazových úlohách o celých číslech 
1 . Dokažtc, že druhou mocninu sou čtu druhých mocnin libovolných dvou celých 

ísel lzc také vyjádrit ve tvaru součtu druhých mocnin celých čísel. 
llešení 
Označme uvažovaná celá čísla a, b. 

(a2 + b2) 2 = a4 + 2a2b2 + b4 = a4 - 2a2b2 + b4 + 4a2b2 = 

= (a2 - b2)
2 

+ (2ab) 2 , 

kde a
2 

- b
2
, 2ab jsou celá čísla. Tím je dô.kaz proveden. 

2. J e součet tretích mocnin tfí po sobe následujících celých čísel vždy delitelný 
devíti? 

.!lešení 

Libovolnou trojici po sobe následujících celých čísel mô.žeme vyjádi'it ve tvaru 
a, a+ 1, a+ 2, kde a E Z. 

a.k a
3 

+(a+ 1)
3 

+(a+ 2)
3 

= 3a3 + 9a2 + l5a + 9 = 3a(a2 + 5) + 9a2 + 9 = 
= 3a (a

2 
- 1 + 6) + 9a

2 
+ 9 = 3a(a + l)(a - 1) + 9a2 + 2 · 9a + 9. Protože jedno 

z čísel a , a - 1, a+ 1 je jiste delitelné tfemi, dospíváme ke kladné odpovedi na 
danou otázku. 

3. Odvoďte postup pro výpočet druhé mocniny dvojciferného prirozeného čísla 
a víceciferného pfirozeného čísla. 

11 

ltešení 

Každé dvojciferné číslo lze v desítkové soustave zapsat ve tvaru lOx + y , kde x 
je nekterá z cifer 1, . .. ) 9, y nekterá z cifer o, 1, .. . ) 9. J eho druhou mocninu 
lze vypočítat užitím vzorce 

(lOx + y)
2 

= 102x2 + 10 · 2xy + y2. 

Postup výpočtu lze zkrácene zapsat 
Lakto (píšeme-Ii mís to nul tečky): 

Príklad: 372 = 1 369, 

x 2
.. nebo x 2. 

2xy. 2xy. 
y2 y2 

-so_u_c"-v e-t- součet 

32 

2·3·7 
72 

neboť 
9. 
42. 

49 
1369 

Prakticky zpravidla výpočet provádíme uvedeným postupem odzadu zpameti. 

Analogicky libovolné nciferné číslo lze zapsat ve tvaru lOx + y , kde x je 
(n - l)ciferné číslo , y nekterá z cifer O, 1, . . . , 9. Podle uvedeného vzorce, popi'. 
upraveného na tvar 

(lOx + y)
2 

= 102x2 + (10 · 2x + y) · y , 

~ 

PosLnp výpočtu ukážeme na pfíkladu: 

2 5732 = 6 620 329, 

1 1cboť 252 .. . 625 . nebo 22 . .. 4„ 
2. 25·7 . . . 350. 45. 5 . . . 225 . . 

72 ... 49 . 507. 7 . .. 3549 .. 
2. 257. 3 . . . 1542 . 5143 . 3 . . . 15429 

32 ... 9 6620329 
6620329 Tento postup výpočtu 

je zrejme vhodnejší. 

4 . J ak se postup umocňování pl'irozeného čísla zjednoduší, končí-li umocňované 
číslo cifrou 5? 

Rešení 
Pro druhou mocninu čísla tvaru lOx + 5 platí 

(lOx + 5)2 
= 102x 2 + 10 · 2 · 5x + 52 = l02 x (x + 1) + 25 . 

Umocnení lze tedy provést tak , že napíšeme 25 a pred toto dvojčíslí součin 
čísla X a čísla O 1 vetšího. 

Napfíklad: 

852 = 7 225, 
~ 

952 = 9 025, 
~ 

1952 = 38 025. 
~ 

8· 9 9· 10 19·20 

Rozklady mnohočlenu v oboru C 

Obdobnými zpô.soby jako v oboru R se provádí i v C rozklad mnohočlenu 
v součin mnohočlenu nižšího stupne. S potrebou takových rozkladu se setkáváme 
v kap. 5.5 pfi i'ešení algebraických rovnic vyšších stupňu . Zejména si uvedomme, že 
vzorce uvedené na stranách 112 a 115 platí i v oboru C. V pi'edcházejících článcích 

jsme videli , že nekteré mnohočleny nelze rozložit v oboru R. Avšak v oboru C je 
rozklad možný, jak ukážeme v následujících pi'íkladech. 

Príklady rozkladu mnohočlenu v oboru C 
a) Dvojčlen a2 + b2 nelze rozložit v oboru R, avšak môžeme ho rozložit v oboru C 

na součin lineárních dvojčlenu takto: 

a2 + b2 = a 2 - (bi) 2 
= (a+ bi)(a - bi), 

kde i je imaginární jednotka. 
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I> 

. :< 2 b b 3 2 /J 3 .. [ 2] 2 
a· + ab + b = a + 2a .2 -/- ( .2 ) + 4 b = (a + 2) + 4 b 

( b vl3 ) ( b vl3 ·) a+ .2 + T bi a + .2 - T b1 

a analogicky 

2 2 ( b vl3 ·) ( b vl3 ·) a - ab + b = a - .2 + T b1 a - .2 - 2 b1 . 

Dvojčlen a4 + b4 
je možné rozložit v oboru C stejne jako v oboru R takL 

a
4 

+ b
4 

= (a
4 + 2a2b2 + b4

) - 2a2b2 = (a 2 + b2 )
2 

- (V'2ab) 2 = 
= (a

2 + V'2ab + b2
) (a 2 

- V'2ab + b2) 

V oboru R již další rozklad není možný, v oboru C je však možné ješ te k11 •1,d 1 

z kvadratických trojčlenu rozložit v součin Iineárních trojčlenu ( obdobný111 "" 
s tupem jakov príkladu b)) ; dostáváme: 

4 4 ( v2 12 ·) ( 12 v2 ·) a + b = a+ Tb+ Tb1 a+ Tb- Tb1 · 

· (a - v; b + v; bi) (a - v; b - v; bi) 

3 .2 Algebraické výrazy a jejich úpravy 

Algeb raický výraz je výraz (zápis) skládající se z čísel a z písmen označujk 11 1, 
promčnné, jež jsou spojeny znaky operací sčítání , odčítání , násobení, delení, m 11111 

l'lování a odmocňování , popi'. obsahuje též závorky, které určuj í poradí provád1 '" 
unznačcných operací. 

Každá pramenná v algebraickém výrazu zastupuje libovolné číslo z jisté (dar"') 
JHcln6 množiny, jež se nazývá obor pramenné; pokud není obor promenné uvecl"'' 

rnznmí se jím uvažovaná základní množina U (v této kapitole množina R). Ô1~ 111 
~ ohon1 promenné se nazývají hodnoty pramenné. 

Algebraické výrazy se rozdelí takto: Algebraické výrazy, v nichž se nevyskyt1'1jr 
dinocniny z promenných, se nazývají racionální algebraické výrazy. Delí H•• 

il it racionální celistvé výrazy (mnohočleny) a racionální lomené výrazy 
vyjndfon6 zlomky, jejichž čitatelem i jmenovatelem jsou mnohočleny. Algebraich „ 
výrazy, vc kterých se vyskytují odmocniny z jedné nebo více promenných, se na 
·~ Ývnj í iracionální a lgebraické výrazy. 
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\ 1111 ~ l· !rlit, ji \' 1111 Lo.x t,u f)il( lu1111l 11:i1 11 t11 '.\JVt1L alifti l ir t~íi)í.Y 'VJľlíZ B 1JľOTflr:rnrgn-:•--n 

,„1„.1, ,,, \l(u:) n ttlgohrH.iclcý výnw. H prom{Hrnými '. t 1 , ~r; 2 , ... , ~,;„ symbol.cm 
1 1 · ! 1 , :J, • , . , u:n) . Znvcclcnw pojmy: Množina všcch hodnoL promčnné x E R, 

j11 1a 11 1(\. v,ý 1'11.z V(:1:) sm.y:::il (Lj . je dcfinován) , se nazývá definiční obor alge
~ bfroi li u výraz11 V( x ). Množina všcch takových uspofádaných n-tic hodnot pro
i!íi ~11!t (,1' 1, :r;2 , ... , Xn) E R'", pro než má výraz V(x1, X2, .. . , Xri) smysl (tj . je 

~ ! : !!it>:.W~ 11 ) , HO imv,ývá definiční obor a lgebraického výrazu V(x1, x2, .. . , Xn)· 

í ~ru tl1 • l l 1 i! ~ 11 ! ol)ory výrazu V (jedné nebo více promenných) budeme používat 
:rn ~ ! „ f fj ( \1), popr. Dv. 

1 „,jf 
víl.ní dcfiničních oboru algebraických výrazu je zejména treba si uve-

11 lome11ých výrazu musí být jmenovatelé zlomku ruzní od nuly a pro 
,, rnzy v oboru R musí být základy odmocnin nezáporné. 

ľ• 1/ f„,f; 11 rilgebraických výrazu a určení jejich definičních oboru 
' " J, .11 ,1, l nť celistvé výrazy (mnohočleny) 

= 2x + 1, D(V) = R; V(x, y) = 3x2 + 5x - y, D(V) = R2
; 

, 111 lti~1 nJn í lomené výrazy 

2 
V(x) = x 2 _ ľ D(V) = R \ {l ; - 1}; 

1 
V(x,y)= x-y' 

·ebraické výrazy 

D(V) = {[x, y] E R2
; y # x}. 

V(x) = 1 +fa, D(V) =(O, +oo); 

V(a, b) = a+ v'iJ=l, D(V) = {[a, b] E R2
; b ~ 1 }. 

!!• l•l11otou algebraického výrazu pro dané hodnoty jeho promenných se 
i1i 11! /lli; lo , které dostaneme dosazením techto hodnot promenných do daného 

· kt~ l 10 výrazu. 

'" 1l. f11i1l11 výpočtu hodnot algebraického výrazu 
x 2 - 2x - 1 

1l1rnic:ký výraz V(x) = má pro x = 2 hodnotu V(2) = - 1. 
x- l 

l i ľ ni cký výraz V(x, y) = ~(x + y) má pro x = 1, y = 3 hodnotu V(l, 3) = 

lf, q ' li1 lHl a lgebraických výrazu, úpravy algebraických výrazu 

l/l)ľme : Dva algebraické vý razy Vi , V2 jsou si rovny (značíme Vi = 
t ) l l ľW<' k<lyž pro ne platí: 

Hpol ečný definiční obor D(Vi) = D(V2) = D, 

lo1111zení libovolných stejných hodnot promenných do výrazu V1 , V2 jsou si 
11 v hoclnoty výrazu. 
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Pfi úpravách algebraických výrazu se používá tranzitivnost'i rovnosti algebraic.;
kých výrazu: J estliže pro výrazy Vi, V platí Vi = V ve společném definičnhn 
oboru 0 1 ajestliže pro výrazy V, Vi platí V= Vi ve společném definičním oboru D2, 
pak platí Vi = Vi ve společném definičním oboru D = 0 1 n 0 2. 

Dovednost upravovat algebraické výrazy je zcela nepostradatelná pfi fešení 
mnoha matematických úloh, v teoretických úvahách i pro užití matematiky v praxi. 
Pľitom nutnou součástí techto úprav je stanovení podmínek, za nichž mají úpravy 
smysl. 

Úpravy racionálních lomených výrazu 

Pri úpravách racionálních lomených výrazu se používají vzorce, uvedené 
v kap. 3.1, o rozkladu mnohočlenu a dále vzorce pro počítání se zlomky, uve
dené v kap. 2.7. 

V úlohách o úpravách lomených výrazu je nutné klást podmínky, že jmenovatelé 
všech zlomku v puvodních výrazech i v jejich upravených tvarech musí být ruzní 
od n uly. 

Príklady úprav racionálních lomených výrazu 

1. Zjednodušte dané algebraické výrazy a udejte podmínky, za nichž mají prove
dené úpravy smysl v R: 

a) v
1 

= a - b 
b - a ' 

m 4- m 

c) V3 = 2m 2 + 2m + 2 ' 

R ešení 

b) V2 = (x - y) 2 
y2 _ x2 ' 

cl) V4 = xy + 1 - x - Y 
Y +z - 1 - yz 

) V - (b-a) · l'b _J. o v· 1· _j. b a 1 = = - l,Je- 1 - a r c11proa r, 
b - a 

b) V (y - x)2 y-x . l' _J.o v·1· _j.± 
2= ( )( ) = --,Je-1y ±xr c11pro xr y, 

y -x y +x y +x 

) V 
m(m3 - 1) m(m - l)(m2 +m+l) m(m - 1) k vd ' 

c 3 = pro az e 
2(m2 +m + l) 2(m2 +m+l) 2 

m E R, neboť m 2 + m + 1 = ( m + ~) 
2 

+ ~ > O pro každé m E R, 
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l·J 
~ 

IJ l )\:Ľ l) 

(!-- z)(v -l) 
J'.-.= 1 

J- z , Je-ll 
4 

u:1J :i: v 1 1 

11 yz l 1- z 

y - J =f O a 1 - z :f= O čili pro y -:/= 1 , z :f= l . 

2. Vypočí.tejtc a stanovte podmínky, za kterých mají provedené úpravy smysl v R: 

a) V1 = (r - s): (~ - ~) , 
r s 

b Vi = 5a + a + 4 . (a -1 _ a - 3 ) , 
) 3(4 - a) 8 - 3a a + 4 a - 4 

c) %= (2a
2

- 2 . a+b): a
3

+ 1_ 
a2 + ab 1 - a a 

Rešení 
s - r rs 

a) V1 = (r - s) : - - =-(s - r) · -- = - rs , pro r =/: O, s =/: O a s - r =/: O 
rs s - r 

čili s =/: r. 
b) Nejprve odečteme zlomky v závorce, pak jejich rozdíl vynásobíme zlomkem 

pred závorkou a nakonec k tomuto součinu pfičteme první zlomek: 

. 5a a+4 (a - l)(a - 4) - (a - 3)(a + 4) 
V2 = +--· = 3(4 - a) 8 - 3a (a+4)(a-4) 

5a (a2 - a - 4a + 4) - (a2 
- 3a + 4a - 12) 

3( 4---a-) + ----(8--'--3-a)-'-( a---4) ___ _ 

5a a2 - 5a + 4 - a2 
- a+ 12 -- + ---------

3(4 - a) (8 - 3a)(a - 4) 
5a 16 - 6a 5a 2(8 - 3a) -- + = + --'-----'--

(8 - 3a)(a - 4) 3(4 - a) (8 - 3a)(a - 4) 

5a 2 5a - 6 
3(4 - a) - 4-a = 3(4 - a) 

2 
pro 4 - a =/: O, 8 - 3a =/: O, a + 4 =/: O čili a =/: ±4, a =/: 2 3. 

c) Abychom mohli zkrátit, rozložíme dvojčleny na součin: 

% = 2(a+l)(a - l ). a+b a 
a(a + b) -(a - 1) (a + l)(a2 

- a + 1) 

2 

a 2 - a+ 1 

pro a =/: O, a =/: - b, a =/: 1, a =/: - 1. (Výraz a2 
- a + 1 =/: O pro každé reálné 

, , ( 1) 3 ( 1) 2 3 č1slo a, nebot a 2 - a + 1 = a2 
- a + 4 + 4 = a - 2 + 4 > O.) 

1 + _l_ 

3. Upravte na jednoduchý zlomek výraz V = x~ l , x E R. 1 --x+ l 

R ešenI- 1+1 x 
x- 1 = -- 1 V= x+ l - 1 X -
x+ l 

__ _ x+ l x + l 
X + 1 - X - 1 . - x-· - = X - 1 pro X =/: ±1, X 

X X o 
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pro x 

'! l + - l-= :c - l 
1 - _ l_ 

x+ l 

± 1, Xi- O. 

(x+l)(x - 1) 
(x + l)(x - 1) 

(x + l )(:c - l !- 1) 
(x - l )(x ~- 1 - 1) 

x+ l 
x - 1 

4. Vypočtete hodnoty výrazu V(x) z pľedchozí úlohy pro a) x = 2, b) x = 3 
dvema zpusoby: jednak dosazením do daného výrazu a jednak dosazením d 
upraveného výrazu. 

l~ešení 
1 +1 2 3 

a) V(2) = --1 = 2 = 3 a V(2) = - = 3 
1 - 3 3 1 

1 + l ~ 4 
b) V(3) = --i = f = 2 a V(3) = - = 2 

1 - 4 4 2 

Poznámka. Pokud by obema zpusoby nevyšla tatáž hodnota výrazu , signalizovalo 
by nám to , že jsme se pfi úpravách daného výrazu dopustili chyby. 

Úpravy iracionálních algebraických výrazu 

Pfi úpravách iracionálních algebraických výrazu využíváme poznatku o odmoc
uinách a mocninách s racionálními mocniteli (kap. 2.6) a pravidel pro početní 

pcrace se zlomky (kap. 2.7) . Podmínky, za nichž provádené úpravy mají smysl, 
pľcdcvším vyjadfojí, že základy všech odmocnín (odmocnenci) musí být nezáporné 
t jmenovatelé zlomku se nesmejí rovnat nule. 

Príklady úprav íracíonálních algebraických výrazu 

1. Zjednodušte dané iracionální výrazy a uveďte podmínky, za nichž úpravy mají 
smysl v R: 

a ( fo+v'b ) - 1 + b( fo+v'b ) - 1 
a) V = 2by'li 2av'b 

1 ( )-1 ( )-1 ' a+vlab + b+vlab 
2ab 2ab 

b) Vi= 

ešení 

a) V1 = 

( 

3x-~ 
2 1 

X3 - 2x- 3 

2abfo + 2abv'b 
Jci+ v'b Jci+ v'b 
~+_1QL 
a+vlab b+vlab 

x3 1 - 2x - l 1 )-1 
X ~ - X ~ - ( 3x - 2 ) 

2ab( Jci+v'b) 
Jci+v'b 

2ab + 2ab 
Jci ( Jci+ v'b) v'b ( v'b+ Jci) 

_ 2ab .Jab 
- 2ab( v'b+fo) = 2ab · 2ab = ·JCib pro a > O, b > O. 

Jci v'b ( Jci + v'b) 

; <lo• ~:1 E)'\/ 1)rv11í dworco rnzj:j lŕ· 1t11 0 l. y, l,w1ok (:'í11llJ1 11 fr; II , 'J. . '1ih.imuh 

( 
3 1 ) 

1 
3:u -

HLftvá 111 c: V2 = -. - - -. -- - -·-- = 
:1; - 2 X - l 1 - 2x 

x2 
= 2x - 1 pro - [ 3:i: - 3 - x+2 ] - l 3x - 2 _ (x2 - 3x+2) + (3x - 2) - + -- - .c...._ ___ __;_ _ _;__ _ __;_ 

(x - 2)(x - l ) 2x - l 2x - l 
1 

X > 0, X-/- 2, X-/- 1, X-/- 2. 

jednodušte (upravte na jediný zlomek) a uveďte podmínky, za nichž úpravy 

mají smysl v R: 

2x-3y 
v = 1 1 

(2x )2 + (3y )2 

3 3 

(2x )2 + (3y )2 
2x - 3y 

Rešení 
Položíme u = 2x , v = 3y a užijeme toho, že ( u ~ +v~ ) ( u ! - v! ) = u - v . 

Dostáváme: 

3 3 

v = u -v 
u! + v ! 

u > +v> 

u - v 

(u -v)(u !-v~ ) - (u ~ +v~ ) 
u - v 

1 1 
3 1 1 3 3 3 

u 2 - u 2 v - uv 2 +v 2 - u 2 - v 2 uv > + vu2 

u -v v-u 

ufa+ vfo _ 2xy'3y" + 3yv'2x pro x;:; O, y;:; O, 2x i- 3y. 
v _ u - 3y - 2x 

3. Vypočtete hodnotu výrazu V(x , y) z pfedchozí úlohy pro x = 2, y = 3 dvema 
zpusoby: dosazením do daného výrazu a dosazením do upraveného výrazu. 

Ŕešení 
Obéma zpusoby dostáváme t utéž hodnotu: 

4 - 9 8 + 27 12 + 18 
V(2 , 3) = -- - -- = - 1 + 7 = 6 a V(2, 3) = = 6 

2 +3 4 - 9 5 

Usmerňování zlomku (iracionálních algebraických výrazu) 

k 
Pfi usmerňování zlomku typu r,:;. r.; (kap. 2. 7) je rozširujeme výrazem 

yX ± yY 

JX - ..JY, resp. JX + .jY („výrazem sdruženým" ke jmenovateli). Touto úpravou 
~c jmenovatele zlomku odst raníme odmocniny, neboť podle vzorce (a + b) (a - b) = 

= a2 - b2 je (JX + ..;Y)( ,/X - JY) = x - y . 

Obecne pfi usmerňování zlomku typu \IX k efY zlomky rozširujeme výrazcm, n X± n y 
který určíme obdobne pomocí vzorcu pro rozklad dvojčlenu an - bn (n je libovoln 
pfirozené číslo, n > 1) , resp. pro rozklad dvojčlenu an + bn (n je libovolné licl1 

pfirozené číslo, n > 1). 
1 "i". 



louiM1, (irncionálních ú,lnubraických VÝ'ľazu 

l 
b) 

y 

~ 1 vx - VJJ vx - VJJ 
a) = · = pro x ? O, y ? O, x # y, 

c ' 'Y ,/X+ft vx - VJJ x-y - -

1 1 ~-~+W ifXi - ~+W 
b) = · pro X ~ () 

{YX+W ijX+W ~-~+W x+v - ' 
y ~ 0, X ::j:. 0 Vy ::j:. 0, X ::j:. - y. 

3.3 Dukazy algebraických rovností a nerovnosti 

Pfi dukazech platnosti rovností, resp. nerovností Vi < Vi, Vi ~ Vi, Vi = Vi, 
Vi ~ Vi, Vi > Vi pro algebraické výrazy Vi , Vi , jež obsahují reálná čísla (kon
stanty) a reálné pramenné, vycházíme ze základních i dalších vlastností rovností 
a nerovností (vztahu <, resp. >) mezi reálnými čísly. Uplatňují se pritom všechny 
druhy dukazu, s nimiž jsme se seznámili v kap. 1.1. 

Príklady dukazu algebraických rovností a nerovností 

1. Dokažte vety: 
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a) Va, b E R: a = b =} a2 = b2
, 

b) Va, b E R: O< a< b =}O< a2 < b2
. 

Platí vety obrácené? 

Rešení 

a) 1. zpusob pfímého dukazu: a = b =} a - b = O =} (a - b)(a + b) = 
= O =} a2 - b2 = O =} a2 = b2 . 

2. zpusob pfímého dilkazu: Danou rovnost a = b vynásobíme nejprve číslem a, 
potom číslem b: 

a = b =} ( a 2 = ab /\ ab = b2
) =} a 2 = b2 

Obrácená veta neplatí (neboť a.2 = b2 =} a 2 
- b2 = O =} (a+ b)(a - b) = 

=O=} a= ±b). 

b) 1. zpilsob pfímého dukazu: O< a< b =} (a+ b > O/\ a - b < O) =} a 2 
- b2 = 

=(a + b)(a - b) < O =} O< a 2 < b2
. 

2. zpilsob pfímého dilkazu: Vynásobením nerovnosti O < a < b touž nerov
ností mezi kladnými čísly dostáváme nerovnost O < a 2 < b2

. 

Obrácená veta platí za predpokladu, že je a > O a b > O: 

Ie/a, b E R: (a > O/\ b > O/\ a 2 < b2
) =} a < b. 

(Neboť pro a> O/\ b > O: a 2 < b2 =} a 2 
- b2 = (a+ b)(a - b) < O =} 

=}a - b < O=} a< b.) 

(n + b)" + (a - b)" = 2(a2 + b2
) , (a + b) 2 

- (a - b) 2 
= 4.ab. 

tikaz 
(a + b) 2 + (a - b) 2 = a 2 + 2ab + b2 + a 2 

- 2ab + b
2 = 2 (a 

2 
+ b

2
) , 

(n -1- b) 2 - (a - b) 2 = a2 + 2ab + b2 
- a

2 + 2ab - b
2 = 4ab. 

,J, Dokažte, že pro každé Xi, Yi E R, resp. C (i, j = 1, 2, ... , n; n E N \ {1}) platí 
Lzv . Lagrangeova identita [čti: lagránžova identita či rovnost]: 

( 
2 2 2) ( 2 2 2) ( )2 '.t; L + X2 + · · · + Xn Y1 + Y2 + · · · +Yn - X1Y1 + X2Y2 + · · · + XnYn = 

= (X1Y2 - X2Y1)
2 + (x1y3 - X3y1)

2 + · · · + (Xn-lYn - XnYn-1)
2 

(Na pravé strane této rovnosti je součet všech výrazu tvaru (xiyj - XjYi)
2 

pro 

·i, j = 1, 2, .. . , n, i # j.) 
ukaz matematickou indukcí provedete postupem uvedeným v kap. 1.1. 

t, Dokažte, že aritmetický prumer dvou nezáporných čísel je vetší nebo roven jej ich 

prumeru geometrickému: 

a+ b > rLb k vd' > o b >o -
2

- = v au pro az e a = , = . 

Kdy nastává rovnost? 

Rešení 
1. zpusob pfímého dilkazu ( dukaz nezápornosti rozdílu levé a pravé strany ne-

rovnosti): 

a+ b _ VOh = a+ b - 2Vah = (fa - Vb) 
2 

? 0 
2 2 2 - ) 

neboť druhá mocnina každého reálného čísla je číslo nezáporné. 

a+b cz. a+b r;: 
Tedy -- - vab ? O a proto -- ? vab. 2 - ) 2 -

2. zpilsob pfímého dukazu (vyjdeme z vhodné známé nerovnosti): 

(fa - Vb) 2 ~ O čili a - 2Vah + b ~ O, 

odtud a+ b ~ 2Vah čili a; b ~ VOlJ. 

Poznámka. Pokud se čtenáfi pfi 2. zpusobu dukazu zdá obtížné „uhodnout" výchozi 
nerovnost, je možné úpravy provést v obráceném sledu a poté ukázat, že postup lz 

obrátit. 
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a ; b < ·../čJJ čili a + b < 2vQ:b neboli (v'a - Vb) 2 
< O, 

ož je však ve sporu s predpoklady vety, neboť t ato nerovnost neplatí pro žádn 
a ~ O, b ~ O. Predpoklad platnosti negace dokazované nerovnosti je t edy nl'\
správný. 

R ovnost v dokazova.ném vztahu platí práve tehdy, když a = b. 

.. oznámka. Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým prumerem dvou nezáp or
ných čísel a, b dokazovaná v príkladu 4 má četné aplikace. Lze ji též zobecnit: 

X1 + X2 + · · · + Xn ?_ \;f x 1 · X2 · . · · . Xn 

n 

p ro každé X1 ~ O, x2 ~ O, ... , Xn ~ O; rovnost nastává, práve když X1 = x2 = . . = 
= Xn . 

alší užitečnou nerovnost odvodíme takto: 

(a - b) 2 ~ 0 =? 
a2 + b2 
-

2
- ~ ab pro každé a, b E R, 

pľičemž rovnost nastává, práve když a = b. 

6 . Užitím této nerovnosti dále snadno odvodíme, že platí: 

a+ b < J a 2 
+ b

2 
pro každé a, b E R. 

2 = 2 

Poznámka. Pfedchozí nerovnost lze též zobecnit: 

X1 + X2 + ... + Xn ;:;; /xi + x§ + . . . +X~ 
n V n 

pro každé x1 , x2,. . , Xn E R; rovnost nastává, práve když x1 = x2 = Xn -

7. Pfi fešení matematických úloh napr. v Matematické olympiáde bývá často uži
tečná t zv. Cauchyova nerovnost [čti kóšiova nerovnost]: 

(X1 Y1 + X2Y2 + · · · + XnYn)
2

;::; (xi+ X~+·· · + x;)(yÍ + Y~ + · · · + y;,) 

pro každé Xi , Yi E R (i = 1, 2, ... , n); rovnost zde nastává, práve když existuje 
t akové číslo k ~ O, že Xi= kyi nebo Yi = kxi (i = 1, 2, . .. , n) . 
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(X1Y1 + x2v2 + . .. + XnVnl = (xi + X~ + . .. + x~ ) (vi + v~ + . .. + v; ) -
- (X1 V2 - X2V1)2 - (x1Y3 - X3V1)

2 
- ... -

- (Xn - lVn - XnVn - 1)
2 

· 

Vynecháním všech členu tvaru - (XiVJ - XJYi) 2 ;::; O plyne odtud Cauchyova 

nerovnost . 
Odmocnením lze Cauchyovu nerovnost upravit na ekvivalentní tvar 

\x1V1 + X2V2 + · · · + XnVn\;::; ~X~+···+ X~ )vi+ V~+···+ v;. 

Vzhledem k tomu , že vždy platí 

X1Y1 + X2Y2 + · · · + XnVn;::; \X1V1 + X2Y2 + · · · + XnVn\ , 

plyne odtud a z pfedchozího tvaru Cauchyovy nerovnosti tento její dusledek: 

X1V1 + X2V2 + ... + XnVn;::; ~X~+ ... + X~ )vr+ v~+ . .. + v;. 

Poznámka. V literatufe se nékdy uvádéjí pro Cauchyovu nerovnost doplňkové , 
popl'. alternativní názvy Schwarzova [čti: švarcova] nebo Buňakovského nerov-

nost. 

9 . Často užívaná je též Bernoulliova nerovnost [čti : bernuliova nerovnost] (na

zvaná podle J aco ba I. Bernoulliho): 

(1+x)"'~1 + nx pro každé x ~ - 2 a pro každé n E N; 

rovnost zde platí, práve když jen = 1 nebo x = O (pfi libovolném n E N). 

Dukaz Bernoulliovy nerovnosti se provádí matematickou indukcí vzhledem 

k promenné n E N. 
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4 Funkce 

4.1 Základní pojmy 

V kap. 1.2 jsme se seznámili s pojmem zobrazení množiny A do množiny B. 
Speciálne se zobrazení libovolné množiny A do číselné množiny (R , resp. C) nazývá 
(reálná, resp. komplexní) funkce. Ve stredoškolské matematice se probírají jen 
reálné funkce , a sice jedné reálné promenné (A C R). 

Reálná funkce jedné reálné promenné je definována takto: 
Nechť A, B jsou neprázdné množiny reálných čísel (A C R, B = R) . Pi'ifadíme-li 

každému číslu x E A práve jedno číslo y E B, pak se tot o j ednoznačné pi'ifazení 
(zobrazení) reálných čísel nazývá reálná funkce reálné promenné x . (Dále bu
deme stručne mluvit o funkci promenné x.) Značí se f apod. 

Promenná x je nazývána funkční promenná nebo též argument funkce f; 
jednotlivým číslum množiny Ase i'íká hodnoty promenné (argumentu) . Mno
žina A všech hodnot promenné x se nazývá definiční obor funkce f a značí se 
D(f) nebo D f. Číslo y pi'ii'azené číslu x se nazývá funkční hodnota či hodnota 
funkce f v bode x a značí se též f( x); píšeme y = f( x ) nebo x f---7 f( x). Množina 
všech hodnot funkce f se nazývá obor hodnot funkce f nebo obor funkčních 
hodnot funkce fa značí se H(f) nebo Ht. 

Symbolicky se vyjadruje funkce f zápisy 

f: A __, R, D(f) = A; 
f: y = f(x) , XE D(f) , resp. f: X f---7 f(x) , XE D(f) . 

Poznámky. 
1. Pro označení funkcí se užívají také písmena g, h, F, G, <p apod. Nekteré často užívané 

funkce mají speciální označení, napr. log, sin, cos. 

2. V matematice a v jejích aplikacích se také setkáváme s funkcemi více reálných 
promenných. Definice takové funkce f n promenných x1, x2, .. . , X n se liší od 
definice funkce jedné reálné promenné jen tím, že definiční obor D(f) je množina 
uspoľádaných n-tic (x1, x2, .. . , xn). Každé takové uspoľádané n-tici reálných čísel 

se pi'ifazuje práve jedno reálné číslo , které se označuje f( x1, x2 , ... , Xn). 

3. Ve vyšší matematice se definují také komplexní funkce komplexní promenné z 
(resp . n komplexních promenných z1, z2, ... , zn). Hodnoty promenných i funkční 
hodnoty takové funkce jsou komplexní čísla. 

<l. V dalším výkladu budeme slovem funkce rozumet vždy jen reálnou funkci jedné 
r eálné promenné, pokud výjimečne nebude rečeno neco jiného. 

Názornou predstavu o vlastnostech funkce f poskytuje její grafické znázor
n ení neboli graf funkce f ' který sestrojíme takto: 

V rovine zvolíme pravoúhlou (speciálne kartézskou) soustavu soufadnic s po
čátkem O a osami x, y (kap. 10.2). Pro všechna x E D(f) každé uspoi'ádané dvojici 
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ľunkco J. 
bsahujc-li defini ční obor D(.ť ) nekonečne mnoho hodnot argumentu :r; lzc 8u-

Hl.rojiL jen určitý konečný poče t bodu grafu funkce f o soui'adnicích [x, f (x)] a po
Lom graf približne dokreslit . Ke správnému nakreslení grafu musíme ovšem upla tnit 
:r. imlos ti ruzných vlastností funkce. J e-li funkce f elána analyticky (rovnicí y = 

f ( x)), je možné její charakteristické vlastnosti vyšetfä systematicky metoclami 
liľcrenciálního počtu (kap. 8); nekteré vlastnosti lze určit i metodami elementáľ-
nhni. 

/>o známka. Pro presnejší rýsování grafli funkcí se často používá papír s predtišt enou mi
li111 ctrovou sítí (tzv . milimetrový papír). Výhodné je také použití ohebného (plastického) 
kl' ivítka. A k sestrojování grafli základních elementárních funkcí slouží šablona Logarex 

" "' 516. 

V technické praxi se často grafy funkcí sestrojují automaticky, napi'. kresli
:ím zai'ízením pripojeným k mei'icím pi'ístrojťun (barografu, elektrokardiografu aj. ) 
V současné dobe se rychle rozvíjí počítačová grafika, jejíž součástí je kreslení grafu 
ľunkcí v zobrazovacím zai'ízení na výstupu počítače . 

Zpusoby zadání (určení) funkce 

K zadání funkce je treba stanovit (zvolit): 

1.. definiční obor funkce D(J) , 
funkční predpis, tj . pravidlo (formulované slovne nebo časteji pomocí ma
tematických symbolu) , podle kterého je ke každému číslu x E D(f ) pi'ifazena 
j ednoznačne funkční hodnota y = J(x) . 
Podle formy funkčního predpisu rozlišujeme tyto základní zpusoby zadání 

funkce f: 
a) Analytické zadání - funkční predpis je dán vzorcem, tj. rovnicí tvaru y = 

= f (x) , kde f (x) je výraz s promennou x, resp . konstanta, napi' . f (x) = x - 2, 

f (x ) = Jl=-? apod., anebo nekolika takovými rovnicemi platnými pro ruzné 
části definičního oboru funkce. Tento zpusob zadání bývá nej častej ší. 

b) G r afické zadání - funkční predpis je dán grafem funkce . 

Zadání výčtem (tabelárni zadání) funkce - funkční predpis je určen spolu 
s definičním predpisem výčtem (zpravidla tabulkou ) všech uspoi'ádaných dvo
jic [x, y = f (x)] hodnot argumentu x a pi'íslušných funkčních hodnot f (x). Ta
kový zpusob zadání funkce lze ovšem použít jen pro funkce, jejichž definičním 

c) 

oborem je konečná množina. 

Poznámka. V praxi se též často setkáváme s užitím výpisu nekterých hodnot argu
mentu x a jim pfäazených funkčních hodnot y = f( x ) ve forme tabulky. Slouží napr. 

k približnému zadání ( určení) funkce a ke konstrukci jejího grafu. 

Príklady funkcí 
Uvedeme dva jednoduché príklady funkcí a jej ich grafU; s mnoha dalšími se setkám 
v tomto i ostatních článcích této kapitoly. 

131 



t) V LCOľÍi 
pi Hem 

flCl n jí 11 clc v nmlcnmticc HO 11 žívíl. fuu kcu, J1w1 Ju d1111A f1mkču í rn pfod· 

y = [X l pro každé X E ' " 

kde symbolem [x] se značí celá část čísla x , tj . takové celé číslo [x] = k, a 

pla tí k ~ x < k + l. Napr . [O] = O, [5 ,82] = 5, [ ~] = 1, [re] = 3, [- 4,21] = - 5. 

raf této funkce zvané funkce celá část ukazuje obr. 4.1. (Je zde znázornena 
ást grafu v intervalu (- 3; 3).) 

b) Často se také užívá funkce, která je určena funkčním predpisem 

y = sgn x pro každé x E R, 

kde symbolem sgn x se značí signum čísla x (latinské slovo signum znamená 
inak, znamení): 

{ 

_..:'.._ pro x =1- o { 1 pro x > O 
sgn x = fx l neboli sgn x = O pro x = O 

O pro x = O - 1 pro x < O 

raf této funkce zvané funkce signum ukazuje obr. 4.2. 

y y 

3 

y = [x] 
2 ~----- -

y = sgn x 
1 ~---

- 3 - 2 - 1 

o 1 2 3 X o X 

- 1 - 1 

- 2 

- 3 

Obr. 4.1 Obr. 4.2 

M aximální definiční obor funkce 

J e-li f funkce zadaná analyticky vzorcem (rovnicí) y = f( x ), kde f(x) je nčjaký 
výraz s promennou x, a není-li zároveň uveden definiční obor funkce, pak se jím 
rozumí množina všech takových reálných čísel x, pro než má smysl výraz f( x ). 
Tnkovému definičnímu oboru D(f) se fíká maximální definiční ob or funkce ; 
pro stručnost se však slovo maximální zpravidla vynechává a mluví se proste o de
finičním oboru funkce , což t aké v dalším textu deláme. 

1:-1 

Jli'!ík;lady stanoveni clef lničníh 

11.) Pu11k,, rcaln'' 

:1; 

l"unkcc f2 určená pi"edpisem y = Jx - 2, kde odmocnina je definována pro 
všechna reálná x ~ 2, má definiční obor D(f2) = (2 , +oo) . 

Rovnost funkcí a algebraické operace s funkcemi 

Defini ce rovnosti funkcí: 
O dvou funkcích f , g fikáme, že jsou si r ovny (píšeme f = g) , práve když 

1nají týž definiční obor D(f) = D(g) a v každém bode x tohoto definičního oboru 

j<' J (x ) = g(x ). 
O funkcích f , g jež si nejsou rovny, fikáme, že jsou ruzné (píšeme f =1- g) . 
Nap'Ť'. funkce f: y = x2 , g: y = fxf 2 jsou si rovny, neboť obe mají týž definiční 

ihor D(f ) = D(g) = R a pro každé x E R je x2 = fxf 2
. Naproti tomu funkce 

·: y = x + 1, g: y = x
2 

-
1 jsou ruzné, neboť D(f) = R, avšak D(g) = R \ {1} ; pro 

x - 1 
:1: =I= 1 je ovšem g(x ) = J(x). 

Oefinice algebraických operací s funkcemi: 
Nechť prunik D definičních oboru funkcí f , g je neprázdná množina. Pfäadíme

-Ji každému x E D číslo f (x) + g(x) , dostaneme funkci f + g zvanou součet funkcí 

J, y . Obdobne se definuje r ozdíl f - g, součin fg a podíl f_ funkcí f , g (v pog 
Hl<)dním prípade za predpokladu, že g(x) =1- O pro všechna x E D). 

Složená funkce 

Speciálním pfípadem složeného zobrazení (kap. 1.2) je složená funkce definovaná 

Lnkto: 
Nechť jsou <lány dve funkce g: u = g(x) , x E D(g) a f: y = f (u) , u E D(f) , 

t.akové, že H(g) n D(f) =1- 0. Funkce h se nazývá složená funkce z funkcí g, f 
(v uvedeném poradí), práve když pro ni platí: 

1. Definičním oborem funkce h je množina všech tech čísel x E D(g) , pro která 
je g(x ) E D(f), tj . D(h) = {x E D(g); g(x) E D(f)}. 

i. Pro každé x E D(h) je h(x) = f (u) čili h(x) = f(g(x)). 

Složená funkce h pfäazuje každému prvku x E D(h) C D(g) práve jeden prvek 
1/ E H(h) C H(f) ; značí se h = f o g. Funkce g se nazývá vnitfní složka a funkce .f 
vnej ší složka složené funkce h = j og. Stručne se nekdy mluví o vnitfní funkci g 
1\ vnej ší funkci f . 

Poznámka. Často se setkáváme s t akovými prípady složené funkce h, pro jej í.ž složky 
fJ, f platí H(g) C D(f) , popl'. speciá lne H(g) = D(f) . Pak je D(h) = D(g) . 
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h 
(11) h(:c 

g f 

u =g(x) 

Obr. 4.3 

Operace, jíž se vytváfí složená funkce h = f o g z daných složek g, f (v uvedeném 
poradí) , se nazývá skládání funkcí g, f. Schematicky se znázorňuj e podle obr. 4.3. 

Príklad skládání funkcí (vytvofení složené funkce) 
Složením funkcí g: u = 1 - x , x E D(g) = R a f : y = yu, u E D(f) = (O, +oo) 
(v uvedeném poradí vznikne složená funkce h = f o g, pro kterou plat í: 

1. Definičním oborem funkce h je množina všech takových čísel x E D(g) = R, pro 
než platíg(x) E D(f) =(O, +oo), tj. prokteráje g(x);:; O čili 1 -x;:; O{=} x ~ 1, 
takže D(h) = (-oo, 1). 

2. Pro každé x E D(h) je h(x) = .;=t=X'. 
Výsledkem je tedy složená funkce h: y = .;=t=X', x E D(h) = (-oo, 1). 

Poznámka. Další príklady složených funkcí viz v kap. 4.4. 

Užití pojmu funkce 

Funkce je jedním z nejduležitejších matematických pojmu. Užívá se však nejen 
v matematice, ale také ve fyzice a v technických i ďalších oborech. Fyzikální zákony 
se vyjadl'ují ve forme funkční závislosti jedné veličiny (zvané závisle promenná) 
na druhé veličine (zvané nezávisle promenná). Stručne se též fíká, že první 
veličina je funkcí druhé veličiny. Napr. dráha s je funkcí času t , proud I je funkcí 
napetí U apod. 

V aplikacích (v geometrii , ve fyzice, t echnice, aj.) se setkáváme se všemi tremi 
uvedenými zpusoby zadání funkcí. Analytické zadání je dáno geometrickými vzorci, 
napr. S = nr2 (pro obsah kruhu), vzorci vyjadl'ujícími fyzikální zákony, napr. F = 
= ma (pro 2. pohybový zákon Newtonuv) apod. Grafické zadání a tabelární zadání 
funkce je v praxi často výsledkem merení, statistického zj išťování a j . 

Poznámky k užití pojmu funk ce ve fyzice. Fyzika rozlišuje pojmy fyzikální veličina a její 
číselná hodnota. Hodnoty fyzikální veličiny jsou uspofádané dvojice: číselná hodnota fy
zikální veličiny a zvolená jednotka fyzikální veličiny. Funkční závislostí ve fyzice se 
rozumí j ednoznačný vztah mezi fyzikálními veličinami , tj . zobrazení množiny hodnot jedné 
fyzikální veličiny do množiny hodnot druhé fyzikální veličiny. Funkcí v matematickém 
významu je zde príslušné j ednoznačné pfifazení mezi číselnými hodnotami veličin. 

Pri fošení úloh s fyzikálními námety budeme pro dosazování do rovnic funkčních zá
vislostí (vyjadfujících fyzikální zákony) užívat zápisu typu: F = 2 · 3 N = 6 N. 
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Nčktcré funkcc mají určit6 spolcčné vlastnosti, podle nichž je nazývámv. 

· udé funkce, liché funkce 

Ncchť funkce f s definičním oborem D(f) má tuto vlastnost : J e-li x E D(f), pnk 
t.nké - x E D(f). Rozlišujeme dva významné typy takových funkcí: 1. Funkce J H 

uazývá sudá funkce , práve když pro každé x E D(f) je f (-x) = f (x) . 2. Funkce J 
He nazývá lichá funkce , práve když pro každé x E D(J) je f (- x) = - j (x). 

této definice plyne: Graf sudé funkc e je soumérný podle osy y (obr. 4.4) . Gmf 

l'iché funkce j e soumérný podle počátku (obr. 4.5). 

y 
yt 

. y = f( x ) 
Y = f( x ) 
~ 

: f( x) 
1 

X X 
/ 
. 

1-) ' / 
1 

f( -x \ „/ 1 
1 

X X -X 

1 

Obr. 4.4 Obr. 4.5 

Pfíklady 
Funkce f: y = x2 s definičním oborem D(J) = R je funkce sudá, neboť pro každ 
x E R je také -x E R a (-x)2 = x2 . Naproti tomu funkce f : y = sgn x s definičním 
oborem D(f) = R, jejíž graf je na obr. 4.2 , je zrejme lichá funkce (protože sgn a; = 

X -X 
= fxT,sgn(-x) = \ -x i =- sgnx) . 

Poznámka. Mnohé funkce nejsou ani sudé, ani liché, napr . funkce s definičními obory R 

dané funkčními predpisy: 

Y =X - 1, y = x2 + x3 , y = (x - 1)2 . 

Periodické funkce 
Funkce f se nazývá periodická funkce , práve když existuje takové číslo p =/= O, 

že pro každé x E D(f) je též x ± p E D(J) a platí j(x ± p) = f( x ). Óíslo p se nazýv 
perioda funkce f. (Ve fyzikálních aplikacích , kde nezávisle pramennou je čas t, 
se perioda značí T.) 

Metodou matematické indukce snadno dokážeme, že pro periodickou funkci f 
s periodou p platí: f (x +kp) = j(x) pro každé x E D(f) a každé celé k. Má-H 
tedy periodická funkce f periodu p , pak také každé číslo kp (k E Z, k =/= O) j 
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y p 

X 

Obr. 4.6 

Príklady periodických funkcí 
Nejvýznamnejší jsou goniometrické funkce (kap. 4.5). Jiným pi'íkladem perio
dické funkce je f : y = x - [x], D(J) = R (načrtnete její graf) , jéjí periodou je každé 
íslo p E N a základní periodou je tedy p = 1. Také funkce konstantní je periodická, 

pi'ičemž periodou je každé číslo p E R. 

Funkce omezené (zdola, shora) 

Nechť f je daná funkce a M podmnožina jejího definičního oboru D(J). 
Funkce f se nazývá funkce zdola omezená na množine M, práve když 

exist uje takové číslo d E R, že pro všechna x E M je f( x) ~ d (obr. 4.7) . 
Funkce f se nazývá funkce shora omezená na množine M, práve když 

existuje takové číslo h E R, že pro všechna x E M je f (x ) ~ h (obr . 4.8) . 
Funkce f se nazývá funkce omezená na množine M, práve když je zdola 

omezená a shora omezená na M (obr. 4.9) . 

y y y 

y = h y = h 

X X X 

y = d y=d 

Obr. 4.7 Obr. 4.8 Obr. 4.9 
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Príklad omezené f'unkc _ 
[i'uukcc sgn x je omezená (zdola i shora) na R, neboť pro každé x E R pla tí 

l ~ sgn x ~ 1 (obr. 4.2). Naproti tomu funkce [x] není omezená ani zdola, 

tmi shora na R (obr. 4.1). 

Pro zdola, popr. shora omezené funkce f na množine M c D(J) se zavádejí 
pojmy extrémy funkce f na množine M C D(J): 

Nechť f je daná funkce, M podmnožina jejího definičního oboru D(J), a E M, 

b c M. 
Ríkáme, že funkce f má v bode a minimum (nejmenší hodnotu) na mno-

ine M, práve když pro všechna x E M je f (x ) ~ f (a ). 

Píšeme pak 
J(a) =min f (x). 

xE M 

Speciálne ľíkáme, že funkce f má v bode a ostré minimum na množine M, 
práve když pro všechna x E M, x-=/= a, je f( x) > J (a). 

Ríkáme, že funkce f má v bode b maximum (nejvetší hodnotu) na mno

·•ine M, práve když pro všechna x E M je f (x ) ~ f(b). 

Píšeme pak 
f(b) = max f(x). 

xE M 

Speciálne i'íkáme, že f má v bode b ostré maximum na množine M, práve kdyv 

pro všechna x E M, x-=/= b, je J(x) < J(b) . 
Jestliže v uvedených definicích uvažujeme speciálne M = D(J), pak mluvíme 

s tručne o globálních či absolutních extrémech (minimech, maximech) 

funkce f . 
Píšeme pak 

f (a) = min f (x), f(b) = max f( x). 
xE D(f) xE D(f) 

Pfíklady globálních extrému funkcí 
a) Funkce y = sgn x (kap. 4.1) má globální minimum i globální maximum na 

D(J) = R: min sgn x = - 1, max x = 1, neboť H(J) = {-1; O; 1} (obr. 4.2). 
xE R xE R 

b) Funkce f: y = x2 má globální minimum na D(j) = R: min x
2 

= O, neboť j 
xE R 

x2 ~ O pro každé x E R; globální maximum na D(J) = R však nemá. 

Poznámka. Funkce nemusí mít na D(f) žádný globální extrém, napr. funkce f: y = x 

na D(f) = R. 
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Ncchť f je fnnkcc, M podnmožina jcj ího dcfiuičn ího oboru D(!). 
Punkce J se nazývá funkce rostoucí na množine M, právč k<lyž pro každé ' 

dva prvky x1, x2 z M pla tí: J e-li X1 < x2, pak f( x i) < f (x2 ) (obr. 4.10) . 
Funkce f se nazývá funkce klesající na množine M, práve když pro každé 

dva prvky x1 , x2 z M platí: J e-li X1 < x2 , pak f( x1) > f( x2 ) (obr. 4.11). 
Funkce f se nazývá funkce neklesající na množine M, práve když pro každé 

dva prvky x1, x2 z M platí: Je-li x1 < x2, pak f( x1) ~ f( x2) (obr. 4.12) . 
Funkce f se nazývá funkce nerostoucí na množine M, práve když pro každé ,,---

dva prvky x1, X2 z M platí: Je-li X1 < x2, pak f( x1) ~ f( x2 ) (obr. 4.13) . 1 

y y 

y = J(x) ____, 

f(x2) 

x2 
X 01 X 

M M 
o 

Obr. 4.10 Obr. 4.11 . 
y 

y 

y = J(x) 

/ 
1 
1 

1 

!r1cx2) 
1 

1 f( x1) i i f( x2) 1 
1 

ol \ l l x2 :l ! • X 01 X 
M M 

Obr. 4.12 Obr. 4.13 

Rostoucí a klesající funkce na množine M se souhrnne nazývají ryze mono
tónní funkce na množine M; neklesající a nerostoucí funkce na množine M se 
souhrnne nazývají monotónní funkce na množine M. Z definice je zrejmé, že 
každá rostoucí funkce na M je zároveň neklesající na M a každá klesající funkce 
na M je zároveň nerostoucí na M. Množina všech ryze monotónních funkcí tvorí 
tedy podmnožinu množiny všech monotónních funkcí na téže množine M. 

Speciálne muže být M = D(j). Pokud je funkce I rostoucí na celém definičním 
oboru D(j) , budeme stručneji fíkat, že je rostoucí funkce . V analogickém pojetí 
budeme stručne fíkat , že funkce I je klesající funkce , neklesající funkce , ne
rostoucí funkce , ryze monotónní funkce , monotónní funkce , jestliže tuto 
vlastnost má na celém D(j). 
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rostoncí na, množin č ML = (O, 1- 00) a klesaj 

L'\mkce f: y = [x], x E R (obr . 4. 1) je neklesající (na D(j) = R) , protože pro 
každé x1 , x2 E D(j) platí: je-li x1 < x2 je [x1] ~ [x2] čili f(x1) ~ l(x2). 

Prosté funkce a funkce k nim inverzní 

Funkce f s definičním oborem D(J) se nazývá prostá funkce , práve když pr 
\mzdou dvojici x1, x2 E D(f) , x1 =/= x2, platí f(x1 ) =!= f(x2). 

Prakticky velmi duležitou postačující podmínku, aby funkce byla prostá, vyj a-

lfoj e veta: 

.lc-Ji funkce ryze monotónní, tj. rostoucí, anebo klesající, pak je prostá. 

Obrácená veta však neplatí, tj. ryzí monotónnost funkce není obecne nutnou 
podmínkou pro to, aby funkce byla prostá. Dukaz provecleme snadno konstrukcí 
protipfíkladu: Napr. funkce I = {[1; 3], [2; 4], [3; 5], [4; 2]} je prostá, avšak není ani 

ros toucí, ani klesající. 
Prost á funkce je prosté zobrazení definičního oboru D(f) na množinu všech 

ľunkčních hodnot H(f) funkce f (kap. 1.2). K tomuto zobrazení existuje prot 
ílobrazení inverzní, které je opet prosté a zobrazuje množinu H (!) na množinu 
D(f) . Je to funkce, které fikáme funkce inverzní k funkci f a značíme ji 1- 1

. 

P latí pro ni 

rl: x = r1(y) , 0(! - 1) = H(f) a H(r1) = D(f), 

pi' i čemž 

x = r 1(y) ~ y = l (x) pro každé x E D(f) = H(r 1), y E H(f) = D(f -
1
) . 

Z toho plyne pro graf inverzní funkce 1-1 toto: Nechť je v dané kartézské sou
stave soufadnic Oxy sestrojen graf prosté funkce f: y = f(x) , x E D(f) (obr. 4.14). 
Zvolíme-Ii novou kartézskou soustavu soufadnic s týmž počátkem O jako puvodní 
soustava, ale s první osou y a druhou osou x (pľičemž se nemení kladné části obou 
os), pak v této nové soustave Oyx je grafem funkce 1-1 graf funkce 1 v puvoclní 
soustave Oxy. Pro body grafu funkce 1-1 o soufadnicích [y, x] platí , že x = 1- 1

(y). 
Avšak obvyklé je sestrojit graf funkce 1-1 také v puvodní soustave soufadnic Oxy , 
což odpovídá vzájemné zámene pramenných y , x. Tím funkční predpis X= r

1
(y) 

pro r 1 prejde na tvary = 1- 1(x), takže pak je 

r 1 : y = r 1 (x) , XE o(f- 1
) = H(f) . 

Zámena pramenných y , x predstavuje geometricky transformaci kartézské soustavy 
soufadnic Oyx v kartézskou soustavu soufadnic Oxy, kterou provedeme pomocí 
osové soumernosti podle osy I. a III. kvadrantu, tj . pfímky o rovnici y = x. Pla LÍ 

tedy veta: 
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sdr1ľ/. 1.rn,ý s graľc 111 lď1111kcc .f podle pľít11ky o rov ni c i :i; :1; (ohr. <'l.14). 

y 

H(f- 1) 

1 
1 
1 
1 

1 1 H(f)" DU-'I { y = f (x) {o} x = f - 1(y) 

o 

Vety o inverzních lunkcích 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

D(f) = H(f - 1 ) 

Obr. 4.14 

X 

V.1. K funkci 1 existuje, a to jediná, inverzní funkce 1- 1
, práve když je funkce l 

prostá. ' 

V.2. Je-li funkce l rostoucí, pak k ní existuje inverzní funkce 1- 1
, která je také 

rostoucí. 

Je-li funkce 1 klesající , pak k ní existuje inverzní funkce 1- 1
, která je též 

klesající. 

PŤíklad určení inverzní funkc e l - 1 k dané funkci l 
Dokažte, že funkce f: 2x + 1, x E R, je rostoucí (a tedy prostá). Určete funkci k ní 
inverzní 1- 1 a sestrojte grafy funkcí l , l - 1

. 

Rešení 
Funkce 1 je rostoucí, neboť pro každé x 1 , x2 E D(f) = R platí: je-li X1 < X2, pak 
je 2x1 + 1 < 2x2 + 1 čili l(xi) < l(x2 ). Podle vety 2 existuje proto funkce k ní 
inverzní l - 1

, která je opet rostoucí. J ejí funkční predpis určíme tak, že z rovnice 
(funkčního predpisu funkce f) y = 2x + 1 vyjádríme x : 

1 1 
x=2 v- 2-

A po zámene pramenných dospíváme k výsledku: 

1 1 1- 1
: y = - x - - , o(r1

) = H(f) = R. 
2 2 

Grafy obou funkcí l , l - 1 jsou prímky (funkce l , l - 1 jsou lineární) , viz kap. 4.3, 
a jsou soumerne sdružené podle pfímky O rovnici y = X (obr. 4. 15). 
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X 

Obr. 4. 15 

4 .3 Elementární funkce 
Základními e lementárními funkcemi se nazývají funkce mocninné, expo

Hcnciální, logaritmické, goniometrické a cyklometrické. Na strední škole se probí
ra jí podrobne s výjimkou funkcí cyklometrických (jimiž se rozumejí funkce inverzní 
k funkcím goniometrickým na intervalech , kde jsou goniometrické funkce ryze mo-

notónní) . 
Elem entárni funkcí nazýváme každou funkci , která buď patrí mezi základní 

clementární funkce, anebo je z nich vytvorena pomocí konečného počtu základních 
algebraických operací (tj. jejich sčítáním, odčítáním, násobením, delením) nebo 
tvorením složených funkcí. Ti'ídení (klasifikace) elementárních funkcí ukazuje ta-

bulka 4.1. 

Klasifikace elementárních funkcí 
Tab. 4.1 

elementární funkce 

algebraické transcendentní 
(nealgebrické) 

racionální iracionální 

polynomické racionální lomené 

l. Algebraickou funkcí nazýváme každou funkci 

f: y = l(x) , x E D(f) C R, 

pro kterou výraz funkční ch hodnot 1 ( x) lze vytvoi'it pomocí (konečnéh 
čtu) operací sčítání , odčítání , násobení , delení, umocňování a odmocňován •. 
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Racionálnírni funkcemi nazývámc souhnmč polynomick6 funkco ( co], 
racionální funkce) a lomené racionální funkce. 

a) Polynomickou funkcí neboli celou racionální funkcí nazývámo 
každou funkci f pramenné x danou predpisem (rovnicí) tvaru 

f: y = Pn(x) = anxn + an- 1Xn- l + .. . + a1x + ao , X E R, 

kde n E N, an, . . . , a0 E R, tj. každou funkci, jejíž funkční hod-_..----
noty pfedstavují hodnoty polynomu (n-tého stupne) v pramenné x . 
Definičním oborem D(J) racionální celistvé (polynomické) funkce J j 
množina R. 

Významnými speciálními prípady polynomických funkcí probíranými 
na strední škole jsou lineární funkce , kvadratické funkce a obecneji 
mocninné funkce s pl'irozenými mocniteli. 

b) Lomenou racionální funkcí nazýváme každou funkci f pramenné 
x E R danou pfedpisem (rovnicí) tvaru 

J
. = Pn(x ) = anxn + an-1Xn- l + . . . + a1x + ao Q ( ·) -1-
. Y Q ( ) 1 , m X r O, m X bmxm + bm- 1Xm- + . . . + b1x + bo 

kde n, m E N, an, . . . , ao, bm., . . . , bo E R, pričemž polynomy 
Pn (x), Qm.(x) jsou nesoudelné (tj. nejsou vzájemne delitelné) . Její 
funkční hodnoty jsou tedy vyjádl'eny fako podíl dvou nesoudelných 

polynomú: často se značí R(x) = ~:~;) . Definičním oborem D(J) 

racionální lomené funkce J je množina všech t akových x E R, která 
nejsou kol'eny rovnice 

Qm(x) = O čili bmxm + bm-1Xm- l + .. . + b1 x + bo = O. 

Dúležitým pi'ípadem racionálních lomených funkcí jsou lineární lomené 
funkce, speciálne nepl'ímá úmernost. Z obecných pi'ípadú techto funkcí 
se na strední škole probírají mocninné funkce se zápornými celými 
mocniteli . 

2. lracionální funkce je každá algebraická funkce , která není racionální. 

Príklady iracionálních funkcí 

a) .fi: y = 2 + jX, XE (O, +oo) 

4x2 - 3rx=-T 
b) .fr y = 

2 
, XE (1, +oo) 

x +5 

2x 
c) .fr y = ~' x E (-2, +oo) 

x+ 2 

II. 'ľľflh1:J1.: 1.Yrluwl1t ·u:i uluu11.m Lúrui ľuukt:u .i eiuu u 1u111u11Lur 11 1 1"'"" · ·, J'" ' ".)' .. . „ 

Zo zákh~dních elcmoutám!ch ľnnkc! wozl 11~ pB.Ll'í ľmi.kco oxpo 
uiometrick6 a cyklometrické (inverzní ko u:onio mn-

/ 1oznärnka. Krome elementárních funkcí se i ve st redoškolské matematice set kávam 
výj! ;r1cčne též s neelementárními funkcemi . J sou to napr. funkce [x] (celá část x) 

n, H{l ll x (signum x ) definované pro každé x E R (kap. 4. 1) . 

Nyní postupne uvedeme ty elementární funkce, které se podrobne probírají na 
Hl,fodní škole (goniometrickým funkcím venujeme speciální články). Pl'itom u všech 
llVcclených funkcí značí x argument, zatímco písmena a, b, c, d, k označují reáln 

lwnstanty a n pl'irozené konstanty. 

Lineární funkce 

Lineárni funkcí nazýváme každou funkci 

f: y = ax + b, D(J) = R. 

Hpcciálne: J e-li a =F O, b = O, pak se lineární funkci fiká pfímá úmernost. (Vy
jndfuje: Kolikrát se zvetší lxl, tolikrát se zvet ší ly\.) Je-li a = O, jde o konstantní 

funkci (konstantu). 
Grafem každé lineární funkce je pfímka (lat. slovo linea znamená čáru , 

prímku) , která je rúznobežná s osou y. J e-li a = O, je to rovnobežka s osou x; k je
jímu určení stačí tedy bod [O, b]. J e-li a =F O, je grafom lineární funkce rôznobežka 
H osou x (tabulka 4.2); určena je dvema ruznými body [x1, ax1 + b], [x2, ax2 + b], 

k<le x
1 

a x
2 

# x
1 

volíme libovolne; výhodné je volit x1 = O a x2 = - ~ ( dostávám•" a 

!.ak prúsečíky s osami y, popl'. x). 
Základní vlastnosti lineárních funkc í jsou pl'ehledne uvedeny v tabulce 4.2. 
Lineární funkce a speciálne pl'ímá úmernost patrí mezi nejčasteji používané typy 

ľunkcí v matematice a v aplikacích (ve fyzice, v technických i dalších oborech) . 

Príklady užití lineárních funkcí ve fyzice 
a.) s = s

0 
+ vt (zákon dráhy rovnomerného pohybu) - lineární závislost mezi drá

hou s, kterou hmotný bod urazí rovnomerným pohybem, a dobou pohybu t; 
je dráha v čase t = O, v je konstanta (rychlost pohybu) . Speciálne pro so = O 
vyjadruje vzt ah s = vt pfímou úmernost mezi veličinami s a t. 

lJ) F = ma (2. pohybový zákon Newtonuv) - pl'ímá úmernost mezi zrychlením 
hmotného bodu o konstantní hmotnosti m a velikostí púsobící síly F. 

c) U = RI ( Ohmuv zákon) - prímá úmernost mezi proudem Ive vodiči (lineárním 
rezistoru) a napetím U mezi jeho konci (svorkami) pfi konstantním odporu R 

vodiče. 
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V lastnosti lineár-nich funkcí f: y = a:c + u 

a = O a > O :t < o 
--

y y y 

J 
y = ax+ b 

y=ax+ b 
y = ax+b 

o X o X 1 OI Ä-r. 
D(f) = R, H(j) = {b} D(j) = R, H(j) = R D(f) = R, H(j) = R 
Je omezená. Není ani shora, ani Není ani shora, ani 
Je nerostoucí zdola omezená. zdola omezená. 
a neklesající, není Je rostoucí, a tedy Je klesající, a tedy 
prostá. prostá. prostá. 
V každém x E R má Nemá maximum Nemá maximum 
maximum a minimum. ani minimum. ani minimum. 

Kvadratická funkce 

Kvadratickou funkcí nazýváme každou funkci 

f: y = ax2 + bx + c, a =f. O, D(f) = R. 

Speciálne Položíme-Ii a = 1, b = c = O, dostáváme nejjednodušší kvadraticko 11 
funkci f : y = x 2

' která se nekdy nazývá základní kvadratická funkce. 
Gra.fem každé kvadratické .funkce je ki'ivka zvaná parabola, která je soumern/t 

podle osy o rovnobežné s osou y. Prusečíku osy o s parabolou se fíká vrchol 
paraboly a pfímce v ...L o, jež prochází vrcholem paraboly, fíkáme vrcholová 
tečna paraboly. 
a) Graf funkce .fi: y = ax2 je parabola s vrcholem v počátku O. J e-li a> O, leží 

všechny ostatní body grafu nad osou x (tj. mají kladné soufadnice y), je-li a< O, 
leží pod osou x (tj. mají záporné soufadnice y). V obr. 4.16 jsou znázorneny 

1 
grafy kvadratických funkcí fi pro a = ±1, ±2, ± 2„ Je-li [x0 , y0 ] libovolný bod 

grafu základní kvadratické funkce (a = 1), pak bod grafu funkce fi: y = 2x2 

o soufadnici x0 má druhou soufadnici 2y0 a bod grafu funkce fi : y = ~x2 
2 

1 
o soufadnici xo má druhou soufadnici 2 y0 atd. Grafy funkcí .fi: y = ax2 pro 

dve navzájem opačná a jsou soumerne sdružené podle osy X. 

b) Graf funkce h: y = ax 2 + c je parabola, která vznikne z paraboly jež je grafom 
funkce fi: y = ax2

, posunutím prevádejícím vrchol [O, O] do vrcholu [O, c] grafu 
funkce f2. 
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Obr. 4.16 

Jrnf funkce f3: y = a(x - x0 )
2 je parabola, která vznikne z grafu funkce fi: y = 

rix 2 posunutím pfevádejícím vrchol [O, O] této paraboly do vrcholu [xo, O] 
rnfu funkce f3. (Jestliže totiž ve funkčním predpisu funkce h položíme x - xo = 

u , dostáváme y = au2
, odtud plyne, že grafom funkce h je táž parabola, jež 

,„ 1 grafem funkce fi, avšak s vrcholem v bode o soufadnicích u = O neboli x = xo 
n 11 = O, tj. v bode [xo , O].) 

,II C:rnJ funkce f: y = ax2 + bx + c je parabola, kterou lze získat z grafu 
ľ1 mlcce fi. Nejprve kvadratický trojčlen ax2 + bx + c doplníme na „úplný 
Lvcrec" (kap. 3.1): 

ax
2 -/- bx -/- C = a ( X

2 
-/- ~X) -/- C = a (X -/- :a r -/- ( C - !: ) 

11 /i i tím této úpravy lze prepsat funkční predpis funkce .f ve tvaru 

2 b b2 

y = a(x - x 0 ) + yo , kde xo = -
2
a, Yo = c -

4
a · 

·~ Loho a podle odst. b ), c) plyne, že graf kvadratické funkce .f dostaneme, jestliže 
wnf funkce fi: y = ax2 posuneme nejprve tak, že počátek [O, O], tj. vrchol grafu 
ľ1111kce fi prejde do vrcholu [x0 , O] grafu funkce f3: y = a(x - xo)

2
, a pak tento 

·mf posuneme tak, že jeho vrchol prejde do vrcholu [x0 , Yo] = [- }?__ , c - '!_] 
2a 4a 

:rnfu funkce .f (tabulka 4.3). Podle hodnot a, b, c muže ležet vrchol v obou 
pl·ípadech buď pod osou x, nebo nad osou x, anebo na ose x. Prusečík grafu 
ľm1kce f s osou y je bod [O, c]. 

'Crikladní vlastnosti kvadratických funkcí pfehledne shrnuje tabulka 4.3. 
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Vlastnosti kvadratických funkcí f: y = ax2 + /Jx + Tab. 4. ~ 

b2 
c- 4a 

a>O 

D(j) = R, H(J) = ( c - !: , +oo) 

Je zdola omezená, není shora 
omezená. 

Je rostoucí v ( - 2~, +oo). 

Je klesající v ( - oo, -
2
ba). 

b 

X 

b2 
c--

4a 

y 

a < O 

D(J) = R, H(J) = (-oo, c - !: ) 
Je shora omezená, není zdola 
omezená. 

Je rostoucí v ( - oo, -
2
ba). 

Je klesající v ( -
2
ba, +oo). 

X 

V bode x0 = - - má ostré minimum 
2a 

V b d
v b , , . 

o e x0 = - - ma ostre maximum 
2a 

b2 
Yb= c - 4a. 

Mocninná funkce 

b2 
Yo = c - 4a · 

Mocninná funkce s pfirozeným mocnitelem je funkce 

f: y = xn, n E N, D(f) = R. 

Spcciálne: J e-li n = 1, je to lineární funkce f: y = x, pro n = 2 základní kvadratická 
funkce f: y = x2

, pro n = 3 základní kubická funkce f: y = x3 atd. 
Grafem této mocninné funkce je pro n = 1 pfímka (osa I. a III. kvadrantu) 

a pro n > 1 parabola n-tého stupne. (Pro n = 1, 3, 5, 2, 4, 6 jsou grafy sestrojeny 
v t abulce 4.4.) 

ákladní vlastnosti mocninných funkcí s pfirozeným mocnitelem uvádíme v ta
bulce 4.4. 

M ocninná funkce se záporným celým mocnitelem je funkce 

f: y = x - n, n E N, D(f) = R \ {O}. 

Grafem 'této mocn·inné funkce je hyperbola stupne n + 1 (tabulka 4.5). 
Základní vlastnosti mocninných funkcí s celým záporným mocnitelem jsou uve

deny v tabulce 4.5 . 
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lMitnostl mocninných funkci f : y = x", n E N 

n liché 

'Y 

- 2 - 1 

- 1 

- 2 

- 3 

- 4 

(! ) = R, H (!) = R 
.Je lichá. 

y=x1 

X 

Není ani shora, ani zdola omezená. 

n sudé 

-2 -1 o 

- 1 

D(f) = R, H(J) =(O, +oo) 
Je sudá. 
Je zdola omezená, není shora 
omezená. 

;,b, .... 

X 

.l e rostoucí Je rostoucí v (O, +oo) , je klesající 

Nemá minimum ani maximum. 

v (- oo, O). 
Má ostré minimum v bode O, nemá 
maximum. 

f 'oznámka. Lze definovat též mocninnou funkci s nulovým mocnitelem: 

f: y = x 0 , D(f) = R \{O}, jejíž graf je na obr. 4.17. 

l 'ojem mocninné funkce je možné rozšífit i pro racionální a obecný reálný mocnitel, což 

vliak presahuje rámec stredoškolské matematiky. 

y 

y=xo 

o X 

Obr. 4.17 
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Vlas tnosti mocnl.nných funkcí f : y = x ", n E N Tab. II ,/, 

n liché 

y 

4 

3 

2 

- 2 -~ - 3 

1 2 

- 1 

- 2 

-3 

- 4 

D(f ) = R \ {O} , H(f) = R \ {O} 
Je lichá 

3 

Není ani zdola, ani shora omezená 

J e klesající v (-oo, O) a (O, +oo) . 

Nemá maximum ani minimum. 

N epfímá úmernost 

X 

Nepfímá úmernost je každá funkce 

n sud 

y 

5 

4 

3 

2 

y=x- 2 

- 1 0 1 2 3 X 

D(f) = R \ {O}, H(f) = (O, +oo) 
J e sudá 
Je zdola omezená, není shora 
omezená. 
J e rostoucí v (-oo, O), je klesající 
v (O, + oo). 
Nemá maximum ani minimum. 

k 
f : y = - , k =J O, D(f ) = R \ {O} . 

X 

(Vyjadruje: Kolikrát se zvetší /x/, tolikrát se zmenší /y /.) Speciálním pfípadem 
1 

(pro k = 1) je funkce f: y = - = x-1
, tj. mocninná funkce se záporným celým 

X 
mocnitelem - 1. 

Graf neprímé úmernosti je tzv. rovnoosá hyperbola, jež je soumerná podle 
os kvadrantu soustavy soufadnic Oxy a též podle počátku O (tabulka 4.6). Osy 
soumernosti se nazývají osy hyperboly a stredu soumernosti O se l'íká stred 
hyperboly. Hyperbola se neomezene blíží k soufadnicovým osám x, y , které se 
proto nazývají asymptoty hyperboly. 

Základní vlastnosti neprímých úmerností jsou uvedeny v tabulce 4.6. 
S užitím nepfímé úmernosti se setkáváme často v matematice i v aplikacích. 
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\' 11i 11 Lnos ti :nepi:íu::i úrnč:1:nost .i f : y = !::_ (k 
X 

O) '1'11.b. „ . 

k > O 

1J 

3 

- 2 

- 1 

- 2 

-3 

- 4 

D(J) = R \ {O}, H(f) = R \ {O} 
,Je lichá 
Není a.ni zdola, ani shora omezená 
.Je klesající v (-oo, O) a (O, +oo ). 
N cmá maximum ani minimum. 

k < O 

y 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

2+ 1 

\-v=~ 

-2 - 1 -----.. ........ 
' - 1 \ 

\ 
\-2 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' .......... --

D(f) = R \ {O}, H(f) = R \ {O} 
J e lichá 
Není ani zdola, ani shora omezená 
J e rostoucí v ( -oo, O) a v (O, +oo ) . 
Nemá maximum ani minimum. 

Príklad užití nepfírné úrnernosti ve fyzice 

X 

c 
11 = V, kde c je konstanta (zákon BoylUv-Mariottilv pro izotermický dej s ideálním 

plynem) - tlak p , ideálního plynu je nepfímo úmerný jeho objemu V pfi konstantní 
t.c:plote T . 

Lineární lomená funkce 

Lineární lomená funkce je funkce 

ax+ b { d} f : y = --d, kde c =J O, ad - bc =J O, D(f) = R \ - - . 
~ + c 

Objasníme, proč se kladou uvedené podmínky: 
J es tliže bychom pfipustili c = O a ovšem d =J O, pak daný funkční predpis by 

uabyl tvaru 
ax + b ax+b a b 

y = - -=--= - x + -
cx + d d d ď 
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coi v~ nk pr·od s Lnv 1~ 0 f1w · ~ r 11 w Hmrn1 11u 1Jcc1 lIW!WllHLttliLHlJ tt ] 
funkci. 

.J c-li c ::/. O, pak daný funkční predpis lze upravit takto: 

a.1: + b f!: (ex -\- d) -\- b - ad a b - a~ a 1 bc - acl 
y =---= c c =- + --c-=--1-- · . 
· cx+cl cx+d c c.7:-\- d c c2 x+ f!:. 

c 

Pokud by bylo ad = bc, pak by funkční predpis nabyl tvaru y = :1'., takže bycho1 11 
c 

dostali konstantní funkci. J estliže je splnena podmínka ad =!= bc, máme lineáw1 
lomenou funkci s funkčním pfedpisem ve tvaru 

k d a 1 
y = -- -\- Yo , kde xo = - - , Yo = - , k = -

2 
(bc - ad) . 

X - Xo C C C 

k Speciálním prípadem (pro xo = O, y0 = O) je nepľímá úmernost h: y = - . 
X k 

Graffunkce f2: y = --- vznikne z grafu funkce ii (tj. rovnoosé hyperboly s 
X -Xo 

stredem v počátku [O, O]) posunut ím prevádejícím bod [O, OJ v bod [x0 , OJ. (J estliž 
k totiž ve funkčním predpisu funkce f položíme x - x0 = u, dostáváme y = - , 
u takže grafem funkce h je t áž rovnoosá hyperbola, jež je grafem funkce ii, avšak 

so streclem v bode o soufadnicích u = O čili x = x0 a y = O, tj. v bode [x0 , OJ.) 

Graf funkce f: y = __ k_ + y0 dostaneme, jestliže graf funkce fi: y = ~ 
X - Xo X 

posuneme nejprve tak, aby bod [O, OJ pľešel do bodu [x0 , O] a takto sestrojený graf 
funkce h posuneme tak, aby bod [xo, OJ pľešel do bodu [x0 , y0 J. Grafem lineární 
Lomené funkce f je tedy rovnoosá hyperbola, která má stred v bode [x

0
, y

0
] = 

= [-:!., :i:J a její asymptoty procházejí tímto bodem tak, že jedna o rovnici y = :1'. 
c c c 

d 
je rovnobežná s osou x a druhá o rovnici x = - - je rovnobežná s osou y (obr. 4. 18) . 

c 

Exponenciální funkce 

Exponenciálni funkce o základu (se základem) a je funkce 

f:y = ax, a > O, a =/= l , D(f)=R. 

Objasníme, proč se kladou uvedené podmínky: 
Mocnina ax je definována pro každé x E R jen pro a > O (kap. 2.6). Pro a= 1 

však ax = 1 pro každé x E R, takže jde o konstantní funkci, kterou však mezi 
)Xponenciální funkce nezahrnujeme. 

Exponenciální funkce o základu 10 se nazývá dekadická exponenciálni 
funkce. Zvlášt e duležitá je exponenciální funkce, jejíž základ je tzv. Eulerovo 

'- islo e definované v matematické analýze (kap. 8); je to iracionální číslo 

e = 2,718 281 828 459 .. . ~ 2,718. 

Exponenciální funkce f: y = ex se nazývá pfirozená exponenciálni funkce; 
íl ll t\Č Í se též exp , takže exp x = ex . 

lúO 

y 

---:------------ ;;- -
- --- 1 S[xo,yo] Y = c 

o 
X= _fi 

c 

Obr. 4.18 

X 

y=(ťot y = l0x 

F (j~'\tl ': lf y~ 3' 
y=4x 

- 3 - 2 - 1 o 1 2 3 X 

Obr. 4.19 

Vlastnosti exponenciálních funkcí f: y = ax Tab. 4.7 

a > l 

y 

X 

D(f) = R, H(f) =(O, -1-oo) 
Je zdola omezená (ax > O), není shora 
omezená. 
J e rostoucí, a tedy prostá. 
Nemá maximum ani minimum. 

O<a< l 
y 

o 1 X 

D(f) = R, H(f) = (O, +oo) 
J e zdola omezená (ax > O) , není shora 
omezená. 
J e klesající , a tedy prostá. 
Nemá maximum ani minimum. 
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b) 

VW!C() h je d i11111 

nsLa1 ľLn, 

ávislost intenzity I záľení pronikajícího vrstvou látky o tloušťce x udáva VZl '' "' 

I = Ioe - °'x, kde 10 je počáteční intenzita záľení (pro x = O) , a je absOľJl• " 111 
koeficient ... exponenciální zákon absorpce (pohlcování) záfení. 

Logaritmická funkce 

Logaritmická funkce o základu (se základem) a označovaná f: y = lop,
11 j e funkce inverzní k exponenciální funkci o témž základu a, která je (tabulka 1 

ryze monotónní v definičním oboru R a nabývá v nem všech kladných funkč111 1 11 

hodnot. definiční obor logaritmické funkce je tedy D(f) = H(f- 1) = (O, + oo) ajl' I' 
obor funkčních hodnot H(f) = o(f- 1 ) = R. 

Funkční hodnoty logaritmické funkce se nazývají logaritmy; symbol logh !r 

me : logaritmus čísla x o základu (pfi základu) a. 
Symbolicky zapisujeme logaritmickou funkci o základu a takto: 

f: Y = loga x, a> O, a -1- 1, D(f) = (O, +oo), 

pľ'ičemž podle její definice platí 

y = loga x ~ x = a,Y pro každé x E (O, +oo), y E R, a> O, a -1- 1. 

Logaritmická funkce o základu 10, tj. inverzní funkce k dekadické exponenci
ální funkci, se nazývá dekadická logaritmická funkce. J ejí funkční hodnoty s 
nazývají dekadické logaritmy a obvykle se označují jen log x (místo log

10 
x ). Lo-

·~ ritmická funkce o základu e, tj . inverzní funkce k prirozené exponenciální funkci, 
ze nazývá pfirozená logaritmická funkce. J ejí funkční hodnoty se nazývají pfi
rozené logaritmy a značí se ln x (místo Joge x ). (Symbol In znamená latinsky 
logaritmus naturalis = prirozený logaritmus. ) 

Graf logaritmické funkce j e tzv. logaritmická krivka. Z výkladu o inverzních 
ľunkcích (kap. 4.2) víme, že graf logaritmické funkce o základu a je soumerne sdru
~cný s grafem exponenciální funkce o témž základu a podle pľímky o rovnici y = 
= x (ta bulka 4.8). Všechny logaritmické krivky procházejí bodem [l ; O] (obr. 4.20) , 
kLerý je v této soumernosti obrazem bodu [O; 1], jímž procházejí všechny exponen
c: iá lní kfivky. 

r'ákladní vlastnosti logaritmických Junkcí jsou uvedeny v tabulce 4.8. 

Olr 2 3 4 X 

-1 + 

- 2 + 

Obr. 4.20 

V lastnosti logaritmických funkcí f: y = logax Tab. 4.8 

a> 1 

Y I 

D(f) = (O, + oo), H(f) = R 
f (1) = logal = O 
Není ani zdola omezená, ani shora 
omezená 
Je rostoucí, a tedy prostá. 
Nemá maximum ani minimum. 

1 

X 

y 

y=ax 

- 2 - 1 

- 1 

- 2 

O< a<l 

II 

J\1' 

o 

" " " " 

y = log<,x 

D(f) =(O, +oo), H(f) = R 
f(l) = loga l = O 

y= x 

'- M 

3 

Není ani zdola omezená, ani shora 
omezená 
J e klesající , a tedy prostá. 
Nemá maximum ani minimum. 

X 

Poznámka. Lze dokázat (užitím matematické analýzy) , že obecne mají grafy funkcí 
f: y = ax a g: y = loga X tyto počty prusečíku : 

1 

a) pro a > 1 buď žádný prusečík , je-Ii a > e;:; (napr. pro a = 2, a= e), nebo 1 prusečík , 
l 1 

je-Ii a = e e , anebo 2 prusečíky, je-Ii 1 < a < e e, 

b) pro O < a < 1buď1 prusečík , je-Ii e- e <a< 1 (napr. pro a = !, a = ! ), nebo 
2 e 

2 prusečíky, je-Ii a = e- e, anebo 3 prusečíky, je-Ii O < a < e-e (napr. pro a = 
1
1
6

, 

1 
a= 64 ). 
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ProLože logariLmická funkcc o základu ci (a > O, a =1- 1) je definovana 1m ·111 
Lcrvnlu (O, +oo) a je na nem ryze monoLóuní , a tedy prostá, prísluší ke kažcl611111 
~!Hht :i; > O práve jedno číslo y = loga x (logaritmus čísla x pfi zákla dtt o 

1
) 

pľi čcmž pro :i; 1 =/:- X2 je loga x 1 =/:- loga x2 . Pritom loga x nabývá všech hod11, ii 
l R = ( - oo, +oo). Z definice logaritmické funkce o základu a jako funkce invo1:Zi 111 
i< oxponenciální funkci o témž základu a tedy plyne: 

Logaritm u s kladného čísla x o základu a (a > O, a =J 1) je takové rcÁ l i11~ 
<i1'10 y = loga x, pro které platí rovnost 

a10
ga x = x pro každé X > O, a > O, a =J 1. 

Nap f . log 10 = 1, neboť 101 = 10; log 100 = 2, neboť 102 = 100. 
Z uvedené definiční rovnosti plynou též tyto dôsledky: 

ro každé a > O, a =/:- 1 platí 

loga 1 = O, neboť a0 = 1, 

loga a = 1, neboť a 1 = a. 

Z definice logaritmu, ze vzorcu pro počítání s mocninami o témž základu 
)cap. 2.6) a z toho, že exponenciální funkce je ryze monotónní, plynou následujíc 
·1čty: 

Pravidla pro počítání s logaritmy 
N cchť je a > O, a =/:- 1 a nechť x 1 , x 2 jsou libovolná kladná čísla. Potom pro nč 
pla Li tyto vzorce: 

loga (x1x2) = loga X1 + loga X2 

X1 
loga - = loga X1 - loga X2 

X2 

loga xr = r loga x pro každé r E R 
1 

loga \YX = - loga x pro každé n E N 
n 

Pla tnost prvního vzorce lze rozšíľit na součin libovolných n kladných činitelu 
.1:1, ::1;2, ... , Xn (n E N): 

loga (x1X2 .. . Xn) = loga X1 + loga X2 + ... +loga Xn 

P1"íklady počítání s logaritmy 

~ ) log (2x4y 2
) = log 2 + 4 log x + 2 logy; x > O, y > O 

xix2 
)) log --3 = 2 log X 1 +log X 2 - log X3 - 3 log X4; X 1, X2 , X3 , X4 > o 

X3X4 

~
1 

log . = - (log x + logy - 3 log z); x, y , z > O 
2 

l) log ijx Jy +z= ~ [log x + ~log (y +z)] ; x > O, y + z > O 

<)1l1JozenÍ pfevodního vztahu m ezÍ logaritmy Čísla X > 0 O dvou ruzných 
.UJladech a, b (a > O, a =/:- 1; b > O, b =/:- l} 
N11('li1'. 11 = loga x neboli aY = x . Z této rovnosti logaritmováním pľi základu b plyne 
lrn.i:1, <i = logb x a odtud po dosazení za y dostáváme hledaný pfevodní vzorec 

lov;1; x = loga x · logb a pro každé x E (O, +oo), a> O, a =/:- 1, b > O, b =/:- 1 

1dálne 

Jlľlčcmž 

pro a = 10, b = e: In x = log x · In 10, 
pro a = e, b = 10: log x = ln x · log e, 

ln 10 = 2,302 585 09 . .. , log e = 0,434 294 48 ... 

D1\sledkem pl'evodního vzorce (pro x = b) je též vztah 

logb a · loga b = 1, 

'1pcciálne 

ln 10 · log e = 1, 

K numerickým výpočtum se dľíve hodne používaly logaritmické tabulky (ta-
1 n d ky zaokrouhlených hodnot logaritmu kladných čísel) a logaritmické pravítko. 
V :.;oučasnosti je však prakticky nahradily elektronické kalkulátory. 

.4 Úlohy o funkcích 

Príklady užití pfímé a nepfímé úmerností v praxí 
n) 5 delníku vyrobilo 100 výrobku. Kolik výrobku vyrobilo 12 delníku? (Pfedpo

kládá se, že všichni delníci pracovali se stej nými výkony.) 

Rešení 
x delníku vyrobí y výrobku. Kolikrát je více delníku, tolikrát více výrobku 
vyrobí. Počet výrobku y je tedy pfímo úmerný počtu delníku x, tj. y = kx, kde 
k > O. Konstantu úmernosti k určíme, dosadíme-Ii do t éto rovnice y = 100 pro 

5 d , , k 100 20 k V • V , V, , , V t ' • x = , ostavame = - = , ta ze rovmce uvazovane pnme umernos i Je 
5 

y = 20x. Pro x = 12 je y = 20 · 12 = 240. 

Úlohu je možné l'ešit též úsudkem: 

1 delník vyrobí lOO = 20 výrobku =? 12 delníku vyrobí 20 · 12 = 240 výrobku. 
5 

Odpoved'.- 12 delníku vyrobilo 240 výrobku. 

(Rešení téže úlohy rovnicí viz kap. 5.14.) 
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Podíl li bovo lnýc ll d vo 11 ť11 11 k<'.: 11 íd1 hod 11ot, prí 111ó ľ1 111 é rnus ti y,, .'1.i ('i < N, j l N) jn 

roven poclí lu prís lušných argumc.11lu Xi, ~i; j (z<.i. pfoclpoklad 11 , 'l.o :1;j / O, Y .1 / O). 

Dukaz 
Je-Ii pr ímá úmernost dána rovnicí y = k x, pak pro libovolné dve hodnoty argmno1d,11 
Xi, Xj a odpovídající funkční hodnoty Yi, Yí platí Yi = k x i, Yí = kxj . Odtud p lyna ('1,11 

uvedeného predpokladu) : 

Yi : Y í =Xi : Xj {o} Y i = Xi 
YJ Xj 

Rovnosti pomeru (podílu) se fíká ú mera. Čísla Y i , Xj se nazývají vnej ší č leny , čls) 1 1, 
YJ, X i v n itfní č leny ú m e ry. Úmery Y1 : y 2 = x 1 : x2, y 2 : y3 = x2 : x3 , . . . , 
Y n - 1 : Y n = Xn - 1 : Xn se t éž zapisují jako jedna tzv. postupná (složená) ú mera 

Yl : Y2 : · · · : Y n= X 1 : X2 : .. . : Xn . 

b) 3 delníci vykonali určitou práci za 10 dní. Za kolik dní by ji vykonalo 5 delníku? 
(Predpokládá se, že všichni delníci pracovali se stejnými výkony.) 

Ŕešení 
x delníku vykoná práci za y dní. Kolikrát je více delníku, tolikrát kratší je doba, 
za kterou vykonají určitou práci. J e tedy počet dní y neprímo úmerný počtu 

k 
delníku x, tj . y = - , kde k > O. Konstantu úmernosti k určíme, dosadíme-li 

X 
do této rovnice y = 10 pro x = 3; dostáváme k = 10 · 3 = 30, t akže rovnice 

" l V ' V' ' ' V , , 30 p 5 , 30 6 pns usne neprime umernost1 Je y = - . ro x = Je y = - = . 
X 5 

Úlohu je možné opet rešit úsudkem. Ukažte. 

Odpoveď: 5 delníku vykoná danou práci za 6 dní. 

(Rešení téže úlohy rovnicí viz v kap. 5.14. ) 

Poznámka. Rešení pfedchozí úlohy je založeno na vete: 

Podíl libovolných dvou funkčních hodnot nepfímé úmernost i Yi, YJ (i E N, j E N) je 
roven pfevrácené hodnote podílu príslušných argumentu Xi, Xj (pritom je Xi #- O, 
Y i #- 0, Xj # O, YJ # 0). 

Dukaz 

Je-li neprímá úmernost daná rovnicí y = !5:._ , pak pro libovolné dve hodnoty argument u 
X 

Xi , Xj a odpovídající funkční hodnoty Y i , YJ platí Y i = !5_, YJ = !5_. Odt ud plyne: 
Xi Xj 
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1 
Y i : YJ = Xi 

1 y, X 1 
- ? Yi : Yí = X1: x,? - = - . 
Xj Y1 x, 

ť 1 il1ilady s csl ní grc~f1.l clemcnUiľrnťch fun{~cí 

1) J: 11 = 3x<: - 12:c + 13 , D(f) = R, 

x+5 „ : 11 = ~ _ 
3

, D(g) = R \ {3} = (- oo, 3) U (3, + oo). 

l l~, !J muc postupu uvedených v kap . 4.3: 
1"11 nkční predpis kvadratické funkce f doplníme na „úplný čtverec": 

y = 3x2 - 12x + 13 = 3(x2 
- 4x + 4) + 1 = 3(x - 2)

2 
+ 1 

Na základe t éto úpravy sestrojíme graf funkce f postupne pomocí grafu pi'í
i;Jušné základní funkce (obr. 4.21): 

- 1 o 

y =3(x - 2) 2 + 1 
1 

' ' ' 1 
1 

' ' 1 

' / y = 3(x - 2) 2 

' ' ' I 
1 
I -,-----------

/ 

~ 

/ 
I 

Obr. 4.21 

3 X 

Sest rojíme parabolu s vrcholem v počátku [O ; O] a s osou v ose y , jež je grafom 

základní kvadratické funkce 

fi : y = 3x2
, x E R. 

Posunutím grafu funkce fi pi'evádejícím bod [O; O] clo bodu [2; O], tj . posunutím 
o 2 jednotky ve smeru osy x, dost áváme parabolu s vrcholem v bode [2; O] a osou 
rovnobežnou s osou y ; tato parabola je grafom funkce 

h y = 3(x - 2)2 
, x E R. 

Posunutím grafu funkce f2 pi'evádejícím bod [2; O] do bodu [2; 1], t j . posunutím 
o 1 jednotku ve smeru osy y , získáváme parabolu s vrcholem v bode [2; 1] a osou 
rovnobežnou s osou y ; tato parabola je grafom funkce f. Osu y prot íná v bod 

[O; 13]. 
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!' . 4.:.l lJ : 

fi pfovádčj ícím bod [O; O] do bodu [O; l ], Lj. , 
tím o 1 jednotku ve smeru osy y , sestrojíme parabolu s vrcholem [O; l] 
rovnobežnou s oso u y , tato parabola je grafom funkce 

f~: y = 3x2 + 1, X E R. 

Posunutím grafu funkce f~ prevádejícím bod [O; l ] do bodu [2; l ], tj. posunut11 11 
o 2 jednotky ve smeru osy x , získáme opet parabolu, která je grafom funkce f . 

Poznámka. Výslednou parabolu, jež je grafem funkce f , lze ovšem sestrojit též pfinw 
tak, že určíme vrchol [2; l] a osu rovnobežnou s osou y. Pak zvolíme nekolik dalšíc.11 
bodu t éto paraboly, kterými ji proložíme. 

b) Funkční predpis upravíme takto: 
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2x + 5 2(x - 3) + 11 11 
y = -- = =--+2 

x-3 x-3 x- 3 

Na základe této úpravy sestrojíme graffunkce 9 postupne pomocí grafu pľíslušn" 
základní lineární lomené funkce, tj . nepľímé úmernosti (obr. 4.22): 

y 

X 

Obr. 4.22 

Sestrojíme rovnoosou hyperbolu se stredem v počátku [O ; O], která je grafem 
ncpľímé úmernosti 

11 
91:y=-, xE R. 

X 

Posunutím grafu funkce 91 prevádejícím bod [O; OJ do bodu [3 ; OJ, tj. posunutím 
o 3 jednotky ve smeru osy x , dostáváme rovnoosou hyperbolu se stredem v bode 
[3; O], jež je grafem funkce 

11 
92: Y = x _ 

3 
, X E R \ { 3}. 

11oznámka. Výslednou rovnoosou hyperbolu, jež je grafem funkce g, lze ovšem op 
MOH Lťojit též pfímo (určíme její stred [3; 2), asymptoty a nekolik jejích bodu, jimi ž ji 
proložíme). 

1 )ofinice absol ut ní hodnoty funkce 

Jc-li elána funkce f: y = f(x) s definičním oborem D(f) , pak funkci 

lfl: Y = lf(x)I, x E D(lfl) = D(f) , 

J11tiýváme absolutní hodnotou funkce f. 
raf fun.kce lf 1 se sestrojí z grafu funkce f tak, že se ponechají ty jeho části , 

1 l l'O 11.ež je y ~ O ( tj. které jsou „nad osou x" nebo jsou na ose x ), zatímco části , pro 
11M je y < O (tj. leží „pod osou x"), nahradíme jejich obrazy v osové soumernosti 
podle osy x (tj. „preklopíme" je kolem osy x). 

Pr íklady sestrojení grafU absolutních hodnot funkcí 

n) lfil : y = lxl , XE R, b) lhl: y = lx+ 21 , XE R, 

·) l.fal : y = lx2 + x - 21 , x E R, d) lf4I: y = -- , x E R \ {2}. 
1 

X - 51 
2 - x 

,ešení 
1) Podle definice lxl je pro x ~ O: lxl = x čili lfi \ = h a pro x < O: \x i = -x čili 

lfil = - fi . Graf funkce \fil se sestrojí proto t akto: Sestrojíme p.fímku, jež je 
grafom funkce fi: y = x (osa I. a III. kvadrantu) , a část tohoto grafu pro x < O 
zobrazíme v osové soumernosti podle osy x (obr. 4.23) . 

/ 
/ 

„"" 
//// 

/ 

y 

/ 
/ 

/ 

Obr. 4.23 

Y = lxl 

X / - 2 - 1 
/ 1 „" 1 

/ 1 „" 1 
/ 1 „" 1 " y=x+2 1 

1 
1 

y 

Obr. 4.24 

Y = lx+ 21 

o X 
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c) Nejprve sestrojíme graf funkce h: y = x2 + x - 2 neboli po doplnení na ,, ó111111 

čtverec" y = ( x + ~) 
2 

- ~. Tímto grafem je parabola s vrcholem v h1 ''Io • 

[- ~, - ~ ] a s osou v pi'ímce vedené tímto bodem rovnobežne s osou y. Cl 111 f 

funkce lhl sestrojíme tak, že část grafu funkce h ležící „pod osou x" zobraz11111 • 
v soumernosti podle osy x (obr. 4.25). 

y 

- 2 _1iO 11 , 2 / 
\ ' I 
\ 1 I 
\ 1 / 

\ 1 / 
\' 1 I _ 2 '1 _,. 

[- ~ , - ~ JT 
1 
1 

Obr. 4.25 

X 

cl) Protože -- = -- , sestrojíme graf funkce f 4 : y = - - , tj. hyperbolu 
l
x- 51 ix- 51 x - 5 
2- x x - 2 x - 2 

se st reclem v bode [2; 1] a s asymptotami vedenými tímto boclem rovnobežne 
s osami soufadnic. Graf funkce lf4 1 dostaneme z grafu funkce f 4 tak, že část 
tohoto grafu ležící „pod osou x" zobrazíme v soumernosti podle osy x ( obr. 4.26). 

Funkce s absolutními hodnotami 

Obecneji analyticky zadané funkce, v jejichž funkčním predpise se vyskytují 
absolutní hodnoty výrazu se zvolenou funkční pramennou (napr. x), se stručne 

nazývají funkce s absolutními hodnotami (výrazu s pramennou). 

P r íklady sestrojení grafu funkcí s absolutními hodnotami 

a) fi: y = !xi+ 1, b) h y = ~( lx+ l l +lx - 11). 
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Obr. 4.26 

. ľ.iJení 
'11.) Pro x ~ O je y = !xi + 1 = x + 1, pro x < O je y = !xi + 1 = - x + 1. Graf 

funkce fi: y = !xi+ 1 se prato skládá ze dvou polopi'ímek (obr. 4.27). Pfi jeho 
konstrukci mužeme využít toho, že funkce fi je sudá (neboť 1- xi + 1 = !xi+ 1), 
tj . její grafj e soumerný podle osy y. Lze ho také sestrojit posunutím grafu funkce 

lf i: y = !xi o 1 jednotku ve smeru osy y. 

y 

' / ' / ' / ' / ' / ' / ', i / Y = lxl 
',, ___ y/ 

' / 1 
' / 1 
', // 1 

-3 - 2 -1 o 1 2 3 X 

Obr. 4.27 

h) Funkční predpis funkce h obsahuje dve absolutní hodnoty výrazu s promén
nou x . Určíme hodnoty pramenné x, pro než výraz x + 1 nebo x - 1 nabývá 
nulové hodnoty. Jsou to tzv. nulové body x 1 = - 1 a x2 = 1, které rozdelí 
množinu R = (-oo, +oo) na tri intervaly (-oo, - 1) , (-1; 1), (1 , + oo). V kaž-

1 
clém z nich lze upravit funkční predpis y = 2 (lx+ l l +lx - 11) na tvar b 

absolutních hoclnot: 
1 

\ 



;i: J /\ i··· Pro a: ~ ( oo, 1) je :i: 1 1 < O/\ :1.' 
1 

11 = - (- '.!; - t - X+ 1) =-X. 

Pro X E (- 1; 1) je X+ 1 ~ o /\ X - 1 ~ o => lx+ ll = X+ 1 /\ lx - ll = - x + 1, 
1 

y = 2 (x + 1 - X+ 1) = 1. 

Pro XE (1 , +oo) je X+ 1 > o /\ X - 1 > o => lx + ll = X+ 1 /\ lx - ll = X - J 
1 

y = 2(x+ l +x- l) =x. 

Graf funkce h se tedy skládá ze dvou polopľímek a jedné úsečky (obr. 4.28). 
Je soumerný podle osy y, neboť funkce h je sudá (1 - x + ll = ll - xi 
= lx - ll /\ 1 - x - ll = lx+ 11). 

y 

- 1 o 

J y= ~(lx+ l l +lx - 11) 
1 
1 

X 

Obr. 4.28 

Príklad určení inverzní funkce k části funkce, která j e prostá 
Funkce f: y = x

2 
není prostá v D(f) = R, neboť je sudá, tj. platí pro ni J(x) = 

= f( - x) , a tedy napr. pro x1 = 1, x2 = - 1 je f(x1) = f(x2) = 1. Proto k ní 
neexistuje v D(f) = R inverzní funkce. 

Avšak mužeme uvažovat ryze monotónní části fi, h funkce f na interva
l ech (O, + oo), (-oo, O). Funkce fi: y = x2, x E (O, +oo), je rostoucí , neboť 
pro každé x1, x2 E (O, +oo) platí x1 < x2 => fi( xi) - fi(x2) = xi - x~ = 
= (x1 - x2)(x1 + x2) <O=> fi(x1) < fi(x2). Funkce h y = x2, x E (-oo, O) , je 
klesající, neboť pro každé x1, X2 E (-oo, O) platí x1 < X2 => h(xi) - h(x2) = 
= x~ - x~ = (x1 - x2 )(x1 + x2) > O => h(x1) > h(x2). Funkce fi , h jsou tedy 
prosté, takže k nim existují funkce inverzní. 

Analytická vyjádiení techto inverzních funkcí 11-
1 , f2 1 získáme, rešíme-li rov

nici y = x
2 

vzhledem k neznámé x : dostáváme lx l = -JY. A po zámene pramenných 
je 111 1 = yX, kde x E H(fi) = H(f2) = (O, +oo) . Odtud plyne, že hledané in
verzní funkce f 1-

1
, f2 1 

s definičními obory D(J1-
1) = H(fi) =(O, +oo), D(f2 1) = 

H(f2) = (O, +oo) a s obory funkčních hodnot H(f;-1) = D(fi) = (O, + oo), 
H(J2-

1
) = D(h) = (-oo, O) jsou f 1 1: y = y'X, x E (O, +oo), f 2 1: y = -y'X, 

:r: E (O, +oo). 

ra fické znázornení funkcí fi , 11-
1 je na obr. 4.29a, funkcí h , 12-

1 na obr. 4.29b. 

(! 

o a b X 

Obr. 4.29 

Pr íklady určování definičních oboru f unkcí zadaných analyticky 

1 
L) .fi: y = Vx-=-1 ' 

1 
cl ) fr y = log (x - 3)' 

ňešení 

1 
b) h: y = JX=lXT) 

e) fs: y = ln lxl. 

fX=-2 
c) h: y =V "1="3x' 

X 

Vychází se z podmínek pro pramennou x, za nichž výrazy na pravé strane definič
ního predpisu mají smysl: 
a) x - 1 > O{:} x > 1 => D(fi) = (1, +oo) 

b) X - lxl > o {:} lxl <X{:} XE 0 => D(h) = 0 
x- 2 x- 2 1 1 

c) -- ~ O {:} -- S O {:} x - 2 S O /\ x - - > O {:} - < x S 2 => D(f3) = 1 - 3x - X - l - - 3 3 -
3 

= (~; 2) 
d) X - 3 > 0 /\X - 3 =/:- 1 {:} X > 3 /\ X =/:- 4 {:} 3 < X < 4 V X > 4 => D(f4) 

= (3; 4) U (4, oo) 

e) lx l > O=> D(fs) = R \ {O} = (- oo, O) U (O, +oo) 

Pfíklady složených funkcí (podle definice v kap. 4.1) 
Z daných funkcí g, f s maximálními definičními obory utvoľte složené funkce h 
= J o g: 

a) g: u = 2x - 1, 
1 

f: y = -, 
u 

c) g:u=9-x2
, f:y =fo, 

e) g: u = -2x, f : y = logu. 

Ŕešení 

1 
b) g: u = - , f: y = 2u - 1, 

X 

d) g: u = log x, f: y = 2u, 

Stanovíme funkční predpisy a definiční obory složené funkce h = f o g: 

163 



- 1 

tt) h: 1J .... "~t ~ 
1

, g(rr:) ,,. !h 1 ;}. O (h) ~ \ { ~ }· 
b) h: y = _: - 1, g(x ) = 2., x ~ O =:;. D(h) = R \ {O} , 

:1; X 

') h: y = J9 - x2
, g(x) = 9 - x2 ~ O {:} x 2 ~ 9 =:;. D(h) = (- 3; 3), 

l) h: y = 2 log x , g(x) = log x , x >O =:;. D(h) = (O, +oo) , 

) h: y = log (- 2x), g(x) = - 2x > O{:} x < O=:;. D(h) = (-oo, O). 

4.5 Goniometrické funkce 

V tomto článku se budeme zabývat goniometrickými funkcemi , nekdy V"1, 
zvanými trigonometrické funkce. (Recké slovo goniometrie znamená meľc•111 
úhlu , slovo trigon znamená trojúhelník. ) Stredoškolská definice goniometrickýc l1 
funkcí se opírá o geometrické pojmy (kap. 9) , pi'edevším o velikost úhlu, kten111 
udáváme buď v míre obloukové, nebo v míre stupňové: 

Nechť je úhel AVE libovolný konvexní nebo nekonvexní úhel (kap. 9.2). 

a ) O blo uková míra úhlu 

Ses trojíme v rovine AVE kružnici k, která má stred V a polomer r = l ; ríkáme jí 
jednotková kružnice se st i'edem V J ejí prusečíky s poloprímkami VA, VB označrn 
po rade A1 , B 1 (obr. 4.30). Potom velikostí úhlu AVE v míre obloukové na· 
zýváme délku toho oblouku A1 B 1 jednotkové kružnice k, který leží v úhlu AVD. 
Pritom jednotka délky oblouku A1B 1 je elána polomerem kružnice k. Jednotkový 
úhel obloukové míry se nazývá radián (značka rad); je to takový úhel, který 
na jednotkové kružnici se sti'edem ve vrcholu úhlu vytíná oblouk jednotkové délky 
iA;:B11 = 1 dj. 

B 

v 

Obr. 4.30 

f ,oznámka. Pi'i zápisech velikostí úhlu v míi'e obloukové se v matematice zpravidla 
vy11ochává značka rad, tj. zapisují se jen číselné hodnoty velikostí úhlU v obloukové míi'e. 

1. J r+l ,npňo V'lt nih:u úhlu 

Volikost úhlu AVD ve stupifové mffe je vyjádfona nezáporným číslem, 

.wt~ nclává, kolikrát je úhel AVE vetší, resp. menší než jeden (úhlový) stupeň , 
pľf p , Jc-li mu roven. J ednotkový úhel stupňové míry zvaný úhlový stupeň 

1 
hľ 1\l.cc stupeň , označení 0

) je úhel rovnající se 
90 

pravého úhlu. Téhož názvu 

111• ponžívá pro jednotku velikosti úhlu ve významu fyzikální veličiny. Ve stupňové 
l!t li'o HC užívá t éž menších jednotek: Úhlová minuta (krátce minuta, značka') je 
.)nd11 n šedesátina stupne a úhlová vteflna (krátce vteflna, označení 11

) je jedna 
1clm1átina minuty. Platí t edy: 

1 o = 60' = 3 60011
• 

' ' Vztahy mezi velikostmi úhlu v míre obloukové a v mffe stupňové 

značme x číselnou hodnotu velikosti daného úhlu v míi'e obloukové a a velikost 
bož úhlu v mífo stupňové. 

P ro plný úhel je a = 360°, což odpovídá x = 2rr ( délka jednotkové kružnice), 
prn prímý úhel je a = 180° neboli x = rr. Obecne pro velikosti úhlu a v míi'e 
11 (. 11pňové a x v míi'e obloukové platí tedy vztah: 

O: : X = 180° : Tl: 

dtud lze pro danou hodnotu a vypočítat príslušnou hodnotu x a naopak. 
Mnohdy však bývá jednodušší použít pi'i vzájemných pi'evodech mezi a a x 

místo uvedeného vztahu jeho elementárního dusledku: 

180° 
1 rad = -- ~ 57° 17' 4511 

Tl: ' 

Tl: 

1 o = 180 rad 

Príklady prevodu velikostí úhlu 

rr cl 180° 0 180° 0 , 0 rr rad 0 7 
- ra = -- = 15 4rad= -- ·4~229 11 63 = -- ·63 = -rrrad. 
12 12 ' Tl: ' 180° 20 

v t abulce 4.9 uvádíme pro nekteré často užívané úhly jejich velikosti v mífo 
stupňové a v míi'e obloukové. 

Velikost nekterých úhlu v míi'e stupňové a v míi'e obloukové Tab. 4.9 

o 00 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360° a 

X rad o Tl: Tl: Tl: Tl: 3 
2rr - - - Tl: 2rr 6 4 3 2 
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Odentovaným úhlem v rovi11ô rmmmírnc uspoi·ácla11011 clvojiri polopr111u•I 
Hpolcčným počáLkcm. Pritom slovy uspofá<la.ná dvojice vyjadrujeme sk ut.<'č 1 1 
íe zálezí na tom, která z obou polopfímek se bore jako první (uazývámc ji 111 • 

čátečním ramenem orientovaného úhlu) a která je druhá (nazývámc ji ko 11 
covým ramenem orientovaného úhlu) . Společný počátek obou polopfímc>k •, 
nazývá vrchol orientovaného úhlu. Orientovaný úhel s počátečním ram0111 •111 
VA a koncovým ramenem VB značíme A--v'.B (obr. 4.3la). Definice orientovf\1H!l1 11 
úhln nevylučuje, že polopfímky V A, VB jsou totožné, pak A--v'.B se nazývá nulov, 
orientovaný úhel. 

a) b) y 

B J 

r = l 

1 X 

k 

k 

Obr. 4.31 

Počáteční rameno V A orientovaného úhlu A--v'.B lze otočit kolem bodu V do jeh 
koncového ramene VB dvema zpusoby: buď otočením v kladném smyslu (tj . proti 
pohybu hodinových ručiček), anebo otočením v záporném smyslu (tj. souhlasn 
fl pohybem hodinových ručiček). Pfi jedné otočce opíše polopi'ímka V A v prvním 
prípade (neorientovaný) úhel velikosti a a v druhém prípade úhel velikosti 2rr - a. 
Polopi'ímka V A ovšem muže vykonat i více otoček , z nichž pri každé opíše plný 
úhcl. Na základe toho pak definujeme: 

Velikostí orientovaného úhlu A--v'.B nazýváme každé z reálných čísel a+ 2krt 
(v mífe obloukové), resp. a+ k · 360° (v míi'e stupňové), kde k E Z, a a určíme 
takt.o: 

a) Jcstližc polopfímky V A, VB jsou totožné, pak je a = O, resp. a = 0°. 

h) .Jcstliže polopfímky V A, VB jsou ruzné, pak je a velikost neorientovaného 
úhlu, který vznikne otočením počátečního ramene V A do koncového ramene 
VB v kladném smyslu (tj. proti pohybu hodinových ručiček). 

.J<- tedy O ~ a < 2rr, resp. 0° ~a < 360°; této velikosti orientovaného úhlu se fíká 
"Úkladní velikost orientovaného úhlu. 

V obrázcích orientovaný úhel o velikostech a+ 2krr znázorňujeme graficky zpra
vidla takto (obr. 4.3 l a): Obloukem se šípkou je vyznačeno, že jde o orientovaný 
ľdi cl a a udává jeho základní velikost, popi'. a - 2rr jeho velíkost pro k = - 1. 

l 

,l i;o11- li cl (L1 1y oľiu11Lov11116 úlily A 
t,cčniw rnmcncm druhého) , pak oricntovauý úheJ AVC sc nazývá souče t 

orientovaných úhlu Á17B a BVC. Je-li velikost prvního z nich a+ 2kľrr, velikost 
druhého /3 + 2k2rr , je velikost jejich součtu a+ /3 + 2krr, kde k = k1 + k2 E Z. 

Je-li úhel ÁVC součtem úhlu Á17B a BVC, pak úhel BVC se nazývá rozdíl 
orientovaných úhlu ÁVC a Á17B (v uvedeném poradí). Je-li velikost prvního 
z nich"(+ 2k1rr, velikost druhého a+ 2k2rr, je velikost jejich rozdílu "( - a+ 2krr, 

kde k = k1 - k2 E Z. 

Definice goniometrických funkcí sinus a kosinus 

Zvolíme kartézskou soustavu soufadnic Oxy, tj. dve k sobe kolmé číselné osy 
(osy x a y) se společným počátkem O, pfičemž obe osy mají tutéž délkovou jed
notku. Ke každému reálnému číslu a lze pak pfifadit práve jeden orientovaný úhel 
velikosti a (v obloukové míi'e), jehož počáteční rameno je polopi'ímka 01, kde 
O je počátek soustavy kartézských soufadnic a I obraz čísla 1 na ose x; i'íká se 
mu orientovaný úhel velikosti a v základní poloze. Sestrojíme jednotkovou 
kružnici k (tj. kružnici jednotkového polomeru) se sti'edem O a označíme M její 
prusečík s koncovým ramenem orientovaného úhlu a v základní poloze (obr. 4.31b). 
Bodem M vedeme kolmici k ose x, jejich prusečík je na ose x obrazem reálného 
čísla x M a dále bodem M vedeme kolmici k ose y, jejich prusečík je na ose y obra
zem reálného čísla YM· O číslech XM , YM i'íkáme, že jsou první a druhou soufadnicí 

bodu M, a píšeme M[xM, YM]· 
Definujeme: Druhou soufadnici bodu M jednotkové kružnice na koncovém 

rameni orientovaného úhlu a v základní poloze nazýváme sinus a a jeho první 
soufadnici nazýváme kosínus a, značíme je sin a, cos a. Je tedy 

sin a= YM, cos a = XM pro každé a E R. 

Poznámka. Protože jsou sin x a cos x definovány pomocí jednotkové kružnice, jsou 

nezávislé na volbe délkové jednotky. 

Uvedenými definičními vztahy je každému číslu x E R pi'ifazeno práve jedno 
reálné číslo sin x a práve jedno reálné číslo cos x, tj . tyto vztahy udávají funkční 
predpisy funkce sinus 

f: y =sin x, D(f) = R, 

a funkce kosínus 
f: y = cos x, D(j) = R. 

Grafy funkcí sinus a kosínus argumentu x sestrojíme na základe jejich definice 
pomocí soufadnic bodu M jednotkové kružnice k se sti'edem v počátku O kartézské 
soustavy soufadnic, jak je naznačeno v obr. 4.32, 4.33. Podle definice zrejme stačí 
sestrojit tyto grafy v intervalu (O, 2rr) (viz plne vytažené čáry v obr 4.32 , 4.33) 
a pak prubehy funkcí periodicky prodloužit (viz čárkované čáry na obr. 4.32, 4.33). 
Graf funkce sinus (obr. 4.34) se nazývá sinusoida a graf funkce kosinus (obr. 4.35) rr 
se nazývá kosinusoida. Pritom kosínusoida je zrejme posunutá sinusoida o '.2 ve 
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y 

Obr. 4.32 

y 

y = cosx 

Obr. 4.33 

y 

Obr. 4.34 

y 

Obr. 4.35 
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1 ~ .,.;;llm vlos tnosti t!:Onio1notrickvch fuukcí sin us a kos inus Tal> . 11 . 10 

Vl1ll'4 L1HlHLi f'un kcc f: y = sin x y = cosx 

1 lt1!11Mni obor funkce množina R = (-oo, +oo) množina R = ( - oo, +oo) 
D(/) 

( )IJ or funkčních hodnot (- 1; 1) (- 1; 1) 
11 (/) 

M11dmiL, li chost funkce lichá funkce sudá funkce 

1 'oľlodičnost funkce periodická s periodou 2kn periodická s periodou 2kn 
(základní perioda je 2n) (základní perioda je 2n) 

' 
D1llozenost , resp . omezená funkce omezená funkce 
1l!101 uczenost funkce 
v D(f) 

lnLorvaly, v nichž je 
\ - .'.: + 2kn .'.: + 2kn) (-n + 2kn, 2kn) 

rm1Loucí funkcí 2 ) 2 

IHl.crvaly, v nichž je 
\ ~ + 2kn, ~ n + 2kn) (2kn, n + 2kn) 

ldoHající fu nkcí 

Nej vetší hodnota n 
(11 Htximum) funkce v bode 

y = 1 pro x = ( 4k + 1) 2 y = 1 pro x = 2kn 

Nojmenší hodnota n 
y = - 1 pro x = (2k - l)n 

(minimum) funkce v bode 
y = - 1 pro X= (4k - 1)-

2 

Body, ve kterých jsou n 
ľu ukční hodnoty nulové X= kn x=(2k+1) 2 
(11 = O) 

l 1tlcrvaly, v nichž jsou 
(2kn , n + 2kn) ( - ~ + 2kn ~ + 2kn) f'1tukční hodnoty kladné 2 ) 2 

(11 > O) 

1 ntervaly, v nichž jsou 
(n + 2kn, 2n + 2kn) ( ~ + 2kn, ~ n + 2kn) funkční hodnoty záporné 

(y < O) 

k E Z 

Základní vlastnosti funkcí sinus a kosínus se snadno odvodí (i zapamatují) 
pfímo z definice funkčních hodnot sin x, cos x pomocí soufadnic bodu M jednot
kové kružnice k (obr. 4.31), které pfäazujeme popsaným zpusobem číslum x E R. 
Názornou predstavu o vlastnostech funkcí sinus a kosinus nám poskytují též jejich 
grafy ( obr. 4.34. 4.35). Z jejich základních vlastností si pfedevším zapamatujeme: 

Funkce sinus j e lichá, funkc e kosinus sudá v definičním oboru R: 

sin ( - X) = - sin X' cos ( - X) = cos X pro každé X E R 
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sin (x + 2krt) = sin x, cos (x + 2kn) = ,..; pro každ6 X E R, k E 

.JSO'll omezené: 

- 1 ~ sin x ~ 1, - 1 ~ cos x ~ 1; 

lllají globální maximum 1 a globální minimum - 1 atd. Všechny tyto a další vlast
nosti fonkcí sinus a kosínus jsou uvedeny v tabulce 4.10. 

definice funkcí sinus a kosínus také plyne, že platí (tabulka 4.10) pro každ 
J: E R: 

sin x = O, práve když je x = krr. = 2k · ~ , kde k E Z, 

cos x = O, práve když je x = (2k + 1) ~, kde k E Z. 

Definice goniometrických funkcí tangens a kotangens 

Definujeme: 

sin x 
tgx = -

cos X 

COS X 
cotg x = sin x 

pro každé x E R \ u { (2k + 1) ~ } , 
kEZ 

pro každé x E R \ LJ {krr}. 
kEZ 

(Symbol tg x čteme: tangens x, symbol cotg x čteme: kotangens x.) 
Th ni to dcfiničními vztahy je každému prípustnému J' E R prifazeno práve jedno 

n•;íliu; (Íslo tg x a práve jedno reálné číslo cotg .r, tj. tyt.o vztahy udávají funkční 
pi·<·dpisy funkce tangens 

f: ,11 =tg :r, D(f) = R \ LJ { (27.: + 1) ~} = LJ ( (2k - 1) ~, (27.: + 1) ~) 
kEZ kEZ 

a funkce kotangens 

.f: y = cotg :r, D(f) = R \ LJ {krr}= LJ ((k - l)rr., krr). 
kEZ kEZ 

Grafy funkcí tangens a kotangens argumentu x sestrojíme na základe jejich 
dcfinice opet pomocí soufadnic bodu M jednotkové kružnice k se stfodem v po
~ ~\lku O kartézské soustavy soufadnic postupem, který odvodíme podle obr. 4.36a 

(pro x E (O, ~)) a 4.36b (pro x E ( ~ , rr.) ). Nechť je bod M jednotkové kruž

ni ce k pfäazen číslu x (velikosti úhlu IOM) . Patu kolmice vedené tímto bodem 
k OHC x označme M 1 . V bodech I[l; O], J [O; 1] sestroj íme tečny ke kružnici k (které 
j Ho t1 rovnobežné po fade se soufadnicovými osami y, x). Prímka OM protne tyto 
Lefoy po fade v bodech P, Q. Z podobnosti trojúhelníku 6M10M ,.__, 6 JOP 
t 6 M10M ,.__, 6 JQO plyne, že IPII = 1 tg xi, IQJI = 1 cotg x/, takže je P[l , tg x], 
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Obr. 4.39 
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' y=cotgx 

Obr. 4.40 

ných interva.lu, mt1zc 111• • 

~Tt 

5 
2 • 

X 

ľ;:o. i "oi lm vlo.ti lnosU !!oniomeldckvch funkcí tangens a kotangens 'ľ~\b . 11..1 1. 
=·-

Vl11tj l,nrn;t,i funkcc f: y = tg X y = cotg x 

l li•ll 11 ll'ní obor funkce { X E R; X -/= (2k + 1) ~} {xE R; x-/=kTI } 
IJ(f) 

()hor ľ1 1 nkčních hodnot (-oo, +oo) (-oo, +oo) 

11 (/) 

H11d 0Hl , lichost funkce lichá funkce lichá funkce 

l 1or iocli čnos t funkce periodická s periodou kTI periodická s periodou kTI 

(základní perioda je TI) (základní perioda je TI) 

() 111 nzenost , resp . neomezená funkce neomezená funkce 

lltlO!llCZenost funkce 
v D(f) 

111 Lcrvaly, v nichž je ( - ~ + kTI ~ + kTI) 
neexistují 

ľOH lOUCÍ funkcí 2 ' 2 ( nerostoucí funkce) 

l11Lcrvaly, v nichž je neexistují (kTI, TI+ kTI) 

kl<•Hající funkcí (neklesající funkce) 

N<'j vetší hodnota neexistuje neexistuje 

(nmximum) funkce v bode 

N ť'jmenší hodnota neexistuje neexistuje 

(111inimum) funkce v bode 

llody, ve kterých jsou 
TI 

ľ111tkční hodnoty nulové 
X= kTI X= (2k + 1)-2 

(11 = O) 

l n tervaly, v nichž jsou 
( kTI, ~ + kTI) ( kTI , ~ + kTI) 

funkční hodnoty kladné 
(y > O) 

1 ntervaly, v nichž jsou 
( ~ + kTI, TI + kTI) ( ~ + kTI , TI + kTI) 

ľu nkční hodnoty záporné 
(y < O) 

k E Z 

Základní vlastnosti funkcí tangens a kotangens argumentu x snadno odvodíme 
pľímo z definice tg x, cotg x a užitím vlastností funkcí sinus a kosinus . Názornou 
predstavu o vlastnostech funkcí t angens a kotangens nám též poskytují jejich grafy 

(obr . 4.39, 4.40). 
Ze základních vlastností si pi'edevším zapamatujeme: Funkce tangens i funkce 

kotangens jsou liché ve svých definičních oborech , neboť (jak plyne ze vztahu 
sin (- x) = - sin x, cos (- x) = cos X pro každé XE R) pro ne platí: 

tg (-x) = - tg x pro každé x -=J (2k + l)~ , k E Z, 

cotg (-x) = - cotg x pro každé x -=J kn, k E Z 
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Lg (.1; 1 krr) lg :1; pro ka~ cl l: :i; / ('2 k 1 1) ~, k C Z 

·oLg (x + krr) = colg :i; pro každé x 1 krr , k C Z 

Funkcc tangens a kotangens nejsou omezené. Tyto i další vlastnosti funkcí t 
a kotangens jsou pi'ehledné shrnuty v tabulce 4.11. 

U rčování hodnot goniometrických funkcí 

a) Nékteré významné hodnoty goniometrických funkcí lze snadno určit príw1 • 
na základe jej ich definice s použitím jednoduchých geometrických poznatl< ľ1 

(kap. 9.5) . Tyto presné funkční hodnoty goniometrických funkcí , které je účehil· 
si zapamatovat, uvádíme v tabulce 4.12. 

Tabulka duležitých hodnot goniometrických funkcí Ta b. 4.ľ 

o rr rr rr rr 3 
2rr X - - - rr -rr 

6 4 3 2 2 

sin x o 1 V2 v'3 
1 o o - 1 

2 2 2 

1 
v'3 V2 1 o - 1 o 1 COS X 
2 2 2 

tg X o v'3 
1 v'3 není o není o 

3 def. def. 

cotg x není v'3 1 
v'3 o není o není 

def. 3 def. def. 

Zaokrouhlené hodnoty goniometrických funkcí pro další hodnoty argumentu 

z intervalu (O, ~) neboli (0°, 90°), které se počítají užitím metod matema

tické analýzy, jsou uvedeny v matematických, fyzikálních a chemických tabul
kách a lze je také určit pomocí elektronických kalkulátoru s goniometrickými 
funkcemi. U dokonalejších typu téchto kalkulátoru se dají pi'ímo určit i v širším 
intervalu argumentu. Obecné se však všechny ostatní funkční hodnoty goniome
trických funkcí dají vypočítat pomocí hodnot argumentu z uvedeného intervalu, 
a to následujícími zpusoby. 

b) l. Pro x < O užijeme k výpočtu hodnot goniometrických funkcí toho, že funkce 
kosínus je sudá a funkce sinus, tangens a kotangens jsou liché, tj. 
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cos ( - x) = cos x, sin ( - x) = - sin x, 

tg ( -x) = - tg x, cotg ( - x) = - cotg x. 

Užitím téchto vztahu tedy výpočet pfevedeme na určení hodnot goniomet
rických funkcí argumentu x > O. 

Príklady 

'"8 :c 1rn zttkln.clô Loho, ?\" 

, pro pi'ípustn 
toho, že funk 

a) sin ~ rr = sin ( ~ + 2rr) = sin ~ = v; , cos ~ rr = cos ~ = 
rr 9 rr 

v'2 9 
2' tg 4rr = 

= tg - = 1 cotg - rr = cotg - = 1 
4 ' 4 4 ' 

·(9) .9 .rr v'2 (9) rr v'2 
b) sm -

4 
rr = - sm 4 rr = - sm 4 = - 2 , cos - 4 rr = cos 4 = 2 ' 

tg (- ~ rr) = - tg~= - 1, cotg (- ~rr) = - cotg ~ = - 1, 

c) sin 7 380° = sin (180° + 20 · 360°) = sin 180° = O, cos 7 380° = 
= cos 180° - 1, tg 7 380 = tg 180° = O, cotg 7 380° = cotg 180° 

neexistuje. 

3. Zbývá tedy jen výpočet hodnot funkcí sinus, kosínus argumentu x v in

tervalech ( ~, n), ( n, ~ rr) , ( ~ rr , 2rr) a hodnot funkcí tangens, kotangens 

argumentu x v intervalu ( ~, n) . V techto pi'ípadech postupujeme takto: 

Znaménko určované funkční hodnoty f( x) goniometrické funkce f určíme 
podle intervalu, ve kterém se nalézá uvažované x, neboli podle kvadrantu, 
v nemž leží príslušný bod M jednotkové kružnice k (obr. 4.31). P i'ehledné 
tato znaménka uvádí tabulka 4.13 (je účelné si ji zapamatovat). Dále pak vy
jádi'íme uvažovanou hodnotu argumentu x v nékterém z následujících tvaru, 

kde xo E (O, ~): 
x = rr - x0 , je-li x E ( ~ , rr) , tj . pro II. kvadrant, v némž je bod M E k; 

x = n + x0 , je-li x E ( rr , ~ rr) , tj . pro III. kvadrant , v némž je bod M E k; 

X= 2n - Xo, je-li XE ( ~n, 2n)' tj . pro IV. kvadrant , v nemž je bod M E k . 

Znaménka hodnota goniometrických funkcí Tab. 4.13 

Kvadrant 1. II. III. IV. 

Interval argument u x (o, ~rr) ( ~ n, rr) (n, ~rr) ( ~ rr , 2n) 

sin x + + - -

COS X + - - + 
tg X + - + -

cotg x + - + -
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l' ro kLorouko llv uo11iorn0Lricko u ľmikci 

lf(n - xo)I = lf(n + xo)I = lf(xo) I 

pro každé Xo = ( 0, ~), jak lze snadno ovefit pomocí jednotkové kružnice /.' 

(obr. 4.31) či grafU goniometrických funkcí. Užitím techto vztahU stano 
víme absolutní hodnotu určované funkční hodnoty goniometrické funkco f : 
lf(x)I = lf(xo)I . A tím je hodnota f(x) určena. 

Príklad 

Užitím uvedeného postupu určete hodnoty goniometrických funkcí pro x = ~ n. 

Ŕešení 

x = ~n E ( ~, n), tj. M E k je ve II. kvadrantu. Vyjádľíme proto x ve tvaru: x 

= n - xo, kde Xo = i E (O, ~). Znaménka hodnot goniometrických funkcí určím\' 

podle tabulky 4.13 (sloupec pro II. kvadrant) a na základe rovností /1 ( ~n) / = 

= 1 f ( i) 1 po dosazení známých hodnot goniometrických funkcí argumentu ~ 
(podle tabulky 4.12) dostáváme: 

. 2 . ( Jt) . 1t V3 sm 3 n = sm n - 3 = sm 3 = 2 

cos ~ 1t = cos ( 1t - i) = - cos i = - ~ 
2 ( Jt) 1t tg 3 1t = tg 1t - 3 = - tg 3 = - V3 

cotg ~ n = cotg ( n - i) = - cotg i = - v; 
Harmonické funkce a jejich grafy 

Ve fyzice a v technice jsou duležité funkce typu 

f: y = c sin (ax + b), D(f) = R, 

kde a, b, c jsou reálné konstanty, x je reálná pramenná, nazývají se harmonické 
funkce. 

Graf harmonické funkce známe pro základní prípad, kdy a = c = 1, b = O 
a pomocí neho mužeme sestrojit grafy harmonických funkcí (transformované sinu
soidy) v ostatních pfípadech. Postup ukážeme na príkladech. 

Príklady konstrukce grafu harmonických funkcí 
Sestrojte grafy funkcí 

1 
a) fi: y = 2 sin x , f2: y = 2 sin x, 

c) k y = sin ( x + 1) , f6: y = sin ( x - 1) , 
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X 
b) f3:y =sin2x, f 4:y =sin 2' 
d) g: y = 3 sin (2x - 1); x E R. 

f: v = r:liu :c podle obr. Ll.34. 
sin x získárnc zdvojnásobením všcch soufaclnic v vých··-

1 
íl'tho grafu funkcc f a graf funkce f2: y = - sin x dostaneme, jestližc všcchny 

2 
souradnice y grafu funkce f zmenšíme na polovinu (obr. 4.41). 

y = ~sin x ~ 
-----,,... '"'' ...... ... ... ~=---

Jt ~ ........ ...., _ _,,.„.zi2n: Q.n 3n: :io.., X 
--- / f 2 

Obr. 4.41 

b) Složená funkce f3: y = sin u , kde 'U = 2x, má základní periodu n, neboť je 
sin (u + 2kn) = sin u čili sin 2(x + kn) = sin 2x pro každé x E R, k E Z. 

X 
A obdobne složená funkce f 4: y = sin u, kde u = 2 , má základní periodu 4n, 

neboť je sin ( ~ + 2kn) = sin ~ (x + 4kn) = sin ~ pro každé x E R, k E Z. 

Jejich grafy jsou v obr. 4.42a, b. 

a) y 

y=sin2x 

X 

b) y 

X 

Obr. 4.42 

c) Složená funkce f5: y = sin u , kde u = x + 1, a stejne tak složená funkce f 6 : y = 
= sin u, kde u = x - 1, mají tutéž základní periodu 2n jako funkce f , nebo ť 
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a) y 

X 

b) y 

y =sin x 

X 

Obr. 4.43 

d) Složená funkce g: y = 3 sin u, kde u = 2x - 1 = 2 ( x - ~) , má základní pe-

riodu rr , neboť sin ( 2 ( x - ~) + 2krr) = sin 2 ( x - ~ + b:) = sin 2 ( x - ~) 
pro každé x E R, k E Z. Konstrukci grafu funkce g lze provést tak, že postupne 
sestrojíme grafy funkcí (obr. 4.44): 

g1 : y =sin 2x podle príkladu b) (g1 = h), 

g2: y = 3 sin 2x obdobne jakov príkladu a) (trojnásobným zvetšením hodnot 
funkce g1 ), 
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g: y = 3 sin 2 ( x - ~) obdobne jakov príkladu c) (posunutím grafu funkce g2 

1 
O 2 jednotky ve smeru kladné poloosy X, tj. „doprava" ). 

L) 

X 

y =sin2x 

y =3sin 2x 

Obr. 4.44 

Vzorce pro goniometrické funkce 

Dosud jsme argument goniometrických funkcí označovali x . Avšak v geometrii 
i v dalších aplikacích je obvyklé označovat jejich argumenty feckými písmeny a, (3 
ttLd. Dále použijeme tato označení, neboť nám umožňují rozlišit ruzné hodnoty 
trgumentu bez zavádení indexu (místo x 1, x2 píšeme a, (3 ). 

V dalším textu uvádíme pfehledne nejduležitejší vzorce pro goniometrické 
f"ttnkce s podmínkami jejich platnosti a pfipojujeme poznámky o dukazech techto 

vzorcu. 

Základní vzorce pro goniometrické funkce 

sin2a + cos2 a = 1 pro každé a E R, 

a tedy 

1 sin al = Jl-=-cos2a pro každé a E R, 

1 cos al = Vl - sin2a pro každé a E R, 

1 pro každé reálné a =f. k~, k E Z, cotg a = --
tg a 

2 1 pro každé reálné a =f. (2k + 1) ~, k E Z, l + tg a= --
cos2a 2 

2 1 pro každé reálné a =f. krr , k E Z. 1 +cotg a= --
sin2 a 

Poznámka. Uvedené vzorce plynou pfímo z definice sin a, cos a pomocí jednotkov 

kružnice a z definičních vztahu pro tg a, cotg a. 
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So11i': l , 1ľv() v:r.un ;o pro ľ1111kc i: HÍ 1111 s ;i kos i1111 s 

l'ru kaY.d;'1, dve re(d11/1. čí~ l ;i. r1•, /1 pL1,LÍ: 

sin (a + (3 ) = sin a cos fJ 1- cOfl Cl! ~ in 

sin (a - (3 ) = sin a cos (3 - cos a sin (3 

cos (a + (3) = cos a cos (3 - sin a sin (3 

cos (a - (3) = cos a cos (3 +sin a sin (3 

Poznámka. Součtové vzorce pro funkce sinus a kosínus lze odvodit nekolika zpusoby; 
j ednoduchý zpô.sob dô.kazu lze provést pomocí skalárního součinu vektoru , jehož definid 
uvádíme v kap. 10.8 na str. 558. 

Vzorce pro funkce sinus, kosínus argumentu 2a a ~ 
Pro každé reálné číslo a platí: 

sin 2a = 2 sin a cos a 

cos 2a = cos2a - sin2a 

1 

, a 1 j 1 - cos a sin - = --
2 2 

lcos ~ j = Aosa 

Poznámka. První dva vzorce dostaneme, jestliže v součtových vzorcích pro funkce sinus 
a kosínus položíme fJ =a: , a další dva vzorce odvodíme na základe pfedchozích vzorcu: 

a: 2 a: . 2 a: . 2 a: . 2 a: 1 - cos a: 2 a: cos a: = cos 2 - = cos - - sm - = 1 - 2 sm - => sm - = cos - = 
2 2 2 2 2 2, 2 

1 . 2 a: 1 + cos a: d , 1 „ . h /2 1 1 ( 1 ' h k d , R) = - sm - - a a e uziJeme vzta u V a - = a p atne o pro až e a E . 2 ? 

Vzorce pro součet a rozdíl hodnot funkcí sinus a kosínus 
Pro každá dve reálná čísla a, (3 platí: 

. . (3 
2 

. a+(J a -(3 
sm a + sm = sm -

2
- · cos -

2
-

, . (3 
2 

a+/3 . a -(3 sm a - sm = cos -- · sm --
2 2 

a+/3 a -(3 
cos a + cos (3 = 2 cos -

2
- · cos -

2
-

. a+/3 . a -(3 
cos a - cos (3 = - 2 sm -- · sm - -

2 2 

Poznámka. Tyto vzorce lze odvodit pomocí součtových vzorcu pro funkce sinus a kosínus 
takto: Levé strany dokazovaných rovností upravíme vyjádfením a:, fJ ve tvaru 

a+fJ a:-fJ 
a: = - 2- +-2- , fJ= a +(3 - a: -(3 

2 2 . 
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ľ11k 1 11\i) ľ , Hil1 (1• 1 Hhl H i;h 1 

'J'n.ké výrazy s in a:± cos (3 (a, (3 E R) lze pfevést na sou čin goniometrických funkcl 
{vl11: pHklad 3 na str. 184) . 

UžiLím sou čtových vzorcu pro funkce sinus a kosínus lze dále odvodit vzorce pr 
pľovod so u č inu goniometrických funkcí sin a:· sin (3, cos a:· cos (3, sin a:· cos (3, cos a:· sin 
(n, # E R) na součet goniometrických funkcí (viz príklad 3 na str. 187). 

~ončtové vzorce pro funkci tangens 

l'ľo každá dve reálná čísla a -j. (2k + 1) ~, (3 -j. (2k + 1) ~, kde k E Z, platí: 

tg a+ tg (3 rr 

(3
, je-li a+ (3 -j. (2x + 1)-, 

1 - ~a~ 2 
L~(a+/3) = k E Z, tg a · tg (3 -j. 1 

l,c: (a - (3) = 
tg a - tg (3 , , rr 

(3
, Je-h a - (3 -j. (2x + 1) -

2
, 

1 +tg a tg 
k E Z, tg a · tg (3 -j. - ] 

/io známka. Vzorce plynou z definičních vztahu pro tg (a+ (3), tg (a: - (3) a ze součto

výc l1 vzorcu pro sinus a kosínus. 

Vzorce pro funkci tangens argumentu 2a a ~ 
2 

Pro každé reálné číslo a -j. (2k + 1) ~, a -j. (2k + 1) ~, kde k E Z, platí: 

2 tg a 
tg 2a = 2 1 - tg a 

Pro každé reálné číslo a -j. (2k + l)rr, kde k E Z, platí: 

/tg ~I = 
1 - cos a 
1 + cos a 

Poznámka. První ze vzorcu dostaneme ze vzorce pro tg (a+ (3 ), položíme-Ii (3 = a . 

Druhý vzorec plyne z definičního vztahu pro 1 tg ~ 1 a ze vzorcu pro 1 sin ~ 1, 1 cos ~ I · 

Součtové vzorce pro funkce sinus a kosinus uvedené na str. 180 jsou základní 
vzorce, jež si nutne zapamatuj te! Další vzorce pro goniometrické funkce lze odvoclit 
jejich užitím. 

Tak. napr. užitím součtových vzorcu a toho, že sin ~ = 1, cos ~ = O, sin rr = O, 
2 2 

cos rr = - 1 odvodíme snadno vétu: 
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1 

l '1" ha 11,1 j,~ ./' ' I\ pln,l.í V:t, • l l'<'ť 

.s i11 ( ~ 1 :1:) cos :1:, 

siu ( ~ - x) = cos :x, 
sin (n + x) = - sin x, 
sin (re - x) = sin x, 

(;{):) ( ~ i :1;) :) III :1; , 

cos ( ~ - x) = sin :c, 

COS (re + X) = - COS X, 
COS (re - X) = - COS X. 

Dukaz provedeme pro první z techto často užitečných vzorcu ( u ostatních j1• 
dvození obdobné): 

(
re ) n 1t 

sin 2 + x = sin 2 cos x + cos 2 sin x = 1 · cos x + O · sin x = cos x. 

Ú lohy na užití goniometrických vzorcu k určování hodnot 
goniometrických funkcí 

::;xistují dva typy techto úloh: V prvním prípade se určují funkční hodnoty pr 
zadané hodnoty argumentu, ve druhém prípade se k zadaným hodnotám nekterých 
goniometrických funkcí hledají hodnoty dalších goniometrických funkcí t éhož ar
gumentu. Úlohy druhého typu jsou fešitelné j ednoznačne jen tehdy, jsou-li zadány 
doph'íující podmínky pro interval, v nemž se nalézají uvažované hodnoty argu
mentu. 

P ríklady určování hodnot goniometrických funkcí užitím goniometric
kých vzorcu 

1. Určete : a) sin 2-rr, cos 2-n, b) sin 105° - sin 45°. 
12 12 

R ešení 

a) Podle součtových vzorcu pro funkce sinus a kosínus dostáváme 

sin 2-rr = sin ( !rr - _!_rr) = cos _!_n = cos (! rr - !n) = y6 + v'2 
12 2 12 12 4 6 4 ' 

cos 2-rr = cos (!n - _!_ n) = sin _!_rr = sin (!rr - ! re) = y6 - v'2 
12 2 12 12 4 6 4 

b) Výpočet provedeme na základe vzorce pro rozdíl hodnot funkce sinus 

105° + 45° 105° - 45° sin 105° - sin 45° = 2 cos 
2 

· sin 
2 

1 v6 - v'2 = 2 cos 75° · sin 30° = 2 · cos 75° · - = cos 75° = --
2 4 

(podle pfedchozího príkladu, neboť 75° = 
1
5
2 

rr). 
\ 

1 

e.9en'Í 

1) základní rovnosti pro funkce sinus a kosínus (str. 179) plyne 

cos2a = 1 - sin2a =? cos a = ± Vl - sin2a , 

odtud 

cosa =±J1 - (~r =±fJ = ±~. 
Dále užitím definičních vztahu určíme hodnoty tg a a cotg a: 

sin a 3 cos a 1 4 
tg a = - - = ± - cotg a = - - = - - = ± -

cos a 4 ' sin a tg a 3 

b) Hodnotu cos a určíme podle vzorce ze str. 179: 

1 1 
- -

2
- = 1 +tg2a =? cos a =±-- , 

cos a Vl + tg2a 

odtud 
1 4 

cosa =± =±- . 
r:-:-9 5 VJ. T Tu 

Užitím cl efiničního vztahu pro tg a dále určíme hodnotu sin a: 

sin a = tg a · cos a = ( - ~) · ( ± ~ ) = =F ~ ; 

hodnotu cotg a určíme prímo z dané hodnoty tg a: 

1 
cotg a = tg a 

4 

3 

Ú lohy na úpravy goniometrických výrazu a dukazy 
goniometrických vzorcu 

v následujících pfíkladech budeme pomocí uvedených goniometrických vzorcu 
fešit dva často se vyskytující typy goniometrických úloh. 

Prvním typem jsou úlohy na úpravu goniometrického výrazu, tj . výrazu 
obsahujícího goniometrické funkce . Duvodem a cílem úpravy bývá zpravidla 
nejvetší zjednodušení daného goniometrického výrazu nebo prevedení výrazu ob
sahujícího součet , popr. rozdíl goniometrických funkcí , který nelze logaritmova t, 
na součin nebo podíl, jenž se logaritmovat dá. Nutnou součástí rešení úloh tohot 
typu je stanovit podmínky, za nichž provedené úpravy mají smysl. 
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Príklady úpmv goniometrických výrazu 
jednodušte goniometrické výrazy: 

1. a) sin4n - cos4n + cos2n, b) 1 + cos (l sin a 
sin a 1 - cos (l 

R ešení 

a) sin
4
n - cos4n + cos2n = (sin2n + cos2n) (sin2n - cos2n) + cos2n = 

= l(sin
2
n - cos2n) + cos2n = sin2n pro každé a E R, 

b) 1 + cos a sin a 
sin a 1 - cos (l 

1 - 1 

_ 1 - cos2n - sin2n _ 1 - (sin2n + cos2n ) 
- sin a ( 1 - cos a) - sin a ( 1 - cos a) 

. ( ) = O, jestliže sin a f. O a cos a f. 1, tj. pro každé reál 1w sm a 1 - cos a 

a f. krr , k E Z. 

sin2n - tg2n 
2. a) 

2 
, 

cos2a - cotg a 
cos2a 

b) cotg ~ - tg ~ 
Rešení 

a) sin
2
a - tg

2
a ( . 2 sin

2
a ) ( 2 cos2a ) = Sin a - - -- : COS a - - --

cos2n - cotg2 n cos2n sin2n 

sin2a (cos2a - 1) cos2n (sin2n - 1) 
cos2a sin2a 

sin2n(- sin2n) 

cos2 n 
cos2n( - cos2n) 

sin2n 

. 4 - sm a 

cos2a 
sin2a 

- cos4a = tg6 a, 

jestliže sin a f. O a cos a f. O čili pro každé reálné a f. k~ , k E Z. 

b) Nejprve upravíme jmenovatele 

a a cos f! sin f! cos2 f! - sin 2 f! cotg - - tg - = --2 - _ _ 2_ 2 2 
2 2 sin ~ cos ~ sin ~ cos ~ 

cos 2 Q. 
1 ·-. __ 2 

2 sm 2~ 

2 cos (l 

sin a 

, , 2 cos a sin a cos a 1 
Proto dany vyraz je roven cos2n: - .-- = - sin 2n, jestliže 

sm a 2 4 
sin a f. O čili pro každé reálné a f. krr, k E Z. 

3. Preveďte výrazy sin a ± cos /] na součin . Uvažte speciálne též prípady, kdy 
/]= a. 

l~ešení 

Podle vzorce pro sin (a - /]) platí pro každé /] E R, že 

(
TI. ) TI. TI. sin 2 - /] = sin 2 cos /] - cos 2 sin /] = cos /] . 

l84 

HLr . J 80) dm1LA.v(t1uo 

(
rr ) a+ "fl-/] a -"fl +/] 

Ml!! n ·I coH fJ = tiin a+ sin 2 - (:J = 2 sin ~ cos 2 = 

. ( a -(:J rr ) ( a +/] rr ) = 2 Slll -
2
- + 4 COS -

2
- - 4 

111'0 lmžclá dve reálná čísla a , /] . 

n 1 wci;íl nč pro /] = a odtud plyne: 

Hin n -1- cos a = 2 sin ~ cos (a - ~ ) = J2 cos ( a - ~) = J2 sin ( a + ~ ) , 

11 01> 0C cos a = sin (a + ~) pro každé a E R. 

1mlogickým postupem dostaneme 

(
a -(3 rr) ( a+/3 rr) sin a - cos (:J = 2 cos -

2
- + 4 sin -

2
- - 4 

pm každá dve reálná čísla a, (:J a speciálne pro /] = a odtud plyne 

sin a - cos a = J2 sin (a - ~) . 

l , Vyjádrete a) sin x , b) cos x , c) tg x jako racionální lomené funkce pramenné 
X 

/, = tg 2· 

ešení 
Užitím vzorcu dostáváme: 

X X 2 sin .'E X X 1 2t 
n) sin x = 2 sin - cos - x

2 cos2 
- = 2 tg - · 2 - 2 , 

2 2 cos 2 2 2 1 + tg ~ 1 + t 
X X TI. 

je-li cos 2 f. O čili 2 f. (2k + 1) 2 čili pro každé reálné číslo x f. (2k + l)rr, 

k E Z; 

) 2X . 2X 2X( 2X ) 1 ( 2x) b cos x = cos - - sm - = cos - 1 - tg - = · 1 - tg -
2 2 2 2 1 + tg2 ~ 2 

1 - tg2 .'E 1 - t 2 

--~2 ;- = --2 pro každé reálné číslo x f. (2k + l)rr , k E Z; 
1 +tg 2 1 + t 

2 tg .'E 2t TI. 
c) tg x = ~ x = - - 2 pro každé reálné číslo x f. (2k + 1)- , 

1 - tg 2 1 - t 2 

X f. (2k + l)rr , k E Z. 

l'oznámka. Vztahy odvozené v príkladu 4 jsou užívány v integrálním počtu a lze si je 
ílapamatovat pomocí pravoúhlého trojúhelníku v obr. 4.45. (Označíme-Ii IACI = 1 - t2, 

IBCI = 2t, je podle Pythagorovy vety IABI = V4t2 + (1 - t 2 )
2 = 1 + t 2

. ) 
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A 

Obr. 4.45 

P1"íldady dukazu goniometrických vzorcu 

1. Dokažte, že platí vzorce: 
{rovností) 

186 

1 
a) 1 + tg2a = -- , 

cos2a 
a stanovte podmínky jejich platnosti. 

Rešení 

1 
b) 1 + cotg2a = sin2a' 

a) Vyjdeme z definice tg a a užitím základní goniometrické rovnosti sin2a -l 
+ cos2 a = 1 dostáváme 

. 2 
1 + tg2a = 1 + sm a cos2a + sin2a 

cos2a cos2a 
1 

cos2a' 

jestliže cos a =/= O čili pro každé reálné a =/= (2k + 1) ~ , k E Z. 

b) Dokážeme obdobne. Platí za predpokladu, že sin a=!= O čili pro každé reáln 
a =/= krr., k E Z. 

Dokažte, že platí rovnosti: 

) 
tg 2a ·tg a . 

a = sin 2a, 
tg 2a - tg a ) 

2 sin a + sin 2a 2 a 
b . = cotg -, 

2 sm a - sin 2a 2 
a st anovte podmínky jejich platnosti . 

Rešení 

a) Levou, tj. složitejší stranu dokazované rovnosti upravíme postupne užitím 
vzorcu takto: 

tg 2a ·tg a 
tg 2a - tg a 

2 tg
2
a ( 2 tg a ) _ ---=--2- - tg a -

1 - tg a 

2 tg
2
a 2 tg a - tg a( l - tg2a) 2 tg2a 

1 - tg
2
a 1 - tg2a - tg a + tg3a 

= 2 tg a : ( 1 + tg a) = -- : 1 + -
2
- = 2 2 sin a ( sin 2 a ) 

cos a cos a 
2 sin a cos a cos2a + sin2a 

2 2 = 2 sin a cos a = sin 2a cos a cos a 

Platí , když tg a =/= ± 1, sin a =/= O, cos a =/= O, cos 2a =/= O, tj. pro každé 
r eálné a takové, že a=!= k· ~ a a =/= (2k + 1) ~ , kde k E Z. 

j, 

sin n + Hin :la 

sin a - sin 2a 

sin a: + 2 sin a: cos a: 
2 sin a - 2 sin a cos a 
1 + cos a 2 a: 
_l ___ c_o_s_a_ = cotg 2 

2 sin a (l + cos a:) 
2 sin a:( l - cos a) 

Pla tí , když sin a =/= O a cos a =/= 1 čili pro každé reálné a =/= krr. , kde k E Z. 

1, Dokažte, že pro každá dve reálná čísla a, f3 platí vzorce: 

1 
sin a· cos f3 = 2 [sin (a + (3 ) +sin (a - /3 )] 

1 
cos a· sin f3 = 2 [sin (a+ (3 ) - sin (a - /3)] 

1 
sin a· sin f3 = 2 [cos (a - (3) - cos (a + /3)] 

1 
cos a· cos f3 = 2 [cos (a - /3 ) + cos (a + /3)] 

Ŕešení 
• Tyto vzorce dostaneme postupne sečtením, resp. odečtením součtových a roz

dílových vzorcli pro funkce sinus a kosínus. 

l 'oznámka. V zorce uvedené v príkladu 3 se užívají zejména v diferenciálním a inte-
1-\ ľálním počtu pfi výpočtu derivací a integrálu ze součinu goniometrických funkcí sinus 

11 kosinus. 

4.6 Užití goniometrických funkcí, 
goniometrický tvar komplexních čísel 

Goniometrické funkce se často používají v matematice iv dalších vedních obo
rech, napr. ve fyzice a v technických oborech. Uvedeme nekteré významné príklady. 

Užití goniometrických funkcí v aritmetice komplexních čísel 

Goniometrický tvar komplexního čísla - defini ce: Uvažujeme libovolné 
komplexní číslo z =/= O v algebraickém tvaru z = x + iy (kap. 2.8), jehož obrazem 
v Gaussove rovine je bod Z(x + yi) ( obr. 4.46). Sestrojíme jednotkovou kružnici k se 
sti'edem v počátku O, která protíná kladnou poloosu x v bode J(l) . Polopi'ímka OZ 
protne kružnici k v bode M , o nemž z goniometrie (kap. 4.5) víme, že má soufadnice 
XM = cos '{J, YM = sin '{J, kde '{J E (O, 2rr.) je základní velikost orientovaného úhlu 
ÍOJ\;J v míi'e obloukové, resp. '{J E (0°, 360°) v míi'e stupňové . Odtud plyne, že pro 
soufadnice x = Re z , y = Im z bodu Z platí 
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:c = lz l COfl cp, y lz l sin 'ŕ' > 

ncboC bod M je boclem polopľímky OZ a IOZ I : ION/ 1 = lz l : l = lz l (obr. 4A6) . 

y 

Z(x + Y~L ____ J.y -----

M 
YM 

'P 

X XM 10 r = l II (l) x 

k 

Obr. 4.46 

Dosazením do algebraického tvaru komplexního čísla z -f. O dostáváme 

z= iz l(cos cp + i sin cp), cp E (O, 2n), 

a tento tvar se nazývá goniometrický tvar komplexního čísla z -f. O. 
Číslu cp v goniometrickém tvaru čísla z se i'íká argument komplexního čísla 

z -f. O a píše se arg z= cp . Za predpokladu, že <p E (O, 2n), argument <p predstavuje 
ákladní velikost orientovaného úhlu s vrcholem v počátku O, jehož počátečním 

ramenem je kladná poloosa x a koncové rameno prochází obrazem komplexního 
čísla z (obr. 4.46). Argument <p E (O, 2n) čísla z -f. O je určen jednoznačne vzorci 
uvedenými pl'ehledne v následujícím textu. 

Vzorce pro prevod algebraického tvaru komplexního čísla na gonio
metrický tvar 
Pro určení absolutní hodnoty lzl a argumentu <p libovolného komplexního čísla 

z = x + yi -f. O platí vzorce: 

Poznámky. 

lzl = J(Re z)
2 
+(Im z)

2 = Jx 2 + y2 

cos <p = 
Re z 

lzl 

X 

l z ľ 

Im z Y 
sin <p = Tzf = ~ 

1. Čísla r = lzl a <p v goniometrickém tvaru komplexního čísla z i= O pfedstavují v Gaus
sove rovine tzv. polární soufadnice (kap. 10.2) bodu Z, který je obrazem komplexního 
čísla z . Prato se tento jeho tvar nazývá v literatui'e též polární tvar komplexního 
čísla z i= O. \ 
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!1 ľ0Lo:to ľ1tnk('o Hl1u1H tt koHinuH .) 1-1011 poriodi('k6 H pm lodo11 2k7t, /1: (. Z, l:r.o vz(L zn 
i,ru:i nno11L čí tila z f O Lakó lmždó roál11 6 čísl o Lvti.n1 <p

1 = <p 1 2/m., kd e k je lii>ovoln 
E (O, 2n), resp. <p E (- n, n) sc pak fíká hlavní (základní) hodnota 

argume ntu kornplexního čís la z ;/= O. 

Prevedení algebraického tvaru komplexního čísla z # O na goniometrický tvar 
1, opačne na základe uvedených vzorcu ukážeme na nekolika pi'íkladech . 

Príklady pŤevedení algebraického tvaru komplexního čísla na goniomet

r·ický tvar 
Preveďte na goniometrický tvar komplexní čísla 

t) J3+ i, b) \/'3- i, c) 1, d) - 5i. 

cšení 
Užitím vzorcu pro daná komplexní čísla z vypočteme lzl a <p E (O, 2n), resp. 
<p E (-n, n), čímž určíme jejich hledaný goniometrický tvar z= lz l(cos <p + i sin cp). 

vv'32 v'3 l Tl: a) lzl = ( 3) + 12 = ·J3+1 = 2, cos <p = 2 , sin <p = 2, odkud <p = 6' 

a t edy J3 + i = 2 ( cos ~ + i sin ~ ) ; 

J rc;2 2 v'3 1 b) lzl = · (v3) + (- 1) = J3+T = 2, cos <p = 2 , sin <p = - 2, odkud <p = 

11 Tl: ( 11 11 ) = (3 n, resp. <p = - 6, takže v'3 - i = 2 cos (3 n + i sin (3 n , resp. v'3 - i = 

= 2 [ cos ( - i ) + i sin ( ~n ) J ; 

c) lzl = 1, cos <p = ~ = 1, sin <p = ~ = O, odkud <p = O, a tedy 1 = cos O+ i sin O; 

cl) lzl = 1 - 5il = 5lil = 5 · l = 5, cos <p = O, sin <p = - 1, odkud <p 

3 Tl: ( 3 3 ) = 
2

n, resp. <p = -
2

, a t edy - 5i = 5 cos 2n + i sin 2n , resp. - 5i 

= 5 [ cos ( - ~ ) + i sin ( - ~ ) J . 

Pfíklady pŤevedení komplexních čísel z goniometrického tvaru na alge

braický tvar 
Preveďte na algebraický tvar komplexní čísla 

a) 3(cos 225° + i sin 225°), b) 2.j2 ( cos ~ n + i sin ~n). 
Rešení 
Určíme x = lzl cos <p , y = lz l sin <p a odtud z = x + yi. 

a) 225° = 180° + 45° =} cos 225° = - cos 45° = - v;, sin 225° = - sin 45° = 

.J2 v ( V2) ( V2) = -
2 

, takze x = 3 · - 2 , y = 3 · - 2 , a tedy 

3( cos 225° + i sin 225°) = - ~ J2 - ~ .J2i; 
2 2 
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c( 
- 7t 
4 

1t - ~ COH - 1t COH -
1t ( ( 1t 

4. 4 ii 
1t 

" ''H - - re 
4 

= - ::;in ~ = - J2 , takže ::r: = 2)2 · J2 = 2, y = 2 
4 2 2 

2 v 2 ( cos ~ 1t + i sin ~ n) = 2 - 2i. 

'(- V:) 
4 4 

Výpočet součinu a podílu komplexních čísel 
v goniometrickém tvaru 

HÍ ll 
}\ 

=- l.od 1 

Užitím součtových vzorcu pro funkce sinus a kosínus (str. 180) snadno doJu , 
žeme, že součin a podíl libovolných dvou komplexních jednotek jsou komplo.~ 111 

dnotky dané vzorci: 

(cos cp1 + i sin cp1)(cos cp2 + i sin cp2) = cos(cp1 + cp2) + i sin(cp1 + cp2), 

cos cp1 + i sin cp1 _ ( cos cp1 + i sin cp1) ( cos cp2 - i sin cp2) 

cos cp2 + i sin cp2 ( cos cp2 + i sin cp2) ( cos cp2 - i sin cp2) 

= cos(cp1 - 'P2) + i sin(cp1 - cp2). 

Odtud pro součin a podíl libovolných dvou nenulových komplexních čísel z
1

, z 
v goniometrickém tvaru plynou následující vzorce. 

Vzorce pro součin a podíl komplexních čísel v goniometrickém tvaru 
Pro součin a podíl libovolných dvou nenulových komplexních čísel 
z1 = lz1i(cos cp1 + i sin cp1), z2 = lz2i (cos cp2 + i sin cp2) platí vzorce: 

z1z2 = lz1l lz2i[cos (cp1 + cp2) + i sin (cp1 + cp2)] 

Z1 lz11 [ ) . . 
- = -

1 
-

1 
cos (cp1 - cp2 + i sm (cp1 - cp2)] Z2 Z2 

Poznámka. Matematickou indukcí je možno dokázat , že pro každé n E N se součin n 
komplexních jednotek s argumenty <p1, <p2, . .. , 'Pn rovná komplexní jednotce 

cos (<p1 + 'P2 + . .. + 'Pn) + i sin (<p1 + <p2 + ... + 'Pn ). 

Na základe toho lze zobecnit vetu o součinu dvou nenulových komplexních čísel v go
niometrickém tvaru pro n takových činitelU. 

Príklady výpočtu součinu a podílu komplexních čísel v goníometrickém 
tvaru 

Vypočtete součin a podíl komplexních čísel (v uvedeném pofadí): 

3( 5 .. 5 ) z1 = cos 6 n + 1 sm 5 n , 
( 

4 .. 4 ) z2 = 16 cos 3n+ism
3
n. 
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rc1 

[ ( 5 4 ) ( 5 4 )] z1z2 = 3 · 16 cos 6n + 3n + i sin 5 n + 3n = 

( 
13 . . 13 ) [ ( 1t ) . . ( 1t ) ] = 48 cos 6 n + 1 sm 6 re = 48 cos 6 + 2n + 1 s111 6 + 2n 

( 
1t . . 1t) ( J3 1 ·) ( /ri ') = 48 cos 6 + 1 Sl11 6 = 48 2 + 2 1 = 24 v 3 + 1 ) 

Z1 3 [ ( 5 4 ) . . ( 5 4 ) ] z
2 

= 
16 

cos 6rr - 3rr + 1 s111 6n -
3

n = 

= 
1

3

6 
[ cos ( - ~ ) + i sin ( - ~ ) J = 

1

3
6 

( cos ~ - i sin ~ ) = 
1

3
6 

(O - i) = -
1

3

6 
i. 

' ~ometrické znázornení součinu a podílu komplexních čísel 
,oniometrickém tvaru v Gaussove rovine 

V kap. 2.8 jsme ukázali , že součet a rozdíl komplexních čísel lze geometricky 
:t. 11 H.zornit pomocí sčítání a odčítání polohových vektoru sčítaných, resp. odčítaných 
twmplexních čísel (obr. 2.9) neboli jinak rečeno pomocí posunutí obrazu techto 

Hol v Gaussove rovine. Nyní ukážeme, že také součin a podíl komplexních čísel 

l:t.c znázornit užitím dalších geometrických zobrazení v rovine - použitím otočení 
n stejnolehlosti (viz kap. 9.8): 
11.) Nejprve ukážeme, jak lze graficky sestrojit součin nenulového komplexního čísla 

z = lzl (cos cp + i sin cp) a komplexní jednotky s = cos a+ i sin a. Pro součin z s 
pla tí 

zs = lzl(cos cp + i sin cp)(cos a+ i sin a) = lzl[cos(cp + a) + i sin(cp +a)]. 

Odtud plyne (obr. 4.47): 

y 

....-t---- z = lzl(coscp + isincp) 

s = cos ex + i sin ex 

1 X 

Obr. 4.47 
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b) Dále popíšeme, jak môžeme graficky sestrojit součin nenulového komplexníh 
čísla z = Jz 1 ( cos <p + i sin <p) a reálného čísla k =/. O. Pro součin kz pla tí kz = 
= kJzJ(cos <p + i sin cp) a odtud plyne (obr. 4.48): 

kz 

k < O 
k> O X 

kz 

Obr. 4.48 

Obraz součinu komplexního čísla z =/. O a reálného čísla k =/. O sestrojíme 
v Gaussove rovine tak, že obraz komplexního čísla z zobrazíme ve stejno
lehlosti se stredem v počátku O a s koeficientem k. (Touto stejnolehlostí se 
zobrazí obraz čísla 1 na obraz čísla k: a obraz komplexního čísla z na obraz 
komplexního čísla kz .) 

c) Ukážeme, jak lze graficky sestrojit součin libovolných dvou nenulových kom
plexních čísel v goniometrickém tvaru z1 = Jz1 J ( cos <p1 + i sin <p1) , Zz = 
= JzzJ(cos <pz + i sin <pz ) . Pro součin z1zz platí 

Jzl = Jz1zzl = Jz1J lzzJ, arg z= arg z1zz = <p1 + <p2. 

Odtud plyne (obr. 4.49): 

Obraz součinu komplexních čísel z1 =/. O, Zz =/. O sestrojíme v Gaussove 
rovine tak, že nejprve obraz komplexního čísla z1 otočíme kolem počátku O 
v kladném smyslu o argument komplexní jednotky Sz = cos <p2 + i sin <p2, 
čímž získáme obraz komplexního čísla z1 s2 a k nemu sestrojíme obraz součinu 
z1z2 ve stejnolehlosti se stredem O a s koeficientem JzzJ. 

d) Ukážeme, jak lze graficky sestrojit podíl libovolných dvou nenulových kom
plexních čísel v goniometrickém tvaru z1 = J z11 ( cos <p1 + i sin <p1), Zz = 

= Jzz J ( cos <pz + i sin <p2 ) . Pro podíl zi platí 
Zz 

Jz l = 1 Z 1 1 = l=tl' 
Z2 Jzzl 

Z 1 
arg z = arg - = <p1 - <p2 . 

Z2 
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X 

Obr. 4.49 

y 

X 

Obr. 4.50 

Odtud plyne (obr. 4.50): 

Obraz podílu komplexních čísel z1 =/. O, zz =/. O sestrojíme v Gaussove rovine 
tak, že nejprve obraz komplexního čísla z1 otočíme kolem počátku O v zá
porném smyslu o argument komplexní jednotky sz = cos <pz + i sin <p2, čímž 

, k , b k 1 'h v, 1 Z l k v t ''b d' l Z l z1s ame o raz omp exm o c1s a - a nemu ses roJlme o raz po iu -
S2 Zz 

ve stejnolehlosti se sti'edem O a s koeficientem J:z l . 

Moivreova veta a goniometrický tvar n-té mocniny 
komplexního čísla 

Speciálním pl'ípadem vety o součinu n komplexních jednotek s argumenty 

<p1 = <p, <pz = <p, . .. ' <{Jn = <p je veta: 
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Moivn·ova vľi l.a [c l.i : 11111{1v rov11 vľi . a[ 

l'ro kazd ľ• r. ·{d 11 ľ• d :-:111 w a 'II ( N pla,l.Í 

(cos cp 1 i s.i11 cp)" = cos n cp 1 1 s 111 n 

Tuto vetu lze dokázat též samostatne matematickou ·indukcí a plyne z ní j al« , 
clusledek následující veta o vyjádfení n-té mocniny libovolného nenulového ko1 11 
plexního čísla v goniometrickém tvaru. 

Vzorec pro n-tou mocninu komplexního čísla v goniometrickém tvaru 
Ncchť z= fz f(cos cp + i sin cp) je libovolné nenulové komplexní číslo a n E N. Pak 
n-tá mocnina čísla z je dána vzorcem: 

zn = [z[n(cos ncp + i sin ncp) 

Príklad výpočtu n -té mocniny komplexního čísla v goniometrickém tvar-n 
Vypočtete (1 - i) 15 užitím Moivreovy vety. 
Rešení 

[1 - if = v'2, cos cp = v'2 sin 'P 
2 ' 

v'2 
2 

=? cp 7 v 

4 TI , takze 1 - i = 

= v'2 ( cos ~TI + i sin ~TI) . 
Podle dôsledku Moivreovy vety je proto 

. 15 ( ;r;) 15 ( 7 . . 7 ) (1 - i) = v 2 cos 15 · 4 TI + i sm 15 · 
4 

TI 

= 128v'2[cos ( ~ + 13 · 2TI) + i sin(~ + 13 · 2TI) J 

( 
TI TI) ·J2 = 128J2 cos 4 + i sin 4 = 128J2 · T (1 + i) = 

= 128(1 + i) = 128 + 128i. 

Príklad užití Moivreovy vety k vyjádfení cos na, sin na (n E N) pomocí 
cos a, sin a pro každé a E R 
Vyjádfete pro libovolné a E R cos 3a, sin 3a pomocí cos a, sin a. 
Rešení 
Podle Moivreovy vety je 

(cos a+ i sin a) 3 = cos 3a + i sin 3a 

a zároveň podle definice tretí mocniny komplexního čísla dostáváme 
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(cos a+ i sin a)
3 

= (cos3a - 3 cos a sin2a) + i (3 cos2a sin a - sin3a) . 

Odtud a z definice rovnosti komplexních čísel plynou rovnosti: 

cos 3a = cos3 a - 3 cos a sin 2 a 

sin 3a = 3 cos2 a sin a - sin 3 a 

\)l'Vlll z LčchLo ťôVll OH Lí z n Hin 41
t1! ::.:: J cos2n a do clruh.6 z nicl1 Zft 

· úpravč clocházhnc k tčmto výslcclkum pro každé a E R: 

os 3a. = 4 cos3a - 3 cos a, sin 3a = 3 sin a - 4 sin3a 

11.- tá odmocnina komplexního čísla v goniometrickém tvaru 

Pro každé a E C a n E N je podle definice n-té odmocniny komplexního čísla a 
(lmp. 2.8) 

z = ( va)c ) práve když zn = a. 

Jl fodpokládejme, že a i- O. Nechť komplexní číslo z= fz [(cos cp + i sin cp) je fešením 
ľOVnice zn= a, kde a = faf (cos a+ i sin a), takže podle dôsledku Moiverovy vety 
platí 

fz[n(cos ncp + i sin n cp) = faf (cos a+ i sin a). 

Dve komplexní čísla v goniometrickém tvaru jsou si rovna práve tehdy, když mají 
L11též absolutní hodnotu a zároveň jsou si rovny jejich argumenty nebo se liší o ce
loč íselný násobek čísla 2TI. Proto z odvozené rovnosti plyne, že je 

[z [ = \/fo,T, ncp = a+ 2kTI čili cp = a+ 
2

kTI, k E Z. 
n 

SLačí však vzít k = O, 1, . .. , n - 1, neboť pro jiná celočíselná k dostaneme 
v~dy komplexní číslo z , jehož argument se liší od argument u jednoho z čísel 

z0 , z, ... , Zn- l o celočíselný násobek 2TI, takže kosiny a siny obou techto argu
mentu jsou tytéž. Získané výsledky shrnuje veta: 

Vzorec pro n-tou odmocninu komplexního čísla v goniometrickém 
tvaru 
Nechť a = faf(cos a+ i sin a) je libovolné nenulové komplexní číslo a n E N. Pak 
existuje práve n ruzných hodnot n-té odmocniny komplexního čísla a; jsou to 
komplexní čísla vyjádfená v goniometrickém tvaru vzorcem: 

( „r,:;) n !T:::T[ [ [ (a 2kn) (a 2kTI )] v a c = Zk = v 1a1 cos -;;: + ---;;: + i sin -;;: + ---;;: , 

kde k= O, 1, . .. , n - 1 a \/fo,T je jednoznačná reálná n-tá odmocnina kladného 
čísla fa[. 

Z této vety plyne, že všechny hodnoty n-té odmocniny komplexního čísla a mají 

N b 1 , h d n IT:::T[ 1 • • • h • a 2kTI kd tutez a so utm o notu rovnou y 1a 1 a JeJlC argumenty J SOU rovny - + - - , e 
n n 

2TI 
k = O, 1, ... , n - 1, tj. liší se o celistvé násobky čísla - . Proto pro obrazy ( va)c 

n 
v Gaussove rovine platí: 
a ) Je-li n = 2, pak hodnotami n-té mocniny komplexního čísla a i- O jsou dve 

opačná komplexní čísla, jejichž obrazy v Gaussove rovine jsou body soumerne 
sdružené podle počátku , ležící na kružnici se stfedem v počátku O a o polomeru 
r = yíaT. 
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Ai(Z1c) lt0dJ10L n-L 1) 

a :\/i(ij (obr. 4.51). 

y 

Z2 

Zn - 1 
X 

Obr. 4.51 

Príklady výpočtu n-té odmocniny komplexního čísla v goniometrickém 
tvaru 
Vypočtete 

a) (Ji)c , 
"ešení 

b) (R)c 

Komplexní číslo vyjádi'íme v goniometrickém tvaru a hledanou odmocninu určíme 
užitím vety formulované na str. 195. 

a) i = cos ~ + i sin ~ ' takže podle vzorce je (Vi)c = Zk = cos ( ~ + krr)+ 

+ i sin ( ~ + krr) , kde k = O, 1, neboli nabývá hodnot 

rr . . rr v'2 v'2 . 
zo = cos - + l sm - = - + -1 

4 4 2 2 ' 

5 .. 5 rr . . rr v'2 v'2. 
z1 = cos - rr + l sin - rr = - cos - - l sin - = - - - - i. 

4 4 4 4 2 2 

b) - 1 = cos rr + i sin n:, a tedy dostáváme ( R) c = Z k = cos ( i + ~krr) + 

+ i sin ( i + ~krr), kde k= O, 1, 2, čili 

rr . . rr 1 J3. 
zo = cos - + l sm - = - + - 1 

3 3 2 2 ' 
z1 = cos rr + i sin rr = - 1 

5 .. 5 / rr . . rr 1 .J3. 
z2 = cos - n: + l sm - rr = cos - - i sm - = - - - i. 

3 3 3 3 2 2 
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Mtí hannoni 
a v tcchni 

Vc fyzikálních a technických aplikacích se často setkáváme s veličinami vyjád
ľ <' n.ý mi harmonickými fonkcemi (viz str. 176) tvaru 

f: y = A sin (wt + ipo) , 

kel e A, w , ip0 jsou reálné konstanty, t je reálná promenná (obvykle čas). Konstanta A 
i;n nazývá amplituda (maximální hodnota) harmonické funkce (veličiny), neboť 
111 ax y = A, konstanta w se nazývá úhlový kmitočet (úhlová frekvence) , wt + 
1 !po fáze, ip0 počáteční fáze (pro t = O). 

J e-li perioda harmonické funkce (harmonické veličiny) p = T a kmitočet 
1 

(frekvence) f = T, pak pro úhlový kmitočet (úlovou frekvenci) platí 

2rr 
w = r = 2rrf. 

y 

A sin(wt +<po) 

X 
A 

Obr. 4.52 

Funkční hodnoty funkce f: y =A sin (wt + ip0 ) argumentu t E (O, +oo) mužeme 
získat takto: Sestrojíme kružnici o polomeru A se sti'edem v počátku kartézské 
soustavy soufadnic Oxy (obr. 4.52). Po této kružnici nechť se pohybuje v kladném 
smyslu bod M konstantní úhlovou rychlostí w. (Úhlová rychlost udává úhlovou 
dráhu v obloukové míi'e, kterou opíše polohový vektor OM bodu M za jednotku 
času.) Orientovaný úhel sevi'ený kladnou poloosou x a polopi'ímkou O M v čase 
t = O má velikost ip0 , za čas t se pak zvetší o wt. Soufadnice bodu M jsou XM = 
= A cos (wt + ipo) , YM =A sin (wt + ipo), takže YM = f(t) pro t E (O, +oo). 

Boci M je proto obrazem komplexního čísla v goniometrickém tvaru 

A cos (wt + ip0 ) + i A sin (wt + ipo), 

jehož imaginární částí je funkční hodnota y = A sin (wt + ip0 ) . Lze snadno ukázat, 
že součtem dvou komplexních čísel uvedeného tvaru je komplexní číslo téhož tvaru. 
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Poznámka. V aplikacích se zpravidla pracuje s tzv. exponenciálním tvare m kom-
plexního čísla , který dost aneme z goniomet rického tvaru , položíme-Ii 

cos cp + i sin cp = ei'P, 

kde e je Eulerovo číslo. Výhoda exponenciálních tvaru komplexních čísel spočívá v tom, ž 
jejich násobení , delení a umocňování pfirozeným číslem se provádí (jak plyne z uvedeno 
definice a ze vzorcu na str. 190 a 194) podle analogických pravidel jaka pro mocniny 
v oboru R. 

4.7 Cyklometrické funkce a hyperbolické funkce 

V této kapitole predstavíme funkce, které bezprostredne souvisejí se základními 
elementárními funkcemi probíranými ve stredoškolské matematice. Tyto funfo 
mají četné aplikace v ruzných oborech matematiky a fyziky, v elektrotechnic 
i v dalších technických oborech. 

Cyklometrické funkce 

Funkce inverzní k částem goniometrických funkcí na intervalech, na nichž jsou 
goniometrické funkce ryze monotónní, a tedy prosté, se nazývají cyklometrické 

funkce. Pro funkci sinus se volí interval \ - ~ , ~) , pro funkci kosínus interval 

(O, TI), pro funkci tangens interval ( - ~, ~) a pro funkci kotangens interval (O, TI). 

Funkce arkussinus (označovaná arcsin) je definována takto: 

f:y = arcsinx{o}x = siny, x E D(f) =(-1;1), y = H(f) = \ - ~ , ~)· 
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Funkce arkuskosinus (označovaná arccos) je definována t akto: 

f : y = arccos x B x = cos y , x E D(f) = (- 1; 1) , y = H (f) = (O, TI) . 

Grafy funkcí arkussinus a arkuskosinus jsou v obr. 4.53. 

Funkce arkustangens (označovaná arctg) je definována takto: 

f: y = arctg x B x = tg y , x E D(f) = R, y = H(f) = ( - ~ , ~). 

Funkce arkuskotangenss (označovaná arccotg) je definována takto: 

f: y = arccotg x {o} x = cotg y , x E D(f) = R, y = H(f) = (O , TI) . 

Grafy funkcí arkustangens a arkuskotangens jsou v obr. 4.54. 

y = arcsin x 

X 

Obr. 4.53 Obr. 4 .54 

Poznámka. Na elektronických kalkulátorech se často místo označení arcsin, arccos , 

t iľdg, arccotg užívá po rade označení sin-
1

, cos-
1

, tg-
1

, cotg-
1 

N cjčasteji používané vzorce pro cyklometrické funkce 

Vx E (-1; 1): arcsin (-x) = - arcsinx 

Vx E (-1; 1): arccos (-x) = TI - arccos x 

. TI 
Vx E (- 1; 1) : arcsm x + arccos x = 2 
Vx E R: arctg (-x) = - arctg x 

Vx E R: 

Vx E R: 

Hyperbolické funkce 

arccotg ( - x) = TI - arccotg x 
TI 

arctg x + arccotg x = -
2 

Hyperbolické funkce se definují pomocí prirozených exponenciálních funkcí 

IJ = ex a y = e-x . 
Funkce hyperbolický sinus (označovaná sinh) je definována takto: 

ex - e-x 
X E D(f) = R, y = H(.f) = R. j: sinh x = 2 

Funkce hyperbolický kosínus (označovaná cosh) je definována takto: 

ex+ e-x 
f: cosh x = ~ , x E D(.f) = R, y = H(J) = (1, +oo). 

Grafy funkcí hyperbolický sinus a hyperbolický kosinus jsou v obr. 4.55. 

Funkce hyperbolický tangens (označovaná tgh) je definována takto: 

sinh x ex - e- x 
j:tghx = -h- = , xE D(f) = R, y=H(f) = (- 1; 1). 

cos x ex + e- x 
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1 

X 1 X 

Obr. 4.55 Obr. 4.56 

Funkce hyperbolický kotangens (označovaná cotgh) je definována takto: 

f: cotgh x = cosh x 
sinh x 

ex+ e-x 
ex - e-x ' x E D(f) = R \ {O}, 

y = H(f) = (-oo, - 1) U (1, +oo) . 

Grafy funkcí hyperbolický tangens a hyperbolický kotangens jsou v obr. 4.56. 

N ejčasteji používané vzorce pro hyperbolické funkce 

'ix E R: 

'ix E R: 

cosh2 x - sinh2 x = 1 

sinh (-x) = - sinh x, cosh (- x) = cosh x 

Vx1, x2 E R: sinh (x1 + x2) = sinh x1 cosh x2 + cosh x1 sinh X2 

cosh (x1 + x2) = cosh x1 cosh x2 + sinh x1 sinh x2 

'ix E R: tgh (- x) = - tghx 

Vx E R \{O}: cotgh (-x) = - cotgh x 

tgh X1 + tgh X2 
Vx1, x2 E R: tgh (x1 + xz) = h h 

1 + tg X1 · tg X2 

Poznámka. K hyperbolickým funkcím existují funkce inverzní, nazývají se funkce 
hyperbolometrické. Jsou to funkce argument hyperbolického sinu (argsinh), ar
gument hyperbolického kosinu (argcosh), argument hyperbolického tangens 
(argtgh) , argument hyperbolického kotangens (argcotgh). Pritom argcosh je možné 
definovat jen k části funkce hyperbolický kosínus na intervalu (O, +oo), kde je hyperbo
lický kosínus funkcí rostoucí, a tedy prostou. 
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Rovnice a nerovnice 

.1 Rovnice a jejich fešení 

Mnoho fyzikálních, technických a jiných úloh lze matematicky formulovat jako 

·1i,lohu tohoto typu: 
.Jsou dány dva výrazy L(x), P (x ) s promennou x. Mají se určit hodnoty této 

promenné z daného číselného oboru M, pro než jsou si rovny hodnoty obou výrazu . 

'~npis této úlohy ve tvaru 
L (x) = P(x) 

Hl' nazývá rovnice. Výrazu L(x ) se fíká levá strana rovnice, výrazu P (x ) pravá 
Lrana r ovnice. Speciálne muže být jedna strana rovnice konstanta; je-li jí nula, 

111lnvíme o anulovaném tvaru rovnice. Promenná x v rovnici se nazývá n e
mámá. (K jejímu označení se užívají i jiná písmena, zpravidla z konce latinské 
nhccedy.) Hodnoty neznámé (určitá čísla) Xk, pro než je rovnice splnena, tj . platí 

• l'Ovnost L(xk) = P(xk) , se nazývají kofeny (fešení) rovnice. Číselný obor M, 
Vľ kterém hledáme kol'eny (l'ešení) rovnice, nazýváme oborem fešení rovnice. 
Podmnožina množiny M, v níž jsou definovány oba výrazy L(x) a P(x ), neboli 
pn"mik definičních oboru techto výrazu, se nazývá definiční obor rovnice a značí 
He D. M nožinu všech kofenu (fešení) rovnice budeme značit K (K C D C M). 

Poznámka. Název rešení rovnice se používá v trojím významu: a) pro kofen rovnice, 
i>) pro množinu korenil. rovnice, c) pro postup, jímž se určují kofeny rovnice. Konkrétní 

výz nam je buď zadán, nebo bývá v textu zrejmý ze souvislosti. 

Príklady rovníc 

1. Rovnice 7x = 5 s neznámou x E R. Pro tuto rovnici je: a) obor l'ešení rovnice 

M = R, b) neznámá x, c) L(x) = 7x, P(x) = 5; má práve jeden kol'en x = ~ 
neboli K = { ~ } . 

Rovnice 7(x - 2) + 5 = 2(x - 3) + 5x - 3 s neznámou x E R. Pro tuto rovnici 
je: a) obor l'ešení rovnice M = R, b) neznámá x, c) L(x) = 7(x - 2) + 5, P(x) = 
= 2(x - 3) + 5x - 3; má za kol'en libovolné číslo x E R neboli K = R. 

3. Rovnice x 2 = - 2 s neznámou x E R. Pro tuto rovnici je: a) obor l'ešení rovníc 
M = R, b) neznámá x, c) L(x) = x2, P(x) = - 2; nemá žádný reálný koi'en 

neboli K = í/J. 

Volba oboru M l'ešení rovnice je podstatná z hlediska její l'ešitelnosti (tj. exis
t.cnce l'ešení rovnice). Tak napi. v oboru M = C má rovnice x

2 
= - 2 práve dva 

kofony x1 = J2i, x 2 = - J2i, tj. K = { ±J2i} . 
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:<romč uoznámých mohou rovnice ob1mhovaL další protn6wŕ, jirnž 1w ťťkfl, Pl•· 

rametry. Značí se a, b nebo p apod. Rovnice se pak nazývá rovnice s paranlt:• 
try nebo parametrická rovnice. P redstavuje zápis množiny všcch rovnic, kLCJ 1' 
získáme dosazením konstant za každý parametr z dané číselné množiny (obo n1 
parametru). 

Príkladem je rovnice ax = b s neznámou x E R a s parametry a, b E R. 

Rešit rovnici s parametry znamená určit její koreny v závislosti na pfípustnýcl1 
hodnotách parametrú. 

Části postupu početního rešení rovnice 

Postup rešení dané rovnice se vždy skládá ze tfí základních částí zvaných roz~ 
bor (analýza) , záver rozboru, zkouška (kontrola). U rovnic s parametry j 
součástí záveru rozboru tzv. diskuse fešení. 

1. Rozbor: Predpokládáme, že daná rovnice má alespoň jeden koren. J ejími 
úpravami získáme rovnici , jejíž koreny známe nebo je snadno dovedeme určit. Pri
tom použité úpravy rovnice musí mít tu vlastnost, že každý koren dané rovnice j 
také korenem rovnice získané její úpravou. Temto úpravám rovnice fikáme dusled
kové (implikační) Úpravy. Z logického hlediska predstavuje dúsledková úprava 
rovnice (1) na rovnici (2) implikaci ( odtud její název), a proto se zapisuje (1) =? (2). 
(Pokud píšeme rovnice (1), (2) pod sebou na samostatných fádcích , znak=? se vy
nechává.) 

Z dúsledkových úprav rovnice jsou zvlášte dúležité tzv. ekvivalentní Úpravy. 
J sou to takové úpravy dané rovnice, které ji prevádejí na rovnici, jejíž množina všech 
korenú je rovna množine všech korenú dané rovnice; obe tyto rovnice se nazývají 
navzájem ekvivalentní rovnice. Z logického hlediska predstavuje každá ekviva
lentní úprava rovnice (1) na rovnici (2) ekvivalenci (odtud její název), a proto se 
zapisuje (1) ~ (2). (Pokud opet píšeme rovnice (1), (2) pod sebe na samostatných 
fádcích , znak ~ se vynechává.) 

Nejdúležitejší ekvivalentní úpravy rovnic jsou shrnuty v tabulce 5.1. Vycházejí 
z vlastností rovnosti reálných čísel (kap. 2.1). V tabulce 5.la uvádíme nejvýznam
nejší dúsledkové úpravy rovnic, které nejsou obecne ekvivalentními úpravami. 

2. Záver rozboru: Určíme množinu M' všech korenú rovnice získané v první 
fázi dúsledkovými úpravami. Množina M' C M obsahuje všechna možná fešení dané 
rovnice. (Pokud však použité dúsledkové úpravy nejsou ekvivalentní, pak nekteré 
prvky množiny M' nemusejí být koreny dané rovnice.) 

U rovnic s parametry sev záveru rozboru provádí diskuse fešení: Stanovíme, 
pro které hodnoty parametrú má daná rovnice rešení , jež určíme, a pro které hod
noty parametrú daná rovnice nemá rešení. 

3. Zkouška : Zjistíme, které z prvkú Xk množiny M' jsou koreny dané rovnice. 
Dosadíme postupne každé z čísel Xk E M' do levé strany L(x) dané rovnice, čímž 
dostaneme nejaké číslo L(xk), a do pravé strany P(x) dané rovnice, čímž dostaneme 
číslo P(xk) · J e-Ii L(xk) = P(xk), je dosazované číslo Xk korenem dané rovnice. 
Výsledkem zkoušky je získání množiny K všech korenú rovnice (K c M' c M). 
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P ,\lhlod ekvivalentních Úprav rovnice v oboru M C R Tab. 5. 1 

0 11: 11 nl'cní Ekvivalentní úprava rovnice 

( llU. L) V zájemná výmena stran rovnice. 

( ti ll 2) Nahrazení libovolné strany rovnice výrazem, který se jí rovná v celém 
oboru i'ešení rovnice. 

(U ll3) Pfičtení téhož čísla nebo výrazu s neznámou, který je definován v celém 
oboru i'ešení rovnice, k obema stranám rovnice. . 

( lf ľl 4) Vynásobení obou stran rovnice týmž číslem rô.zným od nuly nebo 
výrazem s neznámou, který je definován a rô.zný od nuly (tj. nabývá jen 
nenulových hodnot) v celém oboru i'ešení rovnice. (Stručne i'íkáme, že 
rovnici násobíme číslem, resp. výrazem.) 

(Ull. 5) Umocnení obou stran rovnice týmž pfirozeným mocnitelem , jsou-li obe 
strany rovnice nezáporné (tj. nabývají jen nezáporných hodnot) v celém 
oboru i'ešení rovnice. 

( lJH.6) Odmocnení obou stran rovnice týmž pfirozeným odmocnitelem, jestliže 
jsou obe strany rovnice nezáporné (tj. nabývají jen nezáporných hodnot) 
v celém oboru i'ešení rovnice. 

( l l11 7) Zlogaritmování obou stran rovnice pi'i témž základu , jsou-li obe strany 
rovnice kladné (tj. nabývají jen kladných hodnot) v celém oboru i'ešení 
rovnice. 

il ŕo hled dtisledkových úprav rovnice v oboru M C R Tab. 5.la 

Ch111 ačení Dô.sledková (obecne neekvivalentní) úprava rovnice 

( l JR 4a) Vynásobení obou stran rovnice týmž číslem nebo výrazem s neznámou, 
který je definován v celém oboru i'ešení rovnice. 

~ 

(lll1 5a) Umocnení obou stran rovnice týmž pfirozeným mocnitelem. 

/ 1oznámka. Ekvivalentní úpravy rovnice (UR 1) , (UR 2) , (UR 3) , (UR 4) a dô.sledkové 
(11 ln:cne neekvivalentní) úpravy rovnice (UR 4aj, (UR 5a) jsou použitelné t éž pfi fošen!. 
rnv 11 ice v oboru M C C. 

P1'{íklad částí postupu rešení rovnic 
1 - x2 

n.<'HLC v oboru R rovnici --- = 2x s neznámou x. 
1 - x 
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l. llozboi·: Aby daná rovnice mčla 8my1::ll , mmif býL J - x ý:. O č-i li ~; J 1. 
lcvé sLrany rovnice dvoj čleuern 1 - x closLávámc rovnici 1 + x = 2:c. 

ávér rozboru: Rešením rovnice získané v 1. fázi clostáváme koren x = 1, Lcd 
M' = {l}. 

3. Zkouška: Koren x = 1 rovnice získané v 1. fázi nevyhovuje však dané rovukl , 
neboť její levá strana je definována pouze pro x =-J 1. Tedy K = 0. 

Poznámka. V predcházejících príkladech a v mnoha dalších pľíkladech , jimiž se bH 
cl eme zabývat v kap. 5.2 až 5.7, získáváme presné rešení (koreny) rovnice na základ„ 
d11sleclkových (speciálne ekvivalent ních) úprav. Avšak nekdy nelze takový zpusob fošo 111 
rovnice provést . Pak se rovnice reší zpravidla približnými numerickými m etodan,1L 
Často bývá též užitečná grafická metoda fešení rovnice v oboru M C R. Poskyt1 1.iľ 
nám približné hodnoty (aproximace) reálných korenil rovnice. Pfi grafickém rešení rovni<'• • 
f(x) = O s neznámou x E M C R postupujeme buď a) tak, že sestrojíme graf funkco f 
a jeho prusečíky s osou x nám určí približné hodnoty korenil Xk dané rovnice, anch11 
b) u pravíme danou rovnici ekvivalentními úpravami na tvar fi(x) = h(x), kde fi a h 
jsou funkce, jejichž grafy snadno sestrojíme, a soufadnice Xk každého bodu pruniku ob011 
grafu je jedním reálným korenem dané rovnice. (Presnost získaných aproximací kofolJl'1 
závisí ovšem na t om, s jakou presností byl sestrojen graf funkce f , resp . grafy funkľl 

fi, fz.) 

Klasifikace rovníc 

E lementární rovnice probírané na strední škole jsou v podstate dvojího druhn: 
I. algebraické, II. nealgebraické. 

I. Algebraická rovnice n-tého stupne s neznámou x E C je každá rovníc!) 
tvaru 

anxn + an-1Xn- l + .. . + ai x + ao = O, kde an # O, n E N, 

pi'ičemž ao, ai, . . . , an jsou komplexní (speciálne reálná) čísla nazývaná koefici· 
enty algebraické rovnice. 

Levá strana algebraické rovnice tohoto tvaru je tedy mnohočlen n-tého stupne 
s komplexními (speciálne reálnými) koeficienty an , an- 1, .. . , ai, a0; stručne sc 
označuj e Pn(x) . Členy mnohočlenu Pn(x) se nazývají členy algebraické rov
nice. Je-li speciálne an = 1, ríkáme, že algebraická rovnice je v normovanéni 
tvaru. 

Na strední škole se z algebraických rovnic probírají predevším rovnice 1. stupn(~ 

zvané lineární rovnice a rovnice 2. stupne zvané kvadratické rovnice. Z rovni 
vyšších stupňU jen nekteré speciální prípady. 

II. Nealgebraická rovnice je každá rovnice, která není algebraická . 
Z techto rovnic se na strední škole probírají rovnice iracionální, exponenci

á lní, logaritmické a goniometrické. Lze ovšem uvažovat též rovnice kombin"
vaných typu. 

Krome toho sena strední škole reší rovnice s neznámou v absolutní hod
note; oborem rešení je daná podmnožina množiny R. 
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ucarní rovnicí H neznámou x nazývámc ka:t<lou rovnici Lvaru 

ax + b = O, 

111 l«' a. , /J jHOU libovolná reálná nebo komplexní čísla. 
Pro i'ešení lineární rovnice ax + b = O v oboru R, resp. C mohou nastat práve 

t..v t.o Lr i prípady: 
11.) .Je-li a =-J O, je ekvivalentní s rovnicí ax = -b, takže má práve jeden kofen 

b 
:1: = - - . 

a 
Ii ) .Jc-li a = b = O, má nekonečné mnoho fešení: jejím koi'enem je každé reálné, 

resp. komplexní číslo. 

·) .Je-li a = O, b =-J O, nemá žádné fešení. 

l'o známka. Podle kap. 5.1 je lineární rovnice algebraickou rovnicí l. stupne, práve když 

plitLÍ a # O. 

Jl f íklady rešení lineárních rovníc 
l . Rešte rovnici s neznámou x E R: 

X 3x + 1 
5 - -=25---

3 ' 12 

Rešení 
Použijeme ekvivalentní úpravy rovnice uvedené v tabulce 5.1. V rovnici nej-
prve odstraníme zlomky (vynásobením obou jejích stran nejmenším společným 
jmenovatelem zlomku, t j . číslem 12): 

Zkouška: 

X 3x-/- 1 
5- - =25- --

3 ' 12 
60 - 4x = 30 - 3x - 1 

29 - 3x = 60 - 4x 

4x - 3x = 60 - 29 

X = 31 

\ · 12 (UR 4) 

(UR 2) a (UR 1) 

\ + (- 29+4x) (UR3) 

(UR 2) 

31 16 } L(31) = 5 - - = - -

P(31) = 2 5 - 3 93 + 1 3= 2 5 - 47 = - 32 = - 16 ==> L(31) = P(31) 
' 12 ' 6 6 3 

Výsledek: K = {31} 
Rešte rovnici s neznámou x E C: ( 4 + 3i)x + i = O, kde i je imaginární jednotka . 

Rešení 
Rovnice má práve jeden koren 

- i - i(4 - 3i) 
x - ---

- 4+3i - (4+3i)(4 - 3i) 

- 3 - 4i 

16 + 9 

3 4 . 
=- - --1. 

25 25 
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ití lh1oťtrních rov1ti 

Pl'-íklady vy_jád1"ení .iedné pramenné z daného vzorce (lineárni rovni 
a) Z gcomcLrického vzorec S = 2n:r(r +v) vyjádfete v , 

b) z fyzikálního vzorce v = vo - gt (kde g je tíhové zrychlení, tj . kladná konstantn 
vypoč te te t. 

(Pramenné ve vzorcích nabývají jen kladných hodnot.) 

tešení 
Ekvivalentními úpravami dané rovnice dostáváme: 

s s 
a) r + v = - =} v = - - r 

2n:r 2n:r 
Vo - V 

b) gt = Vo - V =} t = -
g 

Pŕíklady rešení složitejších rovnic prevedením na lineární rovnici 

1. Rešte rovnici s neznámou x E R: 

(12x + 3)
2 

+ (5x + 3)2 = (13x + 4) 2 

Rešení 
Po ekvivalentních úpravách dané rovnice dospejeme k lineární rovnici: 

(12x + 3)2 + (5x + 3)2 = (13x + 4) 2 

144x2 + 72x + 9 + 25x2 + 30x + 9 = 169x2 + 104x + 16 

169x2 + 102x + 18 = 169x2 + 104x + 16 

102x + 18 = 104x + 16 

104x + 16 = 102x + 18 

2x = 2 

X = 1 

Zkouška: 

(UR 2) 

(UR 2) 

(UR 3) 
(UR 1) 

(UR 3) 

L(l) = (12 + 3)2 + (5 + 3)2 = 225 + 64 = 289} =;. L(l) = P(l) 
P(l) = (13 +4)2 = 172 = 289 

Výsledek: K = {1} 

2. Určete , pro která prípustná x E R platí 

X+ 3 7x - 15 X - 3 --+ --
X - 3 9 - x 2 X+ 3 

Ŕešení 
Zlomky v této rovnici mají význam, je-li x -j. ±3. Definičním oborem rovnice je 
tedy množina D = R \ {±3}. 
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ltL116 ľOV 11 ico vy11fi1:1ohfmo HO ltČ illOW ( :1: 1 :l) (:t 3) ' a;~ 9, COŽ .i< 
úpnw~\ (U R 4) v D (avšak (UR 4t1.) v R), kLeron dosLáváme rov nici (ckvivaloHLuí 
H danon rovnici v D) 

(x + 3) 2 
- (7x - 15) = (x - 3)

2 

t po jcjí úprave (UR 2) rovnici 

x2 + 6x + 9 - 7x + 15 = x2 - 6x + 9, 

po pfičtení výrazu 6x - 24 k obema stranám rovnice (UR 3) 

5x = - 15, 

odtud po delení obou stran peti (UR 4) dostáváme 

X= - 3. 

To však je neprípustná hodnota x E R, neboť x = -3 rf:. D. Tedy daná rovnice 
nemá v R fešení. 

Výsledek: K = 0 

Lineární rovnice s parametry 

Príklady rešení lineárních rovnic s parametry 

L Rešte rovnici x + p = px - 1 s neznámou x E R a s parametrem p E R \ {O}. 
p 

Rešení 
Ekvivalentními úpravami rovnice (pro p -j. O) dostáváme: 

x+p 
-- = px - 1 

p 

X+ p = p2 x - p 

X - p2 x = - 2p 

(p2 
- l )x = 2p 

Diskuse ŕešení: J e-li p -j. ± 1, pak x = --iP---. 
p - 1 

(UR 4) 

(UR 3) 

(UR 4) 

J e-li p = ± 1, pak Ox = ±2 =;. x E 0. 

Výs ledek: Pro p = O nemá daná rovnice smysl. Pro p -j. O/\ p -j. ± 1 má práv· 

jeden reálný kofen x = --iP--- , tj . K = {--iP--- }. Pro p = ± 1 nemá žádný 
p - 1 p - 1 

reálný kofen, tj. K = 0. 
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fi 'l l 1 X 8 11oz Uf\,I1lO ll a; 

n 
rovcclcmc rozbor užitím ckvivalcmtnícb úprav rovni 

iskuse fešení: 

p.'Ľ - q = 1 +X 

px - X = q + 1 

(p - l)x = q + 1 

. q + l 
J e-li p =/= 1, pak x = -- . 

p - 1 

(UR 3) 

(UR 2) 

Je-li p = 1 /\ q = - 1, pak Ox = O=? x E R. 
J e-li p = 1 /\ q =/= - 1, pak Ox = q + 1 =? x E 0. 

V , l d k P -L 1 R 'd ' . ' v . d ' l ' k v q + l ys e e : ro p -r- , q E ma ana rovmce prave Je en rea ny oren x = - -
p - l 

tj. K = { q + 
1

}. Pro p = 1 /\ q = - 1 splňuje danou rovnici každé reálné číslo x, 
p - 1 

t j. K = R. Pro p = 1 /\ q =/= - 1 nemá daná rovnice žádný reálný koi'en, tj. K = 0. 

Lineární rovnice s absolutními hodnotami 

L ineární rovnicí s absolutními hodnotami nazýváme každou rovnici (s ne
známou x E R) tvaru 

la1x + bil± la2x + b21 ± ... ± lanx + bnl = aox + bo , 

kde ai, bi (i =O, 1, 2, ... , n) jsou daná reálná čísla, ai =/= O pro i = 1, 2, ... , n. 
Reší se úpravou na lineární rovnice bez absolutních hodnot v intervalech, na 

které je rozdelena množina R = (-oo, +oo) nulovými body dvojčlenu aix + bi, tj . 

čísly - bi pro i = 1, 2, ... , n . Této metode i'ešení se i'íká metoda intervalu 
ai 

(metoda nulových bodu). 

Poznámka. Ve sp eciálním prípade pi'i i'ešení rovnice 

la1x + bil= c, 

kde c je daná kladná konstanta, lze též jednodušeji vyjít pi'ímo ze známé ekvivalence: 
lai = r > O<=? a = ±r (viz kap . 2.1 ). 

Príklady fešení lineárních rovníc s absolutními hodnotami 
1. R ešte v oboru R rovnici lx + 21 = 3. 

R ešení 
Podle pi'edcházející poznámky je 

lx+ 21 = 3 {o} X+ 2 = 3 V X+ 2 = - 3 {o} X = 1 V X = -5. 

Výsledek: K = { - 5; 1} 

Grafické fešení je znázorneno na obr. 5.1: Sestrojíme grafy funkcí f: y = lx+ 21 , 
g: y = 3. Soui'adnice x jejich prusečíku pi'edstavují koi'eny dané rovnice. 
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X 

- 5 - 2 -1 

Obr. 5.1 

. V oboru R fešte rovnici 

l2x + l l + l2x - ll = 3. 

Rešení metodou intervalu 
1 1 

Určíme nulové body výrazu 2x + 1, 2x - 1: označíme x1 = - 2, x2 = 
2 

(x1 < x2). Množina R = (-oo, +oo) je jimi rozdelena na intervaly 11 

= ( -oo, - ~), 12 = \ - ~, ~) , l3 = (~ , +oo) (obr. 5.2), ve kterých lze 

upravit danou rovnici s absolutními hodnotami na rovnice bez absolutních hod
not . Stačí určit znaménka libovolných hodnot dvojčlenu 2x + 1, 2x - 1 uvnitr 
intervalU 11 , 12, l3: 

X ( -oo, - ~) (- ~ ~) 2 ' 2 (~ , +oo) 

2x + 1 - + + 

2x - 1 - - + 

1 1 
- 2 Q 2 ~ X 

1 1 = (-00,- ~ ) 1 3=(~ , +oo) 

1 / 1 1) 1 
bl2= \ - 2> 2 b 

Obr. 5.2 

Odtud plyne: 

a) Pro x E 11 = ( -oo, - ~) je l2x + l l = - 2x - 1, l2x - ll = - 2x + 1 a daná 

rovnice nabývá tvaru 
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- 'X l -1- (- 2x -1- l) = J. 

Jcjím koi'cnemjc číslo x = - ~ E 11 , a tedy K1 = { - ~ }· 
4 4 

b) Pro x E l 2 = ( - ~ , ~ ) je j 2x + l I = 2x + 1, j 2x - l I = - 2x + 1 a dann 

rovnice nabývá tvaru 
2x + 1 + ( - 2x + 1) = 3. 

Tato rovnice není splnena pro žádné reálné x, a tedy K2 = 0. 

c) Pro x E l3 = ( ~ , +oo) je j2x + l l = 2x + 1, j2x - l l = 2x - 1 a daM 

rovnice nabývá tvaru 
2x + 1 + 2x - 1 = 3. 

J ejí koi'en x = ~ patrí do intervalu 13 , a tedy K3 = { ~ }. 

Výsledek: K = K1 U K2 U K3 = { ± ~ } 
3. Rešte rovnici s neznámou x E R a s parametrem b E R: 

10 

lxl + 2 =X+ b 

Rešení 
Nulový bod x = O rozdelí množinu R = (-oo , +oo) na dva intervaly 11 = 
= (-oo, O), 12 =(O, + oo). 

a) Pro x E 11 = ( -oo, O) je lxl = - x, takže i'ešená rovnice nabývá tvaru 

2 - b 
-X + 2 = X + b {o} 2x = 2 - b {o} X = --2 . 

Protože je x < O, musí být 2 - b < O čili b > 2. J e-li tedy b > 2, pak má 

d , . , v • d v v , 2 - b 1 K { 2 - b } J 1. b < 2 ana rovmce prave Je no resem x = -
2

- E 1; 1 = -
2

- . e- 1 = , 

pak nemá žádné i'ešení x E 11 . 

b) Pro x E 12 =(O, + oo) je lxl = x, takže i'ešená rovnice nabývá tvaru 

X+ 2 =X+ b. 

Je-li b = 2, pak i'ešením této rovnice je každé x E 12 : je-li b =1- 2, pak v 12 

nemá tato rovnice žádné i'ešení. 

Výsledky jsou shrnuty pi'ehledne v tabulce: 

Hodnoty parametru Množina K všech i'ešení 

b E (2 , +oo) K = {2;b} 

b =2 K = (0,-t-oo) 

b E (-oo, 2) K = 0 

.3 

i'ľttfltl;;r.í i"eiJcní j o z,1 l (Ll:lorno110 v 
lxl 1- 2, 9: 1J = x + b pr 

) - 1, 2, 3, 4). 

Obr. 5.3 

Kvadratické rovnice 

Kvadratickou rovnicí s neznámou x nazýváme každou rovnici tvaru 

ax 2 + bx + c = O, 

lulc a, b, c jsou libovolná reálná, resp. komplexní čísla, a =1- O. Členy kvadratického 
trojčlenu ax2 + bx + c se pak nazývají: ax 2 kvadratický člen , bx lineární člen , 
I' a bsolutní člen kvadratické rovnice. 

Speciální prípady kvadratické rovn ice: Je-li b = O, má kvadrat ická rovnice tvar 
11.r2 + c = O a nazývá se ryze kvadratická rovnice. J e-li c = O, má kvadratická 
rovnice tvar ax2 + bx = O a i'íká se jí kvadratická rovnice bez absolutního 
členu. 

Kvadratické rovnici tvaru 

x 2 + px + q = O 

HP fíká normovaný tvar kvadratické rovnice (nebo normovaná kvadratická 
rovnice) . 

Pfi i'ešení každé kvadratické rovnice (s reálnými nebo komplexními koeficienty 
a , b, c) v oboru R i v oboru C je dUležité číslo 

D = b2 
- 4ac, 

kt.cré se nazývá diskriminant kvadratické rovnice. (Název pochází z lat. slova 
< liscriminare = rozlišovat.) 
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ľt 

V. f . Včlr1, o fúi tclnosti kvaclmtické rovnice v obo1"u R 
Nechť ax

2 + bx + c = O je li bovolná kvadratická rovnice s rcá lný1ni kocficic11Ly 
a, b, c (a ::/= O) a cliskriminantem D. 
Je-li D > O, má tato rovnice práve dva reálné ruzné ko fen y, 
j e-li D = O, má tato rovnice práve dva sobe rovné reálné kormy (dvojnásobný 
reálný kofen), 
j e-li D < O, nemá tato rovnice v oboru reálných čísel žáclný ko fe n. 

Poznámka. Podmínky vety V. l vyčerpávají všechny možné a vzájemne se vylučující 
prípady pro hodnotu D , jsou to proto podmínky nutné a postačující , tj. vet u V.l lz 
obrátit. 

V2. Veta o vzorci pro určení kofenu kvadratické rovnice v oborv, R 
Nechť ax2 + bx + c = O je libovolná kvadratická rovnice s reálnými koeficienty 
a, b, c (a ::/= O) a diskriminantem D ~ O. Pak jsou reálné ko:feny x 1 , x2 této 
kvadratické rovnice elány vzorcem 

X1 ,2 = 
- b± Vl5 

2a 

Poznámka. Dukaz tohoto vzorce je založen na doplnení kvadratického troj členu ax2 + 
+ bx + c na „úplný čtverec" . 

V. 3. Veta o vztazích m ezi ko feny a koefi cienty kvadratické rovnice v anulovaném 
tvarv, 

Mezi ko:feny X1, x2 a koeficienty a, b, c (a ::/= O) libovolné kvadratické rovnice 
ax

2 + bx + c = O, resp. koeficienty príslušné normované kvadratické rovnice 
x

2 + px + q = O platí vztahy vyjád:fené tzv. Vietovými vzorci: 

b 
X 1 + X2 = - - = - p 

a 
c 

X1X2 = - = q 
a 

Poznámka. Dukaz vety V.3 se snadno provede užitím vety V.2 . Prímým dusledkem vety 
V.3 je následující veta. 
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1/11/11, 11 'ľli /:ltt,1/,'11, k11u,1 ln1.l.fr /, ; , ~/1 11 l:mJ1' /, t"11:11, ·11 8 rľ1t,„ in li·11,ľfl.'ľ11:u./1, 1foojf'l1 "11:ťi, 

f\ I,, Ii kv: 1dra,l,i ck:'1, n 1v 11i ('(•n.r:! 1 11:1: \ ľ O (a, / O) kon•11y :1;1, .r ;i, p:1k k vadr:1. l.iľk .Ý 

11 " \ ľ l rn 0„ 1:
2 

\ lx1; 1 r; lr.c rOíl lo7. i l v so uč iu liu.cárn ích dvoj č l c u ľ1 (kofonovýd1 
• l 11il.1;1 i'1.) ti: · - :1; 1„ a; - t1;2 takLo: 

ax2 + bx + c = a(x - xi)(.'C - x2 ), 

l ,d (í', () dnuou kvadratickou rovnici mužeme vyjádľit ve tvaru 

a(x - xi) (x - x 2 ) = O? (x - x1)(x - x2) = O. 

Kvadratickou rovnici ax2 + bx + c = O s reálnými koeficienty a , b, c (a =f. O) lze 
v oboru R též feši t graficky: Buď sestrojíme graf kvadratické funkce y = ax2 + bx + n 

n .i nho prusečíky s osou x zobrazují hledané reálné koreny x1 , x2 (obr. 5.4 pro a = 
1, b = - 2, c = - 3), nebo jednodušeji upravíme :fešenou kvadratickou rovnici na 

1 2 b 2 b c ., o ~'k fu k cl . J .va r nx = - x - c, resp. x = - - x - - a sestroJime prusec1 y gra va ratice' 
a a 

ľtt 11 kce y = ax2
, resp . y = x2 s grafem lineární funkce y = - bx - c, resp. y = 

b c 
- - x - - ; jejich x-ové soufadnice predstavují reálné ko:feny :fešené kvaclrat ick 

a a 
rov nice (obr. 5.5 pro a = 1, b = - 2, c = - 3). V obecném prípade bude grafick 
ľ<'šcní ovšem jen p:fibližné. 

y 

1 

X 

- 2 X1 = - l IO 2 X2 = 3 4 

X 

V[l , - 4] 

Obr. 5.4 Obr. 5.5 
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vni 

c) 9x2 
- 6x + 10 = O. 

ru 

b ± fj5 6 ± 12 v·1· _ 9 X2 = -3 - V L.J _ __ Cl 1 X1 - ' X1,2 = 2a - 2 

Proveďte zkoušku dosazením. 

Výsledek: K = {9; - 3} 

K tomuto výsledku lze dospet též rozkladem kvadratického trojčlenu v korenov' 
činitele (zpameti) podle vety V.4, neboť 6 = 9 + (- 3) /\ - 27 = 9 · (- 3), takž 
x 2 

- 6x - 27 = (x - 9)(x + 3). 

Výsledek lze ovei'it také užitím Vietových vzorcli (veta V.3): 

b 
X1 -\- X2 = - - = - p = 6 

a 
c 

X1 · X2 = - = q = - 27 
a 

Rešení této soustavy lineárních rovníc lze provést tak, že vypočteme 

(x1 - x2)
2 = (x1 + x2)

2 
- 4x1x2 = 144. 

Predpokládáme-li , že x1 > x2, dostáváme odtud x1 - x2 = 12. Ze soustavy 
rovnic X1 - X2 = 12, X1 + x2 = 6 plyne, že 2x1 = 18 čili x1 = 9, a t edy x2 = - 3. 

b) D = 382 
- 4. 15. 24 = 1 444 - 1 440 = 4 > O =;. rovnice má dva ruzné reálné 

koi'eny x1, x2. Vypočteme je užitím vzorce: 

- b ± Vi5 38 ± 2 4 6 
X1 2 = = -- =? X1 = - X2 = - = 1 2 ' ... _ 30 3' 5 ' 

Proveďte zkoušku dosazením a uvažte také další možné zpusoby i'ešení. 

Výsledek: K = { ~; ~} 
c) D = b2 

- 4ac = 36 - 4 · 90 = - 324 <O=? rovnice není i'ešitelná v oboru R. 

Výsledek: K = 0 

Príklad určení kvadratických rovnic daných vlastností 
1 

U rčete všechny kvadratické rovnice, jejichž koi'eny jsou čísla 3 a - 7. 

Rešení 
1 

Koi'enovými činit eli hledaných kvadratických rovnic jsou dvojčleny x -
3 

a x + 7, 

takže podle vety V.4 mají tyto rovnice tvar 
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a x - - (x + 7) = O <:=} ax2 + - ax - - a = O<:=} ( 
1 ) 20 7 
3 3 3 

<:=} 3ax2 + 20ax - 7a = O, 

k<lo a -::/:. O je reálný parametr. 

Príklady rešení složitejších rovníc prevedením na kvadratické rovnice 

L Určete všechna prípustná X E R, pro než platí 

X -\- J3 _ 2x = 2_ 
X x+J3 

Ŕešení 
Danou rovnici upravíme za predpokladu, že x # O, x # - J3, na ryze kvadra
tickou rovnici, která má koi'eny x1 = 1, x2 = - 1. 

Výs ledek: K = { - 1; l} 

Rešte v oboru R rovnici 
lx2 

- 2x + 31 = 3. 

Ŕešení 
Vyjdeme z ekvivalence lf(x)I = a > O {c} f(x) = ±a: lx

2 
- 2x + 31 = 

= 3 {c} x 2 
- 2x + 3 = 3 V x 2 

- 2x + 3 = - 3. 

P rvní z t echto rovnic lze upravit na anulovaný tvar x 2 
- 2x = O neboli 

x(x - 2) = O, t j . má koi'eny x1 = O, x2 = 2. Druhá z rovnic po úprave na 
anulovaný tvar je x 2 

- 2x + 6 = O, její diskriminant je D = - 20 < O, takže 
v oboru R nemá i'ešení. 

Výsledek: K = {O; 2} 

Kvadratické rovnice s reálnými parametry 

P'ríklady rešení kvadratických rovníc s parametry 

1. Rešte v oboru R rovnici s reálným parametrem m: 

(m - 2)x2 - (m2 
- 2m + 2)x + 2m = O 

Ŕešení 
Daná rovnice je kvadratická, práve když platí m - 2 # O čili m # 2. 

Je-Ii m = 2, je rovnice lineární 

-2x + 4 = O; 

má práve jeden koi'en x = 2. 
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, rovnice jo kvn<lr~1Li ckíl. ~i po vycl11louí 
m - :G ji mi°lžeme prepsat v norrnovan6m tvaru 

11. j ojkil HL!'fLn c lvoj č l w1t \1 11 

2 m 2 - 2m + 2 2m 
X - x+ -- = 0. 

m - 2 m - 2 

Podle Vietových vzorcu platí pro její kofeny X1 ' X2: 

X1 + X2 = - p = 
m 2 - 2m + 2 

m - 2 

2 2m 
= m+ --, X1 ·X2 = --

m - 2 m - 2 

Rešením této soustavy pro neznámé x1, x 2 dostáváme: 

2 
X1 = m, x2 = 1n - 2 

(Proveďte zkoušku.) 

2. Pro kterou hodnotu parametru m je součet druhých mocnín kofenu kvadratickŕ 
rovnice x 2 

- (m - 2)x - m - 1 = O nejmenší? 

R ešení 
Jsou-li kofeny této rovnice x1, x 2 , pak podle Vietových vzorcli platí 

takže 

x1+x2 = m - 2, x1x2 =-(m + l) , 

xi+ x~ = (x1 + x2)
2 

- 2x1x2 = (m - 2)
2 

+ 2m + 2 = 

= m 2 
- 2m + 6 = ( m - 1) 2 + 5. 

Součet druhých mocnín kofenu xi + x~ nabývá proto nejmenší hodnoty, je-li 
m - 1 = O čili m = l ; pak xi + x~ = 5. 

Rešení kvadratické rovnice s reálnými nebo komplexními 
koeficienty v oboru C 

V.5. Veta o fešitelnosti a o vzorcích pro kofeny kvadratické rovnice s reálnými 
koeficienty v oboru C 
Kvadratická rovnice ax2 + bx + c = O s reálnými koeficienty a, b, c, a=/= O, jejíž 
diskriminant je D = b2 

- 4ac, má v oboru C 
a) stejne jakov oboru R dva reálné rilzné kofeny, práve když D > O; dvojnásobný 

reálný kofen, práve když D = O; 
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pro tyto reálné kofeny platí stejne jako v oboru R vzorec 

X1 ,2 = 
- b ± Vl5 

2a 

1 ~ '1 rl 11 11 ľ11 1. 11!J i'll. il.'1 "1ľi. 1.: 11 ·111. 11l<' ! 1 :'11ľ' .· 1 1l 'ľ11.t1 "11.1 " /.;1ľľ1 "fl, .'/ , 1 ,r;'w1 · k• ly•1, I J · O, L.Y l,c • i 111 :1.J'.l 

11 11n11 k11r<'11y _j so 11 d i111y v ·1,orcľ111 

;i;L ,2 = 
b:L iJIDI 

2a 

1 l ľ Vr~la o '1'-eši telnosti a o vzorcích pro kofeny kvadratické rovnice s komple;r;11:í:111:i 

/, „, f 1:l' fo nly v oboru, C 
1\ 11n,clraLická rovnice ax2 + bx + c = O s komplexními koeficienty a, b, c, o. I O, 
1" 11 •1, cli ~kriminant je D = b2 - 4ac, má v oboru C vždy práve dva komple:i;·11:í. 

/„1n ·ny dané vzorcem 
- b + ( VD)c 

X1,2 2a 

1,.i „ ( Jl5)c je dvojznačná odmocnina komplexního čísla D. Tyto komplexní ko
'"".Y jsou j ednoduché (x1 =/= x2), práve když D =/= O, zatímco pro D = O dostávánw 
,/110.fnásobný kofen (x1 = x2) . 

/ 'oznám.ka. Ve vzorci vety V.6 jsou zahrnuty vzorce pi'edcházející vety jako speciální 

pl•fpndy. 

Dále pro kvadratickou rovnici (s reálnými nebo imaginárními koeficienty) 
v oboru C platí obdobne jako v oboru R tyto vety: 

Veta V.3 o vztazích mezi kofeny a ko eficienty kvadratické rovnice vyjádfených 
V·i<!lovým i vzorci, veta V.4 o rozkladu kvadratického trojčlenu v součin lineámích 

rfoojčlenil ( ko fenových činitelil). 

Príklady rešení kvadratických rovníc v oboru C 

l. Rešte v oboru C kvadratickou rovnici 9x2 
- 6x + 10 = O. 

Rešení 
Rovnici budeme fešit dvema zpusoby: užitím vzorcu pro kofony kvadratick 
rovnice a pomocí Vietových vzorcu. 

a) D = b2 - 4ac = 36 - 4 · 90 = - 324, takže JlDT = 18; podle vzor 
pro kofony kvadratické rovnice s diskriminantem D < O dostáváme x1,2 = 

- b ± iJ\DT 6 ± 18i 1 . 
= --- = - ± !. 

2a 18 3 
1 1 

Výsledek: Daná rovnice má kofeny x1 = S + i, x2 = 3 - i. 

) P dl V
' , h o b 6 2 c 10 d "l b o e ietovyc vzorcu x1 + x2 = -- = - = - , x1x2 = - = -; o tuc 

a 9 3 a 9 
2 2 4 40 36 v 

(x1 - x2) = (x1 + x2) - 4x1x2 = g - g = - g = - 4, takze X1 - X2 = 
2 

= ± 2i a sečtením, resp. odečtením od rovnice x1 + x2 = S dost ávárn 

2 1 
2x1,2 = S ± 2i čili x1,2 = S ± i. Dospíváme k témuž výsledku jako pfi i'cš 

1. zpusobem: K = { ~ ± i}. 

l 



nor111ovnnóJ11 L vm 11 , joj lek . 

R ešení 

Vzhledem k tomu, že koeficienty každé z hledaných kvadratických rovnic maj i 
být vesmes reálné, jejich druhým koi'enem bude číslo komplexne sdružené k 1 
+ 3i, tj. číslo 1 - 3i. Hledané kvadratické rovnice lze tedy podle vety V.4 vyjádril. 
ve tvaru a(x - 1 - 3i)(x - 1 + 3i) = O čili ax2 

- 2ax + lOa = O, kde a je libovoln/. 
reálné číslo , a =/. O. 

3. Určete, pro které hodnoty reálného parametru m bude mít kvadratická rovnic<· 

imaginární koreny. 

Rešení 

(m + 5)x2 
- 2mx + (m - 1) = O 

Podle vety V.5 jsou koi'eny kvadratické rovnice imaginární , práve když D = 
= 4m

2 
- 4(m + 5)(m - 1) = 4(5 - 4m) < O. Odtud 5 - 4m < O neboli m > ~' 

tj. prom E ( ~; +oo). 

4. Rešte v oboru C kvadratickou rovnici 

x
2 

+ (2 - 3i)x - 5(1 + i) = O. 

Rešení 

D = (2 - 3i)
2 

+ 20(1 + i) = 15 +Si; (VD) c = ( )15 +Si) C' algebraicky nebo 
goniometricky určíme dve hodnoty této odmocniny: z1 = 4 + i, z2 = - ( 4 + i) = 
= - 4 - i. P o dosazení do vzorce pro koi'eny x1,2 kvadratické rovnice s komplex
ními koeficienty (veta V.6) dostáváme 

X1 = ~ (-2 + 3i + 4 + i) = 1 + 2i, 

1 
X2 = - (- 2 + 3i - 4 - i) = - 3 + i. 

2 

Poznámka. Jak ukazuje p oslední príklad , kofeny kvadratické rovnice s komplexními 
koeficienty nemusí být obecne komplexne sdružená čís la. 

5.4 Iracionální rovnice 

Iracionální rovnice s neznámou x E R jsou rovnice tvaru f( x ) = g(x ), kde f 
nebo g jsou algebraické funkce, z nichž i;:tlespoň jedna je iracionální. Oborem fešení 
iracionální rovnice je podmnožina množiny R. 
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n1vnicc. 
'l . .fako k ekvivalentním úpravám ((UR 5) - tabulka 5.1). P ak stanovíme pod

J1 t\ 1tky ckvivalence dané a upravené (umocnené) rovnice. Tyto podmínky jsou do-
11!1\kovými nerovnicemi, jež je treba i'ešit spolu (v konjunkci) s upravenou rovnicí. 
ľw 1 Lo postup je však prakticky vhodný jen u jednodušších iracionálních rovnic. 

11ri+n<imka . V nekterých pfípadech je možné fešit iracionální rovnici pomocí substituce 

11 lrncionální výraz s neznámou. 

t >ríl~lady rešení iracionálních rovníc 

i , ftcšte v oboru R iracionální rovnici 

1 +VX+ 11 =X. 

ešení 
f( dybychom obe strany dané rovnice hned umocnili dvema, neodstranili bychom 
z ní odmocninu. Nejprve ji musíme upravit pfičtením čísla - 1 k obema stranám 
rovnice, což predstavuje ekvivalentní úpravu (UR 3) na tvar 

VX + 11 =X - 1. (1) 

Umocnení obou stran rovnice (1) je dusledková, nikoliv však ekvivalentní úprava 
(UR 5a), kterou dostáváme rovnici 

x + 11 = x2 - 2x + 1. 

Po ekvivalentních úpravách (UR 1 a UR 3) této rovnice dostáváme 

x 2 
- 3x - 10 = O{:} (x - 5)(x + 2) = O. 

Koreny této kvadratické rovnice jsou proto čísla x1 = 5, x2 = -2. 

.Provedeme zkoušku dosazením, která je zde nutnou součástí i'ešení: 

L(5) = 1 + J5+IT = 1 + 4 = 5, P(5) = 5, L(5) = P(5) 

L(-2) = 1 + J - 2 + 11 = 1 +3 = 4, P( - 2) = - 2, L(- 2) =/. P( - 2) 

(2) 

Koi'enem dané rovnice je tedy pouze číslo 5. (Poznamenejme, že druhé čísl 
x2 = - 2 je korenem rovnice Vx+TI = 1 - x; umocnením obou jejích stran s 
dostane rovnice (2).) 

Výsledek: K = {5} 
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lopb'\kov6 pod· 

x+ll ~ O /\x - 1 ~ 0 

B ude-li však x - 1 ~ O, bude jiste také x + 11 > O (neboť .'.t + 11 > x - 1), 
takže pro každé rešení rovnice (1) musí platit x ~ l. Za této podmínky bud 
umocnení obou stran rovnice (1) její ekvivalentní úpravou (UR 5), neboť pak 
též obrácene platí 

Jx 2 
- 2x + 1 = j(x - 1)2 =lx - ll = x - 1. 

Podmínku x ~ 1 splňuje však jenom koren x1 = 5. 

V dalších složitejších pľíkladech budeme umocňování obou stran iracionální rov
nice provádet bez doplňujících podmínek jako dôsledkovou úpravu rovnice. Nutnou 
součástí rešení rovnice bude zkouška dosazením. 

2. Rešte v oboru R iracionální rovnici obsahující dve odmocniny: 

2Jx + 18 + J4x - 3 = 15 

Ŕešení 
Danou rovnici upravíme nejprve na tvar 

2Jx + 18 = 15 - J4x - 3. 

Obe strany této rovnice umocníme dvema (dôsledková, neekvivalentní úprava) , 
a tím dostáváme iracionální rovnici s jedinou odmocninou 

4(x + 18) = 225 - 30J4x - 3 + 4x - 3, 

kterou ekvivalentními úpravami upravíme na tvar 

J4x - 3 = 5. 

A umocnením obou jejích stran (dôsledková úprava) dostáváme rovnici 

4x - 3 = 25, 

která má jediný kofen x = 7. 

Zkouška ( dosazením): 

L(7) = 2,/25 + ,/25 = 10 + 5 = 15, P(7) = 15, L(7) = P(7) 

Výsledek: Rešená rovnice má práve jeden koren x = 7, tj. K = {7} . 

3. Reš te v oboru R iracionální rovnici s tretími odmocninami: 

ij3x + 28 - ij3x - 28 = 2 

20 

umocníme na LfoLi: 

( ij3x + 28 - ij3x - 28)
3 

= 23 

"- ii i po úprave užitím vzorce pro (a - b) 3 (uvedeného v kap. 3.1) 

3x + 28 - 3 · \j(3x + 28)2 
· (3x - 28) + 3\j(3x + 28)(3x - 28)

2 
- 3x + 28 = 8. 

K obema stranám této rovnice pfičteme - 56 a vytkneme na levé strane společ
nou část s odmocninami: 

- 3{/(3X+28)(3x - 28) [ ij3x + 28 - ij3x - 28j = - 48 

Výraz v hranatých závorkách je podle pôvodní rovnice roven 2, takže po delení 
získané rovnice číslem -6 dostaneme 

{!'9;2 - 282 = 8. 

Obe strany této rovnice umocníme na tretí: 

9x2 - 784 = 512 =} 9x2 = 1 296 =} x2 = 144 =} lx\ = 12, 

koreny této rovnice jsou tedy čísla x1 = 12 a x2 = - 12. 

Zkouška ( dosazením): 

L(12) = ij36 + 28 - ij36= 28 = ij64 - ~ = 4 - 2 = 2, 

P(12) = 2, L(12) = P(12) ; 

pro x = - 12 však není definována levá strana rovnice. 

Výsledek: Daná rovnice má práve jeden kofen x = 12, a tedy K = {12}. 

5.5 Vlastnosti algebraických rovnic a nekteré 
speciální typy algebraických rovnic vyšších 
stupňu 

Významné vlastnosti algebraických rovnic vyjadi'ují následující vety: 

V. 1. Základní veta algebry 
Každá algebraická rovnice Pn ( x) = O s komplexními ( speciálne reálnými) 
koeficienty má v oboru C alespoň jeden komplexní kofen. 

Poznámka. Ve vete V.1 je výslovne zdurazneno , že jde o komplexní koŕen, neboť i a lge

braická rovnice s reálnými koeficienty nemusí mít žádný reálný kofen . 

221 



11.ť . . I• · lí kn r11pl <· x111 ( N p<'ľÍ:Í l11 1 ; ľľ:Í l11 t) d s ln .1;1 kor< ' 11 ľ 111 :1 . l„,ľ l11 · 1 1 . i„ l <11 rov riÍl 'ľ 
/'" (.r) O, pa.k pl :i.t.í 

n(:c) = (:t - x , )Qn- 1. (:c) , 

kde Qn- L (x) je mnohočlen stupne n - l. Mnohočlen Pn(x) je tedy deli Lc l11,ý 
li ucárním dvojčlenem x - x1 . 

V 3. Algebraická rovnice n-tého stupne Pn(x) = O, tj. rovnice 

a,.,,x"' + a,,,_1xn- l + ... + a1x + ao = O, 

má nejvýše n ruzných koJ'enu. Jsou-li X1, X2, . .. , Xj (j ;:; n) tyto ruzné 
koľeny, pak lze mnohočlen P,.,, ( x) vyjádi'it ve tvaru 

Pn(x) = an(x - x1)k 1 (x - x2)k2 
•• • (x - XjlJ 

kde k1 , k2, ... , kj jsou pl'irozená čísla, pi'ičemž 

k1 + k2 + ... + kj = n. 

Každý z lineárních dvojčlenu x - x1, x - x2, ... , x - Xj se nazývá kofenový 
·initel mnohočlenu Pn ( x). Vyjádl'ení mnohočlenu Pn ( x) podle vety V.3 se l'íká 

rozklad mnohočlenu v korenové činitele. Exponent k; výrazu (x - x.i)k' se 
nazývá násobnost korene x; . O kol'enu x; potom l'íkáme, že je k;-násobným 
kofenem rovnice Pn(x) = O. J e-Ii k; = 1, l'íkáme, že číslo x; je jednoduchý 
kofen rovnice Pn(x) = O. 

Nekteré duležité dusledky vety V. 3: 

a) Algebraická rovnice n-tého stupne má práve n komplexních kol'enu za pred
pokladu, že se k-násobný kol'en započítává k-krát . 

b) Má-Ii algebraická rovnice Pn(x) = O práve n ruzných korenil x 1, x2, ... , 
Xn E C, pak mnohočlen Pn(x) Ize vyjádl'it ve tvaru 

Pn(x) = an(X - X1)(x - X2) . .. (x - Xn)· 

Speciálne pro algebraické rovnice s reálnými koeficienty platí veta: 

V.4. Má-Ii algebraická rovnice P,,,(x) = O s reálnými koeficienty k-násobný ima
ginární kofen Xj, pak má také k-násobný komplexne sdružený kol'en Xj. 

Dúsledek vet V.3 a V.4: 

l(aždý normovaný mnohočlen Pn(x) stupne n > 2 s reálnými koeficienty lze 
v oboru R rozložit jednoznačne na součin lineárních dvojčlenu (kol'enových 

2 

• : 1rrl l.ľ l i"r Lv11.rr1 .r .1:;, kd1 1 :1;; .k rľľr. lir ý kui·1· 11 ľov 11i c1 ' / 1
11.(:1;) O), ;~ pPpľÍ-

l' :"J.. kvadr:r, l. i <·ký ľlr f.r11,j<' l ľl 11"1 v u l 1oľll I·~ rr croz. l o ~. it,c lrr ,ý dr (tvaru. :1;'l 1 p:1; 1 </ 

(:1: : 1; 1~ )( :1; '.q ;), kde ~ek , :i; " je dvoj ice ko1npl.cxne sclružených imaginárních 
l1111 c 11 r°1 rov ui cc .Pn(x) = O). 

111'<ík lad užití vety v .4 a j ejího dusledku 
H11Hl.avte algebraickou rovnici 3. stupne s reálnými koeficienty, která má reálný kol'en 
.1· 1 = 1 a imaginární kofen x2 = 2 + 2i. 
l(,dení 
IVI A-li hleclaná kubická rovnice imaginární kofen X2 = 2 + 2i, pak podle vety V.4 
lllÁ. také komplexne sdružený kol'en x3 = 2 - 2i. Součin jejích kofenových činitelu 
Ju Lcdy (x - l)(x - 2 - 2i)(x - 2 + 2i) = (x - l)(x2 - 4x + 8). Hledaná rovnice je 
(:1; - 1) (x2 - 4x + 8) = O čili x 3 

- 5x2 + 12x - 8 = O. 

/loznámka. Pro každou algebraickou rovnici n-tého stupne Pn(x) = O s celoč ísel

uými koeficienty an , an-1, . .. , a1, ao platí následující vety: 

.lc-Ji xo nenulový celočíselný kofen algebraické rovnice Pn(x) = O s celočíselnými koe
fi cienty, pak její absolutní člen a0 je delitelný číslem x 0 . A obecneji: J e-Ii x 0 t akový 

·racionální kofen algebraické rovnice Pn(x) = O s celočíselnými koeficienty, že xo = P., 
q 

l(de p, q jsou celá nesoudelná čísla , p # O, q # O, pak její absolutní člen a0 je delitelný 
dslem p a koeficient an je delitelný číslem q. 

Obrácené vety však neplatí. Proto je nutné provefit , která z nalezených čísel jsou 
H k rr tečne koreny dané algebraické rovnice (napr. zkouškou dosazením). 

V dalším textu se budeme zabývat l'ešením a lgebraických rovnic Pn(x) = 
O stupne n ~ 3. Pro l'ešení algebraických rovnic tl'etího a čtvrtého stupne, 

jož se nazývají kubické rovnice a bikvadratické rovnice, je možno odvodit 
obecné vzorce, které vyjacll'ují kol'eny pomocí algebraických výrazu sestavených 
'!. koeficientu rovnice. Tyto vzorce jsou však značne složité, a proto se na strední 
škole neprobírají. Pro algebraické rovnice pá.tého stupne a vyšších stupňu takové 
vyjádrení korenil vubec neexistuje. Rešení Ize však nalézt, jak dále ukážeme, pro 
nčkteré speciální typy algebraických rovnic. Budeme je l'ešit v oboru C. Omezíme 
He však jen na rovnice s reálnými koeficienty, jež se v praxi vyskytují nejčasteji. 
(V prípade rovnic s libovolnými komplexními koeficienty by byl postup l'ešení týž.) 

Alg~braické rovnice v rozloženém tvaru 

Budeme uvažovat algebraické rovnice Pn(x) = O (n ~ 3), kde je mnohočlen 
t'n ( x) rozložen v součin mnohočlenu nižšího stupne, speciálne v součin lineárních 
dvoj členu (kol'enových činitelu) , event . kvadratických troj členu. Pl'i jejich l'ešení se 
vychází z vety o nulovém součinu komplexních čísel (viz str. 105): 

Pro každá dve komplexní čísla a, b platí ab = O, práve když a = O nebo b = O. 

Vetu lze zobecnit pro libovolných n komplexních čísel. 
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•)nth n t 'ulW'lt 

1. 11.cšLo rovnici s neznámou x E 1... : 

(x + 3)2 (x - 2) = O 

Rešení 
Podle vety o nulovém součinu komplexních čísel je 

(x + 3)
2 (x - 2) = O{'} (x + 3)

2 = O V x - 2 = O, 

odkud plyne, že daná algebraická rovnice má kofony: x1,2 = - 3 (dvojnásobný 
koi'en) a x3 = 2. 

2. Rešte v oboru C rovnici: 

(x-5) (x 2 -x+ l) = 0 

Rešení 
Podle vety o nulovém součinu komplexních čísel je 

(x - 5)(x 2 
- X+ 1) = o B X - 5 = o v x2 

- X+ 1 = o, 

odtud plyne, že daná algebraická rovnice má práve jeden reálný kofon x1 = 5 
a dva imaginární (komplexne sdružené) kofony, které získáme fošením kvadra
tické rovnice x2 

- x + 1 = O s diskriminantem D = 1 - 4 = - 3 < O: x2 = 
1 v'3 . 1 v'3 . 

= - + - 1 X3 = - - - 1. 
2 2 ' 2 2 

Binomické rovnice 

Binomická rovnice (z lat. slova binom= dvojčlen) s neznámou x je alge
braická rovnice tvaru 

axn + b = O, (1) 

kde a, b jsou libovolná komplexní čísla, a =f. O, b =f. O a n je libovolné pľirozené číslo . 

V dalším t extu se omezíme na reálná čísla a, b (a =f. O, b =f. O). Obe strany 
rovnice (1) mužeme delit číslem a E R \ {O} a zapsat ji v normovaném tvaru 

xn ± c = O, kde c > O. (2) 

Binomickou rovnici (2) v oboru C mužeme fošit buď algebraicky rozkladem levé 
strany rovnice na součin mnohočlenu nižších stupňu , nebo goniometricky ekviva
lentní úpravou rovnice (2) na tvar x = ( ffc) c a určením goniometrického tvaru 
komplexních koi'enu této rovnice podle vzorce z kap. 4.6. 

Príklady rešení binomických rovnic 
V oboru C fošte 1. algebraicky, 2. goniometricky rovnice 
a) x3 

- 2 = O, b) 16x4 + 9 = O. 
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~uraický zini.sou fešen í. Levou sLranu :tcšci16 rov11icc x
0 

- 2 = O rozložlm 
vzorce pro a3 - b3 (viz kap. 3. 1) , clostávám 

x3 - 2 = x3 - ( ij2°)3 
= (x - ij2°) ( x2 + ij2°x + -Y22) = O. 

dtud plyne podle vety O nulovém SOUČinu, že jednak muže být X - .y2 = 0, 
ž dává reálný kofen xo = .y2, a dále muže být x

2 
+ -Y2x + -Y22 = O; fošením 

Léto kvadratické rovnice dostáváme imaginární (komplexne sdružené) koi'eny 

X1 = ~-Y2(-l+iv'3) , X2 = ~ -Y2(- 1 - iv'3). 

. Goniometrický zpusob fešení. Daná rovnice x3 
- 2 = O je ekvivalentní s rovnicí 

x = ( -Y2)c, a proto podle vzorce ze str. 195 její kofony v goniometrickém tvaru 

jsou 

( 3fr.) 3fr. ( 2krc 2krc ) X k = v 2 c = v 2 cos g + i sin g , k = O, 1, 2. 

Pro k = O: xo = -Y2(cos O+ i sin O) = -Y2, 

pro k = 1: x 1 = -Y2 ( cos ~ re + i sin ~ re) = ~ -Y2 ( - 1 + i v'3) , 

pro k = 2: x2 = -Y2 (cos ~re+ i sin ~re) = ~ -Y2(- 1 - iv'3). 

i>) 1. A lgebraický zpusob fešení. Rešenou rovnici 16x
4 

+ 9 = O upravíme na nor-

movaný tva< x' + ( n' ~ o. Po wbsbtuci X ~ yv ( D' ~ v/3. dostaneme 

rnvnió y' ( ~ ) ' + ( i)' ~ O, jei. po vydéleni obou strnn čislem ( ~ ) ' nabývá 

tvaru y4 + 1 = O. Levou stranu této rovnice upravíme takto: 

Y4 + 1 = Y4 + 2y2 + 1 - 2y2 = (v2 + 1) 2 - (vv2) 2 = 

= (v2+vJ2+ 1)(v2-vv2+ 1) 

Odtud plyne: y4 + 1 = o {o? y2 + vJ2 + 1 = o v y2 
- yy'2 + 1 = o. Rešením 

1 
kvadratické rovnice y2 - yJ2 + 1 = O dostáváme koi'eny Yo ,3 = 2 J2(1 ± i) 
. 1 
a fošením rovnice y2 + yy'2 + 1 = O kofony y1,2 = '2 J2( - 1 ± i). A tedy kofony 

puvodní rovnice jsou 

1 . !3 J6 . 
Xo,3 = 2Y2(l ±1) y 4 = 4(1 ± 1), 

1 . (3 J6 
X1,2 = 2Y2(-l ± 1)y 4 = 4(- l ± i) . 



F oinainka. 

j oj{ SLľl'l. tly i/ ::/:- 0, ČÍ 111 

b . . t 1 t 2 2 2 l l t v 'd .. t2 2 o j su st1t uc1 , = y + - => „ - = y + 2 , c ·erou prc.J e :n a rovn1c1 · - = , 
y y 

má kofony ±v'2. Dosazením do substit uční rov nice dostáváme dvojici rovnic J2 „ 
= y + ~ , - v'2 = y + ~ neboli po úprave dostáváme opet rovnice y2 

- yv'2 + 1 = O, y y 
y

2 + yy'2 + 1 = O, které jsme již i'ešili. Pomocí substituce použitého typu se obecnčji 
feší, jak dále poznáme, tzv. reciproké rovnice 1. druhu; rovnice y4 + 1 = O je jejich 
"vláštním pfípadem. 

2. Goniometrický zpusob fešení. Tento zpusob fešení dané binomické rovnice j 

podstatne jednodušší než její algebraické i'ešení. Kofeny rovnice x 4 + ( ~) 
2 

= 

~ O jwu pcáve všechny hodnoty (V-( D ') c, jež mčimc v goniometckkéco 

tvaru podle vzorce ze str. 195: 

,, ~ (V-W l ~ ~ ['°' (2k + 1iJ + 1,;n (2H 1iJ], 

kde k = O, 1, 2, 3, takže 

Xo = J3( rr . . rr) vÍ3 1 !Cl2( ') ·J6( .) - cos-+1sm- =- · - v~l+1 = -1+1 
2 4 4 2 2 4 ' 

X 1 = vl3 ( 3 . . 3 ) vl3 1 . v'6 . - cos -rr+1sm -rr = - · -V2(- l + 1) = -(- 1+1) 
2 4 4 2 2 4 ' 

X2 J3( 5 .. 5) J3 1 . v'6 . - cos - rr + i sm - rr = - · - vf2 ( -1 - 1) = - ( - 1 - i) 
2 4 4 2 2 4 ' 

X3 = J3( 7 . . 7) J3 1 . v'6 . - cos -rr + 1 sm - rr = - · -vf2(1 - i) = -(1 - 1) . 
2 4 4 2 2 4 

Trinomické rovmce 

Rovnice trinomické (z lat . slova trinom= trojčlen) s neznámou x jsou alge
braické rovnice typu 

ax 2n + bxn + c = O, 

kde a, b, c jsou libovolná komplexní čísla, a, b, c =1- O a n f; 2 je pfirozené číslo. 
Speciálne pro n = 2 dostáváme trinomickou rovnici 4. stupne, tj . rovnici bikva
dratickou 

ax 4 + bx 2 + c = O, a =1- O. 
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1ižlLím Hli bHLi Lne 

z= x"', 

l<ifä'OU pfochází trinomická rovnice v kvadratickou rovnici 

az 2 + bz + c = O. 

,Jc1jím ľešením určíme dva koi'eny z , které dosadíme do vztahu x"' =z, a tím dost a
twme dve binomické rovnice, jejichž i'ešením najdeme všech 2n kofenu trinomické 
rov nice. 

P1"'íklady rešení trinomických rovníc 
L Ii.eš te trinomickou (bikvadratickou) rovnici x 4 + x 2 

- 20 = O. 

R ešení 
Substitucí z = x2 pi'evedeme danou rovnici na kvadratickou rovnici z2 +z - 20 = 
= O, jejíž kofeny jsou z1 = 4, z2 = - 5. Dosazením do substituční rovnice 
dostáváme dve rovnice ryze kvadratické x2 = 4, x2 = - 5, jejichž koi'eny x1,2 = 
= ± 2, x 3 ,4 = ± iJS jsou práve všechny kofeny dané trinomické rovnice. 

Rešte rovnici x 3 (x 3 
- 7) = 12(18 + x 3

) . 

Ŕešení 
Danou rovnici upravíme na tvar x6 

- 19x3 - 216 = O. Tuto trinomickou rovnici 
pfevedeme substitucí z = x3 na kvadratickou rovnici z2 - l9z - 216 = O, jejíž 
koi'eny jsou z1 = 27, z2 = - 8. Po dosazení do substituční rovnice dostáváme 
dvojici rovnic x 3 = 27 a x3 = -8, které postupne upravíme takto: 

x 3 = 27 {o} x3 
- 33 = O {o} (x - 3)(x2 + 3x + 9) = O, 

tato rovnice má koi'eny x1 = 3, x2 ,3 = - 1,5(1 ± iJ3) ; 

x 3 = - 8 {o} x 3 + 23 = O {o} (x + 2)(x2 - 2x + 4) = O, 

tato rovnice má koi'eny x 4 = - 2, x 5 ,6 = 1 ± iv'3. 
Čísla x1 až x 6 jsou práve všechny kofeny dané rovnice. 

Reciproké rovmce 

Reciproká rovnice n-t ého stupne prvního, resp. druhého druhu je alge
braická rovnice 

· n n- 1 n-2 2 O ( -'- O) anx + an- 1X + an- 2X + ... + a2x + a1x + ao = , an r-

pro jejíž koeficienty ak (k= O, 1, ... , n) platí: 
v prípade reciproké rovnice v prípade reciproké rovnice 
1. druhu (kladne reciproké II. druhu (záporne reciproké 
rovnice) rovnice) 

ak = an-k , ak= -an- k· 

Pro reciproké rovnice sudého stupne n = 2m zrejme platí, že v rovnici 1. druhu 
1111'íže být koeficient am libovolný, zatímco v rovnici II. d ruhu musí být nulový. 
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P1>ríkfody 
x3 

- 3x2 - 3x + 2 = O je reciprok.á rovnice I. druhu 3. stupnv, 
5x4 

- 26x3 + 10x2 
- 26x + 5 = O je reciproká rovnice I. druhu 4. stupnv, 

12x4 
- 25x3 + 25x - 12 = O je reciproká rovnice II. druhu 4. stupne. 

Reciproké rovnice mají všechny kofeny ruzné od nuly. J e-li čí s l o x1 libovolný 
1 

kofen reciproké rovnice, pak také reciproké (prevrácené) číslo - je kofenem t 
X1 

rovnice. ( Odtud pochází název „reciproká rovnice".) 

Postup fešení reciproké rovnice 1. druhu: 

a) Je-li stupeň sudé číslo n = 2m (m E N) , pak 

1. delíme obe strany rovnice číslem xm (x =1- O) , 

2. z prvního a posledního členu, druhého a pfedposledního členu atd. vytknem 
společný koeficient této dvojice členu, 

1 
3. použijeme substituci y = x + - , jíž dostáváme 

X 

2 1 
y2 - 2 = X -j- x2 ' 

1 
y3 - 3y = x3 + 3' 

X 

1 
y4 

- 4y2 + 2 = x 4 + 4 atd . 
X 

b) J e-li stupeň liché číslo n = 2m + 1 (m E N), má rovnice vždy kofen - 1; delíme 
ji proto kofenovým činitelem x + 1, čímž dostaneme reciprokou rovnici I. druhu 
sudého stupne. 

Lze též postupovat podle 2. kroku prípadu a), což nám umožní vytknutí kofe
nového činitele x + 1 na levé strane rovnice. 

Postup fešení reciproké rovnice II. druhu: 

Tato rovnice má vždy kofen l ; delíme proto obe její strany kofenovým činitelem 
x - 1, čímž dostaneme reciprokou rovnici I. druhu sudého stupne. 

Bylo by ovšem možné užít úpravy ve 2. kroku prípadu a) fešení reciproké rovnice 
I. druhu. 

Pfíklady Ťešení reciprokých rovnic 

1. Rešte rovnici 5x4 
- 26x3 + 10x2 

- 26x + 5 = O. 

Rešení 
Daná rovnice je reciproká I. druhu 4. stupne, fešíme ji proto t akto: Nejprve 

delíme obe její strany x2
, po úprave dostáváme 5 ( x2 + : 2 ) - 26 ( x + ~ ) + 

1 1 
+ 10 = O. Použijeme substit uci y = x + - , a tedy y 2 

- 2 = x 2 + -
2 

; rovnice 
X X 

nabývá tvaru 5 (y2 
- 2) - 26y + 10 = O čili 5y2 

- 26y = O, odkud plyne, že 
26 

kofeny jsou čísla Y1 = O, Y2 = 5 · 
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l l -----
v1ilco dosLúvámo clvo iict rovnlc x 1 - = O IL a: 1 -

X :I! 

ké rovnice x2 + 1 = O a 5x2 
- 26x + 5 = O. 

První. rovnice má kofeny x 1 = i, x2 = - i (oba kofeny jsou reciproké, n 

- i = ~ ). Druhá rovnice má koreny x 3 = 5, x 4 = ~ = 0,2 (tedy opet dvoji 

rcciprokých kofenu) . 

Uešte rovnici 2x3 
- 3x2 

- 3x + 2 = O. 

ešení 
,J de o reciprokou rovnici I. druhu 3. stupne, má proto jeden kofen x1 = - 1. 
Vydelíme obe její strany kofenovým činitelem x + 1 a získáme kvadratickou 

1 
rovnici 2x2 - 5x + 2 = O, jejíž kofeny jsou x2 = 2 a x 3 = 2. (Kvadratická 

rovnice by la reciproká, proto jsou jejími kofeny reciproká čísla.) 

Alternativní zpusob fešení: Nejprve vytkneme společné koeficienty 

2(x3 + 1) - 3x(x + 1) = O, 

x3 + 1 rozložíme, dostaneme 

2(x + l)(x2 
- x + 1) - 3x(x + 1) = O, 

x + 1 vytkneme, dostáváme 

( x + 1) [ 2 ( x2 
- x + 1) - 3x] = O 

neboli po úprave (x + 1) (2x2 
- 5x + 2) = O, odkud plynou opet rovnice x + 1 = 

= O a 2x2 
- 5x + 2 = O. 

3. Rešte rovnici 12x4 
- 25x3 + 25x - 12 = O. 

Rešení 
Jele o reciprokou rovnici II . druhu 4. stupne. Proto má kofen x 1 = 1. Delením 
obou stran rovnice kofenovým činitelem x - 1 dostaneme reciprokou rovnici 
I. druhu 3. stupne, která má kofen x 2 = - 1. Delením obou stran této rovnic 
korenovým činitelem x + 1 dostaneme kvadratickou rovnici 12x2 

- 25x + 12 = 
= O. (Prímo ji lze dostat delením dané rovnice dvojčlenem x2 

- 1, tj. součinem 
, v 4 3 

(x + l)(x - 1).) Ma koreny X3 = 3' X4 = 4· 
Alternativní postup fešení: Nejprve vytkneme společné koeficienty 
12(x4 - 1) - 25x(x2 - 1) = O, x 4 

- 1 rozložíme, dostáváme 

12(x2 
- l)(x2 + 1) - 25x(x2 

- 1) = O, 

x2 - 1 vytkneme, dostaneme (x2 
- 1) (12x2 + 12 - 25x) = O, odkud plynou opet 

rovnice x 2 
- 1 =O, 12x2 

- 25x + 12 = O. 

4. Rešte reciprokou rovnici 5. stupne 

6x5 - 4lx4 + 97x3 
- 97x2 + 4lx - 6 = O. 

g 



Vy t.Jcn crno z členu soumčrnč položených jejich s 

6(x::; - 1) - 4lx(x3 
- 1) + 97x2 (x - 1) = O, 

x5 - 1 a x3 - 1 rozložíme, čímž dostáváme 

6(x - 1) (x4 + x 3 + x2 + x + 1) - 4lx(x - 1) (x2 + x + 1) + 97x2 (x - 1) = O, 

x - 1 vytkneme: 

(x - 1)(6x4 + 6x3 + 6x 2 + 6x + 6 - 4lx3 - 4lx2 
- 4lx + 97x2

) =O 

a po úprave 

(x - 1)(6x4 
- 35x3 + 62x2 

- 35x + 6) = O. 

Tato rovnice je ekvivalentní s dvojicí rovnic 

x - 1 = O a 6x4 - 35x3 + 62x2 - 35x + 6 = O. 

Korenem první rovnice je číslo x1 = l. Druhá rovnice je reciproká rovnice 
I. druhu 4. stupne. Delíme obe její strany číslem x2 a použijeme substituci 

1 
y = x + - , čímž dostáváme postupnými úpravami: 

X 

6 ( x
2 + : 2 ) - 35 (X + ~) + 62 = 0, 

6(y2 - 2) - 35y + 62 = o, 
6y2 

- 35y + 50 = o. 

K v k d . k , . . V ' 1 10 5 oreny va rat1c e rovmce JSOu c1s a 3 a 2 

D , d b t•t v , • , k' d .. . . 1 10 1 osazemm osu s 1 ucm rovmce z1s ame VOJICI rovmc x + - - - a x + - = 

= ~. Po úprave dostáváme kvadratické rovnice: 

3x2 
- lOx + 3 = O s koreny x2 = 3, 

a 2x2 - 5x + 2 = O s koreny x4 = 2, 

230 

X 3 X 

1 
X3 = 3 

1 
X5 = 2· 

xpononciální rovnici nazývámc rovnici, vc které je uezuámá .r, E: R v expo 
11!'11!.11 nčjaké mocniny tvaru a.r, popl'. af(x>, kde a > O, a #- 1 je daná konstant.a, 

jľ daná polynomická funkce. 
Základní exponenciální rovnice s neznámou x E R jsou rovnice tvaru 

ax = b, kde a E R+ \ {l}, b E R+ , 

kt,cré se reší takto: 
n) J e-li b = ac, kde c E R, pak x = c. 

Ii) Není-li b = ac, kde c E R, pak se reší logaritmováním, napr. pfi základu 10: 
log b 

x log a = log b =? x = -
1

- . 
og a 

Složitejší exponenciální rovnice se reší zpravidla prevedením na uvedený zá-
kladní tvar užitím vhodné úpravy nebo prevedením na algebraickou rovnici pomocí 

vhodné substituce. 
Príklady rešení exponenciálních rovnic s neznámou x E R 

1. Rešte rovnice 

a) 51 - x = 7x- l 
) ( 

1 )2- 3x 
b) 3 = 5x. 

Ŕešení 
1 

a) Protože platí 5l -x = 5-(x- l) = - -
1 

, lze danou rovnici upravit na tvar 
5x-

7x- l · 5x - l = 1 čili (7 · 5t- l = 1 neboli 35x- l = 35° , odtud X - 1 = 0 čili 

X = l. 

Zkouška: Pro x = 1 je L(l) = 5° = 1, P(l) = 7° = 1, tedy L(l) = P(l). 

Výsledek: K = {l} 

( 1) 2- 3x 
b) Protože je "3 = 33x-2, lze danou rovnici upravit na tvar 3

3
x-

2 = 5x. 

Základy obou mocnin v této rovnici jsou ruzné, proto ji i'ešíme logaritmová

ním: 
(3x - 2) log 3 = x log 5 ~ x(3 log 3 - log 5) = 2 log 3, 

odkud 

2 log 3 
x=-----

3log 3 - log 5 
log 32 = log 9 ~ 1,302 9. 

log 33 - log 5 log 5,4 

Zkouška: log L(x) = 2 log 3 ·log 5 

L(x) = P(x). 3 log 3 - log 5' 

2 log 3 · log 5 a t edy 
log P(x) = 3log3 - log5 ' 

Výsledek: K = { 2 log 3 } 
3 log 3 - log 5 

2. Rešte rovnici X 

22x+l + 4x+ l + 16 2 = 28. 
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s tranč mužornc všcchny sčítance vyjádrit jako násobky t6žc mocnin 

22x+l = 22x . 21 = 4x . 2 4x+l = 4x . 4 1 6 ~ = (16 1 ) x = 4x 
) ) ) 

takže danou rovnici lze upravit na tvar: 

4x · 2 + 4x · 4 + 4x = 28 čili 4x · (2 + 4 + 1) = 4 · 7, 

odkud 4x = 41
, a tedy x = 1. 

Zkouška: L(l) = 23 + 42 + 16 ~ = 8 + 16 + 4 = 28, P(l) = 28, L(l) = P(l). 

Výsledek: K = {l} 

3. Rešte rovnici 
4x + 3x+4 = 4x+3 _ 3x+2. 

R ešení 
Danou rovnici upravíme takto: 

3x+4 + 3x+2 = 4x+3 - 4x čili 3x · 81+3x · 9 = 4x · 64 - 4x , 

vytkneme společné činitele na levé a pravé strane rovnice: 

3x · (81 + 9) = 4x · (64 - 1) neboli 3x · 90 = 4x · 63, 

takže 

(
3) x 7 . , , log0 ,7 . 
- = - a po zlogantmovam: x = = 1,24. 
4 10 log 0,75 

Zkoušku dosazením proveďte sami. 

Vysledek: K = = 1,24 , { log 0,7 . } 
log 0,75 

4 . Rešte rovnici 
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22x+ l + 2x+2 = 16. 

Rešení 
Rovnici upravíme na tvar 

2 · 22x + 4 · 2x - 16 = O. 

Položíme-li 2x = y , a tedy 22x = y2, po dosazení do této rovnice a delení jejích 
obou stran dvema dostáváme kvadratickou rovnici y2 + 2y - 8 = O, jež má 
koi'eny y = 2 a y = - 4. 

J e-Ii y = 2 čili 2x = 2, pak x = l ; naproti tomu koi'en y = - 4 však nepfichází 
v úvahu, neboť podle vlastností exponenciální funkce (kap. 4.3) je 2x > O. 

Zkouška: L(l) = 23 + 23 = 8 + 8 = 16, P(l) = 16, L(l) = P(l). 

Výsledek: K = {l} 

Lognrltmlckou rovnld 11 1t;,,ýv11 tlH' rnv 11ici , v 11{ ~ jimu loµ;arit.my výrn;,,ľt H 1u•

·-. 11 11111011 .r c R 1 • 

Základní logaritmické rovnice s neznámou x E R+ jsou rovnice tvaru 

loga X = b, kde a E R+ \ {l} , b E R. (1) 

íl.cší se užitím definice logarit mu (viz kap. 4.3) , podle níž (odlogaritmováním): x = 
(tb. 

Složitéjší logaritmickou rovnici obvykle i'ešíme tak, že ji upravím e na rovnici 
!. varu 

loga f( x ) = loga g(x ), a > O, a =/= 1, (2) 

kde výrazy f(x) , g(x ) vyjadfují funkční hodnoty dvou daných funkcí f , g pro
mčnné x, z nichž jedna muže být speciálne konstanta. Protože logaritmická funkce 
je prostá (rostoucí pro a > 1, klesající pro O < a < 1), z logaritmické rovnice (2) 
plyne rovnice 

f( x ) = g(x) . (3) 

ltovnice (2) , (3) jsou však ekvivalentní jenom pfi splnení podmínek: f( x ) > O 
i. g(x ) > O. Pokud je nestanovíme pi'edem, musí být nutnou součástí i'ešení zkouška. 

Rešení složitejších logaritmických rovnic též často usnadňuje vhodná substituce, 
aapi' . y = Iogax (a > O, a =/= 1) , kterou se pi'evede logaritmická rovnice na alge
llraickou rovnici. 

Príklady fešeni logaritmických rovníc s neznámou x E R 

1. Rešte rovnice 

a) log (x10g x) = 1, 

Rešení 

b) (log x) log x = 1. 

a) Z dané rovnice plyne (podle definice logaritmu) jako dusledek rovnice 
x10

g x = 10; po zlogaritmování obou stran log x · log x = 1 čili log2x 
1 

= 1, a tedy j log xi = 1 čili log x = ± 1, odkud x = 10 nebo x = - . 
10 

Zkouška: L(lO) = log 1010
g 10 = log 101 = 1, P(lO) = 1, L(lO) = P(lO) , 

L ( 110) = log ( 10- log 10-1 ) = log 101 = 1, p ( 110) = 1, L ( 110) 

= p( 110). 
· Výsledek: K = { 1; 

1

1

0
} 

b) Obe strany dané rovnice zlogaritmujeme, dostáváme rovnici log x ·log log x = 
= O a odtud log x = O nebo log log x = O. První z techto rovníc je splnena 
pro x = 1, z druhé plyne, že log x = 1, a tedy x = 10. 

Zkouška: Pro x = 1 je L(l) = o0 , avšak tato mocnina není definována. Pro 
x = 10 je L(lO) = 11

, P(lO) = 1, L(lO) = P(lO). 

Výsledek: K = {10} 
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2. ľtc/Ho rovn l 

Ŕešení 

5 log ·ifi - 4 log {YX + ~ log x 8 = 9 - log x 5 . 
2 

Na základe vlastností logaritmu lze danou rovnici upravit (za predpokladu, Z<· 
x > O) na tvar 

log x _ 4 . log x + ~ . 8 log .T = 9 - 5 log x 5. -3- 6 2 

čili ~ log x - ~ log x + 4 log x + 5 log x 

log X = 0,9. 
9, odkud 10 log x 9, a tedy 

Podle definice logaritmu to znamená, že x = 10°·9 ~ 7,943 . 

Zkoušku proveďte sami. 

Výsledek: K = { 10°·9 ~ 7,943} 

3. Rešte rovnici 
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log (x + 3) + log (x - 2) = 2 - log 2. 

Ŕešení 

Protože existují jen logaritmy kladných čísel, musí být x - 2 > O čili x > 2 (pak 
je i x + 3 > O). Levou stranu rovnice upravíme podle vzorce log u + log v = 

= log uv. Pravou stranu rovnice upravíme podle vzorce logu - log v = log !:'., 
v 

pľičemž položíme 2 = log 100. Dostaneme tak rovnici 

log (x + 3)(x - 2) = log l~O čili log (x2 + x - 6) = log 50. 

Odtud dostáváme po odlogaritmování obou stran rovnici 

x
2 + x - 6 = 50 čili x 2 + x - 56 = O. 

Tato kvadratická rovnice má koi'eny x = 7 a x = - 8. Pouze první z nich však 
vyhovuje podmínce x > 2, druhý není tedy koi'enem dané rovnice. (Není pro 
nej definována její levá strana L(- 8).) 

v IO 
Zkouska: L(7) = log 10 + log 5 = 1 + log 5 = 1 + log 2 = 2 - log 2, P(7) = 

= 2 - log 2, L(7) = P(7). 

Výsledek: K = {7} 

oniomotrlckou rovnici s uczn{uuou .r E:. R nazývámc rovnici Lvaru !J(:r.) = „, 
kdP !/ (a:) je goniometrický výraz s promennou x a c E R je koustanta. 

Ncjjednodušší, tzv. základní goniometrické rovnice, jsou následujících Lypu: 
1 . Rovnice tvaru 

sin x = a nebo cos x = a, 

kde a E ( - 1; 1) je dané číslo. Mají pro každé takové a nekonečne mnoho i'ešení 
lwľcnu), jež určíme takto: 

n) J c-li a = O nebo a = ±1, pak určení všech koi'enu rovnice provedeme nejjedn"
dušeji užitím grafu funkce sinus, resp. kosinus. 

Ii) .J e-li a =f O, a =f ± I , nejprve zjistíme dvojici koi'enu x 1 , x 2 E (O, 2n:). Užívám 
k tomu znázornení na jednotkové kružnici k se sti'edem v počátku O, popi'. graf 
funkce sinus, resp. kosinus, zpameti známé údaje (tabulka 4.12) a dále tabulky 
goniometrických funkcí, resp. kalkulátor. Všechny koi'eny rovnice určíme pak 
ve tvaru x 1 + 2kn:, x 2 + 2kn: , k E Z (vzhledem k periodicite funkcí sin, cos 
s periodou 2kn:). 

ľoznámka. Pro a E R \ (-1; 1), tj. když lai > 1, rovnice uvedeného typu nemá i'ešení 
( 11 cboť H(sin x) = H(cos x) = (-1; 1)). 

2. Rovnice tvaru 
tg x = a nebo cotg x = a, 

kele a E R je dané číslo. Mají pro každé a nekonečne mnoho i'ešení (koi'enu), jež 
11rčíme takto: 
n) J e-li a = O, pak určení množiny všech koi'enu rovnice provedeme buď po

mocí grafu funkce tangens, resp. kotangens, nebo využitím ekvivalence tg .T = 
= O {o} sin x = O nebo cotg x = O {o} cos x =O. 

Ii) Je-li a =f O, pak nejprve zjistíme práve jeden koren x 1 E (O, n:), pi'ičemž postu
pujeme zcela obdobne jako u rovnic typu 1. Všechny koi'eny rovnice jsou pak 
tvaru x 1 + kn: , k E Z (vzhledem k periodicite funkcí tg , cotg s periodou kn:). 

Príklady rešení základních goniometrických rovníc 

L. V oboru R tešte rovnice 

a) sin x = O, 

e) COS X= 1, 

Ŕešení 

b) sin x = 1, 

f) COS X= -1, 

c) sin x = - 1, 

g) tg X= 0, 

d) COS X = 0, 

h) cotg x = O. 

Z grafU funkcí sinus (obr. 4.34), kosinus (obr. 4.35), tangens (obr. 4.39) a ku
tangens (obr. 4.40) plyne, že všechna i'ešení daných rovnic jsou (pro libovoln 
k E Z) 

a) X = 0 + kn: = kn:, 
n: n: 

b) X = 2 + 2kn: = ( 4k + 1) 2 , 

3 n: 
c) X= 211: + 2kn: = (4k + 3)2 , 

n: n: 
d) X= 2 + kn: = (2k + 1) 2, 

e) X = Q + 2kn: = 2kn: , f) X= TI+ 2kn: = (2k + l)n:, 

g) X = Q + kn: = kn:, 
n: n: 

h) X = 2 + kn: = (2k + 1) 2. 

3 



1. 
j 

·t) H.in .'[; = ;:;- > 

{foiiení 

vul" 

. ) l b COS X=-- . 

a) Nejprve určíme pro danou rovnici dvojici korenil x1 , x2 E (O, 2rr): Proto?i•J 
funlcce sinus nabývá kladných hodnot v intervalech odpovídajících I. a n. 
kvadrantu (viz tabulka 4. 13) , bude x 1 E (O, ~ ) a x2 E ( ~ ,TI). Kofou :i; 1 

dovedeme určit zpamet i (podle tabulky 4.12): x 1 = ~, koľen x 2 určh11„ 
TI 5 

pomocí obr. 5.6 nebo 5.7: x2 = rr - 6 = 6TI . Všechna i'ešení dané rovnir. 

m ají tvary: x 1 + 2krr = ~ + 2krr = (12k + 1) ~, x 2 + 2krr = ~rr + 2krr 

= (12k + 5) ~, kde k E Z, tj. K = U { (12k + 1) ~, (12k + 5) ~ } -
kEZ 

y 

J [O; 1] --
y =a= ~ 

X 

X1 = ~1t 
X 2 = 1t - X 1 = ~1t 

Obr. 5.6 

y 

X1=~1t 

- 1 

Obr. 5.7 

y=a=l 
2 

2rr 

X 

b) J e vhodné vyjít z ľešení rovnice cos x = ~ v intervalu (O, ~) . J ejí koľen 
v tomto intervalu dovedeme určit zpameti (podle tabulky 4.12): xo = i. 

y 
1 .t = n = - 2 1 X= a=2 

Obr. 5.8 

I [l ; OJ X 

x1 =n:-xo = ~n 

x2 = rr +:ca= ~re 

y 

o 

- 1 

Obr. 5.9 

2rr 

y = a= _ l 
2 

X 

Jol10 užlLfu1 HLu11ovíwo kofony :i; 1, , :1:2 C (O, 21t) da.n6 rovnice coH a: 
.G 

Ložc fnnkcc kosinus nabývá záporných hodnot v intervalech oclpovídajících 

II. a III. kvadrantu (viz ta bulka 4.13), bude x 1 E ( ~, 7t) a x2 E ( TI, ~TI). 
TI 2 

obr. 5.8, popr. 5.9 je zrejmé, že platí: X 1 = 1t - XQ = TI - 3 = 3rt, Xz = 

TI 4 
= TI+ xo = rr + 

3 
= 

3 
TI. Všechna ľešení dané rovnice mají tvary x 1 + 2krr = 

2 2 4 2 
= 

3
TI + 2krr = (3k + 1) 

3
rr, x 2 + 2krr = 

3
rr + 2kTI = (3k + 2) 

3
rr, kele k E Z, 

v { 2 2 } takze K = LJ (3k + 1)
3

TI,(3k +2)3rr. 
kEZ 

3. Rešte v oboru R rovnici 
tg X= - 1. 

l~ešení 
Postupujeme obdobne jako v príkladu 2b) . Vyjdeme z ľešení rovnice tg x = 

= 1 v intervalu (O, ~ ) . J ejí koľen v tomto intervalu určíme zpameti (podle 

tabulky 4.12): x 0 = ~. Na základe obr. 5. 10 nebo 5.11 určíme pak koľen dané 

rnvnice tg x = - 1 v intervalu (O, rr) . Záporných hodnot nabývá funkce tangens 

v intervalu (~ , TI) (odpovídá II. kvadrantu, viz tabulka 4. 13). Z obr. 5.10, 

v 5 ll . v • , v k v ( TI ) l , Tt popr. . Je zreJme, ze pro oren x 1 E 2, rr p at1: X1 = TI - xo = rr - 4: = 

3 3 rr 
-rr. Všechna i'ešení rovnice mají tvar x 1 + kTI = -rr + krr = (4k + 3)- , kde 
4 4 4 

k E Z, takže K = LJ { ( 4k + 3) ~ }. 
kE Z 

y 

y = a= l 

X 

y = a=-1 

Xo= ~lt 

X1 = n:-~n = ~Tt 

Obr. 5.10 

y 

~lt 
1 

- 1 
Xo=~lt 

Obr. 5.11 

1 

1 

1 

1 
y = a= l 

X 
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Príklady fešení složitejších goniometr'i ckých rovníc 

1. Rešte v oboru R rovnici 

Rešení 

1 
sin 2x = - 2· 

Po substituci u 2x dostáváme rovnici sin u 
1 kt . . v l 
2, era ma vsec ina 

i'ešení tvaru u 
7 11 G rr + 2krr (III. kvadrant), u = 6 rr + 2kn (IV. kvad· 

7 
rant) . Odtud x = 

12 
rr + kn nebo x 

11 
-rr + kTI, kde k E Z, takže K = 
12 

= LJ { (12k + 7) 
1
rr
2

, (12k + 11) 
1
rr
2 

}· 
kE Z 

2. Rešte v oboru R pro a ve stupňové míi'e rovnici cos (3a - 60°) = v;. 
Rešení 
Funkce kosinus je kladná v intervalech odpovídajících I. a IV. kvadrantu, takž 
po substituci (zavedení pomocné neznámé) (3 = 3a - 60° dostáváme tato i'ešení: 

(3 = 45° + k . 360°, (3 = (360° - 45°) +k . 360° = 315° +k . 360° 

Odtud plyne po zpetném dosazení za (3 : 

3a = 105° + k · 360° , resp. 3a = 375° + k · 360° 

čili 

a = 35° + k · 120°, a = 125° + k · 120°, kde k E Z, 

a tedy K = LJ {35° + k· 120°, 125° + k. 120°}. 
kEZ 

3. Rešte v oboru R rovnici 

2 cos2x + 3 cos x + 1 = O. 

Rešení 
Užitím substituce u = cos x pi'evedeme danou goniometrickou rovnici na kvad
ratickou rovnici pro neznámou u: 

2u2 + 3u + 1 = O, 

1 
která má i'ešení u = - 1 au = - 2. Po zpetném dosazení za u dostáváme dvojici 

základních goniometrických rovníc pro neznámou x: 

COS X = - 1, 
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1 
COS X = 2 

- tl 
x = 

3
TI + 2krr = (3k + 1)3TI, x = 3rr + 2kn = (3k + 2) 3TI, 

x = (2k + l) rr, kde k E Z, 

Lnlcfo 

K = LJ { (3k + 1) ~rr, (3k + 2) ~TI, (2k + l) TI } · 
kEZ 

L. Jlcšte v oboru R rovnici 

2 sin2x - cos2 x - 4 sin x + 2 = O. 

ešení 
Abychom melí v rovnici jen jednu goniometrickou funkci (kterou pak môžeme 
\', rovnice určit) , vyjádi'íme funkci kosínus funkcí sinus podle vzorce: cos

2
x = 

= l - sin2x, takže rovnice nabývá po úprave tvaru 

3 sin2x - 4 sin x + l = O. 

To je kvadratická rovnice pro neznámou u = sin x. Jejím i'ešením dostáváme 
l 

dvojici základních goniometrických rovníc: sin x = 1, sin x = 3. Všechna i'ešení 

rrvní rovnice mají tvar 

TI Tl 
x = - + 2krr = (4k + 1) - k E Z· 

2 2' ' 

všechna i'ešení druhé rovnice mají tvary 

X ~ 0,339 8 + 2kTI, X ~ TI - 0,339 8 + 2krr ~ 2,801 8 + 2krr, k E z. 

Výs ledek: K LJ { x = ~ + 2krr, x ~ 0,339 8 + 2kTI, x ~ 2,081 8 + 2kTI} 
kEZ 

1. Rešte v oboru R rovnici 

cos x + cotg x = 1 + sin x . 

Rešení 
Daná rovnice má smysl, jen pokud je sin x =f. O čili x =f. krr , k E Z. Postupne ji 
pak upravujeme takto: 

COS X 
cos x + -.- - (1 +sin x) = O 

smx 
sin x cos x + cos x - sin x ( 1 + sin x) = O 

cos x (sin x + 1) - sin x (sin x + 1) = O 

(sin x + l)(cos x - sin x) = O 
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sin ~i; = - 1 
TC 

::c = - - + 2krc , k E 
2 

H ~1; Hlu X 0 
Lu: '.C = 1 

TC k , X = - + TC k•-4 ' , 

Po provedení zkoušky dospíváme k tomuto výsledku: 

K = LJ { ( 4k - 1) ~ , ( 4k + 1) ~ } 
k E Z 

V aplikacích ve fyzice a technice jsou velmi duležité goniometrické rovnice typ1i 

a sin x + b cos x = c, 

kde a, b, c jsou nenulová reálná čísla a x je neznámá. Rešení rovnice tohoto typn 
lze provést nekolika ruznými zpusoby; v následujícím príkladu ukážeme nejčasteji 
používaný zpusob, který spočívá v úprave levé strany rovnice na tvar A sin (x + xo) , 
kde A> O, x 0 E (O, 2rc) . 

6. Rešte v oboru R rovnici 

8 sin x + 6 cos x = 9. 

Rešení 
Podle součtového vzorce pro funkci sinus (viz str. 180) platí 

A sin (x + x0 ) = A sin x cos x0 + A cos x sin x0 . 

Položíme proto A cos x0 = 8 a A sin x 0 = 6. 

A sin xo 6 . 
Odtud . = - čili tg x0 = 0 ,75 =;. x 0 = 0,643 5; 

COS Xo 8 

A2 cos2x0 + A2 sin2 x0 = 64 + 36 či li A2 = 100 =;.A= 10 (A > O). 

Daná rovnice pak nabývá tvaru 10 sin (x + 0,643 5) = 9 čili sin (x + 0,643 5) = 
= 0,9. Tuto rovnici i'ešíme substitucí u = x + 0,643 5: rovnice sin u = 0,9 má 
pro u E (O, 2rc) dvojici kofenu: 

Ui = 1,119 8 čili X i + 0,643 5 = 1,119 8 =?Xi = 0,476 3, 

U2 = re - 1,119 8 čili X2 + 0,643 5 =re - 1,119 8 =;. X2 = 1,378 3. 

Všechna i'ešení dané rovnice mají tvary X i + 2kre, x2 + 2kre , kde k E Z. 

Výsledek: K = LJ {xi + 2kre , x2 + 2kre}, kde xi = 0,476 3, x 2 = 1,378 3. 
kEZ 
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V rna lcrna ticc i v ap l.ikacích je často treba :i'ešil také úlohu tohoto lypn: 
.hmu elány dva výrazy L(.r) , P(x) s promennou x. Mají se určit ho<lnoly lélo 

t110111ô1111é z daného číselného oboru M c R (nejčasteji M = R), pro než platí 

L(x) < P (x), resp. L(x) > P (x), 

poprípade L(x) ~ P (x), resp. L(x) ~ P (x). 

' ~f1,pis úlohy v nekterém z techto tvaru se nazývá nerovnice. Zavádí se zcela ob
clo l má terminologie jako u rovnic (viz kap. 5. 1) : levá strana nerovnice L(x) , 
pravá strana nerovnice P (x), neznámá x , kofen (fešení) nerovnice, obor 
ošení nerovnice M C R, definiční obor nerovnice D, množina všech kofemi 

(tcšení) nerovnice K (K c D C M c R). 

l'oznámka. Názvu fešení nerovnice se užívá v trojím významu analogicky jako u rov-
11 ice. 

Príklad nerovnice 
Ncrovnice 7x < 5 s neznámou x E R (tj . nerovnice určená takto: a) obor i'ešení 
ncrovnice M = R, b) neznámá x, c) znak nerovnosti <, L(x) = 7x, P(x) = 5) je 

' Hplnena pro všechna x < ~, tj. jejím koi'enem je každé číslo x E (-oo, ~) čili 

množina všech koi'enu je interval K = (-oo, ~). 
Zdurazneme, že pro nerovnice je vždy M C R, tj. kofeny nerovnice mohou být 

pouze reálná čísl a. Volba oboru i'ešení nerovnice M je ovšem obdobne jakou rovnice 
podstatná z hlediska její i'ešitelnosti. Tak napf. když pro nerovnici 7x < 5 zvolíme 
M = Z, bude K = Z0 = {O ; - 1; -2; ... }; zvolíme-li M = N, bude K = 0. 

Analogicky jako tomu bylo u rovnic (kap . 5. 1) , lze také uvažovat nerovnice 
s parametry (parametrické nerovnice). Parametry nerovnice jsou samozrejme 
jen reálné. 

Části postupu početního fešení nerovnice 

Postup i'ešení dané nerovnice se skládá z týchž základních částí jako i'ešení 
rovnice, tj. z rozboru, záveru rozboru a zkoušky. U nerovnic s parametry j 
součástí záveru rozboru diskuse fešení vzhledem k hodnotám parametru. 

Úpravy nerovnic provádené v rozboru jsou analogicky jako u rovníc obvykl 
ekvivalentní úpravy, t j . takové úpravy, jimiž se z dané nerovnice získává nerov
nice s touž množinou všech koi'enu. Z logického hlediska predstavuje ekvivalentn 
úprava nerovnice (1) na nerovnici (2) ekvivalenci ( odtud její název), a proto se za
pisuje (1) ~ (2). (Pokud však píšeme nerovnice (1), (2) pod sebou na samostatných 
fádcích, znak ~ se vynechává.) 

Nejduležitejší ekvivalentní úpravy nerovnic jsou shrnuty v tabulce 5.2. Vych ~' 

zejí z vlastností nerovností mezi reálnými čísly (kap. 2.1). 
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Pfohlod okvivalentních úprav norovnico v oboru M C ·ab. 

Označení Ekvivalentní úprava nerovnice 

(UN 1) V zájemná výmena stran nerovnice se současnou zmenou znaku 
nerovnosti v obrácený. 

(UN 2) Nahrazení libovolné strany nerovnice výrazem , který se jí rovná v celém 
oboru rešení nerovnice, pritom znak nerovnosti se nemení. 

(UN 3) Pl'ičtení téhož čísla nebo výrazu s neznámou, který je definován v celém 
oboru rešení , k obema stranám nerovnice, znak nerovnosti se nemení. 

(UN 4) Vynásobení obou stran nerovnice kladným číslem nebo výrazem 
s neznámou, který je definován a kladný (tj . nabývá jen kladných hodnot) 
v celém oboru rešení nerovnice, pritom znak nerovnosti se nemení. 

(UN 4a) Vynásobení obou stran nerovnice záporným číslem nebo výrazem 
s neznámou, který je definován a záporný (tj. nabývá jen záporných 
hodnot) v celém oboru rešení nerovnice, pritom znak nerovnosti se zmení 
v obrácený. 

(UN 5) Umocnení obou stran nerovnice pl'irozeným mocnitelem, jsou-li obe 
strany nerovnice nezáporné (tj. nabývají jen nezáporných hodnot) 
v celém oboru rešení nerovnice, pl'itom znak nerovnosti se nemení. 

(UN 6) Odmocnení obou stran nerovnice pi'irozeným odmocnitelem , jestliže obe 
strany nerovnice jsou nezáporné (tj. nabývají jen nezáporných hodnot) 
v celém oboru i'ešení nerovnice, pritom znak nerovnosti se nemení. 

(UN 7) Zlogaritmování obou stran nerovnice pi'i témž základu vetším než 1, 
jsou-li obe strany nerovnice kladné (tj. nabývají jen kladných hodnot) 
v celém oboru rešení nerovnice, pritom znak nerovnosti se nemení. 

Pfi použití pouze ekvivalentních úprav nerovnice není zkouška nutnou součástí 
rešení. Je však účelné ji také provést pro kontrolu správnosti rešení , a to bud~ 

proverením podmínek, za nichž jsou provádené úpravy ekvivalentní ( tj. kdy postup 
v rozboru lze též obrátit) , nebo jistou modifikací zkoušky dosazením u rovnic: 

Vyšlo-li X > X1, mužeme dosadit X= X1 +a, 
vyšlo-li X < X2, mužeme dosadit X = X2 - a, 

kde a > O je pomocný reálný parametr. 

Príklad částí postupu rešení nerovnic 

Rešt e v oboru R nerovnici _ x_ < - 1 s neznámou x. 
l - x 

R ešení 
l . Rozbor. Daná nerovnice má smysl pro 1 - x =/: O čili x =/: 1. Pl'ičtením čísla 1 
k obema stranám nerovnice postupne dostáváme 

x x+l-x 1 
-- + 1 < O <=} < O <=} -- < O. 
l -x l - x l -x 
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~ rí't)(!7' rozbo1'·1t: N Oľov11 -
1
- < Q je Hph iôll 

1 - x 

l - X < Q čili X > 1. 

všochna x, pro nčž phtt! 

a. Zk01iška (není nutná, neboť všechny úpravy dané nerovnice byly ekvivalentní , 
11 l11c• je proto obrá tit , takže všechna x > l jsou též koreny dané nerovnice) . Prove
ln111c ji Lakto: Zavedeme pomocný parametra > O a položíme x = l + a. Dosazením 
In lcv6 a pravé strany nerovnice dostáváme 

1 +a 1 ,(l + a) =--=--- 1, P(l + a) =- l, takžeL(l+a)<P(l +a). 
- a a 

·•j .~ fodek: K = (1, +oo) 

,, mi} zpusob ŕešení: Danou nerovnici lze též fešit vynásobením obou stran číslem 
1 x. Pi'itom je nutné uvážit dva prípady: l - x > O a l - x < O. Pro l - x > O 
loi; Láváme po vynásobení nerovnici x < x - 1, která zrejme není splnena pro 

clué x; pro 1 - x < O čili x > l dostáváme nerovnici x > x - 1, která je splnena 
pro každé x . Za podmínky x > l je tato nerovnice ekvivalentní s danou nerovnicí , 
1.J! tniž rešeními jsou proto všechna x E (1, +oo). 

oznám ka. Obdobne jaka rovnice lze též nerovnice rešit približne graficky. Grafická 
.umloda i'ešení n e rovnice f( x) < g(x) , resp . f( x) > g(x) je založena na tom, že její 

víl. slrana f( x) a pravá strana g(x) predstavují analyticky vyjádi'ené reálné funkce reálné 
pľ1n 11 čnné x (kap. 4.1) f: y = f(x), g: y = g(x ), x E M C R. Sestroj íme-li v pravoúhlé 
1111 11Ht.ave soufadnic Oxy grafy funkcí f , g, pak pomocí nich určíme rešení dané nerovnice 
l1ilct.o: Pfi grafickém rešení nerovnice f (x) < g(x) určíme body grafu funkce f , které leží 

11
pod body" grafu funkce g o téže soufadnici x , pak tyto soufadnice x jsou koi'eny dané 

to rovnice. Pri grafickém rešení nerovnice f ( x) > g ( x) určíme body grafu funkce f, které 
lt •~ f „nad body" grafu funkce g o t éže soufadnici x; pak tyto soufadnice x jsou koi'eny 
1!1111(~ nerovnice . Prakticky ovšem získáme jen približné hodnoty korenil, jejichž pi'esnost 

"'i\,viHí na tom, jak presne se dai'ilo graficky znázorn it funkce f , g. 

lasifikace nerovmc 

Elementární nerovnice s neznámou x E R probírané na strední škole lze rozdelit 
nl>clobne jako u rovníc na dva druhy: 
1, nlgebraické, II. nealgebraické. 

1. Algebraická nerovnice n-tého stupne s neznámou x E R je každá nerov-
II lľwt varu 

P11 (x) > O, resp. Pn < O, 
Pn(x) ~ O , resp. Pn ~ O , 

lid1• Pn (x ) je mnohočlen n-tého stupne. Významnými speciálními prípady jsou 
rjména lineární nerovnice a kvadratická nerovnice. 

II . Nealgebraická nerovnice je každá nerovnice, která není algebraická . PaLŕť 
lll'Ú ne nerovnice iracionální, exponenciální, logaritmické a goniomot-

ľlcké. 
Krome toho se v R feší též nerovnice s neznámou v absolutn í hodnot 
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Lineární nerovnicí s neznámou x ( R nazývámC' každou uerovuici Lvarn 

ax + b > O, resp . ax + b < O, 

kde a, b jsou libovolná reálná čísla . O lineární nerovnici se mluví také v prípade, "' ' 
má tvar 

ax + b ~ O, resp. ax + b ~ O. 

Rešení lineární nerovnice ax + b > O, resp. ax + b < O se provádí tak, že ji 
upravíme odečtením čílsa b od obou stran nerovnice ( což je ekvivalentní úprava 
typu (UN 3)) na tvar ax > c, resp. ax < c (a, c E R; c = - b). 
Rešení této nerovnice v oboru M = R je již snadné. Mohou nastat tyto tfi prípady: 

a) Pro a > O Je ax > c .;=} x > - , tJ. K = - , + oo ; resp ax < c .;=} x < - , tJ . c . (c ) c . 
a a a 

K = (-oo, ~). 

b) Pro a< O je ax > c B x < :'.., tj. K= ( - oo, :'.. );resp. ax < c B x > :'.., tj. 
a a a 

K = (~, +oo ). 

c) Pro a = O dostáváme nerovnici tvaru Ox > c, resp . Ox < c. Podle toho, jakých 
hodnot nabývá c, je tato nerovnice splnena buď pro každé x E R, tj . K = R, 
anebo pro žádné x E R, tj. K = 0. 

Poznámka. Pro názornost uvádíme též grafické .fešení nerovnic ax > c, ax < c, je-li 
a > O (obr. 5. 12a) nebo a< O (obr. 5.12b). 

a) 

y = c 

1 

ax < c 
1 

'+' 

K = (-oo , ~ ) 1 

1 

44 

y 

c 

f. 
a 

b) 

y=ax 
(a < O) 

1 1 
ax > c ax>c 

1 1 • • X -K = ( ~, +oo) K= (- oo !i. ) f. 
'a a 

Obr. 5.12 

y 

c y =c 

1 

ax < c 
1 

'+' X 

K= ( ~,+oo) 

II 

vnic uvedené v tabulAA r.: 

1 ! <'i\Lc v daných oborecb nerovnice: 

11 ) 2(:c - 5) < x - 1 v oboru R, 
3x 5 4x - 3 

b) 3 - - < - - -- v oboru R 
2 8 6 , 

·) Gx + 1 > 2(x - 3) - 1 v oboru Z. 

'.foní 

11.) 2(x - 5) <X - 1 

2x - 10 <X - 1 

2x - X < 10 - 1 

X <9 

(UN 2) 

1 + 10 - X (UN 3) 

(UN 2) 

Použité úpravy nerovnice jsou vesmes ekvivalentní. Zkouška není nutná. Pro
vedeme ji však pro kontrolu a procvičení jejího postupu. Užitím pomocného 
parametru a > O lze každé fešení x < 9 vyjádfit ve tvaru x = 9 - a. Po dosazení 
do levé a pravé strany dané nerovnice dostáváme: 

L ( 9 - a) = 2 ( 9 - a - 5) = 2 ( 4 - a) = 8 - 2a } ='? L ( 9 - a) < P ( 9 - a) 
P(9 - a) = 9 - a - 1 = 8 - a 

Výsledek: K = (-oo, 9); grafické znázornení je na obr. 5.13. 

o K=(-oo,9) 

Obr. 5.13 

9 X 

Ii ) Vynásobením obou stran dané nerovnice nejmenším společným jmenovatelem 
zlomku, které obsahuje, ji p.fevedeme na tvar neobsahující zlomky: 

3x 5 4x - 3 
3 - - <----

2 8 6 
1·24 (UN 4) 

72 - 36x < 15 - (16x - 12) (UN 2) 

72 - 36x < 27 - 16x 1- 72 + 16x (UN 3) 

16x - 36x < 27 - 72 (UN 2) 

- 20x < - 45 1· ( - 210) (UN 4a) 

X > 2,25 

Zkoušku lze provést obdobne jakov príkladu a) zavedením pomocného parame
tru a> O pro vyjádrení korenil x > 2,25 ve tvaru x = 2,25 +a. 

Výsledek: K= (2,25; +oo); grafické znázornení je na obr. 5.14. 

o 2,25 K=(2,25; +oo) 

Obr. 5.14 

X 

.r.: 



:1; 1 1 > 2 ( ~1; 

6x + 1 > 2x -

6x - 2x > - 1 - 7 

4x >-8 

X >-2 

(UN 3) 

(UN 4) 

Zkoušku mužeme provést podobne jako v príkladu a) zavedením pomocnéh 
p arametru a > O k vyjádrení korenil x > - 2 ve tvaru x = - 2 + a. 

Výsledek: K = (- 2, +oo) n Z = {- 1} U No 

Príklady rešení lineárních nerovnic s parametrem 

1. Ŕešte nerovnici 3(2p - x) < px + 1 s neznámou x E R a s parametrem p E R. 

!lešení 

3(2p -x) <px+l 

6p - 3x <px + 1 

6p - l <px +3x 

(p + 3)x > 6p - 1 

(UN 2) 

(UN 3) 

(UN 1) a (UN 2) 

D . k v v , J l" 3 k 6p - 1 is use reseni: e- i p > - , pa x > --
p + 3 

6p - l 
J e-li p < - 3, pak x < --

3
-

p + 
J e-li p = - 3, pak Ox > - 19 ::=;. x E R. 

Výs ledky: Pro p > - 3 je K = -- , +oo . (
6p - 1 ) 
p + 3 

( 
6p - 1) Pro p < -3 je K = -oo, - - . Pro p = - 3 je K = R. 
p + 3 

2. Pro která x E R platí (p2 
- 2p) x > 2 - p, kde p je kladný parametr (p > O)? 
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R ešení 
D anou nerovnici upravíme ekvivalentními úpravami (UN 3) a (UN 2) na tvar 

(p - 2) (px + 1) > O. 

Diskuse fešení: Je-li p = 2, pak O· (2x + 1) > O'** x E 0. 
1 

J e-Ii p > 2, pak po (UN 4) je px + 1 > O'** x > - - . 
p 1 

Je-li O < p < 2, pak po (UN 4a) je px + 1 < O'** x < - - . 
p 

Výsledek: Pro p = 2 je K = 0. Pro p > 2 je K = ( - ~ , +oo) . 

Pro O < p < 2 je K = ( - oo, - ~). 

dvou clrulrô : 
11) Hpojcných znakem log.ické konjunkce /\ , b) spojených znakem logické disjunkce V. 
Množiuy K všech fešení soustavy n nerovnic techto typu se určí takto: a) K je prunik 
1t1 110žin K; všech i'ešení jednotlivých nerovnic, b) K je sjednocení množin K; všech fešení 
ncl notlivých nerovn ic, i = 1, 2, . .. , n . Z kap . 1.2 víme, že platí 

(x E A /\ X E B) <=>X E A n B, (x E A v X E B) <=> X E A u B. 

íklady rešení soustav lineárních nerovnic s j ednou n eznámou 

t. V oboru R i'ešte soustavy (konjunkce) nerovnic 

X 7 1 5 X + 1 1 - 2X 
a) 4 - 8 > 5x - 2' -4- ~ 2 - -3-' 

b) 2x - 8 > 5x + 1 > 3x + 7. 

Ŕešení 

a) Daná soust ava predstavuje konjunkci nerovnic 

X 7 1 5 X + 1 1 - 2X - - - > -x- - /\ -- .::'.'.. 2- - - . 
4 8 5 2 4- 3 

Obe nerovnice postupne zjednodušíme užitím ekvivalentních úprav podle 
tabulky 5.2, pi'ičemž nejprve prejdeme k nerovnicím neobsahujícím zlomky 
(vynásobením obou stran l. nerovnice číslem 40 a 2. nerovnice číslem 12), 
t ak dostaneme ekvivalentní soustavy nerovnic 

lOx - 35 > 8x - 100 /\ 3x + 3 ~ 24 - 4 + 8x, 
2x>-65 /\ - 17 ~ 5x , 

X > -32,5 /\ X ~ - 3,4, 

takže x E ( - 32,5; +oo) = K 1 /\ x E (-oo; - 3,4) = K 2. 

Výsledek: K = K1 n K2 = ( - 32,5; - 3,4/ 
Graficky je rešení znázorneno na obr. 5.15. 

-32,5 - 3,4 

1 

K2 = ( - oo; - 3,4) 
--- -·--1 

1 K=( - 32,5; - 3,4) 1 

Obr. 5. 15 

b) Daná soustava predstavuje konjunkci nerovnic 

K1 = (-3,4; +oo) 

2x - 8 > 5x + 1 /\ 5x + 1 > 3x + 7, 

odkud plyne ekvivalentními úpravami, že x < - 3 /\ x > 3 čili 

XE (-oo, - 3) = K1 /\XE (3, +oo) = K2. 

3; 
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K1 n K2 0 
m eno na obr. 5. 16. 

- 3 o 1 3 
1 1 1 1 1 1 1 . 

Ki = (-oo,-3) K2= (3,+oo) x 
---------<>~ K= K1 n K2= 0 . 

Obr. 5.16 

2. V oboru R i'ešte soustavu (disjunkci) nerovnic z pi'edcházejícího príkladu la). 

R ešení 
Nerovnice jsou nyní spojeny znakem disjunkce V. Týmiž ekvivalentními úpra
vami jako v príkladu la) dospíváme k tomu, že 

x E ( - 32 ,5; +oo) = K1 V x E ( -oo; - 3,4) = K2 . 

Výsledek: K = K1 U K2 = R 

Lineární nerovnicí s neznámou v absolutní hodnote nazýváme každou 
nerovnici (s neznámou x E R) tvaru 

la1x + bil± la2x + b2I ± . . . ± lanx + bnl > aox + bo 

(popl' . ;:; , <, ~), pfičemž ai, bi (i = O, 1, 2, .. . , n) jsou daná reálná čísla, ai =1- O 
pro i = 1, 2, ... , n. 

Reší se úpravou na lineámí nerovnice bez absolutních hodnot užitím metody 
intervalu (metody nulových bodu) obdobne jako v prípade lineární rovnice 
s absolutními hodnotami (viz kap. 5.2). 

Poznámka. Ve speciálních pi'ípadech nerovnic la1x + b11 < c, la1x + b11 ;;;; c, la1x + 
+ b1 1 > c, la1x + b11 ~ c, kde c je daná kladná konstanta, lze pri i'ešení t éž jednodušeji vyjít 
pi'ímo ze známých ekvivalencí pro libovolné reálné číslo a a r > O: la i < r {o} - r <a< r, 
lai ;;;; r {o} - r ;;;; a;;;; r, lai > r {o} a> r V a < - r , lai ~ r {o} a~ r V a ;;;; - r (viz kap. 2.1). 

Príklady fešení rierovnic s absolutními hodnotami 

1. Rešte v oboru R nerovnice 

48 

a) lx - 21<5, 

R ešení 

b) l2x +71 ;:;3. 

Užitím postupu podle pi'edcházející poznámky dostáváme: 

a ) lx - 21 < 5 '** -5 < x - 2 < 5, odkud - 3 < x < 7 čili x E (- 3; 7). 

Výsledek: K = (- 3; 7) 

b) l2x + 71 ;:; 3 '** 2x + 7 ;:; 3 V 2x + 7 ~ - 3, odkud x ;:; - 2 V x ~ - 5 čili 
x E (-oo, - 5) U (-2, + oo). 

Výsledek: K = (-oo, - 5) U (-2, +oo) 

l5x - 71 < 3x + 1. 

n cšení metodou .intcrvalli 
Pro nerovnici l5x - 71 < 3x + 1 určíme nulový bod lineárního dvoj č lenu v ab
:;olutní hodnote 

7 
5x - 7 = 0 =? X = - = 1,4. 

5 
Tento bod rozdelí množinu R = (- oo, +oo) na dva intervaly 11 = (-oo; 1,4), 
12 = (1,4; +oo) (obr. 5.17), ve kterých danou nerovnici s absolutní hodnotou 
mužeme nahradit rovnicemi bez absolutní hodnoty. 

C? ~ 114 -
X 

1 

11= (-00; 1,4) 1 12=(1,4;+00) 

Obr. 5.17 

Pro x E 11 = (-oo; 1,4) je x < 1,4 =? 5x - 7 < O =? l5x - 71 = - 5x + 7, takže 
daná nerovnice nabývá tvaru 

- 5x + 7 < 3x + 1 =? x > 0,75. 

J ejími i'ešeními jsou tedy všechna taková x, pro která platí x < 1,4 /\ x > 0,75 
čili 0,75 < x < 1,4. Množina všech t echto i'ešení je K1 = (0,75; 1,4). 

Pro x E 12 = (1,4; +oo) je x;:; 1,4 =? 5x - 7 ;:; O =? l5x - 71 = 5x - 7, takže 
daná nerovnice nabývá tvaru 

5x - 7 < 3x + 1 =? x < 4. 

Jejími fešenÍmi jSOU tedy všechna taková X, pro než platí X ;:; 1,4 /\X < 4 čili 
1,4 ~ x < 4. Množina všech t echto i'ešení je K2 = (1 ,4; 4). 

Výsledek: K = K1 U K2 = (0,75; 4) 

:J. Rešte v oboru R nerovnici 

1: ~ ~ 1 ~ 4 . 
Rešení metodou intervalu 
Definičním oborem dané nerovnice je množina O = R \ {-1}. Nerovnici upra
v.íme nejprve vynásobením obou jejích stran výrazem lx+ 11, čímž dostáváme 
nerovnici 

lx - 51- 4lx + ll ~ O. 

(Úprava je ekvivalentní za predpokladu, že x =1- - 1, tj . x je z definičního oboru 
nerovnice.) 

Pfi fešení této nerovnice metodou intervalu postupujeme takto: Určíme nulov 
body lineárních dvojčlenu v absolutních hodnotách 

x+ l = O=?x =-l , x - 5 = 0 =?x=5. 
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z11ac1mo je :v1 = · 1, ru2 = ú, :i: 1 < w2. (Jo Lfobn zclť'trnin! L , žo HO ztlo inmn 
vzít tak6 bod x1 = - 1, i kdy ž nepa trí do clefiničního oboru dan6 ncrovnico. 
Nulov6 body rozdelí definiční obor ncrovnice R \ {- 1} na tri intervaly 11 • 
= (- oo , - 1), 12 = (- 1; 5), 13 = (5 , +oo) (obr. 5.18) . V t echto int ervalech s 
fešená nerovnice upraví na nerovnice bez absolutních hodnot. K tomu lze využí·L 
tabulku znamének hodnot dvojčlenu x + 1 a x - 5 pro vniti'ní body x intervalťi. 

11 až 13: 

X (-oo, - 1) ( - 1; 5) (5, +oo) 

x+l - + + 
x-5 - - + 

- .1 o 1 ~ ::: -----~ 1 

1 1 
11 = (- 00,- l) 1 12= (- l , 5) 1 l3= (5 , -too) 

Obr. 5.18 

Pro x E 11 = (-oo, -1) je lx + ll = - (x + 1), lx - 51 = - (x - 5), takž 
daná nerovnice nabývá tvaru: - (x - 5) + 4(x + 1) ;::::; O, odkud x ;::::; - 3 
čili x E (- oo, -3) . Množinou všech fešení nerovnice v 11 je tedy K1 = 
= (- oo, - 1) n (- oo, - 3) = (-oo, - 3). 

Pro 12 = (-1; 5) je lx+ l l = x + 1, lx - 51 = - (x - 5), takže daná nerovnice 

nabývá tvaru: - (x - 5) - 4(x + 1) ;::::; O, odtud x 2. ~ čili x E \ ~ , +oo) . 

Množinou všech ľešení nerovnice v 12 tedy je K2 (- 1, 5) n \ ~, -1-oo) = 

= \~ , 5). 
Pro x E l3 = (5, +oo) je lx+ ll = x + 1, lx - 51 = x - 5; takže daná nerovnice 
nabývá tvaru: x - 5 - 4(x + 1) ;::::; O, odtud x ~ - 3 čili x E (-3, -1-oo) . Množinou 
všech fešení nerovnice v 13 je tedy K3 = (5, +oo) n (-3, +oo) = (5, +oo). 

Výsledek: K = K1 U K2 U K3 = (-oo, - 3) U \ ~' 5) U (5, -1-oo) = 

= (- oo, - 3) U \ ~' +oo) 

Poznámka. Tuto úlohu lze t éž fešit úpravou dané nerovnice na kvadratické nerovnice 
(viz kap . 5.10). 
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.10 
lC vndratickou nerovnici s neznámou x E R nazýváme každou ncrovnici tvaru 

ax2 + bx + c > O, resp. ax 2 + bx + c < O, 

Lcl u a, b, c jsou libovolná reálná čísla, a -/:- O. O kvadratické nerovnici se mluví také 
•· pdpa<lč, že má tvar 

ax 2 + bx + c ~ O, resp. ax2 + bx + c;::::; O. 

Rešení kvadratických nerovnic uvedených typu se provádí v oboru R takto: 
Označme D = b2 

- 4ac diskriminant príslušné kvadratické rovnice ax2 + bx + 
1 r = O (kap. 5.3). 

I. Je-li D > O, pak tato kvadratická rovnice má dva reálné ruzné kofeny 
: 1, x2 a kvadratický trojčlen ax2 + bx + c lze rozložit v součin kofenových činitelu 
1.(:1; - x 1 )(x - x 2 ). Po vydelení obou stran dané nerovnice číslem a neboli vynáso-

1 
llnním obou jejích stran číslern - (úprava (UN 4), resp. (UN 4a)) má levá strana 

a 
..: l ~kané kvadratické nerovnice tvar ( x - x 1 ) ( x - x 2 ) a k jejímu fešení stačí užít vety 
ll znaménku součinu dvou reálných čísel (kap. 2.1). Tento postup ľešení lze vý
hodne zjednodušit pomocí metody intervalu (metody nulových bodu): Nechť 
Je~ :i: 1 < x2 . Parabola, která je grafem kvadratické funkce f: y = ax2 + bx + c (a =/= O), 
protíná OSU X ve dvou ruzných bodech a Z jejího prubehu ( obr. 5.19a, b , 5.20a) vi
díme, že pro funkční hodnoty funkce f v intervalech 11 = (-oo, xi), 12 = (x1, x2), 
l:i = (x2 , +oo) platí: V každé dvojici sousedních intervalu mají opačná znaménka. 
S Lačí proto zj istit znaménko hodnoty kvadratického trojčlenu ax2 + bx + c v kte
rémkoli bode jednoho z intervalu 11 , 12 , 13 (nejjednodušeji v bode x = O, pokud 
je x 1 =/= O, x2 =/= O). Odkud pak již plynou znarnénka hodnot tohoto trojčlenu ve 
všech ostatních bodech techto intervalU, čímž je určeno rešení dané kvadratické 
11 crovnice. 

a) 
y 

o 

G;> 

G;> 
(-oo, x1) 

1 

1 

1 
1 .....__, 1 

G;> 

X 

i e i G:> ::: 
x1 (x1 , x2) x2 (x2 ,+oo) 

b) 
y 

o 

e 

e 
(- oo , xi) 

Obr. 5.19 

1 

1\ e 
1 

1 

1 1 

X 

1 G:> 1 • e ::: 
X1 (x1, x2) X2 (x2,+oo) 
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11 

D >O :c 
X 

b) 
y 

X 1 = X2 X 

D = O 
X 

c) 
y 

X 

D < O 

o X 

Obr. 5.20 

II. J e-li D = O, pak kvadratická rovnice ax 2 + bx + c = O má jediný dvojnásobný 
kofen x 1 , takže je ax2 + bx + c = a(x - x 1 )

2 
a pro každé x E R platí: J e-li a > O, 

je a(x - x 1 )
2 ~ O, je-li a < O, je a(x - x 1 )

2 ~ O, pl'ičemž rovnost nule nastává 
(vzhledem k tomu, že a =/= O) jenom tehdy, když x = x1 . V grafickém znázornení 
to znamená, že parabola, která je grafem kvadratické funkce f: y = ax 2 + bx + c, 
se dotýká osy x, všechny ost atní body paraboly leží nad osou x anebo pod ní 
(obr. 5.20b). 

III. J e-li D < O, pak kvadratická rovnice ax2 + bx + c = O nemá žádný re
álný kofen, tj. parabola , jež je grafem kvadratické funkce f: y = ax 2 + bx + c, leží 
celá nad osou x , resp. pod osou x (obr. 5.20c). Stačí proto k určení fešení kvad
ra tické nerovnice zjistit znaménko hodnoty kvadratického troj členu v kterémkoli 
bode x E R, nejjednodušeji napr. v bode x = O. 

Poznámka. K témuž výsledku lze též dospet na základe doplnení kvadratického trojčlenu 

ax 2 + bx + c na „úplný čtverec" (kap. 3.1). Upravíme-Ii kvadratickou nerovnici vydelením 
obou jejích stran číslem a =f. O, pak diskriminant príslušné normované kvadratické rovnice 
x 2 + px + q = O je D = p 2 

- 4q a doplnením kvadratického trojčlenu x 2 + px + q na „úplný 

čtverec" dostáváme x 2 + px + q = ( x + ~) 
2 

- ( ~) 
2 

+ q = ( x + ~) 
2 

_ q 
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. 1. • 1 i I 1ľ1, tl11 < O, pak pro ka·/,d(; :i; C R je '.1;
4 1 1J ~ 1; 1 </ > O . 

OV.sledky: 

h vad ra tická nerovnice x2 + px + q > O s neznámou x E R a s reálnými koeficienty 
/) , 11 rná pro D < O nekonečne mnoho fešení x E R (tedy K = R) a kvadratická 
11 \' rovnice x2 + px + q < O nemá za týchž predpokladu v oboru R žádné fešení 

1.c<ly K = 0). 

Príklady rešení kvadratických nerovnic 
l . Rešt e v oboru R kvadratickou nerovnici x

2 
+ x - 2 < O. 

Rešení 
Diskriminant príslušné kvadratické rovnice je D = 1 + 4 · 2 = 9 > O, takže ta to 
rovnice má dva reálné ruzné kofeny X1 = - 2, X2 = 1 a platí 

x2 + x - 2 = (x + 2)(x - 1). 

Rešenou kvadratickou nerovnici lze proto vyjádl'it ve tvaru 

(x+ 2)(x - 1) < 0. 

T uto nerovnici mužeme fešit uvedenými dvema zpusoby: 
1. zpusob fešen í (užitím vety o záporném součinu dvou reálných čísel) 
Součin (x + 2)(x - 1) je záporný, práve když vet ší z čísel X+ 2, X - 1 je kladné 

a menší z nich je záporné, tedy 

X + 2 > 0 /\X - 1 < 0. 

Odtud: x > - 2 /\ x < 1 neboli - 2 < x < 1, tj . x E (- 2; 1). 

Výsledek: K = (- 2; 1) 

Poznámka. Vzhledem k tomu, že použité úpravy fešené kvadratické nerovnice byly 
ekvivalentní, není nutnou součástí fešení zkouška. Mužeme ji však provést (analogicky 
jako u lineárních nerovnic) zavedením vhodného pomocného parametru. Položíme x = 
= - 2+ a , kde a E (O; 3) je pomocný parametr (krajní body intervalu pro a byly získány 
takto: x = x

1 
= - 2 odpovídá a = O, x = x2 = 1 odpovídá a = 3). Dosazením do lev· 

st rany fešené nerovnice dostáváme 

L = (- 2 + a)2 + (- 2 +a) - 2 = a 2 
- 3a = a(a - 3) < O 

pro každé a E (O; 3). Tedy je L(x ) < O pro každé x E (- 2; 1). 

2. zpusob fešen í (metodou intervalu) 
Nulové body kvadratického troj členu (kofeny príslušné kvadratické rovni 
x

1 
= - 2, x

2 
= 1 (x 1 < x 2 ) vymezují na číselné ose intervaly 11 = (-

12 = (- 2; 1), 1
3 

= (1 , + oo), jež jsou graficky znázorneny v obr. 5.21. Zvolím 
libovolný bod x

0 
E R \ {- 2; 1} a vypočteme v nem hodnotu kvadratického t roj

členu P
2

(x) = x 2 + x - 2, napr. pro x 0 = O dost áváme P2 (0) = - 2 < O. ProL 
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a) 

54 

1 -
1 1 

11 = (- oo, 2) i i l ~ = ( l , +oo) 
12= (- 2, l ) 

Obr. 5.21 

j e O E 12, bude P2(x) < O pro každé x E 12 (zatímco v sousedních intervalech 
l 1 , 13 pro každé x bude P2 ( x) > O). Dospíváme tedy k tém už výsledku jako pi'i 
1. zpusobu fešení. 

Souvislost ( ekvivalentnost) obou zpusobu i'ešení plyne ze znaménkové analýzy 
kofenových činitelu a kvadratického trojčlenu P2 (x) v uvedených dílčích inter
valech 11 , 12, l3: 

X (-oo, - 2) (-2; 1) (1 , +oo) 

x+2 - + + 
x- l - - + 
P2(x) + - + 

Poznámka. Grafické fošení dané kvadratické nerovnice lze provést dvema zpusoby 
podle obr. 5.22a, b. (V obr. 5.22a je fošena v daném anulovaném tvaru x 2 + x - 2 < O, 
v obr. 5.22b je fošena ve tvaru x 2 < -x + 2 získaném ekvivalentní úpravou.) 

y b) y 

X 

Obr. 5.22 

Di1'krimin anl príslušné kvadratické rovnice je D = 25 - 28 = - 3 < O, takže 
ľovni cc nemá žádné reálné kofeny, a tedy kvadratický troj člen P2 (x) = x2 + 
1- 5x + 7 nelze rozložit v R na součin kofenových činitelu . Vypočteme-li hodnotu 
'2 (x ) pro libovolne zvolené číslo x 0 E R, napr. pro x 0 = O, je P 2 (0) = 7 > O. 

Odtud p lyne, že je P2 (x) > O pro každé x E R. (Graficky to znamená, že 
parabola, jež je grafem funkce f : y = x 2 + 5x + 7, leží celá nad osou x.) 

Výsledek: K = R. K tomuto výsledku lze dospet též na základe doplnení kvad
ratického troj členu P2 (x) na „úplný čtverec". 

( 5) 
2 

25 ( 5) 
2 

x 2 +5x+7= x+ 2 - 4 + 7 = x+ 2 + 0,75 

Po této úprave fešená nerovnice nabývá tvaru 

(X+~ r + 0,75 > 0, 

což je splneno pro každé x E R. 

l'oznámka. Užitím doplnení kvadratického trojčlenu na „úplný čtverec" lze fešit též 
k·vadratickou nerovnici s diskriminantem D ~ O tak, že ji pomocí t éto úpravy pfevedeme 
to n lineárni nerovnici s absolutní hodnotou . 

Ilustrujme to na pfedcházejícím pffkladu 1: Ekvivalentními úpravami postupne 

( 1) 2 

g ( 1) 2 

g 1 11 dostáváme x 2 + x - 2 < O .;=? x + 2 - 4 < O .;=? x + 2 < 4 .;=? x + 2 < 

< ~ .;=? - ~ < x + ~ < ~ a odtud: -2 < x < 1 čili x E (- 2; 1). Dospeli jsme tedy 

k témuž výsledku jako pfi zpusobu fešení na str . 253, jenž je obvykle užíván, neboť 
vede rychleji k cíli. 

Príklady rešení složítejších nerovníc prevedením na kvadratické nerov
nice 

1. Určete prípustná x E R, pro která platí 

2x - 5 
X+ 2 < 3. 

Rešenf 
Daná nerovnice má definiční obor O = R \ {- 2}. Obe strany dané nerovnice 
vynásobíme číslem (x + 2)2 > O. (Je to výhodnejší než násobit číslem x + 2, 
neboť pak bychom museli rozlišit dva prípady: a) x + 2 > O, b) x + 2 < O.) 
Dostáváme 

(2x - 5)(x + 2) < 3(x + 2) 2 
. 
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Ih okvlvnloHL11í v 

2x2 
- x - 10 < 3x2 + 12x + 12 

x2 + 13x + 22 > O 

(x + 2)(x + 11) > O. 

Součin (x + 2)(x + 11) je kladný, jsou-li buď obe čísla x + 2, x + 11 kladna, 
piičemž stačí brát menší z nich, tj. platí-Ii x + 2 > O čili x > - 2, nebo json
-li obe čísla x + 2, x + 11 záporná, piičemž stačí brát vetší z nich, tj. plati-H 
. 'Ľ + 11 < 0 čili X < - 11. 

Výsledek: K = (-oo, - 11) U (-2, +oo) 
Provedeme zkoušku zavedením pomocného parametru: J e-li x > - 2, položím 
x = - 2 + a, kde a > O. Dosazením do levé strany nerovnice dostáváme 

2a - 9 9 
L( - 2 + a) = - -= 2 - -, P(- 2+a) = 3, L( - 2+a)<P(- 2+a). 

a a 

J e-li x < - 11 , položíme x = - 11 - a, kde a > O. Dosazením do levé strany 
nerovnice dostáváme 

L( - ll - a) = - 2a - 27 = 2a+27 = 2(a + 9)+9 = 2 + _9_ 
- a - 9 a + 9 a + 9 a + 9 

P(-11 - a) = 3, L(-11 - a) < P(-11 - a) . 

Jiný zpusob fešení 
2x - 5 - X - 11 

Danou nerovnici upravíme na tvar --- - 3 < O čili < O Odtud 
x+2 x+2 

po vynásobení číslem - 1 plyne nerovnice x + 11 > O, jejíž iešení je totéž jako 
x+2 

fešení získané 1. zpusobem, neboť pro x -=f. - 2 platí 

X -1- 11 
--

2 
> O{::} (x + 2)(x + 11) > O. 

x+ 

2. Rešte v oboru R nerovnici 

2lx + 31 ;;;; 10 - x2
. 

R ešení 
Nejprve určíme nulový bod lineárního dvoj členu v absolutní hodnote: 

X -1- 3 = 0 °* X = - 3 

Tento bod rozdelí množinu R = (-oo, +oo) na dva intervaly 11 = (-oo, - 3) , 
12 = (-3, +oo) (obr. 5.23), v nichž danou nerovnici s absolutní hodnotou lze 
pievést na odpovídající nerovnice bez absolutní hodnoty. 

Pro x E 11 = (-oo, - 3) je x < - 3 '* x + 3 < O '* lx+ 31 = - (x + 3), takže 
daná nerovnice nabývá tvaru 

-2(x + 3) ;;;; 10 - x2 {::} x2 - 2x - 16 ;;;; O. 
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1,„ ( , :1) 
1 
1 

i 

,li 

12= (- 3,+ 

Obr. 5.23 

Rešením jsou všechna taková x, pro než platí X E (-oo, - 3) a zároveň 
:i; E (1 - vf[7, 1 + vfi7). Množina všech techto iešení je K1 = (-oo, - 3) n 
n (1 - VI7, 1 + VI7) = (1- VI7, - 3) . 

Pro x E 12 = (-3, +oo) je x ~ - 3 '* x + 3 ~ O '* lx + 31 = x + 3, takže daná 
nerovnice nabývá tvaru 

2(x + 3) ;;;; 10 - x2 {::} x2 + 2x - 4 ;;;; O. 

Rešeními jsou všechna taková X ' pro než platí 

XE (-3, -1-oo) !\XE (-1 -vf5, - 1 -1- vf5). 

Množina všech techto iešení je K2 = (-3, +oo) n ( - 1 - vf5, - 1 + vf5) 

= (-3, - 1 + vl5). 

Výsledek: K = K1 U K2 = (1 - vf[7, - 3) U (-3, - 1 + vf5) = 

= (1 - VI7, -1 + vl5) 

3. Rešte v oboru R nerovnici 

l ~\;;;;4. x+ l 

Rešení 
V kap. 5.9 jsme tuto nerovnici iešili metodou intervalu , pomocí níž jsme danou 
nerovnici pievedli na iešení lineárních nerovnic. Nyní ukážeme dva zpusoby, 
jimiž ji lze pievést na iešení kvadratických nerovnic. 

1. zpusob fešení 
Pro x -=f. - 1 platí 

-- :::; 4 {::} - 4 :::; - - :::; 4. 
\
x - 5\ x - 5 
x+l - -x+ l-

Odtud po ekvivalentních úpravách dospejeme k soustave kvadratických nerov-

nie: 

(X - ~) (X -1- 1) ~ Q !\ (X -1- 3) (X -1- 1) ~ Q pro X -j. - 1 

Rešením této soustavy (konjunkce) kvadratických nerovnic jsou všechna 

x E (- oo, - 3) U \ ~ , +oo). Dospíváme k témuž výsledku jako pfi iešení 

v kap. 5.9. 
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Z1J'Ú.9o u fescn 
Ncjprve se upraví fcšcná ncrovnicc na ckvivalcnLní Lvar bez zlomku a ooL<'.l r11• 

umocní, čímž se dospívá k ekvivalentní kvadr 
oboru R \ {- 1}: 

lx - 51 ~ 4lx + l l 

(x - 5) 2 ~ 16(x + 1)2 

15x2 + 42x - 9 ~ O 

5x2 + 14x - 3 ~ O 

5 (X - ~) (x + 3) ~ 0 

Odtud: x ~ ~ V x ~ - 3 čili x E ( -oo, - 3) U ( ~ , +oo) . Dostali jsme tedy opčt 
týž výsledek jako u obou pi'edcházejících zpusobu i'ešení. 

P.fíklady rešení kvadratické nerovnice s parametrem 

1. Rešte v oboru R nerovnici s neznámou x a s reálným parametrem q: 

x2 + 2x + q > O 

R ešení 
Diskriminant príslušné kvadratické rovnice je D = 4 - 4q = 4(1 - q). 

Diskuse fešení: 
J e-li D > O čil i q < 1, pak kvadratická rovnice x2 + 2x + q = O má dva reáln 
ruzné koi'eny X 1 = - 1 - .Jl=q, X2 = - 1 + .Jl=q, X1 < X2, takže danou 
nerovnici lze pi'epsat v ekvivalentním součinovém tvaru (x - x 1 )(x - x2 ) > O 
a jejím i'ešením jsou všechna x E (-oo, x 1 ) U (x2 , +oo). 

J e-li D = O čili q = 1, pak x2 + 2x + q = (x + 1) 2
, takže daná nerovnice má 

tvar (x + 1)2 > O a je splnena, práve když x E R \ { - 1}. 

Je-li D < O čili q > 1, pak po doplnení kvadratického troj členu na „úplný 
čtverec" nabývá daná nerovnice tvaru (x + 1)2 + q - 1 > O, a je tedy splnena 
pro každé X E R. 

Výsledky diskuse fešení shrneme v tabulce: 

Hodnoty parametru Množina všech koi'enu nerovnice 

q < 1 K = (-oo, - 1 - .Jl=q) U (- 1 + .Jl=q, +oo) 
q = l K = R \ {- 1} 

q > l K = R 
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1iln'lzá11 0 v o br. 5.24. Pro konkróLn! Ji oclnoLy param 

do u m ohli zfska L prib ližná fošcnl nerovnice. 

01 

f 
1 

1 

v 
1 

y 

X2 

- 1 

Obr. 5.24 

y =-q 
(q< l ) 

X 

y= - q 
(q = l ) 

y =-q (q> l ) 

.ešte v oboru R nerovnici s neznámou x a s reálným parametrem m: 

(m - l)x2 
- 2(m + l )x + m - 3 > O 

l'?.ešení 
.Jc-li m - 1 = O čili m = 1, daná nerovnice je lineární: 

- 4x - 2 > O q 2x + 1 < O 

a jejími i'ešeními jsou všechna x < - ~. 
.Je-li m - 1 =/= O čili m =/= 1, daná nerovnice je kvadratická s diskriminantem 
príslušné kvadratické rovnice: 

D = 4(m + 1)2 
- 4(m - l )(m - 3) = 24m - 8 = 8(3m - 1) 

Diskusi fešení provedeme analogicky jako v pi'edcházejícím príklade, pľičemž 

rozlišujeme tyto prípady: 

D > O čili 3rn - 1 > O /\ rn =!= 1 neboli rn E ( ~; 1) U (1, +oo), 

1 
D = O čili 3m - 1 = O neboli rn = 3, 

D < O čili 3m - 1 < O neboli m E ( -oo, ~ ) . 
r: 



ýsledky d'iskusc 1~e/Jmd Ml1 nio 1Ji O v Lnhulco: 

Hodnoty parametru 

m E ( -oo, ~ ) 

mE (~ ; l) 
m = 1 

m E (1, +oo) 

Množina všech koi'enu. ncrovnicc 

K= 0 

K = ( m + 1 - ý'6m - 2 m + 1 + J6m - 2) 
m - 1 ' m - 1 

K = ( -oo, - ~) 
K= -oo U ( 

m + 1 - ý'6m - 2) 
' m - 1 

(
m + 1 + ý'6m - 2 ) 

U ,+oo 
m - 1 

5.11 Další druhy nerovnic 

lracionální nerovnice 

lracionální nerovnice s neznámou x E R jsou nerovnice tvaru f(x) < g(x) 
resp. f(x) > g(x) nebo J(x) ~ g(x), resp. f(x) ;;::; g(x), kde f, g jsou algebraíck" 
funkce, z níchž alespoň jedna je iracionální. 

Iracionální nerovnice se i'eší zpravidla tak, že se umocnením pi'evedou na i'ešení 
racionálni nerovnice. V nekterých piípadech usnadní i'ešení iracionálni nerovnio· 
použití substituce za vhodne zvolený iracionální výraz s neznámou. 

Príklady rešení iracionálních nerovnic 
1. Rešte v oboru R iracionální nerovnici 

V6 - X < 3x - 4. 

R ešení 
Aby nerovnice mela i'ešení , musí být splneny podmínky 6 - x ~ O /\ 3x - 4 > O, 

odtud ~ < X ;;::; 6 čili X E ( ~; 6). 
Za tohoto predpokladu lze danou nerovnici umocnit : 

6 - X < (3x - 4) 2 

a po úprave na anulovaný tvar: 

9x2 
- 23x + 10 > O -R (x - 2) ( x - ~) > O. 

Rešeními t éto nerovnice jsou všechna x < ~ V x > 2, tj. x E 

U (2, + oo). 

Výsledek: K = ( ~ ; 6) n [ ( -oo, ~) u (2 , +oo)] = (2 ; 6) 

60 

I 

( -oo, ~) U 

vnici 

Jx 2 
- 5x - 24 > x + 2. 

l?.ešen í 
/\by odmocnina v nerovnici mela smysl, musí být x2 

- 5x - 24 ~ O, odtud 
:1: ;;::; - 3 v X ~ 8 čili X E (-oo, - 3) u (8, +oo ). 

~•) Pro x E ( -oo, - 3) je daná nerovnice zrejme splnena vždy, neboť je pak 
x + 2 < O. Získáme tedy 1. dílčí výsledek K1 = (-oo, - 3). 

IJ) Pro x E (8, +oo) je x + 2 > O, takže obe strany dané nerovnice jsou nezá
porné a jejím umocnením dostáváme nerovnici 

x2 
- 5x - 24 > (x + 2) 2 

, 

jejímiž i'ešeními jsou všechna x < -
2

9
8 čili x E ( -oo, -

2

9
8

) . 2. dílčím 

výsledkem je tedy K2 = (8, +oo) n ( -oo, -
2

9

8
) = 0. 

Výsledek: K = K1 u K2 = ( - oo, - 3) 

Algebraické nerovnice vyššího stupne 

Budeme uvažovat algebraické nerovnice tvaru Pn(x) > O, resp. Pn(x) < O 
llll'ho Pn(x) ~ O, resp. Pn(x) ;;::; O, kde Pn(x) je mnohočlen stupne n f; 3. 

Pfi jejich i'ešení rozlišíme dva piípady a), b): 
a) Prípad, kdy levá strana nerovnice má tvar 

Pn(x) = (x - x1)(x - X2 ) ... (x - Xn ), 

kde X1 , X2, .. . , Xn jSOU vesmes ruzná reálná čísla (koi'eny algebraické rovnice 
1
11 (:c) = O) . Pro určitost budeme o nich pi'edpokládat , že jsou v tomto uspoi'ádání: 

X1 < X2 < . . . < Xn - 1 < Xn 

>stup i'ešení algebraických nerovnic typu a) metodou intervalu (metodou nu
lnvých bodu): 

fo'\ ~ /© 
e;xix;\e ' ;~-~ x'n .~ 

Obr. 5.25 

Na číselné ose (obr. 5.25) zobrazíme čísla x1, x2 , . .. , Xn a uré1me zna-
111h1ka polynomu Pn(x) v jimi vymezených intervalech (-oo, x1) , (x1, x2 ), ... , 
,„„ - 1 , Xn), (xn, +oo). Pi'itom postupujeme tak, že zvolíme libovolné číslo Xo v ne-

111.<' rém z techto intervalu (nejjednodušeji číslo x0 = O, pokud není koi'enem rovnice 
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Poznámka. Pfi mot.ivaci postupu ľešení metodou intervalô jsme sc odvolávali Il t~ /". ' • • 

wclrický názor , exaktní od vození lze p rovést buď prostfodky matema lické analýzy, '" I ,; • 
117.i l írn t ech to elementárních vet: 

1. Vx , r1, E R: x > a => x - a > O, x <.a => x - a < O. 
. ._ So 11 č in libovolného počtu kladných čísel je číslo kladné. Součin sudého poč t,11 ~· "I'"' 
11 .ý d1 číse l je číslo kladné. Součin lichého počtu záporných čísel je číslo záporn<Í. 

(Vč ty jsou dusledkem základních vlastností reálných čísel , viz kap. 2.1.) 

Pfílda.d f ešení algebraické nerovnice typu a) m etodou intervalu 
Rošte v oboru R nerovnici 

(x - 3)(x + 2)(1 - x) ~ O. 
šení 

Obe strany nerovnice (x - 3)(x + 2)(1 - x) ~ O vynásobíme (- 1) a upraví:rJ1 u ii 
tak na tvar (x + 2)(x - l)(x - 3) ~ O; označme P3(x) = (x + 2)(x - l) (x - :1) 

Kofeny rovnice P3(x) = O jsou čísla x 1 = -2, X2 = 1, X3 = 3 ( x1 < X2 < x3), .i•"1, 
vymezují intervaly (-oo, - 2) , (- 2; 1) , (l; 3), (3, +oo) ( obr. 5.26). Protože P3(0 
= 6 > O=? P3(x) > O pro všechna x E (- 2; 1). V dalších intervalech se znamé'i ilíll 

'.i (x) sti'ídají (obr . 5.26) . 

P3(x) : e ® e ® 
- P3(x) : 

® - 2 e o 1 ® 3 e X 

Obr. 5.26 

Odtud plyne, že všechna fešení nerovnice P3(x) ~ O , a tedy i dané nerovnice, js011 
tato: 

XE (-2; 1) v X E (3, +oo) čili XE (-2; 1) u (3, +oo). 

Výsledek: K = (- 2; 1) U (3, +oo) 

b) Prípad, kdy polynom Pn(x) má tvar součinu lineárních dvojčlenu tvaru 
c - X 1 ) kde Xi jsou všechny reálné ko.ľeny polynomu Pn (X) ) z nichž nekteré si m 
ltc)lt být rovny, a kvadratických trojčlenu tvaru x 2 + PJX + qj, jež nelze v R rozložil, 
tm lineární dvojčleny (tj . kvadratické rovnice x2 + PjX + qj = O mají diskriminanty 

.i < O, a nemají tedy i'ešení v R) . 
Algebraické nerovnice tvaru b) i'ešíme tak, že je vhodnými ekvivalentními úpra

vn11 ti pi'evedeme na tvar a), kde lze k fešení užít metody intervalU. 

P1>:íklad fešení algebraické nerovnice tvaru b) metodou intervalu 
,cii le v oboru R nerovnici 

x(x + 2)(x - 1)3 (x 2 + 1) > O. 

l)tu10n 11.crovnici vydčlímo pro ~c ~ 1 výrazom (polynorn01n) (x - 1)2 C1;~ 1- 1) > O 
(okvivnlon lní úprava UN 4) a získanou nerovnici i'ešíme užitím metody intervalU ; 
1111H Lává mo: 

x E (- 2; 0) U (1, +oo) 

1Í8ledek: K = (- 2; O) U (1, +oo) 

} 1oznámka. J e ovšem možné t éž prímé fošení algebraických nerovnic bez užití metody 
11 l1:rvalu. Bylo by to však zrejme komplikovanejší, což si čtenár muže oveľit na pľíkladech . 
i lt't lc poznamenejme, že v uvedených typech algebraických nerovnic a), b) jsme se omezili 
11 11 pr ípady, kely polynom Pn(x ) má normovaný tvar, tj. je v nem pfi xn koeficient 1. Pokud 
liy lomu tak nebylo, danou algebraickou nerovnici snadno pľevedeme na normovaný tvar 

Jojí1n vydelením koeficientem pri xn, tj. číslem an =1- o. 

Dále budeme uvažovat nerovnice se zlomky tvaru 

Pn(x) 
Qm(x) > O (nebo se znaky ~' <, ~) , 

kd<' Pr,(x) , Qm(x) jsou polynomy stupne na m v normovaném tvaru. 
P:fi jejich i'ešení v oboru M C R, ve kterém pro každé x E M je Qm(x) -1- O, lze 

postupovat takto: Danou nerovnici vynásobíme výrazem (mnohočlenem) [Qm(x)]
2

. 

'ľíin ji pi'evedeme na ekvivalentní algebraickou nerovnici výše uvedeného tvaru a), 
ľ<'H p. b). 
Príklad fešení nerovnice se zlomky 

1 V oboru M = R \ {3} i'ešte nerovnici 

(x + 2)x2 (x - 1)
3 

S O. 
x - 3 -

l?ľiiení 

N t~jprve budeme uvažovat rovnici 

(x + 2)x2 (x - 1)3 

-'----'----'----''- = o. 
x - 3 

'ľrilo rovnice má koi'eny x 1 = -2, x2 = O, X3 = l. 
Dále budeme i'ešit nerovnici 

(x + 2)x2 (x - 1)3 

< o. 
x - 3 

Vy t1 ásobíme ji výrazem (x - 3)2 > O a tím ji upravíme na součinový tvar 

(x + 2)x2 (x - 1)3 (x - 3) < O. 

'!\ tlo nerovnici vydelíme výrazem x2 (x - 1)2 > O (p.ľedpokládáme, že x -1- O /\ 
/\ :r; -1- 1), čímž dospíváme k nerovnici 

(x + 2)(x - l )(x - 3) < O, 
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k LOľn ti 11t'Afll10 l lllJLodo ti 

,; E (- oo, - 2) U (l ; 3). 

Výstedek: Daná ncrovnicc (sc znakcm ~) má množi1111 všcch k 
K = (- oo, - 2) U (l ; 3) u {- 2; O; l} = (- oo, - 2) U [O} U (1; 3) 

e Ef) e 

11;1111'1 11 1 

P3 (x): 
~......;....:.-~~~~~-o-~~~~-o-~--o.~~~~o0-~~~~~----

- 2 o 1 3 ,, 

Obr. 5.27 

Expon enciální a logaritmické nerovnice 

Expone nciální nerovnicí s neznámou x E R nazývamo 111 1 -~ · v ' "' 
ax < b, resp. ax > b, popi' . af(x) < a9(x), resp . af(x) > a9(x) nolio 11 

a.r ~ b, popi'. af(x) ~ ag(x), resp. af(x) ~ a9(x), kde x E R+ \ {l} , ú 
konstanty, f , g jsou dané polynomické funkce. 

Reší se v oboru R s využitím vlastností exponenciálních funkcí (1<1 1.f' , 11 ;1) 

Príklady rešení exponenciálních nerovnic 

L Rešte v oboru R nerovnice 

a) 2x < 2, 

Ŕešení 

b) 2x > 4, c) 2x ~ 3. 

Užijeme vlastností exponenciální funkce o základu a = 2, tj. a > l : 

a) 2x < 2 {:=> 2x < 21
, odtud x < 1, tj. K = (-oo, 1) , 

b) 2x > 4 {:=> 2x > 22
, odkud x > 2, tj. K = (2 , +oo), 

c) 2x ~ 3 {:=> 2x ~ 210
g 2 3

, odkud x ~ log2 3, tj. K = (-oo, log
2 

3) . 

Výsledky: a) K = (-oo, 1), b) K = (2, + oo), c) K = (-oo, log
2 

3) 

2. Reš te v oboru R nerovnici 

25x - 2 < 2. 

ltešení 

Užijeme vlastností složené exponenciální funkce f: y = 2u, u = ,'.h ., 

2
5
x- 2 < 21 

{:=> 5x - 2 < 1 odkud x < ~ ) 5 

Výs tedek: K = ( - oo, ~ ) 

3. V oboru R i'ešte nerovnici 

( ~) 5x-2 ~ ( ~) 3x+4 

. ti 

l 
o zákla du a = '2, tj . O < a < 1: 

( 'l ' n .•. ~ ( ~ ) ::ia;-I-'' {:=> 5x - 2 ~ 3x + 4, odkud x 2':. 3. 
- 2 - -

'11 : K (a 1-

ne rovnici 
25x < 6 · 5x - 5. 

vtúci upravíme na ekvivalentní tvar 

52x - 6 · 5x + 5 < O. 

1•r;1\i1 , 111 11 10 Hnbstituci 5x = y > O a dostaneme k vadratickou nerovnici 

2 y - 6y + 5 < o, 

l i' Jll!f M1>1ií 11j ! všechna y , pro než platí 1 < y < 5 . P odle substitučního vztahu 
ii 11il 11ly 110 

1 < 5x < 5 {:=> 5° < 5x < 51
, a t ed y O < X < l. 

1 1 l 111kkou nerovnicí s neznámou x E R nazýváme nerovnici tvaru 
/J 1 resp . loga f (x) > b, popi'. loga f( x ) < loga g(x), resp . loga f (x) > 

(,r) 1who loga f (x ) ~ b, resp. loga f (x ) > b, popi'. loga f (x) ~ loga g(x), 
(.1' ) ;;> loga g(x ), kde a E R+ \ {l} , b E R j sou dané konstanty, f , g jsou 

ly1111111ické funkce. 
! 1m v oboru R s využitím vlastností logaritmických funkcí (kap. 4.3) defino-

11 11111 1110 p ro kladné argumenty. 

x) > O, b) log (1 - x) < - 2. 

1 
11 ri llrn 11c vlastností logaritmické funkce o zákla du a= 10, tj. a > l ; 

( ! :c) > O {:=> 1 - x > 1 (tehdy je také 1 - x >O) , odkud -x > O čili 

' () ' 

hia ( J :c) < - 2 {:=> O < 1 - x < .10- 2
, odkud 0,99 < x < 1. 

/n l/,:u: a.) K = (-oo, O), b) K = (0,99; 1) 

' ll I'< foš te nerovnici 
x - l 

log - - < o_ 
x+ l 
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tr~8 <J 11 t 

.Jak pJync z vlas lno::i tí logaritmick6 ľunkcc o základu a = lO > O, 
lllická ncrovnice bude splnčna pro taková x E R, pro ktcrá platí 

x - l x - l 2 
O< -- < 1 čili -- > O A --- < O. 

x+ l x+l x -1- 1 

Ocltud plyne, že x + 1 > O a také x - 1 > O, a tedy x > 1. 

Výs ledek: K = (1 , +oo) 

3. Rešte v oboru R nerovnici 

lnx2 ~ ln(5x - 4). 

Rešení 

vlastností pi'irozené logaritmické funkce (o základu e) plyne, že daná loga1.i l. 
mická nerovnice je splnena pro taková x E R, pro než platí soustava nerovni.c: 

O < x
2 
~ 5x - 4 {:? x

2 
- 5x + 4 ~ O A x =J O{:? (x - l)(x - 4) ~ O 

Výsledek: K = (1; 4) 

Goniometrické nerovnice 

Goniometrickou n er ovnicí s neznámou x E R nazýváme nerovnici tvar 11 
g(x ) < c, resp. g(x) > c nebo g(x ) ~ c, resp. g(x) ~ c, kde g(x) je goniometricky 
výraz s premennou x a c E R je konstanta . 

Príklady rešení goniometrických nerovnic 

1. Určete všechna reálná čísla x, pro než platí 

COS X> 

Rešení 

1 

2 

1 Protože platí / cos x/ ~ 1, musíme i'ešit soustavu nerovnic 
2 

< cos x ~ 1. V in-

. 1 n n v 

tervalu ( - n, n) Je cos x = 2 pro x = - 3 a pro x = 
3

, cos x = 1 pro x = O, takz 

t éto soustave nerovností vyhovují všechna x E ( -i; i). V oboru R jí vyhovují 

( vzhledem k periodicite funkce cos x) všechna x E ( - i + 2kn, i + 2kn) , kd 
k E Z. 

Výsledek: K = LJ (C6k - 1)'.::, (6k + 1)'.::) 
k E Z 3 3 

2 . Určete všechna reálná čísla x, pro než platí 

2 sin 
2 
x + 3 sin x - 2 ~ O. 

6 

y =- sin :i; closLávárnc kvadraLickou ucrov11ici 

2y2 + 3y - 2 ~ o {:? 2(y + 2) ( y - ~) ~ o. 

1 
Tato nerovnice má fošení: y ;:; - 2 a 2 ;:; y ;:; 1 ( neboť y = sin x ;:; 1). 

Zpetným užitím substitučního vztahu dostáváme odtud nerovnici sin x ~ - 2, 
1 

které nevyhovuje žádné x E R, a soustavu nerovnic 2 ~ sin x ~ 1, jež je splnena 

pro všechna 

x E ( ~ + 2kn, ~rr + 2krr) , kde k E Z. 

Výsledek: K = LJ ( (12k + 1) ~ , (12k + 5) ~) 

5.12 

k E Z 

Rovnice a soustavy rovnic s více 
neznámými 

Pojem rovnice s jednou neznámou (kap. 5.1) zobecníme na rovnici s n nezná
mými X1, X2, . .. , Xn (n E N): 

L(x1, X2 , ... , Xn) = P(x1, X2, . .. , Xn), 

jcjíž levá strana L(x1 , x2 , ... , Xn) a pravá strana P(x1 , X2, ... , Xn) jsou 
výrazy s promennými (neznámými) x1 , x 2 , .. . , Xn (speciálne to mohou být kon

:-i lanty) . Tato rovnice vyjadruje úlohu: Určit všechny uspoi'ádané n-tice 
[:c1 , x2 , .. . , xn] čísel z daného číselného oboru M (M C R, resp. M C C) , jež 
:-i p lňují rovnici , tj . po dosazení do ní dostáváme pravdivý výrok (rovnost). Každou 
Lakovou usporádanou n-tici [x1 , x2 , ... , Xn] nazýváme rešením rovnice; stejným 
11 ázvem se označuje též postup jejího určování. (Použitý význam slova fošení plyne 
vždy z kontextu.) 

l'oznámka. V prípade rovníc se dvema, resp. ti'emi neznámými značíme neznámé často 
:1:, y , resp . x, y, z . 

P ·ríklady algebraických rovníc s více neznámými 
Lineární rovnice s n neznámými x 1 , x2, ... , x 11 je každá rovnice tvaru 

a1X1 + a2x2 + . . . + anXn = b, 

kel e a 1 , a 2 , ... , an jsou číselné koeficienty z oboru R, resp. C, z nichž aspoň jeden 
je rúzný od nuly a b je číslo z t éhož číselného oboru. 
Kvadratická rovnice se dvema neznámými x, y je každá rovnice tvaru a1x2 + 
1 a 2y2 + a 3xy + a 4 x + a 5y = b, kde a 1, a 2, ... , a 5 jsou číselné koeficienty z oboru R, 
resp. C, phčemž aspoň jeden z koeficientú a 1 , a 2 , a3 je rúzný od nuly a b je konstanta 
'/. téhož číselného oboru. 
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Soustavy rovníc s více neznámými 

Zpravidla nei'ešíme (v daném číselném oboru M) jednotlivé rovnice s více 111 
známými, nýbrž nekolik takových rovnic, které mají být splneny zároveň. Mluví 1111 
pako soustave rovnic se dvema, resp . více neznámými. Mezi jednotlivé rovni('. 
soustavy bychom meli psát znak /\ („a zároveň" ). Obvykle se však mezi nimi pf~( 
čárka, resp. se rovnice píší pod sebou. Rešením soustavy rovnic on neznámýc•l1 
x1, X2, ... , Xn se rozumí každá uspoi'ádaná n-tice [x1 , x2 , .. . , Xn ] čísel z danólic • 
číselného oboru M, která splňuj í zároveň všechny rovnice soustavy, tj . po dosazl'' ' ' 
do každé z rovnic soustavy dostaneme pravdivý výrok (rovnost). Množina všecl 1 
rešení soustavy rovnic je prunikem množin všech fešení jednotlivých rovnic so11 
Htavy. 

D ruhy soustav rovnic s více neznámými 

Prakticky nejduležitejší jsou soustavy lineárních algebraických rovni t: 
(s tručne dále budeme mluvit o soustavách lineárních rovnic), tj. algebraickýcl 1 
rovnic prvního stupne s neznámými x 1 , X2, ... , Xn. 

Obecneji se feší soustavy a lgebraických rovnic vyšších stupňu , na st i'eduí 
škole se ovšem omezujeme na soustavy rovnic nejvýše 2. stupne (kvadratické rov
nice) pro dve neznámé. 

Lze vytváret soustavy nealge braických rovnic , jež obsahují napr . exponen
ciální, logaritmické nebo goniometrické rovnice vzhledem k neznámým. 

Početní rešení soustav rovnic 

Metody početního i'ešení soustav rovnic užívají ekvivalentní úpravy sou
stavy rovníc , tj. takové úpravy, jimiž se nemení i'ešení soustavy. Nejduležitejší 
jsou souhrnne uvedeny v tabulce 5.3. P ri použit í pouze ekvivalentních úprav 
soustavy není zkouška nutnou součástí postupu i'ešení , ale je vhodná pro kont
rolu. 

ous t avy lineárních rovmc 

Základním typem metod i'ešení soustav lineárních algebraických rovnic jsou 
liminační m etody, jejichž podstatou je postupná eliminace (vylučování) n e

známých z rovnic soustavy. 
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Di''.-.hlod okvi tních úprnv sou~tavy rovni TE1IJ . ú.'.l 

Označc.1 ol E kvivalent ní úprava soust avy rovnic 

(USR 1) Nabrazení li bovolné rovnice soustavy rovnicí, k terá je s ní ekvivalentní, 
tj . má totéž fešení. Získává se zejména temito dvema ekvivalent ními 
úpravami: 

l. K obema stranám rovnice pi'ičteme totéž čís lo nebo výraz s neznámými, 
který je definován v celém oboru, v nemž se rovnice feší. 

2. Obe strany rovnice násobíme týmž číslem ruzným od nuly nebo výra-
zem s neznámými, který je definován a nenulový v celém oboru , v nemž 
se rovnice feší. (Stručne fíkáme, že rovnici násobím e číslem, resp . vý-
mzem.) 

(USR 2) N ahrazení libovolné rovnice soustavy součtem této rovnice a libovolné 
j iné rovnice soustavy. 

(USR 3) Dosazení neznámé nebo výrazu s neznámou z jedné rovnice soustavy do 
jiné její rovnice. 

1. Sou stava dvou lineárních rovnic se dvema neznámými 

Podle zpusobu, jímž eliminujeme (vyloučíme) jednu neznámou z nekteré rovnice 
soustavy, rozlišujeme tyto t fi metody fešení: 
t) Metoda sčítací - rovnice soustavy násobíme čísly zvolenými tak, aby se po 

sečtení vynásobených rovnic jedna neznámá vyloučila . 

1>) M etoda dosazovací (substituční) - vyjádľíme jednu neznámou z jedné rov
nice soustavy a dosadíme ji do druhé rovnice, čímž se jedna neznámá z této 
rovnice vyloučí. 

c) Metoda srovnávací - z obou rovnic vyjádríme touž neznámou, výsledky po
rovnáme a tím získáme rovnici, ve které je tato neznámá vyloučena. 

Príklad rešení soustavy dv ou lineárních rovníc s n eznámými x, y E R 

2x - y = 1 
X+ 3y = 11 

n) Rešení rnetodou sčítací 
První rovnici vynásobíme tfemi, dost áváme rovnici 

6x - 3y = 3. 

Získanou rovnici sečteme s druhou rovnici soustavy, t ím vyloučíme neznámou y 
a pro neznámou x dostáváme rovnici 

7x = 14, 

odtud po delení rovnice sedmi 
X = 2. 
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bdo lmč lzo vy lo 11č il ll Oz r 1fl,1J l0 t1 :1; vy11 Ai;o lwuhn druJ1 ó rovnica nli u 11H dvoiutt 
lci!frn s první rovnicí ; dos távámc rovni.ci 

- 7y = - 21 , 

odkud po delení rovnice mínus sedmi 

h) Rešení m etodou dosazovací 
první rovnice vyjádi'íme 

y = 3. 

y = 2x - 1 

a dosadíme do druhé rovnice; dostáváme 

7x - 3 = 11 , 

odkud 

7x = 14 čili X = 2. 

Obdobne, vyjádi'íme-li z druhé rovnice 

X= 11 - 3y 

a dosadíme do první rovnice , dostáváme 

22 - 7y = 1, 

odkud 

- 7y = -21čiliy = 3. 

c) Rešení m etodou srovnávací 

o 

Z první i druhé rovnice vyjádi'íme napr. neznámou y , dostáváme 

1 
y = 2x - 1 a y = - ( 11 - x). 

3 
Porovnáním odtud plyne rovnice 

čili 

a odtud 

1 
2x - 1 = - (11 - X) 

3 

6x - 3 = 11 - X 

7x = 14 čili X = 2. 

Po dosazení do rovnice y = 2x - 1 vypočteme y = 3. 

Výsledek: Daná soust ava rovnic má v množine R2 práve jedno ľešení [x , y) 
= [2; 3] . 

!m ušku provedeme dosazením: 

L 1 = 2·2 - 3 = 4 - 3 = 1, P1 = l , L1 = P1 
L2 = 2 + 3 · 3 = 2 + 9 = 11 , P2 = 11 , L2 = P2 

rr.u- v--"' -~ , •-.. 

usla.vy rov nic se dvčma neznámými x, y E R lzc rovnčž foš.il graficky. Vy
cházíme pritom z pozna tku , že množinou všech bodu, jejichž kartézské soufadnice 
splúnjí lineární rovnici, je pf ímka. Jestliže sestrojíme pfímky, které graficky zná
zorňují v soustave kartézských soufadnic Oxy obe dané lineární rovnice, pak body 
jejich pruniku mají soufadnice, jež pfedstavují fešení soustavy techto lineárních 
rovnic. Pritom dve pfímky v rovine mohou být navzájem buď ruznobežné, nebo 
rovnobežné ruzné, anebo splývající, takže platí: Soustava dvou lineárních rovnic se 
dvema neznámými 

a) má práve jedno fešení, jestliže pfímky graficky znázorňující všechna fešení da
ných rovníc jsou ruznobežné, 

b) nemá žádné fešení, jestliže tyto pfímky jsou rovnobežné ruzné , 

c) má nekonečne mnoho fešení, jestliže obe pfímky splývají. 

Pfíklady grafického Ťešení soustav dvou lineárních rovníc s neznámými 
x, y E R 
Rešte graficky soustavy lineárních rovnic: 

a) 2x - y = 1 
X+ 3y = 11 

Rešení 

b) 4x - 6y = 3 
6x - 9y = 12 

c) X+ 2y = 4 
3x + 6y = 12 

a) Sestrojíme množinu bodu, jejichž kartézské soufadnice splňují první rovmc1. 
J e to graf funkce y = 2x - 1, tj . pfímka procházející body A[O; - 1], B [l ; l]. 

1 11 
Obdobne druhá rovnice vyjadruje funkci y = - 3 x + 3 . J ejím grafem je 

pr ímka procházející body C[- 1; 4], D [5; 2]. Pfímky AB, CD jsou ruznobežné 
(obr. 5.28a), jejich prusečíkem je bod Q [2; 3]. Daná soustava má tedy práve 
jedno fešení [2; 3]. (Výsledek grafického fešení souhlasí s výsledkem početního 
fešení na str. 269 .) 

2 1 
1 >) První rovnici upravíme na tvar y = 3 x - 2, který vyjadruje funkci, jejímž gra-

fom je pf ímka procházející body E[3; 1,5], F[- 3; - 2,5]. Druhou rovnici upra-
2 4 

víme na tvar y = 3 x - 3, který je vyjádfením funkce, jejímž grafem je pfímka 

procházející body G[- 1; - 2], H [5; 2]. Pfímky EF, GH jsou dve ruzné rovno
bežky (obr. 5.28b) . To odpovídá tomu, že daná soustava nemá žádné fešení, 
neboť obe rovnice si zrejme odporují (delíme-Ii první rovnici dvema, dostáváme 
2x - 3y = 1,5, delíme-li druhou rovnici tfemi, dost áváme 2x - 3y = 4) . 

c) Rovnice pfedstavují analytická vyjádfení dvou sobe rovných funkcí, jejichž grafy 
jsou totožné pfímky procházející body K [O; 2], L [4; O] (obr. 5.28c) . To odpovídá 
tomu, že každá uspofádaná dvojice [x , y], která splňuje první rovnici , vyhovuje 
též druhé rovnici , tj. daná soustava rovnic má nekonečne mnoho fešení. 

271 



11) II 

X 

c) y 

X 

Obr. 5.28 

Pfíklad fešení soustavy dvou líneárních rovníc o dvou neznámých s rr-
álnýmí parametry 
Rešte soustavu rovnic a proveďte diskusi podle parametru p E R: 

p2x + PY = P3 + 1 
p3x + y = P2 + P 

!lešení provedeme napr. metodou dosazovací 
Ze 2. rovnice vyjádfíme 

Y = P2 + p- p3x 

a dosadíme do 1. rovnice: 

p2x + p3 + p2 _ p4x = p3 + 1 

Po úprave dostáváme 
p 2 ( 1 - p2) X = 1 - p2 

c':ili 

p
2 (1 + p)(l - p)x = (1 + p)(l - p) . 

iskuse fešení 
1 

.Jc-li p =/= O/\ p =!= ± 1, plyne odtud, že x = 2 , a tedy y = p 2 , tj. daná soustava má 
p 

1 , v • d v v • [ l [ 1 2] pn c prave Je no resem x, y = p
2

, p . 

"7 

;11-· Ii 7J O, clttnó rov ulco 1udJývn.Jí Lvmn O:t 1 Ov 1, O:c 1 11 O, prv n1 r 

itohm však spl:nit pro ž;klná x, y E R, takž 
·~ (1 cl11 ó fošc ní [x , y] E R2 . 

aná so ustava v tomto pi'ípaclč nem 

,Jo-li 71 = 1, obe rovnice dané soustavy nabývají téhož tvaru x + y = 2; soustava 
11 1 ľL tedy nekonečnč mnoho fešení tvaru [x, y] = [x, 2 - x], kde x je libovolné reálné 
:~ !H l o . Je-li p = - 1, obe rovnice dané soustavy nabývají tvaru x - y = O, -x + y = O, 
LJ . jHou obe ekvivalentní s rovnicí x = y, soustava má tedy nekonečne mnoho rešení 
Lvii r n [x, y] = [x, x], kde x je libovolné reálné číslo. 

ustava dvou lineárních rovníc se tremi n eznámými 

Jednu neznámou lze v této soustave zvolit za parametr a získat tak soustavu 
l vo n rovníc o dvou neznámých, kterou rešíme nekterou z uvedených metod. 

P f íklad rešení soustavy dvou líneárních rovníc se tremí neznámýmí 
:1:, 1/ , z E R 
11.díte soustavu lineárních rovnic: 

.dení 

6x + 2y + 3z = 2 
2x - 3y + z= 8 

1 )anou soustavu upravíme na tvar 

6x + 2y = 2 - 3z, 
2x - 3y = 8 - z . 

Ncílnámou z zvolíme za reálný parametr. Tuto soustavu dvou rovnic o dvou nezná-
1ných x, y rešíme napr. metodou sčítací: Druhou rovnici vynásobíme minus tremi 
n Hcčteme s první rovnicí, čímž se vyloučí neznámá x (a též parametr z ), dostáváme 

2y + 9y = 2 - 24 čili lly = - 22, odkud y = - 2. 

osazením do druhé rovnice soustavy dále plyne 

2x + 6 + z= 8 čili 2x = 2 - z , odkud x = 1 - 0,5z . 

V:1Js ledek: Daná soustava má v R3 nekonečne mnoho rešení tvaru [x, y, z] 
[L - 0,5z ; - 2; z], kde z je libovolné reálné číslo . 

/;kmiška: L1 = 6 - 3z - 4 + 3z = 2, P1 = 2, L1 = P1 
L2 = 2 - z + 6 +z = 8, P2 = 8, L2 = P2 

:l . Soustava tfí lineárních rovníc se tremi n eznámými 

Lze ji fešit obdobné jako soustavu dvou rovnic o dvou neznámých, tj. zobecne-
110 11 metodou sčítací , dosazovací nebo srovnávací. 

Avšak výhodnejší je použití Gaussovy eliminační metody (GEM), která 
1-1 počívá v postupném prevedení dané soustavy rovnic na t zv. trojúhelníkový tvar, 
kde ve druhé rovnici je eliminována první neznámá a ve tretí rovnici jsou elimino
v1\.1Ly první a druhá neznámá. Prevedení soustavy na trojúhelníkový tvar se provádí 
<'kv ivalentními úpravami tímto postupem (zvaným pfímý chod GEM): 
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_ _ _ ficlonL l. no11uá!l16 v l. ro\1'1il ,,i 
yl bud' 1, ancbo j in6 čfolo 1"1~zn6 od nuly v tomto pfípadč 1 rovnici tím L 

vyclčlírnc, čímž dostaneme rovnici s koeficientem 1 u 1. neznámé. 
:l 2. a 3. rovnice odečteme t akové násobky upravené l. rovnice, aby so v nicli 

odečtení eliminovaly členy s l. neznámou. 
3 Obdobne eliminujeme člen s 2. neznámou ve 3. rovnici. 

e získané soustavy lineárních rovníc v trojúhelníkovém tvaru určíme již snadnr, 
jcj í fešení tímto postupem (zvaným zpetný chod GEM): Ze 3. rovnice vypočtenw 
kofon z , pak dosazením do 2. rovnice kofen y a nakonec po dosazení do 1. rovnici' 
kofen x . 

Príklad fešení soustavy tfí lineárních rovníc s neznámými x, y, z E R 
Rešt e soustavu lineárních rovníc: 

9x + 5y - 2z = 15 
8x + 6y + 3z = 15 
3x - 7y + 4z = 27 

R ešení provedeme užitím Gaussovy eliminační metody. 

(1) 
(2) 
(3) 

anou soustavu rovníc nejprve pi'evedeme na trojúhelníkový tvar takto (prím; 
hod GEM): Nejprve ji upravíme tak, aby v 1. rovnici koeficient u l. neznám 

byl l. Bylo by možné dosáhnout toho delením této rovnice číslem 9, tím bychon 1 
ovšem v upravené rovnici dostali desetinná čísla. Pfi ručním výpočtu mužeme pn
užít ta kové ekvivalentní úpravy, aby koeficienty zlí.stala čísla celá; od 1. rovni 
odečteme 2. rovnici, čímž dostaneme soustavu rovnic 

X - y - 5z = 0, 
8x + 6y + 3z = 15, 
3x - 7y + 4z = 27. 

(11) 
(21) = (2) 
(31) = (3) 

ále od rovnice (21 ) odečteme osminásobek rovnice (li) a od rovnice (31 ) ode
č teme trojnásobek rovnice (li), tím eliminujeme neznámou x v techto rovnicích 
a dostáváme tuto ekvivalentní soustavu rovníc 

X - y - 5z = 0, 
14y + 43z = 15, 
4y + 19z = 27. 

(b) = (11) 
(22) 
(32) 

Nyní rovnici (2 2 ) delíme Čtrnácti, abychom u neznámé y získali koeficient 1; dostá
váme tak rovnici (23 ). Dále k rovnici (32) pfičteme čtyi'násobek rovnice (23 ), čímž 

v ní eliminujeme neznámou y; tím pfecházíme k této soustave rovnic 

x-y- 5z = o, (13) = (12) 
43 15 

(23) y + 14 z= 14 ' 

219z = 219. (33) 
Tato soustava rovníc má trojúhelníkový tvar a jej í i'ešení určíme snadno takto 

(zpetný chod GEM): Z rovnice (33) po delení číslem 219 dostáváme: z = 1. Dosa
wním do rovnice (23 ) vypočteme 

1 
y = -(15 - 43) = -2 

14 
t po dosazení do rovnice (13) vychází x = -2 + 5 = 3. 

il 

\11j8fo(fo/;;: l)nn(~ HonsLava má v Ra právč jedno fošoní [x, y , z] = [J ; :2-;-Ij: 
"'/,:1mdka: L1 = 9·3 +5( - 2) - 2 · 1 = 27 - 10 - 2 = 15, P1 = 15, L1 = Fi 

2 = 8 · 3 + 6( - 2) + 3 · 1 = 24 - 12 + 3 = 15, P2 = 15, L2 = P2 
3 = 3·3 - 7( - 2)+4 ·1 = 9+14 + 4 = 27, P3 = 27, L3 = P3 

l'oznámky. 
1. Analogicky ja ko pfi rešení soustavy tfí lineárních rovnic o trech neznámých lze postu

povat i pfi i'ešení soustavy n lineárních rovnic o n neznámých pro n > 3. 

f'tešíme-li soust avu lineárních rovnic Gaussovou metodou, je možné pro zestručnení 
zapisova t jenom koeficienty a pravé strany rovnic (neboli vynechat v zápisech stále se 
opakující neznámé). Tabulka číselných údaju uspoľádaných do p rádku a q sloupcu 
sc nazývá matice typu (p, q); zápis matice se ohraničuje závorkami hranatými [ ] či 
okrouhlými ( ). Koeficienty soustavy rovnic tvorí tzv. matici soustavy, rozšífíme-li ji 
o sloupec pravých stran (oddelený svislou čárou) , dostáváme tzv. rozšírenou matici 
soustavy a práve s ní sev GEM pracuje. Pritom se mezi rozšírenými maticemi soustav 
rovnic pred a po ekvivalentní úprave píše znak ~ (popr. --> ). Proveďte si maticové 
zápisy úprav GEM pro pfedcházející príklad. 

:1. Obdobne jako pro soustavu dvou lineárních rovnic o dvou neznámých také v obecném 
prípade soustavy n rovnic on neznámých (n E N, n > 2) muže pro její rešení nastat 
práve jedna z techto možností: soustava má práve jedno rešení, soustava má nekonečne 
mnoho fošení (jestliže nekterou rovnici lze získat ekvivalentními úpravami z ostatních 
rovnic soustavy), soustava nemá žádné rešení (jestliže nekterá rovnice je v rozporu 
s ostatními rovnicemi so ust a vy). 

oustavy s kvadratickými rovmcem1 

Tyto sciustavy rovníc i'ešíme obvykle metodou dosazovací: Z jedné z rovníc 
vyjádfíme jednu neznámou a dosazením do zbývajících rovnic ji z techto rovníc 
t ~ l iminujeme. 

Príklad ŕešení soustavy jedné kvadratické rovnice a jedné lineární rov
iice s neznámými x, y E R 

n.cšte soustavu rovníc: 

.ešení 

X
2 + y2+ X+ y = 36 

X+ 2y = 9 

Z lineární rovnice vyjádi'íme neznámou x = 9 - 2y a po dosazení do kvadratické 
rovnice soustavy v ní eliminujeme neznámou x, takže tato rovnice nabývá tvaru 

81 - 36y + 4y2 + y2 + 9 - 2y + y = 36 

·ii i po úprave 
5y2 

- 37y + 54 = O. 

n.cšením této kvadratické rovnice dostáváme 

Y1 = 5,4, a tedy x1 = 9 - 10,8 = - 1,8, 
Y2 = 2, a t edy x 2 = 9 - 4 = 5. 

Vús ledek: Daná soustava rovnic má v R2 práve dve l'ešení [x1, Y1] 
j:1:2, Y2] = [5; 2]. 

[- 1,8 ; 5,4], 
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P-ľ·iklutl ·i·rúfoni !J ()'IJutlh'U'I} dľuúU hvadratickýdi TO'Ur/ľbC 8 ?bCZ?biÍ!l1bými x, 77 1 n 
i'l .o~ Lo t'lonsLavn rovnic : 

w.foní 

x2 
- y2 = 56 , 

x y = 45 . 

<l h , • • , lv' 45 l d ' d , . č' v d ru e rovmce vyJac nme y = -a cosa ime o prvm rovmce, imz .ostavM,11 11 • 

v rúci pro jednu neznámou x: 
X 

2 025 V • • 

x2 - --2- = 56 c1h x4 - 56x2 - 2 025 = O. 
X 

ľo je bikvadratická rovnice, kterou lze pfevést substitucí u = x2 na kvadratick1 "1 
ťovnici u2 - 56u - 2 025 = O s kofeny 

'U1,2 = 28 ± )784 + 2 025 = 28 ± V2 809 = 28 ± 53, U1 = 81 , U2 = - 25. 

'.) • 2 81 ' d k v ± 9 •• v v• 1 v• 45 ±5 .1.ovmce x = ma va oreny x1,2 = , Jlmz pns us1 Y1 ,2 = ±
9 

= . 

Rovnice x
2 

= -25 nemá v R žádný kofen, v c by mela kofeny X3,4 = ±5i, a to1ly 
45 9 9i 

IJ,4 = ± 5i = ± i = ± i2 = =t=9i.) 

Výs ledek: Daná soustava má v R2 práve dve fošení [x1, y1] = [9; 5], [x2, y2] 

= [- 9; - 5]. (V C2 by mela navíc i'ešení [x3 , y3] = [5i, -9i], [x4, y4 ] = [- 5i, 9i], krl1 · 
je imaginární jednotka.) 

'oznárnka. S geometrickým významem ľešení soustav rovnic uvedených typu se sez111~ 

r1írne v analytické geometrii kuželoseček (kap . 10.14); na jeho základe lze tyto soustavy 
ovnic foš it též (približné) graficky. 

.13 N erovnice a soustavy nerovnic s více 
neznámými 

Také pojem nerovnice s jednou neznámou (kap. 5.8) lze zobecnit na nerov nicn 
n neznámými x1, x2, . . . , Xn (n E N) v oboru R: 

L(x1, X2 , . . . , Xn) < P(x1 , X2, . .. , Xn), 
resp . L(x 1, X2, . . . , Xn) > P(x1, X2, . . . , Xn) , 

popr·ípa de se znaky ~ resp . ~ ) s obdobným významem symbolU. jako u rovnic 
kap. 5.12. Tato nerovnice vyjadruje úlohu: Určit všechny uspofadané n-tice reál

ýd 1 čísel [x1, x2, . .. , xnJ, které splňují nerovnici, tj. po dosazení do ní dostáváme 
rn.vdivý výrok (nerovnost). Každou takovou uspofadanou n-tici [x 1 , X2, .. . , Xn] 
n:1.ýváme rešení nerovnice . I další terminologie a symbolika je zde analogická 
dm n rovnice s n neznámými (kap. 5.12). Oborem fošení nerovnic je však vždy 
1 c R. 

V dalším textu se omezíme na nerovnice se dvema neznámými x, y. Ob
o l.iu č jako u rovnice se dvema neznámými také množinu všech i'ešení nerovnice lz 
·uízornit grafi cky v kartézské soustave soufadnic Oxy; grafickým znázornením je 
111ožin a všech takových bodu roviny, jejichž soufadnice vyhovují dané nerovnici . 

(i 

lt\n r~mľ l\ 1ni<c:o }' : y = f (:i:) promč1mó x C: R. O každóm hodu, 
) vl je splnčna nerovn.i cc y > f (x), bude1n e r-Hcat , že bod lež! nad 

f , a jc-li p ro ne naopak splnena nerovnice y < f (.r), budeme ľíkat , že bod 

lPZÍ pod g rafom funkce f . 

Príklady fešení n erovnic e se dvema neznámými x, y E R 

! . Rcšte nerovnici x - y - 1 > O s neznámými x E R, y E R. 

tdení 
Dané nerovnici vyhovuje každá uspofadaná dvojice [x, y] E R2, v níž x je libo
volné reálné číslo a príslušné y splňuj e nerovnici y < x - 1. Tato i'ešení nerovnice 
pfodstavují kartézské soufadnice bodu roviny, které leží pod pľímkou p, jež je 
grafom funkce y = x - L Množinou všech techto bodu roviny je polorovina vy
barvená v obr. 5.29 (hraniční pľímka p do této množiny nepatrí); tato polorovina 
tedy graficky znázorňuje všechna i'ešení dané nerovnice. 

p ,/ 
/ 

/ 

/,/ ,// 

y 

y = x - 1„/ 

l'I'/,,/' 

/ 
,,.„/',/ 

/,'/ 

OI 1,/ . x 

- l ·''/ 

//,/ 

Obr. 5.29 

y <x- l 

\ - 1 

' 1 r 
\ y>x2 +2cc+ 4 
' 1 ' ' ' 1 ' , 

' 
1 

\,\ y =x2 +2x +4 
1 

' 1 

- - - -''+'13- - - -
1 2 

1 

1 Io 1 

- 1 

Obr. 5.30 

Rešte nerovnici x2 + 2x < y - 4 s neznámými x E R, y E R. 

Rešení 

X 
• 

Rešením dané nerovnice je každá uspofadaná dvojice [x, y] E R2
, kde x je 

libovolné reálné číslo a príslušné y splňuj e nerovnici y > x 2 + 2x + 4. Tato 
fešení pfedstavují kartézské soufadnice bodu ležících nad parabolou, která je 
grafom funkce y = x2 + 2x + 4. Množinou všech takových bodu je část roviny 
vyznačená v obr. 5.30 barevne (parabola k ní nepatrí). Vybarvená část roviny 
je tedy grafickým znázornením množiny všech i'ešení dané nerovnice. 

3. Rešte nerovnici y ~ log x s neznámými x E R, y E R. 

Rešení 
Logaritmus čísla x je definován pro x > O. Rešeními dané nerovnice jsou proto 
všechny dvojice [x, y], kde x E (O , +oo) a príslušné y splňuje nerovnici y ~ log x . 
Tato i'ešení pi'edstavují kartézské soufadnice bodu, které leží na grafu nebo pod 
grafom funkce y = log x. Množinou všech techto bodu je část roviny vyznačená 
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X 

Obr. 5.31 

v obr. 5.31 barevne (logaritmická krivka k ní patrí) . Vybarvená část roviny tedy 
graficky znázorňuje množinu všech ľešení dané nerovnice. 

Soustavy nerovnic s více neznámými 

Obdobne jakou rovnic se také u nerovnic s více neznámými setkáváme s úlo
hou rešit soustavu nerovnic, které mají platit zároveň, tj. lze mezi ne psát znak /\ 
(obdobne jako u rovníc se však obvykle t ento znak nahrazuje čárkou). Rešením 
soustavy nerovnic o n neznámých x1 , x2 , ... , Xn se rozumí každá uspoľádaná 
n-tice [x1 , x2 , . .. , xn ] čísel z daného číselného oboru M C R, pro kterou platí 
zároveň všechny nerovnice soustavy, tj. po dosazení do každé z nich dostaneme 
pravdivý výrok ( nerovnost) . Množina všech rešení soustavy nerovnic je pru
nikem množin všech ľešení jednotlivých nerovnic soustavy. 

V dalším textu se opet omezíme na nerovnice se dvema neznámými x, y E R. 
Množinu všech ľešení soustavy takových nerovnic lze pak znázorňovat graficky 
v soufadnicové soustave Ox y. 

Príklady fešení soustavy nerovnic o dvou neznámých .T , y E R 

1. Rešte soustavu nerovnic s neznámými x E R, y E R: 

R ešení 

y - x < 1 

y +x > 1 

První nerovnice je splnena pro libovolne zvolené x E R a y < 1 + x čili 

y E ( - oo, 1 + x) . Druhá nerovnice je splnena pro libovolné x E R a y > 1 - x 
čili y E (1 - x , +oo). Množina všech ľešení soustavy predstavuje prunik mno
žin ľešení [x , y] jednotlivých nerovnic , který je neprázdný, práve když platí 
1 - x < 1 + x čili pro x > O. Rešením soustavy nerovnic je t edy každ~ ta
ková uspoľádaná dvojice [x, y] E R2

, že x E (O , +oo), y E (1 - x, 1 + x). 

Grafické znázornení množiny všech ľešení [x , y] je v obr. 5.32. Množiny všech 
bodu, jejichž soufadnice jsou fošeními jednotlivých nerovnic, jsou vyznačeny 
barevne; jejich prunik je vyznačen tmavší barvou (hraniční polopľímky do neho 
nepatrí). 
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Obr. 5.32 Obr. 5.33 

, n.cšte soustavu rovnice a nerovnice s neznámými x E R, y E R: 

l?.ešen í 

y = x2 

y -x< l 

Vyloučíme-li z dané nerovnice neznámou y , dostáváme 

x2 
- X - 1 < Q čili 

(
X - ~)

2 

- ~ < 0 
2 4 ' 

odtud plyne, že 

1 
11 J5 v•1· 

X - 2 < 2 Cl l 
J5 1 J5 
- <x - -< -
2 2 2 ' 

l - J5 l + J5 
a tedy --

2
- < x < - -

2
-

Rešením dané soustavy je proto každá taková uspoľádaná dvojice [x , y] E R2
, 

že platí 

(
1 - J5 1+)5) - 2 

XE 2 ' 2 ' Y - X. 

Grafickým znázornením množiny všech ľešení [x , y] je oblouk paraboly vyzna
čený barevne v obr. 5.33 (bez krajních bodu). 

:1 . Rešte soustavu nerovnic s neznámými x E R, y E R: 

x +y < 1 

x> O 
y > O 
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II 

X 

Obr. 5.34 

Ŕešení 
Z první nerovnice plyne y < 1 - x . Protože však má být x > O, y > O, vypl:y v 11 

odtud, že musí být O < x < 1 a O < y < 1 - x . Rešením dané soustavy je tedy 
každá dvojice [x, y] E R2

, v níž x E (O; 1) , y E (O; 1 - x). 

Grafickým znázornením množiny všech i'ešení [x, y] je vniti'ek vybarveného tnij 
úhelníku v obr. 5.34. 

5.14 Slovní úlohy vedoucí k :fešení rovnic . a nerovn1c 

Pfi i'ešení fyzikálních, technických a jiných problému v praxi Je velmi čas l.11 

možné pi'ejít k jejich matematickému vyjádrení. Tomuto prechodu se ríká mat••
matizace reálné situace. 

Reálný problém bývá obvykle formulován jako slovní úloha, kterou i'eším1· 
t akto: 
a) P revedeme ji na matematickou úlohu, jež predstavuje matematický model 

reálného problému. Ve stredoškolské matematice je to nejčasteji aritmetickú 
úloha nebo algebraická úloha vyjádrená rovnicem i, resp. nerovnicemi. 

b) Vyfešíme matematickou úlohu; aritmetická úloha se feší úsudkem, algn
braická úloha vyrešením rovníc , resp. nerovnic. 

c) Získané výsledky inte rpretujeme v dané reálné situaci neboli vybereme ta 
rešení matematické úlohy, která jsou fešením reálného problému. 

Speciálne algebraické rešení slovních úloh pomocí rovníc, resp. nerov
nic probíhá v techto krocích: 

1. Zvolíme jednu, resp. více neznámých , tj. pramenných (veličin) , jejichž hodnoty 
máme podle podmínek slovní úlohy nalézt. Označíme je napi'. x, y , u atd. 

2. Uvedomíme si a zaznamenáme všechny číselné údaje slovní úlohy. 

3. Na základe podmínek plynoucích z textu slovní úlohy sest avíme rovnici , nerov
nici, event. soustavu rovníc či nerovnic pro zvolené neznámé. 
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1, ZíH kanoll rnatcma Licko u úlohu (rovnici, ncrovnici, soustavu rovníc, resp . ncrov
nic) vyfošímc. 

r1. l)rovcdcme zko ušku, jíž ovei'íme, zda výsledky ľešení vyhovují všem poclmínká1ľl 
Hlovní úlohy. (Uvedomme si, že není postačuj ící provést zkoušku dosazením cl 
ľcšcné rovnice, event i'ešených rovníc, neboť jsme se mohli dopustit chyb ncjcn 
pf i jejich i'ešení , ale již pri jejich sestavování neboli pi'i vytvái'ení matematickéh 
modelu.) 

flŤíklady slovních úloh vedooucích k Ťešení lineární n erovnice 

l . ft) 5 delníku vyrobilo 100 výrobku. Kolík výrobku vyrobilo 12 delníku? (Pfod
pokládá se, že všichni delníci pracovali se stej nými výkony. ) 

b) 3 delníci vykonali určitou práci za 10 dní. Za kolík dní by ji vykonalo 5 dčl-
níku? (Opet za predpokladu stejných výkonu všech delníku.) 

ňešení 
'ľyto dve úlohy jsme i'ešili v príkladech na pi'ímou a nepi'ímou úrnernosL 
v kap. 4.4. Na stejnérn princípu je založeno jejich rešení rovnicemi , kter 

uyní ukážeme. 

a) Volba neznárné: y je hledaný počet výrobku. Pfímou úrnernost mezi počtem 
výrobku a počtem delníku vyjádi'íme schematicky: 

r 5 delníku .. . 100 výrobku r Jj__ = 12 = 240 
12 delníku . . . y výrobku =} 100 5 =} y 

Odpoveď: 12 delníku vyrobilo 240 výrobku. 

b) Volba neznámé: y je určovaný počet dní. Nepi'ímou úmernost mezi počtom 
dní a počtem delníku vyj ádríme schematicky: 

l 3 delníci .. . 10 dní t y _ 3 _ 
5 d

vl 'k o d , 1 =} - - - =} y - 6 e mu ... y 111 10 5 

Odpovéď: 5 delníku vykoná danou práci za 6 dní. 

Pri pi'ímé silnici leží místa A, B a C (B je mezi A a C), jejichž vzdálenosti jso11 
IABI = 20km, IBCI = 50km. Z míst A a B vyjeli současne 2 cyklisté smčrorr 
k C, rychlost prvního by la v1 , druhého v2 ( v2 < v1 ) v km · h- 1

. První cykhsLa 
dohonil druhého ješte pred místem C. V jaké vzdálenosti od A to bylo? 

ňešení 
Volba neznámé: První cyklist a dohonil druhého ve vzdálenosti s = x km od 

Matematické vyjádi'ení údaju slovní úlohy: 
Doba jízdy prvního cyklisty (v hodinách) byla !_. Druhý cyklista ujel dráhu 

V1 

8 - 20 km za dobu s - 20 km 
V2 

' I 



z níž 

.1>1 m Jojí0l1 ;i 1,,;dy .)o t-1 Loj 11 t1, 

8 s - 40 km 
-= 
V 1 V2 

V1 s = 20 km ·---. 
V1 - V2 

Podle textu úlohy je JABJ < s < JACJ čili 20 < x < 70 čili 20 < 
< 70. Odtud plyne, že musí být v1 > l ,4v2. 

20v1 < 
V1 - V2 

Odpovčd'.· První cyklista dohonil druhého ve vzdálenosti ~ km od 

místa A za predpokladu, že v1 > l ,4v2 . 
V 1 - V2 

Príklady slovních úloh vedoucích k rešení kvadratické rovnice 

1. Součet druhých mocnín tfí po sobe bezprostredne následujících lichých priroze
ných čísel je 155. Určete tato čísla . 

Ŕešení 

Volba neznámé: Prostrední z hledaných čísel označíme .r; ostatní dve čísla budou 
::c - 2, X+ 2. 

Matematické vyjádi'ení údaju slovní úlohy vede k rovnici 

(x - 2)
2 + x2 + (x + 2) 2 = 155. 

Po jejích ekvivalentních úpravách dostáváme 

3x2 + 8 = 155 čili x 2 = 49. 

Koreny jsou tedy čísla x1 = 7, X2 = - 7. 

Požadavkum slovní úlohy vyhovuje jen koren x1 = 7 E N; x1 - 2 = 5, X1 + 2 = 9. 

Zkouška: 52 + 72 + 92 = 25 + 49 + 81 = 155. 

Odpoved'.· Hledaná prirozená čísla jsou 5, 7, 9. 

2. Do propasti byl volne pušten kámen a po čase t = 6,4 s bylo slyšet , že kámen na
razil na dno. J ak je propast hluboká? (Rychlost šírení zvuku je v ~ 340 m. s-1. 
Odpor vzduchu zanedbejte. Tíhové zrychlení je g ~ 10 m. s- 1.) 

8 

Ŕešení 

Volba neznámé: Označíme-Ii td dobu pádu kamene, je hledaná hloubka h dána 

vzorcem pro dráhu volného pádu h = ~t~. Za neznámou zvolme td; doba šírení 
zvuku je t - t d. 

Ma tematické vyjádi'ení údaju slovní úlohy: Dráha uražená dopadajícím kame
nem je rovna dráze šírení zvuku ze dna propasti nahoru, tedy jsou si rovny 
dráhy h = ~t~ a h = v(t - t<l). Odtud dostáváme rovnici: 

~t~ =v(t - td) 

kvlvt1lc11L 11 ícli t'tpmvácl1 

gtci + 2vtc1 - 2vt = O. 

n.cikním této kvadratické rovnice dostáváme koreny 

- 2v ± yf 4v2 + 8gvt -v± ylv2 + 2gvt 
~ = = . 

2g g 

L>odmínkám úlohy vyhovuje pouze kladný koren 

-v + J v2 + 2gvt . 
9 tc1 = = 5, s. 

g 

Po dosazení dostáváme h = v(t - td) ~ 340 · 0,5 m = 170 m. 

dpoveď: Hloubka propasti je približne l 70m. 

Poznámka. Rešení bylo možné provést též sestavením rovnice pi'ímo pro neznámou h; 

ltloubka propasti je rovna dráze volného pádu kamene za čas t - ':_, kde ':_ je doba 
v v 

8ífoní zvuku , tedy h = ~ (t - ~) 
2 

Príklady slovních úloh vedoucích k rešení rovnic se zlomky 

1. Dva delníci pracující společne vykonají určitý úkol za 12 dní. P racuje-Ii první 
z nich sám tak dlouho, že udelá polovinu úkolu, a pak je vystrídán druhým, 
který úkol dokončí , trvá celá práce 25 dní. Za jak dlouho by udelal celý úkol 
každý z nich sám? 

Ŕešení 

Volba neznámé: Protože za 25 dní oddelené práce udelá každý z nich ~ úkolu, 

udelali by za 50 dní celkem 2 úkoly. První delník udelá celý úkol sám za x dní, 
druhý delník za ( 50 - x) dní. 

Za jeden den udelá první delník sám ~ úkolu , druhý delník --
1
- úkolu, oba 

X 50 -X 
1 

společnou prací udelají 
12 

úkolu (neboť celý úkol udelají společne za 12 dní). 

Sestavená rovnice proto zní 

(Zrejme je x-/= O, x-/= 50.) 

1 1 1 
-+ --= 
X 50 - X 12 

Po ekvivalentních úpravách dostáváme kvadratickou rovnici 

x2 - 50x + 600 = O 

s koreny X1 = 20, X2 = 30, jež vyhovují podmínkám úlohy. 

Odpoveď: Samostatne by úkol udelaljeden (výkonnejší) delník za 20 dní , druhý 
za 30 dní. 
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:A. Pnrnfk poLľohovti l nn c.:oHLu '18 km pni Li pro11cltt tt-1[!;l klll 1:1 pl:\L pú pro11dn cl u 
hromady 5 hodiu .. fokou rychlos Lí by jol pnmík v klidn6 vodč, byla-li rychlosL 
prondn 4 km za hodinu? 

't ešen{ 
Volba neznámé: V klidné vode by parník jel rychlostí v = x km · h - 1 . ProLl 

1 48 
proudu jel rychlostí (x - 4) km· h - , 48 km ujel za - - h, po proudu jel rych

x - 4 

Jostí (x + 4) km· h- 1
, 48km ujel za x ~ 

4 
h . Podle podmínek úlohy dostávám 

ľ0Vl11Cl 

48 48 
--+-- =5. 
x - 4 :r;+4 

(Zfejme v# ±4 km. h - 1 .) 

J ejí ekvivalentní úpravy vedou ke kvadratické rovnici 

x2 
- 19,2x - 16 = O. 

Podmínky slovní úlohy splňuje pouze kladný koren rovnice x = 20. 

Odpoveď: V klidné vode by parník jel rychlostí v= 20 km· h- 1
. 

Príklady slovních úloh vedoucích k fešení lineárních nerovnic 

1. V místech A a B vzdálených od sebe IABI = dkm se teží uhlí. Cena 1 tuny uhlí 
v míste A je q Kč, v míste B o p 3 více. V kterých místech pl'ímé silnice mezi A 
a B bude uhlí privezené z B levnejší než uhlí privezené z A, stojí-Ii dovoz 1 tuny 
uhlí na vzdálenost 1 km n Kč? (d >O, q > O, p >O, n >O) 

R ešen{ 
Volba neznámé: Zvolíme za ni vzdálenost hledaných míst M mezi A a B od 
místa B, tj. položíme IM BI = x km (O< .T < d). Vzdálenost místa Mod A pak 
bude IMAI = (d - x)km. 

Aby úloha mela rešení, je nutné, aby cena 1 tuny uhlí vyteženého v míste A 
a dovezeného do místa B byla vyšší než cena 1 tuny uhlí vyteženého v B, tj. 
musí platit nerovnost: 

pq 
q + dn > q + 

100 
<=? lOOdn - pq >O. 

Ma tematické vyjádrení údaju slovní úlohy vedoucí k sestavení nerovnice: V uva
žovaných místech M bude 1 tuna uhlí dovezeného z místa B stát (v Kč) 

q( lOO + P) 1 hľ v · ' h , A b d , (d ) 
100 

+ nx , tuna u i pnvezene o z m1sta u e stat q + - x n: 

Podle textu úlohy má být splnena nerovnice 

q(lOO + p) + nx<q+(d -x)n. 

Rešení nerovnice: Po vynásobení stem dostáváme 

lOOq + pq + lOOnx < lOOq + lOOdn - lOOnx 

84 

todLud 
OOm; < lOOdn - pq . 

P ro Ložc podle smyslu úlohy má být O < x < dan > O, vychází 

lOOdn - pq kde lOOdn - pq > O. 
0 < X < 200n ' 

Výsledek: Hledaná místa jsou ve vzdálenostech x km od místa B: 

(o lOOdn - pq ) Úl h , v v , , v kd v 1 , OOd x E ; . o a ma resem, prave yz p ati 1 n - pq > O. 
200n 

Hmotnost Zeme nechť je M, hmotnost Mesíce m , vzdálenost stredu obou teles 
je d. Do jaké vzdálenosti od stredu Zeme musí odletet kosmická loď letící smerem 
k Mesíci, aby mohla pokračovat v letu k nemu jen vlivem pritažlivosti Mesíce? 
(Hmotnost Zeme je približne 81krát vetší než hmotnost Mesíce.) 

.Rešen{ 
Volba neznámé: Označme x vzdálenost kosmické lodi od stredu Zeme. Její vzdá
lenost od stredu Mesíce je pak d - x. 

Matematické vyjádrení údaju slovní úlohy vedoucí na nerovnici: Je-li m 1 hmot
nost kosmické lodi, pak v uvažované vzdálenosti x od stredu Zeme na ni pusobí 

podle Newtonova gravitačního zákona pritažlivá síla Zeme r;, · M . 
2
m 1 a pľitaž-

x 
livá síla Mesíce r;, · m . m\ , kde r;, je gravitační konstanta. Podle znení úlohy 

(d - x) 
má být 

m·m1 M·m1 
K,. > r;, ---

(d - x)2 x 2 

Rešení této nerovnice: Po ekvivalentních úpravách dostáváme 

x 2 M v·. (d - x) 2 
m 

--2 > - c1h 
2 

< - . 
(d - x) m x M 

A protože platí x >O, d - x > O, M >O, m >O, plyne odtud 

-- < - čili - - 1 < -d - x ~ d ~ 
X M X M' 

takže 
X 1 m 1 
d > 1 + v1'.f' kde M ~ 81 

X 1 
Výs ledek: Približne tak vychází d > 

1 
+ 1 neboli 0,9d < x < d. Podmínky 

9 
úlohy jsou t edy splneny pro vzdálenosti x E (0,9d; d) . 

3. V nádobe je 8kg dvacetišestiprocentního roztoku určité látky B (w1 (B) = 26). 
Kolikaprocentní musí být druhý roztok téže látky B, aby po smíšení jeho 10 kg 
s 8 kg prvního roztoku vznikl roztok nejméne padesátiprocentní a nejvýše šede
sátiprocentní? 
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zmtCllll 
a; = w2(B) 
tu:.1(B) 
m 1 = 8 kg 
m 2 = 10kg .. . 
m 3 = 18 kg . . . 
m1(B) 
m2(B) 
m 3(B) 

hlcclaný počet procent látky B v druhém roz Loku , 
poče t procent látky ve výsledn ém roztoku, 
hmotnost prvního roztoku , 
hmotnost druhého roztoku, 
hmotnost výsledného roztoku, 
hmotnost látky B v prvním roztoku, 
hmotnost látky B v clruhém roztoku, 
hmotnost látky B ve výsleclném roztoku. 

Pfi výpočtu vycházíme ze zákona zachování hmotnosti pro látku B 

m1(B) + m2(B) = m 3(B) 

a z téhož zákona aplikovaného na celkové hmotnosti roztoku 

m1 + m2 = m3. 

Vyjáclríme-li m i(B), i = 1, 2, 3, z clefiničních vztahU pro hmotnostní zlomk 

(B) m i (B) cl , , h t , vv , .. 

Wi = --- , ostavame tuto motnos ni smesovaci rovnici: 
m i 

m1w1(B) + m2w2(B) = (m1 + m 2)w3(B). 

Po closazení číselných hoclnot veličin clostáváme 

8 · 26 + lOx = 18w3(B), 

pfičemž má platit 

50;;; w 3 (B);;; 60 čili 18 · 50;;; 18w3 (B);;; 18 · 60. 

Tyto poclmínky vedou k soustave nerovnic 

18 · 50;;; 8 · 26 + 10 · x ;;; 18 · 60 čili 9 ;;; 2,08 + O,lx ;;; 10,8 . 

Jej ich úpravami dostaneme: 69,2 ;;; x ;;; 87,2. 

Odpoved'.· Primíšený roztok musí mít nejméne 69,2 3 a nejvýše 87,2 3 látky B. 

Príklad slovní úlohy vedoucí na fešení kvadratické nerovnice 
Určete výšky, v nichž muže být umístena nad zemským povrchem stacionární dru
žice, aby byla viditelná na horizontu ze všech míst na Zemi vzdálených od Il:1 
nejméne d = 2 OOO km. (Zemi uvažujeme jako kouli o polomeru r = 6 370 km, 
družici jako bod.) 
R ešení 
Volba neznámé: Označme hledané výšky x (obr . 5.35) . 

Matematické vyjáclfoní podmínek úlohy: Podle Pythagorovy vety pro pravoúhlý 
trojúhelník SAD v obr. 5.35 platí 

( r + x) 
2 

- r 2 = d2 čili x 2 + 2rx = d2 

86 

s 

Obr. 5.35 

L po dosazení dostáváme pro číselné hodnoty x a d rovnici 

x 2 + 12 740x = d2
, pi'ičemž d2 ~ 2 0002

. 

' ľo vede ke kvadratické nerovnici 

x 2 + 12 7 40x - 4 OOO OOO ~ O. 

.fešení této nerovnice vyhovují podmínkám úlohy (x > O) všechna x ~ 306,6. 

dpoveď: Družice musí být umístena ve vzclálenosti alespoň 306,6 km nad zem
Hkým povrchem. 

P1"'íklady slovních úloh vedoucích k fešení soustavy rovnic o více nezná
mých 

1. Proucl I = 4,5 A protéká clvema paralelními vetvemi stejnosmerného obvodu. 
Určete proucly ve vetvích, jestliže jej ich odpory jsou R1 = 60 n a R2 = 90 n. 
Rešení 
Volba neznámých: Hleclané proudy ve vetvích označíme Ii , fz. 

Matematické vyjáclfoní údaju slovní úlohy: Podle Kirchhoffových zákonu pro 
daný stejnosmerný obvod platí rovnice 

Ii + I2 = I , kde I = 4,5 A, 

I I 1 1 v·l· I 3 I 
1 : 2 = -R : -R Cl 1 1 = - 2. 

1 2 2 

Rešením této soustavy clvou lineárních rovníc pro dve neznámé Ii , J2 dostáváme 

3 
11 = -I = 2 7 A 

5 ' ' 

2 
!z = SI = 1,8 A. 

Nádrž se plní tfemi prívody A, B, C. Současne otevfonými prívody A a B se 
naplní za 1 hodinu, prívody A a C za 45 minut , prívody B a C za 1,5 hodiny. 
Jak cllouho by se plnila každým pfívoclem zvlášť? 
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Jť(WJn" 
Vo1ba l10znó.mýcl1: Celá nádrž :,ie naplní pffvoclcm A ztt a hodin, p!'ívodcm 
"a b bodin , pfívodcrn C za c hoclin. 

1 
Matematické vyjáclfoní podmínek úlohy: Za 1 hodinu píívoclem A nateče - n . a 

l 1 
drže , pi'ívodem B nateče b nádrže, prívodem C nateče c nádrže. Za 45 minul, 

( 
3 h) v, d A v 0,75 'cl v v, d C v 0,75 ' cl ... = - pnvo em natece -- na rze, pnvo em natece -- na rzr•; 
4 a c 

1 5 h l. V ' d B t v 1,5 'd v v, d c t v 1,5 ' d v za , oc my pnvo em na ece - na rze , pnvo em na ece - na rz.,, 
b c 

Podle podmínek slovní úlohy platí rovnice 

1 1 
-+- = 1 
a b ' 

0,75 0,75 
-+-= 1 

a c 
1,5 1,5 -+- = 1 
b c 

čili 

čili 

1 1 4 
-+- = -
a c 3 ' 
1 1 2 - + - = - . 
b c 3 

Rešením této soustavy tľí lineárních rovnic pro tľi neznámé x 

1 h' ' 1 v• 1· 2 1 v•1• b 6 5 v•1• 6 z = vyc az1: z= - c11 c = y = - c11 = x = - c1 Ia = 
c 2 , 6 '6 5 

1 l 
a y b' 

6 
Odpoved'.· Nádrž se naplní píívodem A za - hodiny, tj . za 1 hodinu 12 minu't 1 5 
prívodem B za 6 hodin a pľívodem C za 2 hodiny. 

Posloupnosti a rady 

.1 Posloupnosti 

Funkce, jejímž definičním oborem je množina N všech pľirozených čísel , popr . 
jPjí nekonečná podmnožina, se nazývá posloupnost (nekonečná číselná po-

11 loupnost ). Funkce, jejímž definičním oborem je množina prvních n pľirozených 
<'isd {1, 2, .. . , n }, se nazývá konečná posloupnost (konečná číselná posloup
uost). Funkční hodnoty posloupnosti (nekonečné nebo konečné) se nazývají členy 
poslo upnosti. Funkční hodnota posloupnosti v bode n E N se nazývá n-tý člen 
posloupnosti a značí se místo f (n) zpravidla f n anebo časteji an, bn apod. 

Posloupnost (nekonečná) s n-tým členem an se zapisuje (a1 , a 2 , ... , an, . .. ) 
11 cbo (an)~=l' stručne též (an)~. Konečná posloupnost s n-tým členem an a s de

f i ničním oborem {1 , 2, .. . , k} se zapisuje (a1 , a 2 , ... , ak) nebo (an)~= l' stručne 
v k 

L6z (an )ľ 

/>o známka. J e treba zduraznit , že pod pojmem posloupnost rozumíme vždy nekonečnou 
]JOsloupnost. Jestliže budeme uvažovat konečnou posloupnost, výslovne se o tom zmíníme. 

Príklady posloupností 

L. Posloupnost všech sudých pľirozených čísel 

(2n ) ~= l čili (2, 4, ... , 2n, ... ) . 

Pľifazuj e číslu n = 1 číslo a 1 = 2, číslu n = 2 číslo a 2 = 4, ... , obecne číslu n 
číslo an = 2n. 

Posloupnost všech lichých pľirozených čísel 

(2n - l)~= l čili (1, 3, ... , 2n - 1, . .. ). 

Pľifazuje číslu n = 1 číslo a 1 = 1, číslu n = 2 číslo a 2 = 3, ... , obecne číslu n 
číslo an = 2n - 1. 

Funkční pfedp·is posloupnosti (an)~= l je zpravidla zadán jedním z t echto dvou 
11 pusobu: 
11) vzorcem pro n-tý člen an, napr. an = 2n , an = 2n - 1 v pľedchozích pfíkla

dech, 

l 1) rekurentne zadáním prvního členu posloupnosti nebo nekolika prvních členu 

posloupnosti a vzorcem, podle nehož lze určit postupne další členy, napr. je 
dáno a1 a vzorec vyjadfojící člen an+l pomocí an nebo je dáno a1, a2 a vzorec 
vyjadfojící člen an+ I pomocí an, an- l· 
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ľ'ľ•í /..jludy 'UJr·i!m1/i 1bČ/1io lik <i i 
1. Uľčo Lo prvJJ ich pč L členu l n-Lír č ton : 

a) a,,, = n + ~, 
n 

an = n + 2 ' 

l~ešení 
Dosadíme postupne n = 1, 2, 3, 4, 5, dostáváme: 

1 1 1 
a) 3, 4, 5,6, 7 b) g' 

16
, 

25
, 

1 1 

36' 49 
1 1 3 2 5 

c) - - - - - d) - 1 1 - 1 1 - 1 
3'2 ' 5'3' 7 ' ' '' 

2. Pro posloupnosti z príkladu 1 určete člen an+i· 

Ŕešení 
Do vzorcu pro an dosadíme za n číslo n + 1, dostáváme: 

1 
a) an+ i = n + 1 + 2 = n + 3 b) an+ 1 = . 

(n+1 + 2) 
n + l 

c) an+l = n + 1 + 2 
n + l 

n+3 
d) an+l = ( - 1 )"+l 

3. Určete prvních šest členu posloupností zadaných rekurentne: 

a) a1 = 4, an+l = an - 2, n E N, b) a1 =3, 

c) a1 = 1, a2 = 2, an+l = an + an- L n > 1, 

d) a1 = 1, a2 = 1, an = an- 2 + an- 1, n > 2. 

R ešení 

1 
an+l - an 

1 

(n + 3) 2 

n E N, 

Do vzorcli pro an+l dosadíme postupne v a ), b) n = 1, 2, 3, 4, 5, v c) n -
= 2, 3, 4, 5, do vzorce pro an v d) dosadíme postupne n = 3, 4, 5, 6. 

1 1 1 
a) 4, 2, O, - 2, - 4, - 6 b) 3, 3' 3, 3' 3, 3 
c) 1, 2, 3, 5, 8, 13 d) 1, 1, 2, 3, 5, 8 

Poznámka. Posloupnost z príkladu 3d se nazývá Fibonacciova posloupnost [čti: fibon 
č iova posloupnost]; setkáváme se s ní v matematice i v jejích aplikacích . 

Grafické znázornení posloupnosti 

Posloupnosti mužeme graficky znázorňovat nejen v pravoúhlé soustave soufad
nic v rovine, ale též na p.fímce ( číselné ose). Grafem posloupnosti je vždy mno
žina navzájem izolovaných bodu. 

Pfíklady grafického znázornení posloupností 
Znázornet e graficky prvních šest členu posloupností daných vzorcem pro n-tý člen : 

n ) 2 ) ( n n a) an = --, b bn = - n , c Cn = - 1) · -- . 
n + l n+ l 

ňešení 
rafy daných posloupností jsou sestrojeny na obr. 6.1 až 6.3 . 

90 

n 1 <t2 n:1 a/15o,u au b6 bs /J4 b3 b2 bi b.„ 

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 - 35 - 30 - 25 - 20 - 15 - 10 - 5 o 

bn 

ol ~ ~ ~ ~ ? ? 7 n 
- -obi 1 b2 1 1 1 1 

o„ 

1, 1. 
__ _,J, l b 1 1 1 

1,0·· - - - - - - - - - - - - - -
- 5+ 1 3 1 1 1 

.- - - - - _J, 1 b4 : 1 

O,!J . 
- lO-r 1 1 1 

1 1 bs 1 
- 15f ______ _ _J, 1 1 

1 b6 
- 20 + 1 1 

0,8+--=--=-~~ = = == ~ - 1 
-- - -1 1 1 

1 

- 25-1---------_.\ 1 
1 

--1 1 1 1 

-- 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 1 a4 1 as 1 a6 

0,7 

O,G 

0,5t - --y 
1 a1 
1 

1 a2 1 aa 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 - w+ 1 

1 

- 35t- - - - - - - -- - _ _J, 

0 1 1 2 3 4 5 6 7 n - 40 

Obr. 6.1 Obr. 6.2 

C5 C3 C1 Q C2 C4 C6 Cn 

- 1 - 0,5 0,5 1 

Cn 

1 

1 
2 

0 1 

- -4 --4 
- --y 1 1 

1 1 1 
1 1 1 
1c2 :c4 l c6 
1 1 1 
1 1 1 1 1 

1 

+ 2 3 4 ? 6 
1 

1 C1 1 1 
1 

1 C3 

-H-J 1 : C5 
1 1 
1 1 __ __ _.), 1 

------ ----<\ 
1 

- 1 

Obr. 6.3 

7 n 
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N v lus 'tl10s·ti pos1oupuuii>tí 

ProLofo poslonpnosL s rcálnými č l eny je zv láš Ln ím p'fípH,dcm rcl\Jné J\mkco "" 
Unó pramenné, mužeme také u ní zkouma t obdobné vlas tnosti , napr. omczonoul 
t n1 ot10Lo11ii. Definice techto pojmu jsme uvedli obecne pro funkco v kap. 4.3 a snr• 
· i áJn č pro posloupnosti je lze formulovat takto: 

Posloupnost (an):=l se nazývá 
sh ora omezená posloupnost , existuje-Ii takové číslo h E R, že 

an ~ h pro každé n E N, 

zdola omezená posloupnost, existuje-Ii takové číslo d E R, že 

an ;::;: d pro každé n E N, 

omezená posloupnost, je-li omezená shora i zdola. 

Posloupnost (an ):=I se nazývá 
rostoucí posloupnost, je-li an+I > an pro každé n E N, 
k lesající posloupnost , je-li an+I < an pro každé n E N, 
nekle sající posloupnost , je-li an+l ;::;: an pro každé n E N, 
nerostoucí posloupnost , je-li an+I ~ an pro každé n E N . 

Rostoucí, klesající, neklesající, nerostoucí posloupnosti nazýváme souhrnne mon 
tónními posloupnostmi. Posloupnosti rostoucí a klesající se souhrnne nazýva.J 1 

ryze monotónní posloupnosti. 

Pfíklady vyšetfování vlastností posloupností 
Urče te, zda jsou omezené (zdola, shora) azda jsou monotónní posloupnosti 

a) (an):= l = ( n: l) ~=ľ b) (bn) :=l = (-n2 ) :'=ľ 
l~ešení 

n 
a) Posloupnost s n-tým členem an = -- (jejíž graf je na obr. 6.1) je omezená 

n+l 
1 

zdola, neboť a11 ~ d = a 1 = 2, i shora, neboť an < h = 1 a je rostoucí, 

v v , n + l n 1 
protoze pro kazde n E N: an+I - an = -- - -- = ( 

2
)( ) > O=> 

n+2 n+l n+ n+l 
=> an+I > an. 

b) Posloupnost s n-tým členem bn = - n 2 (jejíž graf je na obr. 6.2) je omezená 
shora, neboť bn ~ h = b1 = - 1, avšak není omezená zdola a je klesající , protoŽ" 
pro každé n E N: 

bn+l - bn = - (n + 1)2 
- (- n2

) = - 2n - 1=-(2n + 1) < O=> bn+I < bn. 

Posloupnost vybraná z posloupnosti ( an)~=l 

Ncchť je <lána posloupnost (an):=I a nechť (kn):=l je rostoucí posloupnost pl'i
rozených čísel (k1 < k2 < k3 < ... ). Potom posloupnost (bn):=I taková, že platí 
1> 11 = ak„ pro všechna n E N, se nazývá posloupnost vybraná z posloup
nosti (an):=I nebo také podposloupnost posloupnosti (an):=i · Zapisujeme ji 
obvykle (akn):=I' 

"9 

·1Jvlo1d 
poslonp11osLi ( ~ ) lzo vytvofiL vybrané posloupnosti: 

( 
1 

) 00 n n=l 
- (posloupnost vzniklá výberem členu se suclými indexy k11 = 2n), 
2n n=l 

--- (posloupnost vzniklá výberem členu s lichými indexy kn = 2n - l). 
( 

l ) 
00 

2n - l n=l 

Aritmetická a geometrická posloupnost 

Tyto elementární typy posloupností mají velký t eoretický i praktický význam. 
Aritmetická posloupnost je každá posloupnost určená rekurentné vzt ahy 

a1 =a, an+ I = Un + d '<In E N, 

kde a, d jsou daná čísla. Číslo d se nazývá diference aritmetické posloupnosti. 

Pfíklady aritmetických posloupností 
a) (2n):=l je aritmetická posloupnost s 1. členem a1 = 2 a s cliferencí d = 2, neboť 

Un+ l = 2(n + 1) = 2n + 2 = Un + 2, 
IJ) (2n - 1): =

1 
je aritmetická posloupnost s 1. členem a 1 = 1 a s diferencí d = 2, 

neboť Un+i = 2(n + 1) - 1 = (2n - 1) + 2 = an + 2. 

Poznámky k. pojmu aritmetická posloupnost. 

\.. Aritmetická posloupnost s reálnými členy úzce souvisí s lineární funkcí f : y = ax + b, 
x E R, kde a, b E R jsou daná čísla (kap. 4.3). Dostaneme ji z této funkce , omezíme-li 
její definiční obor na množinu N. Funkce g: y = an + b s pramennou n E N, kde a, b jsou 
daná čísla , predstavuje aritmetickou posloupnost (an) ::"= i s l. členem a1 = g(l) = a + b 
a s diferencí d = a, neboť an+I = g(n + 1) = a(n + 1) + b = (an + b) +a= g(n) + a = 

= an +a. 

V aritmetické posloupnosti platí 

an+ l = an + d, an-1 = an - d pro každé n E N, n ~ 2. 

Z techto vztahô. plyne 

an == an-1 + an+ l 
2 

'Vn E N, n ~ 2, 

tj. počínaje druhým členem je každý člen an aritmetické posloupnosti roven arit
m etickému prtlmeru sousedních členu an- 1, an+l · (Tato vlastnost vysvetluje název 

aritmetická posloupnost .) 

Geometrická posloupnost je každá posloupnost určená rekurentné vztahy 

a1 =a, an+l = an · q '<In E N, 

kde a, q jsou daná čísla . Č íslo q se nazývá kvocient geometrické posloupnosti. 
Protože pro a = O V q = O dostáváme posloupnost , jejíž členy (event . s výjimkou 

1. členu) jsou samé nuly, budeme v dalším textu pľedpokláclat , že je a =f O/\ q =f O. 
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hfody geornetdck(Jch v osloupn 
( 2''');~"= 1 je gcomclrická posloupll o1::> l 8 J . členom a 1 ~ 2 a H Jc vocioulom l'J -. ~ : . 
neboť an+ l = 2n-l-'.I = 2n · 2 = an · 2, 

b) (2 - n) :'=i je geometrická posloupnost s l. členem a1 = ~ a s kvocientom q = ~ 
1 

b ' - (n+l ) - n 1 1 ne oť an+ l = 2 = 2 · - = an · -
2 2 

Poznámky k pojmu geometrická posloupnost. 

1. Geometrická posloupnost s kladnými členy a s kvocientem, který se rovná 1. člo1 111 
a1 = a-=/ I , souvisí s exponenciální funkcí f : y = ax, x E R, a > O, a f I (kap. 4. 3 
Dostaneme ji z této funkce, omezíme-li její definiční obor na množinu N. Funkce g: y 
= an s promennou n E N, kde a je dané číslo (a > O, a -=f I), predstavuje geometricko 11 
posloupnost (an)~= l s 1. členem a1 = g(l ) = a a s kvocientem q = a , neboť an+ l 
= g(n + I) = an+l = an ·a = g(n) ·a= an ·a. 

2. V geometrické posloupnosti platí 

an k vd' > an+1 = an · q, an-1 - - pro az e n E N, n _ 2. 
q 

Z techto vztahu plyne 

lani = .Jan- 1 · an+l Vn E N, n ;:; 2, 

tj. počínaje druhým členem je absolutní hodnota každého členu an geometrické po
sloupnosti reálných čísel rovna geometrickému prilméru sousedních členu an- 1, an+l. · 
(Tato vlastnost vysvet luje název geometrická posloupnost.) 

Další duležité vlastnosti aritmetických posloupností a geometrických posloup
ností vyjadi'ují následující vety: 

Vety o vlastnostech aritmetických a geometrických posloupností 
Pro každou aritmetickou, resp. geometrickou posloupnost (an) ::;c'=1 pla tí: 

n-tý člen aritmetické posloupnosti n-tý člen geometrické posloupnosti 
lze vyjádfit vzorcem lze vyjádfit vzorcem 

an = a1 + (n - l)d. 

Pro libovolné dva členy ar, as 
aritmetické posloupnosti platí 

a5 = ar +(s - r)d. 

Pro součet Sn prvních n členu 
a ritmetické posloupnosti platí 

n 
Sn = 2 (a1 + an)· 

n - 1 an = a1 · q . 

Pro libovolné dva členy ar, as 
geometrické posloupnosti platí 

s-r as= ar · q . 

Pro součet Sn prvních n členu 
geometrické posloupnosti platí 

qn - 1 . . 
Sn = a1 --- , Je-h q =/= l, 

q - l 

Sn = na1 , je-li q = l. 

Poznámka. Dukazy vzorcu pro an a Sn lze snadno provést matematickou indukcí. 
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l ' fíklacly 1wčen'i 1 

1, Nnjclč tc všcch11y arilm ctick6 posloupn 
a součc t mocnin týchž členu je 275. 

) značme 2. člen hledaných posloupností a 2 = x , pak jejich l. člen bude al = 
- x - d a 3. člen bude a3 = x + d, kde d je diference určovaných aritmetických 
posloupností. Podle jejich první dané vlastnosti je a 1 + a 2 + a3 = 27 čili 

(x - d) + x + (x + d) = 27, 

odkud 3x = 27, a tedy x = 9. Bude proto a 1 = 9 - d, a2 = 9, a3 = 9 + d. Podl 
druhé vlastnosti hledaných posloupností platí ai + a~ + a~ = 275 čili 

(9 - d)
2 + 92 + (9 + d)

2 = 275, 

odkud d2 = 16, a tedy d = ±4. 

Výs ledek: Úloze vyhovují práve dve aritmetické posloupnosti ( an)::;c'=1 , jejichž 
diference a první členy jsou 

a) d = 4, a1 = 9 - 4 = 5, tj. (an)::;c'=1 = (5, 9, 13, 17, 21, ... ), 

b) d = - 4, a1 = 9 + 4 = 13, tj. (an) ::;c'= l = (13 , 9, 5, 1, -3, ... ). 

Určete všechny aritmetické posloupnosti (an)::;c'= 1 t akové, že pro součet prvních n 
členu platí sn = 7n2 

- 3n. 

Rešení 
Pro n = 1 je s 1 = a 1 a podle daného vztahu je s1 = 4, takže a1 = 4. Pr 
n = 2 je s 2 = a1 + a2, podle daného vztahu je však s2 = 22, a tedy 4 + a 2 = 
= 22 čili a 2 = 18. Odtud plyne, že diference hledaných posloupností musí být 
d = a 2 - a 1 = 18 - 4 = 14. 

Výsledek: Existuje práve jedna aritmetická posloupnost dané vlastnosti s prvním 
členem a1 = 4 a diferencí d = 14, tj. posloupnost ( 4, 18, 32, 46, ... ) . ( 

Príklady určení všech geometrických posloupností daných vlastností 

1. Určete všechny geometrické posloupnosti, u nichž součet prvního a čtvrtéh 
členu je 18, součet druhého a tfetího členu je 12. 

Rešení 
Pro hledané geometrické posloupnosti (an) ::;c'=1 platí ai + a4 = 18, az + a3 = 
= 12, pfičemž a2 = a 1 q, a3 = a 1 q

2
, a4 = ai q3

, kde q je kvocient geometrick 
posloupnosti. P o dosazení dostáváme soustavu dvou rovníc pro neznámé a 1 , q: 

a1 + a1q3 = 18 čili 
a1q + a1q2 = 12 čili 

a1(l + q)(l - q + q2
) = 18, 

aiq(l + q) = 12. 
(1) 
(2) 

Delením rovnice (1) rovnicí (2), eliminujeme neznámou a1 a získáváme pro n·~-
známou q rovnici 

1 - q + q2 

q 

3 
2' 
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q~ - 5q + 2 ~ o , 

která má dva reálné ruzné kol'eny q = 2 a q = ~ _ 
2 

ld ,, v 2 - 2 l _ 1 pac os tavame, ze pro q = Je a 1 = a pro q = 
2 

Je a1 = 

Výsledek: Daným podmínkám vyhovují práve dve geometrick(I p111d„1q111 •'"'' 
( an): =l • jejichž kvocienty a první členy jsou 

a) q = 2, a1 = 2, tj. (an):=l = (2, 4, 8, 16, 32, 64, - . -), 

1 ( 1 ) b) q = 2' a1=16, tj. (an):=l = 16, 8, 4, 2, 1, 
2
, .... 

2 . Určete všechny geometrické posloupnosti ( an):=l' pro které plat 

a 1 = 2, a p= 13 122, Sp= 19 682, p E N. 

Rešení 

Dosadíme-Ii do vzorcu pro a p a Sp, dostáváme 

odkud vyplývá 

13 122 = 2qP- l 

19 
qP - 1 

682=2· - 
q - 1 

čili 6 561 = qP- l, 

čili 9 841 = qP - 1 
q - 1 ' 

6 561q = qP, 

9 841 ( q - 1) = qP - l. 

Dosadíme-Ii z rovnice (1) do (2), dostáváme 

9 841q - 9 841 = 6 561q - 1 čili 3 280q = 9 840, takže q = :1. 

(1) pak plyne 

3P-l = 6 561 čili 3P- l = 38 , 

odkud 

p - 1 =8, p = 9. 

1" 
(''l 

Výsledek: Daným podmínkám vyhovuje práve jedna geometrická p1 11il11111'111 11tl 

s prvním členem a1 = 2 a kvocientem q = 3, tj. posloupnost (2, 6, Hl, 1.1 . III 
486, 1458, 4374, 13122, ... ). 

Príklady praktického užití aritmetických a geometrických poslo 1n111111i.ll 

1. Spodní vrstva narovnaných 12 vrstev trub obsahuje 120 kusu. Kolik l 11111 1 
cclkem na hromade, obsahuje-Ii každá vrstva o 1 kus méne než vrstv 11, I "" 1 111 
lcžící? 

"9 

1, 71, 

i1 :.i = a 1 + 1"1cl = 120 - 11 = 109 

.~ 1 2 = 6(a1 + al2) = 6(120 + 109) = 6 · 229 = 1 374 

Nn hromade je celkem 1374 trub. 

• 1 • ol1 •r 11111 pi·omč ny (rozpadu jader) rádia C je približn e 20 minut. Kolik rádia C 
l 01 11111 l 1n:1. pfomčny z 1 mg pon hodinách? (Poločas premeny radioaktivní látky 

1· il 11lm. 1'fl, kLcrou dojde k radioaktivní premene približne u poloviny jader 
!(tLky. ) 

1 
a 20 min zbude približne 2 mg rádia C, za dalších 20 min zbude 

1 1 
, tj. - mg rádia C atd . Za 1 h = 3 · 20 min zustane z nej tedy - mg, 

4 8 
1 1 i 11 l'lli 111g rádia. Číselné hodnoty hmotnosti zbylého rádia C po jednotlivých 
ii:,.(h1 11 C' li rndioaktivních pi'emen tvorí proto geometrickou posloupnost (an):=l 

1 1 
1!1V11J 1p c~lencm a1 = S a kvocientem q = 8. Ze vzorce an = a1qn- I pak plyne 

n 1 
an =q = -8n 

1 
Po n hodinách zustane tedy z 1 mg približne - mg rádia C. 

8n 
1 1 d !0ttL Hl počátkem roku uložil do penežního ústavu (banky, spofäelny) částku 

:,j j( 1' JL po 1icchal ji nevybránu i s úroky pon let. Určete , na jakou částku vzrostl 
Íif iii 11 n konci n-tého roku, jestliže na konci každého roku byl pfipisován úrok 

l11 iilH' výši p % (tzv. složené úročení se stálou úrokovou mírou p %), který 
1 . ~-r 111f1,rn 1 o daň z úroku ve výši 15 %. (čistý úrok t edy je 0,85násobek úroku;----..._ 

il ,MTi je ~zv . zdaňovací koeficient.) ( 

• f • HH'l J . roku pripíše penežní Ústav Úrokp % Z puvodne vložené částky ao sní

" 11 l Ii 1
Yc1, vklad vzroste na částku a1 = ao + 0,85 · l~O ao = ao ( 1 + 0 ,85 1~0 ). 

: !trnwl 2. roku pripíše k částce a1 úrok ve výši p % z a1 snížený o 15 %, 

1· lfl il v:1. rn:;Le na částku a 2 = a 1 ( 1 + 0,85 1~0 ). Obdobne je tomu v dalších le

ji, Vkl1uly po phpsání úroku snížených o 15% daň v jednotlivých letech tvorí 

rd 111 11 11c•omctrickou posloupnost s kvocientem q = 1 + 0,85 1~0 a s prvním 

111 111 11. 1 = ao - q. Užitím vzorce an = a1 - qn- l dospíváme k výsledné částce 
i 1 i JO n lcLech: an = ao - qn. 

Pľi p-procentním složeném úročení vzroste puvodne vložená částka 
.:-;tku an Kč , kterou vypočteme podle vzorce 

an = ao ( 1 + 0,85 1~0 r . 
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:nn,inkn, Vzorce LohoLo Ly p u 8C uživ 
1 v11 o n 1 črn óm proccnlnáln!m vzn'1stu r 
1 č;usovóm úseku n let apod. 

1cnpní cena stroje je co Kč. Pfi každoroční inventuľe se odepisujc na 011(1!,1" 
rání p3 ceny stroje z pľedchozího roku (tzv. amortizace ). J aká bude ('•1111 1 
je po n letech? 

foní 

lobnou úvahou jakov pľedchozím príkladu dospíváme k tomu, že ceny sl,r• •,11 • 
konci j ednotlivých let tvorí geometrickou posloupnost (c1 , c2 , . .. ) s kv11. 1 

em q = 1 - l~O a s prvním členem c1 = co · q, takže Cn = c0 · qn. 

poved'.· 
( 

p )n Cena st roje po n letech v Kč bude co 1 -
100 

. 

Limita posloupnosti 

;t·ivace pojmu limita posloupnosti 

:dujme, co se deje s členy posloupností , které jsou znázorneny graficky 1111 
.l , 6.2, 6.3 , jestliže n neomezene roste: 

ny posloupnosti (an)::1 = (- n- )00 

se neomezene blíží k číslu a = 1 
n + 1 n=l 

) I' . 6.1 ) ) 

uy posloupnosti (bn):=l = (- n2):'=i neomezene klesají, blíží se k - c-1 

r. 6.2), naproti tomu členy posloupnosti (n2):'=i neomezene rostou, blíži H„ 

1-

.uy posloupnosti (cn):=l = ((- l t _n_) oo se neblíží ani k žádnému čísl 11 
n + 1 n=l 

, ani k +oo nebo -oo (obr. 6.3). 
rcdcué tfi prípady jsou typové, práve jeden z nich nastává pro každou p 
IOHL ( Cln):=l : 
•Lližc s rostoucím n se členy posloupnosti (an):=l neomezene blíží k určité1rn.1 
Unómu číslu a, i'íkáme o tom čísle, že je limitou (vlastní limitou) posloupnosti. 

~ L li žc s rostoucím n se členy posloupnosti (an):=l blíží k +oo nebo -
:Á.111c, že posloupnost má nevlastní limitu +oo nebo -oo. 

~ Ll i žc s rostoucím n se členy posloupnosti (an):=l neblíží ani k žádnému čísli l 
: R, ani k +oo nebo - oo, pak ríkáme, že posloupnost nemá ani vlastní, an 
vinslní limitu neboli j e oscilující. 

:mkn. Název lim ita pochází z latinského „limes", což znamená doslovne „mez" . 
fo 1 LcxLu se budeme prevážne zabývat vlastní limitou posloupnosti a budeme stručn 
L o lim.i L č posloupnosti. S uvedeným intuitivním pojetím pojmu, limita posloupnosti 
ovAom v matematice vystačit . J e nutné vyslovit její definici, ve které je presu 
fono, co 8C roz umí tím, že se pro neomezene rostoucí n „blíží" členy a„,, k čisln 

De:flnice vlastní (konečné) limit 
Ŕíkám<' , zc rcálué číslo a je limita posloupnosti (a11 ):7'.' 1 se deny a 11 (. R, práve 

kclyž ke každému (jakkoli malému) číslu E: > O existuje takové pl'irozené číslo no , 
~e pro všechna n ~ no je an E (a - E:, a+ é) čili platí nerovnost \an - a\ < E: . 

Geometrický výklad definice limity posloupnosti (obr. 6.4): Má-li posloupnost 
(an)~=l limitu a E R, pak ke každému (libovolne malému) číslu E: > O existuje 
takové číslo no E R, že pro všechna n ~ no obrazy členu Cln v kartézském grafu 
posloupnosti leží uvnitr pásu, jehož hraniční prímky procházejí body a - E:, a + E: 
na ose y a jsou k ní kolmé (v tzv. E: -ovém pásu bodu a osy y ; v obr. 6.4 je vyznačen 
barevne). 

an 

a+€ l 1 
1 ? o 

a 1 1 Y 1 
1 Q 1 ? 1 1 

a-€ 1 1 

: 1 : 1 1 1 
y 1 1 1 1 1 1 
1 a1 1 a2 1 a3 1 a4 1 a5 1 a6 1 a1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 

O 1 2 3 4 5 6 7 n 

Obr. 6.4 

Skutečnost , že posloupnost (an):=l má limitu a E R, se vyjadruje zápisem 

lim Cln = a, 
n~oo 

který čteme: limita Cln pro n jdoucí k nekonečnu (rostoucí nade všechn~eze)--_je, 
rovna a. 

Posloupnosti, které mají vlastní limit u (a E R) , se nazývají kon ergentní 
· posloupnosti . Posloupnosti , jež nejsou konvergentní, se nazývají di rgentní 
posloupnosti ( divergují k +oo nebo -oo, anebo jsou oscilující). 

Príklad použití definice limity posloupnosti 
Pomocí grafického znázornení odhadnete limitu posloupnosti lim n~oo n + 1 

n 
a svou 

domnenku ovel'te podle definice limity. 

ňešení 
Na základe grafického znázornení posloupnosti (obr. 6.1) dospíváme k názoru , že 
limita dané posloupnosti je rovna jedné. Tuto svoji domnenku overíme pi'ímým 
t 1 ~itím definice limity posloupnosti. Podle ní je treba dokázat: Ke každému (libo
volne malému) E: > O existuje takové pfirozené číslo n, že pro všechna n ~ no platí 

1 

~ - 1 \ < E: čili - 1- < E:, a tedy n > ~ - 1. Císlo n 0 požadovaných vlast-
n + 1 n + l E: 
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- L qiJ Lt u.~ iH Lt0o ; jl~ Lu lm!tidu prirnl'iu 11 u \lit<!u , p'ľó 11 (1:i, ll ln'l,Í 'l/,rJ ::> -_·-;: l. NnpI•. v0Jf111 1· 11 
é 

(O; 0 ,1), ja minimálnč požadovan6 n0 = - 1- : 
€ - l 

c 0,1 0,04 0,01 0,001 
1 

no = - - 1 9 c 24 99 999 

n 'ím je dokázáno, že skutečne lim -- = 1. 
n-->co n + l 

~ 

0,000 3 0,000 l 

3 332 9 999 

Tento zpusob určování limit posloupnosti je však obecne obtížný, a proto ~" 
Yrnvidla neužívá, ale pomocí definice limity se odvodí vety o limitách a z t ech fi <' 
lk vychází pfi praktickém výpočtu limit. 

·;;;ty o vlastních limitách posloupností 

- 1. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu. (Tedy buď vlastní limit,11 
nemá, anebo má práve jednu.) 

.2. Každá konvergentní posloupnost je omezená. 

brácená veta k vete V 2 neplatí (napr. posloupnost ((- l t ):=l není zrejm 
nvcrgentní, prestože je omezená). Platí však následující veta: 

1„'J. Je-li omezená posloupnost monotónní , pak je konvergentní. 

ato veta v sobe shrnuje dvojici vet: 
.Je-li posloupnost neklesající a shora omezená, pak je konvergentní. 

J e-li posloupnost nerostoucí a zdola omezená, pak je konvergentní. 

'„{ Ve~a o limite součtu, rozdílu, součinu a podílu posloupností 
Nechť posloupnosti (an):,1 , (bn):=l jsou konvergentní a c je libovolné re
á.l né číslo . Pak jsou konvergentní i posloupnosti ( an + bn):=l ' ( a„ - bn):=l ' 
(an · b„):=l' (c · an):,1, je-li lim bn f= O, je konvergentní také posloupnost n-->oo 

( ~: )~= l a platí 

a) liin (an + bn) = lim a„ + !im bn, 
n-oo n-->co n-oo 

ll) lim (an - bn) = !im an - !im bn, 
n-oo n-oo n-->co 

c) lim (an · bn) = !im an · lim bn, 
n ,--+ oo n-+oo n-+ oo 

cl ) lim can = c · lim an , 
~ -+oo n -+oo 

an 
c') fon -b -

• 'i1,-> oo n 

lim an 
fl,-+(X) 

lim bn 
n-oo 

l ' ot!'1 !ťl!11 hkt1 . M t~ Llllll t~Llukou htdnlccl lv,o l'Oíl~ ľi11 L plaL1 10>1L v~·t ,y o lbnl:L0 Hc11't č: Lu tL ~JdLtl~ i 1ll1 

im llbovolný počo L poHJ0 11 pnos Lí. 

'pcciálnč pro aritmeLické a geometrické posloupnosti platí tyto vety: 

V. 5. a,) Ncchť (ari) '.'.,°=1 je aritmetická posloupnost , jejíž diference je d = O, resp. 
geometrická posloupnost s kvocientem q = 1, a jejich první člen je a 1 = 
= a. Pak tato posloupnost s konstantními členy a má limitu 

lim an = a. 
n-oo 

b) Žádná aritmetická posloupnost s diferencí d f= O nemá vlastní limitu. 

c) Každá geometrická posloupnost (an):=l ' kde an = qn, popi'. an = 
= a 1q"- 1 , pro jejíž kvocient q platí lql < 1, je konvergentní, má limitu 
rovnou nule. Tedy platí: 

lim qn = O, !im a1qn- l = O pro lql < 1. 
n -+oo n-+CX) 

d) Žádná geometrická posloupnost, pro jejíž kvocient q platí q = - 1 nebo 
lql > 1, nemá vlastní limitu. 

Pro praktický výpočet limit posloupností je často užitečná veta: 

V.6. Posloupnosti - , - - , ( - 1 t · - mají limity !im - = (1) 00 

( 1) 00 

( 1) 00 1 
' n n=l n n=l n n=l n-oo n 

n-oo n n-oo n = O, !im (- ~) = O, lim [( - lt · ~] = O. 

( 
1 )

00 

Dusledek: Pro každé k E N posloupnosti k , 
n n=l ( ( - 1 t · ~k ) 

00

_ mají 
n- l 

limity !im \ =o, !im [c-1t ·-\] =o. 
n-+CX) n n-+oo n 

Poznámka. Posloupnosti , jejichž limity jsou rovny nule, se na7_xájlnu:lové posloup-

nosti . ( . 

Príklady výpočtu limit posloupnosti užitím vet o lini:_itách 
v • 3n + 1 

1. Urcet e hm --
n-oo 6n + 5 

Rešení 
Zlomek 

3
n + 1 

upravíme tak, že čitatele a jmenovatele delíme číslem n a pak 
6n+5 

užijeme pro výpočet vet o limitách posloupností V.4 a V.6: 

3n + 1 3 + 1. !im ( 3 + ~ ) 
!im --- lim __ n_ _n_-_=-c-----~ 

n-->co 6n + 5 n-oo 6 + l:í. !im (6 + l:í. ) 
n n-+CX) n 

!im 3 + !im 1. 
n -+oo n-+oo n 

!im 6 + 5 · lim 1. 
n-+ oo n -+oo n 

3+0 
6+0 

1 
-
2 
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~ . 1 im 
'I' ~ 

,,e§ení 

.In '" "; i;-1 
n 'l. ·I r:. 

1 1 
4n ~ + 5 

' 1 v č . 1 · 1 dčl. ' č ' l 2 orne c 2 + " uprav1me ta c, ze ·1 tate e a .Jmenovate e ime 1s em n a n o 
posLupujeme obdobne jako v pi'edcházejícím príkladu. Dostáváme: 

4n2 - 1 
lim --

n -+oo n 2 + 5 
4 - -1,

lim ---T -
n -+oo 1 + n2 

lim 4 - lim ~ 
n --+oo n --+oo n 

lim 1 + lim Jí, 
n --+oo n --+co n 

- 4 - 0 
- 1 + 0 = 4 

3. Vypočtete lim 5n
2 
+ 3n + 2 

n -+oo 2n3 + n - 1 . 

Rešení 

1 !~ j„ 

itatele a jmenovatele zlomku delíme číslem n3 (nejvyšší mocninou n), pn,11 
postupujeme jako v pi'edchozích pi'íkladech: 

1. 5n2 + 3n + 2 
1
. 

Im = im 
n-+oo 2n3 + n - 1 n-+oo 

5 3 + 2 - + „ ns n n 
1 1 2+n>-;;;s 

o+ o+ o = Q = O 
2 + 0 - 0 2 

L Vypočtete lim ( 2n + 1) 3 

n-+oo 3n - 5 

Rešení 

Užitím vety V.4 o limite součinu posloupností a dále obdobným postupem jaku 
v l. príkladu dostáváme: 

1. ( 2n + 1) 
3 

lm --
n -+oo 3n - 5 

]. 2n + 1 
( )

3 

Im -
Tl. ->00 3n - 5 ( 

2 + 1 )3 lim ____ii_ 
n->oo 3 _ .Q 

n 
( ~ ) 3 8 

27 

5. 2n - 3. 5n 

>. Vypočtete nl~1! 2 . 2n + 2 . 5n · 

() 

Rešení 

Posloupnosti (2n): =1 a (5n)~ 1 jsou podle vety V.5d divergentní, avšak posloup-

nost ( ( ~ ) n) ~= l je podle vety V.5c konvergentní, má limitu nl~1! ( ~) n = o. 
Proto vydelíme čitatele i jmenovatele daného zlomku 5n (čili rozšíi'íme zlomek 
1 

- ) a vypočteme : 
5" 

5 . 2n - 3 . 5n 5 . ( ~ r - 3 
lim = lim 5 n 

n->= 2 · 2n + 2 · 5 n n ->oo 2 · ( g) + 2 
0 - 3 
0 +2 

3 
2 

l<-TStTlľGU . ...:--rnr.n.-1.,uc .1.·1. 4 1.w '*' 

Vrrtn o lúnité poslo·upnosti vybrané z konvergentní poslottpnost·i 
.Je- Ii posloupnos t (an) ~=l konvergentní a lim an = a, pak také každá posloup-„ n --+oo 

uost vybraná z posloupnosti (an) :=l je konvergentní a má touž limitu a. 

Príklad 

lim ~ = O, a tedy také lim ~ = O a lim --
1
- = O. 

11 ->oo n n-+oo 2n n-+oo 2n - 1 

Dusledky této vety (duležité pro vyšetfování divergence posloupnosti): 

J .. Každá posloupnost , z níž lze vybrat dve konvergentní posloupnosti mající 
ruzné limity, je divergentní. 

2. Každá posloupnost , z níž lze vybrat divergentní posloupnost , je též diver
gentní. 

Ph určování vlastních limit posloupností je často užitečná následující veta: 

Veta o sevfen'Í pro vlastní limity posloupností 
J est liže posloupnosti (an):=l' (bn ): =l jsou konvergentní, p.fičemž mají tutéž 
limitu lim an = lim bn = a, a jestliže pro posloupnost ( cn):=l platí nerovnosti 

n--+oo n --+oo 

an ~ Cn ~ bn pro všechna n E N, n ~ no , pak tato ( „sevi'ená" ) posloupnost je 
také konvergentní a má touž limitu lim Cn = a. 

n->OO 

Jedním z dusledku t éto vety je veta: 

Veta o limite součinu nulové a omezené posloupnosti 
Jestliže pro posloupnost (an) :=l platí lim an = O a posloupnost ( bn)~1 je 

n->oo 

mezená, pak 
lim (an bn ) = O. 

n->oo 

s vetou o sevi'ení pro vlastní limity posloupností s/vis!také následující veta: 

Veta o racionálních aproximacích reálných čísel ( 
Pro každé reálné číslo a existuje neklesající posl'oupnost racionálních čísel 
(an):=l a nerostoucí posloupnost racionálních čísel (a~):= l tak, že platí 

an ~ a ~ a~ pro všechna n E N a lim an = !im a~ = a. 
n--+oo n-+oo 

l'oznámka. Prakticky je tato veta užívána pro iracionální čís la a. Pritom se často volí 

ri„ = an,d, a~ = an,h , kde an,d jsou dolní deset inné aproximace a an,h horní desetinné 
ftproximace čísla rádu n (viz kap. 2.5). Racionální aproximace an , a~ čísla a mohou však 

hýt obecne i jiného tvaru, viz následující príklady. 
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ľl·U.;ludy '!~~'iti v<lt11 o 'ľUG 'iu ·1 ~úln·ich UJ1ľ"U 

1. e;inice L'näotf ova čísla 7t 

.Již s Larovčký focký ma tema tik a fyzik Archimedes ukázal, že podíl obvod11 
krn bu o a jeho prumeru d je konstanta, jež byla pozdeji označena rr a n 
Ludolfovým číslem : 

t..lf l l l l 

o 
rr = d 

K odhadu hodnoty této konstanty Archimedes odhadoval obvod kruhu pomc.i„1 
obvodu vepsaných a opsaných pravidelných n-úhelníku pro ruzne velká n. (D„ 

vl l k' d d h ' dh d 223 
O 

22 •k dh ď v v•v' ) sp e tac Je no uc emu o a u 7l < d < 7 i o a um presneJSlm. 

V současné matematické terminologii lze tyto úvahy formulovat takto: uva 
žujme kružnici o jednotkovém polomeru , jež má délku 2rr. Označme (on )~ :i 
posloupnost obvodu pravidelných n-úhelníku vepsaných do dané kružn i"" 
a (o~):=3 posloupnost obvodu pravidelných n-úhelníku, které jsou této kruz 
nici opsány. Obe posloupnosti jsou zrejme monotónní (první je rostoucí, dru l1n 
klesající) a omezené, a tedy jsou konvergentní (viz vetu V.3). Dále pro každ„ 
pi'irozené číslo n ~ 3 je 

On < 2rr <o~ , 

takže 
· • ! v • • 1 · 1 . ! 2rr = hm On = hm on c1h rr = - hm On = - hm on. 

n --+oo n -+oo 2 n -+oo 2 n -+oo 

Odtud lze určit aproximace čísla n: se zvoleným počtem platných desetinnýcli 
míst. Napr. s presností na pet platných desetinných míst dostáváme 

n: = 3,141 59. 

2 . Definic e Eulerova čísla e 

:HM 

Lze dokázat, že posloupnost ( an)~= l' kde an = ( 1 + ~) n , je rostoucí a om„

zen á (zdola číslem 2, shora číslem 3) , takže je konvergentní. Má tedy vlastní. 
limitu , která se značí e a nazývá se Eulerovo číslo . Definuje se tedy 

e = lim (1 + .!.)n 
n -+oo n 

( 1) n+l 
Lze též dokázat, že posloupnost ( a:J :=l, kde a~ = 1 + ;;: , je klesaj íd 

a omezená (zdola číslem 2, shora číslem 3), t akže je konvergentní . Má tedy 
vlastní limitu a ta je také rovna Eulerovu číslu e, neboť 

( 
1) n+l ( 1) n ( 1) lim 1 + - = !im 1 + - - lim 1 + - = e · 1 = e. 

n ---+oo n n ---+oo n n ---+oo n 

N jo 

( 
1 ) ' '· 1 -1- ;;,- < e < (

. 1 ) H-1- J 
1 + -

n 

Odkucl Jze urči t aproximace čísla e se zvoleným počtem platných desetinných 
míst. Napr. s presností na pet platných desetinných míst dostáváme 

e = 2,718 28. 

ľoznámka. Takto definované Eulerovo číslo e patrí spolu s Ludolfovým číslem rr k nejdii
l o~itej ším matematickým konstantám. Setkali jsme se s ním jaka se základem pi'irozených 
logar itmu (kap. 4.3) a často se s ním pracuje v matematické analýze (kap. 8) i v pi'í
rocl ovedných a technických aplikacích mat ematiky. Obdobne jaka číslo n: je také číslo e 

i'ľacionální ( diikaz tohoto tvrzení však presahuje možnosti stredoškolské matematiky). 

Definice nevlastních limit posloupnosti 

Jak jsme již uvedli v úvodu této kapitoly, rozlišujeme dva prípady nevlastní 
limity posloupností. Nyní uvedeme jejich definice: 

Posloupnost (an)~=l má nevlastní limitu plus nekonečno, práve když ke 
lrniídému reálnému číslu h existuje takové číslo no E N, že pro všechna prirozená 
1~ ís la n ~ n0 platí an > h. 

Zapisujeme 
lim an = + oo. 

n --+oo 

Posloupnost (an)~= l má nevlastní limitu minus nekonečno, práve když ke 
kaií,dému reálnému číslu d existuje takové číslo no E N, že pro všechna p.firozená 
hsla n ~ no platí an < d. 

Zapisujeme 
lim an = -oo. 

n --> oo 

Pf íklady nevlastních limit posloupností 
l)ro každé q > 1 je lim qn = + oo, lim (- qn) = - oo, zatímco lim (- q)" neexis-

n ---+oo n ---+oo n ---+oo 

L11je; lim (1 + n) = +oo, lim (1 - n) = -oo, pro každé k E N: lim nk = +oo. 
n---+oo n ---+oo n ---+oo 

6.3 Nekonečná rada a její součet _ 

Nechť je <lána posloupnost (an)~= l' pak výraz~ 
ai + az + .. . + an + ( . , 

1111pisovaný často též ve tvaru 
00 

L an 
n=l 

(Nc•me: suma an od n rovno jedné do nekonečna), se nazývá nekonečná rada 
(číselná nekonečná rada) a číslum a 1 , a 2 , ... , a„, . . . se .fíká členy nekonečné 
ndy. 
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(2n2 
+ 1) = 3 + 9 + ... + (2n2 -1 L) + .. . , 

n = J 

Ľ 10- n = 10- 1 + 10- 2 + ... + 10- " + ... • 
n = l 

1 1 1 
10 + 100 + . . . + 10" + . .. 

Součet nekonečné rady 

J e tíeba si uvedomit , že nekonečná i'ada reálných čísel ncpfod11 !.11111/1 11111 t 
jejich součet , neboť ten je definován pouze pro konečný počet sčí Ln 111 11 1 !11111 
Pojem součet nekonečné i'ady lze však definovat takto: 

00 

Pro danou nekonečnou i'adu L an = ai + a2 + . . . + a ,1 + , 
n = l 

posloupnost ( sn):=l • jej ímiž členy jsou 

si = ai , 
s2 = ai + a2, 

S3 = ai + a2 + a3 , 

Sn = ai + a2 + a3 + . .. + an, 
. . . ... . .... . .... .... .. . . .. . ..... 

P osloupnost (sn):=l se nazývá posloupnost částečných souc l, ľ1 11_;i l>• •11 • 1 i 
00 

rady L an. J ej í n-tý člen Sn , zvaný n-tý částečný součet noko 11 '.1 ~! ,:' 1 f1tl 
n = l 

n 

sc zapisuje často též ve tvaru Sn = L ak (čteme: suma ak od k rovno 1• t l 1i 

k= l 

Existuje-Ii pro posloupnost (sn):=i částečných součtu nekonečné r 

lim Sn =s E R, 
n -+oo 

pak tut o limitu nazýváme součtem nekonečné rady a i'íkáme, Z<• 
facla je konvergentní. Jestliže posloupnost (sn) :=l nemá limitu s 
;~c nekonečná rada j e divergentní. 

00 

Ii i 

Skutečnost, že nekonečná i'ada L an je konvergentní a má součct „, , 1 1 /11111 11 

jeme zápisem 
n= l 

00 

Ľan = s. 
n = l 

06 

"'' '' ľUľgoaLní fodu Lody Oíw.nč ujcmc Hyrnbolcrn L n.,,, nejem ucko 1wč 11 o u hulu , 
n = l 

í ve/;a: 

,,, ,, 1 111/11. ľ 11rJ1tm:tnce p·ro konvergenci nekonečné fady 
00 

11 .11i1„ llľi< l) ll (' Č: llA i'ada L an konverguje, pak 
n = l 

lim an = O. 
n-+oo 

Tato podmínka je pouze nut nou , nikoli však postačující podmínkou pro 
ntc:I HCkonečné fady. 

l 't [/;/11,tl11 vyšetrení konvergence, resp. divergence nekonečné rady 
\. ~; ·~ 1 w (.o, :,,,cla konvergují, resp. divergují nekonečné i'ady 

l b) ~ 2n 
L..,n +ľ 

00 

c) L(- 1)"- 1. 

1 
l'Ovnost n( n + 1) 

n = l n = l 

1 1 
- - -- a jejím užitím odvodíme, že je 
n n + 1 

( L _ ~ ) + (~ _ ~) + (~ _ ~) + „ . + ( ~ __ l ) = l - _1 . 
2 2 3 3 4 n n + l n+l 

1 
i l vMrn 1 [ rovnosti Sn = 1 -

n+l 
mužete provést dukazem matema tickou in-

lnl1d. ) Odtud s = lim Sn = lim (1 - -1- ) 
n -+oo n-+oo n + 1 

= 1. Daná i'ada je tedy kon-

'" l~m 1Lní a má součet 
00 

Ln(nl+ l )= L 
n= l 

1 11 o1Mimka.. Zobecnením uvedeného postupu lze dokázat, že platí 

~ 1 1( 1 /'.' l) V' 
L..,n(n + m)=m 1 + 2 + '/ . + m prokazdem E N. 
n= l 

ym>. Urn ne pľitom rovnosti ( 
1 

) 
' nn + m 

1 ( 1 1 ) - ~- --
m n n+m 

2n 1 
111111.o:í.c lim -- = 2 lim --1- = 2 · 1 = 2 #- O, není splnena nutná 

?L-+00 n + 1 n-+oo 1 + n 
1 1111 l1n ť 11 ka konvergence dané nekonečné fady, a t edy je tato i'ada divergentní. 

1 •111~ l o 1 tpnost částečných součtu (sn) :=l = (1 , O, 1, O, .. . ) nemá limitu, t akže 
1 (1111(1 hida je divergentní. 
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Nr'/M,r''l'Ú dmh11 n<J l~rmur'H:1jťh 'imt: 

1. nrlimot lckó uckoncčnó f ndy (pŕifn~,· 116 nľiLt11 (1 Ll ckó p0Hlo up11n!1 í i 
IH'e ll< ' m dy L Vllľ ll 

X 

I)a1 + (n l)d) a1 + (u1 t <l) + ... t (<ti +- (n - 1) 
rt l 

(L 1 je první člen , d diference aritmetické rad y ; 

2. geometrické nekonečné fady (pi'ifazené geometrické p osJ0111 •111 

konečné ľady tvaru 

00 

~ n - l +· n 1 + 6 a1 q = a1 + a1 q .. . + a i q ... 1 
n= l 

a 1 je první člen, q kvocient geometrické rady; 

3. harmonická nekonečná rada (pi'ifazená posloupnosti pí'C'Vl'fl t: ľ 11 
pi'irozených čísel ) , tj . nekonečná i'ada 

00 1 1 1 L: :n = 1 +2+„. + :n + „ . 
n = l 

Véty o konvergenci, resp. divergenci uvedených druhu nekone<:n:1íľ!1 111.I 

1. Každá aritmetická nekonečná i'ada je vždy divergentní , pok11d 111 ·111 
= o/\ d = o. 

00 

Geometrická nekonečná i'ada L a1qn- l je 
n = l 

a) konvergentní , je-li q E (- 1; 1), tj. lql < l ; pro její součct plal. Í 

b) divergentní, je-li lql;::; 1. 

a1 
s = -- , 

l - q 

00 1 
:J . Harmonická nekonečná facla L - je divergentní. 

n= l n 

Dukaz vety o konvergenci geometrické nekonečné fady 
00 

Dokaž te vetu o konvergenci geometrické nekonečné fady L a1qn- l 

1/ E (- 1; 1). 
})úkaz 

n = l 

Pro Lo~c podle predpokladu je q # 1, platí pro n-tý částečný součc L .'1
11 

d 11111 111 ·11 

u1 cLrické fady vzorec (viz kap. 6. 1 str. 294) 

qn - 1 _ ___!!!____ (qn - 1) . 
Sn = a1 q=-1 - q - 1 

:ws 

1.1. , ll•1i! 11 1.11 11 1t1, ii,o lrtl < 1, potil 
11111 1/i • () , l 1)x lH Ll~j o Locly limita 

. n1 ( n . ) a1 ( . ) a1 li rn --. q - 1 = -- · O - 1 = -. - . 
'II. •00 q - l q - 1 l - q 

11 l 1 rn 8 .„ 
II •l'IU 

kllllf\,ll f\. 

P; ' fl.i/, „ / ľJ f,JO?MHH'{Jentních geometrických nekonečných fad 
00 

! II , o. l 11 NOl ílloL n ekonečné fady L (2 + .J3) (2 - .J3) n-l . 

n = l 

111 il n Jo geometrická: a1 = 2 + .J3, q = 2 - .J3 ~ 0,27, tedy q E (O; 1) , 
ll lm11vcrgentní se součtem 

_ L_! = 2 + yÍ3 = 2 + yÍ3 . yÍ3 + 1 = 5 + 3yÍ3 ~ 5 098 
J - (j 1 - (2 - .J3) .J3 - 1 .J3 + 1 2 ' . 

2 
11vm·gcntní geometrickou fadu, jejíž součet je s = 2 3 a součet jejích 

. 1 o 11 l.1 č: crm je s5 = 4 

a1 d , , a1 8 q5 
- 1 

1 - - ostavame = - - , ze vzorce s5 = a 1 -- p yne: 
1 - q q - 1 3 q - l 

<Lj v • • 5 11 ( 8 ) v 5 33 1 Hr, : q _ 
1 

c1h q - 1 = 4 : - 3 , takze q = 1 -
32 

= -
32 

, a tedy 

' ( 1)
5 

1 8 8 3 ( 1lľ i> o( - 2 = - 32); a1 = 3(1 - q) = 3. 2 = 4. 

00 

·i:: r 11 cc1aná geometrická facla je L: 4 . 
n = l 

(- ~) n- 1 

t I i n v oliorn R rovnici s neznámou x : 

2x + 4x + 8x + 15x + ... = l. 

l i n\l id l'I 11pra.víme na tvar 

2x + ( 2x )2~# + (2x)4 + ... = l. 

f fi11 1 11 1' 11 ľ1 geometrická facla n levé strane této rovnice má kvocient q = 2x 
J>ľO každé x E R). Aby yla konvergentní, musí být 2x < 1 čili 2x < 2° , 

r;:t( y .I' < O. J ejí součet pak je 

1 , , , 

a1 2x 
-- - --
1 - q 1 - 2x 

2x 
rnv11 icc tím nabývá tvaru --- = 1 čili po úprave 2x+l = 2°, odkud 

1 - 2x 
1. (Nnlczený koi'en vyhovuje podmínce x < O.) 
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lt 

Imp. 2.5 víinc, že lu1žcl6 rcáln.6 čí 1>lo a lzc vyj ádri L vc Lvarn cl cH 
Pr-Hom nekonečný clese tirmý rozvoj zľcjm č predstavuje konv 
i"ndu. 

\lr!la, o vyjárlfení kladného reátného čísla .fako so'11,i:!tn konvei:gentní neko'IM'f''ll< 
fririy 
l'ro každé číslo a > O platí 

ai a 2 an 
a = ao,a1a2 ... an ... = ao + 

10 
+ 102 + ... + lQn + . .. , 

. I } 1 , v , 1 • vt k t • v cl (/, f LJ . 'ac ne c1s o a = ao,a1a2 . . . an ... Je souc em onvergen m ra y ao + JfJ 
a2 an 

1- 102 + . .. + 10n + ... 

ukaz 
. v. t v . vt ťt k v . v cl . ai a2 n-tym cas ecnym souc em e o ne onecne ra y Je sn = ao + 

10 
+ 

102 
+ . · · 

a 
1- 10: = an,d, tj. dolní clesetinná aproximace rádu n čísla a. Posloupnost (sn),-. 

1 

je monot ónní (neklesající), neboť pro každé n E N platí an+i ,d ~ a n ,d (viz kap. 2. ()
1

, 

a omezená, neboť zrejme pro každé n E N platí a0 ~ a n ,d ~ ao + 1. Podle vety V. '.I, 
uvedené na str. 300, je proto posloupnost (sn):=l konvergentní, pričemž lim s, 

n ->oc 
= lim and= a. 

'rl ---t OO ' 

oznámka. Obdobne lze dokázat , že také a = !im s~, kde s;, = an,h je horní desetiľl'11 11 

aproximace fádu n čísla a. 
n -oo 

Veta o vyjádrení kladného reálného čísla jako součtu konvergentní nekoneé1w 
ľady se užívá spolu s vzorcem pro součet konvergentní geometrické fady pfi pfo 
vodech racionálních čísel daných periodickými desetinnými rozvoji na tvar zlomk•n 
s celočíselným čitatelem i jmenovatelem. 

Príklady prevodu racionálního čísla ve tvaru periodického desetinného 
rozvoje na tvar zlomku 

1. Racionální číslo dané ryze periodickým desetinným rozvojem 0,72 vyjádrete V<' 

tvaru zlomku, jehož čitatel a jmenovatel jsou nesoudelná prirozená čísla. 

:llo 

Rešení 
Protože lze psát 

- 72 72 72 
0,72 = 102 + 104 + ... + 102n + ... ' 

což predstavuje konvergentní nekonečnou geometrickou fadu s prvním členem 
72 k . 1 . dl . .. v a1 = 102 a s voc1entem q = 102 , Je po e vzorce pro JeJI soucet 

0,72 = ~ - 72 .10- 2 
1 - q - 1 - 10- 2 

72 
102 - 1 

72 

99 
8 
11 

,,ešení 
Analogicky jako v 1. príkladu clostáváme 

0,375 = 
3 75 75 75 3 ai 
10 + lQ3 + lQ5 + · · · + lQ2n+l + · · · = 10 + 1 _ q = 

3 75 . 10- 3 3 75 3 75 3 . 99 + 75 
10 + 1 - 10- 2 = 10 + 103 - 10 = 10 + 990 = 990 
372 62 
- =-
990 165 

tl. Racionální čísla daná ryze, resp. neryze periodickým clesetiným rozvojem: 

a) 0,37, b) 0,625, c) 4,8 , 

cl) 0,625, e) - 0,625, f) - 3,17 

vyjáclrete ve tvaru zlomku, jehož čitatel a jmenovatel jsou nesouclelná celá čísla. 

Rešení 
Obdobnými postupy jakov preclchozích pfíklaclech clostáváme 

- 37 - 625 - 8 44 
a) 0,37 = 

99
, b) 0,625 = 

999
, c) 4,8 = 4g = g' 

- 619 - 563 - 8 143 
cl) O 625 = - e) - O 625 = - - f) -3 17 = - 3- = - - . 

' 990 ' ' 900 ' ' 45 45 

c 
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7 Kombinatorika, počet 
pravdepodobnosti, statistika 

7 .1 Základní kombinatorická pravidla 

Kombinatorika je součástí finitní matematiky, která studuje konečné so 11 
bory (množiny a uspoi'ádané k-tice, k E N). 

Základními vetami kombinatoriky jsou tzv. kombinatorické pravidlo SOUl;l. 11 
a lwmbinatorické pravidlo součinu. 

První kombinatorické pravidlo (kombinatorické pravidlo součtu) je založeno 1111 
vété o počtu prvku sjednocení k konečných disjunktních množin (viz kap. 1.2): 

Jsou-li A1 , A2 , . . . , Ak konečné množiny, které mají po fade n
1

, n2, . .. , n,. 
prvku, a jsou-li každé dve z techto množin disjunktní (tj . Ai n Aj = 0 pro každť· 
i =/= j) , pak jejich sjednocení A1 U A2 U . .. U Ak má n1 + n2 + ... + nk prvkl'1. 
Kombinatorické pravidlo součtu (kombinatorické vyjádrení predchozí vety): 
Počet všech možných zpusobu výberu práve jednoho prvku ze sjednocc11 í 
A1 UA2 U . .. UAk, po dvou disjunktních množin A1, A2, ... , Ak o n1 , n2, ... , nk 
prvcích je roven n 1 + n2 + ... + nk. 

Druhé kombinatorické pravidlo (kombinatorické pravidlo součinu) je založen11 
na vété o počtu prvku kartézského součinu k konečných množin (viz kap. 1.2): 

J sou-li A1, A2, . .. , Ak konečné množiny, které mají po fade n1, n2, ... , n,, 
prvku, pak jejich kartézský součin (tj . množina všech uspoi'ádaných k-tie 
(x1 , X2, ... , xk) takových, že X1 E A1, X2 E A2, . . . , Xk E Ak) má n1 · n2 · ... · n„ 
prvku. 

Kombinatorické pravidlo součinu (kombinatorické vyjádrení predchozí 
vety): Počet všech možných zpusobu výberu (vytvorení) uspoi'ádané k-ticc 
(-'.ľ1, x2, ... , xk) prvku x1 E Ai, x2 E A2, ... , Xk E Ak z množin A1, A2, .. . , A„ 
o n1 , n2 , . .. , nk prvcích je roven n1 · n2 · . . . · nk . 

V tomto základním kombinatorickém pravidle součinu se predpokládá, že výbeľ 
prvku x1 E A1, x2 E A2, . . . , Xk E Ak je na sobe nezávislý. Kombinatorické pra
vidlo součinu je však možné zobecnit i pro prípady, kdy výbery následuj ících členu 
uspoi'ádaných k-tie prvku (x1 , x 2 , ... , xk) budou závislé na výberech predchozích 
členu. 

Kombinatorické pravidlo součinu (zobecnen é ) : Jestliže z prvku dané mno
žiny (resp. daných množin) vytváríme usporádané k-tice prvku (x

1
, x

2
, ... , xk) 

tak, že první člen x 1 lze vybrat n 1 zpusoby, druhý člen x
2 

lze vybrat po vý
beru prvního členu n 2 zpusoby atd. , až k-tý člen Xk lze vybrat po výberu všech 
pťeclcházejících členu nk zpusoby, pak počet všech možných uspoi'áclaných k-tie 
(x1, X2, . . . , xk) je roven n1 · n2 · ... · nk . 
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cšení 
Všcchny čtverce rozdelíme clo čtyi' množin A1 , A2, A3, A4 tak, že v množine Ai 
jsou všeclmy č tverce o strane délky i (i = 1, 2, 3, 4) . Z obr. 7.1 je pa trné, že 
počty čtvercu v nich jsou n1 = IA1 I = 16, n2 = IA2I = 9, n 3 = IA3I = 4, 
n4 = IA4 1 = 1. Podle kombinatorického pravidla součtu je proto celkový počet 

tvercu roven n 1 + n 2 + n 3 + n 4 = 16 + 9 + 4 + 1 = 30. 

Určete počet všech možných tanečních páru z 15 chlapcu a 10 devčat . 

11ešení 
Každý z možných tanečních páru lze z kombinatorického hlediska reprezentovat 
uspoi'ádanou dvojicí (x1, x2), kde x1 je kterýkoliv z uvažovaných 15 chlapcu 
a x2 je kterákoliv z uvažovaných 10 dívek. Podle kombinatorického pravidla 
součinu je proto celkový počet možných tanečních páru roven 15 · 10 = 150. 

Jiný zpusob fešení této úlohy viz v 2. príkladu kapitoly 7.3 na str. 321. 

:J. Určete, kolík dvojjazyčných slovníku je potrebných k tomu, aby byla zajištena 
možnost pi'ímého prekladu z anglického, francouzského, nemeckého a ruského 
jazyka do každého z nich. 

.l1ešení 
Každý dvojjazyčný slovník lze z kombinatorického hlediska reprezentovat uspo
i'ádanou dvojicÍ (x1 , X2), jejímž prvnÍm členem X1 je jazyk, Z nehož Se pfekládá, 
a druhým členem X2 je jazyk, do nehož se prekládá. Pro výber 1. členu X1 máme 
4 možnosti a pro výber 2. členu x 2 máme (po výberu 1. členu) již jen 3 možnosti. 
Proto podle zobecnéného kombinatorického pravidla součinu je celkový počet 
potrebných dvojjazyčných slovníku 4 · 3 = 12. 

Na vrchol hory vedou čtyi'i turistické cesty a lanovka (obr. 7.2). Určete počet 
všech zpusobu, kterými je možné se dostat 

a) na vrchol a zpét, 

b) na vrchol a zpet tak , aby zpáteční cesta by la jiná než cesta na vrchol, 

c) na vrchol a zpét tak , aby alespoň jednou byla použita lanovka, 

cl) na vrchol a zpet tak, aby lanovka byla použita práve jednou. 

Obr. 7.1 Obr. 7.2 
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ľCc1ln'1 ťi 
r, kombirntLorickóho lllcdislm pfod:; Lavují jcdnoLlivé zpu8o by, jak i,io dostnl, 1111 

vrchol hory a zpč L , u:-iporádané dvojice (x 1 , :c2), kde Xt je realizovaná ce8Lfi 11 11 

vr chol a x 2 cesta zpčt . Jejich hledané poč ty jsou 

a) 5 · 5 = 25 (podle kombinatorického pravidla součinu), 

b) 5 · 4 = 20 (podle zobecneného kombinatorického pravidla součinu) , 

c) 1 + 2·4 = 9 (podle kombinatorického pravidla součtu aplikovaného na mnn 
žinu uspoi'ádaných dvojic ( x1 , x2 ) takových, že alespoň jeden z členil x 1 , II'" 

je lanovka), 

d) 2 · 4 = 8 (podle kombinatorického pravidla součtu aplikovaného na 1111!• • 

žinu uspoi'ádaných dvojic (x1, x2) takových, že práve jeden z členil x1, x 2 j„ 

lanovka). 

.Poznámka. Konečné množiny a uspofádané k-tice prvku vyšetfované v kombinato1'i<·1• 
se v ní nazývají skupiny prvku. Pritom se rozlišují skupiny bez opakování a skupiH.Y 

opakováním prvku. J ejich významné typy uvedeme v následujících odstavcích. 

7.2 Variace, permutace 

Symbol n faktoriál 

Ke stručnému označení součinu všech pi'irozených čísel od 1 do n (n E N) 81' 

zavádí symbol n !, který se čte n faktoriál. Definuje se tedy: 

n! = 1 · 2 · ... · n pro každé n E N. 

Dále je účelné dodefinovat též 

Pŕíklady počítání s faktoriály 
Zjednodušte na tvar bez zlomkil 

O! = L 

) 
(n + 2)! 

a ' , 
(n + 4)! (n+2)! (n - 1)! 

b) - - n E N 
n. (n+2)! (n+l) ! (n - 3)!' · 

i(ešení 

a) (n + 2)! = n!(n + l)(n + 2) = n 2 + 3n + 2 
n! n ! 

b) (n + 4)(n + 3)(n + 2)! _ (n + 2)(n + 1)! 
(n + 2) ! (n + l)! 

= (n + 4)(n+3) - (n+2) - (n - l)(n - 2) 
+ 3n - 2 = 9n + 8 

3J. 4 

(n - l)(n - 2)(n - 3)! 
(n - 3) ! 

= n 2 + 7n + 12 - n - 2 - n 2 + 

V oriaco u pcrmuta 
J.·-člonuú varinco z 11 prvku(k, n E N, k < n) je každá uspofá<laná k-Licc 

Ht•H t.nvc•mí z tčchto prvkľt Lak, že každý prvok sev ní vyskytuje nejvýšo jednou (tj . 

\íl <ln.Ý prvok so v ní neopakuje). 
Permutace z n prvku (nebo p ermutace n prvku) je každá n-členná variace 

, 1\a11ých n prvku neboli každá uspoi'ádaná n-t ice sestavená z techto prvku tak, že 
lm~dý prvek se v ní vyskytuje práve jednou. 

Počet všech k-členných variací zn prvku se značí V(k , n) , počet všech permutací 
"' n prvkil se značí P(n) [resp. V(n , n)]. Lze je určit podle vzorcu z následujících 

·11rrl: 

Viíty o počtu variací a permutací 
ľro počet V(k, n) všech k-členných variací z n prvku (k, n E N, k ~ n) platí 

v1>orec 
V(k, n) = n(n - l)(n - 2) .. . (n - k + 1) 

11 cboli n! 
V(k, n) = (n _k) ! 

Pro počet P(n) všech permutací (poradí) n prvku platí vzorec: 

P(n) = n! 

Príklady variací a permutací, určení jejich počtu 
Všechny 2členné variace ze tfí prvkil a, b, c jsou uspoi'ádané dvojice prvku 

(a, b), (a, c), (b, a), (b, c), (c, a) , (c, b). 

.J cjich počet podle vzorce pro V(k , n) je V(2, 3) = 3 · 2 = 6. 
Všechny permutace tfí prvku a, b, c jsou uspoi'ádané trojice prvku 

(a, b, c), (a, c, b), (b, a, c) , (b , c, a), (c, a, b) , (c, b, a). 

.Jcjich počet podle vzorce pro P(n) je 

P(3) = 3! = 1 · 2 · 3 = 6. 

Pŕíklady užití variací a permutací 
1. Kolika zpilsoby muže 36 členu otga -izace zvolit ze svého stredu predsedu, mís

topredsedu, kulturního referent a sportovního referenta? (Pi'epokládá se, že 
každý člen muže mít jen jednu uvedených funkcí.) 

Rešení 
Z 36 prvku lze vybrat 4 prvky, ~čemž záleží na poradí (první zvolený bude 
pi'edsedou, druhý místopi'edsedou atd.), tolika zpusoby, kolik je 4členných vari-

ací z 36 prvku: 

V(4, 36) = 36 - 35 · 34 · 33 = 1 413 720 zpusoby. 
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Z daných 5 číslic lze takto vytvofit čísla jednociferná až pčtic i forná. Prol,, ,,,„ 
záleží na poradí číslic v čísle, pujde tu o variace, spec. (pfi číslech peticifernýr•li) 
o permutace. Jednociferná čísla jsou čtyfi (totiž 1, 2, 3, 4). Dvojciferných ~ f1 1o • I 
z 5 číslic je V(2, 5) = 5 · 4 = 20 , z nich však čísla 01 , 02 , 03 , 04 jsou vla:-;l. 111 • 
jednociferná, takže skutečne dvojciferných čísel je jen 16. Trojciferných čísol .I" 
V (3, 5) = 5 · 4 · 3 = 60, z nichž však čísla 012 , 013, ... , 043 jsou čísla dvojcifo1· 1111 , 
je jich V(2, 4) = 4 · 3 = 12, takže skutečne trojciferných čísel je 60 - 12 = 11H 

Podobne čísel čtyfciferných je V(4 , 5) - V(3, 4) = 5 · 4 · 3 · 2 - 4 · 3 · 
= 120 - 24 = 96 a čísel peticiferných je P(5) - P(4) = 5! - 4! = 120 - 24 = 'Iii 

Z daných číslic lze tedy utvofit 4 + 16 + 48 + 96 + 96 = 260 žádaných čísel. 

3. V urne je šest lístku téhož tvaru očíslovaných 1, 2, ... , 6. Kolika ruzn.ý111I 
zpusoby je lze postupne vytáhnout, jestliže se tažený lístek do urny nevr;lľt 

a pfihlíží se k poradí, v jakém byly lístky taženy? 

Rešení 
V jednotlivých tazích dostaneme permutace šesti tažených lístku, počet VŠ(·.- li 

t echto permutací je P(6) = 6! = 720. 

4. Určete součet všech čtyfciferných čísel sestavených z číslic 1, 3, 5 a 7 (bez op;1 
kování číslic). 

Rešení 
Všechna taková čísla jsou permutace daných 4 číslic; je jich P(4) = 4! = 2'I. 
Na míste jednotek se každá číslice opakuje tolikrát, kolik je permutací zbýva 
jících tfí číslic , tj. P(3) = 3! = 6krát. Proto součet na míste jednotek bud" 
6(1 + 3 + 5 + 7) = 96. Stejne tomu bude na ostatních místech, takže souČľl 
všech takto utvorených čísel bude 

(1OOO+100 + 10 + 1) · 96 = 106 656. 

Variace a permutace s opakováním 

k-členná variace s opakováním z n prvku (k, n E N) je každá uspofáda11.1 
k-tice sestavená z techto prvku tak, že každý prvek sev ní vyskytuje nejvýše k-krltl 
(tj. prvky sev ní mobou opakovat až k-krát). 

Poznámka. Uvedomme si, že zatímco k-členné variace (bez opakování) z n prvku existuji 
jen pro k ~ n, k-členné variace s opakováním z n prvku existují také pro k > n . 

Počet všech k-člených variací s opakováním zn prvku se značí V'(k, n) a lzľ 
ho vyjádfit vzorcem uvedeným v následující vete: 

Veta o počtu variací s opakováním 
Pm počet V'(k , n) všech k-členných variací s opakováním zn prvku (k, n E N) 
platí vzorec: 

V'(k, n) = nk 
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µaŇO'IJÚH,Í'ľl't O, 'UT 

1, Vi:!ccilny 2člcnné vari H.cc s opa.kováníio zc lfí prvku a, b, c jsou usporádan 

1 voj icc prv In~ 

(a , a), (a , b) , (a , c), (b , a), (b, b) , (b , c), (c, a) , (c, b) , (c, c) . 

.l cjich počet je V'(2, 3) = 3
2 

= 9. 

, Všcchny 3členné variace s opakováním ze 2 prvku a, b jsou 

(a, a , a) , (a, a, b) , (a, b, a), (a, b, b), (b, a, a), (b, a, b) , (b , b, a), (b, b, b). 

.l cj ich počet je V' (3 , 2) = 23 = 8. 

/,~-členná permutace (nebo permutace k prvku) s opakováním z n prvku 
(k, 11 E N, k~ n) je každá uspofádaná k-tice sestavená z techto n prvku t ak, že se 
Y 11í každý prvek vyskytuje alespoň jednou. Speciálne pro k = n jde o permutace 

„ opakování a pro k > n se nekteré prvky opakují. 
Počet všech k-členných permutací s opakováním z n prvku se značí 

/ 11 (11:
1

, k2 , ... , kn), kde k1, k2, . .. , kn označují počty opakování 1. , 2., . .. , k-tého 
prvku a je dán vzorcem uvedeným v následující vete: 

1 11/,rt o počtu permutací s opakováním 
l '1 ·0 počet P' (k1, k2, ... , kn) všech permutací k prvku s opakováním zn daných 
111·v ku (k> n) , pfičemž 1. prvek se opakuje k1-krát, 2. prvek krkrát, .. . , n-tý 
w vck kn-krát (k1 + k2 + ... + k„ = k), platí vzorec: 

kl 
P'(k1, k2, · · · ' kn) = k1!k2! .. · knl 

l 11'·íklad permutací s opakováním a určení jejich počtu 
A<'chny permutace čtyf prvku a, a , b, c ze tfí daných prvku a, b, c (k1 = 2, k2 = 1, 

ľ : i 1, k = 4, n = 3) jsou uspoľádané čtvefice prvku 

(a , a , b, c), (a, a , c, b) , (a, b, a, c), (a, b, c, a) , (a, c, a, b) , (a, c, b, a), 

(b, a, a , c), (b , a, c, a) , (b , c, a, a), (c, a, a, b), (c, a, b, a), (c, b, a , a). 

/ ) 4! 24 
/l'jic lt počet je P (2, 1, 1 = - 1 -1 - 1 = - = 12. 

2.1.1. 2 

t 1-Nklady užití variací a permutací s opakováním 

1, l\olik ruzných hodu lze provést a) dvema, b) tfemi kostkami, je-li na každé ze 

š<'sti st en 1 až 6 teček? 

l(c.ifení 
a) Jde o 2členné variace s obakováním ze šesti prvku, jejichž počet je V' (2 , 6) = 

= 62 = 36. 

" Ii ) Obdobne clostáváme V' (3, 6) = 6
3 

= 216. 
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tw.9eni 

' [):ojc iforná č .ís la j8ou 3člcnné vari acc s opalcováním (v čfa lc se číslice 111til1· 111 
opakovat) z 10 prvku (z číslic O, 1, 2, ... , 9) , jichž je V'(3, 10) = 103 = l !)(IP , 
z. nich však čísla začínaj ící nulou nejsou trojciferná, je jich V' (2 , 10) = 1 O' 
= 100. Čísel trojciferných tedy je V ' (3 , 10) - V' (2, 10) = 900; jsou to čísla , ,,i 
100 do 999. 

3. Kolik permutací s opakováním lze vytvoi'it z písmen slova PRAHA? 
R ešení 

Všech písmen je pet, A se opakuje dvakrát , počet všech permutací s opakova111111 
je tedy 

t ) 5! 120 
p (2 , 1, 1, 1 = 1 = -2 = 60. 

2. 

7.3 Kombinace, binomická veta 
Kombinace 

k-členná kombinace z n prvku (k, n E N0 , k;::; n) je každá neusporád1111 , 
k-tice sestavená z techto prvku tak, že každý prvek sev ní vyskytuje nejvýše jcd 111111 
(tj. žádný prvek sev ní neopakuje) , neboli každá k-prvková podmnožina množi11.1 
tčchto n prvku. Speciálne O-členná kombinace zn prvku je její prázdná podmnoži 11., 

Počet všech k-členných kombinací z n prvku se značí K(k , n) a lze jej utc il 
podle vzorcu uvedených v následujících vetách: 

Vety o počtu kombinací 

Počet K(k, n) všech k-členných kombinací z n prvku (k , n E N, k ;;; n) je dá11 
vzorcem: 

K(k n) = V(k, n) = n(n - 1) . .. (n - k + 1) 
) k! 1 · 2 . .. .. k 

Počet K(O , n) všech O-členných kombinací z n prvku (n E N
0

) je roven j edn ť· 
(neboť každá n-prvková množina má práve jednu prázdnou podmnožinu): 

K(O, n) = l 

Oba tyto vzorce lze vyjádl'it souhrnne (pro k, n E N0 , k ;::; n) ve tvaru: 

n! 
K(k , n) = k! (n - k)! 

.\ 

Príklad kombinací a určení jejich počtu 
Všechny 2členné kombinace tfí prvku a, b, c jsou neuspol'ádané dvojice (tj. 2prvkov 
množiny) 

{a , b}, {a, c}, {b , c}. 

J cjich počet je K(2, 3) = 3 · 2 = 3. 
1 · 2 
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{ , 1 n! (. ) V ' . (n) 1 o:.mačcn 1 zlomm ( k) ' vc vzorci pro K k, n se po uzivá symbol . , 
k! n - . k 

1 Ln ľ ,Ý He č tc: „n nad k" a nazývá se kombinační číslo. Definu_je se tedy: Pro každé 
1, /1~ c No, k;::; n , je 

(n) n! 
k = k! (n - k)!" 

<Ýákladní vlastnosti kombinačních čísel vyjadfojí vzorce uvedené v násle
il11Jldch vetách: 

1 t'l.y o základních vlastnostech kombinačních čísel 
l '11 1 každé n E N platí 

(~) = (~) = 1, (~) = n, (~) = l. 

l '1 o každé n , k E N0 , k;::; n , platí 

(n : k) = (;,). 

1 'ľO každé n, k E N0 , k < n, platí 

(n) + ( n ) = (n + 1) . 
k k + l k+l 

(1) 

(2) 

(3) 

Uvedených vlastností kombinačních čísel lze užít k zjednodušení jejich postup
lt<'il 10 výpočtu pomocí trojúhelníkového schématu zvaného Pascaluv trojúhel-
11Ík [čti: paskaluv trojúhelník]. V jeho l'ádcích jsou postupne kombinační čísla 

·;~), (~), (~) , ... , (~) pro n = O, 1, 2, 3, 4, ... 

sca luv trojúhelník 

l'ro n = O (~) 
G) G) 

(~) (~) (~) 
n = l 

n = 2 

n = 3 

n = 4 

n = 5 

(~) (~) (~) (~) 
(~) (~) (~) (:) (!) 

G) G) (~) (~) G) G) 
G) (:)(~)(:~)G). (;) (:) (:)(:) (:) (:)m.(;) 

n= 6 

n= 7 
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HO[ 

Pro n = O l 

n = l 1 l 

n=2 1 2 1 

n =3 1 3 3 1 

n =4 1 4 6 4 1 

n =5 1 5 10 10 5 1 

n = 6 1 6 15 20 15 6 'I 

n=7 1 7 21 35 35 21 7 

. . . . . . . . . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 ' • 

Z vlastností kombinačních čísel vyplývá, že každý i'ádek Pascalov:-~ l,1 i:1 pil11olu lkl 
začíná a končí číslem l. V každém jeho i'ádku čísla stejne vzdálell(L 111 I 1 111 111 kl 
a konce jsou si rovna (na základe vzorce (2)) , libovolné číslo uvni l , ľ 1'11111 '""" 
trojúhelníku lze dostat sečtením dvojice čísel ležících bezprostiednč 11 11 d 111111 III 
základe vzorce ( 3)) . 

Dále platí , že součet kombinačních čísel v n-tém i'ádku Pascalova l , ľ11,111li..!11lklt 

je 

( ~) + ( ~) + (;) + . .. + ( ~) = 2n. 

(Dôkaz této rovnosti je možné provést jednoduchou kombinatorickou ľ1 v 11l11111 N 
levé strane dokazované rovnosti je součet počtu všech prázdných, jednop1vl111111 h 
dvouprvkových, .. . , (n - l )prvkových a n-prvkových podmnožin n-pľv l \ 1111 • 111111 1 
žiny, tedy počet všech podmnožin n-prvkové množiny. Metodou matc11111 111 1,„ III 
dukce snadno dokážeme, že n-prvková množina má práve 2n podmno•l.Í 11 l 111h 11 

zovaná rovnost plyne též bezprostredne z binomické vety uvedené wi ;ii 1 IJ t 
dosadíme-Ii do binomického vzorce a = b = 1.) 

Poznámka. P ascaluv trojúhelník umožňuje výpočet kombinačních čísel po1il1,)' 111 11 1111111 
operace sčítání. Pritom lze užít jeho symetrie podle svislé osy. 

Príklady užití kombinací 

1. Ze šesti kandidátu je treba vybrat do komise ti'i. Kolika zpusoby je Ln 11111 : 111 

Ŕešení 
Ze šesti prvku dané množiny kandidátu máme vybrat tfi prvky, pľičeni '1i " ' " 11 11 #I 
na poradí , takže jde o 3členné kombinace ze 6 prvku. J ejic(i počet j 

K(3, 6) = = - - = 20. (
6) 6-5·4 
3 1. 2. 3 

Odpoved'.· Kandidáty je možné vybrat 20 zpusoby. 
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' l ~ 1 Lo ľil ohu jsinc v kap. 7.1 l'ešili pomocí kombinatorického pravidla souč inu. 
(\žcmc ji však iešit takto: Všech možných dvojic z 25 lidí (tj. 2členných kom-

rrnd z 25 prvku) je (2:) = 300. Z toho je však (1:) dvojic chlapeckých 

11 ( 1~) dvojic dívčích. Tanečních páru je tedy celkem 

(225) - (1:) - (12°) = 300 - 105 - 45 = 150. 

1 ll rčc te, kolika zpusoby je možné z 18 mužu a 16 žen vybrat sedmičlennou sku-

1iiun, ve které jsou 4 muži a 3 ženy . 

t?.ešení 
1 iro tože na poradí ve skupinách vybraných mužu a žen nezáleží, jde tu o kombi-

11 ace. 4 z 18 mužu lze vybrat K(4, 18) = (1:) zpusoby, 3 ze 16 žen K(3 , 16) = 

(1;) zpusoby. Protože kterákoli skupina 4 vybraných mužu muže být 

priclružena ke kterékoli skupine 3 vybraných žen , je výber možný celkem 

( 
l8) (16) 18 . 17 . 16 . 15 16 . 15 . 14 3 060 60 13 6 o , b · = · = · 5 = 1 7 O zpuso y. 
4 3 1·2 ·3·4 1-2 -3 

V sérii 12 výrobku jsou práve 3 vadné. Kolika zpusoby z nich lze vybrat a) 6 li
liovolných výrobku, b) 6 výrobku bezvadných, c) 6 výrobku, z nichž práve 1 je 
vndný, d) 6 výrobku, z nichž práve 2 jsou vadné, e) 6 výrobku, z nichž práve 3 

.Jt-mu vadné? 

fl. ešení 
ll vybíraných skupin 6 výrobku nezáleží na poradí prvku ve skupine, takže 

pfodstavují kombinace. 

n) Počet zpusobu výberu kterýchkoli 6 výrobku ze všech 12 výrobku je 

K(6 , 12) = (1:) = 924. 

11) Počet zpusobu výberu 6 výrobku z 9 bezvadných je 

K(6, 9) = (:) = G) = 84. 

c) Počet zpusobu výberu 1 vadného výrobku ze 3 vadných a 5 bezvadných 

z 9 bezvadných je roven 

K(r K(5, 9) ~ G) . (;) = 3 . 126 = 378. 
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l) A nnloµ;tcky < lrn; LMťL r 1 w: 

I<(2, 3). I<(4 , 9) = G) . (~) = J . 120 = :3 7H. 

e) A obdobne: 

I<(3 , 3) . K (3, 9) = G) . (~) = 84. 

Kontrola: V souladu s kombinatorickým pravidlem součtu (kap. 7,:1) j1 1 l• 1 
+ 378 + 378 + 84 = 924. 

5 . J e dáno n > 2 ruzných bodu. Určete , kolik ruzných prímck nľľllil , i• '"II 
a) žádné tfi neleží v jedné pľímce, b) práve tfi leží v jedné pi'ímco. 
Rešení 

Prímka je určena 2 ruznými body, takže v prípade 

a) jde o 2členné kombinace zn prvku (bodu), jejichž počet je (~) /1 ( !I 1) 

(n) (3) n(n - 1) b) hledaný počet je 
2 

-
2 

+ 1 = _ - 2. 

Príklady užití vlastností kombinačních čísel 

1. Vypočtete součty kombinačních čísel : 

322 

a) Sa= (~8) + G!), b) s6 = (~5) + (1
7
5
), 

c) Sc= (:) + G) + (!) + G) + (!) + (!). 
Rešení 

Použijeme-Ii vzorce z vet o základních vlastnostech kombinačních čf8 1 1 I , ol1111 l l\ 
váme: 

a) Sa = (138) + G!) = (138) + (~8) = (~) 19 . 1 

= 19 . 17 . 12 = 3 876 

b) sb = (~5) + (115) = (115) + (185) = (186) = 12 870 

c) Protože (!) = G) = 1, je (!) + (:) = G) + G) = G)· c) 
+ (!) = G), G) + G) = G), G) + (!) = G), G) -I G:) 

(10) v (10) 10 . 9 . 8 . 7. 6 = , takze Sc = = = 252. 
5 5 1·2·3 · 4·5 

N• 

J2 + - ! " ( ~; ) (X 1- 4) 
~;- 1 x+2 

·~ 1' 71. 'Í 

1 Jprnv! r uc-li obe kombinační čísla podle vzorce ( ~) = ( n : k) , nabývá rovnic 

,,„,, ľl l 

(X) (X+ 4) 1 12 
1 

+ 
2 

= 162 čili 12x + 2 (x + 4)(x + 3) = 162 . 

,Y ll (tsobíme-li tuto rovnici dvema a anulujeme, dostáváme kvadratickou rovnici 

x2 + 31x - 312 = O. 

lo1li kofon x = 8 je pl'irozené číslo , které dané rovnici vyhovuje, neboť L(8) = 

12 (~) + G~) = 12. 8 + ~ · 12. 11 = 96 + 66 = 162, P(8) = 162, L(8) = P(8); 

1•11 1 :c = - 39 není pfirozené číslo. 

11leclek: K = {8} 

l II 11• l\nická veta 

Imp. 3.1 jsme uvedli vzorce pro (a + b) 2 , (a + b )3
, kde a, b jsou libovolná r1::

" 11 ľ<'Hp . komplexní čísla. Nyní pomocí kombinačních čísel vyjádfíme v následující 
' v11o rec pro (a + b f , kde n je libovolné pfirozené číslo . 

l II 11 11 11.lická vet a 
l '1,, lot~dá dve komplexní čísla a, b a pro každé pl'irozené číslo n platí 

(a+ bf = G)an + (7)an- lb + C)an- 2b2 + ... + 

+ (~)an-kbk + . .. + (n: 
1
)abn- l + (~)bn 

II• l 11) 1 j 

(a + bf = ~ (~)an-kbk. 

VAimnete si, že na pravé strane této tzv. binomické formule (binomickéh 
q1•ce) rostou exponenty mocnin se základem b a klesají exponenty mocnin s 
1 !11.cl cm a; pritom součet obou exponentu je v každém členu roven n. Celkcrn 

l>inomické formuli n + 1 členu. Obecne člen stojící na (k+ l)ním míst e (k = 
2 ) b. . k' c 1 , (n) n- kbk , 1 , , • • • , n mom1c e 1ormu e ina tvar k a . 

Vyjádfime-li výraz (a+ bf pomocí binomické vety, fikáme též, že jsme utvorili 
1 11 1omický rozvoj výrazu (a+ bf. J ednotliví sčítanci v nem se nazývají člen; 
1.i .101nického rozvoje. Protože koeficienty binomického rozvoje výrazu (a+ b}"' 

111 kombinační čísla, fikáme temto číslum také binomické koeficie nty. Tv,.,r. 
1 ý nídek Pascalova trojúhelníku. 
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P1'>ríklad11 ttž ití binomick é vety 

1. Užitím binomické vety určete a) (a + /J) '1, b) (a + b) ú pro libovolnc\ čís la ri , 1, r 1 

Rešení 
Podle binomické formule je 

(a + b)4 = a4 + G)a3b+ G)a2b2+ G)ab3 + b4 = 

= a
4 

+ 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 , 

(a + b)
5 

= a
5

+ G)a
4
b+ G)a

3
b
2

+ G)a2b3 + (!)ab4 +b5 = 
= a

5 + 5a
4
b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5 . 

2. Utvorte binomický rozvoj výrazu ( 2x - ~) 4 . 

Rešení 

( 2x - ~ r = [ ( 2x) + ( - ~) r = 

4 (4) 3 ( y) (4) 2
( y)

2 
(4) ( y)3 ( y).i = (2x) + 1 (2x) - 3 + 

2 
(2x) - 3 + 

3 
(2x) - 3 + -3 

= 16x + 4 · 8x · - - + 6 · 4x · - + 4 · 2x - - + - = 4 3 ( y) 2 y2 ( y3) y4 
3 9 27 81 
32 8 8 y4 

= 16x
4 

- -x3y + -x2 y2 - - xy3 + -
3 3 27 81 

3. Podle binomické vety vypočtete mocninu komplexního čísla 

( v'2 + i v'3) 5 . 

Rešení 

Užitím binomické formule pro a = v'2, b = iv'3, n = 5 dostáváme 

(~) h5 + G) . n. iv'3 + G) . h3. (iv'3)2 + 

+ G)n. (iv'3) 3 + G)V2. (iv'3)4 + G) (iv'3) 5 = 

= 1 . 4v'2 + 5. 4. iv'3 - 10. 2v'2. 3 - 10. 2. 3iJ3 + 5v'2. 9 + 1 . 9iv'3 = 

= 4v'2 + 20iv'3 - 60v'2 - 60iv'3 + 45v'2 + 9iv'3 = - llv'2 - 3liv'3. 

4. Pomocí binomické formule vypočtete mocninu 0,98 10 s presností na 5 desetin
ných míst. 
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0,98 10 = (J 0,02) 10 = ( l - 2· LO 2
)

10 ~ 

= i 10 - (~o) . 2 . 10- 2 + (120) . (2. io- 2) 2 - (130) . (2. 10- 2) :1 + 

+ (1~) . (2. 10- 2)4 - (150) . (2. 10- 2)5 + . . . = 

= i - 20 . io- 2 + 180 ' 10- 4 - 960 . 10- 6 + 3 360 . io- s - 8 064 . 10- 10 + ... = 
= 1 - 0,20 + 0,018 O - 0,000 960 + 0,000 033 60 - 0,000 OOO 806 4 + ... ='= 

= 1,018 03 - 0,200 96 = 0,817 07. 

Vynechané členy již nezasahují do 5. desetinného místa. 

Kombinace s opakováním 

k-členná kombinace s opakováním z n prvku (k , n E N) je každá neu
Hpoľádaná k-tice sestavená z techto n prvku tak, že každý prvek se v ní vyskytuje 
11cjvýše k-krát (tj . prvky sev ní mohou opakovat až k-krát). 

Počet všech takových kombinací s opakováním se značí K' (k, n) a lze ho vyjádfrt 
vzorcem, který je uveden v následující vete: 

Veta o počtu kombinací s opakováním 
1:> ro počet K'(k, n) všech k-členných kombinací s opakováním z n prvku 
(k, n E N) platí vzorec 

K' (k, n) = ( n + ~ - 1). 
Pfíklad kombinací s opakováním a určení jejich počtu 
Všechny 2členné kombinace s opakováním ze tfí prvku a, b, c jsou neuspoľádan 
dvojice 

a , a; a, b; a, c; b, b; b, c; c, c. 

.Jcjich počet podle vzorce pro K'(k, n) je K'(2, 3) = G) = ~: ~ = 6. 

Pfíklad užití kombinací s opakováním 
V prodejne mají výber 12 ruzných pohledu. Určete , kolika zpusoby si lze z nicl 
koupit a) 15 pobledli, b) 7 pohledu, c) 7 ruzných pohledu. 

.ešení 
V prípad ech a), b) jde o kombinace s opakováním, zatímco v prípade c) jde o kom
i>i nace bez opakování. S užitím vzorcu pro K'(k, n) a K(k, n) dostáváme pro počty 
11 važovaných zpusobu výberu pobledli: 

n) K'(15, 12) = G~) = 7 726 160, 

i>) K'(7, 12) = (\
8

) = 31 824, 

:) K(7, 12) = (\
2
) = 792. 
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Ve ľyzi ce, v chemii i dalHícb pľírodních včd ách se pľovádčj í p okusy ( expeľi 
menty ), kter6 pri sp lnční prcdepsaných podmínek vedou vždy k určitému slcjnérn11 
výslcdnému jcv u. Takovýmito deterministickými pokusy zjiš ťuj eme, resp . overujenw 
objektivní .fyzikáln{ a jiné pi fro dovedecké zákony. 

Náhodné pokusy 

V béžném živote, v praxi a ve výzkumu se však též setkáváme s pokusy, P'ľi 
kterých realizace daných podmínek môže vést k rôzným výsledkum vzhledem k plql 
sob ení ne zcela zjistitelných a pľedvídatelných činitelu (vlivu), jejichž souhrnu i'i" 

i'íká náhoda. 
Každá opakovatelná činnost provádená za stejných nebo približne stejných po< 1 

mínek, jejíž výsledek je nejistý a závisí na náhode, se nazývá náhodný pokus . 

Priklady náhodných pokusu 
Náh odné hry (jako rozdávání karet , házení hracími kostkami, házení mincemi, ro7.
točení kola rulety, t ahání losô z osudí, t ahy sportky) , zkoušky životnosti výrobkt'11, 
zkoušky účinnosti nových lékô či výnosu nových odrud zemedelských plodin, sl"'
clování pohlaví novorozencô apod. 

1 v náhodných pokusech se projevují jisté zákonitosti , jejichž matematickýn1 
modelováním a využitím se zabývá počet pravdepodobnosti. 

Náhodné jevy 

Pi'edpokládá se, že u každého náhodného pokusu lze pi'edem stanovit (vyjme
novat ) všechny možné výsledky náhodného pokusu, které se navzájem vylučuj{ 
(tj . nastal-li jeden z nich , nemôže nasta t druhý), pfičemž jeden z nich nastane vždy 
(tj . nemôže nast at žádný jiný výsledek než jeden z vyjmenovaných) . 

Množina takto stanovených výsledku se nazývá množina všech možných 
výsledku náhodného pokusu. Značí se písmenem D, její libovolný (promenný) 
prvek je označován w a její určité prvky se značí wi (i = 1, 2, ... ). Ve školské 
matematice je množina n vždy konečná. 

Poznámka. P f i stanovení množiny D je často možná jistá libovule. Záleží na tom, 
podle jakých hledisek chceme výsledky náhodného pokusu rozlišovat , popf. jak podrobn v 

(jemne) je chceme rozlišovat . 

Náhodnými jevy (stručnej i jen jevy) nazýváme jakákoliv tvrzení o výsledcích 
náhodného procesu, u nichž lze po realizaci pokusu jednoznačne rozhodnout, zda 
Lakové tvrzení je, anebo není pravdivé. J e-li pravdivé, :fíkáme, že jev nastává, 
v opačném prípade i'íkáme, že jev nenastává. 

P ro moderní počet pravdepodobnosti je významné množinové pojet'Í náhodných 
.fevu: 

N á hodné jevy se vyjadi'ují jako podmnožiny množiny všech možných výsledku 
11áhodného pokusu D. Značí se A, B, C (A c D, B c D, C c D) apod. Mezi náhodné 
jcwy ::;e zafazuje speciálne i jistý jev predstavovaný celou množinou n a nemožný 
jcv reprezentovaný prázdnou množinou 0. Pro možný jev A platí A c D, A -=J. 0. 
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l '1"tUady ?báhodných j evii 1 iľ0 ll fthodný pokns házcní hntcí ko::;tkou je množina všech možných vý::;l.cdku ~l = 
{ 1, 2, 3, 4., 5, 6} . Celá množina n predstavuje jistý jev „padne práve jedno z čísel 

(lmd1\ ueboli ok sten kos tky) 1, 2, 3, 4, 5, 6" . Nemožným jevem reprezentovaným 
pr{i:,t,dnou množinou 0 je zde jev „padne číslo vetší než 6 nebo menší než 1" . Mož-
11,Ý111 náhodným jevem je napi'. jev „padne sudé číslo" , který reprezentuje množina 

v,ÝH lcdkô A = {2, 4, 6} c n. 

/ 1oznámky. 
1. .l ev predstavovaný jednoprvkovou množinou {w} se nazývá elementární jev. Často 

HC však nerozlišuje mezi označením elementárního jevu a výsledku, tj. místo { w} se 

píše jen w . 
V kap . 7.3 jsme ukázali , že každá n-prvková množina má práve 2n podmnožin. A proto 
v každém náhodném pokusu s práve n ruznými výsledky ( elementárními jevy)) muže 

nastat práve zn ruzných jevu. 

V ztahy a operace s náhodnými jevy 
Pro náhodné jevy jako množiny lze uvažovat množinové vztahy a provádet 

111 11 ožinové operace známé z kap. 1.2. Dají se charakterizovat takto: 
.lev A je podjevem (částí) jevu B (A C B) , jestliže jev B nastane vždy, když 

ll llHtane jev A . 
.Jevy A, B jsou sobe rovné jevy (A = B), práve když A C B a zároveň B C A. 

Príklady podjevu a sobe rovných jevu 
l1f'i hodu hrací kostkou elementární jev A: „padne číslo 6" je podjevem (částí) 
J<•v u B: „padne sudé číslo" . J evy A: „padne číslo 6" a B: „padne sudé číslo delitelné 

t.í'cmi" jsou si rovny. 
Sjednocení jevu A, B je jev A U B, který nastane práve tehdy, když nastane 

(pti realizaci náhodného pokusu) jev A nebo jev B. 
P rimik jevu A, B je jev A n B, který nastane práve tehdy, když nastane (pi'i 

rmtlizaci náhodného pokusu) jev A a zároveň jev B. 
Ke grafickému znázorňování jevô se užívají množinové diagramy (kap. 1.2) . 

N<tpr. v obr. 7.3a jsou znázorneny Vennovy diagramy sjednocení a prôniku 

,invô A, B. 

a) 
b) 

00 
n n 

Obr. 7.3 

Opačný ( doplňkový) jev k jevu A je takový jev A', který nastává práve tehdy, 

k<lyž jev A nenast ává. 
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ni", 8: „pa,dno 1k li11 
HCllÍ dčliLoln 

J cvy A, B, pro které platí A n B = 0 (tj. nemohou zároveň nastat), se llf1ZY' 

jevy disjunktní (navzájem neslučitelné) . O jevech A, B se pak též fíká, z11 " ' 
navzájem vylučují (obr. 7.3b) . 

Príklady disjunktních jevu 

Pfi házení hrací kostkou jsou disjunktními jevy A: „padne sudé číslo", B: „pad1 11• 
liché číslo" . 

Jestliže pro jevy A1 , A2, . . . , Am (m E N) platí, že pro každé dva ruzné .i< 1 , 

Ai, Aj (i , j = 1, 2, . .. ' m) platí Ai n Aj = 0, fíkáme, že jsou po d vo u disjun ld III 
(neslučitelné) j evy nebo že se párove vylučují (obr. 7.4, kde m = 5). 

000 
G) G) 

n 

Obr. 7.4 

Pravdepodobnostjevu 

Pravdepodobnost jevu je mírou očekávání toho, že daný náhodný jev nastan.„. 
Nejobecneji ji lze zavést soustavou axiomu, které vymezují její základní vlastnos t,i. 
V duležitých speciálních pi'ípadech je však možné definovat ji jednodušeji, jak nyiií 
ukážeme. 

Nejprve se budeme zabývat takovými náhodnými pokusy, kde množina všecli 
výsledku je konečná a všechny výsledky ( elementární jevy) jsou stej ne možné, t;J. 
vzhledem k charakteru náhodného pokusu lze predpokládat , že není žádný dií.vod , 
aby nekterý výsledek ( elementární jev) nastal spíše než jiný. Rozhodnutí-o t om, zda 
výsledky (elementární jevy) jsou, či nejsou stejne možné, presahuje ovšem ráme(' 
matematiky; mlí.že se učinit jen na základe samotné podstaty náhodného pokus11 
a ovefovat praxí (jeho mnohonásobným opakováním). 

Napŕ. pfi fádných hodech hrací kostkou, která je zhotovena z homogenníhu 
materiálu, má tvar krychle a težište totožné se stredem soumernosti, jsou stejn<". 
možné výsledky (elementární jevy) wi = i: „padne číslo i" (i = 1, 2, . .. , 6) ; ob
dobne pfi fádných tazích z urny (osudí) , kde j e n predmetu téhož tvaru , jež nejso11 
rozlišitelné hmatem, výsledky (elementární jevy) wi: „vytáhneme i-tý predmet" 
(i = 1, 2, ... , n) jsou stejne možné. 
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Plutf-li I>ro 11r1' H,ý výHl<1<l<>k w u{thodJtó!io pokuH11 prn .i<•v A, zc w ~ A, i'flmuw, ~e 
liln o výsledok pŕíznivý jovu A (neboli výsledok, pfi nňmž n as tává. jov A) 
V opnŕuém pl"ípado f'íkámc, že jdc o výsledok nepríznivý jevu A. 

Klasická (Laplaceova) definice pravdepodobnosti 

NcchC náhodný pokus splňuje predpoklady: 
vscch možných výsledku je konečný počet , 

Ii) všechny výsledky jsou stej ne možné, 

ľ ) všechny výsledky se navzájem vylučuj í (tj . žádné dva nemohou nastat současne). 
l 'nk pravd e p o dobností j evu A se nazývá číslo 

P(A) = m (A) 
m ' 

1111<' m je počet všech možných výsledku náhodného pokusu a m(A) je počet vý
lP<lku pfíznivých jevu A (tj. výsledku, pfi nichž nastává jev A); m = IOI , m(A) = 

IAl-
ľoznámka. Speciálne, je-Ii A elem entární j ev (reprezentovaný jediným výsledkem), pak 
·111.(A) = JAJ = 1, t akže 

P(A) = _!_ 
m 

Napŕ. pfi hodu mincí jsou elementární jevy A: „padne líc (L )", B: „padne rub (R )" , 
1 

l. 11.kže n = {L , R} , m = 1n1=2, IAI = IBI = 1, a tedy P (A) = P (B) = 2· 
Príklady výpočtu pravdepodobnosti jevu náhodných pokusu, u nichž jsou 
plneny predpoklady užití klasické (Laplac eovy) definice pravdepodob

nosti 

l . Jaká je pravdepodobnost, že pfi hodu hrací kostkou, na jejíchž stenách je 1 až 
6 teček (ok), padnou tyto jejich počty: a) „padne číslo 5" (jev A), b) „nepadne 
číslo 5" (jev B), c) „padne číslo sudé" (jev C) , d) „padne číslo delitelné tfemi" 
(jev D)? 

Rešení 
Možné výsledky hodu jsou wi 

= {1 , 2, .. . , 6} , m = 1n1= 6. 
i ( „padne číslo i", i 1, 2, ... , 6) ; n = 

a) Elementárnímu jevu A je pfíznivý jediný výsledek w5 5, tj . A = {5}, 
m (A) = IAI = 1, a tedy 

P(A) = m(A) = ~ ~ O 167 
m 6 ' · 

b) J evu B jsou pfíznivé všechny výsledky krome w5 , tj. B 
m (B) = IBI = 5, a tedy 

P (B) = m (B) = ~ ~ O 833 
m 6 ' · 

{1 , 2, 3, 4, 6} , 
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: ) Lľ· i vvt-1lodkv w2, w~, wo, L„ 

P(C) = .n(C) = ~ = ~ = 0,5. 
rn 6 2 

d) J evu D jsou príznivé výsledky w 3 = 3, W5 = 6, tj. D = {3, 6} , m( 
= 2, a tedy 

m(D) 2 1 
P(D) = --:;n- = 6 = 3 = 0,333. 

) = jl:j1 

2. Zvolíme náhodne dvojciferné pfirozené číslo. Jaká je pravdepodobnost , zo 

a) zvolené číslo má ciferný součet vetší než 15 (jev A), 

b) zvolené číslo je delitelné tfinácti (jev B)? 

Rešení 

Výsledky náhodné volby mohou být všechna dvojciferná čísla od 10 do 99 , ~i 
= {10, 11, ... , 99}, m = IDI = 90. 

a) Ciferný součet dvojciferného čísla vetší než 15 muže být 16, 17 nebo J H 

Ciferný součet 16 mají čísla 79, 88 a 97, ciferný součet 17 mají čísh, .'> !I 

a 98 , ciferný součet 18 má číslo 99. Tato čísla pľedstavují výsledky prÍZ'1iÍv1 • 
jevu A, tj. A = {79, 88, 89, 97, 98, 99}, takže m(A) = /Al = 6, a tedy hled 111111 
pravdepodobnostje 

P(A) = m(A) = ~ = 2_ = O 067. 
m 90 15 ' 

b) Dvojciferná prirozená čísla delitelná tľinácti jsou 13, 26, 39, 52, 65 , 78, !l 1 

Tato čísla pľedstavují výsledky príznivé jevu B, tj. B = {13 , 26, 39, 52, Gi1
1 

78 , 91} , takže m(B) =/BI = 7, a tedy hledaná pravdepodobnost je 

P(B) = m(B) = 7

0 
= 0,078. 

m 9 

3. J aká je pravdepodobnost , že pfi hodu dvema hracími kostkami a) „padne so 11 
čet 7" (jev A) , b) „padne součet 8" (jev B)? 
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Ŕešení 

Výsledky hodu jsou uspoľádané dvojice čísel [i, j ], kde i, j = 1, 2, ... , 6. J eji<; li 
počet je m = /Dl = 62 = 36. 

a) J evu A jsou pľíznivé výsledky: [1, 6], [2, 5], [3, 4], [4, 3], [5 , 2], [6, 1]. J ejicli 
počet m(A) = /Al = 6, a t edy hledaná pravdepodobnost je 

P(A) = m(A) = ~ = ~ = O 167. 
m 36 6 ' 

b) J evu B jsou pľíznivé výsledky : [2 , 6], [3, 5], [4, 4], [5, 3], [6, 2]. Jejich pox 
m(B) = /BI = 5, a tedy hledaná pravdepodobnost je 

P(B) = m(B) 5 
m = 36 = 0,139. 

1, Pí·od 11,ko t1i!ílw t1 dm1 !.n11 0 lrnždý t-1 L11d onL :w d '1zných oLA.zck, ;-; ui chž Hl pi·l zko 1 i fiť 

11 Á, h ocln č vy berc 3. K úspešnému a bsolvování zkoušky je Lfo ba , a by d vč z nlch 
lovcdl rádnč zoclpovčdčl. J aká je pravclepodobnos t , že si určiLý s LuclenL , kLcr .. 
pfo;Lupujc kc zko ušce a zvládl pred zkouškou jen 70 3 otázok , vytálme alcs r 
dvč otázky, na než dovede odpovedet (jev A)? 

iťc.foní 
Výsledky všech možných výberu ( tahô.) otázek jsou kombinace 3 otázek z dan~ 

:m otázek, jejichž počet je m = /Dl = (3
3
°). J evu A jsou pľíznivé ty výsledky, 

kLcré lze získat práve dvema zpusoby: 

t) J sou to všechny výbery (tahy) tvorené libovolnou kombinací kterýchkoliv 

3 otázek z 21 otázek, které uvažovaný student ovládá; jejich počet je (~1) . 
Ii ) J sou to všechny výbery ( t ahy) tvorené Ii bovolnou kombinací kterýchkoliv 

2 otázek z 21 otázek, jež uvažovaný student ovládá, a libovolnou ze zbý
vajících 9 otázek. J ejich počet je podle kombinatorického pravidla součinu 

(221) . 9. 

Celkový počet výsledku pľíznivých jevu A je podle kombinatorického pravidla 

(
21) (21) , 1-1o uč tu m(A) = /Al = 
3 

+ 
2 

· 9, a hledana pravdepodobnost jevu A j 

Lcdy 

P(A) = m(A) = ~ = (23
1

) + (;
1

) · 9 = 3 220 = 23 = O 793_ 
m /Dl (3

3
°) 4 060 29 ' 

rl 1,atistický odhad pravdepodobnosti výsledku 

Ncjsou-li splneny podmínky pro použití klasické definice pravdepodobnosti ncb 
'il<'CJllC-li overit splnení podmínky O všech stejne možných výsledcích náhodnéh 
po lrns u, provedeme jeho hromadné (mnohonásobné) opakování a statistické vyho<l
HH 'c• 11 i. 

Uvaž ujme náhodný pokus s konečnou množinou možných výsledku D 
(w1, w2 , ... , wn}· Proveďme t ento pokus celkem N-krát. Pro každý mozn 

v,ý1-1 lcdck wi (i = 1, 2, ... , n) zaznamenejme počet pokusu N(wi ), které skončil 
jll' Ítvč Limto výsledkem. Toto číslo N(wi) se nazývá četnost výsledku Wi a čís l 

11(w,) = N~i) se nazývá relativní četnost výsledku wi (v N pokusech). CcL-

110:-11.i N(wi) jsou nezáporná celá čísla , jejichž součet se rovná číslu N, a p:físlušn 
ľ1dn Li vní četnosti jsou nezáporná čísla, jejichž součet je roven číslu 1: 

N(w1) + N(w2) + . .. + N(wn) = N , v(w1) + v(w2) + ... + v(wn) = l. 

,/nk 11kazuje praxe pri rostoucím počtu na sobe nezávisle provedených náhodných 
J)l)kw-il'1, má relativní četnost v(wi) výsledku Wi tendenci stále více se pfibližovo;L 

l'ii.6 č íselné hodnote, kterou lze pokládat za pravdepodobnost p(wi) výsledkn w„ 
v 11íihoclném pokusu. Pro velká N je tedy 
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11(w.,) ~ N(w,) N . 

TcnLo vztah p redstavuje statistický odhad pravdepodobnosti výsledku '1.11 

('i = 1, 2, .. . , n) náhodného pokusu. 

P r íklady statistického odhadu pravdepodobnosti výsledku náhodného 11" 
kusu 

1. Pľi 4 040 hodech mincí padl rub 2 048krát, pfi 12 OOO hodech 6 019krát, ]JIÍ 

24 OOO hodech 12 012krát. Proveďte na základe toho odhad pravdepodobnoH l,1 
výsledku w1 : „padne rub mince" . 

ltešení 
u V ' 1 ť , v t ť ( ) N(wi) v • t , N rc1me re a ivm ce nos i v w1 = ~ pn ros ouc1m : 

pro N = 4 040 je 

pro N = 12 OOO je 

pro N = 24 OOO je 

2 048 = 0,506 9, v(w1) = 4 040 

6 019 = 0,501 6, v(w1) = 12 OOO 

12 012 = 0,500 5. 
v(wi) = 24 OOO 

Pfi rostoucím N má v(w1 ) tendenci pfiblížit se k hodnote pravdepodobnosti 
výsledku w1: p(w1) = 0,5. 

Poznámka. Vzhledem k tomu, že v uvažovaném náhodném pokusu jsou oba vý
sledky w1 : „padne rub mince", w2: „padne líc mince" stej ne možné (pravdepodobné) , 
je také p (w2 ) = 0,5. 

2. V sérii 4 OOO výrobku bylo 16 výrobku vadných. Určete približnou hodnotu 
pravdepodobnosti p(w) výsledku w: „vyrobení vadného výrobku". 

Rešení 
Na základe statistického odhadu pravdepodobnosti jevu je 

N(w) _ ~ = 0,004. p(w) ~ ~ - 4 OOO 

Zobecnení klasické definice pravdepodobnosti jevu 

Uvažujme náhodný pokus s konečnou množinou možných výsledku n = 
{w1 , w2 , .. . , wn }· Nechť jsou dány pravdepodobnosti výsledku p(w;), pro 

učž platí 
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O ~ p(w;) ~ 1, i = 1, 2, . . . , n , 

p (w1) + p(w2 ) + . . . + p(wn) = 1. 

(1) 
(2) 

l1ruvdôpo clolmm1t jov1i Ä, 0 :1.11 nc'o vm1011 l '(A), c( pfi1111jP11w jnko i;o u c'd Jl l'HV· 

cl ť•podolmoHti t.ŕch výslPclk i1 w1 , kL<'té j i;o11 pi'i:.miv0 jcvu A čili pi'i kLcrých un!lttívá 
Juv A (piAClll(' w ; ( A). ' l\tLo dcfinici lzc vyjá<lfä vzorcem 

P(A) = L p(w;), (3) 
w.; EA 

l<dt• symbol na pravé strane značí součet pravdepodobností všech tech výsledku w;, 
fll'O než platí W i E A. 

V di'Hežitém speciálním prípade, kdy náhodný pokus má m stejne možných 
1 

(pravdepodobných) výsledku wi, z nichž každý má pravdepodobnost p(wi) = - , 
m 

1mk podle definičního vztahu (3) je P(A) = m(A) , kde m(A) je počet výsledku wi 
m 

pfíznivých jevu A. Klasická definice pravdepodobnosti jevu A je tedy speciálním 
prípadem definičního vztahu (3). Jinak i'ečeno definiční vztah (3) predstavuje zo
becnení klasické definice pravdepodobnosti jevu A. 

Pl:íklady výpočtu pravdepodobnosti jevu užitím zobecnené definice prav
lepodobnosti 

l. Mejme náhodný jev s množinou všech možných výsledku n = {w1, W2, W 3, W4, 
ws } o pravdepodobnostech p(w1 ) = 0,1, p(w2) = 0,3, p(w3) = 0,05 , p(w4) = 
= 0,15, p(w5 ) = 0,4. Jevu A nechť jsou pi'íznivé výsledky w2 , w4 a w5, tj . A = 
= {w2, w4, w5}. Vypočtete pravdepodobnost jevu A. 

Rešení 
Protože všechny výsledky Wi nemají stejnou pravdepoclobnost , výpočet pravde
podobnosti P(A) provedeme podle definičního vztahu (3): 

P(A) = L p(w;) = p(w2) + p(w4) + p(ws ) = 0,85. 
w,E A 

2 . Pri hodech nehomogenní ( „falešnou") kostkou nepadají všechny steny se stejnou 
pravdepodobností. Označme n = {w1, W2, W3, W4, W5, W5}, kde výsledek W i zna
mená, že padne stena s počtem ok i. Nechť pro pravdepodobnosti výsledku wi 

platí: p(w1) = p(w2) = ~ ' p(w3) = p(w4) = ~' p(ws) = p(w5) = ~ [pro součet 
všech p(wi ) musí platit vztah (2) ]. Vypočtete pravdepodobnosti jevu A: „padne 
stena se sudým počtem ok", B: „padne stena s počtem ok vetším než 3" . 

Rešení 
Podle definičního vzorce (3) dostáváme: 

1 
P(A) = L p(wi) = p(w2) + p(w4) + p(w5) = 2, 

w,E A 

5 
P(B) = L p(wi ) = p(w4) + p(w5) + p(w5 ) = g · 

WiEB 

333 



:s. V ttm lí (m11 1 <lť) jHou jocln n IJ'il A kou1 o, dvlí modr6 ko ufo n LH (:O ľ V'0 11 6 konlo. N!·ľ liľ 
zput:1ob Lahu koulc umná v.liv na Lo , kLcní koulc je vyLažonn. 01'.lnačm 

= {w1, w2 , w3 }, kde wi jsou možné výsledky: w1 vyLažení b116 koule, w2 vy Ln\i,1• 111 
modré koule a w3 vytažení červené koule. PravdepodobnosLi výs ledku Wi ('i 
= 1, 2, 3) jsou zrejme ruzné, neboť koulí všech ti'í barev je ruzný počc L. Ur~( ' I ľ 

tyto pravdepodobnosti možných výsledku p(w1), p(w2), p(w3 ) a dále vypoČLl 1 i" 
pravdepodobnosti jevu A: „je tažena bílá nebo modrá koule", B: „je tažena llii l• 
nebo červená koule", C: „je tažena modrá nebo červená koule" . 

Ŕešení 
Predstavme si, že uvažovaných šest koulí je označeno písmeny a, b, c, d, e, .f Li1.h, 
že bílá koule je označena písmenem a, modré koule písmeny b, ca červené ko u!" 
písmeny d, e, f. Pravdepodobnost vytažení kterékoliv z takto označených ko11li 

1 
je stejná, rovná - , kde m = 6: P(a) = P (b) = P (c) = P(d) = P (e) = P(j) 

m 

~ . Dále podle klasické definice pravdepodobnosti je P(b , c) = m(b, c) = -
6

2 

6 m 
1 ( f ) m(d, e, !) 3 1 0 , , ( ) ( ) J - , P d, e, = = - = - . dtud vyplyva: p w 1 = P a = -c· , 
3 m 6 2 1 

1 1 
p(w2) = P(b, c) = 3, p(w3) = P(d, e, !) = 2. [Kontrola: p(wi) + p(w2) ·I 

+ p(w3 ) = ~ + ~ + ~ = 1.] Nakonec podle definičního vzorce (3) vypočtemc: 
1 1 1 1 1 2 

P(A) = p(w1) + p(w2) = G + 3 = 2' P(B) = p(w1) + p(w3) = 6 + 2 = 3' 
1 1 5 

P(C) = p(w2 ) + p(w3) = 3 + 2 = G 

Poznámky k definicím pravdepodobnosti jevu. Uvedli jsme klasickou definici pravd<:::
podobnosti a její zobecnení, se kterými se setkáváme v gymnaziálních učebnicích mate
matiky. Stručne se zmíníme ješte o dalších možnostech definice pravdepodobnosti jevu, 
s nimiž se lze také setkat v učebnicích teorie pravdepodobnosti: 

1. Stat·istická definice pravdepodobnosti jevv. je založena na statistickém odhadu prav
depodobnosti jevu. Méjme náhodný pokus s konečnou množinou všech možných vý
sledku n = {w1 , W2, ... 'Wn} - Nechť pfi n-násobném nezávislém provedení pokusu na
stane určitý jev A c íl práve N(A)-krát (tj. jevu A jsou pfíznivé výsledky opakovaných 

pokusu N(A)-krát). Pak číslo N(A) se nazývá četnost j evu A a číslo v(A) = N~A) se 

nazývá r e lativní četnost j evu A v N opakovaných pokusech. Jak ukazuje praxe, lze 
pravdepodobnost jevu A odhadnout statisticky jako relativní četnost v(A) pfi velkém 
počtu N opakovaných pokusu: 

P(A) i'::j Nt) pro velká N. 

2. Geometricky definovaná pravdepodobnost jevu , tzv . geometrická pravdepodobnost, 
by la zavedena již na počátku rozvoje počtu pravdepodobnosti, když se zjistilo, že klasická 
definice pravdepodobnosti jevu není použitelná v pi'ípadech , kdy výsledkú náhodného 
pokusu múže být nekonečné mnoho. Avšak také geometrická pravdépodobnost se zavádí 
za silné omezujících podmínek: Nechť íl je nejaká množina bodu prímky, roviny nebo 
prostoru a A nejaká její podmnožina (A c íl), pľičemž množiny íl a A jsou m ei'itelné, tj . 
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m(A) 
P(A) = m(íl) ' 

vzorcom 

zln 

kd e m(íl) = IDI a m(A) = IAI jsou po rade míry množin íl a A. Pritom se pfedpokládá, ž 
pravdepodobnost volby bodu X v množine A C íl nezávisí na tvaru ani poloze této mno
žiny v íl, tj. všechny výsledky volby bodu X jsou stejné možné (stejne pravdepodobné) . 

3. Axiomaticky definovaná pravdepodobnost j evu spočívá ve vymezení jejích základ-
1 iích vlastností soustavou axiomu. S ní se setkáte ve vysokoškolských učebnicích teorie 

pravdepodobnosti. 
Príklady základních úloh o geometrických pravdepodobnostech 

1. Nechť je dána úsečka AB délky d a úsečka A1B1 c AB délky d1. Jaká je pravdepo
dobnost jevu A: „náhodne zvolený bod X E AB leží na úsečce A1B1 (tj. X E A1 Bi)"? 

Rešení 
Podle definičního vzorce geometrické pravdepodobnosti jevu A: 

P(A) = d1 
d 

2. Nechť je dán úhel AVB velikosti a, který je částí plného úhlu íl velikosti 2n. Jaká je 
pravdépodobnost jevu A: „náhodne zvolený bod XE íl leží v úhlu AVB"? 

Rešení 
P (A) = ~ 

2n 

3. Nechť je <lán v rovine obrazec íl o obsahu S a obrazec A c íl o obsahu S1. J aká je 
pravdépodobnost jevu A: „náhodne zvolený bod X E íl leží v obrazci A"? 

Rešení S1 
P(A) = S 

4. Nechť je dáno t eleso íl o objemu V a teleso A c íl o objemu Vi. Jaká je pravdepo
dobnost jevu A: „náhodne zvolený bod X E íl leží v telese A"? 

Rešení V1 
P (A) = V 

Vety o pravdepodobnostech 

Užitím uvedených definic pravdepodobnosti jevu lze dokázat vety: 

V.1. Pravdepodobnost P(A) libovolného náhodného jevu A je nezáporné čís lo 
menší nebo rovné jedné: 

O ~ P (A) ~ 1 čili P(A) E (O; 1) 
"3r: 



I/ ' I ľ rn, v .Jľi"'d,;l 1 11i 1N I, .ii:d,1111 () .kv11 S!. j„ n1 v11 11, j1 1d1 1l' ; 

ľ(!l) ~ 1 . 

J'r;wdčpodo bnos L nernožného jevu 0 je rov ua nule: 

P(0) = O. 

V . .1. Véta o pravdépodobnosti sjednocení j evu 

Pro pravdepodobnost sjednocení dvou jevu A, B (obr. 7.3a) platí 

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B) . 

Speciálne, jsou-li jevy A, B disjunktní (A n B = 0), pro pravdepodobuosl. 
sjednocení jevu A, B (obr. 7.3b) platí 

P(A u B) = P(A) + P(B). 

Tento vztah lze rozšíi'it matematickou indukcí na více jevu: Jsou-li každ(. 
dva z jevu A1, A2, . .. , Am po dvou disjunktní (Ai n AJ = 0, i, .7 
= 1, 2, ... , m) , pak pro sjednocení danýchjevu (obr. 7.4) platí 

(

m ) m 

P i~ Ai = 8 P(Ai) = P(A1) + P(A2) + ... + P(Am). 

V4. Veta o pravdépodobnostech opačných j evu 
Pro pravdepodobnost jevu A' opačného k jevu A platí 

P(A') = 1 - P(A). 

Príklady výpočtu pravdepodobnosti jevu užitím vet o pravdepodobnos
tech 

1.. Určete pravdepodobnost , že pfi hodu dvema kostkami 

l:i(i 

a) „padne alespoň jedna šestka" (jev A), 

b) „padne součet 7 nebo součet 8" (jev B) , 

c) „nepadne součet 7 ani součet 8" (jev C). 
Rešení 

Množinouvšechvýsledkuhodu jemnožina n = {[i , jJ E R2; i , j = 1, 2, .. . , 6} , 
která má počet prvku m = IDI = 62 = 36. 

a) Sledujeme jev A1: „na 1. kostce padne šestka", tj. A
1 

= {[6; l j, [6; 2], ... , 
[6; 6]} a jev A2: „na 2. kostce padne šestka", tj . A2 = {[l ; 6], [2; 6], ... , 
[6; 6]}; oba mají m(A1) = m(A2) = 6 prvku. Podle klasické definice prav-

depodobnosti je P(Ai) = P(A2) = 
3
6

6 
= ~. Prunik jevu A1, A2 je A

1 
n A

2
: 

„na 1. kostce a zároveň na 2. kostce padne šestka", tj. A1 n A2 = {(6 ; 6]}, 

nk~o m (li i 1 1 Ä;i )- l7\tm~r:;:ii"T':"T'Utnc~1ntr:'.ln;1~rn~mT••-•--i_-· nff·-·-·-·-„----.,..,,,,,,,,,,,--~ l !Ot=+ 1 

je P(A 1 n A2) = 
36

. Jcv A: „na l. koslcc nebo na 2. koslce padue šc1-1 llm", 

tj. jev A = A1 U A2, má podle vety V.3 pravdepodobnost 

' 6 6 1 11 . 
P(A1 U A2) = P(A1) + P(A2) - P(A1 n A2) = 

36 
+ 

36 
-

36 
= 

36 
= 0,306. 

(K tomuto výsledku lze dospet též na základe toho, že A1 U A2 = {[1; 6], 
[6; 1], [2; 6], [6; 2] , . .. , [6; 6]}, takže m(A1 U A2) = IA1 U A2I = 11.) 

b) Uvažujeme jev B1: „na kostkách padne součet 7" a jev 8 2: „na kostkách 
padne součet 8". Podle klasické definice pravdepodobnosti jevu jsou jejich 

pravdepodobnosti P(B1) = 
3

6

6
, P(B2) = 

3
5
6

. Jevy B1, B2 nemohou nastat 

současne, tj . jsou disjunktní (B1 n B2 = 0) . Jev B: „na kostkách padne sou
čet 7 nebo 8" neboli B = B1 U B2 má proto podle vety V.3 pravdepodobnost 

6 5 11 . 
P(B) = P(B1 U B2) = P(B1) + P(B2) = 

36 
+ 

36 
= 

36 
= 0,306. 

c) J ev C: „na kostkách nepadne ani součet 7, ani součet 8" je opačný (doplň
kový) jev k jevu B, tedy C = B', a podle vety V.4 má proto pravdepodobnost 

/ 11 25 
P (C) = P (B ) = 1 - P(B) = 1 - - = - ~ O 694. 

36 36 ' 

2. V tombole se prodávalo 500 slosovatelných lístku, ze kterých pet vyhrává první 
ceny, deset druhé ceny a čtyl'icet tretí ceny. J aká je pravdepodobnost výhry na 
práve jeden zakoupený lístek? 

Rešení 
Označme jako jev A: výhru první ceny, jev B: výhru druhé ceny a jev C: výhru 
tretí ceny. Pravdepodobnosti výhry jednotlivých cen na jeden líst ek jsou 

5 
P(A) = 

500 
= 0,01 , 

10 
P(B) = - = O 02 

500 ' ' 
P (C) = ~ = O 08. 

500 ' 

Protože se vytažené lístky nevracejí zpet do osudí, nelze vyhrát na jeden lístek 
více než jednou, takže jevy A, B, C se vzájemne vylučují (jsou disjunktní) . P roto 
podle vety V.3 pravdepodobnost výhry první, druhé nebo tretí ceny je 

P(A u B u C) = P(A ) + P(B) + P(C) = 0,01 + 0,02 + 0,08 = 0,11. 

3. Ve vyrobené sérii 50 tranzistoru je jich 6 nekvalitních. Když se náhodne vybere 
10 z nich, jaká je pravclepodobnost , že jsou mezi nimi nejvýše 2 nekvalitní 
tranzistory (jev A)? 

Rešení 
Mají-li být z vybraných 10 tranzistoru nejvýše 2 nekvalitní, mohou být buď 
2 nekvalitní a 8 kvalitních (jev A1), nebo 1 nekvalitní a 9 kvalitních (jev A2), 
a.nebo všech 10 kvalitních (jev A3 ). Počet všech možných výsledku výberu je 
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vo všcch 3 ovonL'tmllLácl1 LÝŽ, m = G~) . lťoč Ly výHlo<lk čt vý b č\ru pi' Í!l, 111 \' ľ• Ii 

jednotlivým jevum A1 , A2, A3 jsou m(A1) = G) · ( ~l) , rn(A2) = G) · ( :ľ) 
m(A3) = G~). P ravdepodobnost jevu A = A1 u A2 u A3 podle vety V.3 ,'' 

P (A) = P(A1 U A2 U A3) = P (A1 ) + P (A2) + P(A3) = 

= [ G) · ( ~4) + G) · ( ~4) + G~) J = G~) = 
= (2 658 489 405 + 4 253 583 048 + 2 481 256 778) : 10 272 278 170 

= 9 393 329 231 : 10 272 278 170 ~ 0,914 4. 

Podmínená pravdepodobnost 

Začneme-li náhodný pokus sledovat až ve stadiu , kdy již nastal určitý jGv II , 
a pfifadíme-li tuto podmínku k puvodní množine podmínek, pfi nichž je pril< 1111 
realizován, pak pravdepodobnost libovolhého dalšího jevu A v pokusu za no·vy ľi1 

podmínek se muže, ale nemusí zmenit. Pravdepodobnost jevu A určovaná za p11d 
mínky, že již nastal určitý jev B s pravdepodobností P(B) ::/::. O, se nazývá p o dlltÍ 
nená pravdepodobnost jevu A za podmínky, že nastal jev B (nebo krati"•-Ji 
pravdepodobnost jevu A podmínená jevem B); značí se P (AIB). Definuj1· 111• 

kvantitatívne vzt ahem 

P(A n B) 
P(AIB) = n / n \ ' kde P (B) ::/::. O. 

Za predpokladu, že všechny výsledky jsou stejne možné, lze tento vztah pi'epHnl 
podle klasické definice pravdepodobnosti ve tvaru: 

P (AIB) = m(A n B) 
m(B) ' 

kde m(B) = IBI ::/::. O je počet všech výsledku príznivých jevu B, m(A n B) =IA n 81 
počet všech výsledku príznivých zároveň jevum A, B. 

PŤíklady výpočtu podmínen é pravdepodobnosti j evu 

1. Máme určit, jaká je pfi hodu dvema hracími kostkami pravdepodobnost, Ž(' 

„padne součet 5" (jev A), jestliže „na první kostce padne 2" (jev B). 

Rešení 
Výsledky hodu pfíznivé jevu A jsou uspofádané dvojice [l ; 4], [2; 3], [3; 2], [4; l ]i 
jejich počet je m(A) = IAI = 4. Výsledky hodu pfíznivé jevu B jsou uspofádanó 
dvoj ice Wj = [2; j], kde j = 1, 2, . .. , 6; jejich počet je m(B) = IBI = 6. Odt ucl 
plyne: jevu A n B je pfíznivý pouze jeden výsledek [2; 3], a tedy m(A n B) = 

IA n BI = 1. Podle definičního vztahu pro podmínenou pravdepodobnosL 
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P(A\B) = m(A n B) = \A n B\ = ~ 
m(B) \B\ 6 

m(A) \A\ 4 1 
(Srovnejte s hodnotou pravdepodobnosti P (A) = m(O) = \ni = 36 = g .) 

2. 120 studentú absolvovalo zkoušky z matematiky a z fyziky. 30 z nich neslo
žilo obe zkoušky, 8 nesložilo pouze zkoušku z mat ematiky, 5 nesložilo pouze 
zkoušku z fyziky. Určete pravdepodobnost t oho, že náhodne vybraný student 
složil zkoušku z matematiky (jev A) , víme-li , že nesložil zkoušku z fyziky (jev B') , 
a pravdepodobnost toho , že složil zkoušku z fyziky (jev B) , víme-li , že nesložil 

zkoušku z matematiky (jev A') . 

Ŕešení Všechny výsledky zkoušek jsou stejne možné. Pro určení podmínených pravde-

podobností P (A\B') a P(B\A' ) lze proto vyjít ze vztahú 

P (A\B') = m(A n B') = \A n B'\ P(B\A') = m(B n A' ) = \B n A' \ 
ITJ IR'i \B' \ m(A') 

Odtud dost áváme 

( 
1 ' ) 5 1 . P A B = 

35 
= 7 = 0,143 , ( 

' ) 8 4 . p BIA = - = - = 0,211 . 
38 19 

Nezávislé jevy, závislé jevy 
Ríkáme, že náhodné jevy A, B jsou navzájem ne závislé jevy , jestliže prav

depodobnost jednoho z nich nezávisí na tom, zda druhý jev nastal, či nikoli, tj. 

platí-li P(A\B) = P(A) a P(B\A) = P(B). 

(Oba tyto vztahy jsou ekvivalentní pro P(A) ::/::. O a P(B) ::/::. O.) 

V.5. Veta o pravdepodobnosti pruniku dvou nezávis lých jevu 
Náhodné jevy A, B jsou nezávislé, práve když platí 

P (A n B) = P (A) · P (B) . 

Poznámka. 

A, B. 

V literatufo se tímto zpusobem často ekvivalentne definuj e nezávislost jevú 

Príklady vyšetŤování n ezávislosti a závislosti j evu 
1. Pfi hodu dvema rnincemi jevy A: „na první minci padl líc", B: „na obou mincícl1 

padl zároveň líc nebo rub" jsou nezávislé (podle vety V.5), neboť 

P( ) = ~ = ~ = ~ P(B) = ~ = ~ = ~ 
A \O\ 4 2 ' \O\ 4 2 

:1::1 



I A ~ Bl~-· 1 . 
a ľ (A n B) = -- , - ~ t> (A). J1 (8) . 

1n1 Ll 
(Výsledek je ve shode s uvedenou definicí nezávislosti jcvl't A, B, ncboť 

1 
= - = P(A).) 

2 

(AjB) 

2. Pri hodu dvema kostkamijevy A: „padne součet 5" , B: „na první kost ce padnn ' • ~ · 

nejsou nezávislé (podle vety V.5) , neboť P(A) = : ~ : = 3~ = ~, .P(B) 

f Bf 6 1 fA n Bf 1 
= TDI = 

36 
= 6, takže P(A n B) = - 10-1

- = 
36 

=f. P(A). P(B). (K téui iw 

výsledku mužeme dospet též z uvedené definice nezávislosti jevu A, B, nohe 1ľ 

podle príkladu 1 na str. 338 je P(AfB) = ~ =f. ~ = P(A).) 

Pojem nezávislosti jevu lze zavést obecneji pro m jevu (m E N, m ;:; 2): 
Ríkáme, že náhodné jevy A1 , A2 , ... , Am jsou navzájem nezávislé joV.) 

jestliže každý z nich je nezávislý na každém z ostatních jevu a na všech jejich p1 11 

nicích, tj. jestliže pro libovolnou skupinu z nich vybraných jevu Ak, , Ak2 , • •• , A1, 
platí 

P(Ak, n Ak2 n . .. n Akr ) = P(Ak,) · P(Ak2 ) · ••• • P(Akr ). 

Poznámka. Z definice vzájemné nezávislosti m jevu bezprostredne plyne veta: Každé dv;1 
z m nezávislýchjevu (n E N, m ~ 2) jsou navzájem nezávislé. Obrácená veta však neplaU, 
z nezávislosti m jevu po dvou (tzv. párové nezávislosti) neplyne vzájemná nezávisloH I, 
všech m jevu. Napr. pfi hodu dvou mincí uvažujeme jevy A1: „na první minci padl líc" , 
A2: „na druhé minci padl rub", Ä3: „na obou mincích padl zároveľí. líc nebo zároveľí. rub" , 
J ejich pravdepodobnosti jsou 

1 
P(A1) = P(A2) = P(A3) = 2 

a pravdepodobnosti jejich pruniku jsou 

1 
P(A1 n A2) = P(A1 n A3) = P(A2 n A3) = 4' 

takže jevy A1, A2, Ä3 j sou párove nezávislé . Avšak zároveľí. je 

P(A1 n A2 n A3) = o =fa P(A1) . P(A2) . P(A3) , 

takže všechny tri jevy A1, A2, Ä3 nejsou navzájem nezávislé. 

Príklad výpočtu pravdepodobnosti pruniku m navzájem n ezávislých jevu 
Na výrobku se objevují tri druhy závad (j evy Z1, Z2 , Z3 ), pi"ičemž P(Z1) = 0,1, 
P(Z2) = 0,05 a P(Z3 ) = 0,02. P redpokládejte, že jednotlivé závady jsou jevy 
navzájem nezávislé, a vypočtete pravdepodobnost , že výrobek bude bez závady 
(jev A). 
Rešení 
Pravdepodobnost, že výrobek nebude mít první závadu, je P(Z~) = 1 - P(Z1 ) = 
= 0,9, druhou P( z ;) = 1 - P(Z2) = 0,95 , ti"etí P(Z~) = 1 - P(Z3 ) = 0,98. 
Pravdepodobnost, že nebude mít ani jednu ze tfí závad, neboli pravdepodobnost 
pruniku jevu z~ n z; n z~ podle vety V.6, je 

P(Z~ n z; n Z~) = P(Z~) . P(Z;) . P(Z~ ) = 0,9 . 0,95. 0,98 ~ 0,838 . 

340 

N ez6.visló pokusy 
Mčjnw míJwclný pokm1, který HO sklá<lá z n <lílčích náhodných pokmnt ,Jin nk 

l ·1•ť<' llO výsledný náhodný pokus spočívá vo sdruženém uslmLečnení n dílčích náhocl-
11ých pokusu, a proLo se mu Léž ľíká sdružený náhodný pokus. Označme w L liho-
voh1ý výsledek L dílčího pokusu , w2 libovolný výsledek 2. dílčího pokusu, . . . , Wn li-
hovolný výsledek n-tého dílčího pokusu. Pak uspoľádaná n-tice (w1, w2, ... , w11 ) 

·maéí libovolný výsledek sdruženého pokusu. 
Jestliže kterýkoliv z výsledku w1 , w2 , . . . , Wn nezávisí na ostatních výsledcích , 

pak fíkáme, že dílčí náhodné pokusy jsou nezávislé. Označíme-Ii Pi(wt) 
(i - 1, 2, ... , n) pravdepodobnosti výsledku Wi dílčích náhodných pokus\ 
n p(w1, w2, ... , wn) pravdepodobnost výsledku (w1 , w2 , .. . , wn) sdruženého ná-
hodného pokusu, lze ukázat, že dílčí náhodné pokusy jsou nezávislé , práve kdy 
pro všechny možné výsledky platí 

p(w1, W2 , . . . , Wn) = P1(w1) · P2(w2) · · · · · Pn(wn)· 

Príklady nezávislých náhodných pokusu 

1. Typickými príklady nezávislých pokusu jsou náhodné pokusy opakované „ 
zcela stej ných podmínek, napr . opakované házení kostkou, resp. současné h~
zení nekolika stejnými kostkami, vybírání prvku z nejakého souboru, jestli 
vybraný prvek vracíme po výberu zpet do souboru, výroba na automatickém 
stroji, pestování plodiny za stejných podmínek apod. 

Ukažte, že náhodné hody dvema kostkami jsou nezávislé pokusy. 

J~ešení 
Pravdepodobnost kteréhokoliv z výsledku l. dílčího náhodného pokusu (hodu 

l. kostkou) je p1 ( wi) = ~, pravdepodobnost kteréhokoliv z výsledku 2. díl-
1 

čího náhodného pokusu (hodu 2. kostkou) je p2(w2) = G' pravdepodobnost 

kteréhokoliv z výsledku sdruženého náhodného pokusu (hodu obou kostek) j 

( ) 
1 p v 1 , 1 1 1 . b dT' k , . ľ p w1, w2 = 

36
. rotoze p ati 

36 
= G · G, JSOu o a i c1 po usy nezav1s e. 

Pro nezávislé dílčí pokusy plat í dUležitá veta: 

.lc-li n dílčích náhodných pokusu nezávislých a je-Ii náhodný jev A1 urče 11 
,i on výsledkem l. dílčího pokusu, jev A2 určen jen výsledkem 2. dílčího po-
kusu, . . . , jev An určen jen výsledkem n-tého dílčího pokusu, pak náhodné jcvy 
A L, A2, . .. , An jsou nezávislé jevy, tj. platí 

P(A1 n A2 n . .. n An) = P(A1). P(A2) . .... P(A„). 

Príklady užití pfedchozí vety 
L Házejme dvema kostkami a uvažujme dva náhodné jevy A: „na první kost 

padne 3 nebo 4 nebo 5", B: „na druhé kostce padne 2 nebo 3". Určete pravdr.
podobnost pruniku obou jevu A n B. 

3t1 



e.1ení 
Oba clílčí náhodné pokusy (hody první a druhou kostkon ) j:oo11 nczávii::i16 a pc'ldl• • 
preclchozí vety jsou náhodné jevy A, B na sobe nezávislé, t akže platí 

3 2 
P(A n B) = P(A) · P(B) = - · -

6 6 

(Kontrola pľímým výpočtem: P(A n B) = 
3
6
6 

= ~ .) 

1 1 

2 3 
1 

6 

2. V osudí je 8 bílých koulí, 4 červené a 6 modrých. Táhneme z osudí postup.11•'; 
3 koule, pfičemž každou vytaženou kouli vracíme clo osudí zpet pred tím, 11.r"1, 
vytáhneme další kouli. Jaká je pravdepoclobnost jevu, že první tažená ko·111„ 
bude bílá, druhá červená a tretí modrá? 

Rešení 
Protože koule do osudí vracíme, konají se všechny tfi tahy ze stejného sloz(' 111 
osudí, takže predstavují trojí nezávislé opakování náhodného pokusu čili tfi dí ln 
nezávislé pokusy. Náhodné jevy A 1 : „první tažená koule je bílá", A2 : „dru l 111 
tažená koule je červená", A3 : „tretí tažená koule je modrá" jsou tedy pod lc • 
predchozí vety nezávislé jevy a platí 

8 4 6 8 . 
P(A1 n A2 n A3) = P(A1). P(A2). P(A3) = - . - . - = - = o 033. 

18 18 18 243 ' 

Dále se budeme zbývat prakticky velmi významným speciálním pfípadem n neza, 
vislých dílčích náhodných pokusu predstavovaných opakovanými pokusy, kely každ.Ý 
z nich má práve jeden ze dvou opačných výsledku w: „zdar pokusu" , w': „nezcl;;i.r 
pokusu" , jimž odpovídá dvojice navzájem opačných elementárních jevu E: „pok11H 
se zdafil", E' : „pokus se nezdai'il". J ejich pravdepodobnosti nechť jsou ve všecl 1 
pokusech tytéž: P(E) = p , P(E' ) = q = 1 - p. Pro tuto tzv. Bernoulliovu p o
sloupnost n nezávislých pokusu [čti: bernuliovu posloupnost] platí veta: 

Mejme n nezávislých pokusu, z nichž každý skončí buď zdarem s pravdepodob
ností p , nebo nezdarem s pravdepodobností q = 1 - p. Pa.k pravdepodobnost 
P(Ak) jevu Ak: „práve k pokusu skončí zdarem" je elán vzorcem 

P(Ak) = (~)pkqn-k pro k = O, 1, 2, ... , n. 

Výrazy pro vyjádrení pravdepodobností P(Ak) na pravých stranách techt 
vzorcu jsou členy rozvoje (p + qt podle binomické vety, a proto se ľíká , že prav
depodobnosti P(Ak) tvoľí binomické rozdelení pravdepodobností nebo Ber
noulliovo schéma. 

Príklad užití Bernoullíova schématu 
Jaká je pravdepodobnost, že pfi 5-krát opakovaném hodu hrací kostkou padne 
šestka práve dvakrát? 
Rešení 
Pravdepodobnost jevu A: „padne šestka" je v opakovaných hodech stále stejná p = 

1 

6, a proto lze hledanou pravdepodobnost určit podle Bernoulliova schématu, do 
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' /,; ,..., ~: 

(r.: ) ( 1) 2 ( r.: ) 3 53 (A2) = ~ · 6 · ~ = 10 · 65 :::::: 0,16. 

Poznárnka o nekterých dusledcích B ernoullfova schéma-tu. Speciálne z neho plyne, i 

v l3crnoulliove posloupnosti n nezávislých pokusu nastane 
n) jev A„ : „všechny pokusy jsou zdai'ilé" (tj. k = n) s pravdepodobností P(A,, ) = pn, 

Ii ) jcv Ao: „všechny pokusy jsou nezdai'ilé" (tj. k = O) s pravdepodobností P(Ao) = q"', 

:) jev Bk: „alespoň k pokusu je zdai'ilých" (Bk = Ak U Ak+1 U .. . U An) s pravdepodob-

ností P(Bk) = ~ P(Am) = ~ (:)pmqn-m, 
d ) jev Ck : „nejvýše k pokusu je zdai'ilých" (Ck = Ao U Ai U . .. U Ak) s pravdepodobnosL 

P(Ck) = ~ P(Am) = ~ (:)pmqn-m. 

7.5 Statistika 
Statistické údaje neboli statistická data jsou kvantitativní (číselné) úd 

zjištené zkoumáním tzv. hromadných jevu, tj. pľírodních , společenských či jiných 
jcvu sledovaných ne jednotlive, ale ve velkém počtu pľípadu (tedy hroma.duč). 
Analýzou statistických údaju lze objevit vztahy a zákonitosti , které se projevují 
Lcprve pfi studiu hromadných jevu. 

Príklady statístíckých údaju 
íselné údaje o počtu obyvatelstva, o objemu výroby ve státe či v jednotlivých pod

nicích , o dovozu nebo vývozu určitého zboží, o pľíjmech a výda.jích obyvatelstva, 
o kva.ntita.tivne určených technologických vla.stnostech výrobku a mnohé další. 

Statistika ve smyslu statistické činnosti znamená získávání sta.tistických 
údaju (pozorováním, merením, vážením apod.), jejich zpracování (tl'ídení, výpočet 
statistických charakteristík, pľedkládání výsledku) a hodnocení. 

Statistika ja.ko statistická teorie je veda o metodách sbčru , zpracování a vy
hodnocování statistických údaju. Matematická statistika vychází ze shromáž
dených st atistických údaju a zabývá se jejich ma.tematickým (sta.tistickým) zpľ 
cováním a rozborem získaných výsledku. 

Statistický soubor, statistické jednotky 

Množinu všech objektu statistického pozorování (osob, vecí, jevu apod.) shr 
máždených na základe toho, že mají jisté společné vlastnosti, nazýváme statist ic· 
kým souborem. Jednotlivé prvky této množiny se nazývají p r vky ( e lemont.y) 
statistického souboru nebo též st a tistické jednot ky. Počet všech prvku sL11 
Listického souboru se nazývá rozsah soubor u n. 

Príklady statístických souboru 
Pri sčítání lidu je statistickým souborem množina všech obyvatel státu nebo mfä1

s 

žina všech domácností , pfi soupisu domu v určitém míste predstavuje statisLick 
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Včcné, časové a prostorové vymezení sta tistického pozorování (zjiš ťování) jed 
noznačne určuj e soubor všech sta tistických jednotek pficházejících v dané situ11<'i 
v úvahu . Nazývá se základní statistický soubor. Statistické zjišťování zamčfr 11ľ 

na všechny jednotky základního souboru nazýváme úplné ( vyčerpávající) z.ji§ť11 
vání. Často však statistika provází zjišťování zamerené jen na část jednotek \', 11 

kladního souboru . Takové zjišťování se nazývá výberové a odpovídající statistir k• • 
soubory jsou výberové soubory. Duvodem k výberovému zj išťování je pi'eck 
vším okolnost, že základní soubory mohou být natolik rozsáhlé , že zkoumání všod1 
jednotek by bylo pfíliš pracné, zdlouhavé, nákladné, nebo dokonce neprovediteb111, 
Dalším duvodem je i skutečnost, že pfi náhodném výberu mužeme využít to< • 
rie pravdepodobnosti k dostatečne spolehlivým a presným úsudkum o charaktc r11 
základního souboru. 

Statistické znaky 

Společnou vla.stnost statistických jednotek (prvku statistického souboru) , joj 1,, 
promennost je pfedmetem statistického zkoumání (pozorování a zpracování) , nn 
zýváme statistickým znakem; zpravidla se značí x . Jednotlivé údaje znaku 81' 

nazývají hodnoty znaku; značí se x1, x2 , ... , X n · (l , 2, . . . , n jsou očíslováu .) 
vyšetrované statistické jednotky. ) 

Príklady statistických znaku 
Pfi sčítání lidu je jimi vek, pohlaví, zamestnání obyvatel apod„ pfi zkoumání pru
myslové produkce podniku výše plánované a skutečné produkce, počet pracovníku., 
velikost mzdových fondu apod. 

Hodnoty znaku mohou být vyjádfeny buď čísly, nebo jiným zpusobem (zpra
vidla slovním popisem). V prvním prípade mluvíme o znacích kvantitativních, 
napl'. to môže být telesná výška, váha, množství produkce, počet pracovníku apod. 
Ve druhém prípade mluvíme o znacích kvalitativních, které se mohou vyskyto
vat ve dvou druzích (znaky alternativní, napr. muž- žena, voják- nevoják, prospel
neprospel) nebo ve více druzích (napr. povolání, národnost, náboženství, rodinný 
stav). 

Četnost a relativní četnost, tabulky jejich rozdelení 

Často môže sledovaný statistický znak x nabývat jen určitého počtu r ruzných 
hodnot , jež budeme značit x~, x;, ... , x;, pričemž je r < n, kde n je rozsah 
s tatistického souboru. (Rovnost r = n platí jen v prípade, že každá jednotka sou
boru nabývá jiné hodnoty sledovaného znaku. V praxi je tento prípad výjimečný, 
z.ejména u rozsáhlých souboru dochází k opakovanému výskytu stejného znaku pro 
nh né statistické jednotky.) 

Počet statist ických jednotek, jimž prísluší stejná určitá hodnota znaku xj (j = 
1, 2, .. . , r) , se nazývá četnost (absolutní četnost) hodnoty znaku xj , 

iM4 

11 '/. lllU~ Í llW ji II ,/' \ J<lÍIVIÍ
1 
koJilmí.t H<' hochtol.a W llk ll .ľ~ vyi;kyt.11.i<' lll<':t. i VA<;tÚi hodno 

1111 11 l z11nku ,r 1, .~2, •.• , J ' 11 . Podll čclnosti 11 J hodnot.y znaku x; a roz:mlm i;ouhorn n 
11 11 11.zývA rcla tivní čctnost hodnoty znaku xj; budeme ji značil Vj , Lcdy 

nj 
Vj = n 

Součct všech četností je rozsah souboru: 
r 

L nj = n1 + n2 + ... + n r = n, 
j=l 

11. proto součet všech relativních četností je roven jedné: 

/' n1 n2 nr 1 
llj = V1 + V2 + .. . +Vr = - + - + . . . + - = -(n1 + n2 + · .. + n r) = 1 

J 
1 

n n n n 

V praxi se relativní četnosti vyjadfují v procentech; číselnou hodnotu v procen-
1.C'ch získáme vynásobením relativní četnosti stem. 

Uspofádáme-li všechny ruzné hodnoty znaku a jim odpovídající četnosti do 
l.nbulky 7.1, nazýváme ji tabulka rozdelení četností. Obdobne se sestavuje ta
bulka rozdelení relativních četností , resp. spojená tabulka rozdelení čet
ností a relativních četností. 

Tabulka rozdelení četností 
Tab. 7.1 

j 
. 

X· J n j 

1 
. 

X 1 n1 

2 x; n2 

. 
r 1 X r 1 n r 

Poznámka. Nejjednodušší zpusob, jak sestavit t abulku rozdelení četností, je čárkovací 
inetoda: Jednotlivé ruzné hodnoty sledovaného znaku zapíšeme pod sebe, pak probíráme 
postupne jednotky statistického souboru a zaznamenáváme čárkou výskyt hodnoty znaku 
do príslušného fádku. (Výhodné je pro pfehlednost umístit každou pátou čárku vodorovne 

pres pfedchozí čtyfi.) Sečtením čárek v jednotlivých fádcích obdržíme četnosti. 

Príklad sestavení tabulky rozdelení četností 
Pfi zjišťování počtu nezletilých detí ve tficeti vybraných rodinách byly získány tyto 
výsledky: 1, 1, O, 2, 3, 4, 2, 2, 3, O, 1, 2, 2, 4, 3, 3, O, 1, 1, 1, 2, 2, O, 2, 1, 1, 2, 3, 
:1, 2. Uspofádejte získané údaje do tabulky rozdelení četností, vypočítejte relativní 

{:ctnosti a vyjádfete je v procentech. 
Ŕešení 
Označme x sledovaný znak (počet nezletilých detí v domácnosti), xj (j = 
= 1, 2, . .. , 5) jeho hodnoty, nj četnosti, Vj relativní četnosti jejich výskytu 
ve vyšetrovaných domácnostech. Jsou uvedeny v tabulce 7.2. 
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1abuJka ľozdoloní čc tností a rola tivních 
T'n,J,. i ' 

j X ~ n J l/j l/j v % J 

1 o 4 0,13 13 
2 1 8 0,27 27 
3 2 10 0,33 33 
4 3 6 0,20 20 
5 4 2 0,07 7 
součet 30 1,00 100 

Skupinové rozdelení četností 

V praxi se často stává, že rozsah statistického souboru je velký a také po""' 
zjištených hodnot kvantitativního statistického znaku je značný, takže z tolwi.1' 
rozsáhlého a neprehledného statistického materiálu se obtížne vyvozují praktici<•• 
závery. Prato se blízké hodnoty znaku sdružují do skupín (tfíd) tvorených obvyJ<f„ 
intervaly ( tfídními intervaly). Pokud je to možné, je nejjednodušší vo lit všeclJ r ry 

intervaly téže délky (šíi'ky) . Hodnoty znaku, jež se dostaly do téhož interva l'rr , 
lze potom reprezentovat jedinou hodnotou - stredem intervalu, tzv. tfídnh11 
znakem. Ti'ídní znaky budeme značit písmeny xj pro j = 1, 2, ... , r, kele r .i• • 
celkový počet ti'íclních intervalU uvažovaného statistického souboru. 

Poznámka. K určení vhodného počtu r intervalu se užívají ruzné empirické vzoľc„ , 
napr . tzv. Sturgesuv vzorec: 

r = 1 + 3,3 log n, 
kde n je rozsah statistického souboru. 

Četnost výskytu hodnot statistického znaku v určitém tríclním intervalu ch;t. 
rakterizovaném ti'íclním znakem xj budeme opet značit n j a príslušnou relativ111 
četnost vj . J ejich určením pro j = 1, 2, . . . , r získáváme skupinové (intervalovó) 
rozdelení četností , které zapisujeme zpraviclla ve forme tabulky. 

Príklad sestavení tabulky skupinového rozdelení četností 
Byly namereny výšky 300 osob v mezích od 153 clo 197 cm. Navrhnete (podl<· 
Sturgesova vzorce) jejich rozdelení do skupin (intervalu) a popište sestavení tabulky 
skupinového (intervalového) rozdelení četností. 
R ešení 

Zvolíme výškové intervaly téže délky, jejichž počet je podle Sturgesova vzor,..·· 
r = 1 + 3,3 log 300 = 9. 

Pro každý j-tý interval (j = 1, 2, ... , 9) určíme počet namerených dat (výšek 
osob), které v nem leží, tj. jejich četnost nJ . Získáme tak napr. t abulku 7.3. 

Grafická znázornení rozdelení četností 

Na základe tabulek rozdelení četností , resp . relativních četností lze provést 
grafické znázornení rozdelení četností (resp. relativních četností) hodnot znaku. 
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'ľabulkn skupinovóho (intorvnlovóho) I'Ol'iclol oH 
úlohy 

.i Intervaly výšky 7; (v cm) Stredy intervalU xj (v cm) 

1 153- 157 155 

2 158- 162 160 

3 163- 167 165 

4 168- 172 170 

5 173- 177 175 

6 178- 182 180 

7 183- 187 185 

8 188- 192 190 

9 193- 197 195 

Součet četností (rozsah souboru) n 

' l 'id,, 

Cetnosti 'lt j 

7 

20 

35 

49 

84 

60 

27 

14 

4 

300 

V prípade kvantitativni1w znaku se grafické znázornení rozdelení četností pro
vádí zpravidla v pravoúhlé soustave soufadnic t emito zpusoby: Polygon četností 
neboli spojnicový diagram získáme spojením bodu, jejichž první soufadnice je 
hodnota znaku, resp. tl'íclního znaku Xj a druhá soufadnice je odpovídající čet
nost nj. Histogram četností neboli sloupkový diagram tvorí množina obclél
níku (s jednou stranou zpravidla na ose x), jejichž obsahy Sj jsou pl'ímo úmerné 
'etnostem nj . Nejčasteji se užívá pro grafické znázornení skupinového (intervalo
vého) rozdelení četností , kely jednu stranu obdélníku tvol'í uvažované trídní inter
valy; pokud mají všechny stejnou délku, pak výšky obdélníku udávají odpovídající 
četnost i nj. 

Príklady sestrojení polygonu četností (spojnicového diagramu) a histo
gramu četností ( sloupkového diagramu) 
r'názornete graficky rozdelení četností podle tabulky 7.2 a skupinové (intervalové) 
rozdelení četností podle tabulky 7.3 . 
ňešení 
V obr. 7.5 a 7.6 jsou sestrojeny polygony četností (spojnicové diagramy) k ta
bulce 7.2 a k tabulce 7.3. V obr. 7.7 je sestrojen histogram četností (sloupkový 
diagram) k tabulce 7.3. 

V prípade kvalitativního znaku se znázorňuje rozdelení relativních četností kru
hovým diagramem tak, že hodnoty znaku XJ jsou znázorneny kruhovými výse
čemi , jejichž obsahy Sj jsou pl'ímo úmerné relativním četnostem Vj v 3 (obr. 7.8) . 

Charakteristiky znaku statistického souboru 

Charakteristikami znaku statistického souboru (neboli stručne statis
tickými charakteristikami) nazýváme čísla, která podávají stručnou souhrnnon 
informaci o nem z ruzných hledisek. J e-li pi'edmetem statistického šetrení jediný 
kvantitativní znak, jde pi'edevším o tzv. charakteristiky polohy (úrovne) a charak
Leristiky variability (promennosti, rozptýlení) znaku. 

Charakteristiky polohy (úrovne) znaku neboli jeho strední hodnoty j R01 1 

dsla, která nejak charakterizují „prlimernou hodnotu" sledovaného kvantitativníh 
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Obr. 7.8 

znaku. Pa tfí mezi ne zejména aritmetický prumer , dále medián, modus, J 1p „, "' '" 
prumer a geometrický prumer. 

Aritmetický prumer x hodnot x1 , x2 , ... , Xn kvantitativního 1t.i 1,1I. •i 1 I• 
definován jako podíl so uč tu hodnot znaku a jej ich počtu (rozsahu soul '' 11 11 J " II 
je <lán vzorcem 

_ X1 + X2 + · · · + Xn X = ~~~~~~~~ 
n 

1 n 

:;;, L Xi· 
i = l 

1 ľt 

Nabývá-li znak x jen r ruzných hodnot xi, x; , .. . , x;, zjednod11i 11q•'li11 ul 
výpočet aritmetického prumeru užitím tabulky rozdelení četností znaki 1 / 1\ 111 II 
hodnota znaku xi četnost n 1 , hodnota x; četnost n 2 atd. až hodnota x; ""l l •U '' 11 
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/' 

~\'1/, 4. 1;~ 1 .. • +·11,.„:1;;, 

n 
n L ni ~;j . 

j = l 

(2) 

11 , V Hm1viHlosti se vzorcem (2) poznamenejme, že obecne je defino·uán tzv. 
•11l l.11mLick ý prume r čísel u1 , u2, ... , U n s váhami vi> O, v2 > O, . .. , Vn > O 

n 

Ľ VjUj 

j = l 
Uv== n 

(3) 

Ľ 'U j 
j= l 

1mt.r116, že aritmetický prumer hodnot znaku x~, x;, ... , x; počítaný podle 
11110 považovat za jejich vážený aritmetický prilmer s váhami danými četnostmi 

1' 1 1 1t„ . 

!J l 111 t\ vlnsl,nosti aritmetického prilmeru: 
"i.•111. VH('Ch rozdílu Xi - x jednotlivých hodnot znaku Xi a jejich aritmetického 

n 

1!l dillnt 11 .r sc rovná nule: L(xi - x) = O. 
i=l 

1.!ll i1 1m< •- li , rc8p. odečteme- li od každé hodnoty znaku Xi konstantní číslo a> O, 
i i ~ 111 IL 111<'Lický prumer nových hodnot znaku Ui = Xi+ a, resp. Ui = Xi - a se 

1 1ľ1 11 ľl L111 cLickému prumeru puvodních hodnot zvetšenému, resp. zmenšenému 

h1 n: v. = x + a, resp. u = x - a. 
11l111t1í'-li každou hodnotu znaku x .; určitou konstantou b # O, pak aritme

!\( I ,V pťi\111č r nových hodnot znaku Ui = bxi se rovná aritmetickému prumeru 
1\ul 11d 11 k lt li odnot násobenému konstantou b # O: u = bx. 

1/111 Vlast ností b) , c) se užívá k zjednodušení ručního výpočtu aritmetického 
!l!Ltil ,r pod le vzorce (1) pfi velkých hodnotách X i znaku x , resp. podle vzorce (2) 

ti 1 lt liocl notách njx j . Metoda výpočtu aritmetického prumeru x založená na jeho 
11 •1 li vlnslnostech se nazývá metoda vhodne zvolen é h o počátku (nebo též metoda 

"'"'I' horl.not znaku) a postupuje se pfi ní takto: V prípade velkých hodnot Xi 

1 pll ', jd<' 111 c k novým (transformovaným) hodnotám 'U i = Xi - a znaku u = x - a, 
' 111111 je nejmenší z hodnot X i - Vypočteme aritmetický prúmer u hodnot U i 

1u1h11 :r.1111.k u u podle vzorce u = ; t 'U i a pak hledaný aritmetický prumer x 
i= l 

x=u+ a. (4) 
skupinového (intervalového) rozdele ní četností n j a stfedú inter-

1 " l1rnk<'m xj+
1 

- xj = konst. prejdeme od hodnot xj znaku x k novým (trans-
, * xj - a x - a "' . . ''° 

111 .\1 111) hodnotam U j = --b- znaku u = --b- , kde a = X min Je neJmens1 

111111 , „~ 11. /J = xj+
1 

- xj . Vypočteme aritmetický prumer u hodnot uj pomocného 

il 11 pnd lu vzorce u = ; t n j u j a pak hledaný aritmetický prumer x užitím vztahu 

j=l 

x = bu + a. 
(5) 
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Aritmetický pr1nnér počtu detí vypočteme podle vzorec (2) : 

4 . o + 8 . 1 + 10 . 2 + 6 . 3 + 2 . 4 8 + 20 + 1 
x = 30 = 30 1) 

2. Vypočtete aritmetický prumer výšek 300 osob, jež jsou uvcdeny v l,1i,J.,11 r0" ' ľ 1 
Rešení 

Aritmetický prumer výšek osob vypočteme opet podle vzorce (2): 

x = (7 · 155 + 20 · 160 + 35 · 165 + 49 · 170 + 84 · 175 + 

+ 60 . 180 + 27. 185 + 14. 190 + 4. 195) ; 300 = 174,;t (1;111 ) 

3. Úlohu z pi'edchozího príkladu 2 ľešte pro porovnání ješte užitím moLoil ,ľ 1 li11d 11 
zvoleného počátku (metody transformace hodnot znaku). 
R ešení 

Zvolíme a = x~in = xi = 155, b = xj+l - xj = 5 (v cm) a zavc(i„ 111• 11111 

x* - a x* - 155 
(transformované) hodnoty znaku uJ* = _J __ = J . Puvod11f·111 l111d11 11 

b 5 
tám xj znaku x (v cm): 155, 160, 165, 170, 175, 180, 185, 190, 195 tak od1•1• 11 .J11fl 
hodnoty uj nového (pomocného) znaku u: O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. V.1111111 11 ·1111 
j ejich aritmetický prumer 

u = (7 . o + 20 . 1 + 35 . 2 + 49 . 3 + 84. 4 + 

+ 60 . 5 + 27. 6 + 14. 7 + 4 . 8) : 300 = 3,883 

a užitím vztahu (5) určíme hledaný aritmetický prumfr 

x = bu + a= 5·3,883+ 155 = 174,4 (cm). 

Užití aritmetického prumeru hodnot kvalitativního znaku sta tistickéh<i ti ,,, 1l111111 
je velmi časté . Avšak ne vždy musí být aritmetický prumer vhodnou (' !1 111111111 
ristikou polohy (úrovne) hodnot statistického znaku. Méne vhodný je P""il• ·1 o1111 
v sit uacích, kdy hodnoty znaku nejsou rovnomerne rozložené kolem aritl 11ľl 11 h1 ·l11 1 
prumeru, a v pľípadech , kdy v souboru jsou extrémne nízké nebo vysokó l 111.I 11111 1 
Použití aritmet ického prumeru je zcela nevhodné, jestliže součet hodnoL Hl„.i„ 111 
ného znaku nemá vecný smysl. 

v nekterých Situacích Se Uplatňují V praxi další Specifické druhy prumor 11 ľl II 
metrický prumer a harmonický prumer. 

Geometrický prumer Xe kladných hodnot kvantitativního znaku x·1 , :1 . , 
:cn j e definován vzorcem 

xe = \(x1 · X2 · ... · Xn- 1111 
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,-.. - nfx-* n_1_x--~- x*n.,. 
. .t, G - V' 1 . 2 . · . r · (7) 

rnoLrický prumer hodnot znaku x~, x;, ... , x; počítaný podle vzorce (7) 
1 l11v11L ;m joj ich vážený geometrický pritmer s váhami danými četnostmi n1 , n2 , .. „ 

r ,1 : • 1111 1 1 l.ľ!ckó l10 prume ru se ve statistice užívá prakticky jen pfi vyšetfování ne
llt'/V)(lohospodáfs kých časových rad, jimiž se rozumejí národohospodáľské 

11q, l11dovnn6 v jistých časových obdobích. Nechť jsou jednotlivá období očís-
"' li1 1, 2, .. . , n a nechť jsou xo, x1, x2 , . .. , Xn sledované údaje (hodnoty 

~ l«\d1Lo obdobích. J ejich tempo rustu vyjadfojí podíly hodnot za dve po 

Í ·1 ] .b, Xi X2 Xn Ob kl d ' ., · o )C o i: z 1 = - , z2 = - , . .. , Zn = -- . vy e se u avaJI 
Xo X1 Xn-1 

PNl:merné tempo rustu za jedno období pak vyjadruje geometrický 

~ zc = y'z1 · z2 · ... · Zn= . 
o 

(8) 

loclujících pľíkladech ukážeme, jak se pomocí geometrického prumeru 
·prováclí výpočet prumerného tempa rustu výroby, míry inflace, mezd 

b C; l 1 OHOb npod. 

p ,-·íl1ffi •IJJ ru,l i tí geomef;rického prumeru hodnot kvantitativního znaku 

i.1 q( 1!(111y v procentech tyto údaj e o rustu určitého druhu výroby v devíti po 
ln11dc:h letech: 3,5 %, 4,7 %, 7,6 %, 5,8 %, 12,7 %, 16,5 %, 15,3 %, 8,5 %, 

1r11 ľ 11. Vypoč tete : 

o1 J t1 llk procent vzrostla celkem výroba za sledované devítileté období, 

období prumerné roční tempo rustu výroby vyjádľené 

11 Ind výpočtu procent rustu výroby se bere výroba na počátku l. roku 
1 'i i [ • J11U~ l 10 období. 

\1 1 tľi'lli olm l. roku vzrostla výroba na l ,035násobek základu, ve 2. roce na 
j ,(1 !711 Í\1·HJbCk výroby Vl. roce, t j . na násobek základu 1,035 · 1,047, atd. a v 

J'OC'<' vzrostla na jeho násobek: 1,035 · 1,047 · 1,076 · 1,058 · 1,127 · 1,165 · 
l , 1 r1:1 · 1,085 · 1,106 = 2,241 036 78 => Výroba vzrostla za 9 let pľibližn 
J•j.1,1 %. 

1- lll<' <'l lÍ prumerného ročního tempa rustu za sledované devítileté období 
' J llll l ~ívá geometrický prumer koeficientu rustu výroby vypočtených v a); 

1011!111 v~orce (8) j e {'l'l,035 · ... - 1,106 = V2,241036 78 = 1,093 802 158 => 
i1111 11 11\rn6 roční tempo rustu výroby ve sledovaném období bylo pľibližn 
r, 1%. 
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a) o kolik procent vzrostla míra inflace celkove za období 17 let 1990- 200(:, 

b) jaká by la prumerná roční míra inflace v tomto období v České republicc 

Rešení 
Obdobným postupem jako v 1. úloze dostáváme: 

a) Oproti základu (míl'e inflace na počátku sledovaného období) míra ildl111 1• 

vzrostla celkove na tento násobek: 1,099 · 1,566 · 1,111 · 1,208 · 1,1 · 1 , 0~! 1 

· 1,088 · 1,085 · 1,107 · 1,021·1 ,039 · 1,047·1,018·1,001·1,028 · 1,019 · 1 , 0 ~ li 

= 4,402 051 553 =} Míra inflace vzrostla za sledované období celkove o 1 •1 I 

bližne 340,2 3. 

b) 'V4,402 051 553 ~ 1,091 093 745 =} Prumerná roční míra inflace v tolttli1 
období byla približne 9,1 3 . 

3. Jsou známy statistické údaje o prumerné hrubé mesíční mzde zamestnancu v 1111 
rodním hospodáľství České republiky (na fyzické osoby) v letech 1989- 200!. 
vr. 1989 3170Kč, vr. 1990 3286Kč , vr. 1991 3792Kč , vr. 1992 4644 J\„ , 
vr. 1993 5817Kč, vr. 1994 6894Kč , vr. 1995 8307Kč, vr. 1996 96791\„ , 
vr. 199710696Kč, vr. 1998 ll 705Kč, vr. 199912651Kč, vr. 2000 13614 )( 1\ 
vr. 200114793Kč, vr. 200215866Kč, vr. 200316920Kč, vr. 2004180351(1\ 
v r. 2005 19 030 Kč , v r. 2006 20 211 Kč . Vypočtete : 

a) o kolik procent vzrustala prumerná hrubá mzda v jednotlivých letech oprôl.i 
pl'edchozímu roku, 

b) o kolik procent vzrostla prumerná hrubá mzda celkove ve sledovaném obdob1, 

c) jaký byl roční prumerný procentní nárust hrubé mzdy v tomto období. 

Rešení 

a) Pro r. 1990: ~ ~~~ = 1,036 593 06 =} Nárust .,prumerné hrubé mesíční mzdy 

v r. 1990 o približne 3, 7 3 . Obdobne pro následující roky dostáváme, 7,ľ 

prumerné mesíční hrubé mzdy vzrostly približne o 15,4 3, 22,5 3 , 25 ,3 
18,5 3 , 20,53, 16,5 3 , 10,5 3 , 9,4 3, 8,1 3 , 7,6 3, 8,7 3 , 7,3 3 , 6,6 3, 6,6 
5,5 3 , 6,2 3 . 

b) 3 286 3 792 4 644 18 035 19 030 20 211 20 211 -
3 170 . 3 286 . 3 792 .. .. . 16 920 . 18 035 . 19 030 3 170 -

20 211 
= 6,375 709 779 (resp. -

3
- - = 637,570 977 9) * Prumerná hrubá mesíční 
1,7 

mzda vzrost la celkove za období let 1990- 2006 približne o 537,6 3 . 

c) 'V6,375 709 779 ~ 1,115 129 252 =} Prumerná hrubá mesíční mzda vzrustala 
v letech 1990- 2006 ročne približne o 11 ,5 3 . 
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1 
x 11 = = 

l ( .1... + .1... + ... + _1_ ) 
n, XJ x2 Xn 

1 
n 

l "'\"""' l n f__; x. 
'i= l 't 

(9) 

Máme-Ii sestavenou tabulku rozdelení četností , podle níž hodnota znaku x~ má 
<1Lnost n 1, hodnota x; četnost n 2 atd. až hodnota x; četnost nr (kde n 1 + n2 + 
1 • . . + nr = n) , pak harmonický prumer tech to hodnot znaku vypočteme podle 

V/',OľCe : 

1 
XH = ( . + nr) - 1 :>]:.L + n2 + . ' . X~ n X~ x; 7 

1 
r 

l "'\"""' nj 

n ú x": 
j = l J 

(10) 

{'oznámka. Harmonický prumer hodnot znaku x~, x; , . .. , x~ počítaný podle vzorce (10) 

lic považovat za jej ich vážený harmonický prilmer s váhami danými četnostmi n1, n2 , .. „ 

n,„ 

Užití harmonického prumeru prichází v úvahu pomerne zľídka, má-li vecný 

tmiysl součet pl'evrácených hodnot sledovaného znaku . 

Príklady užití harmonického prumeru hodnot kvantitativního znaku 

1. V určité dílne, v níž se vyrábejí stejné výrobky, byly namereny šesti delníkum 
tyto časy potrebné ke zhotovení jednoho výrobku: 3, 4, 5, 6, 10, 12 minut. Určete 
dobu, která je v prumeru treba ke zhotovení jednoho výrobku . 

Rešení 
Výkony jednotlivých delníku jsou velmi rozsáhlé, napr. první vyrobí za tutéž 
dobu čtyhkrát více výrobku než poslední , proto postrádá vecný smysl počítat 
aritmetický prumer namel'ených času. Avšak součet jejich prevrácených hodnot 
udává celkovou část produkce všech delníku za 1 minutu, a tedy prumerná doba 
potrebná ke zhotovení jednoho výrobku je dána harmonickým prumerem podle 

vzorce (9): 

XH = 6: ( ~ + ~ + ~ + ~ + 2_ + 2-) = 
3 4 5 6 10 12 

= . 20 + 15 + 12 + 10 + 6 + 5 = . 60 ~ ( . ) 6 . 
60 

6 
68 

5 ,3 mm 

Poznámka. K t émuž výsledku lze dospet touto úvahou: Za 1 hodinu , t j. za 60 min ul , 

vyrobí jednotliví delníci 20 , 15, 12 , 10, 6, 5 výrobku. Celkem t edy vyrobí 68 výrobk~ 

6 60 
· „

1 
. . d , b k b ' " v v 6 · 60 minut . 5 3 . 

za · mmut c1 1 Je en vyro e vyro i prumerne za ~~ = , mmuty. 
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1) 
,;;/, 

· 100.) Určete prúmerné procento splnčn! pl rlJ 111 

Tabulka údaju o výrobe závodu prumyslového podniku pro 
rešenou úlohu 2 

To,h, 

Závod Plánovaná hrubá Skutečná hrubá Procento splni:í111 

produkce (v tis. Kč) produkce (v tis. Kč) plánu 

1 2500 2630 105,2 

2 1 700 1654,1 97,3 

3 2900 3 279,9 113,1 

4 2400 2820 117,5 

5 1450 1444,2 99,6 

Celkem 10950 11828,2 XH 

R ešení 
Prumerné procento splnení plánu lze určit jako vážený harmonický prumer pl«• 
cent splnení plánu jednotlivých závodu podle vzorce (10) , pľičemž jako v6,J1y 
(četnosti) vystupují skutečné hrubé produkce (objemy výroby) jednotlivých Y/1. 
vodu: 

x = ll 828 2 : ( 2 630 1 654,1 3 279,9 2 820 1 444,2) = 
H ' 105 2 + 97 3 + 113 1 + 117 5 + 99 6 

' ' ' ' ' 
= 11 828,2 : (25 + 17 + 29 + 24 + 14,5) = 11 828,2 : 109,5 ~ 108 

Poznámka. K témuž výsledku lze dospet takto: Prumerné procento splnení plánu = 
celková skutečná hrubá produkce 100 z l' , h b, d k · d 1. , 1 

lk 
, l' , h , · . p anovane ru e pro u ce Je not ivyc 1 

ce ova p anovana ruba produkce 
závodu v tabulce 7.4 je určena plánovaná hrubá produkce celého podniku 10 950 (v tic, . 
Kč) . Po dosazení do uvedeného vztahu dostáváme hledané prumerné procento splnení 

plánu ll 828
'.
2 

· 100 ~ 108. 

Doplňující charakteristiky polohy (úrovne) kvantitativních znaku jsou modus 
a medián. 

Definujeme: Modus znaku x je jeho hodnota, která má nejvetší četnost. 
načí se Mod(x). 

Modus je užíván k odhadu strední hodnoty znaku souboru nejčasteji tehdy, 
máme-li sestavenou tabulku rozdelení četností pro statistický soubor s velkým roz
sahem nebo když modus má v souboru specifický význam. 

Príklad, kdy je prakticky používán modus jako charakteristika polohy 
Pfi sledování počtu úrazu na jednotlivých pracovištích v určitém podniku v pru
behu dne nás zajímá pfedevším modus, tj. nej četnej ší hodnota počtu úrazu, 
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nliychow Lnk z,jiH Lilt , t111 ld.OľÓltl pľttetrvi t:! L i t• v kLorou d011ui dubu cluduw,1 K nLa/JLUU 

noj čas Lčji. Podlo 'Loho lzo pak provósL príslušná opaLfoní. 

Medián znaku x, jchož hodnoty x1 , x2 , ... , Xn jsou uspoľádány podle vcliko:oti 
(.1:1 ~ x2 

~ ... ~ xn), je prostrední hodnota znaku. Značí se Med(x) . Určiteji lze 

.Jnlio definici vyjádfrt takto: 

J e-li n liché, je Med(x) =X n + l. 
2 

1 
Je-li n sudé, je Med(x) = 2 (x :gc + x :gc +i). 

(11) 

Medián je užíván jako strední hodnota znaku souboru zejména tehdy, když 
jKou v nem zastoupeny prvky s hodnotami znaku mimoi'ádne odlišnými (malými 
ttcbo velkými) oproti ostatním hodnotám znaku. V techto p.fípadech je medián 
l<~ pší charakteristikou polohy hodnot znaku než aritmetický prumer , který závisí 

1 ta všech , tedy i na extrémních hodnotách znaku. 
Príklad určení Mod(x) a Med(x) hodnot kvantitativního znaku x statis-

l'i,ckého souboru 
Pro rozdelení četností podle tabulky 7.5 určete aritmetický prumer , modus a me-

dián hodnot znaku x. 

'ľabulka rozdelení četností hodnot znaku fešené úlohy 
Tab. 7.5 

Hodnoty znaku x j Četnosti n j 

1 8 

2 9 

3 19 

4 50 

5 14 

6 7 

7 2 

8 1 

Součet n 110 

{/,ešení 
.r ~ 3,79 (podle vzorce (2)) , Mod(x) = 4 (neboť nejvetší četnost 50 má hodnota 

, X55 + X55 
111iaku 4), Med(x) = 4 (nebot 2 = 4). 

Strední hodnoty jako charakteristiky polohy (úrovne) hodnot kvalitativního 
waku statistického souboru p.fedstavují jistou jeho hodnotu, kolem níž je v jistém 

!
. M11tyslu nejvíce soustredeno rozdelení četností hodnot znaku. Krome charakteristík 

polohy se zavádejí charakteristiky variability hodnot kvantitativního znaku, jimiž 

K<' budeme zabývat v následujících odstavcích. 
Charakteristiky variability (promenlivosti, rozptýlení) znaku jsou 

iKla , která nejak charakterizují, jak se hodnoty znaku prvku souboru liší od zvo-
1<·11é charakteristiky polohy (strední hodnoty) , resp. od sebe navzájem. Pat.fí mezi 
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11<'• v11rinč11 í rnzpč t.í , prľ1111črn1i 1ibsol11L11i odr hyllm, rnzpLyl, HllHWocl 11 t.11 ľi odcliyl\ , 
a variační kocllcicnL. 

Variační rozpetí .R je rozclíl rnezi ncjvčtší a ncjmcnší hocln oLou znaku pevl\11 
daného souboru: 

R == X max - X min· 1'.n 

J e pouze orientační charakteristikou variability znaku. 

Poznámka. R ozdíl mezi hodnotou znaku Xj a zvolenou strední hodnotou , napr . ar iL11 1„ 
tickým prumerem x, se nazývá odchylka hodnoty znaku x1 od st rední hodnoty. 

Dokonalejší charakteristika variability znaku: 

Prumerná absolutní odchylka d hoclnot znaku je aritmetický prumer a,l 1 

solutních hodnot odchylek hodnot znaku všech prvku souboru od aritmetickél111 
prumeru hodnot znaku: 

- 1 n 
d = - Llx;-xl, 

n i= l 
(1:1) 

resp . pro dané rozdelení četností (má-li hodnota x; četnost n 1 , . . . , hodnota~< 
r 

četnost nr, L ní = n) ve váženém tvaru: 
j=l 

- 1 ~ 
d =- L...,,nJlxj-xl . n 

j = l 
(14 

Poznámka. Absolutní hodnoty odchylek se zde berou vzhledem k tomu, že prumern(1, 
odchylka hodnot Xi od aritmetického prumeru x je vždy nulová, neboť pro součet odchy· 

n 

lek Xi od ari tmetického prumeru x platí L(xi - x) = O. 

i = l 

Nejduležitejšími charakteristikami variability znaku v statistickém souboru json 
rozptyl a smerodatná odchylka. 

Rozptyl s; (značí se též s 2
) hodnot znaku x je aritmetický prumer druhých 

m ocnín odchylek hodnot znaku od aritmetického prumeru: 

2 1 ~ - 2 
sx = - L...,,(x; - x) ; 

n ·i= l 
(15) 

resp. pro dané rozdelení četností (pfi obclobném označení jako u vzorce (14)) v 
váženém tvaru: 

r 

2 l""' * _ 2 sx = ~ L._., nJ(xJ - x) . (16) 
j = l 
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n 

s; = ~ L xf, - x2
, 

·i = l 

(17) 

L,I . ľO:t, pLyl se rovná rozdílu aritmetického prumeru druhých mocnin hoclnot znaku 
1 drnli6 mocniny jejich aritmetického prumeru; resp. pro dané rozdelení četnost í 

11 1 ľL- li hodnota x; četnost n 1 , ... , hodnota x; četnost nr) ve váženém tvaru: 

2 1 r *2 - 2 
SX = - L 'njXj - X . 

n 
j = l 

(18) 

1znárnka. Pl'i „ručním" výpočtu rozptylu podle vzorce (17) , resp. (18) je nekdy vhocln 
pou:t.íL obdobne jako pfi „ručním" výpočtu aritmetického pruméru (viz str. 349) m etodu 
11/wrlne zvolen ého počátku (m etodu transforrnace hodnot znaku): Zavedeme nové (trans-

illl' mované) hodnoty znaku Ui = Xi ~ a , resp. u j = x j ; a (pričemž zpravidla volím 

l111 11 HLanty a, b obdobne jako na str. 349) , vypočteme rozptyl nových (transformovaných) 
1111 111 0 1, znaku 

2 1 ~ 2 - 2 
Su == n L.....t U i - U ' 

i= l 

1 t1M p . pro dané rozdelení četností ve váženém tvaru: 

,. 
2 1 """' *2 - 2 

S u = n L._., n1u1 - u 
j = l 

11 pnk vypočteme hled aný rozptyl puvodních hodnot znaku , pro který platí 

s; = b2 · s~ čili Sx = Ibisu . 

(19) 

(20) 

(21) 

Smerodatná odchylka Sx ( značí se též s) hodnot znaku x je druhá odmu1,;-
1ii 1ia z rozptylu daného nekterým ze vzorcu (15) až (18) : Sx = )SI. Výhodou 
tilllfaodatné odchylky je, že charakterizuje variabilitu znaku v mei'icích jednotkách 
i11mku, zatímco rozptyl je vyjádi'en ve druhých mocninách techto jednotek. 

l 'oznárnka. Smerodatná odchylka je citlivejší charakteristikou variability znaku v pu
ľ11v 11 ání s prumernou absolutní odchylkou , neboť zesiluje váhu odchylek pro jeho extrémní 
l1 11 cl 11oty. 

íklad výpočtu charakteristík variability ilustrující jejich význam v P"
'ľovnání s charakteristikou polohy (aritmetickým prumerem) 
l lľčíme prumernou absolutní odchylku a smerodatnou odchylku pro tf i soubo ry 
o Lómž rozsahu n = 5 (pro jednoduchost a názornost výpočtu volíme n mal 
kLcré mají týž aritmetický prumer x hodnot sledovaného znaku x : 
n) lO, 10, 10, 10, 10, b) 8, 9, 10, 11 , 12, c) O, 5, 10, 15, 20. 

"' 
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Aritmetický pr t°Imcr: 

Prumerná absolutní odchylka : 1 d = O 

Rozptyl: 

Smčrodatná odchylka: 

2 
SX = 0 
Sx = 0 

s 2 = 2 X 

Sx = v'2 ::i::: 1,41 

rešeného príkladu je patrné, že aritmetický prumer charakLOľlv, 11 j• 11111 111llt 
nou hodnotu znaku, ale nevyjadruje nie bližšího o hodnotách znakn, 1·, 1111 11 # 1 
vypočten. Lze i'íci, že čím vetší je variabilita hodnot znaku, tím lJlÓ11 11 1• •1•11 " '"' 
Livní je ari tmetický prumer či jiná charakteristika polohy. Infornmd 11 111 : pt 11 
hodnot znaku kolem aritmetického prumeru podává prumerná absoh il 111 111l1 l11 I 
nebo lépe rozptyl, resp. smerodatná odchylka. 

známka. V tech pfípadech, kdy máme duvod volit místo aritmetick6J111 i" 11 111 r111 
charakteristiku polohy znaku x medián Med(x) , pak z téhož duvodu vollruu 1111 11111 11 111111 
dalné odchylky jinou charakteristiku variability znaku x , zpravidla tzv. m oili 'il1 v111t1111 

dchylku označovanou Q(x) a definovanou takto: Nechť jsou hodnoty zri ril<11 1 " "I" 
dány podle velikosti X1 ~ x2 ~ ... ~ X n a nechť Q1 je tzv. první kvnťLil ( „ 1 111t1t11 
hodnota" ), tj . medián z hodnot xi~ x2 ~ ... ~ Med(x) , Q3 je t zv. tfo L1 1\11 11111 1 1 
tvrtinová hodnota" ), tj . medián z hodnot X n ~ Xn - 1 ~ ... ~ Med(x) . [Napi ľ'" 11 

je Q1 = ~ (xs + X6) a Q3 = ~ (x15 + x16) .J Pak 

1 
Q(x) = 2(Q3 - Qi). 

Pro dva nebo více statistických souboru se ke vzájemnému porovní\11 
hodnot sledovaných znaku výrazne odlišné úrovne nebo vyjádrenýcl1 
mei'icích jednotkách zavádejí tyto charakteristiky: 

Pomerná prumerná absolutní odchylka p je podíl prumerné a li1111l111111 1111 
chylky a príslušného aritmetického prumeru sledovaného znaku x : 

d 
p= = 

X 

Variační koeficient Vx (značí se též v) je definován jako p odíl 1") 111• •11111 11111 
odchylky a aritmetického prumeru sledovaného znaku x: 

Sx 
Vx X i ~ ll 

resp. v procentech 

Sx 
Vx = -::-- · 100 3. 

X { ~hl 

:ms 

zd pracovníkô dv 

f ,1 l .i: ll i ./ <'t.!11.h\ o pi'íjmech pracovníku pro rešenou úlohu Tab. 7.6 

J . podnik 2. podnik 

1 · ( 

1 i l 

1 l 

111 :.ldft 
l\ t" ) 
()() 

()() 

()() 

()() 

(}() 

Počet pracovníku 

n i 

20 

30 
30 

15 

5 

Hodinová mzda Počet pracovníku 

Xi (v Kč) n ; 

60 30 

90 30 

120 15 

150 10 

180 5 

IJl ,Y HLa tistický znak X (príjem pracovníka) je v podnicích vyjádfen v ruzných 
1 1 :f11'11 ( inesíční a hodinová mzda) . K porovnání variability mezd užijeme proto 
i1 ! kocíicienty. Podle vzorcu (2), (18), (24) postupne dostáváme 

luik X = 16 650, Sx ='= 3 350, Vx ~ 0,201, 
podnik X ='= 96,67, Sx ='= 35,45, Vx ='= 0,367. 

/, •/1:.' Diferenciace (variabilita) mezd v 1. podniku je nižší než ve 2. podniku. 

II ii ! 1r1 tická závislost znaku, koeficient korelace 

1l.fojeme-li zároveň dvojici znaku x, y v statistickém souboru o rozsahu n, 
lcclkem šetrení jsou uspoľádané dvojice hodnot znaku (x1 , Y1) , (x2, Y2), .. „ 

iľ , ) . Krome charakteristík polohy a variability, počítaných samostatne pro 
:r, obou znaku x, y, se v tomto prípade zajímáme též o t zv. statistickou 

11.i l• Jl'l t znaku. Volíme-Ii za charakteristiky polohy aritmetické prumery x, fJ 
1n rakteristiky variability smerodatné odchylky sx, sy, pak za charakteristiku 

' ; 1 k lc6 závislosti znaku x, y volíme koeficient korelace r xy, jenž je definován 

kxy 
T'xy = SxSy 

iiô ' iľl k xy je tzv. kovariance znaku x, y daná vzorcem: 

1 n 

kxy = - 2:)x; - x)(Yi - y), 
n 

i = l 

(26) 

(27) 

l ~e po roznásobení výrazu v závorkách upravit na tvar výhodnejší pro „ruční " 

··c t : 

1 n 

kxy = - L XiYi - xy, 
n 

i= l 

(28) 
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jsou aritmetické prumery. Dále Sx, sy ve vzorci (26) jsou smčrodíl. L11 ( pdo 11 1 Ii 
vzorci: 

Sx = 
1 n 

- l:)xi - x)
2

, sv = 
n i= l 

l n 

-;;, L:}li .11 )~. 
i = l 

které lze upravit po umocnení výrazu v závarkách na tvary vhocl111; r•1•1 
výpočet: 

- 1 t 2 -2 ~ 1 n Sx - A 1 xi - x , s = - LY2 - y" 
n Y n " 

i=l i= l 

Pro koeficient korelace rxy vždy platí (plyne z Cauchyovy nerov11l•;lllJ 1 v1 

1 r xy 1 ~ 1 čili r xy E ( - 1; 1) . 

í •ltl 

Čím blíže je lrxv l k 1, tím považujeme statistickou závislost mezi t/1111/-11 1 . 11 
vetší. Krajních hodnot 1 a -1 nabývá rxy tehdy, když mezi znaky x, !I .i" /1111 ·111 
funkční závislost (nejenom statistická): y = ax + b, kde a, b E R, a 
pro a> O jde o hodnotu rxy = 1 a pro a< O o rxy = - 1. (Lze se o L 
dosazením Yi = axi +bi, kde i = 1, 2, ... , n.) 

Poznámka. Kdy v obecném prípade vychází koeficient korelace r xy klad 11 y 11 l•oll 
parný, odvodíme touto úvahou: J e-li statistická závislost mezi znaky x c~ 'II 111 1„ •111 

nadprumerný m hodnotám znaku x odpovídají zpravidla nadprumerné hod 11 " 11 11111lt11 

a podpriímerným hodnotám znaku x odpovídají zpravidla podprť1merné hod11i ,I' 111 11h11 

pak ve výrazu kxv daném vzorcem (27) bude vetšina součinu kladných, a i<'dy 1 l·11••ll1 
ent korelace r xy definovaný vzorcem (26) bude kladný. J estliže nadprumerný 111 1,,„1111111' 

znaku x odpovídají zpravidla podpriímerné hodnoty znaku y a naopak, pak v(i \' I 111111 

bude vetšina součinií záporných, takže i koeficient korelace rxy bude záporný. I '< • ľ 1 d 11111 l'll 

si ješte prípadu, kdy m ezi znaky x , y není žádná st atistická závislost: v t echLu I" 1p111 h 

kladné a záporné součiny ve výrazu kxy mají tendenci sev součtu vyrušit, a tod,\ 
korelace bude blízký nule. 

Príklad výpočtu koeficientu korelace 
Ze šesti státu byly získány údaje o roční spotrebe cigaret na 1 obyvatol<: ('11111 11 41l 
a o roční mífe úmrtnosti na plicní rakovinu na 100 OOO obyvatel (znak 11) 11 1111 
noty Xi znaku x jsou zaokrouhleny na stovky a hodnoty Yi znaku y jsou ~: 111h 11111h 
leny na jednotky: 

Xi 3400 2600 2200 2400 2 900 

Yi 24 20 17 19 26 

Vypočtete koeficient korelace rxy mezi obema znaky x, y. 

360 

2100 

20 

Jtoj prv· icllc \l'L.Ot'Cll (29) a (3 1): 

:i; "500 , 'U = 21, S :i: = 14.3,471, Sy = 3,055 

dlll Vl'.Ol'C li (28) a (26): 

kxy = 1 066,667 , 1'o;y = 0,787. 

ar;Lo sctkáváme s pfípadem, kdy znak X muže nabývat jen r ruzných 

1 
· • * l . · ' ' h h d t * * * (S t v' 111 11 1 • 1 , .r:.i 1 „., ~;r-aznacyyJensruznyc o no y1, y2,„ ., y8 • em pan 

_i „11 1111 , ltdy HC hodnoty znaku x i znaku y sdružují v intervaly; xj a y~ jsou 
1 ~ 1 rl y Ll\dtLo intervalu.) V techto pľípadech pro každou možnou uspol'ádanou 

1•_j, 11 ;:,) zjistíme, kolikrát se vyskytla mezi všemi uspol'ádanými dvojicemi 
111)t(.r ~, 1/"J.), . . . , (xn, Yn), tj. zjistíme její četnost njk v souboru n jednotek. 

I· ~„ 111 1.qoním četností dvojice znaku (x, y) nazýváme tabulku: 

~ y~ y; ... y; 

x* nu n12 ... n1s 
1 

x* 2 n21 n22 . .. nzs 

. . . . . . . . . . . . ... 

x; nr1 nr2 . .. nrs 

1 t vý1mi\Ll1 koeficientu korelace rxy znaku x, y s danou tabulkou rozdelení 
11 1.1'11.o cl vojice znaku postupujeme takto: 

.·111111 0 ~dnosti njk v jednotlivých :fádcích tabulky a dostaneme tak rozdelení 
1111 11" 1.f ·11„i l1odnot xj samotného znaku x. Z tohoto rozdelení vypočteme x a sx : 

1 f' 

- """" * X = ;, ~ njX:i, Sx = 
j = l 

(32) 
1 r - "°"" n ·x*2 

- 2 n ~ Jj-x. 
j = l 

·:cLnosti njk v jednotlivých sloupcích tabulky a dostaneme tak rozdelení 
i 1H 11'il.! n~i ltodnot yj samotného znaku y. Z tohoto rozdelení vypočteme fj asy : 

- 1 f' I * 
y = - L njyj , Sy = 

n j = l 

1 f' - "°"" n'y* 2 - -2 n ~ JJ y. 
j = l 

(33) 

n 

\!llt' \.< 111 te součet L XiYi, kde každý nenulový součin XiYi je roven nekterému 

i= l 

" t'l' l.11or;tí njk: 
'll 

"""" **+ * *+ **+ + ~ X; Yi = n11X1Y1 n12X1Y2 · · · + n1sX 1Ys · · · (34) 
·i= l 

+nrlx;y~ + nr2x;y; + . . . + nrsx;y;. 

1 ,IJ. 1 v11orcc (28) vypočteme ko;y a podle vzorce (26) pak rxy· 
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I~ 1 

1 3 

2 2 

3 

4 

2 

1 

6 

7 

3 

5 

8 

2 

, -, na kouci 1. roč 11 ík11 ( zu1tk ,, ) 
lení četností dvojice :.c.n akťt m, Ii 

4 

1 

Vypoč tete koeficient korelace rxy mezi obema známkami. 

r.ešení (podle uvedeného postupu) 

a) Rozdelení četností znaku x je 

Známka v 1. roce 1 2 3 4 
Četnost 4 13 15 3 

Podle vzorcu (32) vypočteme : x ~ 2,485 7, Sx ~ 0,806 1. 

b) Rozdelení četností znaku y je 

Známka v 2. roce 1 2 3 4 
Četnost 5 14 15 1 

Podle vzorcu (33) vypočteme : y ~ 2,342 9, Sy ~ o, 753 6. 

35 
c) Podle vzorce (34) vypočteme součet: L Xi Y ·i = 217. 

i = l 

d) Podle vzorce (28) vypočteme: k x y ~ 0,376 2 a podle vzorce (26): r xy ~ 0,619 . 
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8 Matematická analýza 

8 .1 Limity a spojitost funkce 

Matematická analýza jako součást st redoškolské matematiky navazuje na po
:.c.natky uvedené v kap. 4. Tvorí ji základy diferenciálního počtu a integrálního 
počtu. 

V lastní limita funkce ve vlastním bode 

V kap. 6.2 jsme definovali limitu posloupnosti pro n -+ oo. Nyní se budeme 
zabývat funkcemi, jejichž definičním oborem je interval, resp . sjednocení intervalu. 
U takovýchto funkcí lze zavést pojem limity funkce pro x -+ a, kde a E R nebo 
a = +oo, popl'. a = -oo. 

Motivace pojmu vlastní ( tj, konečné) limity funkce v bode a E R: Vyjdeme 
z grafického znázornení funkcí v obr. 8.1 až 8.5. 

Pro funkce f znázornené graficky v obr 8. la,b platí: J estliže x se blíží neomezene 
k a, pak f ( x ) se blíží k b. (Píšeme: x -+ a =? f ( x ) -+ b.) V tomto prípade ríkáme, 
že funkce f m á v bode a limitu b (a , b E R). Pritom mlí.že být b = f(a) (obr. 8. l a) 
anebo b =f. f(a) (obr. 8. l b). 

a) y 

:I JZc;::---

o 

1 

1 la 
1 ó 1 ó 1 
I• •I• • I 

b) y 

f(a) ______ __, 

:p:~~t--
~-

1 

X 1 la X 

1 ó 1 ó 1 

I• •I• •I 
o 

Obr. 8. 1 

Naproti tomu pro funkce f znázornené graficky v obr. 8.2 až 8.5 (a obdobne 
pro další možné prubehy funkce f pro x-+ a) toto tvrzení neplatí. 

Obdobne jako v prípade limity posloupnosti (kap. 6.2) je ovšem nutné limitu 
funkce v bode a E R definovat , tj. vyj ádľit presne, co se rozumí slovy „blížit se k a, 
resp. k b". 
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o 

a 

Obr. 8.2 

1 

1 

a 

Obr. 8.4 

X 

o 

y 

X 

o 

a 

Obr. 8.3 

1 

1 

a 

Obr. 8.5 

K t omu použijeme pojem okolí bodu a, který nyní zavedeme: 

i.C 

X 

r okolím b odu a (r >O, a E R) označovaným U(a, r) se rozumí otevi'ený interval 
(obr. 8.6) 

U(a,r) = (a-r , a+r). 

r r 

__J t ·1 • 
a- r a a+r x 

U(a,r) 

Obr. 8.6 

P.i'itom, jak víme z kap. 2.5, je 

(a - r, a+ r) = { x E R; a - r < x < a+ r} = 

= {x E R; lx - al < r}. 

'.'.: íslo r > Ose nazývá polomer okolí U(a, r). 
Místo U(a, r) se nekdy píše stručneji U(a), pokud hodnota polomeru okolí není 

r dané situaci podstatná. 

164 

R, pr(ivč kdy1 

1. j<
1 
ľm1k<' <1 f <ldb1ov1í11a v nčj akém okolí bodu a, poptípa<lč H výjimkou Hl\lllOLného 

hodu a, 
'l . kc každému (libovolne zvolenému) €-okolí U(b, é) bodu b existuje takové ô-okolí 

U(a, ô) bodu a, že pro všechna reálná x =f. a, platí 

x E U(a, ô) ==? f(x) E U(b, é). 

Skutečnost , že funkce f má v bode a limitu b, vyjadrujeme zápisem 

lim f( x) = b, 
x -+ a 

kLcrý též čteme: limita f (x) pro x jdoucí (blížící se) k a je rovna b. 
Pro praktické použití definice limity b E R funkce f v bode a E R je účelné v ní 

vyjád.i'it okolí U(a, ô) , U(b, é) pomocí nerovností. Dospíváme tak k této formulaci 

1lefinice limity: 
lim /(x) = b (a , b E R), práve když platí: 
x-+a 

1. funkce f je definována v nejakém okolí bodu a, poprípade s výjimkou bodu a 

samého, 
:l. k libovolnému (libovolne malému) é > O existuje ô > O tak, že pro všechna 

reálná x =f. a, pro než je lx - al < ô, platí lf(x) - bi < é . 

Geometrický výklad definic e limity funkce lim f( x) = b (a , b E R) 
x ---+ a 

Sestrojíme e:-pás s hraničními pi'ímkami kolmými k ose y kartézské soustavy 
Koufadnic a procházejícími body b - e:, b + é osy y. Pak ať je šírka 2 é tohoto pásu 
jakákoliv (libovolne malá), existuje vždy takové ô-okolí bodu a, že pro každé x # a 
~ tohoto ô-okolí príslušný bod [x, f( x)] grafu funkce f leží ve zvoleném e:-pásu. 

Príklad určení vlastní limity funkce ve vlastním bode 

Odhadnete lim x
2 

-
1 a odhad ovei'te pi'ímým užitím její definice. 

x-+ l X - 1 
Rešení 

2 1 
Funkce f: y = ~ je definována pro všechna x E R \ {1} a pro každé x E D(f) 

x- l 
platí y = x + 1, t akže grafem funkce f je p.fímka s výjimkou bodu [1; 2] (obr. 8.7). 

~ r/y=x+ l 
2+- [1,2] 

1 
. 1 

1 

o 1 2 

- 2 

Obr. 8.7 

X 

365 



"!j in f) ľ () :1; J bud e / (:1:) , Lj. ll 11 1 
m-+ 1 :c l 

cl lo clo(l11ico ll111 i1, 

znamená : Ke kažcl6m u (lib ovolnč mal6rnu) číslu e > O m 11t:1í cxisLovaL Lftkovó <' 1rd11 

1 

:t 2 - j 1 8 > O, že pro všechna x E D(f), pro která O < lx - l l < ô, pla tí - .--. - 2 
X - .l 

Poslední nerovnice je však pro x =F l ekvivalentní s nerovnicí lx - 11 < é . Stačí 111„1„ 
položit ô = e (nebo vzít kterékoliv ô < e), a ke každému e > O tedy existuje skuk i" 111 
takové ô > O, že platí pro každé x E D(f) = R \ {l} : lx - ll < ô :::} l.f (x) - 21 
čímž je dukaz proveden. 

Vety o limitách funkcí ( vlastních limitách ve vlastním bodľ·) 

V.1. Veta o jednoznačnosti limity funkce 
Funkce j má v bode a E R nejvýše jednu limitu. 

Dilsledek vety V.1. Existuje-li v bode a E R limita funkce j, pak je jediná (pro'1. vľ• 
jedna). 

V.2. Je-li j konstantní funkce , tj. j(x ) = e pro každé x E R, pak lirn j (x) c 
X->a 

pro každé a E R. 

V. 3. Veta o limite součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí 
Mají-li funkce j , g v bode a limity, tj. existují-li limity lim j(x) , lim g(:1:), 

x -+a x-+a 

pak mají v tomto bode limitu i funkce j + g, f - g, j g, ej, kde e E R jť 

konstanta, a je-li lim g(x) =F O, pak má limitu také funkce !_ a platí: 
X-> a g 

lim [j (X) + g (X) l = lim j (X) + lim g (X) 
x-+a x-+a x -+ a 

lim [j(x) - g(x)] = lim j(x) - lim g(.7:) 
x-+a x-+a x -+ a 

lim [j(x) · g(x) ] = lim f(x) · lim g(x) 
x-+a x-+a x-+a 

lim [ej (x )] = e lim f(x) 
x-+a x-+a 

lim _j_( x_) = -~~-mcc...a _j _( x_) 
x -> a g(x) lim g(x) 

X-> a 

Pfíklady výpočtu limity funkee užitím vet V.2, V.3 
Určete limity funkcí 

2 
b) lim X + X - 6 

X-> - 3 X2 - x - 2 ' 
a) lim (x2 

- 5x + 7) , 
x-> l 

C) lim ( 1 - COS X). 
x->O 

Ŕešení 

a) lim (x2 
- 5x + 7) = 12 

- 5 · 1 + 7 = 3 
X-> l 

b) P rotože lim (x2 
- x - 2) = 10 =F O, je 

X-> - 3 

x2 + x - 6 x~~3(x2 + x - 5) 9 - 3 - 6 O 
lim 

2 
. 

2 
= = - = O. 

X->- 3 X - X - 2 lnn (x - X - 2) 9 + 3 - 2 10 
X-> - 3 

c) lim ( 1 - cos x) = lim 1 - lim cos x = 1 - 1 = O 
x-+0 x-+ 0 x -+0 
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l l ~ I Ločná vela: 
1 í . . k c; t l i ·í.c pro d vč ľ1111 kcc f , g pl atí , že pro všeclrna :i; -/ o. :t ji :;Lélto okolí bod 11 r1 

.k f (:i;) g(:1:), pol om liin f( x) existuje, právč když ex isLnjc lim g(:1;) 
x -> a x - a 

lim j (x) = lim g(x) . 
x -+ a x -+a 

H p.\ atÍ 

/l f íklady ·výpočtu limity užitím vety v.4 
lJ ľ ?':ele limity funkcí 

x2 - a2 
i.) liin -· --,„ •a X - a 

x+ l 2 
b) lim X +X - 6 

x->2 x2 - X - 2 ' c) x~~l v x+5 - 2 

U1!iíení 
1 l o:lprostľední použití vety o limite podílu není možné, neboť limity jmenovatelu 
",lomku jsou rovny nule. Na základe vety V.4 však dostáváme: 

x2 - a2 x2 - a2 
1.) Pro všechna x =F a je = x +a, takže lim = = lim(x +a) = 

""' ,,.., x -+ a X - a x -+a 

= 2a . 

11) Pro všechna x =F 2 je (x + 
3

)(x -
2

) 
(x + l)(x - 2) 

x + 3 k V 
1
. x

2 + x - 6 
- - , ta ze im = 
X + 1 x->2 x2 - X - 2 

. (x + 3)(x - 2) ~i_Tz(x + 3) 5 
= hm = = -. 

x->2 (x + l)(x- 2) lim(x+ l) 3 
x ---+2 

·) V tomto prípade musíme nejprve zlomek usmernit , tj . rozšífit výrazem Jx + 5 + 

f- 2: 

V.5. 

1
. X+ 1 
im ľ 

x->- l VX + 5 - 2 = x -1..~1 
(x + l)(vx+5+2) 

( vx + 5 - 2)( vx + 5 + 2) 

(x+ l)(JX+5 + 2) _ 
= lim x->-1 X+ 1 

= lim (V X + 5 + 2) = yf-1 + 5 + 2 = 4 
x -+- 1 

veta o sevfení pro vlastní limity funkcí (veta o tfech limitách funkcf) 
Jestliže pľO tfi funkce j, g, h platí , že pro VŠechna X # a Z nejakého okolí 
U(a) bodu a E R je j(x ) ~ h(x) ~ g(x) a funkce f , g mají v bodč r1. 
sobe rovné vlastní limity lim f(x) = lim g(x ) = b, pak také funkce h 111 :'1. 

x -+a x -+a 

v bode a vlastní limitu a platí lim h(x) = b. 
x->a 

Príklady významných vlastních limit funkcí 
u;mím pľedchozí vety V.5 lze odvodit významnou limitu: 

l
. sin x 
lm -- = 1 
x~O X 

3 



tg X 
lim -- = 1, 
X -> 0 X 

Hiil :r; 

:s~ · 

1 - COS X 
lim = O 
X -> 0 X 

. 2 •" i:l :c = 'L. 8Ul 7 

Poznámka. Uvedené limity lze též vypočítat užitím l'Hospitalova pravidla (viz kap . 8.3 „ 

Jednostranné limity funkcí 

Pi'i definování jednostranných limit funkcí se používají pojmy pravé a levé oko.Ii 
bodu a: 

Pravým r-okolím bodu a (r > O, a E R) označovaným U+(a, r) se rozu 111 1 
polouzavi'ený interval (obr . 8.8a) 

U+(a, r) =(a, a+ r). 

Levým r -okolím bodu a (r > O, a E R) označovaným U_(a, r) se rozumí PP 
louzavi'ený interval (obr. 8.8b) 

a) 
r 

ľ ·1 
a a+ r 
'-----v-------' 

U+(a,r) 

U_ (a, r) =(a - r, a) . 

b) 

X 

Obr. 8.8 

Pi'itom, jak víme z kap. 2.5 , je 

r 

1_· -······ ·1 
a - r a 

'-----v-------' 
U_ (a , r) 

X 

(a, a + r) = {x E R; a ~ x <a+ r} , (a - r, a)= {x E R; a - r < x ~ a}. 

Definic e jednostranných vlastních limit funkce v bode a E R 
F\mkce f má v bode a E R limitu zprava b1 E R, práve když 

1. je definována v nejakém pravém okolí bodu a, poprípade s výjimkou samého 
bodu a, 

2. ke každému (libovolne zvolenému) €-okolí U(b1 , t: ) bodu b1 existuje pravé ô-okoh 
U+ (a , ô) bodu a tak, že pro všechna reálná x i= a platí 

x E U+(a, ô) => f(x) E U(b1 , c). 

načí se lim f(x) . 
X-+ a+ 

:rn8 

I 

ml\ v bod R limitu zlova b2 E R, pr{wč kely· 

l<' cl<'finována v učjakóm lcvóm okolí bodu a, poprípade s výjimkou samého 
hodu a, 

kc každému (libovolne zvolenému) €-okolí U(b2, t: ) bodu b2 existuje levé ô-okolí 
U (a , ô) bodu a tak, že pro všechna reálná x i= a platí 

x E U_(a, ô) => f( x) E U(b2, c). 

"načí se lim f(x). 
x-+ a -

Souhrnne se limitám funkce v bode zprava a zleva fíká jednostranné limity. 
V obr . 8.2 je graf funkce f, která má v bode a E R obe jednostranné vlastní 

lilllily, jež jsou navzájem ruzné, limita (oboustranná) v bode a neexistuje. 
P latí veta: 

l ,i 1nita funkce f v bode a E R existuje, práve když existují v bode a limity zprava 
i •1. leva a jsou si rovny. Potom je 

lim f( x ) = lim f( x) = lim f(x). 
X---l>a X-!-a+ X -Joa-

Další druhy limit a jednostranných limit funkce v bode 

V úvodu této kapitoly jsme definovali pojem limity funkce f v bode a a ozna
' i l i ji lim f(x) = b, kde a, b E R. Tento pojem lze rozšífit (zobecnit) pro prípady, 

x-+ a 
kely a, popi'. b jsou +oo, resp. -oo (tzv. nevlastní body). V této souvislosti limita 
1'1111kce f v bode a E R se určiteji nazývá vlastní limita funkce f ve vlastním 
bode a. Obdobne se pro lim f( x) = b1, lim f( x) = b2 , kde a, b1 , b2 E R, užívají 

X---l>a+ x-+a -

1 tltz:vy jednostranné vlastní limity funkce f ve vlastním bode a. 
Další druhy limit funkce v bode jsou tyto: 

11 ) Nevlastní limity funkce f ve vlastním bode a E R: lim f( x) = +oo, 
X-+a 

lim f(x) = -oo. 
:r -+a 

h) Jednostranné nevlastní limity funkce f ve vlastním bode a E R: 
lim f(x) = ±oo, lim f(x) = ±oo. 

x -+a+ x -+a-

lim 1 ) Vlastní limity funkce f v nevlastním bode: 

lim f(x) = b E R. 
x-++ oo 

f (x) 

J> + 00 

ii) Nevlastní limity funkce f v nevlastním bode: 

lim f(x) = ±oo. 
;r -+-oo 

lim f(x) 
x -++oo 

Intuitivní pojetí (názorná predstava) všech druhU limit funkce v bode: 

b E R, 

±oo, 

lim f(x) = b, kde a, b E R nebo a = +oo, resp. a = -oo, b = +oo, resp. b = -oo, 
,/' -.+ (l, 

:t. namená, že pro x neomezene se blížící k a (x _.., a) se f( x) blíží k b (f( x ) _.., b); 
liin J(x) = bi , kde a, b1 E R nebo b1 = +oo, resp . b1 = - oo, znamená , že 

, /' -+ (J. 1-

JlľO x neomezene se blížící k a zprava ( x _.., a+) se f ( x ) blíží k b1 (f ( x) -1 /) 1 ) ; 



lhn f (:c) = b2, kde a, 62 E ľ 
X 1o (t 

2 = ! ·OO, ľOllp . Ú2 = 
neomczenl! :;e blížíd k a zleva ( x a,- ) :;c f (x) blíží k b2 (.f (!1;) b2) 
Príklady 
Funkce f znázornená graficky v obr . 8.3 má v bode a E R nevlastní limitu zpr1W1 1 
rovnou +oo a má v nem vlastní limitu zleva, v obr. 8.4 má funkce f v bode a G ii 
nevlas tní limitu +oo, v obr. 8.5 má funkce f v bode a E R zprava nevlastní limi(,11 
+oo a zleva nevlastní limitu - oo. 

Obdobne jakov prípade vlastní limity funkce ve vlastním bode také v pfípadoc'li 
ostatních druhu limit funkce není možné vystačit jen s intuitivním pojetím, ale J•· 
nutné formulovat jejich presné definice. Vyslovíme zde na ukázku jen dve z nir:li 
( další definice lze vyslovit analogicky). 

Definice nevlastní limity funkce f ve vlastním bode a ( lim f ( x) = +oo) 
x--+a 

Funkce f má v bode a E R lim itu + oo, práve když platí: 

1. Funkce f je definována pro všechna Xi= a z nejakého okolí bodu a E R. 

2. Ke každému (libovolne zvolenému) číslu K E R existuje číslo ó > O tak, že p11• 
všechna x i= a z okolí U(a, ó) (tj . splňující nerovnosti O < lx - al < ó) jH<> 11 
príslušné funkční hodnoty f( x ) > K. 

Definice vlastní limity funkce f v n evlastním bode +oo ( lim f(x) = b E R) 
x--++oo 

Funkce f má v bod e +oo limitu b E R, práve když platí: 

1. Funkce f je definována na nejakém intervalu (c, +oo). 
2. Ke každému (libovolne zvolenému) číslu é > O existuje takové číslo K E ( c, + oo ), 

že pro všechna x > K jsou príslušné funkční hodnoty f( x ) v okolí U(b, é) (tj , 
platí pro ne lf(x ) - bi < é). 

Poznámka. Podrobneji se s definicemi a vetami o všech uvedených druzích limit funkcl 
i s jejich užitím mužete seznámit v publikaci Polák, J. Stfedoškolská matematika v úlo
hách II. 

Príklady dalších významných limit funkcí 
Uvedeme limity funkcí dôležité pro aplikace (napi'. pro odvození derivací nektorých 
základních elementárních funkcí, viz kap. 8.2): 

( l)x .l } lim 1 + - = lim ( 1 + x) x = e 
x _,+oo X x-+O+ 1 

lim (1 +X);; 

( 1) x .l x-+0 
lim 1 + - = lim ( 1 + x) x = e 

x---+-oo X x--+0-

=e 

lim ln(l + x) = l, 
X-+ 0 X 

ex - 1 
lim = 1, 
X-+0 X 

ax - 1 
lim -- = ln a (a> O, a i= 1) 
x-+0 X 

Poznámka. Uvedené limity funkcí se ve stredoškolských učebnicích obvykle nedokazují. 
Lim ity uvedené v posledním i'ádku lze odvodit z pfedchozí limity užitím vhodných úprav 
a substitucí. 
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Hpojitost hmkce v bod 

Mi-\rnc-li zavcden pojem vlastní limity vo vlastním bode, pak pro ľnukci .f do· 
flnovanon na nejakóm okolí bodu a E R lze definovat pojem spojitos Li funkcc f 
v l >odč takto: 

Ríkámc, že funkce f je spojitá v bode a E R t akovém, že f je definovaná 
v jľi10 okolí , práve když existuje lim f( x ) a platí 

x-->a 

lim f( x ) = f(a) . 
x-->a 

Geometrický výklad spojitosti funkce v bode: Spojitost funkce f v bode a E R, 
v jchož okolí je f definovaná, znamená, že její graf je pro hodnotu argumentu x = 
„ncpi'etržený", tj. obsahuje bod [a, f(a)]. 

Napf. funkce f znázornená graficky v obr. S.la je v bode a spojitá, zatímc 
ľtmkce f znázornená v obr. 8. lb je v bode a nespojitá. 

Platí následující vety o funkcích spojitých v bode: 

Veta o spojitosti součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí 
.Jsou-li funkce f, g spojité v bode a, pak jsou v tomto bode též spojité funkcc 
f + g, f - g, f · g, a je-li krome uvedeného predpokladu splnena podmínka 

g(a) i= O, je v bode a spojitá též funkce L. 
g 

Vetu o spojitosti součtu a součinu funkce lze (matematickou indukcí) zobecnit 
pro libovolný počet funkcí: Jsou-li funkce ii , h, . .. , f n spojité v bode a, pak jsou 
v tomto bode spojité též funkce ii + h + ... + f n, ii · Í2 · ... · f n (n E N). 

Veta o l·imite složené funkce v bode, v nemž je spojitá 
Je-li funkce u = g(x) spoj itá v bode a, tj. lim g(x) = g(a) , a funkce y = f(n ) 

x-+a 

spojitá v bode g(a), tj. lim f(u) = f[g(a)], pak existuje lim f[g(x)] a platí 
u-+g(a) x-+a 

~~ f[g(x) ] = f [~~ g(x)] = f[g(a)]. 

Veta o spojitosti základních elementárních funkcí v bodech j ejich definičníhn 

oboru 
Každá základní elementární funkce f (mocninná, exponenciální, logaritrnidJ1., 
goniometrická) je spojitá v každém vniti'ním bode svého definičního oboru D(.ľ ). 

Dusledek uvedených ti'í vet: Každá elementární funkce f je spojitá v ka;í,d6 111 
vniti'ním bode svého definičního oboru D(f). 
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Stanovte, v kterých bodech jsou spojité a v ktcrých jsou nespojil 
:c 

a) fi: y = 1 + X COS X , b) f2: Y = -
2
--. , 

X - l 

( + 1) 2 

d) fry = _x _ 
x - l 

1 
c) h: Y = sin x ' 

Rešení 
z uvedených vet o spojitosti funkcí v bode plyne, že 
a) funkce fi je spojitá ve všech bodech x E R, 

b) funkce h je spojitá ve všech bodech x E R \ {± 1}, 

c) funkce h je spojitá ve všech bodech x E R \ LJ {kn} , 
k EZ 

d ) funkce f 4 je spojitá ve všech bodech x E R \ {l} . 

funkc 

Jednostranná spojitost funkce v bode a spojitost funkce na 
intervalu 

Nechť je funkce f definována na nejakém pravém okolí bodu a E R. Ríkánw 
že funkce f je spojitá zprava v bode a, práve když v nem má vlastní limiL1 1 
zprava, která se rovná funkční hodnote v tomt o bode: 

lim f (x) = f( a) . 
X-+a+ 

Nechť je funkce f definována na nejakém levém okolí bodu a E R. Ríkáme, Ž" 

funkce f je spojitá zleva v bode a, práve když v nem má vlastní limit u zlev ... , 
která se rovná funkční hodnote v tomto bode: 

lim f (x) = f (a). 
x --+a -

veta o spojitosti funkc e v bode 
Funkce f je spojitá v bode a, práve když je v nem spojitá zprava i zleva. 

Funkce f je spojitá na otevreném inte rvalu (a, b), je-li spojitá v každém 
b ode tohoto intervalu. 

Funkce f je spojitá na uzavfeném intervalu (a, b), je-li spojitá na (a, b) 
a v bode a je spojitá zprava, v bode b je spojitá zleva. Obdobne lze definovat 
spojitost funkce f na polouzavrených intervalech (a, b), (a, b). 

Významné vety o funkcích spojitých na uzavi'eném intervalu: 

V.1 . Veta Weierstrassova [čti: vajerštrasova] o globálních extrémech 

372 

J e-li funkce f spojitá na uzavľeném intervalu (a, b), pak na nem na
bývá v alespoň jednom bode x1 nejmenší hodnoty (globálního minima) 

min f( x) = f (x 1) a v alespoň jenom bode x2 nejvetší hodnoty (glo
xE(a ,b) 

bálního maxima) max f (x) = f( x2), tj. existuje dvojice takových bodu 
xE(a ,b) 

X1 , X2 E (a, b), že pro každé x E (a , b) platí f(x1) ~ f(x) ~ f( x2). 

t!1'i.:1 ll'1l1'11: W<"i. 1 "1'.'l /lľll„~ .' l il 'l ".I/ 1 1 1~ 1.'!} \/. 1 . . lľ II ľ1111kc · c 1 f HpCJjii, ;Í , 11 ;1, lľ/, ; 1 , V ľľllľ0 111 i 11Lľ l'V: il11 

(11„ /1), p:i.k .i< ' 11 11, ll ( Jlll C) fll (: '/ ,c; 11 {1 .• 

l'oznámka. Na otev ťeném intervalu (a„ b) a polouzavťených interval.ech (a , u), (a , u) včl, 

V. 1 a jej.í clusleclek nepla tí. 

V. 2. Veta o „mezihodnotách" 
J e-li funkce f spojitá na uzavi'eném intervalu (a, b) a J(a) f. f (b), pa k kl' 
každému číslu K ležícímu mezi čísly f(a) , f(b), existuje alespoň jcde11 t,; t · 

kový bod c E (a , b), že platí f (c) = K. (Tj. funkce f na.bývá na (a, ú) všec:l1 
„mezihodnot" mezi f(a) a f(b) ; této její vlastnosti se fíká Darbooiu.:wvn 
vlastnost [čt i: darbúova].) 

V. 3. Veta Bolzanova o nulové hodnote 
J e-li funkce f spojitá na uzavfeném intervalu (a, b) a mají-li funkční hod
noty f (a), f(b) ruzná znaménka, tj. platí-Ii f (a) · f(b) < O, pak exist.11.ic 
alespoň jeden takový bod c E (a, b) , že je v nem f( c) = O. 

Dusledek Bolzanovy vety V.3: J e-li funkce f mající vlastnosti podle vety V.:1 
navíc ryze monotónní (rostoucí, resp. klesající) na intervalu (a, b) , pak existuj(' 
práve jeden bod c E (a, b) takový, že je v nem f (c) = 0. 

8.2 Derivace funkce 

Motivace pojmu derivace funkce v bode. Zvolme na grafu spojité funkce f: y = 
= f(x) dva body P [x0 , f (xo) J, Q[xo + h, J(xo + h)] a označme <p velikost oriento
vaného úhlu, který svírá sečna s =....., PQ grafu funkce f s kladnou poloosou +~ · 

(obr. 8.9). Smernice sečny je 

y 

J(x) 

f (xo) 

o 

ks = tg <p = f( xo + h) - f( xo) 
h 

x o 

Obr. 8.9 

f (x) - f (xo)= 
= .f(x o+ h) - f (xo) 

X 

x = xo+h 

Pro h _, O se bod Q blíží po grafu funkce f k bodu P , pľičemž v m 
prípade, kdy bod Q splyne s bodem P , prejde sečna s v tečnu t grafu funl· 

11111 1 

J 
0 



ki = tg a = lim f (xo + h) - f (xo) 
h -> O h 

Tato limita má velký význam i pro další aplikace, a proto se pro ni zavádí speciál111 
název. 

D erivace funkce v bode 

J e-Ii funkce f: y = f( x ) definována v nejakém okolí U(xo) bodu Xo E ' ~ 

· t · l" 1 t ' l" · l" f (xo + h) - f (xo) k t t l" ·t ' ' d l a ex1s UJe- 1 v as m rm1ta im h , pa se a o rm1 a nazyva or • 
h ->O 

vace funkce f v bode xo. Značí se f'( xo) , tj . platí 

f'(xo) = lim f(xo + h) - f(xo) 
h ->O h 

(1 

Často je též užitečné alternativní vyjádi'ení derivace j'(x0 ) , které dostanem,,, 
položíme-li x = x 0 + h čili h = x - x0 : 

f'(xo) = lim f(x) - f(xo) 
x->xo X - X o 

(2) 

P ' k V " d ' ' · 1. ·t 1. f (xo + h) - f( xo) l t ' t. ' oznam a. pnpa e, ze Je 1m1 a im nev as m, J· rovna se +oo, 
h -+ 0 h 

resp . -oo, nazývá se nevlastní derivace funkce f v bode x o. Značí se opet f' (xo). 
Ve st redoškolské mat ematice se však prevážne pracuje s vlastní derivací funkce f 
v bode xo a pľívlastek vlastní se pak vynechává (viz uvedenou definici). 

Príklady výpočtu derivace funkce v bode prímým užitím definice 
Určete na základe definičního vztahu (1) derivace daných funkcí f v bode x0 E R: 
a) f: y = f (x) = k , kde k je reálná kontstanta, D(f) = R, 

b) f:y =x, D(f) = R, c) f:y =x2
, D(f) = R. 

!lešení 

a) J'( x
0

) = !im f (xo + h) - f( xo) = lim k - k = lim O= O 
h->O h h-> O h h -+ O 

b) J'( xo) = lim f(xo + h) - f( xo ) 
h ->O h 

1. h l" = im -= rml = l 
h ->0 h h ->O 

c) f'(xo) = lim f( xo + h) - f(xo) 
h -+O h 

2xoh + h2 
. 

= lim = hm(2xo + h) = 2x0 
h-+O h h-+O 

Poznámka. Presvedčte se, že k týmž výsledkum dospejeme také užitím definičního 

vztahu (2) . 
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motivacc dcrivacc funkcc f v bodč Xo E R plyn 
rivace (vlastní der-ivace) .funkce f v bode xo .ie rovna smernici k1. tečny t ke graf'u 

'ttnkce f v bode [xo, f (xo)]; t edy platí 

k1; = J'( xo ); t : y - f( xo) = f'( xo)(x - xo). 

Nevlastní derivace funkc e f v bode xo E R [j'(xo) = +oo, resp. J' (xo) = -oo], 
·1.namená, že tečna t ke grafu funkce f v bode [xo, f (xo)] je rovnobežná s osou y; 

Lcdy platí 
t: X = Xo. 

J ednostranné derivace funkce v bode 

Ukazuje se účelné zavést také jednostranné derivace funkce f v bode 
:i:o E R temito definic emi: 

Je-li funkce f definovaná v nejakém pravém okolí U+(xo) bodu Xo E R 
. t . 

1
. 

1
. . 

1
. f (xo + h) - f (xo) , , d . 

a cx1s UJe- I rnnta zprava im , nazyva se erivace zprava 
h->O+ h 

funkce f v bode xo. Značí se f~ (xo). Je tedy 

f~(xo ) = lim f(xo + h) - f(xo) = !im f(x) - f(x 0 ) 

h ->O+ h x->xo+ X - Xo 

Je-li funkce f definovaná v nejakém levém okolí U_(xo) bodu xo E R a existuje-

!
, l" · 1 1· f (xo + h) - f (xo) ' ' d · 1 f k f - I rm1ta z eva im h , nazyva se erivace z eva un ce 

h ->0 -

v bode xo. Značí se f'_( xo). Je t edy 

f'_( xo) = lim f(xo + h) - f(xo) = lim f(x) - f(xo) 
h -> 0 - h X->Xo- X - Xo 

Poznámka. Zrejme platí, že derivace f' (xo) existuje, práve když existují jednostranné 

derivace f~ (xo), f '_ (xo) a jsou si rovny. P ak platí 

f' (xo) = f~ (xo) = f '_ (xo). 

Príklad výpočtu jednostranných derivací v bode prímým užitím definice 
Určete jednostranné derivace funkce f: y = lx - l l v bode xo = 1. 

Ŕešení 

) !
' (1) - l" f (l + h) - f(l) _ l" J!:l_ l" !!_ _ 1 a + - im - im - im -

h->O+ h h -> O+ h h ->O+ h 

b) f '_ (l) = lim f(l + h) - f(l) = lim J!:l = lim - h = - 1 
h ->0 - h h ->0 - h h ->0 - h 

Protože f~( l) # j '_ (l) , nemá funkce f v bode 1 oboustrannou derivaci J'(l) . 
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1 

Je-Ii f funkcc, ktorá má clcrivaci J' (:r) v každ6m boclč x ji!M m11oži11y M c. '""\J 
1 

potom je na množine M dcfinována funkce, ktorá každému a: E: M pfiŕaz1\j c1 pmv• 
jedno číslo J'(x ). Tuto funkci značíme J' a nazýváme ji d erivace fu n kce 
množine M. 

Hodnotu derivace v bode x0 dostaneme, když za argument dosadíme do funk'· 
ního predpisu prof' hodnotu argumentu x 0 . 

Poznámka. Je-Ii funkce f daná analytickým funkčním pfedpisem y = f( x ), označuje H• 

derivace funkce f často místo f' též y' a její hodnota v bode x o místo f'( x o) také y'(xo) . 

Podle uvedené definice funkce f má derivaci f' na otevfeném intervalu 
(a , b) , práve když má v každém bode x E (a , b) derivaci J'(x ). Pomocí jednostra11-
ných derivací v bodech a, b Ize tuto definici rozšífit i pro uzavrený interval (a, b) 
a polouzavrené intervaly (a, b) , (a , b). 

Dále definujem e: Funkce f má derivaci f' na uzavfeném intervalu (a, b), 
resp. na polouzavfeném intervalu (a, b) nebo (a, b), práve když má derivac i 
/' (x ) v každém bode x E (a , b) a derivaci zprava f~ (a) v bode a, když interva l 
obsahuje bod a, popi'. derivaci zleva f '_(b) v bode b, když interval obsahuje bod b. 

Vety o derivacích funkcí 

V 1. Veta o vztahu mezi derivací a spojitostí funkce v bode 
Má-Ii funkce f v bode xo E R derivaci .f'( x 0 ) E R, je v tomto bode spojitá. 

Poznámka. Veta V.l platí jen pro vlastní derivaci. V prípade existence nevlastní derivace 
funkce f v bode xo E R nemusí v nem být funkce f spojitá. Napi'. pro funkci f( x ) = sgn x 

(viz kap. 4 .1) je f~ (O) = !im f (x ) - f (O) = lim 1 - O = !im .!. = +oo, f '_ (O) = 
x-O+ X - 0 x-o+ X - Q x-o+ X 

f (x ) - f(O ) - 1 - 0 ( 1) 
= !im = lim - -- = !im - - = + oo, a tedy funkce f: y = sgn x 

x - O- X - 0 x-0 - X - 0 x-O- X 

má v bode O nevlastní derivaci f' (O) = +oo, avšak není v bode O spojitá. 

Obrácená veta k vete V.1 neplatí; funkce spojitá v bode x o E R v nem nemusí 
mít derivaci (rozumí se vlastní derivaci). Vzhledem ke geometrickému významu 
derivace funkce f v bode xo E R muže tato situace nast at ve dvou pi'ípadech: 
a) Když graf funkc e f nemá v bode [xo, f( x o)] tečnu (viz napi' . graf funkce f 

v obr. 8. 10), tj. neexistuje v nem vlastní (ani nevlastní) derivace J'(x
0

) . 

b) Když graf funkce f má v bode [xo, f( x 0 ) ] tečnu rovnobežnou s osou y (viz napi'. 
graf funkce f v obr. 8. 11) , tj. existuje v nem jen nevlastní derivace J'(x o) 
[J'( xo) = +oo, resp. J'(x o) = - oo]. 
Užitím definice derivace funkce v bode a vet o limitách funkcí se dokazují ná

sledující duležité vety: 

V. 2. Veta o derivaci základních elem entárních funkcí 
Základní elementární funkce (kap. 4.3) mají derivace uvedené v tabulce 8.1. 
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o xo = a X 

Obr. 8.10 

V zorce pro derivace elementárních funkcí 

Funkce .f: y = f (x ) 

Y = c (c E R) 

Y = xn, n E N 

y = xk, k E Z 

y = xr, rE R 

y = e"' 

Y = ax (a > O, a=/= 1) 

y = In x 

y = loga X (a > O) 

y = sin x 

y = cos x 

y = tg X 

y = cotg x 

y = arcsin x 

y = arccos x 

y = arctg x 

y = arccotg x 

y = sinh x 

y = cosh x 

Y = tgh X 

y = cotgh x 

Vzorce pro derivaci 
funkce f 

I 
y = o 

I y = nxn- l 

y' = kxk - 1 

y' = rxr - l 

I X y = e 

y' =a"' In a 

1 1 
y = -

X 
/ 1 

y = - 
X !n a 

I y =cosx 
I . y = - sm x 

1 
I - -

y cos2 x 

1 
y' = - sin2 x 

1 ' - -
y - vl - x2 

1 
y' = - v1 - x2 

1 
y' = 1 + x 2 

1 
y' = - 1 + x 2 

y' = cosh x 

y' = sinh x 

/ 1 
y = - - 

cosh2 x 

1 
, _ - -2 

Y - sinh x 

1/ 

Obr. 8.11 

Tab. 8.1 

Podmínky platnosti vzorce 
(x E o(f')) 
x E (- oo, +oo) 

x E (- oo, +oo) 

x E (-oo, 0) U (0, +oo) 

x E (0, +oo) 

x E (-oo, + oo) 

x E (- oo, +oo) 

x E (0, +oo) 

x E (0, +oo) 

x E (-oo, +oo) 

x E (-oo, +oo) 

X E u ( (2k - 1) ~, (2k + 1) ~ ) 
k E Z 

x E LJ (krr , (k + l )rr) 
kEZ 

xE( - 1; 1) 

xE (- 1; 1) 

x E (-oo, +oo) 

x E (-oo, +oo) 

x E (-oo, +oo) 

x E (-oo, +oo) 

x E (-oo, +oo) 

x E (- oo, O) U (0 , +oo) 
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Poznámka„ Pfi odvozcn( nl'.lkLcrých zo v11orcn uv 
:;Jeduj lcí vety V.3 a V.4. (Odvození viz v publikaci 
v úlohách II.) 

louýcli v Lnlmlc:c 8. 1 HO Ltž!vn,j! '1 " 
olá k, J . Sl1'rJdo8ko lská rnatem(l,Í 1/, 11 

V.3. Veta o derivaci součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí 
Mají-li funkce .f, g v bode x0 derivaci .f'(x0 ) a g'(x0 ) , pak v tomto l111d„ 
mají derivaci i funkce .f + g, .f - g, .f g, c.f, kde c E R je konst anta, a, pr11 

g(x0 ) # O také funkce f_, pričemž platí: 
g 

(.f + g)' (xo) = .f'(xo ) + g'(xo) 

(.f - g)' (xo) = .f'(xo) - g'(xo) 

(.f · g)' (xo) = .f'(:ro)g(xo) · .f(xo)g'(xo) 

(c.f)' (xo) = c.f'(xo) 

(f_)' (xo) = .f'(xo)g(xo) - .f(xo)g'(xo) 
9 [g(xo)] 

Pro zapamatování techto vzorcli je vhodný jejich stručný tvar uvedený v LH 
bulce 8.2. 

Vzorce pro derivaci součtu, rozdílu, součinu a podílu funkcí Tab. v . 

Jestliže funkce .f: u = .f(x) , g: v = g(x) mají derivaci v každém bode x E M 
(kde množina M je interval, resp. sjednocení intervalu) , pak vzorce pro derivaci 
součtu, rozdílu, součinu a podílu techto funkcí pla tí pro všechna x E M (u podílu 
za predpokladu, že g(x) # O) a stručne je zapisujeme t akto: 

( )
/ 1 1 u +v = u +v 

( )
/ 1 1 

U -V = U -V 

( )
/ 1 1 uv =·uv + uv 

(cu)' = cu' , c E R 

(
'.:".)' _ u'v - uv' - „ ' v# o 
v 

Poznámka. Vzorce pro derivaci součtu a součinu funkcí lze (za predpokladu existenc 
príslušných derivací) rozšfrit matematickou indukcí pro n funkcí u; (i = 1, 2, ... , n): 

(u1 + u 2 + ... + un)' = u~ + u; + ... + u~ , 
(u1 · u 2 · . . . · Un)' = u~ · U2 · ... · Un + U1 · u; · ... · Un + ... + U1 · u2 · . .. · u~ . 

V4. Veta o derivaci složené funkce 
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Nechť funkce g: u = g(x) má v bode x0 derivaci g'(x0 ) a nechť funkce 
.f : y = .f(u) má v bode u0 = g(x0 ) derivaci .f'(u0 ). Pak složená funkce 
h: .f(g(x)) má derivaci v bode x0 , pričemž platí 

h'(xo) = .f'(uo)g'(xo). 

Vzorec pro derivaci složené funkce 
Tab 8.3 

.lestliže je dána složená funkce h : y = f(g(x)), pfičemž vnitfoí funkce g má derivaci 
v každém bode X E M a vnejší funkce f má derivaci f' v každém odpovídajícím bod 
u = g(x), pak složená funkce h = f o g má derivaci h' v každém bode x E M, pro niž 

pla tí 
h'(x) = J'(u)g'(x). 

Poznámka. Výpočet derivace funkce se stručne nazývá derivování funkce . 

Príklady výpočtu derivací na základe vzorcu 
Pokud nepľipisujeme k výsledku podmínku platnosti , pi'edpokládá se, že jak dan 
ľunkce, tak její derivace jsou definovány pro všechna x E R. 
l.. Vypočtete v prípustných bodech derivace funkcí daných funkčními predpisy: 

a) y =x3 , b)y = nx
2

, 

2 1 
c) y = 3x4 - 2x3 + 5x2 + x - 1, d) y = x

5 
- 3x

3 
+ 5x, 

e) y =(x- 1)(4x2 +5x + 7), 
x- 1 

f) Y = X+ 1° 

Rešení 
Užitím vzorce (xn)' = n · xn- 1 pro n E N (viz tab. 8.1) a vety V.3 o derivaci 

součtu , součinu a podílu (popl' . tab. 8.2) dostáváme: 

a) y' = 3x2 

b) y' = 2nx 

c) y' = 3 · 4x3 - 2 · 3x 2 + 5 · 2x + 1 = 12x
3 

- 6x
2 

+ lOx + 1 

)
/ 4 2 21 4 2 l d y = 5x - - · 3x + - = 5x - 2x + -

3 5 5 

e) y' = (x-1)' (4x2 +5x+ 7) + (x - 1)(4x
2

+ 5x + 7)
1 

+ ( x - 1) ( 8x + 5) = l 2x2 + 2x + 2 = 2 ( 6x
2 

+ x + 1) 

4x2 + 5x + 7 + 

(x - 1)1 (x + 1) - (x - l)(x + 1)
1 

x + 1 - x + 1 

(x+l)2 = (x+l)
2 

2 

(x + 1)2' f) y' 

X oj:. - 1 

2. Vypočtete derivaci složené funkce .f: y = (3x
2 

- 2)
4

. 

Rešení 
Položíme u = 3x2 - 2, y = .f (u) = u4 . Pak podle vety V.4 (popl' . tab. 8.3) 

o derivaci složené funkce je 

y' = .f'(u) · u'(x) = 4u3 · 6x = 4(3x2 
- 2)

3 
· 6x = 24x(3x

2 
- 2)

3 

. 
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l,oznámkco. 
ti = g(x ) sip 

nou tlllbHLfL1 II 1 

3. Odvoďte vzorec pro výpoče t derivace funkce .f: y = ../X, kde x E (O, +oo) 

R ešení 
Užitím vzorce (x'')' = rx"- 1 pro r E R, x E (O, +oo) (viz tab. 8.1) dostávánll' : 

1 1 ( ' )' 1 1 1 1 1 y = (..fi) = x2 = 2x 2- = 2x - 2 
1 

2..fi 

Poznámka. K t émuž výsledku lze dospet též takto: y' = ( ý'X)' = (;x.) / 
ý'X - x( ý'X)' ý'X - x y' I I I ý'X 1 

, odtud plyne x y = ý'X - x y , a t edy y = - = ~. 
x x 2x 2v x 

4. Určete derivace funkcí, jejichž funkční predpisy jsou 

a) y = sin 7x, b) y = 5 sin2 x, c) y = cos (1 - 2x), 
2 1 2 

d) y = -
3

- , e) y = - tg x . 
COS X 2 

Rešení 

a) Užitím vety V.4 (popi'. tab. 8.2) o derivaci složené funkce dostáváill'·· 
(položíme-Ii y =sin u , u = 7x): 

y' = (sin u)' · u' = (cos 7x) · (7x)' = 7 · cos 7x 

Obdobne budeme postupovat v dalších dvou príkladech (se stručnejším zá
pisem) : 

b) y' = 5 · 2 sin x · (sin x )' = 5 · 2 sin x cos x = 5 sin 2x 

c) y' = - sin ( 1 - 2x) · ( 1 - 2x)' = 2 sin ( 1 - 2x) 

d) Derivování lze provést buď podle vety V.3 o derivaci podílu, nebo jedno-
v • 1 , 6 sin x 

dusej1 takto: y' = (2 · cos- 3 x) = 2 · ( - 3) cos- 4 x · ( cos x) = --
4 

- , 
COS X 

rr 
X =/= (2k + 1) 2 

1 
e) Použitím vety V.4 o derivaci složené funkce: y' 2 . 2. tg X . (tg x)' 

1 sin x rr 
=tg X· -- = -- , X=/= (2k + l )-

cos2x cos3x 2 

5. Vypočtete derivace daných funkcí v prípustných bodech: 

a) y = ex+ 2x, b) y =x2ex , c) y =écosx. 

Rešení 
Užitím vety V.3 o derivaci součtu a součinu funkcí dostáváme: 

a) y' = ex + 2 

b) y' = 2xex + x 2ex = x (x + 2)ex 

c) y' = ex cos x + ex ( - sin x) = e'" ( cos x - sin x) 
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~ 

c) y = d" , 
a) Y = 

· X 

d) y = e3"'2+x, 

R ešení 

e)y = esin:i; 
' 

f) y = cos ex . 

Užitím vety V.4 o derivaci složené funkce dostáváme: 

) 
1 - X ( )' -X a y = e · - x = - e 

b) y' = ~[ex + (e- x)'] = ~(ex - e- x ) 

2 ( 2 1 2 c) y' = ex · x ) = 2xex 

d) y' = e3x2 +x . (3x2 + x )' = (6x + l)e3x2 +x 

e) y' = esin x ·(sin x)' = esin x · cos X 

f) y' = (- sin ex)· (ex)'= -ex sin ex 

7. Vypočtete derivace daných funkcí v prípustných bodech: 
3x + 1 

b) Y = -- , C) y = 2
5

x + 23
. 

3x - 1 a) y = 2x - x 3 + 3, 

R ešení 
Užitím vet V.2, V.3 a V.4 dost áváme: 

a) y' = 2x ln 2 - 3x2 

b) y' 
3x ln 3 (3x - 1) - (3x + 1)3x In 3 

(3X - 1)2 
2 · 3x ln 3 

- X ....L 0 
(3X-1)2 ' / 

3x ln 3 (3x - 1 - 3x - 1) 

(3X - 1)2 

c) y' = 25x ln 2 · (5x)' = (25x ln 2) · 5 = 5 · 2
5
x ln 2 

8. Vypočtete derivace daných funkcí v prípustných bodech: 

a) y = ln (x+l) , b) y = lnx2
, c) y = ln x+ l , x - l 

d) y = log (x - 3) , 

R ešení 

e) y = log x + 1 
log X - 1 · 

Užitím vet V.2, V.3 a V.4 dostáváme: 

) 
1 1 

a y = -- X> - 1 
x+ ľ 

) 
1 1 2 ...,L 

b y = - · 2x = - , X -r 0 
x2 X 

, x - l x - 1 - (x+l) 2 c) y = -- · 2 = - - 2-- , x E (- oo, - 1) U (1, + oo) 
X+ 1 (x - 1) X - 1 

) 
1 1 

d y = (x - 3) · ln 10 ' x > 3 
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') y' = 

X > 0 /\X-::/:. 10 
x( loa a; 

' 
1.) 

Geometrické a fyzikální aplikace derivace funkce 

Geometrická aplikace derivace funkce 

Jak víme, derivace (vlastní derivace) funkce J' ( x 0 ) predstavuje geomeL ľi i' l 11 
smernici kt tečny t ke grafu funkc e v bode [xo, f(xo)J. 

Rovnice pľímky dané smernicí k a bodem [x0 , y0J je (viz kap. 10.9) 

Y - Yo = k(x - xo). 

Pro tečnu t v našem prípade je Yo = f ( Xo), kt = j' ( Xo), takže platí veta: 

Existuje-Ii v bode Xo derivace funkce f , pak tečna ke grafu funkce f v bod•" 
[xo, f(xo)J má rovnici 

y - f(xo) = J'(xo)(x - xo). 

Príklady určení rovnice tečny ke grafu funkce v daném bode 

1. Určete tečnu k parabole, jež je grafem funkce f: y = x 2 v bode o soufaclnki 
Xo = 1. 

Rešení 

Dotykový bod určované tečny a grafu funkce f je T [l; l], neboť f(l) = ,I . 
Derivace funkce f je J'(x) = 2x, takže hledaná tečna t má smernici kt 
= j'(l) = 2. Rovnice tečny t je prato podle preclchozí vety y - 1 = 2(x - 1) čili 
y = 2x - 1. 

Poznámka. Prosti'edky analytické geometrie lze k témuž výsledku dospet bez užil, 
derivací (viz kap. 10.15). 

2. Určete rovnici tečny ke grafu funkce f v bode o soufadnici x
0

, je-Ii 
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a) f: y = é - 1, Xo = O, b) f: y = In ~ = - In x, xo = 1. 
X 

Rešení 

a) Yo = f(O) = O; J'(x) = ex , k = j'(O) = 1, takže tečna v bode T[O; OJ má 
rovnici y = x, 

b) Yo = f(l) = In 1 = O; J'(x) =- ~ , k = j'(l) = - 1, a tedy tečna v bod<> 
X 

T [l; OJ má rovnici y = (- 1) · (x - 1) čili y = - x + 1. 

s( l) je rovnice dráhy prímočarého pohybu hrnoLného boclu , pf i čom~ l 
1m<'f čnH tn čfoný o<l j istého počátcčního okamžiku a s značí dráhu, kLcrou hmoLný 

l11u l ttrnzil po pľímce od zvoleného počátcčního bodu. Ve fyz icc i v clalších aplikacích 
t• ~vykem označovat píírl'.istky veličin symbolem .čl; označme t edy .čl s pľírústek 

d ľrt ii.Y R za dobu .člt od okamžiku to , tj . .čl s = s(to + .člt) - s(t0 ). Veličina 

.čl s -
Vp = .člt 

s(to + .člt) - s(to) 
.člt 

1 unzývá prumerná rychlost pohybu hmotného bodu v intervalu (to , to + .člt ) . 
1,tinit.n prumerné rychlosti vp pro .člt --+ O neboli clerivace dráhy s( t) podle času t 
Jl ľ!l /, = t0 definuje okamžitou rychlost ( velikost vektoru okamžité rychlosti) pohybu 
[1 1not.ného bodu v čase to: 

v= s'(t) = lim .čls = lim s(to + .člt) - s(to) 
l>t ->O .člt l>t->O .člt 

rJ/J1 ·rn~j·i, je-Ii elána funkční závislost hodnot libovolné fyzikální veličiny na čase, 
h.n l'ki, že její derivace vyjadruje okamžitou rychlost zmeny hodnot veličiny. 

I 1ť'1J.tady užití derivace ve fyzice 

1 • 11 mot ný bod koná pľímočarý pohyb tak, že pro dráhu s ( t) uraženou za čas t (od 
1 >očátečního okamžiku t0 = O s) platí rovnice s ( t) = 5t2 + 200t + 12 (s v metrech, 
/ v sekundách). Určete okamžitou rychlost (velikost vektoru okamžité rychlosti) 
tohoto nerovnomerného pohybu v čase t a její hodnoty v časových okamžicích 
/,o = Os, ti = lO s. 

.dení 
l [l cdaná okamžitá rychlost nerovnomerného pohybu je derivace dráhy podl 
·'.nsu: v(t) = s'(t) = lOt + 200. V čase t0 = Os je v(t0 ) = 200 m · s- 1 (počáteční 
okamžitá rychlost) , v čase t1 = lOs je v(t1 ) = 300 m · s- 1

. 

• 11 matný bod koná jednoduchý kmitavý pohyb po ose y kolem rovnovážné polohy 
v počátku O, pfičemž výchylka z rovnovážné polohy je dána harmonickou funkcí 
(kap. 4.5, 4.6): y(t) = A sin (wt + cp0 ), kde A, w, cp0 jsou konstanty (A > O, 
w > O, cp0 E R) a pramenná t je čas . Určete: a) okamžitou rychlost (velikosL 
vektoru okamžité rychlosti) tohoto kmitavého pohybu v čase t, b) její maxi
rn nlní, minimální hodnoty a v kterých polohách kmitajícího hmotného bodu 
1 mstávají. 

/lešení 

t) Jde opet o pľímočarý nerovnomerný pohyb, pro jehož okamžitou rychlost v 
smeru osy y platí vy(t) = y'(t) = Aw cos (wt + cpo), a tedy v(t) = lvy(t)I = 
= Awlcos (wt + cpo)I. 

i> ) Protože pro každé x E R platí icos xi = 1 -(=} sin x = O, !sin xi = 1 B cos x = 
= O, dostáváme max v(t) = Aw pro lcos (wt + cp0 ) 1 = 1 čili sin (wt + cpo) = O, 
tj. když y(t) = O neboli v rovnovážné poloze kmitajícího hmotného bodu, 
min v(t) = O m · s- 1 pro cos (wt + cpo) = O čili !sin (wt + cpo)I = 1, tj. kdy:-; 
y(t) = ±A neboli v obou krajních polohách. 
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.Je-li f funkce, která má v kažclém hoclč x nť'j akého ot.evi'('ttého i11L<.>rvt-\l1t (111 /, 

d erivaci J'( x ), potom!' je funkcí definovanou na tomto inLPrvalu. Má-li futtkť 

V'ak' b d v ( b) d · · · · · l' l' · l' J' (xo I h) J'(:q, v neJ em o e x0 E a, en vac1, tJ. existuJe- I im1ta im h -
h-+O 

nazýváme ji d r uho u d erivací funkce f v bod e xo a značíme J" (x 0 ). ExisL11j1 11 

druhá derivace v každém bode x E (a , b), pak lze definovat na (a , b) funkci (11
( 1 

tak , že její hodnota v každém bode x je rovna f" ( x). Místo f" ( x) se píš 
t éž y". Analogicky lze definovat tretí a obecne n-t ou d erivaci. 

Poznámka. Na strední škole se n euvažují n evlastní druhé a vyšší derivace. 

Príklady výpočtu druhých derivací 

1. Vypočtete druhou derivaci funkcí f daných rovnicemi 
a ) y = x 2

, b) y = x3 a znázornete graficky funkce f , J' , f 11 . 

Rešení 

a) y' = 2x , y" 2 pro každé x E (-oo, + oo), grafy funkcí f, j', f" jsv11 
v obr. 8.12, 

b) y' = 3x2 , y" 
v obr. 8.13. 

6x pro každé x E ( -oo, +oo) , grafy funkcí f, J', J" jso·11 

y 

y' = 2x 

y" = 2 

X 

-3 3 X 

Obr. 8.12 Obr. 8.13 

2. Určete druhou derivaci funkcí daných rovnicemi 

a) y = 3x5
, b) y = cos 3x. 

Rešení 

a) y' = l5x 4
, y" = 60x 3 

b) y' = - 3 sin 3x, y" = - 9 cos 3x 
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Nechť v v( !,) vyj adh~e funkční závislosL okamžité rychlosti pľímočar6 ho pu-
hy bu hmotného bodu na čase, paka = v'(t) = s"(t) , tj. druhá derivace dráhy podl 

'.asu predstavuje zrychlení t ohoto pohybu v čase t. 

Príklady u žití druhé derivace ve fyzice 
Určete zrychlení pfímočarých pohybu z príkladu na užití prvních derivací ve fyzice. 

šení 
t) a = v' (t) = s" (t) = 10 m. s- 2 ' zrychlení je konstantní, jde tedy o rovnomerne 

zrychlený pohyb. 

b) Pro okamžité zrychlení ve smeru osy y platí 

ay(t) = v'(t) = y"(t) = - Aw2 sin (wt +<po) = -w
2
y(t) , 

odkud a(t) = jay(t)i = w 2 jy(t)i, tj . zrychleníje pfímo úmerné okamžité výchylce, 

má však opačný smer. 

8.3 Užití diferenciálního počtu k vyšetrování 
prubehu funkcí 

J e-li analyticky zadaná funkce definována v intervalu nebo ve sjednocení inter
valu, nelze určit všechny body jejího grafu, ale jen nekteré. Určení vlastností funkce, 
které nám usnadní, resp. upresní sestrojení jejího grafu, nazýváme vyšetfováním 
prubehu funkce. Částečne jsme se jím zbývali již v kapitole 4. Podstatné zjedno-
lušení a obecné metody vyšetfování prubehu funkcí pfináší matematická analýza. 

Vyšetfování monotónnosti funkce užitím derivací 

Definici funkce monotónní a ryze monotónní na množine jsme podali v kap. 4.2. 
Speciálne k vyšetfování monotónnosti funkce na intervalech (tzv. intervalech mo
notónnosti funkce) lze výhodne užít vet, které se dokazují na základe následující 

i,agrangeovy [čti : lagránžovy] vety. 

V.1 . Lagrangeova veta diferenciálnfho počtu 

Nechť funkce f má tyto vlastnosti: 
1. je spojitá na uzavfeném intervalu (a, b), 

2. má derivaci J'(x) v každém bode x E (a, b) . 

Potom existuje al es poň jeden bod c E (a, b), pro který platí 

J'(c) = f(b) - f(a) 
b- a 



Ln V.1 mÁ.11(tzorný ,r;oomcl1"id1;ý význam,: J moJ Lližo ['tmkco f m (t uvoclonó 11 l111d 

pak oxisLuj e alctipoň. jeden bod c E (a, b) Lakový. že Lcčna t v pfísh1fJ,11• •111 
[c, f (c)] grafu funkce f je rovnobčžná se sečnou s určenou body A[a; /(ŕiJI . 

[b j '(b)] • ' ' V V ' • V ' l f (b) - f (a) ( b 8 14 b) , . · , JCJlZ smermce JC c1s o b o r . . .a, . 
- a 

a) +Y b) +11 

o o. c 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

b 

y = f( x ) 

B y = f (x) 

t2 

X o O. C1 C2 b 

Obr. 8.14 

V2. Veta o postačujících podmínkách ryzí monotónnosti funkce na intervaln 
Nechť funkce f má v každém bode x E (a, b) derivaci f'(x). Pak platí : 

a) J e-li f'(x) >O pro každé x E (a, b) , je funkce f rostoucí na (a, b). 

b) Je-li J'(x) <O pro každé x E (a, b), je funkce f klesající na (a, b). 

Je-li navíc funkce f spojitá na uzavl'eném intervalu (a, b), potom je ros
toucí, resp. klesající na (a, b). 

Napf. ilustrujeme vetu V.2 na grafoch funkcí f v obr. 8.15a, b: tyto funkce jso11 
spojité a v intervalu (a1, b1) je J'(x) > O, v intervalu (a2, b3) je J'(x) < O, t ak/.\' 
funkce f jsou rostoucí na intervalu (a1 , b1) a klesající na intervalu (a2 , b3). 

a) y b) y 

o 0.1 X1 b i = C = 0.2 X2 b2 X o 0.1X1 bi = c = o.2 X2 b2 X 

Obr. 8.15 

oznámko. k vete V. 2. Podmínky f'(x) > O, resp. f'(x) < O, jsou postačující , nikoli však 

nutné pro ryzí monotónnost funkce na intervalu . Napr. Funkce f: y = x 3 je rostoucí na 

intervalu D(f ) = (-oo, +oo) a pritom v bode xo = O je j'(O) = O (viz grafy v obr. 8.13). 
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1 11~rtklady vyi!etfení i n·tcrvalu "''YZÍ monot6nno8'ti fttnk 
\ Jrčo Lo intervaly, v nichž .] so n rost oucí, resp. klesající funkcc: 

) J 2 . ) f 2x + 3 ) 1. fl, 1: v = x , b "2 : y = --
1 

, c . ·3 : y = sin x. 
x -

lf,1'.foní (užitím vety v. 
11.) 1/ = 2x pro x E (-oo, +oo). Protože daná funkce fi je spojitá v D(fi) = 

= (- oo, +oo) a f{(x) < O pro x E (-oo, O), f{( x ) > O pro x E (O , + oo), je 
ľunkce fi klesající v intervalu (-oo, O) a rostoucí v intervalu (O, +oo ). 

Ii) 71 1 = - S 
2 

pro x E D(f2) = (-oo, 1) U (1 + oo). Protože f~(x) < O pro 
(x - 1) 

všechna x E D(h) , je daná funkce h klesaj ící v celém definičním oboru D(f2) . 

·) 1/ = cos x pro x E ( - oo, +oo ). Protože funkce f~: y' = cos x je spo

j itá v D(f3) = R, j~(x) > O pro x E (-~ + kn, ~ +kn) , kde k E Z 

a f~ (x) < O pro x E (~ + kn, ~n+kn), kde k E Z, je funkce sinus ros

Loucí v intervaloch \ (2k - 1) ~ , (2k + 1) ~), kde k E Z, a klesající v intervaloch 

\ (2k + 1) ~, (2k + 3) ~ ), kde k E Z. 

Lokální extrémy funkce a jejich určování užitím derivací 

Uvažujme funkci f : y = f (x) definovanou v bode x0 a jeho jist ém okolí. Ríkáme, 
„1• funkce f má v bode x0 lokální minimum, práve když existuje takové okolí 
U(.co) bodu Xo, že pro všechna X E U(xo ) n D(f) platí f (x ) ~ f( xo). Ríkáme, že 
limkce f má v bode x0 lokální maximum, práve když existuje t akové okolí 
U(.1:0) bodu Xo, že pro všechna XE U(xo) n D(f) platí f (x ) ~ f (xa) . Platí-li pritom 
pľo každé x =/= xo pouze ostré nerovnosti , mluvíme o ostrém lokálním minimu, 
ľ l'Hp . ostrém lokálním maximu. 

Souhrnne se lokální minima a lokální maxima nazývají lokální extrémy 
ľnnkce. Tak napf. funkce f graficky znázornená v obr. 8.16 má tyto lokální ex
{. l'émy: v bodoch x1, x 3, x 5 ostrá lokální maxima a v bodoch x2 , x4 ostrá lokální 

11ii nima. 

y 

X 

o 

Obr. 8.16 
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v. :~ . \111!,11, 1) ·11:11,l 'll.1 : puil·111:i,:ll.!'ť )l'ľll lok11.lni 1':1;/'n l.111, f11,nkľť /) 11(/tl.1', lit ' /i;!l'ľľ /11 ,„, 
dl"l"i11 11J"i. ' 
MA-Ii ľu11kcc .f v l>od č :c0 Jokúl11 í cxtró11i a cxis t11j c- li v t.01n to hod,.- t1 „11 v111 •' 
.{'(:1;0) , pak je 

.f'(xo) = O. 

Poznámka k vete V. 3. Veta V.3 vyjadruje nutnou podmínku p ro exist enci lolnil11 1l1" 
ext rému funkce f, která má v uvažovaném bode xo derivaci. Ta to podmínka v/:!o.h "' 111 

postačující; i kdyžje J'(xo) = O, nemusí mít funkce f v bode xo lokální extrém. Tuk 11 1q 11 
funkce f: y = x 3 má v bode x 0 = O derivaci f' (O) = O, presto však v tomto bodll 11 11 11111 
lokální extrém (viz obr. 8.13) . 

Definice: Body xk, ve kterých je J'( xk) = O, se nazývají stacionární bocl\• 
funkce f . 

Dusledek vety V3. Spojitá funkce f muže mít na otevreném intervalu lolrnl111 
extrémy pouze buď ve stacionárních bodech, anebo v bodech, ve kterých dc ri v11ľ1 • 

neexistuje. 

Geometrický význam: Lokální extrém muže na.stat jen v tech bodech, pro k l,1·11 
buď graffunkce má tečnu rovnobežnou s osou x viz napr . bod c v obr. 8. 15a) , a 11 11 l11 1 
pro které graf funkce tečnu nemá (viz napr. bod c v obr. 8.15b) . 

V.4. První veta o postačujících podmínkách pro lokální extrém 
Nechť Xo je buď stacionárním bodem funkce f (tj . bodem, v nemž !'(:1:11) 
= O) , anebo bodem, ve kterém derivace J' neexistuje. Je-li funkce f spojil.11 
V nejakém okolí bodu Xo a má-li derivaci V každém bode X =j: Xo toholn 
okolí , pak platí: 

J estliže pro x < x0 je J'(x) < O a pro x > x0 je J'(x) > O, tj. znaménlw 
derivace J' ( x) se mení v bode x0 ze záporného na kladné, má funkc(' .f 
v bode xo ostré lokální minimum. 

J estliže pro x < xo je J'(x) > O pro x > xo je J'(x) < O, tj. znaménko 
derivace J' ( x) se mení v bode x 0 z kladného na záporné, má funkcc .f 
v bode x 0 ostré lokální maximum. 

J estliže v bode x0 nemení J'(x) znaménko, nemá funkce f v bode x0 lokál111 
extrém. 

Poznámka. Podle vety V.4 môžeme zjistit lokální extrémy funkce f z její monotónnos l.1 
Má-li funkce f druhou derivaci f", bývá však jednodušší rozhodnout o existenci lokálnfl. 11 
extrému podle následující vety. 

V. 5. Druhá veta o postačujících podmínkách pro lokální extrém 

388 

Nechť x0 je stacionárním bodem funkce f. Existuje-li J"( x0 ), pak platí: 

Je-li J"(xo) > O, má funkce f v bode x0 ostré lokální minimum. 

Je-li !" (x0 ) < O, má funkce f v bode x0 ostré lokální maximum. 

J e-li j"(x 0 ) = O, muže, ale nemusí mít funkce f v bode x 0 lokální extrém. 

11. J f 1: 11 = ax
2 c, a 

l /l'H<'nÍ (užitím včt V.4, V.5) 

tréri-i1~1, dané j'tin'k 
..X: Lľómy f 11 n kr· 

1 
) f3: Y = 2 X -!- CO::J X . 

l >tm6 ľunkce jsou vesmes spojité ve svých definičních oborech R. 
1,) 1/ = 2ax + b, y" = 2a pro každé x E ( - oo, +oo). Lokální extrém muže nastat 

Jem v bode x0 , pro který platí f{( x0 ) = 2axo + b = O, tj. v bode xo = - :a . 

Prntože f {' ( xo) = 2a, má daná kvadratická funkce v bode x0 lokální minimum, 
je-Ii a > O a lokální maximum, je-li a < O. 

11) 1) 1 = 5x4 , y" = 20x3 pro každé X E (-oo, +oo ). Lokální extrém muže funkce 
mít jen v bode x0 , ve kterém plat í f~(xo) = 5x~ = O, tj. v bode xo = O. Protože 
však také f~' (x0 ) = O, nelze na základe vety V.5 rozhodnout , zda v bode xo = 
= O nastává lokální extrém. Užijeme proto vety V.4: J elikož je f~(x) > O pro 
;;; E ( -oo, O) i pro x E (O, + oo), funkce h v bode x 0 = O nemá lokální extrém. 

1 1•) 1/ = 
2 

- sin x, y" = - cos x pro každé x E (-oo, +oo ). Lokální extrémy mohou 

tmsta t jen v bodech, kde fHx) = O čili sin x = ~' tj. v bodech Xk = 2: + 2krr. 2 6 

ttcbo Xk = ~rr. + 2krr., kde k E Z. Pro Xk = ~ + 2krr. = (12k + 1) ~ je f~'(xk ) = 

-:: -v; < O, a proto v techto bodech má daná funkce lokální maxima, zatímco 

5 Tl: v'3 v 

v bodech Xk = 6rr. + 2krr. = (12k + 5) '6 je f~'(xk ) = T > O, a proto v techto 

liodech má funkce lokální minima . 

IConvexnost a konkávnost funkce, inflexní body, určování 
nžltím 2. derivace 

l•\mkce f spojitá na intervalu J se nazývá funkce konvexní na intervalu J , 
ľ f 1 v 1\ když pro libovolnou trojici čísel xi, x, x2 E J takových, že splňují nerovnost 
1 .r < x2, platí: bod P[x, f (x )] grafu funkce f leží buď pod pľímkou procházející 
uly Pi[xi , f (xi)J, P2[x2, f (x2 )] nebo na ní, tj . analyticky vyjádľeno platí: 

f (x) ~ f (xi) + f (x2) - f (xi) 
x2 - xi (x - xi ) 

)ll'riAlne: Funkce f se nazývá funkce ryze konvexní na intervalu J, když 
litu l P[x, f (x )] grafu funkce f leží pod pľímkou procházející body Pi[xi , f (x1)], 

l·"'l• f(x2)], tj . platí-li ostrá nerovnost : 

f (x) < f (x i ) + f (x2 ) - f (xi ) 
x2 - Xi (x - xi) 

lilmkce f se nazývá funkce konkávní na intervalu J, práve když pro lib 
1111011 trojici čísel xi, x, x2 E J takových , že splňují nerovnost xi < x < x2 , plat1 : 
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botl l' [J:, f (.t:)] grnľu ľu11kC'o f l<~ži b11d'1mcl prftnkon pro<'l u'1ť 
2[x2, /(x2 )] nebo na ní , lj . analy ticky vyj i\dŕeuo plaU: 

f( x ) ~ f( x i) + f( x2 ) - f( x 1 ) ( 
X2-X1 x - x1) 

Speciálne: Funkce f se nazývá funkce ryze konkávní na intervalu J, 'ltd 
bod P[x , f(x)] grafu funkce f leží nad pľírnkou procházející body P1[x1, J fo 1 
P2[x2, f(x2)], tj. platí-li ostrá nerovnost: 

f( x ) > f(xi) + f(x2) - f(x 1 ) ( 
X 2 - X1 X - X 1) 

Napf. funkce f s grafom v obr. 8.l 7a je ryze konvexní na intervalu (11,1 /1 1, 

v obr. 8. 17bje konvexní (ne ovšem ryze konvexní) na intervalu (a, b), v obr. 8.'lH11 J• • 
ryze konkávní na intervalu (a, b) a v obr. 8.18bje konkávní (ne však ryze konld1.v11il 
na intervalu (a, b). 

a) ty b) •v 

X X 

o a X 1 X X2 b o a X1 X2 X b 

Obr. 8.1 7 

a) ty p b) ty 

X X 

o a X1 X X 2 b o a X 1X 2 X b 

Obr. 8.18 

Pro funkci f, která má na intervalu J druhou derivaci J" , lze provést vyšetfoi ií 
j ejí konvexnosti, resp. konkávnosti na intervalu J jednodušeji než pľímým užitÍ1 11 
definice pomocí následujících vet. 
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\ fJľ \11"/.11 II )1" -" '·""""" Ji.ľ idi. / l ll(/,'/11 /!11.l.;(/,l'/1. k11°11,'/J l'.fll.llS l1„ 'l'l 'S )I . k rn l ko,'l/'ll li .4 /.1, f11:11 h;1"1" '/Io{/, 

111/l"'ľllll, ['ll. 

N("..Ji1: ľ1111k("(· f je 0pojil;'i, 11a i11l.nrva l11 J a 111:1 drnlru11 d<'riva<"i na j('lro 
v11il.rlrn , tj. pro v~cc lrny vnitX11 í. body x in lerva l11 J. Pot.0111 pl;d.í.: 

.iľs t.li ~c pro všcch11y vnitfni body x je J"( ;c) ~ O , pak je fuukce .f konvcx 11í 
11 a i11lcrvaln J. 

.lc:> lli fo pro všechny vniti'ní body x je f"( x) > O, resp. s výjimkou ko11 cC:-
11 6lr o počtu bodu ::r:, ve kterých je J"(x) = O, pak je funkce f ryze konvexní 
11 a intervalu J . 

. Jestli že pro všechny vnitfní body x je J"(x);;::;, O, pakje funkce f konkávní 
11 a intervalu J . 

.J estliže pro všechny vnitfní body x je J" (x) < O, resp. s výjimkou koneč
ného počtu bodu x, ve kterých je J" (x) = O, pak je funkce f ryze konkávní 
na intervalu J. 

Dále se budeme zabývat takovými body x0 E D(f), ve kterých se funkce f 
P lfl ll Í z konvexní na konkávní, anebo naopak, a pro než má graf funkce f v bod 
ľ i : r: o , f (x0 )] tečnu t. Za techto predpokladu graf funkce f pfechází v tomto bode 1 

po lohy „nad tečnou" do polohy „pod tečnou" (obr. 8.19a), resp. z polohy „pod 
l,11c< 11 ou" do polohy „nad tečnou" (obr. 8.19b). Pro takovéto body Xo zavádíma 

111 1wciální název definicí: 

11) ty b) •v 

X X 

o Xo o Xo 

Obr. 8. 19 

N echť funkce f je spojitá v bode x0 a má v nem derivaci f' ( x 0 ), tj. graf funkc 
llUL v bode T[x0 , f (x0 )] tečnu t. Mení-Ii se v bode x0 funkce f z konvexní na 
J;onkávní , tj. pl'echází-li v bode [xo , f (xo)] graf funkce f z polohy „nad tečnou" 
Io polohy „pod tečnou" (obr. 8.19a) , resp. naopak mení-Ii sev bode xo funkce f 
, konkávní na konvexní , tj.pl'echází-li v bode [xo , f (xo)] graf funkce f z polohy „pod 
Jp(·nou" do polohy „nad tečnou" (obr. 8.19b) , potom bod x0 se nazývá inflexní 
hod funkce f a l'íká se též, že funkce f má v bode Xo inflexi. Bod [xo , f (xo)] 

<' pak nazývá infiexní bod grafu funkce f. 

/>oznámka. Tečna t grafu funkce v infiexním bodé [xo, f (xo)] má rovnici: 
11.) y - f(xo) = J'( xo)(x - xo), jestliže v bode xo existuje vlastní derivace J'(xo), 

I>) x = x 0 , jestliže v bode xo je J' (xo) = +oo, resp. J' (xo) = -oo. 
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\1. 7. VN11, o '11/11,ln / vod-111,bvr; 7J'ľ0 i n/lr::1;n l hod .fú:11.k('(·, v n h 11.ž ·11uí, rln1.hrm. rl1 "rr1 111ľ1 
.Je- Ii bod :1;0 i11fl cx 11í bod f.'uukcc f a 111 á- li v 11 č 111. lú11kce f dr11h011 .i„ri v111 1 

/"Ci:o), pa,J, pla.tí 

J"(xo) = O. 

známka. Obrácená veta k vete V. 7 neplatí. Uvedená podmínka není posLA,c11q1. 1 

k t omu, aby bod xo byl inflexním bodem funkce f. 

/) /istedek vety v 7. Funkce f muže mít inflexní bod jen v takovém bodč :1:11, vc• 

kl.crém druhá derivace funkce J" ( x 0 ) je rovna nule, anebo v nemž neexistuje" 

V.8. Veta o postačující podmínce pro infiexní bod funkce 
Jestliže v bode x0 E D(f) existuje vlastní derivace J'(x0 ) (tj. graffunkc1· f 
má v bode [xo, f(xo) ) tečnu tse smernicí J'(x0 )) a existuje-Ii nejaké okolí 
U(xo) bodu Xo, v nemž pro každé X i=- Xo má funkce f druhou derivaľi 
J"(x), která v bode x0 mení znaménko, tj. platí-Ii J"(x) > O pro x < :1:11 
a J"(x) < O pro x > Xo, anebo J"(x) < O pro x < x0 a J"(x) > O pro 
x > xo, pak bod xo je inflexním bodem funkce f . 

Príklad vyšetrení intervalu konvexnosti a konkávnosti funkce, inftexnfoh 
bodu funkce 

.jiste te intervaly, na nichž je konvexní a na nichž je konkávní funkce 

f: y = x 3 
- 3x2 + 1, D(f) = R, 

a určete její inflexní body. 
R ešení 
Vypočteme první a druhou derivaci funkce f: 

J'(x) = 3x2 
- 6x, D(f') = R, J"(x) = 6x - 6, D(f") = R. 

Odtud plyne, že funkce f je konvexní na intervalu, pro který platí J" ( x ) > O čili 
6x - 6 > O <=> x > 1 <=> x E (1 , +oo) , a konkávní na intervalu, pro který platí 
!" < O čili 6x - 6 < O <=> x < 1 <=> x E (-oo, 1). Bod x0 = 1, ve kterém jo 
f( xo) = o, je inflexním bodem funkce f, neboť sev nem mení funkce f z konkávni 
na konvexní. 

Asyrnptoty grafu funkce 

Rozlišují se dva druhy asymptot grafu funkce: 
a) Jestliže se graf funkce f: y = f( x ) pro x ___, + oo nebo x ___, -oo neomezene blíží 

k pfímce p: y = kx + q (viz napr. obr. 8.20a pro x ___, +oo , tj . platí, že 

lim [f(x ) - (kx + q)) = O nebo lim [f(x ) - (kx + q)J = O, 
x~+~ x~- oo 
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puk H<' p fl tUKIL 71 llll1.ýVIÍ nAymp t.o t.u HO 81 

1 oo, ľl 'Hl >. CO (Lj . j)l'O J' ... ·I oo, J'e!l{) . :r + ·oo). 
8w·cicilnŕ: i>ľo k O je pŕímka p : y q hor izontá ln í (vod or ovná) asym -
p tot a . Pro A: j. O je pÍ'Ímka v: y = kx t q š ikmá asymptota. 

Ii) ,J<'Htližc graf funkcc / : y = f (x ) sc pro x ___, a+ nebo x ___, a- neomezene blíží 
k pfímce v: x = a (viz napr. obr. 8.20b pro x ___, a+ i pro x ___, a- ), tj. platí-Ii 
nlcspoň jedna z rovností 

lim f (x ) = +oo, lim f( x ) = -oo, lim f (x ) = + oo, lim f( x ) = -oo, 
!J_'-+a+ x--+ a + x--+ a - x--+a-

pak se pľímka p nazývá asymptota bez smernice grafu funkce f nebo též 
vertikální (svislá) asymptota grafu funkce f v bode a. 

a) ty 
p: y = kx+ q 

b) •Y 

X X 

o o 

Obr. 8.20 

Asymptota se smernicí grafu funkce se určuj e užitím vety: 

Veta o rovnici asymptoty se smernicí grafu funkce 
1 'rímka p: y = kx + fJ je asymptota se smerniCÍ k grafu funkce f : y = f (X) V bode 
.1: = +oo ( tj. pro x ___, +oo), práve když platí 

k = lim 
x--++oo 

f (x) 
a q = lim [f(x) - kx]. 

x-->+oo X 

Platí též k = lim J'(x), pokud tato limita existuje. Obdobná veta platí i pro 
x--++oo 

:1; ---; -oo. 

Asymptota bez smernice se určuj e vyšetrením príslušných jednostranných limit. 

P-1'-iklad vyšetrení asymptot grafu dané funkce 
x3 

l frčete asymptoty grafu funkce f: y = , ľ ?, D(f) = R \ {l}. 
x -

?.cšení 

/ f ( x) x
2 

( x ) 2 n) k = lim -- = lim = lim -- = 12 = 1 
X-->±oo X X-->±oo (x - 1)2 X-->±oo X - l 

1 

2x2 - X 2 - l 
q = lim [f(x ) - kx] = lim 2 lim 2 x 1 = 2, a tedy 

x-->±oo x-->±oo (X - 1) x-->±oo 1 - X + x 2 

asymptotou se smernicí (šikmou asymptotou) je pfímka o rovnici y = x + 2, 

393 



. a:; 1 - . , -~~==--1 

b) ll111 J ( ~r,) lm1 2 = l11n x 3 
· l ltll 

"' ot .c .i ( x - 1) a;-+ ! w >J ( x - l) 
1 • ( 1 -"' l c_•c ii 

vertikálni asymptotou je pľímka o rovnici x = 1. 

Vyšetfování prubehu funkce 

Vyšetfováním prubehu analyticky zadané funkce se rozumí určení vl11 :il 
ností funkce, které slouží k sestrojení jejího grafu. 

Postup vyšetfování prubehu funkce se skládá z následujících kroku (je, ji„1i 1 
poradí je vhodné, ne však zcela nutné dodržovat) : 

1. Stanovení maximálního definičního oboru funkce a zjišténí jejích speciáli11c Ii 
vlastností ( sudosti, lichosti, periodičnosti, omezenosti zdola, shora). 

2. Zjištení intervalU, v nichž je funkce spojitá, a určení bodu nespojitosti funk"'' 

3. Výpočet limit funkce v bodech její nespojitosti a v bodech +oo, -oo, pokucl 1" 

má význam (vzhledem k definičnímu oboru funkce). 

4. Určení nulových bodu funkce (tj. bodu, ve kterých je funkční hodnota rov 1111 
nule) a intervalu , v nichž je funkce kladná, resp. záporná. 

5. Výpočet derivace funkce , stanovení maximálního definičního oboru deriva('C· , 
určení jejích nulových bodu (tj . stacionárních bodu funkce) a bodu, v ni <.;h1. 
derivace funkce neexistuje. 

6. Výpočet 2. derivace funkce, stanovení maximálního definičního oboru 2. clo1·i 
vace, určení jejích nulových bodu a bodu, v nichž 2. derivace funkce neexistuj" . 

7. Určení intervalu monotónnosti , popr. ryzí monotónnosti funkce a zjišténí jejkli 
lokálních, popr. globálních extrému. 

8. Určení intervalu konvexnosti , resp. konkávnosti funkce , inflexních bodu funk\ 'C' 
a určení rovníc tečen grafu funkce v techto boclech. 

9. Nalezení asymptot grafu funkce 

a) se smernicí ( tj. horizontálních a šikmých asymptot), 

b) bez smernice ( tj. vertikálních asymptot). 

10. Sestrojení grafu funkce. (K tomu též vypočteme funkční hodnoty ve význam· 
ných zjišténých bod ech a popr. pro zpľesnení konstrukce grafu ješte v dalšícl 1 

bodech definičního oboru funkce.) 

PŤíklad vyšetrování prubehu analyticky zadané funkce 
v v o v f f ( ) 12(x + 2) Vysetrete prubeh funkce : y = x = 

2 X 

Rešení 

1. D(f) = R \ {O} = (-oo, O) U (O, +oo ). Funkce f není ani sudá, ani lichá, není 

periodická. J e omezená zdola, neboť pro každé x E D(f) je 
12

(x: 
2

) ~ 1,5 {::? 
X 

{::? (x + 4) 2 ~ O. 
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l•'11 11kco 

]lm 
111 •O 

1in1 
111 - • I 

2 
= + oo, neboť lim 12(x + 2) = 24 a 

~ x -1 0 

12(x + 2) ( 1 2 ) ---'-
2

--'- = 12 lirn - + 2 = 12 · (O+ O) = O. 
X x-1±00 X X 

1 
lirn -
,c-1 0 X 

() . 

= + 

12(:1: + 2) . 12(x + 2) 
2 

= O pro x = - 2 (nulový bod funkce f , J( - 2) = O) , ~ > O 
X X 

jll'O X > - 2 /\X -=1- o, tj. XE (- 2; O) u (O, oo), 
12

(x ;-
2

) < o pro X< - 2, tj. 

~r: E (- oo, - 2). 

(
1 2 )' '(x) = 12 ~ + x

2 
= 12(x- 1 + 2x- 2

)' = 12[- x-
2 + 2. (- 2x-

3
) ] = 

_ 1 2 (- ~ - 4
3

) = - 12
(x :

4
), D(f' ) = R \ {O} = D(f) ; J'(x) = O{::? x = 

X X X 

- 4 (stacionární bod funkce !). 

íl. f"(x) = - 12(x- 2 + 4x-3 )
1 

= - 12[- 2x - 3 + 4 · (- 3)x-
4

] 

(!") = R \ {O} = D(f); J"(x) = 0 {::? x = - 6. 

24(x + 6) 
x4 

, x+ 4 x+4 f (x) > o {::? -3- < o {::? -- <o {::? - 4 <X < o {::? XE (- 4; O) , t akže 
X X 

f1Lnkce f je rostow;:í na intervalu ( - 4; O) a vzhledem k tomu, že funkce f je 
spojitá v bode x = -4, je rostoucí též v intervalu (-4; O) ; 

, x+ 4 x+4 f (x) < 0 {::? -
3
- > 0 {::? -- > 0 {::?X< - 4 V X> 0 {::? 

X X 
{::? x E ( -oo, - 4) U (O , +oo), takže funkce f je klesající na intervalech ( -oo, - 4) 

(vzhledem ke spojitosti funkce f v bode - 4) a (O , +oo); 

ve st acionárním bode x = -4 je lokální (a zároveň globální) minimum, neboť 
v intervalu ( -oo, - 4) je funkce f klesající a v intervalu (-4; O) je rostoucí ; k t é-

v , v d , , , v h v 1 , !"( ) 24 . (- 4 + 6) 24 . 2 o 
muz zaveru osp1vame tez z to o, ze p at1 - 4 = 4 = - - > ; (-4) 256 

12 3 - == --
8 2 v bode lokálního minima nabývá funkce f hodnotu f (-4) = 

= - 1,5. 

H. J"(x) > o {::? X +4 6 > o {::? X> -6 /\X -=1- o {::? XE (- 6; O) u (O, +oo), a tedy 
X 

funkce f je ryze konvexní na intervalech ( - 6; O) a (O, +oo); 

J"(x) < O{::? x ~ 6 < O{::? x < - 6 {::? x E (-oo, - 6), a tedy funkce f je ryz
x 

konkávní na intervalu (-oo, - 6); 

J" ( x) = O {::? x ~ 6 = O {::? x = - 6 a tento bod je inflexn~m bodem funkce f , 
X 

neboť v nem se mení z konkávní na konvexní; 
30 ~ 



funkčn í li oclnoLa v !11(lox 11Íl 11 l 

bode má rovnici y - f (- 6) = f' (- 6)(x 
1 

= - -x - 2 {:} X+ 9y + 18 = O. 
9 

'l 
- - tt Leč11 ~L /, v lll fl i.'l\ 111111 

3 
4 1 ' 6) čili y + J = - ä (:c + G) <c> IJ 

9. k = lim f(x) = lim 12(x + 2) 
X->±oo X X->±oo x3 = 12 lim (2-2 + 

2
3

) = O; 
X->±oo X .'Ľ 

12(x + 2) q = lim [f(x) - kx] = lim f(x) = lim 
2 

= O, 
x->±oo X->±oo x ->±oo X 

takže funkce f má asymptotu se smernicí nulovou, tj. horizontální asymp'(,, ol 11 , 
jíž je pfímka o rovnici y = O, tj . osa x; 

d ' l hl d k v • i· 
12

(x+ 2) , f k f k ' ·1 1 · a e vz e em tomu, ze Je 1m · 2 = +oo, ma un ce ta e vert1 t 11 11 1 
X->0 X 

asymptotu o rovnici x = O, což je osa y. 

10. Graf funkce f je na obr. 8.21. 

y 

4 

3 

2 

- 8 - 6 - 4 - 2 

0 1 2 4 6 8 X 

- 1 

- 1,5 

- 2 

Obr. 8.21 

Určování globálních (absolutních) extrému funkce 
na intervalu 

Pojmy globálního (absolutního) minima a maxima funkce f na množinX 
M C D(f) jsme definovali v kap. 4.2. 

Globální ( absolutní) extrémy funkc e na uzavfeném intervalu (a, b) 

Pro spojitou funkci f zaručuje jejich existenci Weierstrassova veta, kterou jsm 
uvedli v kap. 8.1 na str. 372. Pri praktickém určování globálních extrému spojit 
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l1'1111kre .ľ >i pojit, ;í, v i11tcrvalu (a , b) .rná na 11 č 11 1 g lobáluí cxlr6111 v bodč :1;0 j c11 
1.-11, ly, je-Ii bod To bud' bodom Joká lnílro extr6mu, anebo krajníio bodem inlcrvaln 
(!1„ 11), Lj. :co = a nebo xo = b (viz obr. 8.22a, b, c). 

11) +1J b) 4Y c) 4Y 

maxf(x) 
1 

minf(x) ' 

ol 1 

min f(x) 
1 

1 X X „ • 0 1 a xo = c Xo= d b a b 0 1 a 

minf(x) 
X 

xo = c b 

Obr. 8.22 

Odtud plyne tento praktický postup určování globálních extrému funkce f spojité 
na (a , b): 

1. Určíme všechny body Xk E (a , b), ve kterých nastávají lokální extrémy, a vy
počteme funkční hodnoty f(xk)· 

Vypočteme funkční hodnoty J(a) , f(b) . 

:1. Určíme nejmenší a nejvetší z vypočtených hodnot f( xk ), f(a) , f(b) , čímž dostá
váme hledané globální minimum a maximum dané spojité funkce f na (a , b). 

Globální ( absolutní) extrémy funk ce na otevfen ém intervalu (a , b) 

Funkce f spojitá na otevfoném intervalu (a , b) nemusí mít na tomto intervalu 
,;,údný globální extrém (napi'. lineární funkce f: y = 2x + 1 nemá globální extrémy 
11 a žádném otevi'eném intervalu (a, b) ) . Pokud ho má , je to minimální, resp . maxi-
1nální hodnota z lokálních extrému funkce f na (a, b). 

Príklady určování globálních extrému funkce na intervalu 
l lrčete globální extrémy funkcí f: 
11.) fi: y = x2 

- 6x + 8 na intervalu (-4; 4), 

1>) f2: y = 2x3 - 3x2 + 5 na intervalu (O; 2). 

ľlešení 

it) y' = 2x - 6, y" = 2; f{ (x) = 2x - 6 = O pro x 0 = 3; v tomto bode nabývá 
funkce fi lokálního minima, neboť f{'( x 0 ) = 2 > O. Vypočteme hodnotu ii(3) = 
= - 1. V krajních bodech intervalu (- 4; 4) nabývá funkce ii hodnot ii ( - 4) = 
= 48, ii ( 4) = O. Má tedy na tomto intervalu globální minimum min ii (x) = 

xE(-4;4) 

= fi (3) = - 1 a globální maximum max fi( x) = fi( - 4) = 48. 
xE(- 4;4) 
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II l2:r: U u(2:r: l ) j J2(a:) 0 IJ l ( l •' II 

(O; 2) a ~c 1 = O fl'. (O; 2), v bodč ~; 0 je f!:/ ( 1) = O > O, LH,kžo v nčw 1w 11 l 11"'' 
lokální a zároveň globální miuirnum min h(;i;) = f2(1) = 2 - J ' 1 Ii 

xE (0;2) 

lobálního maxima funkce h na otevl'eném intervalu (O; 2) ncnabýv„„ 

Slovní úlohy na extrémy 

V aplikacích matematiky se často setkáváme s problémy (slovními úloh111111) 
jejichž matematizací dospíváme k úloze určit globální extrém (maximum nebi• 111 
nimum) jisté analyt icky vyjádrené funkce jedné promenné na určitém intervalli , 1111 
nem ž je spoj itá a má derivaci ve všech jeho vnitfoích bodech. Nekteré z t ech to iii· >11 
bychom S VetŠÍmi nebo menšími Obtížemi mohli fešit bez užití diferenciálnihO )J I >( l 11 
elementárními prostredky, napr. užitím nerovností. Elementární zpusob fo~(.) 111 )• ' 
však treba hleda t prípad od prípadu a mnohdy se nám to nemusí podafrt. N a1""ii 1 
tomu užití diferenciálního počtu predstavuje obecnou, jednotnou metodu určov 1111i 

extrému . 

Príklady rešení slovních úloh na extrémy užitím diferenciálního poČ'l'n 

1. Určete taková dve pfirozená čísla, jejichž součet je 10, aby součet jejich tfo Líc li 
mocnín byl co nejmenší. 

R ešení 
Hledaná čísla označíme x a 10 - x , kde x E (1; 9) . Součet t retích mocnin ,ii· 
s = x 3 + (10 - x) 3 = 1 OOO - 300x + 30x2

. Derivováním dostáváme: s' = - 300 1 
+ 60x = 60(x - 5) , s" = 60. Pro x0 = 5 je s' = O a s" = 60 > O, takže v ton il ,11 
bode má funkce s lokální minimum so = 53 + 53 = 250. J e to zároveň absolu'L 111 
minimum, protože v krajních bodech intervalu (1; 9) je s = 730 > 250. 0 111 • 
hledaná čísla jsou tedy rovna 5. (Pro každou jinou dvojici pfirozených ČÍRl'< i , 

jejichž součet je 10, napí. 6 a 4 nebo 7 a 3, je součet tretích mocnín vetší ľl( l'i. 

250, napr. 63 + 43 = 280, 73 + 33 = 370) . 

Poznámka. Následující dve úlohy mají geometrický charakter. Príslušné vzorce najdľ 
čtenái' v kap. 9.10 (tab. 9.9) a kap. 9.16 (tab . 9.14) . 

2. Z kusu kartónu tvaru obdélníku o rozmerech 90 cm a 48 cm je t reba vystfihnout, 
v rozích shodné čtverce tak , aby ze zbytku složená otevrená krabice mela nejvet ší 
objem. Určete délku strany techto čtvercu. 

Rešení (obr. 8.23) 
Označme délku strany odrezávaných čtvercu x cm. Pak objem získané krabí 
je vyjádren funkcí 

11 (x) = (90 - 2x)(48 - 2x)x čili V(x) = 4 320x - 276x2 + 4x3
, 

kde x E (O; 24). Vypočteme derivaci V'( x ) = 4 320 - 552x + 12x2 a položím1: 
V ' (x) = O. Po dosazení a zkrácení dvanácti dostáváme kvadratickou rovnici 
x2 

- 46x + 360 = O, jež má koreny x1 = 10, x2 = 36. Druhý koren úloz 
nevyhovuje. Dále vypočteme V"( x ) = - 552 + 24x; pro x1 = 10 je V"(lO) = 
= - 552 + 240 = - 312 < O; max V(x ) = V (lO) = 70 · 28 · 10 = 19 600. J e tedy 
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Obr. 8.23 

l!llLno usťfihnout čtverce o délce strany 10 cm. Krabice má maximální objem 

l!J 600 cm3
. 

•·, !( Lcré rozmery musí mít litrová konzerva tvaru válce, má-li být spotreba plechu 
ua její výrobu včetne odpadu co nejmenší? (Predpokládejte, že plech spotrebo
vaný na podstavu má tvar čtverce opsaného podstave.) 

ešení 
Označme r = x dm polomer podstavy a v = y dm výšku válce. Obsah plášte 
válce je 2nxydm2 , obsah podst avy (včetne odpadu) 2 · (2x)

2 
dm

2 
= 8x

2 
dm

2
. 

Spot rebu plechu tedy bude vyjadfovat funkce 

S = 8x2 + 2nxy , x E (O, +oo), y E (O, +oo), 

což je funkce dvou promenných x a y. Z daného objemu V = 1 dm
3 

však plyne, 
1 

že nx2 y = 1, odkud y = -
2

. Po dosazení do funkčního predpisu pro S a po 
nx 

zkrácení dostáváme S = 8x2 + 2x- 1
. Vypočteme derivaci S' = 16x - 2x-

2 

2 1 
Položíme-Ii S' = O, dostaneme rovnici 16x - - 2 = O čili x 3 

= - , jejímž rešením 
X 8 

1 4 
(x > O) je x = 0,5, y = -- = - ~ 1,27. Jestliže do 2. derivace S" = 

0,25n n 

= 16 + 4x- 3 dosadíme x = 0,5, vyjde S" (0,5) = 16 + -
0 

4 
= 16 + 32 = 48 > O, ,125 

4 
t akže opravdu pro x = 0,5 je min S = 5(0,5) = 8 · (0 ,5)

2 + 2n · 0,5 · - = 2 + 4 = n 
= 6. Minimální spotreba plechu na výrobu litrové konzervy je 6 dm

2 
pro polomer 

podst avy r = 0,5 dm a výšku v = ~ dm. 
n 

4. Ve které výšce nad osvetlovanou rovinou je t reba umístit bodový zdroj svetla , 
aby osvetlení E bylo nejvetší v dané vzdálenosti a od paty kolmice sestrojen 
z bodového zdroje k osvetlované rovine? (Podle známého fyzikálního zákona pr 

osvet lení platí vzorec: E = I sin
2

cp , kde je r vzdálenost osvet leného místa od 
r 

bodového zdroje svetla , cp velikost úhlu, který svírá svetelný paprsek s osvetlu-
vanou rovinnou plochou, I svítivost bodového zdroje v daném smeru. Budem 
predpokládat , že svítivost uvažovaného bodového zdroje je ve všech smeroch 

stejná, tj. I je konstanta. ) 
3 



ÍÚJll(! '/i'i 

Oz11 nčmc hlcda,nou výšk1t x. bi: 8.24 je pak r :i + a'J., sin (. 
LaJdc po closazení vzor 

E = J _____!:._ 
(x2 +a2) ~ 

čili 
_ .;i. 

r.;-: = Ix(x2+ a2) 2 

X 
r 

a 

Obr. 8.24 

Osvetlení E je tedy funkcí jedné promenné x E (O , + oo ). Vypočteme její doi·iv1111i 

E'= I[(x2 + a2 ) - ~ -x (x2 + a2) - ~ · 3x] = 

5 5 

= I(x2+a2) - 2 (x2 + a2 - 3x2) = l(x2+a2r2 (a2 - 2x2). 

Položíme-Ii E' = O (nutná podmínka pro extrém), pak vzhledem k tomu, že p111 
a i= O je x 2 + a2 i= O, dostáváme odtud rovnici: a2 - 2x2 = O, jež má jedl 11.1 

kladný koren x = ~ V2. Dále vypočteme 2. derivaci: 

E"=-~;(x2 +a2r~ ·2x(a2 -2x2)+ I(x2 + a2 ) - ~ (- 4x) 

neboli po úprave 

7 

E" = - 3Ix (x 2 + a2
) -

2 (3a2 - 2x2). 

Pro x = ~ V2 je E" ( ~ V2) = -
1~~ Ja- 4 < O, tj. pfi t éto výšce bodov6l111 

zdroje nad osvetlovanou rovinou je v pi'edepsaném míst e maximální osvetle111 : 

max E = E ( ~ V2) = I ~ ý'2 ( a
2 

+ 2) - ~ _ 21 v'3 
2 2 2 a - 9a2 · 

L'Hospitalovo pravidlo pro výpočet limit funkcí 
K aplikacím diferenciálního počtu patrí metoda výpočtu limit pomocí deriva1;1. 

J e založena na následující vete: 

Veta o l'Hospitalove pravidle [čti: lopitalove pravidle] 
Nechť pro dané funkce f , g a daný bod a E R, resp. a = +oo nebo a = -oo pla tí 
a) buď !im f(x) = !im g(x) = O, anebo !im Jg(x)J = +oo (tj. !im g(x) = +oo, 

x~a X-ta x ......... a X-ta 
resp. !im g(x) = -oo), 

X-> a 

b) · · i· ·t 1· f'(x) ( 1 ' b 1 t ' ) existuje im1 a im -( -) v astm, ane o nev as m . 
x->a g' X 
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-, . . , . . . ./ (:r) , 
1 1d, ľ X 1 ~ l.1 1.1„ l . akľ li1111t.a 11111 ( a plal.1 

,ľ ,„ y :1;) 

. .f ( :1;) . j' (X) 
li111 -- - l11 n -.„ 1<i g(:i;) CG- >(< g'(x) 

(l'Hospitalovo pravidlo). 

1 H ,, lo J,11 /t vč ta platí i pro limity jednostranné. 

1111„ námky. 

I, íl, nccxistence limity lim f'.((x)) ovšem nevyplývá neexistence limity !im f((x)). Pauze 
x~a g X x~ a g X 

JI uelze v tomto prípade vypočítat podle l'Hospitalova pravidla. 

L 'lfospitalova pravidla se nejčasteji užívá pro výpočet limity !im f((x)) , u které je 
x~a g X 

li in f( x) = O a !im g(x ) = O (i'íkáme, že je to limita typu Q \ resp. je !im f( x ) = 
~ - a x-a ,,O x-a 

= ±oo a !im g(x) = ±oo (pak i'íkáme, že je to limita typu 
00 

" ). Pritom se muže stát, 
x--+ a ,, 00 

že také limita !im f'((x)) je téhož typu. V tomto prípade zkusíme použít l'Hospitalovo 
x--+ a g' X 

"dl P 1 • v 1· J'(x) 1· J"(x) k d · · 1· · prav1 o znovu. otom p atJ, ze 1m --,--( ) = im -,,----( ) , po u existuje im1ta na 
x~a g X x~a g X 

pravé strane této rovnosti . Tímto zpusobem lze prípadne postupovat opakovane. 

íklady užití l'Hospitalova pravidla 
sin (x - a) 

l . Vypočtete limitu lim , kde a E R. 
X->a X - a 

!lešení 

J sou splneny predpoklady vety o l'Hospitalove pravidle (jde o limitu typu Q "), 
„ O 

a tedy: 

lim sin ( x - a) = lim (sin ( x - a))' = lim cos ( x - a) = cos O = ~ = 1 
x->a x - a x->a (x - a)' x -> a 1 1 1 

V 
v v 

1
. . 

1
. sin 3x 

ypoctete im1tu im - .-
x->O sm 5x 

!lešení 

Analogicky dostáváme (pro danou limitu typu Q "): „o 

!im sin3x = lim (sin3x)' = !im 3cos3x = ~!im cos3x = ~. ~ = ~ 
x-> O sin 5x x ->O (sin 5x)' x->O 5 cos 5x 5 x -> O cos 5x 5 1 5 

3. Vypočtete limitu !im x2 In x. 
X-> 0+ 

!lešení 
Daná jednostranná limita je typu „O · oo" (protože lim x2 = O a !im In x = 

X-> 0+ X->0+ 
oo" 

= -oo). Lze ji však pi'evést na limitu typu - , kterou lze vypočítat užitím 
„oo 
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t 'I 
• :.i • ln x . (Jn x) . ;r 1 , 

lun x ln x = lun - 1- = h m ---1 = l1 111 --'T" = -- J1.J r1 1 
X--+ 0-1- X--+ 0+ :;:'2' X--+ 0-1- ( 1 ) 3' --+ 0-1- - ;;:rr 2 UJ 1l} I 

,r, X2' •• 

·v č v 1. 1 - cos 3x 4. ypo tete 1mitu lim ----
„_,o 2x 

1t ešení 
0 " 

Danou limitu typu - vypočteme dvojím užitím l'Hospitalova pravidl11 „o 

. I - cos3x 
1
. (1 - cos 3x )' 

1
. 3 sin3x 

hm = im = im = 
„__,o 2x2 x--+O (2x2)' x--+O 4x 

= lim (3 sin 3x )' = lim 9 cos 3x 
X--+0 ( 4X) I X--+0 4 

9 
-
4 

X 

5. Vypočtete limitu lim e 
2

• 
x--+ + oo X 

ltešení 
oo" 

Jde o limit u typu - , pro kterou jsou splneny predpoklady užití l'Hospl,L11l11111 „ oo 
pravidla (opakovane): 

ex (ex )' ex (ex )' ex 
lim - = lim --, = lim - = lim - -, = lim - = ·I ŕ ' 1 

x --++oo x 2 x --++oo (x2) x --++oo 2x x --++ oo (2x ) x --+ +oo 2 - · 

8.4 Primitivní funkce, neurčitý integrál 

J ednou ze základních úloh diferenciálního počtu je k dané funkci určit v 111·.111 
kém otevreném intervalu její derivaci. Pfi fešení mnoha matematických, fyziká)1111 Ii 
a technických problému se setkáváme i s úlohou obrácenou fešenou v integrúlr11111 
počtu: K dané funkci určit v nejakém otevfeném intervalu J t akovou funkci , j1·.J11 
derivací v intervalu J je daná funkce. Napf. ve fyzice je <lána rychlost v = 111( / l 
(tj . prubeh okamžité rychlosti v v závislosti na čase t) a určuje se dráha s (tj .. Hl 
prubeh v závislosti na čase t) , pi'ičemž víme, že platí v = s' (t). 

Nechť f je funkce, jejíž definiční obor obsahuje interval (a, b) [kde a, b E R, ľ< · ' Í' 
muže být a = -oo nebo b = +oo]. Funkce F : (a , b) ---t R se nazývá primit iv11 1 
funkce k funkci f n a intervalu (a, b) , práve když platí 

F'(x ) = f (x ) pro všechna x E (a, b). 

Otázku j ednoznačnosti primitivní funkce k dané funkci f zodpovídá veta: 

V 1. Každé dve primitivní funkce F, G k funkci f na intervalu (a , b) se liší 
o reálnou konstantu c, tj. 

G(x) = F(x ) + c. 
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li11: • .l 1111 vi:wd1 pri 11 ti t. iv 11 ťch ľ1i1i k('.[T J'1m kd f 11 11 dn11 ľ1rn h 1l«•fmlil{n, /J ) 1.1111„ 

111hol(llt1 j f(J' ) cl.c (f:t.cuw: „i11Legríil /(.r:) cl.r:" ) zvm1ý111 neurčitý integrál 

; pÍAPnw 

j J (x) <lx = F(x) + c, 

jo nrčitá primiLivní funkcc k f a c libovolná reálná konstanta. Nazývá se 
uf konstanta. 

My mbolu J f (x) dx je J t zv. integrační znak, funkce f se nazývá integro

li1ukce nebo integrand a promenná x se nazývá integrační prornenná. 

lrlm/w . Symbol dx slouží k odlišení integrační proménné od prípadných parametru, 

•Jll .• v f 1.x 2 
dx je x integrační promenná a t parametr (t E R). 

1\1! lmžclé funkci f na claném intervalu (a, b) nemusí ovšem existovat primitivní 
i'ô!l d ťt 1 ( 11 curčitý integrál). Platí však tato duležitá veta: 

1 ' Nochť funkce f je spojitá na intervalu (a, b) . Pak k ní na (a , b) existuje 
1 ~ ri1 niti v ní funkce. 

1 výpočtu neur_/Sitých integrálu jsou často užívány následující vety: 

N ochť k funkci f existuj' neurčitý integrál J f ( x) dx na (a , b) a nechť k 

je libovolná reálná konstanta. Pak existuje na (a , b) t aké neurčitý integrál 

l k f (x ) dx a platí 

j kf(x) dx = k jf(x ) dx . 

Ncchť k funkcím f, g existují neurčité integrály jf(x ) dx , J g(x) dx na 

(ro , b). P ak existuje t aké neurčitý integrál /[f(x) + g(x) ] dx na (a, b) a platí 

j [f(x ) + g(x)] dx = j f (x) dx + j g(x ) dx . 

(Vetu lze rozšíi'it pro libovolný počet integrovaných funkcí.) 

Hl.nnovení (výpočet ) neurčitého integrálu J f( x) dx nazýváme integrováním 

111 111 HJ int egrací) funkce f. 
v~orce pro integrování nekterých elementárních funkcí uvádíme v tabulce 8.4. 

1'y t.o vzorce plynou na základe definice neurčitého integrálu pi'ímo ze vzorcu pro 
diw lvnce základních elementárních funkcí podle tabulky 8.1. 
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Vzorce pro neurčité integrály e leme ntárních ťunkcí ľn i „ ii 1 

Funkce f: y = f( x ) Vzorec pro neurčitý -
Podmínky p la tnosti VZOľľli 

integrál (x E D(F)) 

j f(x) dx = F(x) + c, 

c E R 

y = O jo dx = c x E (-oo, +oo) 

y = l jdx=x + c x E (-oo, + oo) 

y =x", n E N J xn+I 
x E (-oo, +oo) x" dx = -- +c 

n + l J x k+ 1 y = xk, k E Z,k=/= - 1 k 
x E (-oo, + oo) X dx = k + l + C 

pro k > O (k E N), 
x E (-oo, O) U (0, +oo) 
pro k < O 

y =xr, r E R, r =/= - 1 xr dx = - - + c J xr+l 
r + l 

x E (0, + oo) 

1 
j ~ dx = In lx l + c x E (-oo, O) U (0, +oo) y = -

X 

y =ex ; ·ex dx = ex + c x E (-oo , +oo) 

y = ax, a > O, a =/= 1 I ax . ax dx = ln a + c x E (-oo, + oo) 

y =sin x j sin x dx = - cos x + c x E (-oo, + oo) 

y =cos x j cos x dx = sin x + c x E (-oo, +oo) 

1 j~ dx = tg x + c X E u ( (2k - 1) ~ , (2 k + 1) ~ ) y = --
cos2 x COS X 

k E Z 
1 

; · ~ dx = - cotg x + c XE LJ (krr., (k+ l)rr.) y =--
sin2 x sm X 

k E Z 
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ľ 1 il1i " l)V (IH Tab. 8.tl 

l'I' / : 1/ f (:1;) Vzorce pro ncurč iL.Ý in lcgrá l Podmínky p la tnost i vzorec J f (x) dx = F (x ) + c, c E R 
(x E D(F) ) 

1 J 1 : x 2 dx = arctg x + c (-oo, + oo) 
1 1 ~;~ 

1 J -- 1
- 2 dx = arccotg x + c (- oo , +oo) 

·1~ l + x 
1 J 1 . xE(-1; 1) 

fi - x 2 
Vf=X2 dx = arcsm x + c 

2 

1 ;· -h dx = arccos x + c xE( - 1; 1) 
v' 1 - x 2 1 - x 2 

11111 X J sinh x dx = cosh x + c (-oo, +oo) 

OH ll X J cosh x dx = sinh x + c (- oo, +oo) 

J 
/--

1
-2 - dx = tgh X + C (- oo, +oo) 

·oi; I 12 :c cosh x 
1 

/ -.-
1
-2 - dx = - cotgh x + c ( - oo, O) U (O, + oo) 

1i11 l12 
X smh x 

1 ~ 1 /lJlady výpočtu neu~tegrálu 
ypočtete : ·---„-·-) 

n) j(x3 - 6x2 + 5x - 4) dx, 

·) ;· (~ - ~) dx, 
. x2 ijX2 

b) J (2 - vx)
2 

dx, 

d) j (vx - 1)2 dx. 

d ení 
Hpo lečnou metodou rešení všech techto príkladu je užití vet V.3, V.4 pro ne
m ( i té integrály spolu se základními vzorci pro integrování elementárních funkcí 
l.nh. 8.4): 

1,) J ( x3 - 6x2 + 5x - 4) dx = J x3 dx - 6 J x2 dx + 5 J x dx - 4 J dx = 
x4 x3 x2 x4 3 5x2 

= - - 6 · - + 5 · - - 4x + c = - - 2x + - - 4x + c x E (-oo + oo) 
4 3 2 4 2 ) ) 

I>) / (2 - vx)
2 

dx = j(4-4Fx+x) dx = 4jdx - 4jx~ dx+ j x dx = 

X ~ x 2 8 1 2 = 4x - 4 . - + - + c = 4x - - X 'x + - X + c X E (O + oo) ~ 2 3 y..v 2 ) ) 
2 

C') j ( :2 - ~) dx = j ( x - 2 - 4x- ~ ) 
1 

= - - - 12.yX° + c, x E (0, + oo) 
X 

dx 
x - 1 

- 1 
-4 

1 
x s 
- 1- + c 
3 
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/ (v'W 1) I :1: 2 V:c 1 l 
:i; 

lx ./ (1 b: 

= ~; - X ~ . 
f- ]n 1:1:1 + c = X - Ll JX + [11 X+ c, X E (0 , + . - 1-

2 

K funkci f : y = 3x
2 

- 2x + 5 určete tu primit ivní funkci F , která v bod1 i • 11 
na bývá hodnoty 4. 

tešení 

Vypočteme neurčitý integrál funkce f: 

/(3x
2 

- 2x + 5) dx = x 3 
- x2 + 5x + c, XE (- oo, + 

Tím je určena množina všech primitivních funkcí k f a z ní máme vy l1111 t 
funkci F , pro kterou platí F (l ) = 4 čili 13 - 12 + 5 · l + c = 4, odkud 1· 

Hledaná funkce F tedy je určena rovnicí 

F(x) = x 3 
- x2 + 5x - l , x E (- oo, +oo). 

3. Vypočtete: 

a) /~ (ex+ e- x) dx, b) / (2x - 3x ) dx . 

Rešení 

Analogickým postupem jako v 1. príkladu dostáváme: 

a) /~ (ex+ e-x) dx = ~(/ex dx + / e-x dx) = ~(ex - e- x) + c, 

x E (-oo, +oo) 

/ / ;
. 2x 3x 

b) (2x - 3x) dx = 2x dx - 3x dx = ln 2 - ln 3 + c, c E ( -oo, + 

4. Vypočtete : 
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a) / cos
2 ~ dx, b) / tg2x dx . 

R ešení 

Užitím goniometrických vzorcu (kap . 4.5) upravíme integrovanou funkci na Lv111 
vhodný k integrování: 

a) /cos2 ~ x dx = ľ ~(l +cosx) dx= ~/dx+ ~/cosx dx = 
1 1 

= 2x+ 2 sin x+c, x E (-oo, +oo) 

!. 2 / sin
2
x / l -cos

2
x / ( 1 ) b) tg x dx = --2- dx = 2 = --2- -1 dx = tgx - x + 1„ 

COS X COS X COS X 

X E u ((2k - l)~ , (2k + l )~ ) 
k EZ 

Lného bodu, jchož rycl ilosL j 

s(t) v čase t platí 

= /v dt = / vo dt = vo/ dt = vot + c. 

O je Lcdy 
s = c = so, takže s = vot +so. 

Určitý integrál a jeho aplikace 

ometrické problémy (zejména určování obsahU obrazcu), fyzikální 
t> 11!t 1il c:k6 úlohy vedou k zavedení pojmu určitého integrálu funkce. P ritom na 
'' iln l !\kolese omezujeme pro jednoduchost na spojité funkce. 

fvlt\l1nc elánu funkci f spojitou na intervalu (a, b). 
l 111.orv;tl (a , b) rozdelím e na n částí takovými delicími body Xi (i = O, 1, 2, ... , n) , 

l 11, = Xo < X1 < X2 < . .. < Xn - 1 < Xn = b. Získanou množinu dílčích in-
lo1 1l' vnll'1 (x0 , x1), (x1, x2 ), . . . , (xn- l, Xn) nazýváme delením int ervalu (a , b) 
11 11, načíme D. 

lmžclém i-tém intervalu delení D vezmeme nejmenší funkční hodnotu (glo
lu'duí minimum) funkce f , označíme ji m i, a nejvetší funkční hodnotu (globální 
11 mximum) funkce f , označíme_j i Mi . (Jejich existence je zajištena podle Weier-
1.rnssovy vety o globálních extr~ech uvedené na str. 372.) 

l ) l.vol'íme tzv. d olní integrální s'učet 

Sn( D, !) = m1 (x1 - xo )_±,m 2(x2 - X1 ) + . . . + m n(Xn - Xn - 1) = 
n 

= L m i (xi - Xi-1) 
i=l 

1i. L11v. horní integráln í součet 

Sn( D, !) = M1(X1 - xo ) + M2(X2 - X1) + .. . + Mn(Xn - Xn - 1) = 
n 

= L Mi ( Xi - Xi- 1). 
i=l 

(.Jcjich geometrický význam je zrejmý z obr. 8.25a, b.) 
Lze dokázat vetu: 

\1.1. Je-li funkce f spojitá v každém bode intervalu (a , b), pak existuje práve 
jedno číslo I takové, že platí 

Sn(D, !) ~ I ~ Sn(D, !) 

pro libovolné delení D intervalu (a, b). 
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1) 11 11 

X 

0 1 a = x o X 1 .x2 X3 X4 Xs= b 0 1 a = .Xo X 1 X2 X3 i1'd ,/ 

Obr. 8.25 

Óíslo I z vety V.l je zrejme společnou limitou posloupnosti doh11 r li i i il• 1• 11111 
součtu (sn (D , ! ))'::;'=1 a posloupnosti horních integrálních součtu (8

11 
(1 ), ./1 1 

I = lim sn (D , f) = lim Sn (D , !) . 
n--+ CXJ n-+ oo 

N azývá se určitý integrál funkce f od a do b a značí se 

b 

I = / f (x) dx. 

a 

Intervalu (a , b) se i'íká integrační obor, číslum a, b po fade dolní a honil tt 
určitého integrálu. 

b 

Geometrický význam určitého integrálu / f ( x) dx nezáporné funkce J .i•' pni 

a 
z obr. 8.26: P redstavuje obsah obrazce (tzv. kfivočarého lichobežníku) oht11 1d1 1111 

grafem funkce f , osou x a rovnobežkami s osou y vedenými body a, b ( v,y l 1111 v 
obrazec v obr. 8.26) . 

y 

X 

o a b 

Obr. 8.26 

Pro prakt ický výpočet určitého integrálu je duležitá následující veta: 
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.,\l. l1ii l11 I v c'i l.11 i11t.„µ;r:'d11íl10 1 .c1c': l.11 

• • l 1ľ ,/ 1•· ľ1111 k •" ' sp11j i l. :'i. 11 ;i, i 111.<'r v:i. li1 (11. , /J) a 1wd11: I" .J ľ ľ1111 kn · k 11 Í 
1111j 11 Í l j \' ! l f l 11i. (11,, 11) (Lj. /1

'
1(.r) / ( :1; ) [l ľO ka :í.cl é :i; (. ( (/, , /1)), kLcr;í. j c HpOj iLá ,, 

,;, , ír• /1), ľ : 1 k !' xis l. 11j„ 11ri': it,ý i1.1t,cgr á l /!(:c) clx a pla tí 

„ a 

/ f( x ) d x = F(b) - F(a) . 

" 
I • 1JI " ~"1, I :ii 1 ;i(' 11 azývá vzore c N ewtonuv-Leibnizuv [čti : njútnuv
j„ j l>11yťľ1 vl . 

I' 11 .i i 

1 «I i Ii 

11rnvt\ sLrana tohoto vzorce se často stručneji zapisuje symbolem [F(x )] ~ 

1 1.J. plšcme 
b 

/ f( x) d x = (F(x)] ~ . 
a 

t. 11 l l ľČ i tých integrálu jsou často užívány též následující vety: 

l 1111 kce spojitá na intervalu (a, b) a k je libovolné reálné číslo , pak 

b b 

/ k f (x ) dx =k/ f (x) dx. 

a a 

/' 11, .fJ funkce spojité na <a,_,y)_,_ pak platí 

b b \ b 

/ [f(x) + g(x) ] d x = / J (~ clx + l g(x ) dx. 
a. a / a 

1 \ 'ľ 1 . 1 1 1•1,1• rozšíl'it pro libovolný počet funkcí .) 

tu ur·čitých integrálu 
! : U1 t1n' IL6 integrály: 

i „,1:1 dii,, 

/ , ,-,; ;t., 

1 

b) /ex clx, 

o 

, 1 a:l V.4 dostáváme: 

[ : 1 : 3]~ 1 = 23 - (- 1)3 = 9 

l < l"'] ~ = e1 
- e0 = e - 1 

n 
2 

c) / cos
2 ~ dx . 

n -2 
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J 'ľ ; -· l [ 1 cos
2 i dx = . 2(1 -1 co8 ti;) cl :.r; = "::" ti; 

- ~ - ~ 

+ ~ - ~ sin ( - ~ ) = ~TI + ~ + ~ = ~ TI 

Geometrické aplikace určitého integrálu 

Obsah rovinného obrazce složeného z kľivočarých lieh 
lze určit na základe geometrického významu určitého int 
jité funkce f na intervalu (a, b). Podle neho obsah S 
v obr. 8.26 je 

b 

S = j f(x) dx . 
a 

Obsah ki'ivočarého lichobežníku v obr. 8.27 je 

b b 

S = j lf(x )I dx = j - J(x) dx . 
a a 

y 

a b X 

o 

Obr. 8.27 

Obsah obrazce ohraničeného grafy spojitých funkcí f , g a pi'ímko,1111" 111 1 11 

x = a, x = b, popi'. jen grafy spojitých funkcí f, g (viz vyšrafovri,•11„ „ 1, 11.-1 
obr. 8.28 až 8.31) , je 

b 

s = j U(x) - g(x)] dx. 
a 

Objem rotačního telesa vzniklého rotací ki'ivočarého lichobežníku p 
resp. obr. 8.27 kolem osy x je 

b 

V = TI j f 2 (x) dx . 
a 
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1J J( .i:) 

:i: /J :i: = h 
:r; = a 

X 

0 1 a. b 

X 

br. 8.28 Obr. 8.29 

y 

X 

o 

X 

" b 

IH'. 8.30 Obr. 8.31 

!"l í••l11 i!"'Jrnetrických aplikací určitého integrálu 

l1 1JJ,n obsah obrazce ohranič~·afem funkce f: y = sin x v intervalu 
) I! l!H<I! ' X (ob;. 8.32). ) 

11 iiol.o obrazce je 

~R R 2 K 

/ ii:lin xi clx = /sin x dx - j sin x dx = 

() 0 K 

cos x] ~ - [- cos xJ;K = - (cos TI - cos O) + (cos 2TI - cos TI ) = 

(- 1 - 1) + (1 + 1) = 2 + 2 = 4. 

J. riJi«' obsah obrazce ohraničeného grafy funkcí f: y = 2 - x2
, g: y = x 

11rt':íme x-ové soufadnice prusečíku grafu funkcí f , g i'ešením soustavy 

y = 2 - x2, 

y =X. 
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)) 

1 

X 

2rr 

Obr. 8.32 
Obr. 

Dostáváme x 1 = -2, xz = 1, což jsou po fade integrační mez 
určitého integrálu vyjadi'ujícího obsah hledaného obrazce: 

1
1 

[ x3 x2 ] 1 
S = [(2 - x2

) - x] dx = 2x -
3 

-
2 

_
2 

= 
-2 

= ( 2 - ~ - ~) - (-4 + ~ - 2) g 
-
2 

3. a) Odvoďte vzorec pro objem koule o polomeru r užitím toho, žo v~ 1ill1111 
polokruhu (vybarveného v obr. 8.34a) kolem osy x. 
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b) Odvoďte vzorec pro objem kulové úseče výšky v, jež je čásd I« 11il1 • " 1111 

meru r; užijte toho, že kulová úseč vznikne rotací poloviny k1•1i1 1„1, 
(vybarvené v obr. 8.34b) kolem osy x . 

a) y 

Y= f (x) 

- r o r 

R ešení 

b) 

X 

Obr. 8.34 

y 

'ľ 

1 • 

Nezáporná funkce f, jejímž grafem je hraniční polokružnice vybar v1 •111 •li11 111 

[okruhu v obr. 8.34a, je dána analyticky rovnicí y = Vr2 - x 2 , !,11 1111 • '" "' 
uvedeného vzorce pro objem rotačního t elesa vychází 

ľ 

'ľ 

, " 

lu; Tt lr:.i :i; 'J j ,„ 1 'l :v· n i " 

:5 -'ľ 

1·: ~ 
3 1 r·a 

?" l 

3 
1 ' - m"1 
3 ' 

[ 
'.C3 ] .,. 

:i;2) d:i; = 1t ?'2 X - T 
'ľ - V 

1 
= 3rcv 2 (3r - v) . Podle Euklei-

je ri = (2r - v) · v, odkud 2rv = r/ + v2
. Dosadíme-li za 

vzorce, vychází po úprave 

1 
V = 6rcv(3a2 + v2

). 

i ldi!n / n,plikace určitého integrálu 

·Tnrého pohyb'U konaného rychlostí v 
1rč iLým integrálem 

t2 

s = j v(t) dt. 

t1 

v(t) v časovém intervalu 

' 1llJ/Um.nná na pi'ímočaré dráze ve smeru osy x silou velikosti F = F(x) 
rl ri (tri, /J ) je elána určitým integrálem 

b 

W = j F(x) dx. 

a 

l Jc ~- Ji pfi jeclnoduchém kmitavém pohybu hmot , ého bodu na pružine 
11' le x , kde k je konstanta (tzv . t'Uhost pružiny) , ak práce vykonaná 
/1 11. je 

b b 

W = j kx dx = k [ x
2

2 

] a ~k(b2 
- a

2
). 

a 
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9 Geometrie 

9.1 

(planimetrie a stereometrie ) 

Základní geometrické pojmy a základní v91 .Y 
planimetrie 

Ph soustavném výkladu geometrie se postupuje tak, že se vychází z neholihl\ 
základních vet (axiomu) obsahujících základní pojmy a popisujících v~ t.11h.v 

mezi nimi. Na jejich základe se dokazuje platnost dalších vet a tvorí se dal~ í p11 
jmy definicemi. Tomuto postupu se ríká axiomatická výstavba eukleidov:-1kd 
geometrie (kap. 1.1). Poprvé v historii ji v podstate užil i'ecký matematik /1J11A· 
leides (jehož jméno se též prepisuje lat . Euklides) již ve t retím století pred nai11111 

letopočtem v díle Základy (rec. Stoicheia, lat. Elementa) . Avšak dôsledne axio11111 
tický výklad geometrie exaktne podal až nemecký matematik David Hilbert v luiiz1• 
Základy geometrie (nem. Grundlagen der Geometrie), která vyšla roku 1899. '1'11 
kový výklad geometrie je však dosti zdlouhavý a značne abst raktní. Proto su 1 •rl 
vyučování geometrie dodržuje jen rámcove, to znamená, že se mezi základní poj111 .~· 

a vety zafazuje mnohem více pojmu a vet, než je pfi skutečne axiomatickém výkh 111 
nutné. Pritom se zpravidla probírá nejprve planimetrie (geometrie v roviuc'•) 
a poté stereometrie (geometrie v prostoru). 

Body, pfímky, roviny 

Základní geometrické pojmy jsou b od, pfímka a rovina. 
Body označujeme zpravidla velkými písmeny latinské abecedy, prímky ma.J _ý 11il 

písmeny latinské abecedy. Roviny označujeme obvykle malými písmeny i'ecké a'l 11• 

cedy. Na každé pi'ímce a v každé rovine je nekonečne mnoho bodu, jsou to t(·d.v 
príklady nekonečných bodových množin. Pro množiny bodu (bodové množili.V) 
se v geometrii užívá též názvu geometrický útvar. 

o bodech náležejících prímce či rovine a o prímkách náležejících rovine se mm, 
že jsou navzájem ve vztahu incidence . To, že bod je incidentní (incid1.1j11) 
s prímkou (či rovinou) , resp. pfímka je incidentní (inciduje) s rovinou se vy 
ja di'uje též často slovy: bod leží na prímce (v rovine) , resp . prímka leží v roviH„, 
prímka (rovina) prochází bodem, resp. rovina prochází prímkou. V prípade irwi 
dence bodu A s pi'ímkou p , resp. rovinou f1 se užívá zápisu A E p , A E g, v prípa.cl1 1 
incidence prímky p s rovinou f1 se užívá zápisu p C fl· V opačných prípadech se ph· 
A (j_ p , A (j_ g , p c/- g. 

Základní včta o pfímce 
Dvema ruznými body prochází práve jedna prímka . 

Prochází-li prímka p dvojicí bodu A, B (A # B ), mluví se o ní jako o prím„„ 
AB a značí se symbolem +-+ AB. V symbolických zápisech pak píšeme p = +-+ AJ J. 
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,/ 1, ,,/„ 1 111!/,y o rovnobežkách 
1. „ 'l.1 ľ1 pľíinky a, b, c v téže rovine tak, že a \\ b, b \\ c, pak je také a \\ c. 

111111 y 111 bodem lze vést k dané pfímce práve jednu pľímku s ní rovnobežnou. 

1'11li1 pl'iroky, úsečka 
111lnc na pfímce p dva ruzné body P, A (obr . 9.1). Bod P rozdeluje pfímku p 

N1sli zvané polopfímky. 

p 

A B 
p 

Obr. 9.1 

l \nd P náleží každé z nich a nazývá se počáteční bod polopfímky. Ríkáme, 
,vl.o d ve poloprímky jsou navzájem opačné polopfímky. Poloprímka s počá

' • 11 1111 hoclem P obsahující bod A # P se nazývá polopľímka PA. V symbolických 
q 1\t11

1
d 1 sc značí 1---'> PA. Bodu A ľíkáme vnitfní bod polopfímky PA. 

Nocli t'. B je libovolný vnitfoí bod polopľímky opačné k polopľímce PA. Potom 
i i i 1111 1< ', ;_í,e bod P leží mezi body A, B nebo že bod P oddeluje body A, B . 

11/. ,„,tlní veta o vzájemné poloze tfí ruzných bodu na pfímce 
, l , ľ í rl°1zných bodu téže pľímky práve jeden leží mezi zbývajícími dvema. 

~ 1·1·ht: A, B jsou ruzné body. Potom prunik polopľímek AB , BA se nazývá 

ka AB (obr. 9.2). 
/~ 

A X B ( 

Obr. 9.2 ~ 

V symbolických zápisech se stručne značí AB. BodUm A, B fíkáme krajní 
111 1dy úsečky AB. Libovolný bod X, který leží mezi body A, B , se nazývá vnitfní 
111Hl úsečky AB. Množina všech vnitfoích bodu úsečky se nazývá vnitfek úsečky . 
1
1
11 \o pr·ímka opačná k polopfímce AB se nazývá prodloužení úsečky AB za 

Ii. Hl A a obdobne polopfímce opačné k polopľímce BA se ľíká prodloužení 

úsečce AB s vnitfoím bodem X fikáme, že je grafický součet úsečel• 1čky AB za bod B. 

,'í , X B ; píšeme AB = AX + XB. Zároveň je AX = AB - XB ; úsečka AX 
p.rnfickým rozdílem úseček AB , XB. Obdobne je XB = AB - AX. 
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IJ.lOľUV iua, ľUV iu 11ý p:. t) 

ibovolná p:ťfmka JJ lcžfd v rovi :n č f2 rozdčl uj c Luto rovinn na dvč čás Li , z rd1 ·lr : 
každá včc Lnč pľímky p sc nazývá polorovina. 

ľírncc p sc .ľíká hraniční pfímka poloroviny . Každý bod X polol'Oľ ír11 
kLerý neleží na její hraniční p.ľímce p ( obr. 9.3a) , se nazývá vnitrní bod poiorn 
viny. Množina všech vniti'ních bodu poloroviny se nazývá vnitfok polo1·v"V i11v 
Polorovina určená hrani ční pi'ímkou p a vniti'ním bodem X se značí polor" •1' 11111 

p.X nebo i-+ p.X a speciálne, je-Ii p = PQ, se pak značí polorovina PQX "' ''"' 
i-+ PQX. Poloroviny pA, pB (A =!= B) se nazývají opačné poloroviny, j \:1d 1111• 
pľímka p protíná úsečku AB v jejím vnitfoím bode; i'íkáme pak, že pfínilrn /' 

dde luje body A , B (obr. 9.3b). Poloroviny pA, pB splývají (jsou toto~uľ•J , 
jcstliže buď A = B , anebo A =/= B a pl'ímka p neprotíná úsečku AB; l'íkámu p11h 

že p:fímka p body A, B neoddeluje (obr. 9.3c) . 

a) 

b) \ 

~/] 
c) 

"X 

p Q--p-. 

~B P I p 

Obr. 9.3 

Nechť p, q jsou dve ruzné rovnobežky ležící v rovine (}; libovolný bod pl'ímky 1' 

označme Pa libovolný bod pi'ímky q označme Q (obr. 9.4). Potom prunik pol„ 
rovin pQ , qP se nazývá pás (nebo rovinný pás) s hraničními pfímkami p , 11 . 
Libovolný bod pásu neležící na p nebo q se nazývá vnitrní bod pásu. 

p 

Obr. 9.4 

Shodné útvary v rovine 

Nechť U1 , U2 jsou libovolné dva geometrické útvary v dané rovine. J estliže mu
žeme útvar U1 pl'emístit tak, že splyne s útvarem U2 , pak l'íkáme, že útvary 
U1 , U2 jsou shodné; píšeme U1 ~ U2 . 

Príklady shodných rovinných útvaru 

Každé dve pl'ímky, každé dve polopl'ímky, každé dve poloroviny. 
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/1 

'~ 11 1\zo rn je zfoj1n6, žo p ltttf taLo v<Ha (obr . 9.5): 

N~ , Ii liovol 11 ó po lop ŕí nr cc PQ l.zc scsLrojit p.rávč jednu úsečku P X, která je shodná 
<i :r,rr ou ľr scčko 11 AU. 

~B 
A/C~ 

D 
A 

. . 
X Q p y X Q 

Obr. 9.5 Obr. 9.6 

ikáme pak, že úsečka AB j e prenesena (nanesena) na polopfímku PQ ; 
Llill už rozumíme, že bod A splynul s bodem P. Na tom je založeno porovná

tní úseček: Nechť AB, CD jsou dané úsečky. Naneseme je na polopl'ímku PQ 
n dostaneme tak úsečky P X, PY (v tomto poradí) . J e-li bod Y mezi body P, X 

br . 9.6), l'íkáme, že úsečka CD j e menší než úsečka AB; píšeme C D < AB 
ncd>o AB > CD. Je-li Y = X , j sou úsečky AB, CD shodné; píšeme C D = AB. 
,Jo- li bod X mezi body P, Y , úsečka C D je vetší než úsečka AB. 

[( m éfení úseček se zavádí míra zvaná délka ( velikost) úsečky: 
Zvolíme určitou úsečku PQ , jejíž délku vezmeme za délkovou jednotku 1 dj ; 

l11to úsečka se nazývá jednotková úsečka. Libovolné úsečce A B pak pl'ifazujeme 
16lku (velikost) úsečky AB, kterou značíme IABI a vyjadrujeme ji ve tvaru 

1 WI = K dj , kde K je kladné číslo zvané číselná hodnota délky úsečky A B a dj 
jt• ílvolená délková jednotka. Toto vyjádl'ení se získává porovnáním úsečky A B se 
volenou jednotkovou úsečkou PQ . 

Základní (charakteristické) vlastnosti délky úsečky jsou: 

Každé dve shodné úsečky mají sobe rovné délky. 

Grafický součet libovolných dvou úseček má délku rovnou součtu délek techto 
úseček . 

Délku úsečky AB označujeme často nejen sy{tolem IABI . Pokud nemuže dojít 
k nedorozumení , pl'ipouští se také označení m~ými písmeny latinské abecedy pro 
ľ1 1-1cčku i pro její délku. 

/lii známka. Nejčasteji užívané délkové jednotky jsou etr (m) [základní jednotka délky 
v rn č rové soustave SI], jeho díly: decimetr (dm) , cent imetr (cm) , milimetr (mm) a násobky: 
t.oj 111 éna kilometr (km). 

Nekdy se uvažuje také tzv. nulová úsečka AB, jež je tvol'ena dvojicí splýva
Jfcích bodu A = B . Její délka je IABI = O dj . 

Nechť A, B jsou libovolné body (tj . A =/= B nebo A = B) . Potom vzdáleností 
hodu A, B rozumíme délku IABI (nenulové nebo nulové) úsečky A B. 
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Geometrický útvar (bodová množina) so mizývtí. konvexní, joi;W 
vlastnost : J sou-li X , Y libovolnó ruznó body množiny M, j e každý bo<l ľ1 '5o~ky \ l 
také bodem množiny M (úsečka X Y je podmnožinou muožiny M). Za ko 11 v1•\ 11I 
útvar se pokládá také jednobodová množina a prázdná množina. 

Príklady konvexních geometrických útvaru (obr. 9.7) 
Pfímka, polopfímka, úsečka, polorovina, pás. 

a) d) 

A~ 

~y X 
y 

p 

e) 

/' 
p 

c) 

x~Y ., 

A X Y B 
/' 

Obr. 9.7 

Z uvedené definice konvexních geometrických útvaru plyne, že platí véta: 

Prunik libovolných dvou konvexních geometrických útvaru je rovnež konwx11I 
útvar. 

9 .2 Úhly, trojúhelník 

Libovolné dve ruzné polopi'ímky VA , VB (které mohou být i navzájem opa<' 111 l 
rozdelí rovinu, v níž leží, ve dve části (obr. 9.8) . Každá z techto částí roviny vč< 'i 1" 
obou poloprímek VA, VB se nazývá úhe l AVE. 

Bodu V se fíká vrchol úhlu, poloprímkám V A, VB ramena úhlu AVE. Kaž1 l.v 
bod úhlu AVE, který neleží na žádném jeho rameni, se nazývá vnitrní bod últl11 
AVE. Množina všech vnitfních bodu úhlu AVE tvorí jeho vnitfek. Úhly se zna1„I 
též malými feckými písmeny. 

Jestliže jsou poloprímky VA , VB ruzné, ale nejsou opačné, pak 

a) jeden z úhlU AVE je prunikem polorovin VAB, VB A; tento úhel AVE je ko 11 
vexní geometrický útvar, nazývá se konvexní úhel A VB a značí se 4 A VB ( 11" 

obr. 9.8 je konvexní úhel AVE vybarven); 

b) druhý z úhlu A VB je sjednocením polorovin opačných k polorovinám VA II , 
VBA; tento úhel AVE není konvexním útvarem, nazývá se n ekonvexní úb PI 
AVE a značí se e: AVE. 
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b) 

~I ( 1 \ 1 

B \!___/ A 
c) 

G 1 v 

Obr. 9.8 

1 v11ľtJrn 11 opačné polopfímky VA , VB rozdelují rovinu, v níž leží , ve dve polo
' l=IO i;po l cčnou hraniční prímkou AB. Každé z techto polorovin fíkáme prímý 
,i i\ ' !J . .J e to tedy polorovina, na jejíž hraniční prímce je vyznačen vrchol V 

. 1~j11 1 e dále dve splývající polopfímky V A, VB v dané rovine. P ak tato rovina 
,ý v(L p lný úhel AVB s vrcholem V a s rameny VA = VB. J e to tedy rovina, 
, vyuiačen vrchol V úhlu a splývající ramena V A , VB. Všechny body této 

11.v 11 vý j i mkou poloprímky V A = VB tvorí vnitfek plného úhlu A VB . Za vádí se 
p11J1 •111 nulový úhel AVB, jímž se rozumejí poloprímky VA = VB. 
1 ~ du'1 lllilové, pfímé a plné úhly AVB jsou konvexní útvary, a proto se o ne 

111/ť výše zavedený pojem konvexní úhel AVB (4 AVB). 

1 1 ; ·ľ 1' 11 vnávání úhl u 
11 (1,:1.0ru je zrejmé, že platí veta: 

.1" 11 ľ· polorovine PQM lze sestrojit práve jeden úhel QPX, který je shodný 
• l.111 y111 konvexním úhlem A VB, jehož ramena nejsou splývající poloprímky. 

i f! llľiine pak, že konvexní úhel AVB (s rameny VA -=1- VB) je pfenesen 
1 11 1 l opľímce PQ do poloroviny PQM. Na tom je založeno porovnávání 

1.„ ,1 voxních úhlu (obr. 9.9): Nechť jsou <lány konvexní úhly AVB, CUD s ne
i dývnjíc:ími rameny. Naneseme je ke zvolené poloprímce PQ do zvolené poloroviny 

111J AI . Tak dostaneme úhly QPX, QPY. Jestliže poloprímky PX, PY splynou, 
1 •ll i ľilily AVB, CUD shodné. J estliže je PX -=1- PY, nejsou úhly AVB, CUD 
(Jnd11<\ .Jes tliže napr. polopfímka PY je podmnožinou úhlu QPX (obr. 9.9), fí-

1 1111 11, že úhel CUD je menší než úhel AVB a úhel AVB je ve tší než úhel 
ľ'// IJ . 1>íšerne <r. CUD < 4 AVB, 4 AVB > <r. CUD. 

olikost úhlu 

1( méfení úhlU (konvexních i nekonvexních) se zavádí míra zvaná velikost úhlu: 
~volí se určitý úhel, jehož velikost se vezme za jednotku velikosti úhlu; tento 

Iu•! so nazývá jednotkový úhel. Libovolnému úhlu AVB se pak prifazuje ve li
t. úhlu ve tvaru nezáporného násobku zvolené jednotky velikosti úhlu. (Číselná 
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a) c) 

~ PY ri!! <!. CUL 

~AVJJ > ~ CUl 

X 

V A 
M 

" 
b) 

~CUD <~ AVE 

U """'-~--''--~~~+-~---' 

c p Q 

Obr. 9.9 

hodnota velikosti úhlu je pro nulový úhel O a pro nenulový úhel kladná.) ' J ,1111 

vyjádi'ení se získává porovnáním úhlu AVE se zvoleným jednotkovým úhlem 1 '1 ' , 
konvexní úhel AVE se jeho velikost označuje symbolem I~ AVBI a pro neko11v1 111 
úhel AVE se značí symbolem je:::AVBj . Pokud nemuže dojít k nedorozumen t, I" 1 
pouští se také označení malými písmeny i'ecké abecedy pro úhel i jeho vo.I i!-„ 1 

(a, (3, .. . ). 

Základní (charakteristické) vlastnosti velikosti úhlu jsou: 

1. Každé dva shodné úhly mají sobe rovné velikosti. ' 

2. Je-Ii libovolný úhel AVE rozdelen polopi'ímkou V X na dva úhly A VX a 1J 1 \ 1 
pak velikost úhlu A VB je rovna součtu velikostí úhlu A VX a BVX. 

Poznámka. O jednotkách velikosti úhlu v mífe stupňové a mífe obloukové j~ 11 111 
hovorili již v úvodu ke goniometrickým funkcím (kap. 4.5). V mífe stupňové je jednot1l11111 

velikosti úhlu úhlový stupeň (označení 1°), který je 
9
1
0 

velikosti pravého úhlu. Mú11HI 

jednotky jsou úhlová minu ta (ľ) a úhlová vtefina (1 11
), pi'ičemž plat í 1° = 60' = 3 60011 

Užívá se též úhlový stupeň setinný neboli grad (označení 1 g), který je 1 ~0 veliko~ t 1 

pravého úhlu. Delí sena 100 setinných minut a setinná minuta se delí na 100 setinných vt,„ 
fin. V mífe obloukové je jednotkou velikosti úhlu radián (rad). Je to velikost stfedov6li 11 
úhlu na jednotkové kružnici, který prísluší oblouku jednotkové délky. 

Klasifikace úhlu podle velikosti 

Rozdelíme-Ii prímý úhel na poloviny, dostáváme dvojici shodných konvexních 
úhlu , z nichž každý se nazývá pravý úhel. Označuje se písmenem Ra v obrázcícl1 
symbolem b__ J eho velikost je 90°. Konvexní úhel, který je menší než pravý úhcl, 
se nazývá ostrý úhel. Konvexní úhel, který je vetší než pravý úhel a menší ne~. 
pi'ímý, se nazývá tupý úhel. (Na obr. 9.lOa, b, c jsou zobrazeny vedle sebe pravý, 
ostrý a tupý úhel.) 

V tabulce 9.1 uvádíme souhrnne klasifikaci úhlu a jejich velikosti ve stupňov{· 
míi'e. 
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Obr. 9.10 

lmco úhlu podle jejich velikosti a Tab. 9.1 

1111 lové 
(n oo) 

úhly 
1 --- -- --1 

konvexní nekonvexní 

1 

(180° < a< 360°) 

1 
ostré pravé tupé pfímé plné 

(0° <a < 90°) (a= 90°) (90° < a< 180°) (a = 180°) (a= 360°) 

·ojice úhlu doplňkových a výplňkových 

1, i bovolné dva ostré úhly, jejichž součet velikostí je 90°, se nazývají doplňkové 
11lily. Libovolný ostrý úhel a tupý úhel, jejichž součet velikostí je 180°, se nazývají 
1 <'tplňkové úhly. 

1 lvojice konvexních úhlu se společným ramenem 

l<onvexní úhly A VB , BVC, které leží v rovine tak, že jej ich prunikem je práve 
1111 ra meno VB, se nazývají styčné úhly (obr. 9.11). Úhel AVC, jehož vniti'ním 
l111dc 1n je bod B, se potom nazývá grafický součet úhlu AVE, BVC. O úhlu 
l l\ '( ,' ťíkáme, že je grafickým rozdílem úhlu AVC, AVE; obdobne je úhel AVE 
ľn li ckým rozdílem úhlu AVC, BVC. 
SLyčným úhlum AVE, BVC, jejichž grafickým součtem je prímý úhel AVC, i'í

l:11 111 c vedlejší úhly; jejich nesplývající ramenajsou opačné polopľímky (obr. 9.12). 

B 

v A c V A 

Obr. 9.11 Obr. 9.12 

\"'---
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Uhly tl\z:;110b 1'" 

Libovolné dvč ruznobčžky v, q s pruscčíkcm P ro~dčluj í rovinu, v níž lcž·1, 1 , , 

čtyfi konvexní úhly se společným vrcholem v = p (obr . 9.13) , o ktcrých rílc.<í,111„ . 
že jsou sevreny ruznobežkami p, q. Tyto č tyľi úhly tvoí.í dve dvojice shodJ1,Y.., 1 
úhlU , jejichž ramena jsou opačné polopiímky. Dvojice techto shodných konvcx1111 Ii 
úhlU se nazývají vrcholové úhly s vrcholem V = P . (Na obr. 9.13 je jedna dvoj io,. 
vrcholových úhlu vybarvena a druhá nikoli .) Není-Ii žádný z techto úhll'1 pravý, p11l1 

dva vrcholové úhly jsou ostré a zbývající dva vrcholové úhly jsou tupé ( obr. 9.1 :in) 

a) 

q 

b) 

P = V p 

Obr. 9.13 

Je-li j eden ze čtyr úhlu sevrených ruznobežkami p , q pravý, jsou i ostatní t,.ri 
úhly pravé (obr. 9.13b). o takových ruznobežkách p, q iíkáme, že jsou pfímkarn i 
k sobe (navzájem) kolmými nebo že každá z nich je kolmicí k druhé piímc<'. 
Bod P se nazývá pata kolmice p, resp. q. Kolmost pfímek p, q zapisujeme p J_ (/, 
r esp. q J_ p (nebo t--+ AB J_ t--+ CD , je-li p = f--+ AB, q = f--+ CD). 

Platí vety: 

Vl. V dané rovine lze vést daným bodem k dané piímce práve jednu kolmici. 

V2. Nechť p, q, r jsou tfi vesmes ruzné pl'ímky, které leží v rovine. Potom platí: 
a) Je-li p II q ap J_ r, je q J_ r. 

b) Je-lipJ_qapJ_r,je qffr. 

Metrické pojmy v rovine 

Odchylkou dvou pfímek p , q v rovine nazýváme: a) pro ruznobežky p , q veli
kost ostrého nebo pravého úhlu, který svírají (obr. 9.13a, b); b) pro rovnobežky p, q 

velikost nulového úhlu. Znační se o: = f<J: p, q f; o: E (O, ~), resp. o: E (0°, 90°). 

422 

1 ;i l1111co v 

IMvf . 
zdáleností dvou rovnobežek p , q nazýváme vzdálenost pat P, Q libovolné 

1w l1 s polcčné kolmice (obr. 9.14b) . Značí sev, resp. v(p, q); v = f PQf. Pro pás 
u l1 nwičních pfímkách p , q (obr. 9.4) se tato vzdálenost nazývá šírka pásu. 

a) 

b) 

M 

v=I MPI 

p 

p 

v=I PQ I 

Q 

Obr. 9.14 

p 

p 

q 

Príčka dvoj ice ruzných prímek a úh ly, jež s n imi svírá 

Každou pfímku m, která protíná dve ruzné pl'ímky p , q ve dvou ruzných bo
l<'c li U, V , nazýváme pfíčkou pfímek p, q. 

Pro dvojice úhlu , jež svírá s pfímkami p, q, se zavádejí tyto názvy: úhly pfilehlé, 
1tldy souhlasné, úhly stfídavé. 
n) Úhly pfilehlé jsou každé dva úhly, které leží v téže polorovine s hraniční pi'ím

kou m = VU , pfičemž rameno jednoho je polopfímka VU a rameno druhého j 
polopi'ímka UV. (Na obr. 9.15ajsou to napr. úhly AVU a BUV.) 

n) 

p 

uÁ 
1 uÁ 

1 
B q J B q J B q 

m 

A A A 
p p p 

/ 

B q B q 

(" 
„ q 

Obr. 9.15 
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Úhly strídavé jsou každé dva úhly, k teré leží v navzájem opačných pol•'''' 
vinách s hraniční pfímkou m = VU, pi'ičemž buď rameno jednoho j 
pi'ímka VU a rameno druhého je polopi'ímka UV , anebo rameno jedn 
polopi'ímka opačná k polopi'ímce V U a rameno druhého polopi'ímka OPJ••rr11 

k polopi'ímce UV. (Na obr. 9.15c jsou to napi'. úhly A 1VU a B UV.) 

\féla o rovnobéžností dvojice ruzných p'Ť'Ímek proťatých pfíčkou 
Nochť pi'íčka m protíná pi'ímku p v bode V a pi'ímku q i= p v bode U. P11l.0111 
pla tí: 

a) Pi'ímky p, q jsou rovnobežné, práve když libovolné dva pi'ilehlé úhly js1111 
výplňkové. 

b) Pi'ímky p , q jsou rovnobežné, práve když libovolné dva souhlasné úhly jso11 
shodné. 

c) Pi'ímky p, q jsou rovnobežné, práve když libovolné dva sti'ídavé úhly js1111 
shodné. 

Stred a osa úsečky, osa úhlu, osy dvojice pfímek v rovine 

Stred úsečky AB je její vniti'ní bod S, který je stejne vzdálený od krajní.ľir 
bodu úsečky A , B. 

Osa úsečky AB je pi'ímka o, která prochází sti'edem S úsečky AB a je koln r11 
k pi'ímce p = AB. 

Osa úhlu AVE je polopi'ímka o, která prochází vrcholem V úhlu a rozdelujľ 
ho na dve shodné části . 

Osy dvou ruznobežek p, q jsou pi'ímky o1 , o2 , které procházejí jejich prust· 
číkem P a každá je sjednocením os jedné dvojice vrcholových úhlu s rameny ll<r 
ruznobežkách p , q. 

Osa rovnobežek p , q neboli osa pásu s hraničními pi'ímkami p , q je pi'ímka o, 
která je množinou všech st redu úseček PQ t akových, že P E p, Q E q. 

Trojúhelník 

Mejme <lány tri ruzné body A, B, C, které neleží v jedné pi'ímce. Trojúhel
ník ABC (obr. 9.16) je prii.nik polorovin ABC, EGA, GAB, tj. množina všecl1 
bodu, jež leží zároveň v techto ti'ech polorovinách. Označuje se symbolicky L:.ABC. 

Body A , B , C se nazývají vrcholy trojúhelníku, úsečky AB, BC, CA strany 
trojúhelníku, konvexní úhly <X BAC, <X ABC, <X EGA vnitfoí úhly trojúhel
níku pi'i vrcholech A , B , C . Strany trojúhelníku ABC se stručne značí též a, b, 
(obr. 9.17), často se takto označují i jejich délky a = IBCJ, b = IACI, c = IABI. 
Vniti'ní úhly trojúhelníku se obdobne označují a, /3, 'ľ (obr. 9.17), často se však 
takto značí i jejich velikost a= l<t BAC I, /3 = l<t ABCI, 'ľ = l<t BCAJ. Ke každému 
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Obr. 9.16 Obr. 9.17 

Hjcduocení všech stran trojúhelníku nazýváme hranicí trojúhelníku. Bodum 
l1mnicc trojúhelníku se i'íká hraniční body trojúhelníku. Všechny ostatní body 
1 rnJ últclníku se nazývají vnitfní body trojúhelníku. Množinu všech vniti'ních 
lmdi'1 Lrojúhelníku nazýváme vnitfkem trojúhelníku. 

111 "1uírnka. Trojúhelník ABC lze též definovat jako množinu všech úseček AX, kde X 
11 lt liovolný bod úsečky BC. 

11./::lridní véta o trojúhelníkové nerovností 
l:,0 11-li A , B , C ti'i ruzné body, které neleží na pi'ímce (jsou vrcholy trojúhelníku) , 
ľ" k pro jejich vzdálenosti (délky stran trojúhelníku) platí vztah 

IACI + IBCI > IABI (trojúhelníková nerovnost) 

Zobecnení této vety viz str. 427 príklad 3. 

l r1ln, o konvexností trojúhelníku 
h aV,clý trojúhelník ABC je konvexní geometrický útvar. 

flr"<:íklady dukazových planimetrických úloh 

i . Dokaž te vétu: 
l(aždé dva ostré úhly (v téže rovine), jejichž ramena leží na rovnobežkách, jsou 
:-;hodné. 

Dilkaz 
Všechny možné typy vzájemné polohy dvojice ostrých úhlu , jejichž ramena leží 
na rovnobežkách, jsou znázorneny na obr. 9.18a, b , c, d/-~ 

a) Dvojice úhlu a1, a2 ; a1 , a3 ; a 2, a4 ; a 3, a4 a dvofice úhlu /31, /32; /31, (33 ; 
/32, /34; /33 , /34 jsou souhlasné úhly, a tedy podle vety\ uvedené na str. 424 jsou 
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c) jq d)~ 
°' = f3 

v v 
I 

Jv p 

I 

Obr. 9.18 

shodné. Dvojice úhlu 0:1, /31; a2, /32; a3, (33; a4, (34 j sou vrcholové (il1h hl 
jsou shodné (viz str. 422). Odtud plyne, že libovolné dvojice úl ili1 11

1
, 1 

/3i, /3j; ai, /3j; ai, /3i (pro každé i, j = 1, 2, 3, 4, i f. j) jsou shodn.G 11hh 

b) V tomto speciálním prípade je q1 = q2 = q, takže ope t podle d·ôl<n111 ~ 
jsou úhly a 1, /31, 0:2, /32 shodné. 

c) V tomto speciálním prípade je p 1 = P2 = p a q1 = q2 = q, úhly " , j l 1 
vrcholové, a tedy shodné. 

d) V tomto prípade jsou úhly o:, f3 totožné, a tedy samozrejme shod11•· 

Poznámka. Obecneji platí veta: Dva konvexní úhly s rovnobežnými rameriy l•11•11 lt1 
shodné, jsou-li oba ostré nebo tupé, anebo jsou výplňkové (součet jej ich w 111„ ... 11 
180°), je-li jeden z nich ostrý a druhý tupý. 

2. Dokažte vetu: 
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Každé dva ostré úhly takové, že ramena jednoho úhlu leží na k olmicích h 111111 
druhého úhlu , jsou shodné. 

Dukaz 

Označme uvažované ostré úhly <X AVE a<} CUD, pfičemž AV J_CU a )/I 1 / 
(obr. 9.19) ; <X CUD pfemístíme do polohy <X C 'VD', kde VC' // UC a VJ 1' 111 

z vet o kolmosti prímek v rovine pak plyne, že VC' J_ v A a VD' J_ VJ 1, 1 II 
<X C'V A a <X D'VB jsou oba pravé, a proto shodné úhly. První z nich je g .1 1illi h 
součtem úhlu <X C'VD' a <X D'V A, druhý je grafickým součtem úhlU. · l I ľ 1 
a <X AVE. Odtud plyne, že 

/<X C'VD' / + /<X D'VAf = l<X D'VA/ + /<t AVE/, 

takže /<X C'VD'/ = /<X AVE/, a tedy (vzhledem k tomu, že /<X C'1 /I ' / 
= /<t CUDI) je /<X CUD/ =/<X AVE/, a tedy <X CUD ~ <t AVE. 

Obr. 9.19 

1 i1i1 111 Io v11ľn : 
l · 11c 1lii lo11 0Hti libovolných tfí bodu A, B , M (A -1- B) platí 

/AMI + IMBI ~ IABI (trojúhelníková nerovnost), 

ľO V nos t nastává, práve když bod M je bodem úsečky AB. 

.1111.I Ii hod M na pfímce AB, pak pro body A , B , M platí podle vety na 
11 •l:,m l.rojúhelníková nerovnost 

IAMI +IM BI > IABI. (1) 

l>od M na pfímce AB, avšak nepatrí k bod um úsečky AB, je buď 
/ABi, nebo /M B /> /ABi, takže platí opet (1). 

cl M bodem úsečky AB a je M =A nebo M = B , je 

IAMI + IMBI = /AB/. (2) 

ll l1ocl M bodem úsečky AB a M -1- A, M -1- B , je úsečka AB grafickým 
, "tt' t.m i 1 ľtseček AM a MB , takže opet platí ( 2). 

Nerovnost IAMI + IMBI ~ IABI se nekdy nazývá neostrá trojúhelní
" .i, t.ľOVnos t , zatímco nerovnost IAMI + /MBI > IABI je ostrá trojúhelníková 

v • uzn1ce 
; i.:lil» 111ru je množina všech bodu roviny, které mají od daného bodu S t éto 

1 1 11d u k ružnice) danou vzdálenost r (o br. 9. 20) . 
' ·,:r ' l 111 JPjímž jedním krajním bodem je stred kružnice S a druhým libovolný 
i i.n , lllľll , i;o nazývá polomer kružnice;;.tejííé}eita~vána délka r této úsečky. 

;11 1111 1 ľti;d:ku, jejímiž krajními body jsou dva ruzné ~ody kružnice, nazýváme 
1, ,•nžnice. Prochází-li sti'edem kružnice, nazýva se prumer kružnice; 
w1 :r.ý vána délka d = 2r této úsečky. 
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Obr. 9.20 

Kružnice se označuje zpravidla k nebo l , podrobneji kružnice k se stredem . ~· 
a polomerem r se značí k(S, r). 

Množinu všech bodu roviny {! , pro jejichž vzdálenost v od stredu S dané kruž· 
nice k o polomeru r 

{

v < r, nazýváme vnitfní oblastí kružnice k, 
pla tí 

v > r, nazýváme vnejší oblastí kružnice k . 

Sjednocení kružnice k(S, r) a její vniti'ní oblasti se nazývá kruh. 
Značí se napr . K(S, r). Bod S se pak též nazývá stred kruhu a r polo

m ér kruhu. Kružnici k(S, r) nazýváme hraniční kružnicí nebo hranicí kruhu 
K (S, r) , její vnitfoí oblasti se ríká též vnitfek kruhu a vnejší oblasti vnejšek 
k ruhu. 

Pro délku kružnice k(S, r) neboli obvod kruhu K(S, r) platí vzorec 

o = 2n:r, 

kde n: j e Ludolfovo číslo (n: ~ 3,141 59), r polomer kružnice k. 

Vzájemné polohy pfímky a kružnice, dvou kružnic v rovine 

Pro vzájemnou polohu pfímky a kružnice v rovine platí veta: 

Libovolná pľímka má s kružnicí v téže rovine buď práve dva ruzné společné 
body (sečna kružnice), nebo práve jeden společný bod (tečna kružnice) , 
11 cbo žádný společný bod (vnejší pfímka kružnice) . 

Označíme-Ii v vzdálenost pľímky pod stredu S kružnice k(S, r) , platí pro vzá
jcrnnou polohu pľímky p a kružnice k nutné a postačující podmínky uvedené v ta
bulce 9.2. 

Dve kružnice v rovine se společným stredem nazýváme soustfedné kružnice 
a dve kružnice s ruznými stredy nesoustfedné kružnice. Úsečka, jejímiž krajními 
body jsou tyto stredy, se nazývá stredná; téhož názvu se užívá i pro délku této 
úsečky. 

Vzájemné polohy dvou nesoustfedných kružnic v rovine spolu s nutnými a po
s tačujícími podmínkami pro tyto polohy jsou uvedeny v tabulce 9.3. 
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ijomnó poloh y pťírnky a krožnico v rovin 'ľf1b . 9. 

Vd Lj mnuá poloha 
pMu1ky p 
Ii lm 1žriice k( S, r) 

/1 jo vnejší. pi'ímkou k 

11 je tečnou k 

p je sečnou k 

Náčrtck 

()\ 
k~P=T v . 

s/ 
p = l 

~ 

Společné body Nutná 
a pos tačující 

podmínka 
(pro v= ISPI) 

žádný společný v > r 
bod 

práve jeden v = r 
společný bod (bod 
dotyku p a k) 

práve dva 
společné body 
(prusečíky p a k) 

v<r 

' Vzáj emné polohy dvou n esoustfedných kružníc v rovine Tab. 9.3 

V zájemná poloha 
nesoustfedných 
kružníc k1(S1, r-1 ), 
k2(S2, r 2) 
(kde r1 ~ r-2) 
k2 leží ve vnejší 
oblasti k1 
(a naopak) 

k1' k2 mají vnejší 
dotyk 

k1, k2 se protínají 

Náčrtek 

k~2 

~ 

k~2 

~ 

(J\2 
\:YY 

Společné body 

žádný společný 
bod; všechny 
body k2 náleží 
vnejší oblasti k1 
(a naopak) 

práve jeden 
společný bod (bod 
dotyku k1 a k2) , 
zbývaj ící body k2 
leží ve vnejší 
oblasti k1 

práve dva 
společné body 
(prusečíky k1 , k2) 

~ 
I 

Nutná 
a postačuj ící 
podmínka 
(pro s= IS1 S2 I) 

s> r1 + r2 

s= r-1 + r-2 

r1 - r-2 <s < 
< r-1 + 7'2 
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t>o krafováa 

Vzájcmná poloha 
nesoustfedných 
kružnic ki (S1, r1) , 
k2 (S2, r2) 
(kde r1 ;:; r2) 

ki , k2 mají vnitfoí 
dotyk 

k2 leží ve vnitfní 
oblasti ki 

Náčrtek Spolcčn6 body 

práve jeden 
společný bod (bod 
dotyku ki a k2); 
všeclmy ostatní 
body k2 leží ve 
vnitfoí oblasti ki 

žádný společný 
bod; všechny 
body k2 leží ve 
vnitfní oblasti ki 

Nulná 
a poslačuj .f 

poclmínka 
(pro s = !SL 

s = r1 - r 2 > () 

s< r1 - r 2 

Ppznámka. Dve nesoustfedné shodné kružnice (o polomerech r1 = r 2) mají práve jecl1111 
z poloh z část i tabulky na str. 429. 

Oblouky kružnice, obvodové, stredové a úsekové úhly 

Libovolná sečna p rozdelí kružnici k prusečíky A , B na dve části zvané oblou1'y 
kružnice s krajními body A , B. 

Každý bod oblouku ruzný od bodu A , B je jeho vnitfním bodem. Obloulrn 
s krajními body A, Ba s vniti'ním bodem X se fíká oblouk AXB, značí se AXJJ; 
pokud nemuže dojít k nedorozumení, mluví se stručneji o oblouku AB a značí S<' 

ÁB. 
J estliže je AB prumer, nazýváme oba oblouky kružnice k polokružnicerni 

(pulkružnicemi). Jestliže AB není prumer, pak oblouk ležící v polorovine ABS 
se nazývá vetší oblouk AB a oblouk zbývající menší oblouk AB kružnice k 
(obr. 9.21). 

Obr. 9.21 
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JfjOc ltLi1 
( 1 ť11 'ii 11i.co k, nin10ny poLop:n1nJcy .;; .n, u u", „ v •• „. · - --. • 

10 Htlzývá stl-odový úhol pfís l'lišný k oblovJcii AJJ (nad oblo'ukem AB), ktorý 
v \.omLo úhlu leží. .Je8 Lližc je daným obloukern AB speci álnč polokružni cc, pak 
p~hi htšným stredovým úhlem je pfímý úhel. Jestliže polopfänky AS, ES nejsou 
pnčné, pak stredovým úhlem príslušným k menšímu oblouku AB je konvexní úhel 

11. r; tJcdovým úhlem príslušným k vet šímu oblouku AB je nekonvexní úhei. 
hel A VB, jehož vrcholem 11 je libovolný bod kružnice k, který nenáleží danému 

11\ilouku AB (obr. 9.21), se nazývá obvodový úhel príslušný k oblouku AB (nad 
/1loukem AB), který v tomto úhlu leží. Oblouk AB je celý obsažen v príslušném 

11\ivodovém úhlu, který je vždy konvexní. 
Úhel BAX (resp. ABX) s rameny AB , AX (resp. BA, EX), kde X je libovolný 

hoci na tečne ke kružnici k v bode A (resp. B) zvolený tak, že daný oblouk AB 
,,o Mstí tohoto úhlu (obr. 9.21) , se nazývá úsekový úhel príslušný k oblouku AB, 

lt t.mý v tomto úhlu leží. 

V<'ly o obvodových, stredových a úsekových úhlech kružnice 
\/. 1. Všechny obvodové úhly príslušné k témuž oblouku kružnice jsou shodné, je

jich velikost je rovna polovine velikosti stredového úhlu príslušného k témuž 

oblouku (obr. 9.22). 
~ pcci álním pľípadem vety V.1 je veta: 
\/.2 . Thaletova veta 

Všechny obvodové úhly nad prumerem kružnice jsou pravé (obr. 9.23). 

\/. .'J. Obvodové úhly príslušné k menšímu a vetšímu oblouku AB téže kružnice 

jsou výplňkové (o:+ f3 = 180°, obr. 9.21). 

\/.J,. Úsekový úhel príslušný k danému oblouku kružnice je shodný s obvodo
vými úhly príslušnými k témuž oblouku, tj. jeho velikost je rovna polovine 

velikosti stredového úhlu príslušného k tomuto oblouku. 

V2 

Vi 

Vs 

Obr. 9 .22 
Obr. 9.23 

Pi'-íklady dukazových úloh o kružnici 
1. Dokažte, že pfímka t je tečnou kružnice k(S, r) v bode T práve tehdy, když je 

kolmá k prímce ST. ~ \ 
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a) Ncchť ·t je kolmice k pľín 1cc S'J ' vcdcnl\, hodchi T . ProLožc bod T E lc, J„ 
[ST[ = r . Pro každý jiný bod X E t (X -:f. T) p.l yne z pravoúh16ho Lroj úh<: l 

níku ST.X~ s preponou SX, že ISXI > ISTI čili ISXI > r , takže každý bod / , 
pfímky t ruzný od bodu T je bodem vnejší oblasti kružnice k. Pľímlm 1 
má tedy s kružnicí k společný práve jeden bod T , tj. je tečnou kružnica /.' 
v bode T . 

b ) O brácene: Nechť t je tečnou ke kružnici k s dotykovým bodem T; tento bod 
je jejich jediným společným bodem a IST / = r . Pro všechny ostatní body 
tečny t platí ISXI > ISTI, takže ISTf je vzdálenost bodu S od príml<y / . 
Odtud plyne, že prímka ST je kolmá k tečne t . 

2. Dokažte, že délka oblouku A B kružnice k(S, r ) je rovna součinu jejího polo 
m eru r a velikosti stredového úhlu A SB v obloukové míre. 

Dukaz 

Označme velikost stredového úhlu A S B príslušného k oblouku délky IÁBI v mít l' 

stupňové a a v mí:fe obloukové x. Z kap. 4.5 víme, že platí x = ~. 
180° 

Délku uvažovaného oblouku A B vypočteme takto: 

,---... 2rrr n:r rra 
/AB / = 360° . a = 180° . a = r. 180° = r. x 

9.4 Vlastnosti trojúhelníku 

TI:ojúhelník jsme definovali v kap. 9.2. 
Vztahy mezi stranami a úhly trojúhelníku vyjad:fují vety: 

V. 1. Grafický součet libovolných dvou stran trojúhelníku je vetší než tretí strana 
čili pro délky jeho stran a, b, c platí trojúhelníkové nerovnosti: 

a + b > c, b + c > a, c + a > b 

Odtud z první a tretí nerovnosti plyne, že je a > c - b a zároveň a > b - c 
šili a > /b - c/. Pro délku strany a t edy platí vzt ahy 

lb - cl < a < b + c, 

a analogické vztahy lze psát pro b, c. 

V. 2. Proti shodným stranám trojúhelníku leží shodné vnit :fní úhly, proti vetší 
strane trojúhelníku leží vetší vnit:fní úhel. Pro délky stran a velikosti vnitr
ních úhlU tedy platí 

a = b Ba= /3, a > b B a > /3 atd. 
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C:r;ili<'k .Y 1111111"1•1, v11il.r11wl1 1ild i'1 l. 111j1ilwl11iln 1 .i1 • 1dwl 11r1111_ý, :1, l,<'d .Y 111.iu·(' I, 
v„lik11" l. Í v11il.r11Í<'li ľilili'1 l.r11 . i ľd11 : l111k11 .i1 • 

<1· 1-fJ 1 1' L80°. 

Vnčj š í úhcl Lrojúhelníku pri kterémkoli jeho vrcholu je roven grafi ckému 
souč tu vnitrních úhlU p:fi zbývajících dvou vrcholech. Pro velikosti vnit:fních 
úhlu trojúhelníku a, (3, 1 a jeho vnejších úhlu a' , (3 1

, ľ t edy platí: 

a' = (3 + 1', (31 
= a + 1', ľ = a + /3 

K lasifikace trojúhelníku 

Trojúhelníky rozdelujeme (klasifikujeme) podle stran a podle úhlu , jak je uká
:;,áno v t abulce 9.4. 

K la sifikace trojúhelníku Tab . 9.4 

Klasifikace trojúhelníku podle stran 
1 

1 1 1 
ruznostranné rovnoramenné rovnostranné 

(žádné dve strany 6 (práve dve strany 6 (všechny st rany 6 
nejsou shodné) jsou shodné) jsou shodné) 

Klasifikace trojúhelníku podle úhlu 
1 1- 1 - 1 

ost roúhlé pravoúhlé tupoúhlé 
(všechny vnitfoí (práve jeden vnitfoí (práve jeden vnitfoí 

úhly 6 jsou ostré) úhel 6 je pravý) úhel 6 je tupý) 

V rovnoramenném trojúhelníku nazýváme shodné strany rameny a zbý
vající stranu základnou. 

Poznámka. V učebnicové litera tufe není úplná jednota v pojetí vzt ahu mezi rovnostran
ným trojúhelníkem a rovnoramenným trojúhelníkem. Krome pojetí uvedeného v tab . 9.4 
se lze setkat s t ím , že rovnoramenný t rojúhelník je definován t ak, že má alespoň dve 
strany shodné, a rovnostranný trojúhelník je jeho speciálním pl'ípadem. 

V pravoúhlém trojúhelníku nazýváme nejdelší stranu ležící proti pravému 
úhlu preponou a zbývající dve strany odvesnami. 
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Úsečka, jejímž k rajními body j t>ou stredy clvou t:i Lr 
strední pfíčka trojúhe lníku (obr. 9.24). 

c 

A 

Obr. 9.24 

Včta o stfedních pfíčkách trojúhelníku 

B 

Každá strední pl'íčka trojúhelníku je rovnobežná s jeho protejší stranou 1 

délka je rovna polovine délky této strany, tj . platí 

SaSb II AB, 
1 

ISaSbl = 2 IABI, 
sbsc II BC, 

1 
ISbScl = 2 IBCI, 

SaSc II CA, 
1 

ISaScl = 2 ICAI . 

a. .in.II 

Úsečka , jejímiž krajními body jsou vrchol trojúhelníku a stred jeho pro l.i-1111 
strany, se nazývá težnice trojúhelníku príslušná k této strane (obr. 9.24) . 

Včta o težnicích trojúhelníku 
Všechny tfi težnice trojúhelníku se protínají v jediném bode T zvaném težišl.t''i 
trojúhelníku; vzdálenost težište od stredu kterékoliv strany je rovna jedné 1.1-„ 
tine délky príslušné t ežnice. Označíme-li IASal = ta, IBSb l = tb, ICScl =tr-, jľ 
tedy 

1 
ITSal = 3ta, 

1 
ITSbl = 3tb, 

1 
ITScl = 3tc. 

Úsečka, jejímiž krajními body jsou vrchol trojúhelníku a pata kolmice vedCJlľ 
t ímto vrcholem k jeho protejší strane, se nazývá výška trojúhelníku pfíslušnn 
k této strane (obr. 9.25a, b , c) . 

1Rovnobežností úseček se rozumí , že pfímky, na nichž úsečky leží, jsou rovnobežné. A oh 
dobné kolmostí úseček se rozumí , že pfímky, na nichž úsečky leží, jsou kolmé. 
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'l)(' 

A 

v 
Obr. 9.25 

1 , l 1/ , , 1111skrí,ch trojúhelníku 
, 1 \ 1 „ľ l1 1 1 y tri pfímky, v nichž leží výšky trojúhelníku, se protínají v jediné111 

1.„.i„ \1 z.vaném prusečík výšek (ortocentrum) ; v ostroúhlém trojúhcl11íkt1 
l»r,1 11 v11itr trojúhelníku (obr. 9.25a), v pravoúhlém trojúhelníku splývá s vr
, l11olľlll pravého úhlu (obr. 9.25b), v tupoúhlém trojúhelníku leží vne tohoto 

111 1 1 ľd1 c l níku (obr. 9.25c) . 
délky príslušných výšck 

1; l 1 1 ;, 11ačírne- li délky stran trojúhelníku a, b, c a 

11„, 11„ , Vc, platí 
1 1 1 

Va : Vb: Vc = -
a b c 

i 11 11ri.mka. Pro zjednodušení formulace vet se často názvu výška trojúhelníku užívá 
II• IJ l!I iJ ťO ÚSeČkU , ale též pľ0 jejÍ délku a nekdy i pľ0 pfímkU, V níž Úsečka leží, je-li 

111 11 1\.oxLu zrejmý význam, ve kterém bylo názvu použito. Obdobná konvence se užívá 

l 11H 1 HLl·cdní pľíčky a t ežnice . 

·11i1 H.lnost trojúhelníku 
l> va trojúhelníky AB C a A' B'C' se nazývají shodné trojúhelníky (obr. 9.26) , 

rflv(I když je lze premístit tak, že se úplne kryjí, tj . maj í-li shodné všechny sob 

lpovída jící strany i vnitfní úhly. 

c 

C' 

A ~~ 
Obr. 9.26 ) ,„\5 



Včty o shodnosti trojúhelníku 
Dv a trojúhelníky jsou shodné, jestliže se shodují 
a) vc všech tíech stranách ( véta s ss), 

11) vc dvou stranách a v úhlu jimi sevi'eném (véta sus) , 

c) ve dvou stranách a v úhlu proti vetší z nich ( véta Ssu) , 

d) v jedné strane a ve dvou úhlech k ní pi'ilehlých ( véta usu). 

Na základe vet o shodnosti trojúhelníku lze dokázat následující véty. 

Včty o určenosti trojúhelníku 
'l'ro júhelník je určen (lze ho sestrojit) , jsou-li dány 
a) tfi jeho strany splňující trojúhelníkové nerovnosti, 

h) dve strany a konvexní vnitfoí úhel, který tyto strany svírají, 

c) dve strany a konvexní úhel proti vetší z nich, 

nok{,11 11 

d) j edna strana a dva konvexní vniti'ní úhly, jejichž grafický součet je menší ne~ 
l'.1hel pi'ímý. 

Podobnost trojúhelníku 

Dva trojúhelníky ABC a A' B'C' se nazývají podobné trojúhelník,y 
(obr . 9.27) , pravé když existuje takové kladné číslo k (zvané koeficient p o 
dobnosti), že platí IA'B' I = k · IABI, IB'C'I = k· IBCI, IA'C'I = k · IACI čili 

IA' B'I IB'C'I IA'C'I 
IABI = IBCI = IACI = k. 

Píšeme pak 6ABC ~ 6A' B' C'. 

c C' 

,Io-Ii /~ > 1, 1 H'orhi L tw t ~] o ptHlolHWHL zv<'f/,8t•ní, j o-li O < Ie < J, pi•odi; (,1w ujo zmen
t"llil, pro k 1 j e Lo .9/iodnosl. 

PľO podobné lrojúhclní lcy !zo na z.ákladč ddiuico dokázat vetu: 

podol111.ý d1 Lrojľil1 cJ11 ícícl 1 ABC, A.' /J' C' jsou odpovída.jící si úhly shodné, 
• I i.<'d y pJ;i,t,Í 

o: = o:'' f3 = (3' ' 'ľ =ry' ' 

Máme-Ii zjistit, zda dva trojúhelníky jsou podobné, stačí ovéfit, je-li splneno 
tui ld.cré z kritéri'Í (postačujících podmínek) podobnosti trojúhelníku. 

v(~ ty o podobnosti trojúhelníku 
1 ) v;t lrojúhelníky jsou podobné, jestliže 
" ) so shodují ve dvou úhlech (veta uu)' 

11) .isou si rovny pomery délek dvou stran a jsou-li shodné úhly jimi sevi'ené (veta 
.ms ), 

i:) jsou si rovny pomery délek dvou strana jsou-li shodné úhly proti vetší z nich 
(veta Ssu) , 

Z vet o podobnosti trojúhelníku plyne speciálne pro pravoúhlé, rovnoramenné 
11. rovnostranné trojúhelníky véta: 

1 )va pravoúhlé trojúhelníky jsou podobné, shodují-li se v jednom ostrém úhlu 
11 obo v pomeru délek dvou odpovídajících si stran. Dva rovnoramenné trojúhel-
11(ky jsou podobné, shodují-li se v úhlu pri základne nebo v úhlu pi'i vrcholu. 
l( aždé dva rovnostranné trojúhelníky jsou podobné. 

Kružnice opsaná, vepsaná a kružnice pflpsané trojúhelníku 

\fl . Osy stran každého trojúhelníku se protínají práve v jednom bode. Vzdále
nosti tohoto bodu od všech ti'í vrcholu trojúhelníku jsou si rovny. 

Kružnici se sti'edem S v prusečíku os stran a polomerem r = ISAI = ISBI = 
ISCI nazýváme kružnicí opsanou trojúhelníku ABC (obr. 9.28a, b, c) . 

a) b) c) 



;lo-li d lLilf Lroj últol11 (k OHLrnúblý, lo:'íÍ l)od s ll VI 1 lK_L ľOJ ľtholnťk u ( OIH'. 0 .2811) . ,„ 
-li ~upoť1ldý, Jež! vn15 lo llolo Lrojľ1h cl nfkn (ohr . 9.28c) , jc-li p ravoľt hlý, leží vo 11 [,11 •d11 
jeh o pfo pony (ob1" 9. 28 b). 

\1. 2. Osy v 11il,{ n(cl1 ľrh.l ľr ka~d ého trojúbcJuík.11 :-;c protíuají právč v j ccl 11<•111 ' "" '" 
V~d <í. l c nosli toholo bodu od všcch tľí pťímek , v niclrž lež í sl ra 11y tr11jľil11•l 

11ílrn, jsou si rovny; značíme je (]. 

Kružnici se stredem S v prusečíku os vnitfních úhlu a polomerem (} nazvv1 1111• • 
kružnicí vepsanou trojúhelníku ABC (obr. 9.29). 

c c 

Obr. 9.29 Obr. 9.30 

Speciálne v rovnostranném trojúhelníku splývají spolu stredy S kružnice "" 
psa.né i opsané, prusečík výšek V a težište T (obr. 9.30). Výšky rovnostrannúlio 

a 
trojúhelníku mají velikost v = 2 J3, kde a je délka strany, a protože výšky spl_ý 

a 
vají s težnicemi, je polomer kružnice opsané r = 3 J3 a polomer kružnice veps;;ur1• 

(} = ~J3. 
6 

V.3. Osy vnejších úhlu pri libovolných dvou vrcholech trojúhelníku a osa vnili'"
ního úhlu pi'i tretím vrcholu se protínají práve v jednom bode (obr. 9.31) . 
Vzdálenosti každého z techto tfí bodu S1 , S2 , S3 od všech tfí pfímek, w 
kterých leží strany trojúhelníku, jsou stejné. 

Kružnice se stredy S1 , S2 , S3 a s polomery (}i, (}2, (}3 nazýváme kružnicerri i 
pfipsanými trojúhelníku ABC po rade proti vrcholum A, B , C. 

Vety o pravoúhlém trojúhelníku 

Nechť 6.ABC je pravoúhlý; označíme v nem délky odvesen a, b, prepony "' 
výšky (k prepone) v. Tato výška delí preponu na dve úsečky zvané úseky prepony, 
clélku úseku prepony pi'ilehlého k odvesne a označme ca a délku úseku prepony 
pfilehlého k odvesne b označíme cb (obr. 9.32). 
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c 

~ - v 

1 
1 

Obr. 9.31 

A D c B 

Obr. 9.32 

l ~ukleidovy vety o výšce a o odvesne 
V každém pravoúhlém trojúhelníku ABC (pi'i uvecleném označení, 

1>latí 
v2 = CaCb, 

a2 = CCa, b2 = CCb· 

obr. 9.32) 

l?ythagorova veta 
V kažclém pravoúhlém trojúhelníku ABC (pi'i uvedeném označení, obr. 9.32) 

platí 
c2 = a2 + b2. 

Obrácená veta k Pythagorove vete 
.fcstliže v trojúhelníku ABC, jehož strany mají délky a, b, c, kde c > a, c > b, 

platí 
a2 + b2 = c2' 

pak tento trojúhelník je pravoúhlý s pravým úhlem pi'i vrcholu C . 
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Návod k dúkaz'u: Sestrojte libovolným vrcholem trojúhclníku rovnobčžkli H 1 •11111 

kou určenou ostatními vrcholy (obr. 9.33) a užijte vety o rovnobčžnos Li d11„ 1i• 1 

píímek proťatých pííčkou (kap. 9.2). 

c 

A 

Obr. 9.33 

2 . Dokažte, že spojnice pat dvou výšek ostroúhlého trojúhelníku oddeluje od 111· Ji„ 
trojúhelník danému trojúhelníku podobný. 

a) c b) c 

A B A I I 

Obr. 9.34 

Dúkaz (obr. 9.34a) 

V daném trojúhelníku ABC sestrojme výšky AP l_ BC a CRl_AB. Podle vc~ t.v 
U 'U o podobnosti trojúhelníku platí, že 6ABP rv 6CBR, neboť tyto troj ľ1 
helníky mají společný <X ABC a /<X AP Bf = [ <X CRB[ = 90°. Dusledkem j„ 
, v , /BP[ /BR[ v •. [BP / [AB[ • • v 

umernost <lelek stran [AB[ = [BC/ c1h [BR[ = [BC/. Z toho pakJlz plyne, Y.c· 

6 ABC,....., 6 PBR podle vety sus, neboť se shodují v <t ABC a v pomeru délek 
[BP[ [AB[ k '..x ABC ' ., T' . d ' k d . stran [BR[ = /BC[ , tere '). sviraJL im Je u az prove en pro spo.1 

nici PR. Obdobným zpusobem se dokáže pro spojnice PQ a Q R ( obr. 9.34b), 
že 6 ABC,....., 6 PQC a 6ABC ,....., 6AQR. 

3. Dokažte, že v trojúhelníku a) osa vnitfoího úhlu delí protejší stranu v pomern 
stran p:filehlých, b) osa vnejšího úhlu delí jeho prodlouženou protejší stranu tó„, 
v pomeru stran p:filehlých. 
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Obr. 9.35 

1 )11,/~nz 

V trojúhelníku ABC osa úhlu 'Y = <X ACB protne protejší stranu AB 
v bode D (obr. 9.35a). Označme [AD[ = m, [DB[ = n. Máme doká-

't,aL, že m = ~ . Proto prodloužíme stranu AC za vrchol C o úsečku 
n a 

S' ~ CB. V rovnoramenném trojúhelníku BCE jsou shodné úhly p:fi 

Y.ákladne BE rovny polovine úhlu vnejšího u vrcholu C (<X ACB), tj. ~
Proto je 6ACD ,....., 6AEB podle vety uu (neboť <t EAB mají společný 

ot <t ACD ~ <t AEB). Z toho plyne úmernost délek stran :~~: = :~!l čili 
m m +n v v •. m b , 
-b = --b, takze am + bm = bm + bn c1h am= bn, tedy - = - . T1m 
· a+ n a 

je dukaz prvního tvrzení proveden. 

1>) Dukaz druhého tvrzení proveďte analogicky (obr. 9.35b). 

I, \J rčete velikost výšky rovnostranného trojúhelníku o strane délky a (obr. 9.36a) 
t velikost úhlop:fíčky čtverce o strane délky a (obr. 9.36b). 

,ešení 
a 

lJfatím Pythagorovy vety dostáváme a) v= "2 )3, b) u = av2. 

a) 

\ 
\ 

\ 
a ,/3 \ 

2 \ 

\ ___ _':, 

b) , ____ _ 

1 

1 

1 · / l a 

1 

1 

a 

Obr. 9.36 

s 

Obr. 9.37 

k 

), .Je <lána kružnice k(S, r = 5 cm). Vypočtete délku tetivy AB na sečne, která je 
od stredu S vzdálena 3 cm. 

Rešení 
Kolmice vedená st:fedem S k p:fímce AB ji protne v pate P. Tento bod je st:fedem 
úsečky AB, protože 6ASB je rovnoramenný (obr. 9.37). Podle P ythagorovy 
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a ocltHcl /Afl/ = 2/AP/ = 8 cm. 

9.5 Trigonometrie 

R ešením trojúhelníku se rozumí úloha určit z daných prvku trojúhelnflw 
všechny ty jeho základní prvky, které nejsou elány. Početní metody rešení tľ • •.i 
úhelníku užitím goniometrických funkcí tvorí t zv. trigonometrii , která se šiw.-1 1 
uplat11uje nejen v planimetrii, ale i ve stereometrii a též ve fyzikálních a technickýd 1 
aplikacích. · 

Trigonometrie pravoúhlého trojúhelníku 

Pri rešení pravoúhlého trojúhelníku se využívá Pythagorovy vety a de.fi,nfr 
hodnot goniometrických funkcí argumentu o:, který predstavuje velikost ostr6l1 11 
úhlu pravoúhlého trojúhelníku (0° < o: < 90°). Tyto definice jsou založeny na to11 1, 
že všechny pravoúhlé trojúhelníky s ostrým úhlem dané velikosti o: jsou navzájo111 
podobné (podle clusledku vety uu pro pravoúhlé trojúhelníky), a tedy pomery délc :lc 
clvojic odpovídajících si stran techto pravoúhlých trojúhelníku jsou si rovny. 

D efinice hodnot goniometrických funkcí sinus, kosinus, tangens a ki •• 
tangens velikosti o: ostrého úhlu pravoúhlého trojúhelníku AB C (obr. 9.32); 

sinus o: je pomer protilehlé odvesny k prepone . ( / 
Sl n O: = 

kosinu s o: je pomer pi'ilehlé odvesny k prepone 
cos o: = 

/1 

tangen s o: je pomer protilehlé odvesny k pi'ilehlé odvesne 
tg o: = 

(/ 

kotangens o: je pomer pi'ilehlé odvesny k protilehlé odvesne 
sin o:= 

Poznámka. Uvedené definice jsou ekvivalentní s definicemi hodnot goniometrickýc.li 
funkcí formulovanými v kapitole 4.5, jestliže se omezíme na argumenty O < a < ~ 

~ (velikosti ostrých úh!U v míre obloukové) . K dukazu ekvivalence stačí položit ve shora 

(l 

uvedených definicích c = 1 a umístit uvažovaný pravoúhlý trojúhelník odpovídajícím 
zpť1 sobem v I. kvadrantu soustavy soufadnice Oxy . 

.Príklad fešení pravoúhlého trojúhelníku 

V pravoúhlém trojúhelníku ABC jsou elány délky prepony c = 14 cm a odvesny 
a = 6 cm. Určete clélku odvesny b a velikosti vnitfoích úhlu o:, /3 . 
Rešení 

Podle Pythagorovy vety je 

4L12 
b = Vc

2 
- a

2 
= V142 

- 6
2 

cm= V16Q cm= 4v'IO cm ='= 12,65 cm, 

111 !•1 1 ľ i ild' L ow 

Hill ()' = - = ~ =o 428 57 => o: = 25° 22' 3711 

l „ ,.., ' ' 

a+ fj = 90° => 8 = 90° - a= 64° 37' 2311
• 

ľi1 1 1 ~ 1Jnometrie obecného trojúhelníku 

1 I 

ľl i:·ošení obecného trojúhelníku se užívá trigonometrických vet, 
'', i lt\,tnľlej šími jsou vet a sinová a veta kosinová. 

Včí l.a sinová 

z nichž 

l 'rn každý trojúhelník ABC, jehož strany mají délky a, b, ca vnitfoí úhly 
v<' likos ti a, /3, / (obr. 9.17) , platí 

a b c 
- - = - -=-- = 2r 
sin o: sin f3 sin / ' 

kd e r je polomer kružnice opsané trojúhelníku, neboli 

a sin a b sin /3 c sin / 
b = sin f3 ' ~ sin / ' ;;: = sin o: 

i,j. pomer délek stran trojúhelníku se rovná pomeru sinu velikostí pi'ísluš-
11.Ých protilehlých úhlu. 

' V eta kosinová 
Pro každý trojúhelník ABC, jehož strany mají délky a, b, ca vnitfní úhly 
velikosti a, /3, / (obr. 9.17) , platí 

'oznrímky . 

a2 = b2 + c2 
- 2bc cos o:, 

b2 = a2 + c2 
- 2ac cos /3, 

c2 = a 2 + b2 
- 2ab cos f. 

1. l 1omocí každého ze vzorcu vyjadfojících sinovou vetu , resp. kosinovou vetu lze určit 
.-; bývající dva vzorce t ak, že provedeme t zv. cyklickou zám énu prvku podle schématu: 

( ") ( Q') 
c b 1 /3 
'-...___/ '-...___/ 

Pri dukazu sinové a kosinové vety st ačí t edy odvodit práve jeden z uvedených vzorctl. 

Zvláštními prípady sinové a kosinové vety jsou trigonometrické vzorce pro pravoúhlý 
Lrojúhelník a Pythagorova veta (dostaneme je, položíme-Ii v sinové a kosinové vet e 
'Y = 90°). 
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V k;1.Y. d ( 111 L rojľd1 <'l 11 ílu 1 1\ llC (:-; oy.11:t( '(' 1JÍ111 i'"dl ľ "'"" 1
) . 17) pL1L Í 

a - b Lg~ 
= 2 

tg (ľ + fJ ' 
2 

a + b 

(Další vzorce získáme cyklickou zámenou prvku.) 

V.4. Veta o polovičních úhlech trojúhelníku 
V každém trojúhelníku ABC (s označením podle obr. 9.17) platí pro hoc 1 
noty goniometrických funkcí polovin velikostí vnitfních úhlu trojúhel11ílrn 
vzorce 

. (ľ 
sm -

2 

(ľ 

tg 2 

. /(s - b)(s-c) 
V bc ' 

(s - b)(s - c) 
s(s - a) 

cos ~ = / s(s - a) 
V bc ' 

kde s = a + b + c 
2 

( Další vzorce dostaneme cyklickou zámenou prvku.) 

Príklady dukazu trigonometrických vet pro obecný trojúhelník 

1. Dokažt e sinovou vetu (V.1). 

Dukaz 
Lze provést mnoha ruznými zpusoby. J ednoduchý je napr. následující dulrn,,-, 
užívající kružnice trojúhelníku opsané, jejíž st red S je prusečík os stran troj(1 
helníku ABC (obr. 9.28a , b, c) . 

Nejprve uvažujeme prípady, kdy 6 ABC je ostroúhlý nebo tupoúhlý. Je- Ii 
~ ACB ostrý nebo tupý (obr. 9.28a, c) , tj. 1 ~ ACB j = 'ľ -=1- 90°, pak strana 
AB není prumerem kružnice k(S, r) opsané trojúhelníku ABC. Existuje prot(I 
rovnoramenný 6 ASB, který lze rozdelit na dva shodné pravoúhlé trojúhelníky 
AScS, BScS , kde Sc je stred strany AB. Z vety o vzt ahu mezi obvodový111 
a príslušným stredovým úhlem (veta V.1 kap. 9.3) plyne, že 1 ~ ASScl = 'ľ pr 
0° < 'ľ < 90° a 1 ~ ASScl = 180° - 'ľ pro 90° < 'ľ < 180°. Z pravoúhlého 
6 AScS plyne v obou pi'ípadech (neboť sin (180° - n) = sin n) 

c 

sin 'ľ = 2- čili . c = 2r. 
r sm 'ľ 

Zbývá uvažovat prípad, že 6ABC je pravoúhlý. Je-li ~ ACB pravý (obr. 9.28b) , 
tj. 1 ~ ACB I = 'ľ = 90°, pak strana AB je prumerem kružnice k(S, r) opsan 

trojúhelníku ABC, tj. c = 2r a zároveň sin 'ľ = 1, t akže opet platí, že . 
c 

sm 'ľ 
= 2r. 

Další vyjádrení sinové vety dostaneme cyklickou zámenou prvku. 
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, l lo lm1. Lc L<mgcnLovo u včLu (V.3). 

novn vílL.Y (V : 
v Imp. 10.8. 

1 Jti.knz 
l il>.!Lhu Hinové včty a goniometrických vzorcu ze str . 180 (kap. 4.5) dostávám 

(t - b 

lJ, - \- b 

sin fJ 
a - a-

sin a. 
a + sin fJ a -

sin n 
a. - fJ 

t g -
2 

a.+fJ . 
tg - -

2 

_ sin n - sin fJ 
- sin a. + sin fJ 

n + fJ . a - fJ 
2 cos -- sm --

2 2 -
. a.+fJ a. - fJ -

2 sm -- cos --
2 2 

t lší vyjádrení tangentové vety získáme cyklickou zámenou prvku. 

i , Dokažte vetu o polovičních úhlech trojúhelníku (V.4) . 

/)úkaz a. a. 
! loclle goniometrických vzorcu pro sin 2 ' cos 2 ze str. 180 (kap. 4.5) ' do nichž 

1 d
, dl k . , v b2 + c2 - a 2 d , , 

c mm ime po e osmove vety cos a. = , ostavame 2bc 

a. 2bc - b2 - c2 + a2 
2 sin2 - = 1 - cos a. = - - - -

2 2bc 
(a - b+ c)(a+b - c) 

2bc 
n 2bc + b2 + c2 - a2 

2 cos2 - = 1 + cos a. = ------
2 2k 

(b +c+ a)(b +c- a) 
2bc 

a2 - (b - c)2 

2bc 

(b + c)
2 

- a 2 

2bc 

Pro trojčleny v 
1 

8= - (a + b+ c): 
2 

čitatelích posledních zlomku plyne ze vztahu pro 

a + b - c = 2(s - c), a - b + c = 2(s - b), 

b + c - a = 2(s- a), b+c+ a = 2s. 

Po dosazení dostáváme: 

sin2 ~ 
2 

(s - b)(s - c) 
bc 

2 a. 
cos 2 

s(s - a) 
bc 

odkud plynou po odmocnení dokazované vzorce (neboť sin ~ > O, cos i > O). 

pusoby postupu trigonometrického :ľešení trojúhelníku podle typu z 

daných prvku uvádíme prehledne v t abulce 9.5 . 
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ľ='fohlod o Lrlr::ou0111otľickon1 rosou 
u vnitľuími úhly daných voliko:;tí 

'Lné prvky 
Lrojúhclníku 

dólky všech tf í 
stran ( sss ) 

délka jedné strany 
a velikosti dvou 
úhlti 
( usu, resp . suu) 

délky dvou stran 
a velikost úhlu 
pro ti jedné z nich 
(Ss-u, resp. ssu) 

pôsob fcšení 
(výchozí vet a) 

Véta kosinová, resp. veta 
o polovi čních úhlech 
trojúhelníku - vypočteme 

velikost nekterého úhlu 

veta kosinová, resp. veta 
tangentová - vypočteme 

délku tretí strany 

veta sinová - vypočteme 

délku další strany 

veta sinová - vypočteme 

velikost dalšího úhlu 

i'ešení. 

J e-Ii daná velikost (nenulov1JJ„,1 
úhlu menší než 180° , úlo h 1~ 111 11 
práve jedno fošení. 

J e-li součet daných velikosU 1olol11 
menší než 180°, úloha má JJ l' lov" 

jedno i'ešení. (Prípad smi 17.< 
prevést na prípad usu.) 

J e-Ii dána velikost úhlu (rnew11 111 • 
180°) proti vetší strane (p:H111 1d 
Ssu) nebo jsou-li zadané sLn1.11,1 
shodné, úloha má práve jed11" 
rešení. J e-Ii dána velikost últl 11 
(menší než 180°) proti menš 
st rane, úloha muže mít dvlí, .k .J 11„ 
anebo žádné fošení. 

Poznámky k trigonometrickému i'ešení trojúhelníku. Kosinová véta má pfi lH'("• •1'11111 
velikos ti vnitfoího úhlu trojúhelníku výhodu pred sinovou vetou v tom, že její užiLÍ ,,,,„,, 
vždy k j ednoznačnému výsledku (neboť na intervalu (0° , 180°) je funkce kosinus j1 •„id11 . 
pr i čemž kosinus velikosti ostrého úhlu je kladný, zatímco kosinus velikosti t upého 11lol11 
je záp orný). Avšak numerický výpočet pomocí sinavé véty je zpravidla jednodušM. 1'11 

jcjím užití je však treba si uvedomit , že dané kladné hodnote sinu velikosti vnitfof1111 11 lol11 
Lrojú helníku muže pi'íslušet ne jen úhel ostrý, ale též tupý. Proto je vhodné počítat si1" '"' "' 
včtou nejprve velikost úhlu , který leží proti dané kratší strane, neboť tento úhel j<' ,1 it il, 

os Lrý. 

P ·Nklady trigonometrického rešení obecného trojúhelníku a jeho uži1„;, 

1. ltešte početne trojúhelník AB C, je-Ii dáno a = 32,5 cm, b = 58,4 cm, 1: 
= 72,6 cm. 

Rešení 

a+ b > c, tj. 90,9 cm > 72 ,6 cm (stačí uvažovat součet délek dvou nejmenli •• 11 
stran, pak už nerovnosti a+ c > b, b + c > a jsou jiste splneny), c - a < b, f 1 

40 ,l cm < 58,4 cm (stačí uvažovat rozdíl délek nejvetší a nejmenší strany, p11h 
už nerovnosti b - a< c, c- b <a jsou jiste též splneny); proto trojúhelník A I I< ' 
s temito délkami stran existuje. Protože trojúhelník je určen délkami všech l,1 i 
stran, vypočteme velikosti jeho vnitfních úhhJ. buď užitím vety kosinové, l H)l 111 
podle trigonometrické vety o polovičních úhlech trojúhelníku (tab. 9.5). 

146 

// :oi; n ,,... = i::o,42 + 72,62 - 32,52 = 0,899 216 7.L 5, 
2 . 58,4 . 72 ,6 

2 i::8 42 
32 ,5

2 
+ 72 ,6 - () ' = 0,618 022 886, 

= 2 . 32 ,5 . 72 ,6 

2 
'.OH {'J = a + c2 

- b2 

2ac 
a 2 _1_ b2 ' - c2 

:Otol 'ľ = 
2ab 

[1(11 cl 

a: = 25° 56' 41"' 

32,5
2 

+ 58,4
2 

- 72,6
2 

= - 0,211 788 725 , 
2 . 32 ,5 . 58,4 

(3 = 51 o 49' 41 11
) 'ľ = 102° 13' 3811

• 

11 Lrola a:+ (3 + 'ľ = 180°.) 

odkud 

et úhlu pomocí vety o polovičních úhlech trojúhelníku: 

s = 
a+b+c 

2 
163,5 = 81,75, 

2 
s - a= 49 ,25, 
s - b = 23,35 , 
s - c = 9,15, 

a: rs - b)(s - c) v 23,35. 9,15 . o 230 3 
tg - = = = 59 958 2 \ s(s - a) 81,75 · 49,25 ' ' 

t. !}_ = rs - a)(s-c) =v 49,25· 9,15 = 0 485877 
g 2 \ s(s- b) 81,75·23,35 ' ' 

tg ľ = /(s - a)(s - b) = V 49,25. 23,35 = 1 239 915 623 
2 \ s(s - c) 81,75·9,15 ' ' 

~ = 12° 58' 20 5" 
2 ) ' 

!}_ = 25° 54' 50 611 

2 ' ' 
(3 = 51° 49' 41", 

ľ = 51° 06' 49" 
2 ' 
'ľ = 102° 13' 38" . a = 25° 56' 41", 

' lt.díte početne trojúhelník ABC, je-li dáno a = 56,28 dm, c = 34,75 dm, (3 = 
G3° 24' . 

l f.ľ.šení 

l 1rotože (3 < 180°, existuje trojúhelník ABC určený danými prvky, totiž délkami 
l vou stran a velikostí úhlu jimi sevfeného. Početní i'ešení lze provést užitím vety 

lcm;inové nebo vety tangentové (tab. 9.5). 

n) Rešení užitím vety kosinové: 

b2 = a 2 + c2 
- 2ac · cos (3 = 

= (56,282 + 34,752 
- 2 · 56,28 · 34,75 · cos 63°24') dm2 = 2 623,6 dm2

, 

odtud b = 51,22 dm. 
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( ~ I u j< 

siu 'Y = ::. siu 
b 

_:_ 34,75 . sin 530 24' ~ 0,606 6, 
- 51,00 

Lakžc (vzhledem k tomu, že 'Y je velikost úhlu proti nejmenší stn 1.l11\ 11 
ostrého úhlu) 

'Y = 37° 2ľ , a tedy a = 180° - (fJ + 'Y) = 79° 15' . 

b) Rešení užitím vety tangentové: 

(a + c) : (a - c) = tg a; 'Y : tg a~ 'Y 

Protože a ; / 
= 90° - ~, dostáváme po dosazení 

a - / a - c fJ 21,53 
0 1 

. 

tg -- = -- · cotg - = -- · cotg 31 42 = 0,382 95. 
2 a+ c 2 91,03 

Odk d . a - I . o ' v a + I o fJ u Je -
2
- = 20 5 7 , a protoze -

2
- = 90 - 2 

dvou rovnic vyplývá, že a= 79° 151 a/= 37° 2ľ. 

= 58° 18', z techi,11 

Dále opet užijeme sinové vety: 

sin fJ sin 63° 24' 
b = c · -- = 34,75 dm· 

2 
= 51 ,22 dm 

sin 'Y sin 37° ľ 

9.6 Mnohoúhelníky, kruh a jeho části 

Nechť je dáno n takových úseček A1A2, A2A3 , A3A4, .. . , An- iAn (n E N, 
n ~ 3), že každé dve sousední úsečky mají společný práve jeden krajní bod a neležf 
v Léže pfímce. Pak sjednocení množiny všech úseček A 1A 2 , A2A3, A3A4, . . . , 
An- l An (obr. 9.38a) nazýváme lomeno u čarou A1A2 ... An- IAn . Uzavrená 
lomen á čára A1A2 .. . AnA1 , jež leží v rovine a sama sebe neprotíná (obr. 9.38b) 
ohraničuje část roviny, která se nazývá mnohoúhelník či určitej i n-úhelník 
A1A2A3 ... An- 1An (obr. 9.38b, c). 

O lomené čá:fe A1A2 . .. An- 1AnA1 se i'íká, že je hranice mnohoúhelníku 
(n-úhelníku), body A1, A2, ... , An se nazývají vrcholy mnohoúhelníku, 
ľiscčky A1A2, A2A3, ... , An- 1An, AnA1 strany mnohoúhe lníku. Bodum mno
hoúhelníku, které nepati'í k jeho hranici, se fíká vnitfní body mnohoúhelníku; 
množina všech vnitfoích bodu tvorí vnitfek mnohoúhelníku. 

Vrcholy n-úhelníku, které jsou krajními body nekteré jeho strany, se nazývají 
sousední vrcholy. Úsečka, jejíž krajní body jsou libovolné dva nesousední vrcholy, 
se nazývá úhlopfíčka n-úhelníku. 

' h ľk ' h 1° t n(n - 3) ' hl V'V k n-u e m man vrc ou, n s rana 
2 

u opnce . 
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As 

A2 

A1 A1 
Obr. 9.38 

l( nž<lý mnohoúhelník (n-úhelník) , který je konvexním geometrickým útvarem 
mvcxní bodovou množinou) , se nazývá konvexní mnohoúhelník. Konvexní n-

1r1lník A1A2A3 ... An-1 An lze vytvoľit jako prunik polorovin A1A2A3, A2A3A4, 
b A 1A5, . .. , An- 1AnA1 , AnA1A2. Každý mnohoúhelník, který není konvexní, 
l• 'tll Ít tu to vlastnost a nazývá se n ekonvexní mnohoúhelník. 

Na obr. 9.38b je konvexní mnohoúhelník, na obr. 9.38c nekonvexní mnohoúhel-
11 1lc 

Nechť body Ai- l, A; a Ai, A;+l jsou dvojice sousedních vrcholu mnohoúhel-
11 1lrn. Polopi'ímky AiAi- l, AiAi+l jsou rameny dvou úhlu a ten z nich, který ob-
1mhuje alespoň jeden vnitfoí bod mnohoúhelníku, se nazývá vnitrní úhel mno
lwúhelníku.Vnitfoími úhly konvexního n-úhelníku jsou konvexní úhly AnA1A2, 
1 r A2A3, ... , An- 1AnA1 , z nichž každý obsahuje všechny body tohoto n-úhelníku. 

Vcdlejší úhel k vnitfnímu úhlu konvexního n-úhelníku se nazývá vnejší úhel kon
ního n-úhelníku. (V obr. 9.38b jsou vnitfní úhly označeny ai, vnejší úhly fJi, 

'i = 1, 2, ... ) 
P latí veta: 

Součet velikostí všech vnitfoích úhlu konvexního n-úhelníku je (n - 2) · 180° 
fl součet velikostí všech jeho vnejších úhlu je 360°. 

Konvexní mnohoúhelník, k nemuž lze sestrojit opsanou kružnici , tj . kružnici 
procházející všemi jeho vrcholy, se nazývá t e tivový mnohoúhelník, neboť jeho 
sLrany jsou tetivami opsané kružnice (obr. 9.39a, pro n = 4). Konvexní mnohoúhel-
11ík, v nemž lze sestrojit vepsanou kružnici , tj. kružnici dotýkající se všech jeho 
stran , se nazývá tečnový mnohoúhelník (obr. 9.39b, pro n = 4). 

a) ______ b) 

B 

~ 

k 

A 

Obr. 9.39 

D 

c 

449 



Z mnohoúhelníku mají zvláštní význam trojúhelníky (viz kap . 9.2 , 9.4, 1). 1 ii_) 
a čtyi'úhelníky. 

Konvexní čtyfúhelníky delíme (klasifikujeme) podle vzájemné polohy str1t11 1111 
ruznobežníky, rovnobežníky a lichobežníky: 

Rii.znobežník je konvexní čtyi'úhelník , jehož každé dve protejší strany j11• 111 
ves mes ruzno bežné (o br. 9. 3 9) . 

Rovnobežník je konvexní čtyi'úhelník , jehož každé dve protejší strany j111 111 
rovnobežné (obr. 9.40). Úsečky, jejichž krajními body jsou stredy jeho dvou pH•t."1 
ších stran , se nazývají strední pfíčky rovnobežníku. Stej ne se mnohdy nazý v11 ii 
i jejich délky. Vzdálenostem protejších stran se ríká výšky rovnobežníku. 

a) b) c) d) 

Obr. 9.40 

Lichobežník je konvexní čtyi'úhelník , jehož dve protejší strany jsou rovno 
bežné a zbývající dve strany jsou ruznobežné (obr. 9.41). Jeho rovnobežné strany 
se nazývaj í základny a ruznobežné strany se nazývají ramena lichobežníku . 
Úsečka , jejímiž krajními body jsou stredy techto ramen, se nazývá strední pfíčkn 
lichobežníku. Stejne se mnohdy nazývá i její délka. Vzdálenosti základen se rík:'1, 
výška lichobežníku. 

a) c) 
D de ,' 1 .

1 Ä ~ 

c c 

d l------~ s 

A a B A . a · --..._ B A a B 

la 

Obr. 9.41 
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l 1 111 ,, ii /11 „1 /110 .-i /1 1ľ li /"ill ľllllll ľ 11 •1/,:•11, 

\ 1„ ,,,l, ·111 ľit\l lt CJIW1, 11Ík11 ph,1. Í: 
1 I 1111 il ,ildil1" s l.r:1,1 1y j so11 s l111cl11 ľ~ , 

1.i 1 „,,1,Jl, : lil <'~ vni Lfoí \tlil y _j :-;0 11 s l1 oclué a vniLi'uí úhly pl:ilehlé k téže strane jsou 

1 \' 1ii11 IWV(;, 

1 ilil il príčky sc ua,vzájem pulí , tj. prusečík úhlopríček je stredem každé z nich 
" w s Lľcd em soumernosti rovnobežníku. 

ľl 1\ 1 /ľt ob·rácené: Jestliže konvexní čtyi'úhelník splňuj e kteroukoli z vlastností 

«1
1 

11) , ľ) , pci.k je to rovnobežník. 

I J·m hy rovnobežníku: 
bdélníkje rovnobežník, který má všechny vniti'ní úhly pravé (obr. 9.40a). Ve

!d i!Ht.i dvou sousedních stran se nazývají rozmery obdélníku. V praxi se obvykle 
)11 111 lpokládá, že rozmery obdélníku si nejsou rovny. 

Lver ec je rovnobežník , který má všechny vniti'ní úhly pravé a všechny strany 
11 111 111 <' (obr. 9.40b) . J e to tedy pravidelný čtyfúhelník. 

1111 wímka. Pro obdélník a čtverec se nékdy užívá též společný název pravoúhelník 

, i. ,•nvoúhlý rovnobežník). 

Kosodélník je rovnobežník, jehož žádný vniti'ní úhel není pravý a jehož sou-
111 !11 í sLrany nejsou shodné (obr. 9.40c). Velikosti dvou sousedních stran se nazývají 

11 rn,fry kosodélníku. 
Kosočtverec je rovnobežník, jehož žádný vniti'ní úhel není pravý a jehož 

pr l111y strany jsou shodné (obr. 9.40d). 

1 N,y o specifických vlastnostech druhu rovnobežnfku 
' ) Úhlopľíčky obdélníku jsou shodné. Úhlopríčky čtverce jsou shodné, navzájem 

kolmé a pulí jeho vniti'ní úhly. Úhlopríčky kosočtverce jsou navzájem kolmé 

a. pulí jeho vniti'ní úhly. 

l 1) Obdélník je tetivový čtyrúhelník. Čtverec je tetivový i tečnový čtyi'úhelník. 
Kosočtverec je tečnový čtyrúhelník. (Naproti tomu kosodélník není ani teti

vový, ani tečnový čtyi'úhelník.) 

\ 1rTty o vlastnostech lichobežníku 
V každém lichobežníku platí (obr. 9.41): 
,1) základny nejsou shodné, ramena mohou být shodná, 

Ii) vniti'ní úhly pfi každém rameni jsou výplňkové úhly: 

a + 8 = 180°, /3 + ')' = 180°, 

") strední príčka leží na rovnobežce se základnami a její velikost je rovna a riL-

. k ' 0 v ľk ' ' kl d a + c metie emu prumeru ve I osti za a en: s = - 2-
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vfo.~ln{ 1t1'1iJi11 tiťhobiUntlc'ľt : 

llovnornmouný lichobčžník je knždý licholiMnlk, johož r11, n1 c11 1:1 .J ~;o 11 r-;11<1• l 11" 

i'.1 scčky (obr. 9.4J b) . J e ::;oumčrný podle osy o spojujicí sLfody obou základcn; Vlll l,1111 
í1 hly prUchlé k téže základne jsou shodné. 

Pravoúhlý lichobežník je každý takový lichobežník, jehož práve jedno ratil•" '', 
kolmó k jeho základnám (obr. 9.4l c) . 

P latí vety: 

Li c hobčžník je tetivový, práve když je rovnoramenný. Lichobežník je tcčnovy , 
pdwč když součet délek jeho základen je roven součtu délek jeho ramen. 

Tečnovým čtyiúhelníkem je t éž ruznobežník ABCD soumerný podle osy A<' 
br. 9.42) zvaný deltoid. 

D 

A - C 

B 

Obr. 9.42 

Celkový prehled o klasifikaci konvexních čtyľúhelníku poskytuje tabulka 9.6. 

K lasifikace konvexních čtyfúhelníku Tab. 9.G 

čtyľúhelníky 

rovnobežníky lichobežníky 
1 

1 
pravoúhlé 

1 
obdélníky 

1 

čtverce 

Kruh a jeho části 

1 

kosoúhlé 
1 

kosoúhelníky kosočtverce 

ruznobežníky 

Kruh (obr. 9.43a) K(S, r) jsme definovali v kap. 9.3 , je to množina všech bodu 
roviny, které mají od daného bodu S t éto roviny (stred kruhu) vzdálenost menší 
nebo rovnou danému kladnému číslu r (polomer kruhu). 
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h) :) 

Obr. 9.43 

/ 
/ 

s \~ 
\ 
\ 

K ruhová výseč (obr. 9.43b) je prunik kruhu K(S, r) a daného st redového úhlu 
ISG. 

K ruhová úseč (obr. 9.43c) je prunik kruhu K(S, r) a poloroviny s hraniční 
prf mkou AB , kde A , B jsou dva ruzné body hranice kruhu. Daná tetiva AB kružnice 
/i:(8, r) rozdeluje tedy kruh K(S, r) ve dve kruhové úseče. Prochází-li tetiva AB 
NLrcclem kruhu, nazývají se príslušné kruhové úseče pulkruhy (polokruhy). 

Mezikruží ( obr. 9.43d) se stfedem S a polomery r 1 , r 2 (r1 < r 2 ) je množina 
vAcch bodu roviny, které mají od bodu S této roviny vzdálenosti r vymezené ne
rovnostmi r 1 ;;:; r ;;:; r 2 . Jsou to body kruhu K 2 (S, r 2 ) , které nejsou vnitfoími body 
kr11hu K1(S, r1) . 

Výseč mezikruží (obr. 9.43e) je prunik mezikruží a stredového úhlu jeho hra-
1 1 i ľ'. ních kružnic. 

Mnohoúhelníky, kruh a jeho části patrí mezi t zv. geometrické obrazce. 

P-fíklad dukazové úlohy vlastností geometrického obrazce 
l)okažte, že pľímka spojující stredy základen lichobežníku ABCD prochází pruse
' íkcm P pfímek AD , BCa prusečíkem Q úhlopfíček AC, BD. 
!Híkaz 
n) Nechť M je stred základny AB, pak pfímka M P protíná úsečku C D v bodu N 

(obr. 9.44a). Pretože AB II CD , jsou souhlasné úhly BAP, GDP shodné. Z toho 
plyne, že je 6AM P '"" 6 D NP (podle vety uu), a tedy 

Zcela obdobne zjistíme, že je 

IAMI 
IMPI 

IDNI 
INPI" 

tmt =IGNI 
1 INPI 

(1) 

(2) 
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IDNI IGNI .. 
INPI = IN Pl č il i !DNI = IGNI, 

takže bod N je stredem úsečky CD . Prímka MP tedy prochází s tľcde1 1 1 /\ 
ú sečky CD. 

p 

II' " 
a) 

/ 1 " 
/ 1 " 

/ 1 " 
D;~ \N t\ c 

I \ ~ 
A M B A 

Obr. 9.44 

b) Spojíme-li stred M základny AB s prusečíkem Q úhlopríček AC, BD , prímlrn 
MQ protne stranu CD v bodu N' (obr. 9.44b) . Protože AB II CD, jsou strídav11 
úhly BAQ , DCA shodné a také vrcholové úhly MQA , N'QC jsou shodné. Odtu tl 
plyne, že 6.AM Q "'"' 6.C N' Q, a tedy 

Obdobne zjistíme 

IAMI - ICN'I 
IMQI - IN'QI. 

IBMI 
IMQI 

IDN'I 
IN'QI " 

Pretože IAMI = IBM !, plyne z (3) a (4), že je 

ICN'I IDN'I V • . I I 

IN'QI = IN'QI cih ICN 1= IDN 1, 

(3 

(4) 

takže bod N' je stredem úsečky CD neboli N' = N . Prímka MQ tedy prochází 
s tredem N úsečky CD . 

Záver: Dokázali jsme, že pfímka MN prochází body P, Q . (Ponekud jednodušší 
d ukaz by bylo možné podat užitím stejnolehlostí (kap. 9.8) se stredy P, Q.) 

9. 7 Množiny všech bodu dané vlastnosti 
v rovine 

Množinou M všech bodú dané vlastnosti V (daných vlastností) nazý
váme takový geometrický útvar G, jehož body splňuj í tyto dve podmínky: 
a) Každý bod útvaru G má danou vlastnost V . 

b) Každý bod, který má danou vlastnost V , je bodem útvaru G. 

454 

Léž 

rvi. v . b., ktcré mají od daného bodu S danou vzdálenost r > O, je kružnice 
/. : (/-ľ , r). Tato kružnice je také m. v. stredu kružníc, které mají daný polomer r 
n. procbázejí daným bodem S . (V prvním prípade se jedná o definici, ve 
d ľll h ém prípade o vetu. v následujících prípadech jde vesmes o vety.) 

M. v . b., které mají od dané prímky p danou vzdálenost r > O, jsou dve 
pfí 1nky p1, p2 rovnobežné s pfímkou p a ležící v opačných polorovinách s hra-
1 1 i ční prímkou p ve vzdálenosti r od ní. Tyto dve rovnobežky P1 II P2 1\ p 
_jso u také m. v. stredu kružníc, které mají daný polomer r a dotýkají se dané 

1 1ľí.mky p . 

. \. M. v. b ., z nichž každý je stejne vzdálen od dvou daných bodu A, B (A -=/= B) , 
je osa úsečky AB (viz str . 424) . Tato osa úsečky je také m. v. stredu kružníc , 
kLeré procházejí dvema danými body A, B. 

1. M. v. b., které maj í stejnou vzdálenost od dvou daných rovnobežek p, q 
(p -=/= q), je osa o pásu jimi omezeného (viz str. 424) . Tato osa pásu je také 
m. v . stredu kružníc, které se dotýkají daných rovnobežek p, q; jejich polomer 
je zrejme roven polovine vzdálenosti t echto rovnobežek. 

fí. M . v. b., z nichž každý je stejne vzdálen od dvou daných ruznobežek a, b, jsou 
dve prímky o1 ..l 02 predstavující sjednocení os čtyr úhlu sevrených pfímkami 

a, b (obr. 9.45). 

Ty to dve prímky o1 , o2 s výjimkou jej ich prusečíku V jsou také m. v. str·edl'.1 
kružníc, které se dotýkají dvou daných ruznobežek a, b. 

a 

OJ 

b 

Obr. 9.45 

4 



(i . 1\/1. v. 1 •. , ld , ľľt ' j HOll vr ..J1q ly ľ1iil ľ1 ,iJ 111d 11 y..i1 H cl 11. 11 ,ý111 "'lll V ľ X llllll "'"""' \'I' 

lilw1-d,i rl' (O" · r1• !KO") ;1, jtji('l1 ,-, r;1.111<'11<1, prod1;Í Y,<'jí cl v"'i11;1, da11 .í1 111i 1111111' 
A , IJ (A / !J) , (; iii 111. v. IJocli't X , :t, 11icl 1ž vidí11H : ľ1 sni'irn / l /1 pud ľtlrl„111 11 

(tzv. zorným úhlem ú sečky A U), jso 11 dva. Hl1 od 11 r\ lm1 ž11icové oblo11ky /,- 1. ~ „ 
s výj imkou bodu A, B (obr. 9.46a, b). Tyto o blo uky jso 11 :-;o u111 č n1 č: sdr11z""" 
podle pi'ímky AB a pro jejich prusečíky X1 , X2 s osou o úsečky AIJ plal.í 

IABI /AX1I = /BX1/ = /AX2I = IBX2/ = --a. 
2 sin 2 

( 1) 

Pro a =fa 90° stred S1 oblouku k1 určíme konstrukčne tak, že sestrojí 1111• 
takovou polopi'ímku AC, že /<t BAC/ =a a pi'ímku p J..,...... AC ( obr. 9.47a, 11) . 
Stred S1 je prusečíkem pi'ímky p s osou o úsečky AB. Stred S

2 
je ohr:a.,,ť 111 

bodu S1 v soumernosti podle pi'ímky AB a platí 

/AS1/ = /AS2I = r = /ABi 
2 sin a· (~) 

7. Speciálne pro a = 90° (obr. 9.46b): M . v. vrcholU pravých úhlu, jejichž ra 
mena procházejí dvema danými body A, B (A =fa B), čili m. v. b ., z nichž .Í" 
videt úsečku AB pod pravým úhlem, je kružnice sestrojená nad prumer<1111 
AB s výjimkou bodu A, B (tzv. Thaletova kružnice). Budeme ji znal-ii. 
T AB' 

b) 

X1 

b) 

iK:J c. I'"' - ~B 

Obr. 9.47 

M. v. stredu kružnic, které se dotýkají dané pľímky p v jejím daném bode T , 
je pi'ímka q kolmá k pi'ímce p a procházející bodem T , ale s výjimkou tohoto 
l1oclu. 

'I M. v. stredu kružnic, které se dotýkají dané kružnice k0 (S, r) v bode T, je 
pľímka ST s výjimkou bodu S, T (obr. 9.48). 

iO. M. v. stredu všech shodných tetiv (velikosti t < 2r) dané kružnice k(S, r) je 
kružnice k' s danou kružnicí soustredná, která se t echto t etiv dotýká a má 

polomer r' = J r2 
- ( ~ t) 2 

t 1 . M. v. stredu tetiv kružnice k( S, r), které mají společný jeden krajní bod A, 
je kružnice k' sestrojená nad prumerem AS s výjimkou bodu A (obr. 9.49). 



12. 1\11. v. N Lrncl ľ1 kr11 „, 11i.- , l<i,••r<'· 111aj í dn.11.v po /111111 ' 1' /' ;1, 111 :1,j1 ;{ cln.111111 kr11'.l.11i.-1 
k(S, r) dotyk 

a) vnejší, je s danou kru:foicí soustfod11á kr11 ž 11i cc k'(S, r 1 g) , 

b) vniti'ní , je s danou kružnicí soustredná kruž11ice k" (S, /r - g/), je- / i u / r. 
13. M. v. stredu kružnic , které se dotýka.jí (obr. 9.50) dvou daných soustrcr/11.ýd1 

kružnic o polomer ech r1 a. r 2 ( r1 > r 2 ) a ma.jí 

a) S menŠÍ kružniCÍ vnejŠÍ dotyk a. S vetŠÍ kružniCÍ Vnitfoí dotyk, je S II j III j 

sousti'edná kružnice k' o polomeru ~ (r1 + r 2 ), pľičemž polomer t.frli 

1 kružnic (na.pi'. kružnice ľ v obr. 9.50) je 
2 

(ri - r2), 

b) s obema kružnicemi vniti'ní dotyk, je s nimi soustredná kružnice k" 
1 

o polomeru 2 (r1 - r 2 ) , pričemž polomer tech kružnic (napr. kružnice l" 
. 1 

v obr. 9.50) Je 2 (r1 + r2). 

Obr. 9.50 

Príklady dukazu vet o m. v. b. daných vlastností 

1. Dokažte vetu: Množinou všech bodu, které mají stejnou vzdálenost od dvou 
ruzných riíznobežek a, b, jsou pi'ímky (osy) 01) 02 ( 01 ..L 02)) které predstavují 
sjednocení os čtyr úhlií sevrených prímkami a, b (obr. 9.45). 
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Dukaz 

a) Priísečík riíznobežek a, b označme V . Mejme bod M i- V, který je stejne 
vzdálen od obou riíznobežek , tj. pro nejž platí MP1 = MP2 , kde P

1 
i- V , 

P2 i- V jsou paty kolmíc z bodu M k pi'ímkám a, b. Prato /<X M P
1 
V/ = 

= /<X M P 2 V/ = 90° a 6 M P 1 V ~ 6M P 2 V (Ssu) ; z toho plyne, že 
<X MV P 1 ~ <X MV P2 čili bod M leží na ose <X P 1 V P 2, tj. na ose jed
noho z úhlií. tvoreného pi'ímkami a, b. Pro bod V veta zrejme platí (bod V 
leží na osách o1 , o2 a má od riíznobežek a, b tutéž nulovou vzdálenost). 

Dokažt e vetu: Množinou všech bod ií. X, z nichž je vi det úsečku AB pod úhlcm 1t1 

,j Hou kružnicové oblouky AX1B , AX2B (s výjimkou bodu A, B) soumčrn 
Hdružené podle pi'ímky AB, pi'ičemž pro body X 1 , X 2 (obr. 9.46a, b) pla tí 
vz tahy (1) uvedené na str. 456. Zduvodnete též konstrukci stredu S1 oblouku 
AX1B (obr. 9.47a, b). 

Dúkaz 

a) Nechť AX1B, AX2B jsou kružnicové oblouky procházející t akovými body 
X 1 , X 2, že platí vztahy ( 1). P ak leží body X 1 , X 2 na ose úsečky AB, takže 

1 1 
/<X AX1X2/ = 2 i<X AX1B/ a /AM /= 2 /AB/, kde M je priísečík pfímek A . 

a X 1 X2, a. pro úhel AX1X2 potom platí 

. /AM/ 1 /AB/ . a 
sm /<X AX1X2/ = /AX I = - /AB/ : . 0: = sm - , 

1 2 2 sm 2 2 

takže /<X AX1X2/ = ~a, a. t edy /<X AX1B/ = a. Totéž platí o úhlu AX2B. 

Podle známé vety o obvodových úhlech v kružnici platí pro každý další bod X 
oblouku AX1B i AX2B, že /<X AXB/ =/<X AX1B/ =a. Když X = A nebo 
X= B, pak ovšem /<X AXB/ i- a ; body A, B proto k vyšetrované m. v. b. 
dané vlastnosti nepatrí. 

b) J e treba ješte dokázat , že když bod Y neleží na obloucích AX1B, AX2B , 
pak /<X AYB/ i- a. J estliže bod Y leží kdekoliv na pi'ímce AB, pak zrejme 
/<X AYB/ i- a . Uvažujme libovolný bod Yi ležící uvniti' plochy ohraničen 
kružnicovými oblouky AX1B a AX2B. Pak na prodloužení úsečky BY1 za 
bod Y1 existuje bod Xo oblouku AX1B nebo AX2B. Jak bylo dokázáno v a), 
je /<X AXoB/ = a. Protože <X AY1B je vnejším úhlem trojúhelníku AXoY1, 

je /<X AY1B/ = /<X AXoB/ + /<X XoAY11 > /<X AXoB/ čili /<X AY1B/ > a, tj. 
/<X AY1B/ i- a. Nyní uvažujme libovolný bod Y2 ležící vne plochy ohra
ničené kružnicovými oblouky AX1B a AX2B, napr. v polorovine ABX2. 
Označme Xb priísečík úsečky AY2 a oblouku AX2B. Jak bylo dokázáno v a) , 
je /<X AXbB/ = a. Protože <X AXbB je vnejším úhlem trojúhelníku BXbY2, 
pla.tí /<X AXbB/ = /<X AY2B/ +/<X XbBY2/ > /<X AY2B/ čili /<X AY2B / < a , tj. 
/<X AY2B/ i- a . Tím je dokázáno, že když bod Y neleží na obloucích AX1 

a AX2B , nepatrí k uvažované m . v. b. dané vlastnosti. 

Zbývá tedy dokázat správnost konstrukce stredu S1 , jež je provedena na 
obr. 9.47a, b: 

a) J e-li a< 90° (obr. 9.47a), je /<X BAC / =a, /<X CAS1/ = 90°. Odtud plyne, 
že /4 ./\IIAS1/ = 90° - a, takže /<X AS1M/ = /<X BS1M / = a, a proto veli
kost konvexního stredového úhlu je /<X AS1B/ = 2a a velikost príslušnéh 
obvodového úhlu je /<X AX B/ = a. 

~ 
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P ríklady vyšetrování (určování) m . v . b. daných v lastností 
V pfodchozích úlohách jsme dokazovali, že určitý (známý) útvar je množinou V~l'< · li 
bodl'1 majících danou vlastnost. V následujících úlohách se budeme zabývat hlci/11 
ním takového útvaru. Sestrojíme nekolik jeho bodu, odhadneme, CO je hleda11 ,ý 111 
útvarem (vyslovíme hypotézu), a pak se pokusíme hypotézu dokázat. 

1. Určete množinu všech bodu, jejichž součet vzdáleností od dvou daných rťw„1 1 11 

bežek p , q je roven danému číslu a. 

Rešen í 
Nejprve sestrojíme nekolik bodu hledané bodové množiny. Je-li napr. a = r. , 
sestrojíme množiny bodu, které mají od pfímky p, resp. q vzdálenosti 1, 2, 3 , 4,, f1; 
jsou to vždy rovnobežky v uvedené vzdálenosti (obr. 9.51). Prusečíky pfímek v„ 
vzdálenostech O a 5, 1 a 4, 2 a 3, 3 a 2, 4 a 1, 5 a O jsou body hledané m. v . l 1. 

dané vlastnosti. Provedená konstrukce ukazuje, že hledanou bodovou množino11 
asi je hranice obdélníku, jehož vrcholy leží na daných pfímkách p, resp. q Vl' 

vzdálenosti a od q, resp. p. 

4 

3 

Obr. 9.51 

Du kaz 
Vrcholy tohoto obdélníku ABCD jsou zrejme 4 body hledané bodové množiny. 
Budiž M libovolný vnitfoí bod strany AB (obr. 9.52) . Sestrojíme AK J_ p , 
B L .l_ q, M P .l_ p, MQ .l_ q, M R .l_ AK (K E p, P E p, L E q, Q E q, 
R E AK) . Dále dokážeme, že i bod M je bodem hledané množiny: Pravo
úhlé trojúhelníky ABK a ABL jsou shodné, neboť mají společnou preponu AB 
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ILJLI 
kele O je pruscčík danýcli rôz11o i> č7.cl< p, q. vru-

Lo~o vAnk ~ AM Fl ~ ~A.DJ( (úhly souhla.~mó), je~ A J\1111 ~ .q: MAQ . J e 
t.Pdy /\ AM 17, ~ !::::. M AQ , neboť rn a.jí pfoponu společnou a jeden ostrý úhel 
Hliodný; z toho však vyplývá, že A R ~ M Q. Součet vzdáleností bodu M od 
ln11ýcli pfímek p a q je: INlPI + IMQI = IRKI + IAR I = IAKI = a. Tím 

„tt11w dokázali , že ke hledané bodové množine patrí libovolný vnitfoí bod úsečky 
1 JJ , a Ledy úsečka A B celá . Jiné body uvnitr úhlu AOB k této množine ne

tmUL Zvolíme-Ii totiž uvnitr úhlu AOB takové body N 1, N 2, že N 1 tJ_ !::::. AOB, 
·~ C !::::. A OB /\ N 2 tJ_ AB (obr. 9.53), a sestrojíme úsečky N1E1 .l_ p , N1F1 J_ q, 
1 lľ1 II A B , H1G1 J_ p , N2E2 J_ p , N2F2 J_ q, N 2H2 II AB, H2G2 J_ p , pfíčemž 

1 ~ 1 E p , F1 E q, Hi E q, G1 E p, E2 E p , F2 E q, H2 E q, G2 E p, pak obdobné 
.Jnko v první části dukazu vyplývá, že pro součty vzdáleností bodu N 1, N2 od 
pťímek p, q platí: 

IN1E1I + IN1F1 I = IH1G1I > IAKI = a, tj. IN1E1 I + IN1F1 I > a 

IN 2E2I + IN2F2I = IH2G2 I < IAKI = a, tj. IN2E2I + IN2F2 I < a 

Obr. 9.52 
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Obr. 9.53 

1 

1 

1 

Podobným zpusobem jako pro úsečku AB lze dokázat , že ke hledané množine 
patrí t éž úsečky BC, CD, D A . Hledanou množinou je tedy hranice čtyfúhelníku 
ABCD , jímž je obdélník. (Ze shodnosti trojúhelníku OAK a OBL (usu) plyne 
OA s,; OB, ze soumernosti podle stredu O plyne OA s,; OC a OB s,; OD ; 
úhlopfíčky čtyfúhelníku ABCD jsou shodné a pulí se, je to tedy obdélník.) 

2. Určete množinu všech bodu X v rovine, jejichž vzdálenosti od dvou daných 
ruzných bodu A, B této roviny mají podíl rovný dané konstante >. (>. > O, 

>. -=/:- 1): 
IAX I = A 
IBX I 
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)o:;Lrojímc-U nčkoJ ik bod ľt X cl m16 vJasLHOHLi , cloi;pív{unc k hypo l;ózo: Muoi11111111 
všcch bodu tóto vJastnos Li j e krnžnico, jcjíž prun1čr leží na prfrnce AB 1\ 11111 
krajní body Pa Q, pro které pla tí JAPI : IBPI = IAQI : JDQI = ,\. 

Dúkaz 

a) Body Pa Q zrejme patrí ke hledané bodové množine. Nechť X je libovo l11y 
bod této množiny, který neleží na prímce AB (obr. 9.54) a pro který pl11i1 
IAXI = .\ · IBX I. Prô.sečík prímky AX a rovnobežky vedené bodem B s pr.!111 
kou P X označme X 1, prusečík pi'ímky AX a rovno bežky vedené bode1n / I 
s pfímkou QX označme X 2. Z podobnosti trojúhelníku AP X a ABX1 ply111 · 
IAXI : IX1XI = IAPI : IBPI = .\, t akže IAXI = .\ · IX1X I. Protože po(ll„ 
predpokladu je JAX J = .\ · IBX J, plyne odtud IX1XI = IBXI . Z podobnos l.i 
trojúhelníku AQX a ABX2 plyne IAX I : JX2XI = IAQI : IBQI = .\ , tab•,„ 
JAXI = .\ · IX2XJ. J elikož JAX J = ,\ · JBXJ, plyne odtud IX2XI = IBX J. 
Tím bylo dokázáno, že IX1X I = IX2XI = IBXJ, což znamená, že kružni.ľ" 
sestrojená nad prô.merem X 1X 2 prochází bodem B , takže podle Thaletov.v 
vety je BX1 ..l BX2. Protože však BX1 II PX a BX2 II QX, je PX ..l QX' 
tj. bod X leží na kružnici k sestrojené nad prumerem PQ. 

Q 

Obr. 9.54 

b) Nechť bod X je libovolný bod této kružnice k , který neleží na príme·~ 
AB; prumer je úsečka PQ , a proto PX ..l QX. J sou-li X 1 a X 2 pru
sečíky prímky AX s rovnobežkami vedenými bodem B s P X a QX, 
je 6.AP X ~ 6.ABX1 a 6.AQX ~ 6.ABX2, takže IAXJ : IX1XI = 
= IAPI : IBPI = A a JAXJ : IX2XI = JAQ I : IBQ I = .\. J e tedy 
JAX J = .\ · IX1XI = .\ · JX2XI , takže IX1 XJ = IX2X J, tj. bod X je sti'e
dem kružnice sestrojené nad prumerem X 1X 2. Z predpokladu P X ..l QX 
(vzhledem k tomu, že BX1 II PX a BX2 II QX) plyne BX1 ..l BX2 ; 
podle Thaletovy vety leží t edy bod B na kružnici sestrojené nad prumerem 

X 1X2, takže IBXI = IX1X I. Z odvozeného vztahu J~il = .\po dosazení 

IX1XI = JBX I dostáváme I~~: = .\.Tím je dokázáno, že pro každý bod X 

kružnice k platí vztah I~~: = .\. 

1 11 i~ 1 il cc HOH (, ľojo 1 1 1\ v pdkltL<lu • 
11111vodorno vyi:io·Lfon! 11wožiny 1 

111t 1i,()( l o n souľnclnic). 
l\onslnikce bodiJ, P , Q ApolLonfovy kr·užnice: Pro dané body A, B a daný pomer 

,\ 
11 

scs trojíme body Pa Q takto (obr. 9.55): Body A, B vedeme dve libovolné 
(/ 

111v1 1 o l > čžky ni , n. Na prímce m sestrojíme bod A1, pro který IAA11 = p , na pľímce n 
1dy Dt a B2 tak , aby bylo IBB1I = IBB2 I = q. Potom pľímky A1B2 a AiB1 

1 1ťo t, 11o u pľímku AB v bodech Pa Q. (Z podobnosti trojúhelníku AA1P a BB2P, 
1•IH ll. AA1Q a BB1Q totiž plyne 

IAA1I = IAP I = E = A, 
JBB2I IBPJ q 

IAA1I = IAQI = E = A. 
JBB1I JBQ J q 

IHol! Ledy P a Q hledané body.) 

.8 

m 

.......... 

p \ q 
. I 

B2 

Obr. 9.55 

n 
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Q 

Geometrická zobrazení v rovine 
V kap. 1.2 jsme definovali pojem zobrazení množiny A do množiny B. Jestliže 

M J><~ciálne A, B jsou bodové množiny v téže rovine, pak každému zobrazení mno
\iny A do množiny B fikáme geometrické zobrazení v rovine. 

Na strední škole se z takových zobrazení probírají jen prípady, kdy množina A 
1 rrmožina B je celá rovina. V každém takovém zobrazení pľifazujeme t edy libo
vo lnému bodu X roviny jako jeho obraz práve jeden bod X' téže roviny (píšem 
,\ ' f-7 X'). J estliže speciálne obraz X' bodu X s ním splývá, pak bod X = X' sena
'l,_ývá samodružný bod daného geometrického zobrazení. Obrazem geometrického 
·1Uvaru U v daném zobrazení je geometrický útvar U'. J estliže speciálne obraz U' 
µ;c ometrického útvaru U s ním splývá (pľičemž ovšem každý bod X útvaru U ne-
1Jtusí splývat se svým obrazem X') , pak se geometrický útvar U' = U nazýv 
Ha modružný útvar daného geometrického zobrazení. 

hodná zobrazení v rovine 
Prosté zobrazení v rovine nazýváme shodný m zobrazením nebo krátce shod

ností, práve když pro každé dva body X , Y roviny ajejich obrazy X', Y' (X f-7 X ' , 
\ • f-7 Y') v tomto zobrazení platí 

JX'Y'J = IXYI. 
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ivláš Lním pfípndon1 f:l hod noHLije idontick:6 zobľazoní (identita), jež hi1-,d„11111 
clu X da11é roviny pfiľaz uj e jako obra.z Lýž bod X' = X . 
Každ6 s liodn 6 zobrazení, kLcré není identitou, mu.žeme názornč rcalizovttL 11• il11 

bcm (premístením) , napr. takto: Obkreslíme rovinný útvar U na prô.svitný 11(qii1 

pak prusvitku premístíme (pritom ji mužeme i obrátit „na rub" ) a útvar v 1 ii' 

mís tené poloze opet obkreslíme na uvažovanou rovinu (nákresnu). Dos tancn11· l 1il1 

shodný útvar U' , který je obrazem útvaru U. Podle toho, zda prusvitku ponccli11 111ľ 
„lícem" nebo ji obrátíme „na rub", rozlišujeme názorne shodnosti pfímé a ne1A·11111 , 
na str. 465 je ješt e ukázáno, jak je lze charakterizovat presneji. 

ákladní vlastnosti shodných zobrazení v rovine vyjadfojí následující vety: 

V každém shodném zobrazení platí : 

a) Obrazem každé úsečky AB je úsečka A' B' s ní shodná. 

b) Obrazem každé polopfimky AB je polopfimka A' B'; obrazy navzájem opa<" 
ných poloprímek jsou navzájem opačné polopfimky. 

c) Obrazem každé pfimky AB je pfimka A' B' ; obrazy rovnobežných pfo11ľl1 
jsou rovnobežné pfimky. 

cl) Obrazem každé poloroviny pA je polorovina p1 A', obrazy navzájem opačn,ýd 1 
polorovin jsou navzájem opačné poloroviny. 

e) Obrazem každého konvexního úhlu AVE je konvexní úhel A'V ' B' s ní111 
shodný. 

f) Obrazem každého trojúhelníku ABC je trojúhelník A' B' C' s ním shodný. 

Poznámka. Vety o shodnosti trojúhelníku jsou uvedeny v kap. 9.4. 

Uvažujme libovolnou dvojici shodných trojúhelníku ABC a A' B' C' . Jestliže pl- i 
„obíhání" jejich hranie od bodu A pres bod B do bodu C a od bodu A' pres B ' do 
bodu C' postupujeme: 
a) ve stejném smyslu otáčení (obr. 9.56a), fikáme, že 6ABC a 6 A1B 1C1 jso 11 

pfírno shodné trojúhelníky, 

b) v nestej ných (opačných) smyslech otáčení ( obr. 9.56b), fikáme, že 6 AB 
a 6 A' B' C' jsou nepfírno shodné trojúhelníky. 

a) B' 
A b) 

C' 
A A' 

A' B 

c 
B c C' B' 

Obr. 9.56 
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1•, 1111 ú Hh0tl110s L jo lm11,d t'I 1-1hod110HL, vo kLur6 llhovolllý 6.AJJC !t jolto obm' 
111110' j i;ou pľí mo i;hod uó Lrojú!Jol11 íky. Nop:ťhná shodnost je každá Laková 

l110 Hl. , v 11 í:í. li ilovoh1ý 6 ADC a jeho obraz 6 A1D1C 1 jso u nepl'ímo shodné Lroj

l111l11!ky. 

ľ lJhy p:ľímých a n epfímých shodností 

1 1 :~fmé shodnosti jsou 
d ontita / , b) posunutí (translace) T , c) otočení (rotace) R, cl) stredová 

itmučrnost S. 
N op:ľírné shodnosti jsou 

1Hmvá sournernost O, b) posunutá sournernost Ps . 

l )ofinici identity jsme již uvedli . Definice a další duležité vlastnosti posunutí, 
:'oní , stredové soumernosti a osové soumernosti uvádíme pfohledne v tabulce 9. 7. 

l 1 ľo ilnstraci jsou na obr. 9.57 až 9.60 znázornena príslušná zobrazení úsečky AB 
1 >ecné poloze. ) 

p' 

Obr. 9.57 
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Definice posunutí, otočení a soumernosti podle stredu 
a soumernosti podle osy 

Tctb. n,, 

Posunutí (translace) v rovine je pfímá shodnost, která každému bodu X rovii 11' 
pfifazuje takový obraz X', že plat í ( obr. 9.57) 

xx' = s, kde s je daný vektor (viz kap. 10.5). 
Vektoru s se i'íká vektor posunutí , jeho velikost (délka) udává délku posunnl,í 
a jeho smer určuje smer posunutí. 
Posunutí je určeno jednoznačne vektorem posunutí. 
Posunutí nemá žádné samodružné body. Samodružnými pfímkami posunutí jsv11 
všechny rovnobežky s X X' , kde X je libovolný bod roviny a X' je jeho obr11•1, 
v posunutí. 

Otočení (rotace) kolem stredu S o úhel velikosti 0° <a~ 360° v daném (kladnél11 , 
resp. záporném) smyslu je pfímá shodnost, která pi'ifazuje bodu s týž bod s' = ,'-/ 
a každému bodu X =1- S roviny pfifazuje takový obraz X' , že platí ( obr. 9.58) 
a) bod X ' leží na kružnici o st redu S a polomeru fSX f, 
b) polopfímka SX' se získá otáčením polopfímky SX o úhel otočení X' SX velikosti a 

v daném smyslu (kladném, tj . proti pohybu hodinových ručiček , nebo záporném, 
tj. souhlasne s pohybem hodinových ručiček). 

Otočení je j ednoznačne určeno stredem otočení S, velikost í úhlu otočení a a daným 
(kladným, resp. záporným) smyslem otočení. Úhel otočení je orientovaný úhel. 
Samodružným bodem otočení je buď práve jen stred otočení S (je-Ii velikost úhlu 
otočení a =1- 360° ), anebo všechny body jsou samodružné (je-Ii a= 360°) . Otočení bud 
nemá žádné samodružné pi'ímky (je-Ii a =1- 180° a a =1- 360°), nebo jsou samodružn 
všechny pfímky procházející stfedem otočení S (je-Ii a= 180° ) , nebo jsou samodružn 
všechny pfímky roviny (je-Ii a= 360° ). 

Soumernost podle stredu S (stredová soumernost se stredem S) v rovine je 
ptímá shodnost, která pfifazuje stredu soumernosti S týž bod S' = S a každému bodu 
X =1- S roviny pfifazuje takový obra.z X', že platí ( obr. 9.59) 
a) bod X' leží na. polopfímce opačné k polopfímce SX, 

b) 1sx'1 = 1sx1 . 
Stredová soumernost je speciálním pfípa.dem otočení o úhel velikosti a = 180° . Je 
jednoznačne určena stredem soumernosti S. 
Sa.modružným bodem stredové soumernosti je práve jen st red soumernosti S. Jejími 
sa.modružnými pi'ímka.mi jsou všechny pi'ímky procházející tímto bodem S. 
Soumernost podle osy o (osová soumernost s osou o) v rovine je nepf ímá shod
nost, která každému bodu X roviny pfifazuje ta.kový obra.z X', že pla.tí ( obr. 9.60) 
a) bod X' leží na. kolmici k ose o vedené bodem X , 
b) IPXI = IPX'I, kde P je pa.ta. této kolmice na. ose o. 
Osová soumernost je j ednoznačne určena. osou soumernosti o. 
Sa.modružnými body osové soumernosti jsou práve jen všechny body osy o. J ejími 
sa.modružnými pfímka.mi jsou v dané rovine osa o a všechny pfímky k ní kolmé. 
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l '11 ~ni1mhc~ . S 0rn,učrnos L1 ( 1 \odlu 11 tJ(1 <h1 , ľllil il · 1iodlo rnJy ) .) 11o u Lhkovt ~ H11 od11 n z11l1rn1111n ., 
vzájomnô vy n1či'\.uj 1 body n jojlch obrnzy (X ,_.. X', X' ,_.. X), Li L v~\ry a joj\cl1 11111 11 

• u', u --+ U') . ProLo ÚLVlLľ u f\ jeho obraz U' v SOU rnčrnos Li podle stredu s, rct;p. I"" llo 
1111.Y o nazývá mc útvary soume rne sdružen ý rni podle stredu s, r esp. podlo "'''' ,. 
,h•H l.ližc soumčrnost pod le stredu S, resp. pod le osy o pfevádí útvar u v týž útvar U

1 
11 

rf ki\,rne, že je to útvaľ soume rný podle s tredu S, rnsp . podle osy o nebo krák• •, „ 
(\ Hti'edove, ľeSp. osov e soumerný. Napr. šestiúhelník v obr. 9.61 je soumerný ""'"' 

M Ll 'ľd u S a podle os 01, 02 . 
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Obr. 9.61 

Skládání shodných zobrazení 

Oj 

Pojem skládání množinových zobrazení, jehož výsledkem je složené zobrazení, 
jsme vysvetlili v kap. 1.2. Pro skládání shodností platí vety: 

a) Složením dvou pi'ímých shodností nebo dvou nepfímých shodností vznik11c 
pi'ímá shodnost. Složením pfímé a nepi'ímé shodnosti vznikne nepi'ímá shod-

nost. 
b) Každou pfímou shodnost lze složit ze dvou osových soumerností. Každá 11 c

pfímá shodnost je buď osová soumernost, a.nebo ji lze složit ze tfí osových 
soumerností (resp. z osové soumernosti a posunutí podél její osy). 

Shodnost vzniklá složením osové soumernosti a posunutí podél této osy s 
nazývá posunutá soumernost. Lze ji t éž získat složením stredové soumernosľ 
a osové soumernosti , jejíž osa neprochází st i'edem soumernosti. Posunutá soumčr-
nost nemá žádné samodružné body. 

Užitím uvedených vet o shodnostech lze dokázat následující vetu: 

Veta o určenosti shodného zobrazení v rovine 
Nechť jsou dány v rovine dva shodné trojúhelníky: L ABC ~ L A' B' C' . Pak v 11 í 
existuje práve jedno shodné zobrazení, které pi'ifazuje bodu A bod A', bod11 II 

bod B' a bodu C bod C'. 
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Poznám lw . Si.10dná zobmzou! ll l tlOŽ 1111JI :.i;pl·oH ulL pojo1tl Hltocl 1wHLl gocm 10Lel ckých ÚL\lt1111 , 

který by l dosucl chápán na zákl ad č it1Lui tiv 11í pfodsLavy, žo i> hodnó ÍľLvar:y jso ll L11kov•" 
j ež lze pľemís t i t tak, aby splynuly. Ny ní defin·u_jem e: D va goornoLriclc6 1'iLvary U, U' j fJ11 11 
shodné útvary v rovine , práve když existuje shodné zobrazení 
v nemž jeden z útvaru je obrazem druhého. Píšeme pak U ~ U' . 

Podobná zobrazení v rovine 

Prosté zobrazení v rovine nazýváme podobným zobrazením nebo krátce po 
dobností , práve když každé dvojici bodu X , Y roviny p:fifazujeme jako obrr 
takové body X ' , Y' (X f--> X ', Y f--> Y ') , že platí 

IX'Y'I = kl X Y I, 

kde k > O je daná konstanta zvaná koeficient podobnosti. 
Zvláštním pfípadem podobnosti pro k = 1 je shodnost . 

Základní vlastnosti podobných zobrazení v rovine vyjad:fují vety: 

a) Obrazem každé úsečky AB v podobnosti s koeficientem k je úsečka A' fl' 
délky IA'B'I = klABI. 

b) Obrazem každé polop:fímky AB je polop:fímka A'B'; obrazy navzájem opač
ných polopi'ímek jsou navzájem opačné polopi'ímky. 

c) O brazem každé p:fímky AB je p:fímka A' B' ; obrazy rovno bežných p:fímek 
jsou rovnobežné p:fímky. 

d) Obrazem každé poloroviny pA je polorovina p' A' ; obrazy navzájem opačných 
polorovin jsou navzájem opačné poloroviny. 

e) Obrazem každého konvexního úhlu AVE je úhel A'V11' s ním shodný. 

f) Obrazem každého trojúhelníku ABC je podobný trojúhelník A' B' C'. 

Poznámka. Vety o podobnosti trojúhelníku jsou uvedeny v kap. 9.4. 

Analogicky jakou shodnosti lze definovat pfímou podobnost (nemení smysl 
obíhání trojúhelníku) a nepfímou podobnost (mení smysl obíhání trojúhelníku). 

Užitím uvedených vet o vlastnostech podobností lze dokázat následující vetu: 

Veta o určenosti podobného zobrazení v rovine 
Nechť jsou dány v rovine dva podobné trojúhelníky: 6 ABC "" 6A' B' C'. Pak 
v ní existuje práve jedno podobné zobrazení, které p:fifazuje bodu A bod A', 
bodu B bod B' a bodu C bod C'. 

Poznámka. Podobná zobrazení umožňují definovat pojem podobnosti geometrických 
útvaru: Dva geometrické útvary U, U' jsou podobné útvary v rovine, práve když existuje 
podobné zobrazení této roviny na sebe, ve kterém jeden z útvaru je obrazem druhého. 
Píšeme pak U ~ U'. 
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~ LojHolohlost 
VPlrni vý:wn11111ý111 pŕípa<l<'IIl podol11111Jw zol>rnz<'ní v rovi11 CI jt• s t.ojuull'liloMI; 

(humototio) ozrntŕovaná H(S, ti:) SC' s tŕcdom st ej nolehlosti S n H kooficlm1t.mu 
l.rjuolehlosti "' (K. E. R, "' # O), která 

1) hodu S pfii'azujc obraz S' = S , 

Ii) bodu X # S pfäazuje takový obraz X', že platí 

ISX'I = l"-1 . 1sx1, 

pritom X ' leží na polop:fímce S X pro "' > O (obr. 9.62a), resp. na polopi'írnr 
opačné k polop:fímce SX pro "' < O (obr. 9.62b). 

'oznámka. Podmínky b) lze t éž vyjádľit souhrnne užitím vektoru (kap. 10.5) ta.kL 
l' "o vektory SX , SX' pla tí 

SX' = K,· SX. 

a.) 
X' 

13' 

p p' 

Obr. 9.62 

Zrejme každá stejnolehlost s koeficientem "' je podobnost s koeficientem k = 
-= l"'I · Stejnolehlost se sti'edem S a koeficientem "' = - 1 je sti'edová soumernost s 
stfedem S. Stejnolehlost s koeficientem "' = 1 je identita. 

Každá stejnolehlost s koeficientem "' =/= 1 má práve jeden samodružný bod, jimž 
je stred stejnolehlosti , a jejími samodružnými pi'ímkami jsou všechny p:fímky roviny, 
které procházejí stredem stejnolehlosti. Ve stejnolehlosti s koeficientem "' = 1 json 
samodružné všechny body roviny. 

Významné specifické vlastnosti stejnolehlostí vyjad:fují vety: 

V.1 . V každé stejnolehlosti je obrazem libovolné pi'ímky p p:fímka p' s ni rov11n
bežná (obr. 9.62a, b). 

V.2. Obrazem libovolné úsečky AB v každé stejnolehlosti H(S, K.) je úsečka A' IJ' 
o velikosti IA' B'I = IK,l · IABI, p:fičemž (v dusledku vety V.l) je úsečka A' IJ' 
rovnobežná s úsečkou AB (obr. 9.62a, b). 

J e-Ii útvar U' obrazem útvaru U v libovolné stejnolehlosti o stredu S, i'íkárrt-„, 
že útvary U, U' jsou stejnolehlé podle stredu S. Platí pro ne veta: 
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11. .'J. V ka:;. <I(~ kL1 1j110!1·1i lnHLi 11 (.'i', '") .iHo111 Hl.11.J111 il<1lil1 '· ľ1 L v:i. ry i "'d"h1w H l\lw li<'11 •11 

tc 111 µodol)llosti k li .-,1 .. l su11 Ii ľ1t vary U, U' n111!' /\ ľl11.\ pak pri 11.-.I · 1 I" 
útvar U' zvetšený a pri lt.;I < 1. .io Z'lll,("/l, .ifr:n'.'} l) IJľOL i u. 

Príklady stejnolehlých útvaru 
a) V obr. 9.63 jsou sestrojeny petiúhelníky ABCDE, A'B' C'D'E ' stcjno l, 1111· 

podle st redu S ve stejnolehlosti H(S, r;, = 1,5) ; v obr. 9.64 jsou sesti:oj(' 111 
čtyfúhelníky MNPQ , M 1N 1P 1Q1 stejnolehlé podle stredu S = M = M 1 ľ• ' 

stejnolehlosti H (S, r;, = -
1
5
2

) . 

Q 

P' 
S•tii:C I I ) ) 

N 

Obr. 9.63 Obr. 9.64 

b) V obr. 9.65 jsou sestrojeny kružnice k , k' stejnolehlé podle stredu S ve stejn 
lehlosti H(S, r;, = 2). 

a b 

A' p' 

A 

.--------- t9 \ 1 ) s O' 

8 
k' 

Obr. 9.65 Obr. 9.66 

c) Nechť a, b jsou dve rôznobežky s prôsečíkem S a nechť p, p' jsou dve ruzné 
rovnobežky, které neprocházejí bodem S a jež protínají pi'ímky a, b po fade 
v bodech A, Ba A' , B' (obr. 9.66). Pak trojúhelníky ABS, A'B'S jsou stejno
lehlé podle stredu S a odtud plyne, že pro délky úseček S A, SA', SB , SB' (tzv. 
úseky na daných rôznobežkách a, b vyťaté rovnobežnými pi'íčkami p, p') platí 

ISAI : ISA' I = ISBI : ISB'I, ISAI: ISA' I = IABI : IA' B'I · 

Príklady užití rovinných geometrických zobrazení v dukazových úlohách 

1. a) Dokažte vetu : Úhlopi'íčky rovnobežníku se pulí. 

b) Dokažte vetu obrácenou k vete v a). 
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f 

n) 

n oznacírne 
Lýž stfod S . 

ukaz 
Užijeme stredové soumernosti se sti'edem S. Podle predpokladu jsou body ll, 

soumerne sdružené podle stredu S . Pi'ímky AB , CD a obdobne pľírnky 
A D a BC jsou dvojice pľímek soumerne sdružených podle st redu S, ncbo·ť 
jsou to dvojice rovnobežných pi'ímek procházejících soumerne sdruženými 
body. Bod soumerne sdružený k prusečíku B p:fímek AB, BC je prusečík 
pi'ímek AD, C D. Body B, D jsou proto sournerne sdružené podle stredu 

a tento bod je stredem úsečky BD. 

i>) Vetu obrácenou môžeme vyjádfä ve tvaru implikace: Jest liže se ve čtyi'úhel
níku ABCD úhlopríčky AC, BD pulí (predpoklad) , pak je to rovnobežník 
(tvrzení) . Pfi dukazu vyjdeme z predpokladu , že úsečky AC, BD mají spo
lečný stred S , a chceme dokázat , že pak AB II CD , BC II DA. 

A 

Dukaz 
Užijeme opet stredové soumernosti, jejímž stredem je uvažovaný bod 
V t éto soumernosti jsou body A, C soumerne sdružené a rovnež tak body 
B , D . Spojnice vzoru a obrazu jsou rovnobežné, tedy A B II CD , B C II DA. 

D c 
!"... 77 

Obr. 9.67 Obr. 9.68 

2 . Dokažte, že všechny obvodové úhly príslušné k témuž oblouku kružnice jsou 
shodné s príslušným úhlem úsekovým (viz kap . 9.3). 

Dukaz (užitím otočení) 
Nechť <X AVB je libovolný obvodový úhel príslušný k oblouku AB kružnice A 
a nechť <X ABC je úsekový úhel príslušný k témuž oblouku (obr. 9.68) . Otočim 
tento úhel kolem stredu S kružnice tak, že bod B prejde do bodu B', který j 
sti'edem oblouku BV (tj. B' je prusečík oblouku BV s osou úsečky BV) . Pritom 
bod A prejde do bodu A' kružnice k, bod C do bodu C'. Z vlastností otočení 
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3. 

Dukaz 

Protože stfodní pl'íčky trojúhelníku SaSb, SbSc, ScSa ( obr. 9.69) jsou rovJLp 
bežné s jeho stranami a jejich velikosti se rovnají polovinám techto stran, SL('.i 

1 nolehlost se stl'edem v težišti T a koeficientem stejnolehlosti -
2 

pfovádí L>A · 

v L>SaSbSc. Odtud plyne, že 

IATI = 2ITSal , IBTI = 21rsb 1, ICTI = 2ITScl· 

c 

B 

Obr. 9.69 

9.9 Konstrukční planimetrické úlohy 

Krome dukazových úloh a výpočtových úloh se v planimetrii foší pl'e
devším konstrukční úlohy, v nichž se má sestrojit (zkonstruovat) geometrický 
útvar pl'edepsaných vlastností. Pl'itom se ve stredoškolské matematice užívají kon
strukce pomocí pravítka a kružítka zvané eukleidovské konstrukce. Jsou složeny 
z konečného počtu elementárních kroku spočívajících v konstrukcích bodu, pl'ímek 
a kružníc , jež se provádejí takto: 

a) Bod se sestrojí tak, že zvolíme jeho polohu v rovine nebo ho určíme jako společný 
bod pl'ímek nebo kružníc. 

b) Pfímka se sestrojí tak, že se určí (sestrojí) dva její body. 

c) Kružnice se sestroj í tak, že se určí (sestroj í) její stred a polomer. 

Základní eukleidovské konstrukce jsou tyto: nanesení dané úsečky na danou 
polopl'ímku, prenesení konvexního úhlu k dané polopl'ímce do dané poloroviny, 
sestrojení osy dané úsečky, sestrojení stredu dané úsečky, sestrojení osy daného 
úhlu, sestrojení kolmice a rovnobežky k dané pl'ímce daným bodem . P rvní dve 
z techto konstrukcí jsou nám známy z kap. 9.1, 9.2. Další nyní popíšeme. 
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Obr. 9.70 Obr. 9.71 

Osu o daného konvexního úhlu AVE (0° < l<X AVBI ~ 180°) sest rojíme 
takto (obr. 9.71): Opíšeme kružnici k(V, r) o libovolném polomeru r a její pruse
číky s rameny V A , VB označíme po tade A', B'. Dále sestrojíme osu úsečky A' B' , 

1 
tj . opíšeme kružnice k1 (A' , r') , k2 (B' , r') o stejném polomeru r' > 2IA'B'I 
(napr. r' = r) a označíme X ten z jej ich prusečíku, který leží v polorovine 
A'VB' ; pl'ímka V X je osa úsečky A' B'. A odtud plyne: Polopl'ímka V X je 
hledaná osa konvexního úhlu AVE, zatímco polopl'ímka k ní opačná je osa 
nekonvexního úhlu AVE (180° < ICS::AVB I < 360°). 

3 . Rovnobežku s danou pfímkou p daným bodem M rJ. p lze sestrojit takto 
(obr. 9.72a, b): 

1. zpusob (na základe vety o rovnobežnosti dvou pl'ímek proťatých pl'íč

kou z kap . 9.2). Na pl'ímce p zvolíme dva ruzné body P, Q. Konvexní úhel 
Q PM preneseme do poloroviny opačné k polorovine PM Q, získáme tak 
1: PMX (obr. 9.72a); 1: PMX a QPM tvorí dvoj ici shodných stl'ídavých 
úhlu (1: PMX ~ 1: QPM) . Odkud plyne, že MX je hledaná rovnobežka 
(MX II p) . 

a) b) 

X M '1-
p' 

lf 
p' 

p Q p p 

Obr. 9.72 
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Obr. 9.73 

a) J e-Ii bod M E p , zvolíme ho za stred libovolné úsečky AB c p (obr. 9.73a) 
a sestrojíme podle úlohy 1 osu úsečky AB. Tato pi'ímkaje hledanou kolmicí q 
k pi'ímce p (q J_ p) . 

b) Leží-Ii bod M mimo prímku p , sestrojíme kružnici k o stredu M tak, aby 
protínala pi'ímku p ve dvou ruzných bod ech A, B ( obr. 9. 73b), a podle úlohy 1 
sestrojíme osu PQ úsečky AB. Tato pi'ímka je hledanou kolmicí q k prímce p 
(p J_ q). 

Poznámka. Rovnobežky a kolmice se zpravidla rýsují pomocí dvou trojúhelníkových 
pravítek. Úlohy 3 a 4 však ukazují , že v podstate jde o eukleidovské konstrukce. 

Polohové a nepolohové konstrukční ú lohy 

Konstrukční úlohy, které budeme rešit , jsou v podstate dvojího druhu. V úlo
hách prvního druhu, tzv. polohových úlohách, je určeno umístení daných prvku 
(úseček, úhlu apod.) , tj . jejich poloha v rovine. Rešení polohové konstrukční úlohy 
spočívá v tom, že hledáme jeden nebo více neznámých bodu sestrojovaného ge
ometrického útvaru. Podle jejich počtu rozlišujeme konstrukční (polohové) úlohy 
s jedním, dvema, resp. více neznámými body. V úlohách druhého druhu , tzv. ne
polohových úlohách, je poloha aspoň jednoho z daných prvku libovolne volitelná. 
llešení úlohy nepolohové lze vždy prevést umístením nekterého z daných prvku na 
úlohu polohovou. 
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l 1m1l. 11 p fošei1f ko 1. 1 1:> Lr ukční úlohy 8C vždy i;kládá zc trí základuích čás L í zva-
1t .\lľ !t i'ozbor (analýza), konstrukce, zkouška. Jes tližc jsou v zadání konstrukční 
1il11liy oli ~mžcny parametry (pramenné prvky), pak se rnluví o konstrukční úloze 

pnr a mctry a součástí postupu jejího i'ešení je č tvrtá část zvaná diskuse i'ešení 
( lw 1 1 M Lrnkční úlohy s parametry) . 

1 • Rozbor: Pfedpokládáme, že konstrukční úloha je rešitelná, tj. existuje aspoň 
1•dnn hlcdaný (konst ruovaný) útvar v nejakém umístení . Načrtneme ilustrační ob-

1 ~>'.ok n snažíme se najít vztahy mezi danými a hledanými útvary, a to zpravidla 
l 1dt, že si uvedomíme, které význačné body jsou neznámé, a snažíme se najít pro 
!II\ ])()drnínky, jež musí splňovat . 

1oi námka. V ilustračním obrázku k rozboru nejprve načrtneme výsledný hledaný útvar 
l11·11 ž11 ici, obdélník apod .) a dodatečne do nej zakreslíme dané prvky (pi'ímku procházející 

!IHl..Ý t11 vrcholem , danou kružnici, která se má hledané kružnice dotýkat v daném bode 
1pod.) . 

. Konstrukce: Ve druhé fázi postupu fešení se podle výsledku rozboru for-
111 il11je konstrukční predpis (jeho stručnému symbolickému zápisu se i'íká zápis 

lmnstrukce). Vyjadruje postup, kterým z daných prvku (bodu) postupne získáme 
lil<'cl ané prvky (neznámé body) a vytvoi'íme tak hledaný geometrický útvar. Vy
·IJ ií.z.í se pritom z podmínek pro hledané prvky (body) získaných rozborem. Na 
tlľdcl ade konstrukčního predpisu se provádí konstrukce graficky. 

3. Zkouška: Cílem zkoušky je kontrola správnosti konstrukce. Zjišťuj e se, zda 
ko 11 s trukční predpis získaný rozborem vede pouze k útvarum, jež mají všechny 
11ožadované vlastnosti ze zadání úlohy. Útvary, které nekterou z techto vlastností 
11cmají , je treba na základe zkoušky vyloučit. 

ľoznámka. V prípade, že zadání neobsahuje parametricky zadané prvky, je součástí 
~ lwušky zduvodnení tvrzení , kolik má úloha výsledku. 

4. Diskuse: U konstrukčních úloh s parametry (pramennými prvky) se v dis
lrnsi fešení stanovuje, za kterých podmínek je úloha fešite lná (tzv. podmínky ieši-
1. ľlnosti), a počet iešení. Postupujeme pritom tak, že sledujeme postupne jednotlivé 
kroky konstrukčního predpisu získaného jako záver rozboru a zjistíme podmínky 
( m1tné a postačující) , za nichž jsou proveditelné. 

l'oznámka. Konstrukční úloha s parametry predstavuje množinu konstrukčních úloh, 
kleré získáme volbou všech možných určitých údaju za parametry. V diskusi pak klasifi
k'Ujeme tyto úlohy podle jej ich feš itelnosti. 

Stanovení počtu iešení u polohových úloh je jednoduché a j ednoznačné : kolik 
i'1tvaru vyhovujících podmínkách polohové úlohy lze sestrojit , tolik má úloha rešení . 

úloh nepolohových se lze omezit na určení podmínek rešitelnosti; chceme-Ii určo
vat též počet fešení , je nutné vyslovit presnou úmluvu o tom, která rešení v t echto 
úlohách budeme pokládat za ruzná. Učiníme tuto úmluvu: Pri určení počtu iešení 
nepolohové úlohy vycházíme z počtu rešení polohové úlohy, na kterou ji pfevedeme, 
avšak pokud nekterými jejími rešeními jsou shodné geometrické útvary, pokládáme 
je za jediné rešení nepolohové úlohy. 
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Ph fošení konstrukčních úloh so obvykle užívaj ( Ly to rn cLocly: 

1. m etoda množin všech bodu d a n é vlastnos ti, 

2. metoda geometrických zobrazení v rovine, 

3. metoda algebraická (neboli metoda konstrukce na základe výpočtu), 

4 . metoda sou:fadnic (neboli m etoda užití analytické geometrie). 

První ti'i z techto metod podrobneji popíšeme a ilustrujeme na príkladech v i 111 

sledujících článcích t éto kapitoly. Metodou soufadnic se zabývá kap. 10.17. 

Metoda množin všech bodu dané vlastnosti v rovine 

Rešení konstrukční úlohy užitím množin všech bodu dané vlastnosti (kap. 9.7) 
spočívá v tom, že pro každý z hledaných bodu X stanovíme dve nutné podmínky, 
které musí splňovat, a pak určíme množiny M1, M2 všech bodu splňujících po rad(· 
první a druhou podmínku. Hledaný bod X náleží prilniku množin M1, M2 . Body 
tohoto pruniku sestrojujeme pomocí základních eukleidovských konstrukcí. 

Pfíklady fešení konstrukčních úloh metodou množin všech bodu dané 
vlastnosti 

1. Sestrojte a) kružnici procházející danými tfomi ruznými body A, B, C, kter"· 
neleží v jedné pfímce, tj. kružnici opsanou trojúhelníku ABC, b) kružnici V"'

psanou trojúhelníku ABC. 

Ŕešení 

a) Rozbor. Úloha j e polohová s jedním neznámým bodem, jímž je stred Skruž
nice opsané 6ABC. Tento bod je prusečíkem os stran (kap. 9.4, obr. 9.28), 
jež jsou m. v. b. stejne vzdálených od libovolných dvou sousedních vrcholU 
trojúhelníku (podle m. v. b. 3 kap. 9.7). 

Konstrukce (obr . 9.28): 

K1: Sestrojíme dve z os oa , Ob , Oc stran 6 ABC, napr. Oa, Ob· 

K2: Určíme prusečík s os Oa, Ob (oa n Ob = {S}). 
K3: Sestrojíme kružnici k(S , ISAI). 
Symbolický zápis konstrukce: 

K 1: Oa, Ob i Oa= {X E {!; IB X I = ICXI} , Ob = {X E{!; IAX I = ICXI} 
K2 : S;SEoan ob 
K 3: k ; k = k(S, ISAI) 
Zkouška: Podle této konstrukce kružnice k prochází bodem A. Z rozboru 
dále plyne, že pro její polomer platí r = ISAI = ISB I = ISCI, tj . sestrojená 
kružnice k prochází též body B , C. 

Diskuse: Body A, B , C mohou být promenné (parametry) . Pro každou jej ich 
polohu existuje práve jeden bod S, který je stredem kružnice opsané LABC. 
Úloha má tedy vždy práve jedno rešení. 

b) Rešte obdobne sami užitím toho, že stred S kružnice vepsané 6 ABC je 
prusečíkem os jeho vniti'ních úhlu (kap. 9.4, obr. 9.29). 
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!?.!'Jen. 
Uoz/J or: Úloha .ie polohová, hlcdaným bodem je bod dotyku T kružni 

1-1 (, rojované tečny t =....., AT. Z vlastností tečny plyne, že je ....., AT ..L <-, ;,''J 1 

1 pra to bod T leží na Thaletove kružnici T s A nad prumerem S A (podle m. v, ]]. 71 

kap. 9.7) . 

f(onstrukce (obr. 9. 74): 
KL: Sestrojíme osu o úsečky SA a její prusečík O s úsečkou SA (o n 

= {O}) , který je sti'edem úsečky S A. 

K2 : Sestrojíme Thaletovu kružnici T s A (O, r = ~ ISAI) . 

K3 : Určíme prusečíky Ti , T2 kružnic k, T SA (k n T s A = {T1 , T2} ). 
K,1: Sestrojíme pfímky ti =....., AT1 , t2 =....., AT2. 

o 

Obr. 9.74 

Symbolický zápis konstrukce: 
Ki: o; o = {X E {!; 1sx1 = IAXI} 
K2: O; O E on SA 

K 3: T s A; Ts A = T s A (O, r = ~ISA!) 
K4: T1 , T2; T1 , T2 Ek n Ts A 

'l 

K 5: ti , t 2; ti =<-+ AT1, b =<-+ AT2 
Zkouška: Pfímky ti , t2 procházejí bodem A a po fade body T1 , T2 kružnice , s A, 

pro než platí IST1I = IST2I = r. J e proto ti J_ ....., ST1, t2 J_ ....., ST2 . 

Diskuse: Podle trojúhelníkové nerovnosti pro 6 SOT1 a 6SOT2 platí (označhnr'
-li f} = IOT11 = IOT2 I) 

lr - fll < 1so1 < r + {} , 
a tedy (viz tab 9.3 v kap. 9.3) kružnice k, T s A mají práve dva společné bod)' 
T

1
, T2. Úloha má proto vždy práve dve rešení (tečny ti , t2)· 

Poznámka. Promyslet e, jak se zmení fešení úlohy 2, jestliže bod A bud 

kružnici k , resp. ve vnitfní oblasti kružnice k. 
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a. 

,,„šení 

Rozbor: Daná úloha je polohová s jedním neznámým boclcm, ktcrým j 
hledané kružnice k. Ta má splňovat tyto 3 podmínky: a) procházet b 
b) dotýka t se pfímky t , c) procháze t bodem T. M. v. stredu kružni 
splňují podmínky a) a c), je osa úsečky AT. M. v. stredu kružníc, kter 
podmínky b) a c), je kolmice n k pfímce t v bode T . 

Konstrukce (obr. 9.75): 

K1 : Sestrojíme osu o úsečky AT. 

K2 : Sestrojíme kolmici n k prímce t v bode T (n J_ t , T E n) . 
K3: Určíme společný bod S pfímek na o, pokud existuje (n n o = {S}). 
K4 : Sestrojíme kružnici k(S, ISTI). 

Symbolický zápis konstrukce: 

K 1: o; o = {X E f2i IAXI = ITXI} 
K 2: n; n J_ t , T E n 
K 3: S ; S E n no 
K 4 : k ; k = k(S, ISTI) 

Zkouška: Podle konstrukčního predpisu je ISTI polomer sestrojené kružnice /.
a zároveň f--> ST J_ t , proto pfímka t je tečnou této kružnice v bode T . Budiž }.! 
stred úsečky AT. Pale 6AMS ~ 6 TMS podle vety sus (IAM I = /MTI, stra1 111 
SM je společná, l<X AMSI = /<XTMS/ = 90°). Z toho plyne, že IASI = ITSJ 
a tedy hledaná kružnice prochází i bodem A. 

Diskus e: Konstrukce K1 a K2 mají vždy jediné rešení. Konstrukce K3 má rešení , 
pokud pfímky n a o jsou ruznobežné. Leží-Ii bod A na pfímce t , je o II n , takž 
úloha nemá fošení, ve všech ostatních prípadech má úloha práve jedno rešení. 

/n P1 

~ . /o k 

/ / 
\M .As· 
X / 

\ 

/ ' \ 1 

A ~ :J:P S /~ 
\ I ', ,,,,,, 
\ 1 ................... ,,, 

\1 // ', 
/ ' 

C3 P2 

Obr. 9.75 Obr. 9.76 

4. Sestrojte trojúhelník, je-Ii elána délka jedné jeho strany, príslušné výšky a tež
nice. 

478 

UJ , v ýi:i lm v(' ~t Lčžn icc l,c. J1 L'Oc.ipok lt\doj lll", 
Lo úloha, ney;olohová, kLcro n \zo pfov61-1 l. nn 

lil o l11 1 poJoli ovo u Lak, že nrnístímc nčk Lcrou z úscčck , napi'. HLranu AD. PA.k lmdo 
,,od iný neznámý bod, totiž vrchol C. Ten má splňovat tyto 2 podmínky: a) j cli 
vl':cl1í.lcnost od pi'ímky AB je Vc , b) jeho vzdálenost od st redu S strany AB je l ,„ 
M. v. b , které splňují podmínku a), jsou dve rovnobežky p1, P2 s pfonkou A 
vo vzclálenosti Vc . M. v. b. , které splňují podmínku b) , je kružnice k(S, t c )· 

/(ons trukce (obr. 9.76): 
K 1: Umístíme úsečku AB dané délky c. 
I<2 : Sestrojíme rovnobežky p1 , p 2 s prímkou AB ve vzdálenosti Vc · 

1<:1: Sestrojíme stred S úsečky AB. 
T(4: Sestrojíme kružnici k(S, t c )· 

K5 : Určíme společné body C kružnice k s pfímkami p1 , p2 . Sestrojíme 6 AB 
i'ymbolický zápis konstrukce: 

1< 1: AB; IABI = c 
K 2: Pl , P2i Pl II P2 11<-t AB, IP1 <-t ABi = IP2 <-t AB i = V c 

K:i: S; IASI = IBSI 
K4: k ; k = k(S, tc) 
l< r, : C ; C E k n (p1 U p2) 

Zkouška: Snadno se provede obrácením postupu z rozboru. 

Diskus e: Konstrukce K 1 až K4 jsou vždy j ednoznačné. Počet fošení úlohy závisí 
na počtu prusečíku kružnice k s pfímkami P1, P2: 

a) J e-Ii Vc < t c, jsou pfímky P1, P2 sečnami kružnice k (obr. 9.76). Polohová 
úloha má 4 rešení: 6ABC1 , 6ABC2 , 6 ABC3 , 6 ABC4 , pľičemž však .i 
6 ABC1 ~ 6ABC4 a 6 ABC2 ~ ABC3 . Podle úmluvy uvedené na str. 47 
má proto rešená nepolohová úloha 2 rešení (6 ABC1 a 6ABC2 ). 

b) J e-Ii Vc = t c , jsou pfímky P1 , P2 tečnami kružnice k. Rešením polohové úlohy 
je dvojice shodných rovnoramenných trojúhelníku. Rešená nepolohová úloha 
má tedy 1 rešení (rovnoramenný 6 ABC1 ). 

c) Je-li Vc > t c , jsou prímky P1, P2 vnejšími pfímkami kružnice k. Úloha nem 
žádné rešení. 

Poznámka. Kdybychom pfi fešení vyšli z umístení úsečky CS délky t c, mela by 
úloha 2 neznámé body (A , B) , kdybychom vyšli z umístení úsečky CP délky Vc, mel 
by úloha 3 neznámé body (S, A, B) . 

5. Sestrojte trojúhelník, je-li elána délka jedné jeho strany, príslušné výšky a pr• ·
tilehlého vnitfoího úhlu. 

Ŕešení 
Rozbor~ Nechť je elána délka c strany AB, výška Vc a vnitl'ní úhel velikosti 'ľ· 
Rešená úloha j e n epolohová, umístením strany AB ji prevedeme na úlohu po
lohovou. Neznámým bodem bude vrchol C. Musí splňovat tyto 2 podmínky: 
a) jeho vzdálenost od pfímky AB je Vc, b) úsečka AB je z neho videt pod zor
ným úhlem velikosti "f. M. v. b. , které splňují podmínku a) , jsou dve rovnobežky 
p1, p2 s pfímkou AB ve vzdálenosti Vc· M. v . b. , které splňují podmínku b) , jsou 
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- krt1z1dc k1 , /~" o polo11 ior1t 'I' 

= sin 'Y (pod]c 6. m v. b. z kap. 9.7). 

J( onstrukce ( obr. 9. 77) : 

"rn , kdo 111 

K 1 : Umistíme úsečku AB dané délky c. 

K 2: Sestrojíme rovnobežky P1 , P2 s pľímkou AB ve vzdálenosti Vc . 

K3: Sestrojíme kružnice k1 , k2 z rozboru. 
K4 : Určíme společné body C kružnic k1 , k2 a prímek p

1
, p

2
. Sestr 

úABC. 

k1 

[' 
L 1 ~c, 

v : 

: / 

c 1 

1 

"r 
c 1 

1 

1 

~\ 
~ , ~ j e, \ """ 

k2 

~ 

Obr. 9.77 

Symbolický zápis konstrukce: 

Ki: AB; IABI = c 

K2: Pl , p2 ; Pl // P2 // <--> A B , /pi <--> ABi = IP2 <--> A Bi = V c 

K3: k i, k2; k1 U k2 ={XE Q; l<X AXEi = --y} 
K4: C ; C E (k1 U k2) n (p1 U p2) 

Pi 

P2 

Jl i 111 ' 

Zkouška: Z obrácení postupu rozboru plyne, že nalezené body C splňují všechny 
podmínky požadované v zadání úlohy. 

Diskuse: Úloha je i'ešitelná, práve když kružnice k1 , k2 a pľímky p
1

, P2 mají 
společné body, tj. platí-Ii tato podmínka i'ešitelnosti: 

c 'Y 
Vc .:S: - cotg -- 2 2 

Počet i'ešení dané nepolohové úlohy určíme obdobnou úvahou jako v pi'edchozí 
úloze: 

a) J e-Ii Vc < ť cotg ~, má daná nepolohová úloha 2 i'ešení (6ABC
1

, 6ABC
2
). 

ť(J \1 11 () ť f \11 lot i ti , 

·) .J c-li v„ > ~ coLg ~ , nemá žádné foA011 í. 

oloda geometrických zobrazení v rovine 
lcometrických zobrazení lze užít k rešení konstrukčních úloh v zásade dvojím 

,pflHobcm: 

1, ( icometrického zobrazení použijeme na část geometrických útvaru , ktere se vy
HkyL ují v pomocném náčrtku pfi rozboru konstrukční úlohy. V mnoha pi'í.padcch 
11 nrn to umožní najít takové vztahy mezi danými a hledanými útvary, které by 
Ji 11 ak bylo težké objevit. 

:·cometrické zobrazení aplikujeme na celou geometrickou situaci predstavova
nou náčrtkem pfi rozboru konstrukční úlohy. V tomto prípade samozrejme ne
pľ i cházejí v úvahu shodnosti, které by pfovedly všechny geometrické útvary 
v útvary s nimi shodné, tj. dostali bychom tutéž geometrickou situaci. Z uved0-
11ých zobrazení lze tedy použít podobnosti , zejména stejnolehlosti. 

1>r íklady užití rovinných geometrických zobrazení k rešení konstrukčních 

íl oh 

Užití osové soumernosti 
Touto metodou se reší úlohy o nejkratším spojení nekolika bodu lomenou čarou , 

rn' kLeré úlohy o odrazu, konstrukční úlohy o trojúhelníku, je-Ii jedním z daných 
prvku součet nebo rozdíl stran, a fada dalších úloh. 

L J e dána pl'ímka p a dva body A, B uvnitl' a) opačných polorovin , b) téže polo
roviny s hraniční pi'ímkou p. Najdete na pi'ímce p bod X tak, aby součet jeho 
vzdáleností od bodu A, B byl co nejmenší. 

.Rešení 
Rozbor-. Jde o polohovou úlohu s jedním neznámým bodem X. 

a) Leží-Ii body A, B uvnitr opačných polorovin s hraniční pi'ímkou p 
(obr. 9.78a), je hledaný bod X zrejme prusečík úsečky AB s pi'ímkou p, 
takže IAXI + IBXI = IABI. Pro každý jiný bod X1 =1- X pi'ímky p to ti ž 
podle trojúhelníkové nerovnosti platí IAX1 I + IBX1I > IABI. 

a) b) 
p 

A 

B 

Obr. 9.78 

p 

\ 
x\ 

\ 
\ \ 

\ \ 
\ \ 
\~ 

_:>.,, 
-- B' 
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li) 

K onstrukci proveďte sami na základe rozboru. 

Zkouška také bezprost redne plyne z rozboru: 

a) Pro ses trojený bod X E p pla tí IAXI + IBX I = IAB I, zatímco pro k w.cl y 
jiný bod X 1 E p je IAX 1I + IB X 1I > IABI . 

b) Pro sestrojený bod X E p pla tí IAX I + IBXI = IAB' I, zatímco pro k11~ cl y 
jiný bod X1 E p je IAX1 I + IBX1I > IAB'J. 

Diskuse: Úloha má vždy práve jedno rešení 

Poznámka. Ruznými modifikacemi t éto úlohy jsou fyzikální úlohy týkající se odľiW. 11 

svetelných paprsku, kulečníkových koulí apod. 

2. V rovine(} jsou <lány prímka o a trojúhelníky ABC a K LM. Určete na stranách 
techto trojúhelníku všechny dvojice bodu soumerne sdružených podle osy o. 

R ešení úlohy snadno provedeme užitím tohoto principu: Máme-li v rovine elánu 
pfímku o a dve čáry m , n, pak všechny dvojice bodu soumerne sdruženýcli 
podle osy o, které leží na čarách m , n, dostaneme zrejme jako prusečíky čáry 71. 

s čárou m', kteráje obrazem čáry m v uvažované osové soumernosti (obr. 9.79) , 
a čáry ms čarou n' , která je obrazem čáry n . Stačí ovšem sestrojit jen prusečíky 
čar n, m' a body k nim soumerne sdružené podle osy o na čáre m. 

m' n 

o 

m 

Obr. 9.79 Obr. 9.80 

Užití otočení 
Tato metoda je založena na následujícím principu: J e-li v rovine dán bod S, 

úhel velikosti a a dve ruzné čáry m, n , pak všechny body čáry m, které po otočení 
o úhel dané velikosti ve zvoleném smyslu (kladném, resp. záporném) budou ležet 
na čáre n, dostaneme jako body pruniku čáry na čáry m' vzniklé otočením čáry m 
( obr. 9.80). 
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:t. l A. ::l<'H LľoJ~o 'l'OV· 
Jcžcly po fa<l č na 

ľ?, e.9ení 
Ncchť pfímka b leží uvnitr pásu ohraničeného rovnobežkami a, c (obr . 9.81). 

zbor: Jde o polohovou úlohu se dvema neznámými body B , C . Prevedeme ji 
na úlohu s jedn ím neznámým bodem B otočeným kolem stredu A o úhel velikosti 
n = 60° (rovnající se velikosti vnitfních úhlu rovnostranného trojúhelníku) 
v kladném , resp. záporném smyslu. Obrazem B' vrcholu B v tomto otočení bude 
totiž vrchol C E c, tj . C = B'. Protože pfi tom B' E b', kde b' je obraz pfímky b, 
dostaneme tento bod jako společný bod pfímek c, b'. Po získání bodu B' = C 
určíme již snadno neznámý bod B z podmínky rovnostrannosti trojúhelníku 

ABC. 

b~ b~ 

M~ N{ 

a 

b 

B1 B2 

c 

Obr. 9.81 

Konstrukce (obr. 9.81) : 
K

1
: Pfímku b otočíme kolem stredu A o úhel velikosti a = 60° v kladném 

smyslu a v záporném smyslu tak, že otočíme libovolné dva její body M , N. 
Dostaneme tak obrazy této prímky b~ =,__, M{ N{ , b; =,__, M~N~ (kel 
indexy 1, 2 odpovídají po rade prvnímu a druhému zobrazení). 

K
2

: Společný bod pfímek b~ , c je vrchol B~ = C1 a společný bod pfímek b;, 

je vrchol B; = C2. 
K

3
: Vrcholy B1 a B 2 sestrojíme na základe podmínky JB1C1J = JAC1 I 

a IB2C2 l = JAC2l-
K4 : Sestrojíme rovnostranné trojúhelníky AB1C1 a AB2C2-
Zkouška: Z rozboru bezprostredne plyne, že sestrojené trojúhelníky splňuj í 
všechny požadované vlastnosti. 

Diskuse: úloha má vždy práve dve rešení. 

Užití stredové soumernosti 
Tato metoda je speciálním pfípadem metody otočení (pro velikost úhlu otočení 

o = 180°). J ejí princip proto plyne z principu metody otočení (slovo „otočení" 
stačí nahradit slovem „stredová soumernost" ). 
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)HLrojLo LľojúholiJ ťk AIJC, j o- li dŕLi• o : "/ 82'\ 1„: 
Rešení (obr. 9.82) 
Rozbor: Daná úloha je nepolohová. Pfovedemc ji v polohovou úlolrn. sc dvo1111 1 
neznámými body (vrcholy) B , C umístením težnice AM dané délky IA.Ml 
= ta (M je stred strany BC) na zvolenou polopi'ímku AX. Nechť T' je o l 1ľ11 
težište T trojúhelníku ABC ve stredové soumernosti podle stfodu M (IA'.7'1 

2 
= ITT'I = 3ta, IAMI =ta)· Obrazem 6 MTB v tomto zobrazení je 6MT 1

( ' , 

2 
takže platí 6MT'C ~ 6MTB a odtud plyne, že ICT'I = IBTI = 3tb . Bod<' 

2 
musí proto splňovat tyto 2 podmínky: a) od bodu T' má vzdálenost 3tb, b) k 11.1 

na kružnicovém oblouku, z nehož je videt úsečku AM v zorném úhlu dn,11„ 
velikosti /. Bod B musí vyhovovat temto 2 podmínkám: a) od težište T i 11 11 

2 
vzdálenost 3 tb , b) leží na polopi'ímce CM. 

Konstrukce (obr. 9.82) : 
K1 : Umístíme úsečku AM dané délky ta na zvolenou polopi'ímku AX a sestro 

2 
jíme težište T jako vnitľní bod úsečky AM ve vzdálenosti IAT I = 

3
ta. 

K2 : Sestrojíme obraz T' težište T ve stredové soumernosti podle stredu M . 
K3 : Sestrojíme body B, C splňující uvedené dvojice podmínek, užijeme k tom11 

množin všech bodu daných vlastností. 
K4 : Sestrojíme 6ABC; pfi daném číselném zadání prvku existuje práve jedno 

rešení. 
Zkouška: Z rozboru vyplývá, že sestrojený 6ABC má všechny vlastnosti poža
dované v zadání úlohy. 

Poznámka. Úlohu z príkladu 4 by bylo možné rešit též užitím stejnolehlosti. 

m 

X 

Obr. 9.82 

m' 

~ X2ó----- -

A -A' 

Obr. 9.83 

n 

Užití posunutí 
Tato metoda je založena na následujícím principu: Nechť jsou v rovine elány 

dve čáry m, n. Všechny body čáry m , které po posunutí daném vektorem posunutí 
s = AA' budou ležet na čái'e n, dostaneme jako prusečíky čáry n a čáry m' , jež je 
obrazem čáry m v tomto posunutí (obr. 9.83). 
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, "t\ iriJn1 u d(tn.Y Lľi l'Uí1H6 l)()cly J\ , 11 , ( 11 ltLudi t1olo:r,f v jeclnó p ŕí 111 nc. Boc lo111 / \ V< 1 c ľ1 . 1 1 
tJ •~ f rnlrn JJ Lak, aby a) 1;o učoL nobo h) n.l>HoluLní bocln oL11, r 

1i1fo1ky od boch\ J3 , C byly wvny cla116nrn čísln ct > O 

/?1 '.frm 
!lozbor (obr. 9.84a, b): Vzdálenosti bodu Ba C od hledané pi'ímky JJ pfi oztm-
:\oní podle obrázku jsou IBPI a ICQI . Má být 1 IBPI ± ICQI 1 = d. Posunutíw 
ľ1 M !' čky DP do polohy B' Q dostaneme úsečku B' C o délce 1B'C 1 = cl. a) J c- li 
\10 <1 B' vnejším bodem úsečky CQ, je IB'C I = JBPI + JCQ I = d (obr. 9. 84.t\) . 
Ii) Jc-li bod B' vniti'ním bodem úsečky CQ,je J JBPJ - JCQJ J = d (obr. 9.84b) . 
V pravoúhlém trojúhelníku BB'C známe tedy v obou pi'ípadech preponu 
n odvesnu B'C. 

11) b) 

Ta o 

Obr. 9.84 

c 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Konstrukce (obr. 9.84c): 
Nad prumerem BC sestrojíme Thaletovu kružnici T ac a na ní najdeme body 
resp. B", pro než JB'C I = JB"CJ = d. Bodem A vedeme pak hledané pi'ímky 
p 1 , P2 jako kolmice k pi'ímkám B'C, B"C. 

Zkoušku proveďte sami na základe rozboru. 

Diskuse [souhrnná pro oba prípady a), b)]: Je-li d < JBCJ , má úloha 2 ruzná 
fešení (p1 J_ <--+ B'C , P2 J_ <--+ B"C). J e-li d = JBCJ , má práve jedno fešcn 
(p J_ <--+ BC) . Je-li d > JBCJ , nemá úloha fešení. 

4 



Užití stcjnolehlosti 
Tét o mctocly používámc k fošcní Lčch ko11s Lrukčn ích úloh, v nichž lz 

mezi útvarem daným a hledaným vztah stejnololilost i. Zojména ji však užív:\n11 ' 
pfi rešení tech konstrukčních úloh, u n.tchž .i e možno poclmínky, které má 111oc.ta11S· 
geometrický útvar splňovat, rozclelit na dve čás ti: první skupina podmínek urču.1" 
tvar , druhá (bývá v ní zpravidla jen jedna podmínka) určuje velikost a polol11 1 
hledaného útvaru. V tomto prípade sestrojíme nejprve pomocný geometrický útva1 
splňující jen všechny podmínky první skupiny a určíme stred stejnolehlosti, kteľ ŕi 

tento útvar pi'evede v útvar hledaný. V této stejnolehlosti pak sestrojíme útvaľ 
vyhovující i podmínkám (podmínce) druhé skupiny. Takto postupujeme napr . pľ i 

sestrojení trojúhelníku, je-li jeden z daných prvku úsečka dané délky a ostatní prvky 
jsou úhly dané velikosti nebo pomer délek jeho stran či pľíček, nebo pfi sestroje11í 
útvaru, který má obsahovat daný bod nebo jehož strany mají ležet na rovnobežcc 
s danou prímkou. 

6. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li elána velikost jednoho vniti'ního úhlu , pomóľ 

délek stran svírajících tento úhel a délka výšky príslušné k vrcholu tohoto úhlu. 

C' = C = S 

A' P' B' 

Obr. 9.85 

Ŕešení (obr. 9.85) 
a m 

Rozbor. Označme 'Y danou velikost úhlu , - = - daný pomer délek stran a V c 
b n 

danou délku výšky. Snadno mužeme sestrojit takový .6.A' B'C' , že JA'C'J = n , 
JB'C' I = m, J<X A'B'C'I ="(, a v nem výšku C'P' délky JC'P' I = v~. Pokud 
by bylo v~ = V c , pak by .6.A' B' C' = .6.ABC, čímž by úloha by la vyi'ešena. 
Je-li v~ i= Vc, vyhovuje však .6.A' B' C' jen prvním dvema podmínkám úlohy. 
V tomto prípade sestrojíme .6.ABC jako takový obraz .6.A' B' C' ve stejnolehlosti 
se sti'edem S = C' = C, že výška .6.ABC príslušná k vrcholu C má délku 
JCPJ = V c · 

K onstrukce: 

K1: Sestrojíme libovolný .6.A' B'C' takový, že J<J: A' B'C' J = "( , JA'C'J n, 
JB' C' 1 = m; jeho výšku príslušnou k vrcholu C' označíme C' P'. 

K2: Na poloprímku C' P' naneseme úsečku CP délky JCPJ = Vc · 

K 3 : Bodem P vedeme pľímku p rovnobežnou s prímkou A' B'. 
K 4 : Určíme body A , B jako prusečíky prímky p po ľade s pľímkami C' A' 

aC'B' . 
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k<mJ/w: í:: 1 · 0 11li o ľlí ] Jly110, zo HllHl •. ľ(),j m 1 ý l.ro.J ľ11 1o l11 ! k l t!JC 1-1p l1 u0o v!Jm:l111y .J1111ľ 
vlttHLllOMLi . 
Oislm se: Poknd 'Y < L80° , jso11 všcclmy čás li korn; Lrukcc joclnoz 1 tačné, úl<.111 11 11 111 

jediné fošoní . 

Pri rešení ďalších príkladu využijeme tyto cluležité vety o zobrazování krn„11 

'ti<' stejnolehlých zobrazeních: 

\!. 1. 

V. ~ . 

Obrazem 1ibovolné kružnice k(O, r) v každé stejnolehlosti H(S, r;,) se Sľŕľ
dem S a koeficientem stejnolehlosti r;, je kružnice k' (O', r'), jejíž stred O' 
je obrazem stredu O kružnice k v této stejnolehlosti a pro jejíž polomer r' 
platí r' = Jr;, J · r (obr. 9.65, kap. 9.8). 

Jsou-li elány libovolné dve kružnice k(O, r), k'(O' , r') s ruznými polomery 
r, r', pak existují práve dve stejnolehlosti H1(S1, r;,1), H2(S2, r;,2) zobrazující 
kružnici k na kružnici k'. Stredy 51, 52 techto stejnolehlostí leží na prírncc 
procházející body O, O' (obr. 9.86 až 9.88) ajejich koeficienty jsou po radč 
v , r' r' 
c1sla K1 = - , "'2 = -- . 

r r 

Si 

-· S1 

\ 
\ 
\ 

" \ 
--- -'<--\""-',, 

Obr. 9.86 

Obr. 9.87 

/·O' 
/ / 

/ / 
// / 

/ / 
/ 

/ 

ti 

t2 



Obr. 9.88 

Bod Si, který leží vne úsečky 00', tj. stredné kružnic k, k: se nazývá vn1íJtil 
stred stejnolehlosti kružnic k , k' ; bod S2 ležící uvnitr úsečky 00' se na;r._y v11 
vnitrní stred stejnolehlosti kružnic k, k'. Body Si, S2 sestrojíme takto: Urči 111P 
obrazy libovolného bodu A E k v obou stejnolehlostech Hi, H

2
, jsou to po fa,j,. 

body A~, A~ E k' , které leží na pi'ímce rovnobežné s prímkou OA a procházOjlľ1 
stredem O' kružnice k' , pričemž bod A~ leží v téže polorovine s hraniční pfon lw11 
00' jako bod A a bod A~ leží v polorovine opačné (obr . 9.86). Prusečík pfär11·il 
00' , AA~ je bod Si a prusečík prímek 00' , AA; je bod S

2
. 

Speciálne: J estliže k , k' jsou dotýkající se kružnice, pak jejich dotykový bod .i• • 
jedním ze stredu stejnolehlostí Hi , H2; bod vnejšího dotyku (obr. 9.87) je vnitr 111 
stred stejnolehlosti (T = S2 ), bod vniti'ního dotyku ( obr. 9.88) je vnejší stfod 
stejnolehlosti (T = Si). 

Poznámka. Veta V.l platí pro nesoustfodné kružnice, ale také pro soustfodné kružnice. 
V tomto prípade stredy obou stejnolehlostí H1 , H2 splývají se společným stl'edem obo11 
kružnic (81 = 82 = O = O' ). 

VS. J sou-li <lány libovolné dve nesousti'edné kružnice k(O , r), k'(O', r') s týmž 
polomerem r = r' , pak existuje práve jedna stejnolehlost H(S, K) zobrazu
jící kružnici k na kružnici k'. Tato stejnolehlost je stredovou soumerností 
podle stredu S, který je sti'edem úsečky 00' (obr. 9.89a, b, c). 

K nekterým dvojicím kružníc existuje prímka, která je tečnou obou kružni" 
zároveň, tato pi'ímka se nazývá společná tečna dvou kružnic. 

K jejímu sestrojení lze výhodne užít stejnolehlosti techto kružníc , neboť pla tí 
vety: 

V. „{ Každá pi'ímka, která prochází stredem stejnolehlosti dvou kružnic a je teč
nou jedné z techto kružníc, jejejich společnou tečnou (obr. 9.86, 9.87, 9.89). 

Zdôvodnení je snadné: prumery kružníc kolmé ke společné tečne jsou navzájem 
rovnobežné. 
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-1, 

t2 

11) t3 c) 

t1 t 1 

T2 t2 t2 

Obr. 9.89 

11 . .5. Mají-li dve kružnice o ruzných polomerech společné tečny, pak každá z nich 
prochází buď vnejším, anebo vniti'ním stredem stejnolehlosti techto kružníc 
( obr. 9.86, 9.87). 

'oznámka. Pro dvojici kružníc o témž polomeru veta V.5 neplatí; tyto kružnice mají 
d voj ici rovnobežných společných tečen, které neprocházejí stredem st ejnolehlosti techto 
lm 1žnic, pouze prípadné ostatní společné tečny jím procházej í ( obr. 9.89a, b, c). 

Sestrojte společné tečny daných dvou nesousti'edných kružnic k( O, r) , k' (O' , r'): 
a) o ruzných polomerech ( r -=f. r'), b) o témž polomeru ( r = r'). 

Ŕešení 
Rešená úloha je polohová. 

Rozbor: Sestrojení hledaných společných tečen lze provést užitím vet V.4, V. 5 
a pi'ipojené poznámky. Dotykové body tech tečen , které nejsou kolmé k pi'ímce 
00', určíme pomocí Thaletových kružníc nad prumery Si O, S1 O', S2 0 , S20'. 

Konstrukce: viz obr. 9.86, 9.87, 9.89. 

Zkouška: Sestrojené tečny splňují všechny vlastnosti společných tečen dvou kru;;;
nic. 

Diskuse: 

a) Počet společných tečen kružnic k, k' o polomerech r -=f. r': 4 pro k, k' ležící 
navzájem ve svých vnejších oblastech ( obr. 9.86) ; 3 pro k , k' s vnejším do
tykem (obr. 9.87); 2 pro k , k' protínající se (obr. sestrojte sami) ; 1 pro k , k' 

4 ------....... 



H vui L ŕn ( 1 11 d0Lyko1u (o iiľ . D.88) ; O, j oHUilt.o Jod tm y, kľll7. 1 t i c /1:, /~ ' lmií vo v1ill 1111 
oblas Li clruhó. 

b) Počet společných tečen kružnic k, k' s týmž pol omčrcrn i · = 1,1 : 4 pro 1J, /, ' 
ležící navzájem ve svých vnejších oblas tech (obr. 9.89a); 3 p ro k , k' s vnčJ ~ i111 
dotykem (obr. 9.89b) ; 2 pro k , k' protínající se (obr. 9.89c). 

8. Nechť jsou dány dve rôznobežné pi'ímky p , q a bod M , který neleží na M,<11 11• 
z nich. Sestrojte kružnici, která má stred na pi'ímce p, dotýká se pi'hnk.\r '/ 
a prochází bodem M. 

Rešení (obr. 9.90) 
Rešená úloha je polohová. 

Rozbor: Pi'edpokládejme, že existuje hledaná kružnice k se sti'edem O E 'li , 
procházející bodem M a dotýkající se pi'ímky q v bode T. Zvolíme-Ii libov<1 I 
nou kružnici k' se sti'edem O' E p a dotýkající se pi'ímky q v nejakém bod„ 
dotyku T' , pak podle vet V.2 , V.6 jsou kružnice k , k' stejnolehlé ve stejnolc l1 
losti se sti'edem S , jímž je prusečík pi'ímek p , q. Obrazem bodu M E k v té l.11 
stejnolehlosti je bod M' E k' , který je prusečíkem pi'ímky S M s kružnicí k' 
Stejnolehlé pi'ímky OM a O' M' jsou rovnobežné. 

Obr. 9.90 

Konstrukce (obr. 9.90): 

K 1 : Určíme prusečík S pi'ímek p , q. 
K2 : Sestrojíme pomocnou kružnici k' se stredem O' v libovolném bode 

pi'ímky p a s bodem dotyku T' E q. 
K3 : Určíme prusečíky M{ , M~ pi'ímky SM s kružnicí k'. 
K4: Bodem M vedeme rovnobežky s pi'ímkami O' M{ a O' M~. 
K5: Sestrojíme kružnice k1 , k2 se stredy 0 1 , 02 a s body dotyku T1 , T2 na 

pi'ímce q; body T1 , T2 leží na Thaletových kružnicích nad prumery S01 

a S02. 
Zkouška: Z rozboru vyplývá, že sestrojené kružnice k1 , k2 splňují všechny poža
dované vlastnosti. 

Dískuse: Úloha je i'ešitelná, práve když pi'ímka q leží v polorovine pM , a má 
pak dve i'ešení (kružnice k1 , k2 ). 
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lr~ohrni cká inotoda fošoní kons tr nkčních úloh v rovina jo 11nlo7.onn an 
•H l 1'ojov{t11 l ÍI Hcčck , jcjicliž clélky jso u vyjádfo ny nčj a.kýrn i (danými , rnHp. 11 isk 

1v 111i) ttlgc iJ rnickýrni výrazy. 
;l,1íkl<t<lní úlohy Lakto fešené jsou nepolohové konstrukční úlohy LohoLo Lypu: 

Mn11tc• HCHLrojit úsečku , jejíž délka má číselnou hodnotu x rovnou pfodcpsanénm 
lfl, t•l>rnickómu výrazu V(a , b, . . . ), kde a, b, . . . jsou určitá kladná čista, popl:. 

1 11 1 ľ t L lll c Lry . Nčkteré speciální prípady konstrukčních úloh t ohoto typu a jejich fošcn 
l'nt. li()I' , popis konst rukce) uvádíme v tabulce 9.8 a v obr. 9.91 , 9. 92. 

Q 

B 

v X X 

Obr. 9.91 

a) b) 

A 
C2 

s B 
A B 

C1 c2 

C1 

Obr. 9.92 

l'oznámka. Pfi fešení konstrukčních úloh algebraickou metodou se obvykle pracuje s čí
H< ~ l11ými hodnotami délek úseček, i když se pro stručnejší vyjadfování mluví o jejich dél-

loí.ch. 

P'ríklady rešení konstrukčních úloh algebraickou metodou 

1. Sestrojte úsečku, jejíž délka má číselnou hodnotu a) x = VTO, b) x = /IT, je-li 

zvolena jednotková úsečka. 

Rešení 
a) x = vs:2, takže jde o základní úlohu typu 5 (tab. 9.8). Konstrukcc j 

provedena na základe Eukleidovy vety o výšce v obr. 9.93a a na základ 
Eukleidovy vety o odvesne v obr. 9.93b. (IOAI = 5, \OBI = 2, IOXI = x). 

a) TAB -- X 

~ / 
/ \ 

/ \ " / X " / \ 
/ \ c BS A 

/ 5 2 

A s o B 5 

Obr. 9.93 

~ 



Základní typy úloh o konstrukci úsečky, j ejíž délka je určena 
daným algebraickým výrazem 

Tab. O . ~l 

Typ Algebraické Rozbor, popis konstrukce 
vyjádrení délky x 
sestrojované 
úsečky 

l. X = a+b Z kap. 9.1 víme, že grafický součet úseček o délkách a, b 
(a , b > O) , má délku x = a + b; grafický rozdíl úseček o délkách a, b 
resp. x = a - b, (a> b) má délku x = a - b. 
(a > b > O) 

2. 
ab 

Na ramenech libovolného konvexního úhlu s vrcholem V X= -
c (o velikosti 0° < a < 180° ) sestrojíme takové úsečky V A, (a,b, c> O) 

b [' X b VB , VC, že platí IVAI = a, IVBI = b, IVCI = c. Vedeme 
ne o 1 - = - bodem B rovnobežku p s pl'ímkou AC a označíme X a c 
x se nazývá prusečík pfímek p, VA (obr. 9.91). P ak lo.VAC ~ lo.VXB , 
čtvrtá takže X = IV x 1. 
geometrická 
úmerná 

3. X = Ja
2 + b2 Sestrojíme-li pravoúhlý trojúhelník s odvesnami o délkách 

(a , b > O) a , b, pak podle Pythagorovy vety jeho prepona má 
délku x . 

4. x= ~ Sestrojíme-li pravoúhlý trojúhelník s preponou délky c 
(c > b > O) a odvesnou délky b, pak podle P ythagorovy vety jeho 

druhá odvesna má délku x. 

5. X= y'ciC2 
(c1 > c2 > O) a) Sestrojíme-li pomocí Thaletovy vety pravoúhlý 

x se nazývá trojúhelník s preponou rozdelenou na úseky 

strední délek C1, C2 (obr. 9.92a), pak podle Eukleidovy vety 

geometrická o výšce je délka výšky rovna x . 

úmerná b) Sestrojíme-li pomocí Thaletovy vety pravoúhlý 
trojúhelník s preponou délky c = c1 a jedním jejím 
úsekem o délce c2 (obr. 9.92b), pak podle Eukleidovy 
vety o odvesnách odvesna pfilehlá k tomuto úseku má 
délku x. 

Poznámka. Za uvedených predpokladu mají úlohy 1 až 5 práve jedno rešení. 
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:v v-11 
zc všt\k LÓŽ nžíL Úprn,vy X J1 l J9'""i"2 = V 32 

\· ( J2f 1\ HOH LľO 
na z::ákladč P y Lhagorovy včLy úscčkH , jcjíž dólka má čísohwn hodnoLn :i: , 
ja ko preponu pravoúhlého Lrojúhelníku o odvčsnách clélck 3 a J2. (Pfäoi11 
úsečku délky .J2 mi'.1žeme sest rojit jako úhlopl'íčku čtvercc o s Lran č jcd11n1. 
kové délky.) Konstrukčne jednodušší je užití úpravy x = JTI = J36=-2ľ 
= J52 - 52 , podle níž je x délka odvesny pravoúhlého trojúhelníku o 
pone délky 6 a druhé odvesne délky 5. 

Poznámka. Poslední zpusob rešení lze zobecnit: Každou úsečku délky )2k + 1, kel 

k E N, môžeme sestrojit užitím vztahu 

2k + 1 = (k + 1)2 - k2 pro každé k E N, 

podle nehož je ) 2k + 1 rovna délce jedné odvesny pravoúhlého trojúhelníku , jehft' 

prepona má délku k+ 1 a druhá odvesna má délku k. 

2. Sestrojte úsečky, jejichž délky jsou elány algebraickými výrazy: 
a2 + b2 

- cd a) x = b) x = ifQ,bCd (a , b, c, d, e > O) . 
e 

R ešení 

a) Pfevedeme na základní konstrukce podle t ab. 9.8; postupne sestrojím 
2 

úsečky délek m = Ja2 + b2 , n =Jed, p = Jm2 
- n2

, x = !!__, Konstruk e 
jsou provedeny v obr. 9.94a až e (sestrojení výsledné úsečky délky x je prov1.:
deno dvema zpusoby: v obr. 9.94d jako úloha typu 5 a v obr. 9.94e jako úloha 
typu 2 podle t ab. 9.8, pi'ičemž \OE\ = e, \OP1\ = \OP2\ = p , \OX\ = x). 
Úloha je jednoznačne fešitelná za predpokladu, že je a

2 
+ b

2 
> cd. 

b) c) 

b m n 

a c d p 

d) 

X e 

Obr . 9.94 

H);3 

~ 



a: :Yčibcd JÍ1in , kdo 'IY/, v'ii];, ,,; V('dj (I HOČky O clóli<ád1 m, n, a: tH' 

HLrojímc j cdnoznačnč užiLím Enldci<l ovýcl1 včL ( ľtl ohn Lyp 11. 5 podle Lab . 9.8). 

3. Zlatým ľezem dané úsečky AB sc rozumí takové jcjí rozdčlcní bodem 
dve čás ti (úsečky) A Z, B Z, že pla tí (obr . 9.95a) 

[AZ[ : [BZ [ = [AB [ : [AZ[ ([AZ[ > [BZI), 

lll 

tj. pomer délky vetší části a menší části úsečky je roven pomeru délky coJri 
úsečky a její vetší části. Odvoďte konstrukci zlatého fezu úsečky AB na základti 
algebraické metody. 

b) 

k1 
a) 

A[ l"x T .i ~ :"_x } 
c 

~a 

A ~a S !Z B 

Obr. 9.95 

Rešení 
Rozbor (obr. 9.95a): Označme [AB[ = a, [AZ[ = x, [BZ [ = a - x. Pak podmínka 
pro zlatý i'ez nabývá tvaru 

x : (a - x ) = a:x čili x 2 = a(a - x) 

( tj. délka úsečky AZ je geometrickým prumerem délek úseček AB a ZB neboli 
obsah čtverce nad vetší částí AZ úsečky AB je roven obsahu obdélníku určeného 
celou úsečkou AB a její menší částí ZB). Odtud po ekvivalentních úpravách 
dostáváme kvadratickou rovnici pro neznámou x: 

x2 + ax = a2 neboli ( a)2 5 X+ 2 = 4a2. 

Protože je x + ~ > O, a > O, plyne odtud po odmocnení 

a v'5 a ~ 
x + - = - a a tedy x = - (v 5 - 1) 2 2 ) 2 ) 

1 . 
kde 2 ( v'5 - 1) = 0,618. 

Konstrukce zlatého rezu (tzv. Heronova konstrukce) je provedena v obr. 9.95b: 
Mejme dánu úsečku AB délky a. V bode B sestrojme kolmici k AB a na ní 
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ÚHOČ lw JJG' (l(ilky ~ ~ l) (L I (' t1tliiT.Ni} 110 kľt1 ~ 1 1 lc1 /1! 1 (c, ·~ ) · . I o.) { 1 1ľ ÍLH llčf k H 11)1 1'1 

koH ,4C ozn ačrn c 7) n scsLro.Jmo ki · 1 1 ~ 11 i c i k2(A , [AD [ = x) . .J cj ť pr ľtsočík s (1111" 

kon AB je hod z) kLcrý LnLo (1 Hcčk 11 d člí v po rnčrn zla tého rezu. 

" kouška: Správnost této konstrukcc z obr. 9.95b vyplývá z P y Lhagorovy vll l. 

pro pravoúblý trojúhelník ABC o prepone délky x + ~ a odvesnách, jež maj 

a ( a)2 (a)2 clélky a, 2 [ x + 2 = a
2 + 2 ] . 

Diskuse: Konstrukce zlatého fezu je j ednoznačne proveditelná pro každou úsečku 
A B. 

Poznámka. Zlatý fez úsečky mel po dlouhé období významnou roli ve výtvarném 
umení a v architektufe. Také v prírode nacházíme nekteré pomery délek odpovídající 
zla tému fezu. V geometrii se zlatého fezu užívá pfi konstrukci pravidelného desetiú

b.elníku a petiúhelníku o stranách dané délky, jak ukážeme v následujícím príkladu . 

4. Do kružnice o daném polomeru r vepište: a) pravidelný šestiúhelník, b) pravi
delný desetiúhelník, c) pravidelný petiúhelník. 

Ŕešení 
Rozbor provedeme postupne pro pravidelné mnohoúhelníky v pfípadech a) , b) , 

c). 
a) Každý pravidelný šestiúhelník vepsaný kružnici k(S, r) lze rozdelit na šes t 

shodných rovnostranných trojúhelníku, jejichž strany procházející sti'edem 
jsou zároveň polomery kružnice k, takže pro délky stran pravidelného šesti-

úhelníku platí a6 = r. 
b) Každý pravidelný desetiúhelník vepsaný kružnici k(S, r) lze rozdelit nad 

shodných rovnoramenných trojúhelníku s úhlem velikosti 36° pfi vrcholu 
a s úhly velikosti 72° pfi základne délky a10 . Uvažujme jeden z techto troj
úhelníku A 1 A2 S (obr. 9.96a); osa úhlu SA1 A 2 protne stranu A 2S v bode Q. 
Podle vety uu o podobnosti trojúhelníku platí 6A1 A 2Q ~ 6SA1A2, pľičem~ 
[A1A2[ = [A1Qf = [QS [ = aio · Odtud plyne, že 

A 

a) 

s c 

A3 B 

Obr. 9.96 

4 
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[AJA2f fil lSf 
fA2Qf = [AJA2 I 

·ili 
i10 1' --- = --

i· - aw aw 

tj . a10 je délkou vet ší části úsečky délky r rozdčl en é zla tým Iezcm (viz p 1 i 
r 

klad 3), a proto a10 = '2 (J5 - 1) . 

Dále ze shodného trojúhelníku A2A3S (6A2A3S ~ 6A1A2S) vyplývá : U W•11 

úhlu A2SA3 , která protíná stranu A 2A 3 v bode P , je 6A2 A 3S rozdelen "' ' 
dva shodné pravoúhlé trojúhelníky A 2PS a AgPS. V 6A3PS je f PA~ I 

1 1 
= 2 IA2A3 f = 2a10 a zároveň f PA3f = r sin 18°. Odtud a10 = 2r sin l 00 

2r cos 72° =? cos 72° = ~~ a po dosazení vypočtené hodnoty a 1 

r ( ~5 1) d t, ' V . 720 v'5 - 1 V V" V ' d = - v 0 - os avame, ze cos = --- , coz vyuz1Jeme v pnpa . 
2 4 

c) Každý pravidelný petiúhelník vepsaný kružnici k(S, r) lze rozdelit na pôL 
shodných rovnoramenných trojúhelníku s úhlem velikosti 72° pfi vrcholu ,t1 
a s úhly velikosti 54° pfi základne délky a5 . Uvažujme jeden z techto troj 
úhelníku AgA5S (obr. 9.96a): Osa úhlu AgSA5 protne stranu A3A 5 v bode M 
a rozdelí 6A3A5S ve dva shodné pravoúhlé trojúhelníky A 3MS a A 5M S . 

1 1 
V 6A5MS je IM A5f = 2 fA3A5f = 2a5 a zároveň fMA5f = r sin 36°. Odtud 

plyne, že a5 = 2r sin 36° a užitím goniometrického vzorce pro libovoln6 

Cť v 1 - cos Cť v 1 - cos 72° o: E R: 1 sin 21 = 
2 

dostáváme a5 = 2r 
2 

. Po dosazení 

v , ,, v5 - v'5 r 1 vl5 hodnoty cos 72° vypoctene v b) vychaz1 a5 = r --
2
- = '2 v 10 - 2 5. 

Z odvozených vztahu pro a6 , a10 a as vyplývá: 

a~+ ai0 = a~. 

Konstrukce (obr. 9.96b): V kružnici k(S, r) zvolíme dva k sobe kolmé pru
mery AB, CD . Sestrojíme stred E úsečky SD a kružnici l(E , fAEf) , která 
protne úsečku es délky r v bode F. Pak je fASI = a5, fFSI = a10, fAFI = 

= as . 
r 

Zkouška: V obr. 9.96b je fASf = r = a5, fSEf = '2' takže fFEI = fAE f 

= JIASf 2 + fSEf2 = -Jr2 + (~) 2 =~VS, a tedy 

fFSI = fFEI - ISEI = ~ (v's-1) = a10; 

Vr 2 2 r 
fAFI = vfFSl 2 + fASf 2 = -( v'5 -1) + r 2 = - J10 - 2y'5 = a5. 

4 2 

Diskuse: Všechny použité konstrukce jsou j ednoznačne proveditelné, úloha 
má tedy vždy práve jedno ľešení (pro zvolenou polohu kružnice k). 

11oznám/w, C/miH11 dokt\:.ml , žo 111 il1lqld 11 vM h\111 ku1u1Ln1 ll.c1 (l.j . k rp 1>, 1t,l111 111 11 p1 u,v 1 ~1u: 1 u 

Iv.o HOH Lru.iH lmžcl..Ý prnvJdolný 11,- últoli.Ht (n C.. N, n ? !\) Lnkový, zo v rnv.kltido čh1l ri n !1 11 
prvočiniLo l o jHoll obi;a~cny j en mocniny 2"", kdo rn. C N, 11obo prvnl mocniny prvočíi;ol 

2" t. vm u p = 2 + 1, kde k je nezáporné ccl6 číslo (Lj . p = 3, 5, 17, .. „ a tedy n = 

3, 4, 5, 6, 8, J.0 , 12, 15, 16, 17, 20, ... ). 

Do daného trojúhelníku ABC vepište obdélník o daném obvodu 2p. 

A 

X 

B D c 

Obr. 9.97 

Rešení 
Rozbor (obr. 9.97): Označme x, y délky stran vepsaného obdélníku. Má platit 

2X + 2y = 2p čili X + y = p. (1) 

V obr. 9.97 je podle vety uu o podobnosti trojúhelníku 6ABC "' 6AB' C' . 

Odtud plyne, že 

[BC\ : \B'C'I =\AP\: fAP'\ čili a: x = v: (v - y) , 

kde v je výška príslušná ke strane a trojúhelníku ABC. Odtud 

x = 
a(v - y) (2) 

v 

Rovnice (1), (2) pľedstavují soustavu dvou lineárních rovnic pro neznámé x, y. 

Dosazením z (2) do (1) dostáváme 

takže 

av - ay v 1. ( ) ( ) ---=- + y = p ci i v - a y = v p - a , 

y=v(p - a) 
v - a 

v 

x = p- v(p - a) 
v - a 

a(v - p) 
když v# a. 

v-a 

(3) 

(4) 

Konstrukce: Sestrojíme nejprve úsečky o délkách v - p, p - a, v - a (úloha 
typu 1, tab . 9.8) . Poté sestrojíme úsečky x , y dané algebraickými vztahy (4) 
(úloha typu 2, tab . 9.8) . 
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i:skttsc: 

a) Protože je :c > O a y > O, musí být bud' 

v - a > O, p - a > O, v - p > O čil.i v > p > a, 
nebo 

v - a < O, p - a < O, v - p < O čili v < p < a. 

D ' l , b ' t v·1· a(v - p) o v·1· a(a - p) o t" a e mus1 y x < a c1 1 - a < c1 1 < , J. 

(<i ) 

u.r v - a v - a 
a - p < O, v - a > O, což je splneno podle nerovnosti (5), nebo a - p > 0

1 
v - a < O, což je splneno podle nerovnosti (6). Rovnež musí být y < v čili 
v(p - a) o v•1· v(p - v) o . b d' o o v . 
_..:::_ .........:_ - V < CI 1 < , tj. U V - a < , p - V > , COZ JI ' v - a v-a 
splneno podle nerovnosti (6), nebo v - a > O, p - v < O, což je splneno poclk 
nerovnosti (5). Jsou-li tedy spineny nerovnosti (5) nebo (6), má daná úlol1a 
práve jedno ľešení. 

b) J e-li v = a =J. p, rovnice (3) nabývá tvaru O· y =J. O, takže úloha nemá i'ešení. 

c) Je-li v = a = p, má rovnice (3) tvar O· y = O, takže úloha má nekonečn/í 
mnoho i'ešení, tj. každý vepsaný obdélník má obvod 2p. 

9.10 Obsahy geometrických obrazcu 

Geometrický obrazec (stručne obrazec) je rovinný geometrický útvar ohra
ničený uzavrenou čarou , která je též část í obrazce. 

K mefení geometrických obrazcu se zavádí míra zvaná obsah geometrického ob
razce: 

Zvolí se čtverec o strane jednotkové délky, jemuž se pl:'ifadí j ednot kový obsah 
1 dj2; tento čtverec se nazývá j ednot kový čtverec. Libovolnému mei'itelnému 
obrazci O se pak pl:'ifazuje obsah obrazce O označovaný S , pro který platí S = 
=K dj

2
, kde K je kladná číselná hodnota obsahu obrazce a dj 2 je libovolná jednotka 

obsahu. 

Základní (charakteristické) vlastnosti obsahu obrazce jsou: 
1. Každé dva shodné geometrické obrazce mají sobe rovné obsahy. 

2. Obsah libovolného geometrického obrazce složeného z nekolika nepi'ekrývajících 
se geometrických obrazcu, se rovná součtu obsahu techto obrazcu. 

Poznámka. Nejčasteji užívané jednotky obsahu jsou metr čtverečný (m2 ), jeho díly: de
cimetr čtverečný (dm

2
) , centimetr čtverečný (cm2

) , milimetr čtverečný (mm2 ) a násobky: 
kilometr čtverečný (km

2
) , ar (a) [l a = 100 m 2], hektar (ha) [l ha = 100 a]. 

Obvodem obrazce se rozumí délka jeho hranice. 
Délkou kružnice neboli obvodem kruhu nazýváme limitu posloupnosti 

(kap. 6.2), jejímiž členy jsou součty délek shodných úseček A
1
A

2
, A

2
A

3
, .. . , 

AnA1 takových, že krajní body A1, A2, ... , An leží na kružnici (obr. 9.98). 
Označíme-Ii délku kružnice o, je tedy 

o = lim Pn, kde Pn = /A1A2/ + /A2A3/ + .. . + /AnA1/ = n · /A1A2/ n ->oo 

(Pn jsou obvody pravidelných mnohoúhelníku vepsaných kružnici). 
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Obr. 9.98 

V tabulce 9.9 jsou souhrnne uvedeny vzorce pro výpočet obsahu S nekterých 
obrazcu. Zároveň jsou zde uvedeny také vzorce pro výpočet jej ich obvodu o. 

Obsahy a obvody geometrických obrazcu 

Trojúhelník S _ 1 _ 1 b _ 
obecný - 2a. Va - 2 . Vb -

Obdélník 

D b 
a 

Kosodélník 

Lichobežník 

t- ~s- "-f~ 
f1 

1 
- 2c · Vc 

S = ~ bc · sin °' = 
2 
1 
-ac · s in (3 = 
2 
1 

2ab · sin r 
( tj. poloviční součin dvou 
stran a sinu úhlu jimi 
sevfeného) 
Heronuv vzorec: 
S = js(s - a)(s - b)(s - c) , 

1 
kde s = -(a+ b + c) 

2 
o = a + b +c 

S = ab 

o = 2·(a+b) 

S = av 

S = ab ·sin °' 

o = 2·(a+b) 

S = a + c · v = sv 
2 

(tj. strední pfíčka krát 
výška), 

1 
kde s = -(a+ c) 

2 
o = a + b + c + d 

\ 

Trojúhelník 
pravoúhlý 

~ 
Trojúhelník 
rovnostranný 

a!i\ 
~ 

Čtverec 

l>'/l 
Kosočtverec 

Pravidelný 
n -úhelník 

Tab. 9.9 

S = ~ab 
2 
1 

S = - C · V c 
2 

o = a+b+ c 

a 2 1 
S = -V3 = - av, 

4 2 
1 

kde v = 2aJ3 

o = 3a 

S= a 2 

1 
S = -u2 , kde u = a.J2 

2 
o = 4a 

S = av 
1 

S = -u1u2 
2 

S = a 2 ·sin°' 

o = 4a 

S = n . a.(! = O(! 
2 2 

o = na 
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okračování 

Kruh 

s 
Mezikruží 

1 
S = Tir 2 = -Tid2 

4 
o = 2Tir = Tid, 

kde TI je Ludolfovo čísl o: 
. . 22 

TI = 3 14159 = -
' 7 

S - ( 2 2) -- TI r 1 - r2 -

= TI(r1 + r2) · (r1 - r2) = 

= ~ (di - d~) 

Kruhová výs 

s 

ó 
Kruhová úseč 

s 
/'.. 

1/ ~-.,Z' 

(:==> 
Výseč 

rnezikruží 

@ 2 

" 

ni·2 
S = -- n< o 

360° 
1 1 

S = - r 2 
· x = - ar 

2 2 ' 

'ľrti> . OJI 

Tir 
kde a = -- cx 0 = rx 

180° 
(délka kruhového oblo uku) 

1 . 
S= -r2 (x - sm x) 

2 

s = ---2:__ ( 2 2) 3600 r1 - r2 . °'o = 
1 

= 2 (ri - rnx 

Pro kruhovou výseč, úseč a výseč mezikruží je a velikost stredového úhlu ve stupúové míľe, 
x j eho velikost v obloukové míľe 

Poznámky. 

1. Prostfodky, které pfosahují rámec stredoškolské matematiky, lze dokázat , že není 
možná tzv . rektifikace krnžnice, jíž se rozumí určení (sestroj ení) úsečky, jejíž délka 
by byla presne rovna délce kružnice . 

2. Pfi odvozování vzorcu pro obsahy obrazcu uvedených v tabulce 9.9 postupujeme zpra
vidla tak , že na základe definice obsahu obrazce odvodíme obsah obdélníku, odtud pak 
obsah trojúhelníku, lichobežníku atd. U kruhu K o polomeru r dokazujeme, že mu lze 
j ednoznačne pfifadit obsah S = Tir

2 t éto vlastnost i: Pro jakkoli malé kladné číslo E 

je možné najít mnohoúhelník kruhu K opsaný o obsahu Sn a mnohoúhelník t omuto 
kruhu vepsaný o obsahu s~ t ak, že platí 

ISn - Sl < E a IS - S~I < E, tj. !im Sn = !im s~ = s. 
n - cx:> n-;cx:> 

Pro obsahy podobných mnohoúhelníku platí veta: 

Je-li S obsah mnohoúhelníku a S' obsah podobného mnohoúhelníku, pak je S' = 
= k

2 
·S, kde k > O je koeficient podobnosti. 

Pfíklady dukazu vzorcu pro obsahy geometrických obrazcu 

1. Dokažte, že pro obsah S každého trojúhelníku ABC, jehož strany mají délky 
a, b, ca vnitfní úhly velikosti o:, /3, "'/, platí 

1 1 1 
S = 2bc sin o: = 2ca sin j3 = 2ab sin"'/-
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c vzore,. 

- r.vľ 

JlľO obsah trojúhelnílm ABC. 

.Jo-li 0° < o: < 90°, pak Vc = b sin o: (obr. 9.99a), takž 

1 
S = 2, bc sin o:. 

1) 

(2) 

.Jc-li o: = 90° , pak sin o: = 1 a V c = b (obr. 9.99b) , takže opet platí pro obsah, 
vzorec (2) . J e-li 90° < o: < 180°, pak Vc = b sin (180° - o:) (obr. 9.99c) , avšnk 
Hin (180° - o:) = sin o:, a tedy i v tomto prípade platí pro obsah S vzorce (2). 
Osta tní dokazované vzorce dostaneme ze vzorce (2) cyklickou zámenou prvln' . 

11.) c b) c c) c 

/1 

Vc l 

1 

1 

c p B c B ~--\°' \ '>.. 

Obr. 9.99 

Dokažte Heronuv vzorec pro výpočet obsahu S trojúhelníku pomocí délek jeh 
stran a, b, c: 

S = /s(s - a)(s - b)(s - c), 
1 

kde s= 2(a+b +c). 

Dukaz 
Vyjdeme ze vzorce (2) pro obsah S trojúhelníku odvozeného v p.fedchozím prí
kladu. Vyjádríme v nem sin o: podle goniometrického vzorce z kap. 4.5 (str. 180): 

o: o: o: o: 
sin a = 2 sin 2 cos 2 a za sin 2 , cos 2 dosadíme z trigonometrických vzorc1~t 

z vety V.4 kap. 9.5: 

sin ~ = / (s - b )(s - c) 
2 V bc ' 

~ -fif!i·(s - a) 
cos - b ' 2 c 

kde 
1 

s= 2(a + b + c). 

Po provedení techto úprav dostáváme: 

1 . 1 .o: o: 
S = - bc sm o: = - bc · 2 sm - cos - = /s (s - a) (s - b) (s - c) 

2 2 2 2 

3. Nechť S je obsah trojúhelníku ABC, jehož strany mají délky a, b, c. DokažL„, 
že pak pro polomer r kružnice opsané a polomer f! kružnice vepsané tomuLo 
trojúhelníku platí vzorce 

abc s 
r = 4S ' f! = -; ' 

\ 
kde 8 = a+ b + c 

2 

01 



A 

·1Ucnz 

a) První vzorec vyplývá zc vzorce známého z ľormnl acc sinov6 včLy (vč La V, 1 
a 

v kap. 9.5) : r = --. - , kde a je velikost vnitrního úhlu Lrojúhclnílrn i lJJ (' 
2 sm a 

proti strane délky a. Dosadíme-li za sin a ze vzorce (2) pro obsah S Lr0, 
1 

úhelníku ABC z príkladu 1: S = 2 bc sin a, dostáváme první dokazov11. 11y 
vzorec. 

b) Druhý vzorec dokážeme takto: Nechť S je stred kružnice vepsané t rojúhul 
níku. Protože trojúhelník ABC se skládá ze tfí nepfekrývajících se t rojúhul 
níku ABS, BCS , GAS (obr. 9.100) , je jeho obsah S roven součtu obsalii1 
t echto tfí trojúhelníku, jež mají vesmes výšku (/: 

1 1 1 1 s 
S = 2 ca + 2 aa + 2 ba = 2 (a + b + c) a = as =? a = -; 

c 

~~~~~~~~-c 

s-a Pc s-b B A a 

Obr. 9.100 Obr. 9.101 

Príklady výpočtu obsahu a obvodu geometrických obrazcu 

1. Vypočtete obsah S trojúhelníku ABC, je-li dáno 

a) a = 56,28 dm, c = 34,75 dm, j3 = 63° 24' , 

b) a = 32,5 cm , b = 58 ,4 cm, c = 72 ,6 cm. 

Ŕešení 
1 

a) Podle vzorce S = 2ac · sin (3 pro obsah trojúhelníku dostáváme: 

S = ( ~ · 56,28 · 34,75 ·sin 63° 24') dm2 ~ 874,36 dm2
. 

b) Výpočet provedeme užitím Heronova vzorce S = .js(s - a)(s - b)(s - c), 

kde s = ~(a + b + c); dostáváme S = ) 81,75 · 49,25 · 23,35 · 9,15 cm2 ~ 
~ 927,5 cm2 . 

2. Vypočtete obsah rovnobežníku, jsou-li <lány délky jeho stran a = 25 cm, b = 

= 15 cm a velikost ostrého úhlu sevreného jeho úhlopľíčkami w = 55° 30' 
(obr . 9.101). 
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11ohMmlk im č Lyri Lrnjúho ln ťky se sLojným 

1 U l U 2 . 1 . 
S1 = - · - · - · sm w = - u1u2 sm w 

2 2 2 8 ' 

obsah 6CD S je 

S 
1 'U1 U2 . ( 0 ) 1 . 

1 
= - · - · - · sm 180 - w = - u 1u 2 sm w. 

2 2 2 8 

Podle kosinové vety pro 6 B C S platí 

'> (Ul )
2 

(U2 )
2 

U1 U 2 b~ = 2 + 2 - 2 . 2 . 2 cos w 

a pro 6 CDS podle t éže vety platí 

2 (Ul )
2 

(U2 )
2 

U1 U2 a = 2 + 2 + 2 · 2 · 2 cos w , 

neboť cos (180° - w) = - cos w. Sečtením rovnic (3) a (4) dostáváme 

( u;) 2 + ( u;) 2 
= ~ ( a2 + b2

). 

Odkud po dosazení do rovnice ( 4) vychází: 

1 2 1 ( 2 2) v · • a
2 

- b
2 

- u
1 

u 2 cos w = a - - a + b c1h u 1 u 2 = ---
2 2 cos w 

Obsah S rovnobežníku lze proto vyjád.i'it t akto: 

1 1 a2 
- b2 1 

S = 4 · -u
1
u2 sin w = - · - - - sin w = - (a

2 
- b

2
) · tg w 

8 2 coo w 2 

a po dosazení číselných hodnot dostáváme: 

S = ~ (252 - 152) cm2 t g 55° 30' ~ 200 · 1,455 cm
2 

= 291 cm
2 

(3) 

(4) 

3. Určete trojice pi'irozených čísel udávajících číselné hodnoty délek stran prav"
úhlého trojúhelníku, jehož obvod i obsah mají sobe rovné číselné hodnoty. 

Ŕešení 
Označme a, b délky odvesen a c délku prepony uvažovaného pravoúhlého troj-

úhelníku, pro který má platit 

~ 

1 
a + b + c = - ab 

2 
a2 + b2 = c2. 

(5) 

(6) 
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2 2 ( l ) a + b = 2 ab - a - b 

odkud po umocnení a dalších úpravách 

4b - 8 8 
a = --=4+-- . 

b- 4 b - 4 
(7 

Protože a i b mají být pfirozená čísla, musí být číslo b - 4 delitelem čísla 8, tj . 
muže být rovno jednomu z čísel 1, 2, 4, 8 čili číslo b nabývá hodnot 

bi = 5, b2 = 6, b3 = 8, b4 = 12. 

Príslušné hodnoty čísel a, c jsou podle (7) a (5): 

ai = 12, a2 = 8, a3 = 6, a4 = 5 

C1 = 13, C2 = 10, C3 = 10, C4 = 13 

Úloze tedy vyhovují dva pravoúhlé trojúhelníky s číselnými hodnotami délek 5, 
12, 13 (o = 30, S = 30) a 6, 8, 10 (o = 24, S = 24). 

4. Dokažte, že součet obsahu 51 , 52 tzv. Hippokratových mesíčkil, tj. obrazcu 
M 1 , M 2 (obr. 9.102) omezených oblouky polokružnic, které jsou sestrojeny nad 
stranami pravoúhlého trojúhelníku ABC v polorovine ABC, je roven obsahu S 
trojúhelníku ABC. 

B 

Obr. 9.102 

Rešení 
Jak vidíme z obr. 9.102, pulkruhy nad odvesnami o délkách a, b jsou složeny 
z vybarvených obrazcu M1 , M2 a z tech částí pulkruhu sestrojeného nad pre
ponou délky c, jež nepatrí vniti'ku trojúhelníku ABC. Odtud plyne, že platí 
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s1+s2 = ~n(~f + ~n(~r - [ ~n(~) 2 -s] 
1 

= -n(a2 + b2 
- c2

) + S = S 
8 

(neboť podle Pythagorovy vety je a
2 + b2 = c

2
). 

l tc.9en . 
l!.ozlwr: Označírnc- li a, /1 , r· d6lky sLran Lrojúhelníku AJJC jilnž po faclč 1n1 \ ~ii 11 'i1 

dn11é výšky Va, Vb, V c , pak jeho obsah S lze vyjádfit vzorci 

1 1 1 
S = 2ava, S = 2bvb, S = 2CVc · 

ScsLrojíme-li trojúhelník A' B'C' se stranami o délkách a' = Va, b' = Vb, c' •1,1 

11 označíme-ii délky jeho výšek v~. , v~, v~ (obr. 9.103a), pak pro jeho obsah pla L!: 

1 1 
S' = - VaVa, 

2 

~ rovníc (8) a (9) plyne, že 

1 1 
S'= -VbVb, 

2 

1 1 
S' = -VcVC' 

2 
(9) 

S' , _ -a, 
Va - S 

S' 
1 - -b, vb - S 

S' 
v~ = Sc, (10) 

n proto sestrojíme-li trojúhelník A 11 B 11 C 11 se stranami o délkách a" = v~ , b" = 

= v~, c" = v~, pak 6 A" B"C" ,....., 6 ABC (s koeficientem podobnosti k = ~ ). 
Speciálne muže být 6A11 B 11 C11 stejnolehlý s 6 ABC, napr. podle stredu S = í! = 
= C" (obr. 9.103b) . 

b) 

a) 
C' 

1 v~ 
V c 

A 
A' Q3 

Obr. 9.103 

Konstrukce (obr. 9.103a, b): 
K1: Sestrojíme 6A1B 1C1

, jehož strany mají délky IB'C'I = Va, IC'A'I = V[J, 

\A' B'I = V c (obr. 9.103a). 
K

2
: V 6 A' B'C' sestrojíme výšky A'Q 1 , B'Q 2 , C'Q3 , jejichž délky označhľ1 

IA'Q1\ =v~, IB'Q2I = v~ , IC'Q3I = v~. 
K S t ., /\A11 B 11 C11 t . d'lk' h IB"C"I I IC"A"I I 

3
: es roJime u se s ranami o e ac = va, = V111 

K4: 
K5: 

K 5: 

K1: 
Ks: 

\A" B" \ = v~ (obr. 9.103b). 
V 6A" B" C" sestrojíme výšku C" R3 príslušnou ke strane A" B". 
Na polopi'ímce C"R3 sestrojíme úsečku C11

P3 délky IC"P3I = V c · 

Bodem P3 vedeme rovnobežku p s pfímkou A" B". 
Určíme prusečíky A, B pi'ímky p s polopi'ímkami C" A" a C" B" . 
Ze získaných vrcholu A, B, C = C" sestrojíme hledaný 6 ABC. 
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dané délky vý~o J , 

9.11 Základní pojmy a vety stereometrie 

V kap. 9.1 jsme uvedli , že základní geometrické pojmy jsou bod, prím.lm 
a rovina, popsali jsme jejich označování písmeny a pripomneli jsme, že každ1í 
pi'ímka a každá rovina obsahuje nekonečne mnoho bodu, jsou to tedy pi'íklacl y 
nekonečných bodových množin. 

Dále jsme se však zabývali jen rovinnými geometrickými útvary, tj . geomw· 
trickými útvary, které jsou částí roviny. Nyní se budeme zabývat prostorovýrni 
geometrickými útvary, tj . geometrickými útvary, které nelze umístit do roviny. 

Pojmy incidence bodu, prímek a rovín jsme vyložili v kap. 9.1. V prostoru pr 
ne p latí tyto jednoduché základní vety (jejichž platnost je zrejmá z názoru) : 

Základní vety o incidenci bodu, pfímek a rovin v prostoru 

V 1. Dvema ruznými body A , B prochází práve jedna prímka p. Ríkáme, že 
pfímka p je určena body A, B, a píšeme p =+-> AB nebo p = <---+BA. 

V. 2. Leží-li dva ruzné body A , B v rovine o, leží i prímka jimi určená v rovine o 
(A E (} /\ B E (} ==> +-> AB c (}). 

V 3. Danou prímkou p a daným bodem X ležícím mimo ni prochází práve jedna 
rovina (J. 

V 4. Tfomi danými body A , B , C , které neleží v prímce, prochází práve jedna 
rovina (J. 

V. 5. Dvema ruznými pi'ímkami p , q, které mají společný bod, prochází práve 
jedna rovina (J. 

v pi'ípadech uvedených ve vetách 3, 4 a 5 ríkáme, že rovina {! je určena 
danými body či pi'ímkami, a píšeme {! = +-> pX, {! =+-> ABC, {! = +-> pq. 

V.6. Procházejí-li dve ruzné roviny o, u týmž bodem A, obsahují práve jednu 
prímku p , která prochází bodem A. Mimo tuto prímku p nemají už žádný 
společný bod. 

V zájemná poloha pfímek a rovm 

Z kap. 9.1 víme, že každé dve prímky v rovine jsou buď ruznobežky, nebo 
rovnobežky. V prostoru jsou t.ľi možnosti vzájemné polohy dvojice pfímek: Dve 
ruzné pi'ímky p , q, které mají práve jeden společný bod P , leží (podle vety V.5) 
v téže rovine; t akové pi'ímky se nazývají ruznobežné pfímky (ruznobežky) . 
Bodu P se i'íká prusečík ruznobežek; píšeme p n q = {P}. Dve ruzné prímky 
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Vzáj e mná poloha dvou pfímek v prostoru 

pfímky p , q 
1 

1 1 
leží v jedné rovine neleží v jedné rovine, 

Tab. 9.10 

pfičemž nemají žádný společný bod 
p, q jsou mimobežky 

,- 1 

mají společný práve jeden nemají žádný společný bod (p n q = 0), 
bod (p n q = { P} ) nebo splývají (p = q) 

p , q jsou ruznobežky p, q jsou rovnobežky 

Vzájemná poloha p f ímky a roviny muže být dvojí: Neleží-Ii pi'ímka p v rovine (}, 
má s ní (jak plyne z vety 2) společný nejvýše jeden bod. J estliže má pi'ímka p 
s rovinou o společný práve jeden bod P , i'íkáme, že pfímka p je ruznobežná 
s rovinou (!. Bod P se pak nazývá prusečík pfímky p s rovinou (}; píšeme 
p n f2 = {P}. Nemá-li pi'ímka p s rovinou (} žádný společný bod (p n q = 0) nebo 
leží-li v rovine (} (p C o), i'íkáme, že pfímka p je rovnobežná s rovinou o; píšeme 
p II (J . Zápisem p H f2 se rozumí , že prímka p není rovnobežná s rovinou {! , tj . je 
s ní ruznobežná. Klasifikace vzájemné polohy pi'ímky a roviny je pfohledne shrnuta 
v tabulce 9.11. 

V zájemná poloha pfímky a roviny Tab. 9.11 

pľímka p , rovina (! 

1 

1 1 
mají společný práve jeden bod nemají žádný společný bod (p n {! = 0) 

p je ruznobežná s {! nebo každý bod pfímky p 

je bodem roviny {! (p C {!) 

p je rovnobežná s [! 
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l'ro vz~iemiioit votolm dvojice ?'ovin j Mon (,yLo 111ož11 0MLi: lh ro n~~ uo l iMHó rovl11,1; 
(! , a , ktcró mají spolcčnou právč jcclnn prhnku p (a pod lo v č Ly V. G kľorn č ní non1tt.i í 
žádné další společné body) , se nazývají ruznobežné roviny . Pfí mku p nazývá11 1t· 
prusečnicí rovín (! , a a píšeme (! n a = p . Dve ruzné roviny (! , a, ktcré nemaj 
žádný společný bod, se nazývají rovnobežné roviny. J e účelné pokláda t také dv/'i 
splývající roviny(!, a (o = a) za rovnobežné roviny. J sou-li (!,a rovnobežné roviny, 
p íšeme (! II a . Zápisem (! K a se rozumí , že roviny (! , a jsou ruznobežné. Klasifikac) 
vzájemné polohy dvou rovín shrnujeme pl'ehledne v tabulce 9.12. 

V zájemná poloha dvou rov in Tab. 9.1 

roviny {! , a 

1 

1 
prťmikem je pľímka (e n a = p) prunik je prázdný (e n a = 0) 

{! ,a j sou ruznobežné nebo obe roviny splývají (e = a) 

{! , a jsou rovnobežné 

V. 7. Veta o vzájemné poloze t fí rilzných rovin 
Pro vzájemnou polohu libovolných trí ruzných rovín nastává vždy práve 
jedna z techto peti možností: 

a) Každé dve z daných rovín jsou rovnobežné (obr. 9.104a). 

b) Dve z daných rovín jsou rovnobežné, tretí je s nimi ruznobežná a protíná 
je v rovnobežných prusečnicích (obr. 9.104b) . 

c) Každé dve z daných rovín jsou ruznobežné a všechny tfi prusečnice jsou 
navzájem rovnobežné a ruzné (obr. 9.104c). 

d) Každé dve z daných rovín jsou ruznobežné a všechny tfi prusečnice 
splývají v jedinou pľímku (obr. 9.104d). 

e) Každé dve z daných rovín jsou ruznobežné, všechny tri prusečnice jsou 
ruznobežné a procházejí jediným společným bodem všech tfí rovín 
(obr. 9.104e). 

Vety o rovnobežnosti pfímek a rovin 
V. 8. Daným bodem P prochází práve jedna rovina(! rovnobežná s danou rovi

nou(!. 

V.9. Pro každé tfi pl'ímky p , q, r a každé tfi roviny (! , a , T platí: 

a) Je-li p II q, q II r , pak je také p II r. 

b) J e-li p II q, p II (!, pak je také q II (!. 

c) J e-li (! II a , a II T , pak je také (! II T. 

d) J e-li (!II a , p II (! , pak je také p II (J'. 
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11) 

"Y 

(1 

°' 
e) 

Obr. 9. 104 

V.1 O. Kritérium rovnobežnosti pfímky a roviny 
J e-Ii pľímka p rovnobežná s nekterou prímkou q roviny[!, pakje rovnobč::/. 11 ;í . 
s rovinou (! . 

V.1 1. Kritérium rovnobežnosti dvou rovin 
Obsahuje-Ii rovina (! dve ruznobežky p, q, z nichž každá je rovnohry, 11 ;'1. 
s rovinou u , pak roviny (! , u jsou rovnobežné. 

V.12. a) Nechť daná pl'ímka p je rovnobežná s danou rovinou p. Potom kay,d;'1. 
rovina, která prochází pfímkou p a je ruznobežná s rovinou (! , prol.Í 11;'1. 
tuto rovinu v pfímce q rovnobežné s prímkou p. 

b) Nechť pl'ímka p je rovnobežná s každou ze dvou ruznobežných rov111 
(! , a. Potom je prímka p rovnobežná s prusečnicí q rovín p, a. 

Poloprostor, vrstva 
Libovolná rovina (! rozdeluje prostor na dve části , z nichž každá včetne roviny 

se nazývá poloprostor. 
Rovine (! se fíká hraniční rovina poloprostoru. Každý vnitl'ní bod X poa 

loprostoru , který neleží v jeho hraniční rovine, se nazývá vnitrní bod p olo· 
prostoru. Množina všech vnitl'ních bodu poloprostoru se nazývá vnitfok pn
loprostoru. Poloprostor určený hraniční rovinou (! a vnitl'ním bodem X s 
poloprostor (!X nebo i-; (!X. Poloprostory QA, (!B (A -f. B) se nazývají o p ac 
poloprostory, jestliže rovina(! protíná úsečku AB v jejím vnitfoím bode; í:íká.111 
pak, že rovina (! oddeluje body A, B . Poloprostory (!A, (!B splývají (j 
totožné) , jestliže buď A = B , anebo A # B a rovina (! neprotíná úsečku 
fikáme pak, že rovina (! neoddeluje body A, B. 
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{ 
.Je- Ii prí111ka. 11 r<J v 11 o l1t\ž 11;\ s roví111111 (! , al\' 11ľiľ;>,í v 11 í, p;1,k všcc l111y h<id y prí111ky 1' 

uá lcží v11iLL'lrn Lél1 ož poloprosloru , jcliož lirani čuí roviH0 11. je rov iHa. fJ. 

J e-Ii rovina. T rovnobežná s rovinou (!, a.le T =J (!, pa.k všechny body roviny T 

náleží vniti'ku téhož poloprostoru s hraniční rovinou (!. 

Nechť (!, (J jsou dve ruzné rovnobežné roviny; libovolný bod roviny(! označme P 
a Ii bovolný bod roviny (J označme Q. P otom prunik poloprostoru QQ, (J P se na.zývá 
vrstva s hraničními rovinami (! , (J. Libovolný bod vrstvy, který neleží v hraničních 
rovinách (! , (J , se na.zývá vnitfní bod vrstvy; množina. všech t a.kových bodu se 
na.zývá vnitfek vrstvy. 

Pojem konvexního útvaru je v prostoru definován stejne ja.ko v rovine (viz 
str. 418). Príklady konvexních prostorových útva.rujsou rovina., poloprostor, vrstva. 
a jejich vnitfky. 

Volné rovnobežné promítání 

Pfi ľešení stereometrických úloh je možné pro názornost použít trojrozmerné 
modely prostorových útvaru, avšak prakticky je to obtížné. Rešení techto úloh 
si proto usna.dňujeme pomocí zobrazování prostorových útvaru do roviny. Syste
mat icky se temito zobrazovacími metoda.mi zabývá sa.mosta.tná disciplína. nazývaná 
deskriptivní geom etrie. Ve stereometrii se pro fošení jednodušších prostorových úloh 
(zejména. polohových) používá tzv. volné rovnobežné promítání, které je jednoduché 
a názorné; stručne ho nyní vysvetlíme. 

Rovnobežné promítání je určeno danou rovinou Jr zvanou príunetna a. da
nou pfímkou s, jež je s prumetnou Jr rôznobežná. Množina. všech rovnobežek s pfím
kou s, zvaných promítací p:fímky, určuj e smer rovnobežného promítání. Li
bovolný bod X prostoru lze promítnout do prumetny Jr ta.kto: Bodem X vedeme 
promíta.cí pfímku ( tj. rovnobežku s pfímkou s) a. určíme její prusečík X' s pru
metnou Jr , jemuž se fiká prumet bodu X. Množina. prumetu všech bodu daného 
útvaru U se na.zývá prurnet útvaru U a. značí se U'. 

Pfi konstrukci prumetu prostorových útvaru v rovnobežném promítání do pru
metny Jr, za kterou obvykle volíme nákresnu, využíváme techto základních vlastností 
rovnobéžného promítání: 
1. Prumetem libovolné pfímky je buď pfímka, nebo bod. 
2. Prumety libovolných dvou ruzných rovnobežek jsou buď rovnobežky (jež mohou 

prípadne splynout) , nebo dva. ruzné body. 
3. J est liže prumety rovnobežek p, q jsou pfímky, potom prumety úseček AB, CD, 

které leží po fa.de na. pfímkách p, q, jsou úsečky A' B', C' D', pro než platí 

IA'B' I : \C'D'I = IABI: ICDI. 

(Ta.to vla.stnost platí i tehdy, když úsečky AB, CD leží na jedné pfímce p.) 
4. Prumetem každého geometrického útvaru U, který leží v rovine rovnobežné 

s prumetnou (tzv. pručelné rovine) , je útvar U' shodný s útva.rem U. 
Poznámky. 
1. Geometrický útvar , který neleží v pručelné rovine, se rovnobežným promítáním zpravi

dla zkresluje. Tak. napi'. prumetem roviny /2 rovnobežné s promítacími pfímkami (sme
rem promítání) je pfímka, takže potom prumetem libovolného konvexního n-úhelníku 
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ložfdlw 1/ rov li10 a j o úHoč lm .. Jmw II 1 1 ľo 11 1fl. 1 ~<'1 i>i·l 111 k y (H t • lÔľ pľ0 1 t 1 \L{l.11 \) rfl~, 11 0'\iMi ll \I 
H rnvhion (), jo prľnJ1ólo 1 n libovol11 6li o ko1 1vox1t1l10 n- ľd i cl1 1íku Jl1 /\ 2 . .. A„ lmdc!lw v ro
vin č () opčt kon vcxni n-úholník A1

1 
j\ ~ ... A:,, klorý však zpravidla. non! s n-úhol 11fko111 

A1 fh ... A.,„ sbod 11 ý. 
uvedené tretí v lastnosti rovnobežného promítání plyne tento dusledek: Je-li prô-

mčtem úsečky AB úsečka A' B', je prumetem stredu S úsečky AB stred S' úsečky 
A' B'. Príklad použití: Nechť rovnobežným prumetem trojúhelníku ABC je trojúhelník 
A' B' C' . Pak podle uvedeného dusledku je prumetem každé težnice trojúhelníku ABC 
težnice trojúhelníku A' B' C' , a proto prumetem težište T daného trojúhelníku ABC 

je težište T' trojúhelníku A' B' C'. 
Rovnobežné promítání, u nehož nezadáváme obrazy prumetu os soufadnicové 

Houstavy, se nazývá volné rovnobežné promítání (krátce volné promítání). 
Podle uvedených čtyr vlastností rovnobežného promítání mužeme ve volném rov
nobežném promítání kreslit pfímo názorné obrázky jednoduchých teles, zejména 
krychle, kvádru, hranolu a jehlanu. Pritom pro obraz A' B' každé úsečky AB, která 

je kolmá k pručelným rovinám, platí 

\A'B' \ - q < l· 
\AB\ - = ' 

, 1 
obvykle se voh q = 2. 

Príklad zobrazení telesa ve volném rovnobežném promítání 
Krychli ABCDEFGH ve volném rovnobežném promítání zpravidla zobrazujeme 
tak, že steny ABFE a DCGH leží v pručelných rovinách (obr. 9.105) a platí 

\A'B'\ = \AB\ , \B'C'\ = ~ \BC\ ,\ 9:B'A'D'\ = 45° , \ 9:A'D'C' \ = 135° . 

H 

E ~--1----"f 

A 

1 

1 

1 

D)--- --l---} C 
/ 

/45° 

Obr. 9.105 

Poznámka. Na obrázcích teles ve volném rovnobežném promítání se pro zjednodu
šení bežne označují obrazy bodu a pl'ímek stejne jako body, resp. pi'ímky samotné (tj . 

A místo A' atd.). 
Ve volném rovnobežném promítání ľešíme úlohy o vzájemné poloze bodu, vi'1· 

mek a rovin, které určujeme pomocí zobrazených teles . Pfi ľešení úloh o rovno· 
bežných rovinách užíváme tohoto dusledku vety V. 7 o vzájemné poloze tfí rtlzn1íi:h 

rovin: 
Jestliže je rovina rôznobežná se dvema rovnobežnými rovinami, potom prol.111 :1, 

tyto roviny v rovnobežných pfímkách (obr. 9.104b) . 

Ll 

~ 



Odchylky piímek p, q v prostoru, kolmost p:ľímek 
V planimetrii jsme v kap. 9.2 definovali pojem odchylky dvou prímek p, q 

pro ruznobežky a pro rovnobežky. Napf. pro nhnobežky p, q znázornené na 
obr. 9.106 je jejich odchylka o: = /<Xp, q/ = l<X AVE/ a pro rovnobežky p, q j 
o: = /<X p , ql = 0°. Ve stereometrii rozšífíme pojem odchylky i pro mimobéžky. 

q 

A 

B 
p 

Obr. 9. 106 

Pri definování odchylky pľímek v prostoru se vychází z následujících dvou ste
reometrických vét: 

Vl. Každým bodem v prostoru lze vést práve jednu rovnobežku s danou pľím
kou. 

V2. Nechť P1, q1 jsou ruznobežky a P2, q2 jsou rovnež ruznobežky takové, že 
P1 // P2, q1 II q2. Pak pro odchylky l<XP1, q1I, l<XP2, q2/ platí l<XP1, q1 I = l<X P2, q2 I. 

Odchy lkou mimobežných pfímek p, q nazýváme odchylku ruznobežných 
pľímek p', q' vedených libovolným bodem prostoru tak, že p' II p , q' II q. P íšeme 

a= /<Xp, ql = /<Xp' , q' I, pľičemž a E (o,~), resp. a E (0°, 90°). 

Poznámka. V dusledku uvedených vet V.l , V.2 odchylka mimobežek nezávisí na volbe 
zmíneného bodu. Často se tento bod volí na jedné z mimobežek. 

Pľímky p , q nazýváme k sob e kolmými (navzájem kolmými) pfímkami, 
práve když pro jejich odchylku platí /<X p , q/ = 90°. Píšeme pak p J_ q, popt. q J_ p. 

Poznámka. Touto definicí je rozšfren pojem kolmosti pi'ímek i na mimobežky. 

Obdobne jako v rovine také v prostoru se mluví o tom, že dve úsečky jsou navzájem 
kolmé, práve když leží na navzájem kolmých prímkách. 

Kolmost piímky a roviny 

O pfímce p a rovine {! ľíkáme, že jsou navzájem kolmé (k sobe kolmé) , 
jestliže prímka p je kolmá ke každé prímce roviny (!. Také ľíkáme, že pfímka p je 
kolmá (je kolmicí) k rovine{! nebo že rovina {! je kolmá k pfímce p ; píšeme 
p J_ {! nebo {! J_ p. Prô.sečík P ptímky p J_ {! s rovinou {! se nazývá pata kolmice p. 

O polopfímce AB nebo úsečce AB ľíkáme, že je kolmá k rovine {!, práve 
když pľímka AB je kolmá k rovine (! . 
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\!.,f. Da11_ý m bocle1.n lze vést k dané rovine práve jednu kolrnici. 

\!. /). Všechuy kolmice k téže rovine jsou navzájern rovnobčžné. 

V.G. Daným bodem lze k dané pľímce vést práve jednu kolmou rovinu . 

V. 7. Všechny roviny kolmé k téže pl'írnce jsou navzájem rovnobežné. 

Rovina {!, která prochází stľedem dané úsečky AB a je kolmá k ptímce Ali , s 
uazývá rovina soumernosti úsečky AB. 

V zdálenosti bodu, pfímek a rovin 

Vzdálenost dvou bodu M, N v prostoru je délka úsečky MN; značí 

v( M , N) = IMNI . 
Vzdálenost bodu Mod pfímky p v prostoru lze definovat jako vzclálenosL 

l>oclu Mod bodu P, který je prô.sečíkem ptímky p a k ní kolmé roviny T vedené bo
<l em M (obr. 9.107) . Značí sev, resp. v(M, p); v= IM Pl. Mužeme ji též vypočítat 
jako vzclálenost bodu M od pi'ímky p v rovine jimi určené. 

p 

T 

v = fM P f 
M f° ' p 

1 

Obr. 9.107 Obr. 9.108 

Vzdálenost dvou rovnobežek p, q v prostoru je rovna jejich vzdálenof:> Li 
v rovine{! jimi určené (obr. 9.108). Značí se, jak víme z kap. 9.2, v, resp. v(p, q); 
v = IPQI. 

V zdáleností dvou mimobežek p, q se rozumí clélka úsečky PQ, kele ~ , 
jsou po facle prô.sečíky mimobežek p, q s takovou príčkou mimobežek (tj . prímkou , 
jež obe mimobežky protíná), která je k obema z nich kolmá. Značí se opet v , resp . 
v (p , q); v = IPQ j. 

Vzdáleností bodu M od roviny {} nazýváme vzclálenost bodu Mod paty f 
kolmice vedené bodem M k rovine {! (obr. 9.109) . Značí se v, resp. v(M, {!); v = 
= IMP!. 

V zdáleností pfímky p od roviny {! s ní rovnobežné rozumíme vzdálenos 
libovolného bodu M ptímky pod roviny{! (obr. 9.110). Značí sev, resp. v(p , (J) 
nebo v = IMPI, kele P je pata kolmice vedené bodem M k rovine (2. 

~ 
513 



II r·--------
v IM P! 

Obr. 9.109 Obr. 9.110 

Vzdáleností dvou rovnobežných rovin (} , O" rozumíme vzdálenost libovol 
ného bodu jedné roviny od druhé roviny, napr. bodu M roviny (} od roviny 
(obr. 9.111). Pro vrstvu s hraničními rovinami (}, O" se tato vzdálenost nazývlÍ. 
výška vrstvy (též šírka nebo tloušťka vrstvy) . 

M 
T 
1 
1 

v = IMPI 

Obr. 9.111 

Odchylka dvou rovin 

12 

! 
! / 

f / T 

/ 

! / 
J!. - ~-....,. 

12 

Obr. 9.112 

Tento pojem lze definovat pomocí odchylky dvou pfímek takto: 
Odchylka a dvou rovin (}, O" je rovna odchylce prusečnic p , q t echto rovín 

s libovolnou rovinou T kolmou k obema rovinám(}, O" (obr. 9. 112). Značíme ji a= 

= /-1 (}, O"/. Podle definice je a = /-1 (},O" /= /-1p, q/ ; a E (o,~ ), resp. a E (0°, 90°). 

Rovnobežné roviny (} , O" mají odchylku a = 0° . Odchylka ruznobežných rovin 
(}, O" je rovna odchylce pfímek p E (} , q E O" kolmých k prusečnici rovín (} , O". 

Jiný zpusob určení odchylky rovín ukazuje veta: 

VB. Odchylka dvou rovín(}, O" je rovna odchylce pfímek k1 , k2 z nichž jedna je 
kolmá k rovine (} a druhá k rovine O". 

Kolmost dvou rovin 

Roviny(}, O" se nazývají roviny k sobe (navzáj em) kolmé, práve když jejich 
odchylka je a= /-1 (} , O"/ = 90°. Také fíkáme, že rovina (}je kolmá k rovine O" 

nebo že rovina O" je kolmá k rovine (} , a píšeme (} ..l O" nebo O" ..l (}. 
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\! III .lnsl.li -1. C' d vč rt't z nobčžné roviny (} , O" jso u koliué k rovi11č T , pak pn"1 Hľc · 111 <'" 

rovi11 {!,O" je ko lmá k rovine T . 

I' 11 . Ncc; li ( roviny (},O" jsou navzájem kolmé; jes tliže prímka k leží v ruv111" r• 
n, je kolm á k prusečnici rovín (}, O", pak je kolmá k rovine O". 

Núsledující vety vyjadfojí vztah mezi kolmostí a rovnobežností pfímek a rovh1 : 

ťJ . . Jcs tliže pfímka p a rovina (} jsou kolmé k rovine O" , pak jsou 11 a.v;1,{1.j1·111 
rovnobežné. 

\
1. 1:1 . .J estliže pi'ímka p a rovina (} mají společný bod a jsou kolmé k rov i1lť ' o , 

pak pi'ímka p leží v rovine p. 

1 /,). J estliže rovina(} je rovnobežná s pi'ímkou p kolmou k rovine O" , pa.k j :-;„11 
roviny (}, O" navzájem kolmé. 

Pravoúhlé promítání 

J sou-li promítací pi'ímky rovnobežného promítání (kap. 9.11) speciálne kolm 
k prumetne (}, pak se toto rovnobežné promítání nazývá pravoúhlé promítání d 
rnviny (}. Pravoúhlým prumetem bodu X do roviny (}je pata kolmice veden 
1 ioclem X k rovine p. Množina pravoúhlých prumetu všech bodu útvaru U je pra
voúhlý prumet útvaru U. Snadno se dokáže, že pravoúhlým prumetem pfímky . 
clo roviny (}, která k ní není kolmá, je pfímka q a pravoúhlým prumetem pfonky 1 
clo roviny(} k ní kolmé je bod. 

Odchylka ptímky a roviny 

Odchylkou prímky p a roviny (} nazýváme odchylku pi'ímky p a jejího pravu
ľihlého prumetu do roviny(}, tj . pi'ímky q, která je prusečnicí roviny(} s rovinou r, 
která prochází pl'ímkou p a je kolmá k rovine(} ( obr. 9.113). Značí se a = /-1 p, i;> / = 
= /-1 p , q/. 

q 

Obr. 9.113 

J estliže pl'ímka p není kolmá k rovine i;>, potom pl'ímka q z definice odchyH 
pfímky a roviny je určena jednoznačne; j e to pravoúhlý prumet pl'ímky p do ľ • „ 



Poznámka. Mluví se též o odchylce úsečky a roviny, j fž se roz u mí odchy lka pi'ímky 
obsahující tuto úsečku a dané roviny. 

Príklady na metrické vlastnosti v prostoru 
1. Dokažte tzv. vetu o tfech kolmicích: J e-li (obr. 9.114) P pata kolmice k vedené 

bodem B k rovine {! (B <J. e) a P' pata kolmice k' vedené bodem B k libovolné 
p.fímce p roviny {!, která bodem P neprochází , je pi'ímka P P' kolmá k pľímce p. 

Dukaz 
Podle predpokladu vety je jednak k l_ {! , a tedy též k l_ p , jednak k' l_ p. 

Podle kritéria kolmosti pi'ímky a roviny je proto p l_ CJ, kde CJ je rovina určená 
rôznobežkami k , k' . Na základe definice kolmosti pľímky a roviny jsou pak 
všechny p.fímky roviny CJ kolmé k pi'ímce p , a tedy též p.fímka P P' je kolmá 
k pi'ímce p. 

(! (! 

Obr. 9.114 Obr. 9.115 

Poznámka. Na základe vety dokázané v príkladu l lze vést daným bodem B kolmici 
k dané rovine e takto (obr. 9.115): V rovine e zvolíme dve ruznobežné pfímky p1, p2 

a k nim sestrojíme v rovinách Bp1 , Bp2 bodem B kolmice k1, k2 s patami P1 , P2. V ro
vine e vedeme pak patou P1 kolmici q1 k pfímce p1 a patou P 2 kolmici q2 k pfímce p 2. 

Podle vety o tfech kolmicích pak je prusečík P pfímek q1 , q2 patou kolmice k vedené 

bodem B k rovine e. 

2. Nechť je <lána krychle ABCDA' B'C' D' a vnitľní bod E hrany AB, [BEI = 
= 2[ AE[ . Pfímku CE označme p a vrcholem D' veďme p.fímku k l_ p, která 
protíná pi'ímku p v bode P. a) Zobrazte danou krychli a p.fímky p, k ve volném 
rovnobežném promítání. b) Určete konstrukčne vzdálenost bodu P, D' a od
chylku a p.fímky k od roviny steny ABCD. 

Ŕešení 

a) Krychle ABCDA'B'C'D' je zobrazena ve volném promítání v obr. 9.116a. 
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Bod P určíme podle vety o t.fech kolmicích, tj. jako prusečík p.fímky ps p.fím
kou q l_ p vedenou bodem D. Označme F prusečík p.fímky q = +--+ DP s p.fím
kou BC. Polohu bodu F stanovíme podle obr. 9.116b, kde je sestrojen čtve
rec ABCD shodný s podstavou dané krychle. Ostré úhly BCE a CDF jsou 

11 f'oju 1 č Hh O( [llÓ, (\ \)l'OLO .i< 
Lccly Lakovým v11 iLfoím 1 

n) 

[ \ 
A' B' 

' V \ n A v ?PE< 
p 

i>) 

D' 

Obr. 9.116 

' -

111'\ \ tJID\. !I ii( ! /1' ,111 

1"\ - 2[!J T•'\ . 

- - - -L---;'-------~ 
A I E 

p 

b) V obr. 9.116 sestrojíme ve sklopené poloze pravoúhlý 6 PDD' s odvesnou 
DD' rovnou hrane dané krychle. V nem \PD'\ je hledaná vzdálenost bodu 
P, D' a \<t DP D' \ je hledaná odchylka ll pi'ímky k = +--+ D' P od roviny steny 

ABCD. 

Poznámka. Hodnoty [P D' 1 a ll je možné určit též výpočtem. 

9.13 Geometrická telesa 

Prostorové omezené souvislé útvary se nazývají geometrická telesa (kráLce 

te lesa) . .Jejich hranicí je uzavrená plocha. 

Hranol 
Nechť je <lán konvexní n-úhelník A1A2 . . . An ležící v rovine {! a p.fímka s 

rilznobežná s rovinou {! (obr. 9.117). Sjednocení všech p.fímek, které jsou rov
uobežné s p.fímkou s a protínají hranici mnohoúhelníku A1A2 . .. An , se na
'L.ývá n-boká hranolová plocha. Sjednocení všech p.fímek, které jsou rovnobčžn 
s p.fímkou s a protínají mnohoúhelník A1 A2 ... An, se nazývá n-boký hranolový 
prostor. Prunik tohoto hranolového prostoru a vrstvy s hraničními rovinami 
a CJ II {! (CJ # e) se nazývá n-boký hranol (obr. 9.117). Shodné mnohoúhelníky 
A

1
A2 . . . An, A~A; ... A~, jež jsou pruniky rovin {!,CJ s hranolovým prostoreo , s 

nazývají podstavy hranolu; stranám podstavy se i'íká podstavné hrany hra-
nolu. Rovnobežníky A1A2A;A~ , A2A3A~A; , ... , AnA1A~ A~ se nazývají bočn 
steny hranolu; jejich stranám AiA~ (i = 1, 2, . .. , n) se .fíká boční hrany h ra-
nolu. Body Ai, A~ (i = 1, 2, ... , n) se nazývají vrcholy hranolu. Podstav 
a boční steny hranolu se souhrnne nazývají steny hranolu. Sjednocení všech ston 
hranolu je hranice hranolu. Sjednocení všech bočních sten hranolu se nazýv[1 
plášť hranolu. Vzdálenost rovín {!, CJ , v nichž leží podstavy hranolu, se nazýv 
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Obr. 9.117 

výška hranolu. Úsečky, jejichž krajními body jsou vrcholy hranolu , které neleží 
v téže stene, se nazývají telesové úhlop:fíčky hranolu. Úhlopfíčky bočních sten 
hranolu se nazývají stenové úhlopfíčky. 

Druhy hranolU: 
Hranolu, jehož boční hrany jsou kolmé k podstavám, se fíká kolmý hranol. Hra
nolu , který není kolmý, se fíká kosý hranol. Kolmý hranol , jehož podstavami jsou 
pravidelné n-úhelníky, se nazývá pravidelný n-boký hranol. Ctyfboký hranol, 
jehož všemi stenami jsou rovnobežníky, se nazývá rovnobežnosten. Speciálním 
pfípadem je kvádr , tj . kolmý rovnobežnosten, jehož stenami jsou obdélníky (popi'. 
čtverce) , z nichž dva protejší jsou shodné. Má čtyfi shodné telesové úhlopfíčky, 
které se protínají v jediném bode a jsou jím puleny (tomuto bodu se fíká stfed kvá
dru). Kvádr , jehož všechny steny jsou čtverce, se nazývá krychle. Má čtyfi shodné 
telesové úhlopfíčky, které se protínají v jediném bode a jsou jím puleny (tomuto 
bodu se fíká stfed krychle ). 

Jehlan 

Nechť je <lán konvexní n-úhelník A1 A2 ... An ležící v rovine f2 a bod V, který 
neleží v t éto rovine (obr. 9.118). Sjednocení všech pfímek, které procházejí bodem V 
a protínají hranici mnohoúhelníku A1 A2 ... An, se nazývá n-boká jehlanová plo
cha. Sjednocení všech pfímek, které procházejí bodem V a protínají mnohoúhelník 
A 1 A2 . . . An, se nazývá n-boký jehlanový prostor. Prunik tohoto jehlanového 
prostoru a vrstvy, jejímiž hraničními rovinami jsou rovina f2 a rovina a II f2 pro
cházející vrcholem jehlanového prostoru, se nazývá n-boký j ehlan (obr. 9.118). 
Mnohoúhelník A1A2 .. . An se nazývá podstava jehlanu; stranám podstavy se 
fíká podstavné hrany jehlanu. Trojúhelníky A1A2 V, A2A3 V, ... , AnA1 V se 
nazývají boční steny j ehlanu; jejich stranám Ai V (i = 1, 2, ... , n) se fíká boční 
hrany j e hlanu. Bodu V se fíká (hlavní) vrchol j e hlanu, bodum A1 , A2 , ... , An 
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b) 

v 

A4 
Ai 

Obr. 9.118 

87Jeciální druhy jehlanu: 
,J11 lilan, jehož podstavou je pravidelný n-úhelník a pravoúhlým prumetem hlav-
11f lio vrcholu do roviny podstavy je stred tohoto pravidelného mnohoúhelníku, se 
un11ývá pravidelný n-boký jehlan. J eho bočními stenami jsou shodné rovno
r11. mcnné trojúhelníky. Rovina každé boční steny má stejnou odchylku od roviny 
podstavy. Obdobná tvrzení platí též o odchylkách dvou sousedních sten a o od
·\ 1ylkách bočních hran od roviny podstavy pravidelného jehlanu. 

Komolý jehlan 

Komolým jehlanem (speciálne pravidelným) nazýváme prunik jehlanu 
(:-;peciálne pravidelného) a vrstvy, jejímiž hraničními rovinami jsou rovina pod
Hl.avy f2 a rovina a II f2 (a -=/= o), která protíná jehlan a neprochází jeho vrcholem. 
Výška této vrstvy se pak nazývá výška komolého jehlanu. Pruniky obou hra-
11 ičních rovin g, a s jehlanem jsou mnohoúhelníky, jež se nazývají podstavy ko
rnolého jehlanu. J ejich stranám se fíká podstavné hrany komolého jehlanu. 
Každý z jejich vrcholu je vrcholem nekteré z podstav komolého jehlanu. Boční 
s teny komolého jehlanu jsou lichobežníky, jejichž výšky se nazývají stenové 
výšky. Sjednocením bočních sten je plášť komolého je hlanu. 

Poznámka. Všechna dosud uvedená telesa patrí mezi t zv. mnohosteny. Mnohoste
nem (n-stenem) je každé teleso, jehož hranice je sjednocením takových n mnohoúhel
níku (st en), že strana každého z nich je zároveň stranou sousedního mnohoúhelníku 
a žádné dva mnohoúhelníky neleží v t éže rovine. Tak napŕ. čtyfsten je teleso ohraničené 
čtyrmi trojúhelníkovými st enami. (Zvolíme-Ii jednu z nich za podstavu , bude to trojboký 
jehlan.) Rozlišují se konvexní mnohosteny a nekonvexní mnohosteny. Pravidelný 
mnohosten (Platonovo či platonské teleso) má shodné steny, jimiž jsou pravidelné 
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č Lvorco, c) prav1dolný osm1st en , který .i/ s,Jedn oconím dvou pravJ.d elných č tyrbokych 
jc hlanu se společnou podstavo u, jejichž boční steny jsou shodné rovnostranné trojúhel
níky (obr. 9.119a), d) pravide lný dvanáctist én, jehož st enami jsou shodn é pravideln 
p etiúhelníky (obr. 9.119b) , e) pravidelný dvacetistén, jehož stenami jsou shodné rov
nostranné trojúhelníky (obr. 9.119c) . Každý pravidelný mnohost en j e konvexní. 

a) A\. b) ~ c) 

Obr. 9.119 

Príklady sestrojení obrazu mnohostenu ve volném rovnobežném promítání 

Zobrazte ve volném rovnobežném promítání a) pravidelný trojboký hranol, b) pra
videlný trojboký jehlan, c) pravidelný čtyľboký komolý jehlan. 
Rešení 

Vycházíme z vlastností volného rovnobežného promítání (kap. 9.11). 

V pi'ípade a) (obr. 9.120) je pručelnou rovinou rovina steny ABB' A'. Kolmicí 
k pručelné rovine je pi'ímka OC, a prato je na obrázku délka úsečky OC rovna po-

lovine (q = ~)výšky rovnostranného trojúhelníku o strane AB, který je podstavou 2 
hranolu. 

C' D 

A' r 1 \ B' 

--~ 
1 A 

k -- -- -:::f50 \ 
A o B B 

Obr. 9.120 

c 
c 

......-- >.v 
A B 

Obr. 9.121 
Obr. 9.122 

V prípade b) (obr. 9.121) prochází jedna pručelná rovina výškou DS jehlanu 
a pi'ímkou p II f--7 AC vedenou težištem T = S trojúhelníku ABC. Pi'ímka AC 
je rovnobežná s touto pručelnou rovinou, a prato úsečka AC j e shodná se stranou 
podstavy ABC (rovnostranného L':.ABC). Kolmicí k pručelné rovine je pi'ímka BB', 
a prato je na obrázku úsečka BB' rovna polovine výšky rovnostranného L':.ABC. 

V pi'ípade c) (obr. 9.122) je jednou pručelnou rovinou rovina určená pi'ímkou 
SV a pi'ímkou p // f--7 AB. Kolmicí k pručelné rovine je každá z pi'ímek BC, B'C', 
AD, A' D'; pi'i zobrazení úseček BC, B' C', AD, A' D' je zvolen pomer zkrácení 1 
q = -. 

2 
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Nocl1C je dó.Ha kružnice k v rovinč g a pľímka s ru.zuobč~ná s rovinou Q 

(nl>r . D.123). Sjccluoccní všech pľímck , které jsou rovnobežné s pi'ímkou s a pro-
1.fii njí kružnici k, sc nazývá kruhová válcová plocha. Sjednocení všech pi'ímek, 
kL< •r6 jsou rovnobežné s pi'ímkou s a protínají kruh s hranicí k, se nazývá kru
mvý válcový prostm·. Prunik tohoto válcového prosto ru a vrstvy s hraničními 

rnvinami (] a O' II (] (O' of. Q) se nazývá kruhový válec (obr. 9.123); dále budeme 
H Lľ 1 tčne mluvit o válci. Shodné kruhy, jež jsou pruniky rovin (] , O' s válcovým pro
HLorcm, se nazývají podstavy válce; jej ich polomeru se i'íká polomer podstavy 
v{\lce. Vzdálenost rovin (!, O', v nichž leží podstavy válce, se nazývá výška válce. 
Hlwclným úsečkám rovnobežným s pi'ímkou s, jejichž krajní body leží na hranicích 
krLthových podstav válce, se i'íká strany válce (týž název se často užívá i pro 
.J c ~jich délky). Sjednocení všech stran válce se i'íká plášť válce. 

a) b) 

(! 

Obr. 9.123 

Druhy kruhových válcu: 
Je-li pi'ímka s kolmá k rovine g podstavy kruhového válce, pak se tomuto válci i'íká 
rotační válec (neboť ho lze získat rotací jistého obdélníku ABCD kolem pi'ímky 
AB). Pi'ímce rovnobežné s pľímkou s a procházející stredy kruhových podstav 
rotačního válce se i'íká osa rotačního válce. Kruhový válec, který není rotační, 
se nazývá kosý kruhový válec. 

Kruhový kužel 

Nechť je <lána kružnice k v rovine (] a bod V, který neleží v této rovme 
( obr. 9.124) . Sjednocení všech pi'ímek, které procházejí boclem V a protínají kruž
nici k, se nazývá kruhová kuželová plocha. Sjednocení všech pi'ímek, které 
procházejí bodem V a protínají kruh s hranicí k, se nazývá kruhový kuželový 
prostor. Prunik tohoto kuželového prostom a vrstvy, jejímiž hraničními rovinami 
jsou rovina (] a rovina O' II (] procházející vrcholem kuželového prostom, se nazývá 
kruhový kužel (obr. 9.124); dále budeme stručne mluvit o kuželu. Kruh, který 
je prunikem roviny (] s kuželovým prostorem, se nazývá podstava kužele; jejímu 
polomeru se i'íká polomer podstavy kužele. Bodu V se i'íká vrchol kužele. 
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knm, Jojk llž juclní11\ kraj iJÍm bodom je vrclror11 lw žcJc a druhým kraj ním bodem j 
libovolný bocJ krnžnice k (hranice podstavy kužele) , ::.;e fiká strany kužele (s tejný 
11ázev se užívá čas to i pro jejich délky). Sjednocení všech stran kužele se ríká plášť 
kužele. 

a) 
b) 

v 

{J 

Obr . 9.124 

D ruhy kruhových kuželil: 

J e-Ii prímka určená vrcholem kruhového kužele a stredem S jeho podstavy kolmá 
k rovine této podstavy, pak se t ento kužel nazývá rotační kužel (neboť ho lze 
získat rotací jistého pravoúhlého trojúhelníku ASV kolem prímky SV obsahující 
odvesnu tohoto trojúhelníku). P rímce procházející vrcholem V rotačního kužele 
a sti'edem S j eho podstavy se ríká osa rotačního kužele. Kruhový kužel, který 
není rotační, se nazývá kosý kruhový kužel. 

Komolý kužel 

Komolým kuželem (rotačním , resp. kosým) nazýváme prunik kužele (ro
tačního, resp. kosého) a vrstvy, jejímiž hraničními rovinami jsou rovina podstavy (} 
a rovina a- II (}(a- ej. o) , která protíná kužel a neprochází jeho vrcholem. Výška této 
vrstvy se nazývá výška komolého kužele. Pruniky obou hraničních rovin (}, a
s kuželem jsou kruhy, jimž se i'íká podstavy komolého kužele. Hranice komolého 
kužele je sjednocením jeho podstav s pláštem komolého kužele. 

K ulová plocha, koule a jej ich části 

Množina všech bodu prostom , které mají od daného pevného bodu S danou 
vzdálenost r > O, se nazývá kulová plocha se st:ľedem S a polomerem r. Značí 
se r;,(S; r) . 

Kulová plocha rozdeluje prostor na dve části (oblasti): Oblast obsahující stred S 
kulové plochy se nazývá vnitrní oblast kulové plochy, oblast neobsahující 
s tred s se nazývá vnejší oblast kulové plochy. 

Prunikem kulové plochy a roviny je buď kružnice, nebo práve jeden bod, tzv. 
bod dotyku (dotykový bod) , anebo je jím prázdná množina. Podle toho po 
ľade mluvíme o sečné rovine, tečné rovine a vnejší rovine kulové plochy. 
'očná rovina kulové plochy je kolmá k pi'ímce určené bodem dotyku Ta stredem S 

1';22 

lm lo vťl plochy. L(olialc:o k Loč 1 1 (i 1•ovl1d1 k1d uvó t' locl1.y vedomí, d0Lykovýn1 bodom T HO 
11tt11ýwí, normála lmlovó plochy; proth ~h.í jojím fl t fodem S. Krn7.11ice lrnlov6 plochy, 
kLc :n'l. leží v rovin č procházej!d jejím sLfodcm , se nazývá h lavní kružnice . Ostatní 
kr 11.7.ilice na kulové ploše se nazývají ved lej ší kružnice. 

K ulová plocha a pi'ímka mají buď práve dva společné body, nebo práve jeden 
Mpolcčný bod, tzv. bod dotyku (dotykový bod), anebo nemají žádný společný 
liocl. Podle toho se pak mluví po rade o sečne, tečne a vnejší prímce kulové 
,>lochy. Každá pi'ímka v tečné rovine kulové plochy jdoucí bodem dotyku je tečnou 
k11l ové plochy. 

Množina všech bodu prostom, které mají od daného pevného bodu S vzdá
lcnost v ;:; r, kde r > O je dané číslo, tj. množina všech bodu, které náležejí buď 
k1tlové ploše r;,(S; r), nebo její vnitfoí oblasti , se nazývá koule se st:ľedem S a po
lomerem r. Značí se K(S; r). 

Cásti kulové plochy a koule: 
,ást kulové plochy r;,(S; r) , jež je prunikem této kulové plochy a poloprostoru 

s hraniční rovinou a- , jejíž vzdálenost m od stredu S je menší než r , se nazývá 
kulový vrchlík (obr. 9.125a) . Výška kulového vrchlíku je v = r - m , resp. 
v = r + m. Část koule ohraničená kulovým vrchlíkem a kruhem se nazývá ku
lová úseč (obr. 9.125a); je to prunik koule a poloprostoru, jehož hraniční rovina a
protíná kouli v kruhu. Ten pak nazýváme podstavou kulové úseče a výšce v pi'í
slušného kulového vrchlíku se ríká výška kulové úseče. Pokud je hranicí podstavy 
kulové úseče speciálne hlavní kružnice kulové plochy r;,, potom se tato kulová úseč 
uazývá polokoule. Část kulové plochy, která je prunikem kulové plochy a vrstvy, 
jejíž hraniční roviny a-1 , a-2 jsou sečnými rovinami kulové plochy, se nazývá kulový 
pás (obr. 9.125b). J ejich vzdálenost v se nazývá výška kulového pásu. Část koule 
ohraničená kulovým pásem a dvema kruhy se nazývá kulová vrstva (obr. 9.125b); 
je to prunik koule a vrstvy, jejíž hraniční roviny a-1 , a-2 jsou sečnými rovinami koule. 
Jejich vzdálenost v se pak nazývá též výška kulové vrstvy. Hraniční kruhy ku
lové vrstvy v rovinách a-1 , 0-2 se nazývají podstavy kulové vrstvy. Části koule, 
která je sjednocením všech úseček SX, kde S je stred koule a X je libovolný bod 
daného kulového vrchlíku, se fíká kulová výseč (obr. 9.125c). 

Obr. 9.125 

Užití trigonometrie pri rešení stereometrických úloh 

Trigonometrické rešení stereometrické úlohy spočívá v tom, že nalezneme troj 
úhelníky (nej časteji pravoúhlé), ve kterých dovedeme z daných prvku určit pomocí 
trigonometrických vzt ahu hleclané prvky. 
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1. Dvč mimobežné s tčnové úhlop.ľíčky AD' a A' V kvAchn svfrajf H podstavou úhly 

a = 30° a j3 = 60°. Určete oclchylku cp tčchto mimobčžck. 
Rešení (obr. 9.126) 

Pravoúhlým prumetem úhlopi'íčky AD' do roviny podstavy je hrana AD, prot 
/<t D AD'/ = a; prumetem úhlopi'íčky A' B do roviny podstavy je hrana AB , 
proto /<t ABA'/ = /3. Sestrojíme-li BC' J/ AD', je podle definice odchylka mi
mobežek AD' a A' B rovna cp = /<t A' BC'/. Abychom mohli určit velikost úhlu 
A' BC', sestrojíme v rovine BCC' B' kolmici z bodu B' na BC' a její patu ozna
číme P; tedy B' P J.. BC'. Protože hrana A' B' je kolmá ke stene BC C' B' , j 
podle definice kolmosti prímky k rovine také A' B' J.. BC'. Je tedy úhlopi'íčka 
BC' kolmá ke dvema ruznobežkám A' B' a B' P roviny A' B' P, a proto podle 
kritéria kolmosti pi'ímky k rovine (veta V.3, kap. 9.12) je kolmá k této rovine. 
Odtud a z definice kolmosti prímky k rovine plyne, že prímka A' P je kolmá 
k prímce BC', takže trojúhelník A'BP j e pravoúhlý. 

Označme /A'B/ = m; v pravoúhlém trojúhelníku ABA' je /AA'/ = m sin /3 . 
Zrejme /<t CBC'/ = l<t DAD'/ = a, a tedy /<t B'BC'/ = 90° - a. V pra
voúhlém trojúhelníku BB'C' je /BB'/ = /AA'/ = m sin /3, a tedy /BP/ = 
= /BB'/ cos (90° - a) čili 

/BP/ = m sin /3 sin a. 

V pravoúhlém trojúhelníku A' BP j e 

/BP/ = /A'B/ cos cp čili /BP/ = m cos cp. 

Z (1) a (2) plyne, že cos cp = sin a sin /3 =sin 30° sin 60° = ~ · v; 
a odtud určíme cp ~ 64° 20'. 

D' C' 
Al :a 

v 

A 

A „ ' "' yv 

B 

Obr. 9.126 
Obr. 9.127 

(1) 

(2) 

1 
-\/'3, 
4 

c 
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G:3 Cl 201
• 

Ŕešení 
V pravidelném jehlanu je odchylka kterýchkoli clvou sousedních bočních stén 
táž . Určíme (obr. 9.127) napr. odchylku sten ABV a ACV; jejich prusečnicc j 
A V. Podstavnou hranou BC proložíme rovinu kolmou k boční hrane AY. Protn 
uvažované boční steny v jejich výškách BN a CN. Podle definice odchylky clvou 
rovín je hledaná odchylka cp = /<t BNC/. Protože boční steny jsou shodné, j 
/BN/= /CN/, takže trojúhelník BCN je rovnoramenný. V trojúhelníku BMV, 

kde /BM/= ~ , /<t BVM/ = ~,je 

a 
2 

IBV/=~ -
sm 2 

Z pravoúhlého trojúhelníku ENV pak plyne 

/BN/ = /EV/ sin a = a sin a - 2a sin ~ . cos ~ a 
2 sin .9<. 2 · a = a cos - . 

2 sm 2 2 

Z pravoúhlého trojúhelníku BMN plyne 

a 
. cp _ /BM/ = 2 a 

sm 2 - /BN/ a cos 2 
1 1 

2 cos 31 o 401 ' 
a 2 cos 2 

odkud 
1 

<f!... ~ 35° 59 ' 
2 

a tedy cp ~ 71 ° 58' . 

Obsah trojúhelníkového rezu BCN je 

1 a (a cp ) 2 . 2 S = 2 /BC/· /MN/ = 2 · 2 cotg 2 = 3,9 cm2 
· cotg 35° 59' = 20,95 cm . 

Rezy teles 

Rezem telesa rozumíme prunik telesa a roviny. J e to rovinný útvar , jeh 
hranice je prunik hranice telesa a roviny fezu. 

Hranice rezu mnohostenu se skládá z pruniku roviny rezu se stenami mn•·
hostenu. 

PŤíklady na sestrojování Ťezu teles ve volném rovnobežném promítání 

1. Sestrojte fez kvádru ABCDA'B'C'D' rovinou MNP, ;M je vnitfoí bod hrany 
CC' , pro který platí 4/CM/ =/CC'/, N je stred hraqy A'D' a bod P leží na 
prndlouženi he\ B'B za bod Ba piati 3IBPI ~ IBB'I. 



Ŕešení 

..... -/./ .......... / 
,,....,,.... / I 
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c 

Obr. 9.128 

Stena ABB'A' nechť leží v pručelné rovine (obr. 9.128). Bod M leží ve čtvrtine 
hrany CC' od vrcholu C, úsečka BP je tretinou hrany BB'. Body P a M , 
a t edy i pfímka PM leží v rovine BCC' B'. Prusečík této pl'ímky s hranou BC 
označíme H a její prusečík s hranou B' C' prodlouženou za bod C' označíme U. 
Body U a N, a tedy celá pfímka UN leží v rovine A'B'C'D' . Její prusečíky 
s hranou C' D' a s hranou A' B' prodlouženou za bod A' označíme po fade J 
a V . Body V a P, a tedy i pl'ímka VP leží v rovine ABB'A'. Její prusečíky 
s hranami AA' a AB označíme po fade K a L. Hledaným fozem je šestiúhelník 
K LH M JN, pi'ičemž podle vety o vzájemné poloze tfí ruzných rovin (veta V. 7b, 
kap. 9.11) je KL// JM, LH II NJ a HM II KN. 

2. J e dán pravidelný čtyľboký jehlan ABCDV. Stredem M hrany CV veďte ro
vinu (! rovnobežnou s rovinou ADV a určete její fez s jehlanem. 
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A 

Obr. 9.129 

Rešení 

Nechť rovina (! protne stenu CDV v úsečce MN, stenu ABV v úsečce PQ, 
podstavu ABCD v úsečce PN (obr. 9.129). Podle vety o vzájemné poloze tfí 

'iii , PN II 

:1. Scstrojte foz pravidelného šestibokého jehlanu ABC D EFV rovinou K LM, kde 
hody K , L , M jsou vnitfní body hran AF, BV a CV takové, že IAKI = IFKI, 
lflLI = 2IVLI a IVMI = 2ICMI . 

/ 
/ 

Q 

Rešení (obr. 9.130) 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

v 

Obr. 9.130 

Podle predpokladu úlohy je bod K stfodem hrany AF, bod L leží ve tretine 
hrany BV od vrcholu, bod M ve tretine hrany CV od podstavy. Body L a M, 
a tedy i celá pfímka LM leží v rovine BCV. Prusečík této pfímky s pfímkou BC 
roviny podstavy označíme P. Rovina (! protíná tudíž rovinu podstavy jehlanu 
v pfímce KP a hranu CD v prusečíku pfímky ps CD; označíme ho R . Abychom 
určili prusečnici roviny (! s rovinou ABV, uvažujeme tyto dve roviny a rovinu 
podstavy; jsou to tfi navzájem ruznobežné roviny, které tedy podle vety v. 7e 
kap. 9.11 mají práve jeden společný bod. Podstava protíná rovinu(! v pfímce p 

a rovinu ABV v pfímce AB, pfímka p protíná pfímku AB v bode Q, který 
je proto společným bodem uvažovaných tfí rovin. Jím tedy prochází prusečnice 
roviny (! s rovinou ABV; druhým bodem této prusečnice je daný bod L na hrane 
BV. Proto prunikem rovin (!a ABV je pfímka LQ; prusečík této pfímky s hra
nou A V označme J. Rezem daného jehlanu rovinou (! je petiúhelník KRM LJ. 

9.14 Množiny všech bodu dané vlastnosti 
v prostoru 

Podobne jakov rovine mužeme i v prostom uvažovat množiny všech bodu 
(m. v. b.) dané vlastnosti (daných vlastností). 
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1. NI. v. IJ. , kLc ľé 111f1,jí od dri,11 <':11 0 IHld11 ;\ (h110 11 v·1.1 L'd!'110:-; L 'ľ , je lrnlov;'1, plocha 

o st redu A a polomeru r; tato kulová plocha j e; ľOv11 čž 111. v. ~ Lfod1'i k1il ov,ý«li 
ploch, které mají daný polomer r a procházejí daným bodcrn A.. 

2. M. v. b., které mají od dané pfímky p danou vzdálenost r, je rotační válcov{1. 
plocha o polomeru r , jejíž osou je pfímka p; tato válcová plocha je rov11.č~ 
m. v. stredu kulových ploch, které mají daný polomer r a dotýkají se d a111\ 
pfímky p. 

3. M. v. b., které mají od dané roviny {! danou vzdálenost r, jsou dve roviny 
rovnobežné s rovinou {! ve vzdálenosti r; tyto roviny jsou rovnež m. v. stredu 
kulových ploch, které mají daný polomer r a dotýkají se dané roviny (!. 

4. M . v. b. stejne vzdálených od obou daných bodu A, B je rovina soumernosti 
úsečky AB (viz str. 513). Tato rovina je rovnež m. v. stredu kulových ploch, 
které procházejí danými dvema body A, B. 

5. M. v. b. stejne vzdálených od dvou daných rovnobežných rovin je rovina 
soumernosti techto rovin (viz str. 530). Je rovnež m. v. stredu kulových ploch, 
které se daných rovnobežných rovin dotýkají. 

6. M. v. b. stejne vzdálených od dvou daných ruznobežných rovin jsou dve 
k sobe kolmé roviny soumernosti daných rovín (viz str. 530). Tyto roviny 
jsou s výjimkou své prusečnice rovnež m. v. stredu kulových ploch, které se 
obou daných rovín dotýkají. 

7. M. v. prímek, které procházejí daným bodem V a mají od dané roviny {! 

danou odchylku a, je rotační kuželová plocha, která má vrchol V, osu kolmou 
k rovine {! a úhel osového rezu pfi vrcholu V má velikost 180° - 2a. 

8. M. v. stredu kulových ploch, které se dotýkají dané pfímky t v daném jejím 
bode T, je rovina, která prochází bodem T a je kolmá k pfímce t; bod T do 
ní nepatrí. 

9. M. v . stredu kulových ploch, které se dotýkají dané roviny T v daném jejím 
bode T, je pfímka kolmá k rovine T a procházející bodem T; bod T do ní 
nepatrí. 

10. M. v. stredu kulových ploch, které se dotýkají vne nebo uvnitr dané kulové 
plochy o stredu S v daném jejím bode T, je pfímka ST; body S a T do ní 
nepatrí. 

11. M. v. stredu kulových ploch, které mají daný polomer {! a dotýkají se dané 
kulové plochy o polomeru r vne (resp. uvniti'), je kulová plocha s danou 
kulovou plochou soustredná a mající polomer r1 = r + {! (resp. r2 = lr - {!I). 

Príklady určování množin všech bodu daných vlastností v prostoru 
1. Určete v prostom m. v. b. stejne vzdálených od tfí daných bodu A, B , C, které 

neleží v jedné prímce. 

!lešení (obr. 9.131) 
M. v. b . stejne vzdálených od bodu A, B je rovina {! kolmá k úsečce AB a pro
cházející jejím stredem D; podobne m. v. b. stejne vzdálených od bodu B , C 
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A 

B c 

Obr. 9.131 Obr. 9.132 

je rovina 1J kolmá k úsečce BC a procházející jejím stredem E. Body pri'.1s1::c.;-
11i.ce NI N rovin {! a 1J mají tedy stej nou vzdálenost od bodu A, B a C; její 
pr ľtsečík O s rovinou trojúhelníku ABC je proto stredem kružnice tomuto troj
ľ1 helníku opsané. Protože +--+ AB l_ {!,j e podle definice kolmosti pfímky k rovin 

AB l_ MN, a protože +--+ BC l_ <J, je rovnež +--+ BC l_ MN. Pi'ímka M N 
je tedy kolmá ke dvema ruznobežkám AB a BC roviny ABC, a proto podl 
kritéria kolmosti pfímky a roviny (veta V.3 kap. 9.12) je +--+ MN J_ +--+ AE 
Pľ'ímka MN je tudíž kolmice k rovine ABC vedená sti'edem O kružnice opsan 
Lrojúhelníku ABC 

Gudiž obrácene M libovolný bod této kolmice. Protože IOAI = IOBI = IOC I, 
:·madno dokážeme pomocí P ythagorovy vety, že IMA I = IMBI = IMC I, tj . 
bod M je bodem hledané m. v. b. 

Tím jsme dokázali, že hledanou m . v. b. je pfímka MN vedená st redem 
kružnice určené tremi danými body A, B, Ca kolmá k rovine ABC. 

.Je dána rovina{!, v ní bod Ba mimo ni bod A . Pfímka AB není kolmá k rovin 
Určete m. v. pat kolmíc sestrojených z bodu A ke všem prímkám procházcjíd 
v rovine {! bodem B. 

Rešení (obr. 9.132) 
Budiž C pata kolmice sestrojené z daného bodu A k dané rovine (!. K libovoln 
prímce BX (kde X je libovolný bod roviny {!) sestrojíme kolmici vedenou bo
clem A a její patu označíme M ; tedy+--+ AM l_ +--+ BX. Bod M je jedním bodem 
hledané m . v. b. Protože +--+ AC l_ {!,j e podle definice kolmosti pfímky k rov in 
také +--+ AC l_ +--+ BX . Protože jsme sestrojili +--+ AM l_ +--+ BX , je pfímka 
kolmá ke clvema ruznobežkám AC a AM roviny AC M , a proto podle vety V. 
kap. 9.12 je +--+ BX l_ +--+ AC M; podle clefinice kolmosti prímky k rovine je tedy 
také +--+ BX l_ +--+ MC čili l<X BMCI = 90°. Protože bod M je libovolný bod 
hledané m. v. b„ je podle Thaletovy vety hledanou m . v. b. kružnice sestroj cm 
v rovine{! nad prumerem BC. Výjimkou je prípad, kdy C = B; pak je hledo.non 
m. v. b. prostom jednoprvková množina {B}. 



Analogicky ja ko v kap. 9.8 o geometrických zobrazc 11icl1 v rovine lze L6ž. s'L 11 
dovat geometrická zobrazení v prostoru , kdy l.ibovolnému bodu X prostoľ 11 

pr ifazujeme jako jeho obraz práve jeden bod X ' prostoru. I další tcrminologie (ol 
razy útvaru, samodružný bod , samodružný útvar atd.) je obdobná jako u rovinnýcl1 
geometrických zobrazení. 

Shodná zobrazení v prostoru 

Prosté zobrazení v prostoru nazýváme shodným zobr azením nebo shod 
ností, práve když pro každé dva body X, Y prostoru a jejich obrazy X' , Y' v tomto 
zobrazení platí 

IX'Y'I = IXYI. 
Shodnost geometrických útvaru v prostoru definujeme pak takto: Dva útvary 

U1 , U2 v prostoru jsou shodné útvary, práve když existuje shodné zobrazení 
v prostoru, které prevádí jeden útvar ve druhý (tj. jeden z útvaru je obrazem 
druhého). 

Druhy shodností v prostoru a jejich skládání 

Speciálním prípadem shodností v prostoru je identické zobrazení (identita), 
jež má všechny body samodružné. 

Významnými druhy shodných zobrazení v prostoru jsou soumernosti (podle 
roviny, podle stredu a podle osy). J ejich definice jsou uvedeny v tabulce 9.13. 
Rovinová soumernost má v prostoru obdobný význam jako osová soumernost v ro
vine. 

Definice soumerností podle roviny, podle stredu a podle osy Tab. 9.13 

Soumernost podle roviny {! (rovinová soumernost) je shodné zobrazení , které 
každému bodu X E e pfifazuje týž bod X' = X a každému bodu X ~ e prostoru 
pfifazuje t akový obraz X' , že platí 
a) bod X' leží na kolmici k rovine e vedené bodem X, 
b) IPXI = IPX'I , kde P je pata této kolmice k rovine f2· 
Rovinová soumérnost je jednoznačné určena rovinou soumernosti f2· 

Soumernost podle stredu S (stredová soumernost) v prostoru je shodné zobra
zení , které pfifazuje st redu soumérnosti S týž bod S' = S a každému bodu X i= S 
prnst oru pi'ifazuje takový obraz X' , že platí 
a ) bod X ' leží na polopfímce opačné k polopfímce SX, 

b) 1sx'1= 1sx1. 
St redová soumérnost je jednoznačné určena stfedem soumernosti S. 

Soumernost podle pfímky (osy) o (osová soumernost) v prost oru je shodné 
zobrazení, které každému bodu X E o pi'ifazuje týž bod X' = X a každému bodu 
X ~ o pfifazuje takový obraz X' , že platí 
a ) bod X ' leží na kolmici k ose o vedené bodem X v rovine určené bodem X a pfím

kou o, 

b) IPXI = IPX'I, kde P je pata t éto kolmice k pfímce o. 
O sová soumérnost je j ednoznačné určena osou soumernosti o. 
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Posunutí v prostom je možné definovat zcela analogicky jakov rovine (kap 9 . ..,, 
Lnl >. 9. 7) . Lze je též získa t složením dvou rovinových soumerností podle rovín e1 , 
l1i.cr6 jsou rovnobežné (01 II 02). 

Otočení (rotace) kolem pfímky (tzv. osy otočení) o v prostoru o oriento-
vnný úhel velikosti 'P je shodné zobrazení , které pľifazuje každému bodu X prostom 
l.nkový obraz X' , že platí 
n.) pro X E o je X' = X , 

h) pro X r/:. o je IX' Pl = IX Pl, kde P je společná pata kolmic vedených body 
X, X ' k ose o, pľičemž rovina X P X' je kolmá k ose o a orientovaný úhel x P".;Y

1 

má velikost tp . 

P odobná zobrazení, stejnolehlost v prostoru 
Pojem podobné zobrazení i jeho speciální prípad stej n olehlost , jež jsm 

v rovine definovali v kap. 9.8, lze zcela obdobne definovat i v prostoru (pouze 
místo o bodech roviny mluvíme o bodech prostoru) . 

P'fíklady na geometrická zobrazení v prostoru 
1. Určete všechny samodružné body, pi'ímky a roviny v rovinové, st redové a osovť 

soumernosti. 
Ŕešení (pro rovinovou soumernost ; pro další soumernosti formulujte obdobn·" 

sami) 
V rovinové soumernosti jsou samodružnými body práve všechny body roviny 
soumernosti o, samodružnými pi'ímkami jsou všechny pi'ímky roviny o a všechny 
pi'ímky k rovine o kolmé, samodružnými rovinami jsou rovina o a všechny roviny 

k ní kolmé. 

2. Uveďte príklady stredové, rovinové a osove soumerných teles. 

Ŕešení 
Napf. krychle je soumerná podle stredu (prusečíku t elesových úhlopi'íček) a je 
též rovinové i osové soumerná (má 9 rovín soumernosti a 7 os soumernosti) , 
koule je soumerná podle stredu koule a je t aké rovinové i osove soumerná (podle 
všech rovín procházejícíchjejím sti'edem a podle všech os obsahujícíchjejí st red). 
Obdobne uvažte soumernosti kvádru, pravidelného n-bokého hranolu a jehlanu 
(n E N, n ~ 3) , rotačního válce a kužele. 

3 . Ukažte, jaké geometrické zobrazení vznikne složením dvou rovinových soumer
ností 51 , 52 podle rovín o1 , e 2, které jsou navzájem a) rovnobežné, b) rôzno-

bežné. 

Ŕešení 
Zvolme libovolnou rovinu T kolmou k obéma rovinám g1, 02 (v obr. 9.133a, b j 
t ato rovina nákresnou) a označme její prusečnice s rovinami o1 , e 2 po fade 0 1 , 0 2 . 

Složením dvou rovinových soumerností 51, 52 podle rovin 01, 02 vznikne v každ 
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rovmé T rovinné geometrické zobrazení složené ze dvou osových soumernost í 
podle os 01, 0 2 . 

a) Je-li fh II {!2, pak je t aké o1 II 02 a vzniklé složené zobrazení je v každé 
rovine T posunutím (obr. 9.133a), a proto se složené prostorové zobrazení 
51 o 52 nazývá posunutí v prostoru. 

b) J e-li (!1 }!' (!2 (prusečnici rovín (!i, (!2 označíme o) , pak je také o1 }!' o2 
a vzniklé složené zobrazení je v každé rovine T otočením kolem bodu O E o, 
který je prusečíkem pi'ímek o1 , o2 , o úhel velikosti 2a, kde a je odchylka 
rovín (!1 , (!2 (obr. 9.133b) , a proto se složené prostorové zobrazení 51 o 52 
nazývá otočení (rotace) kolem pfímky o = (!1 n (!2 . 

Užitím otočení (rotace) kolem pi'ímky definujem e: 
Ríkáme, že teleso T je rotační teleso, existuje-li taková pi'ímka o (zvaná osa 

rotace) , že pfi každém otočení kolem této pi'ímky se teleso zobrazí samo na sebe. 
Zvolíme-li libovolnou polorovinu s hraniční pi'ímkou o a označíme M prunik 

rotačního telesa T s touto polorovinou, pak je zrejmé, že každý bod rotačního 
t elesa T dostaneme jaka obraz nekterého bodu množiny M pfi určitém otočení 
kolem pi'ímky o. 

9.16 Objemy a povrchy teles 

K mefení geometrických teles se zavádí míra zvaná objem telesa: 
Zvolí se krychle o hrane jednotkové délky, které se pi'ifadí jednotkový ob

jem 1 dj
3

; tato krychle se nazývájednotková krychle. Libovolnému mei'itelnému 
geometrickému telesu T se pak pi'ifazuje objem telesa T označovaný V, pro který 
platí V = K dj

3
, kde K je kladná číselná hodnota objemu telesa T a dj3 je zvolená 

jednotka objemu. 

Základní (charakteristické) vlastnosti objemu telesa jsou: 

1. Každá dve shodná telesa mají sobe rovné objemy. 

2. Objem libovolného telesa složeného z nekolika nepronikajících se teles, se rovná 
součtu objemu techto teles. 
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Obje my a p ovrchy t e les ' l'r 1,j1 "1 i 

V 11 áslcd 11jících vzorcích j e V objem , S povrch , Sp obsah podstavy, Spi o bsah p láš t„, 
.,, výška te lesa, u te lesová úhlopfíčka, r polo mer, d pr ume r. 

K vá dr 1 Krychle 

Hra nol 

w --

V = abc 

S = 2(ab + ac+ bc) 

u = ,/a 2 + b2 + c2 

V = Sp· v 
S = 2Sp + Sp1 

~ " 
-

a 

a 

a 

Rotační válec 

rw 

V = a3 

S = 6a2 

u = a./3 

u 1 = av'2 
stenová úhlopi' íčka 

V = Jt r 2v = .!_ Jtd2v 
4 

S = 2Rr (r +v) 

Spi = 2Jtrv = Jtdv 

J e hlan 
1 

V = - Sp · v 
3 

Kornolý jehlan V = "!'._ ( S 1 + ../S 1S2 + S2 ) 
3 

S = Sp+ Sp1 

Rotační kužel 

A 
~ 

1 2 
V = - Jtr v 

Kornolý 
rotační kužel 

3 
S = Jtr2 + Jt r s = 

= Jtr (r+ s ) 

Spi = Jt r s m . 

1 

Koule a její části 

v 
Objem koule V = ±Jtr3 

3 
Povrch koule S = 4Jtr 2 

(Obsah kulové plochy) 

O bsah kulového vrchlíku a kulového pásu S = 2Jtr v 

• , , v JtV 2 2 JtV2 
Objem kulove usece V = B (31? +v ) = 3 (3r - v ) 

[podle E ukleidovy vety o výšce i?2 = (2r - v )v) 

O bjem kulové vrstvy V = "; (3oi + 31?~ + v2
) 

S = S1 + S 2 + Sp1 

1 ( 2 2) V = 3"v r 1 + r 1r2 + r2 
S = Jtri + Jtr~ + 

+ Jt (r 1 + r2)s = 

= "H + r~ + h + r2J s] 
Spi = "(T°l + r2)s 

2 
Objem kulové výseče V = - Jtr

2
v , v je výška prísluš né kulové úseče 

3 
(součet objemu kulové úseče a rotačního kužele) 

3 



Poznámkn. Nojčm1 t c'S.Ji po11Mvfl.l1 Ó JodnoLky ohjnmn jHoll rnol. r kľychlový (ma) n Jt' I"' d1l v 
decimctr kryclilový (dm ~ ), cenLimoLr krychlový (CHl:i), rn ilimoLr keychlový (mm 11 ). 

Povrch t elesa je obsah jeho hranice. 
Napi. povrch mnohostenu je součet obsahu všech mnohoúhelníku (1-:1 Lč1 1 ) 1 ,H 

tvorí jeho hranici. 

V tabulce 9.14 jsou souhrnne uvedeny vzorce pro výpočet objemu a 1wv 1, 1111 
teles , s nimiž jsme se setkali ve stredoškolské geometrii. 

Poznámka. Pfi odvozování uvedených vzorcu se zpravidla postupuje tak, že so 11 11 n1 
klade definice objemu telesa odvodí nejprve vzorec pro objem kvádru. Objemy (111l1il• Ii 

teles (hranolu, jehlanu atd.) se pak odvozují na základe vlastnosti objemu zvané C 11v11 

lieruv princíp: Jestliže pro dve telesa T 1 , T2 existuje taková rovina Q, že každŕL 11 111 

rovnobežná rovina protíná telesa T 1 , T 2 v konvexních rovinných útvarech o témž oh111 d111 
S1 = 52, pak obe telesa mají týž objem Vi = Vi. (Názorne je ilustrován tento pľincip 1111 
obr. 9.134.) 

T1 T2 

{! 

Obr. 9.134 

Príklady výpočtu objemu a povrchu teles 

1. Podstavou kosého čtyľbokého jehlanu ABC DV je čtverec o strane a = 20 cn1 , 
boční hrana VD je jeho výškou, IVDI = 21 cm (obr. 9.135). Vypočtete povrd1 
jehlanu. 

Ŕešení 
Podstava má obsah Sp = a 2 = 400 cm2. Boční steny ADV a CDV jsou 
pravoúhlé trojúhelníky shodné podle vety sus; každý z nich má obsah S1 = 

1 
- · 20 cm · 21 cm = 210 cm2, jejich prepona má délku 
2 

IAV I = 1cv1= ,/202 +212 cm = v400 + 441 cm = v's4I cm= 29 cm. 

Výška VD je kolmá k podstave, je proto kolmá ke všem pfímkám, které v pod
stave leží, takže také VD J_ AB a VD J_ BC. Z toho plyne, že hrana AB je 
kolmá k rovine steny ADV (neboť je kolmá ke dvema ruznobežkám AD a VD 
této roviny), a proto také AB J_ VA čili trojúhelník ABV je pravoúhlý s pra
vým úhlem pfi vrcholu A; podobne hrana BC je kolmá k rovine steny CDV 
(neboť je kolmá ke dvema ruznobežkám CD a VD této roviny), a proto také 
BC l_ VC čili trojúhelník BCV je pravoúhlý s pravým úhlem pfi vrcholu C. 
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I '1 1i,V( i(d1 I 

i1tiL ol>l'mh 

h'p 1 

v 

Lr0Júhol11íky lJ J\ ~ 
1 

L /J UV ,i tl t •11 1Jl 1o tl11\1 podlo VtJLy 11u,:1; km·,1ly '/, 111rl! 

2 = 2 · 20 cm · 20 cm 

i + 2S2 = ( 400 + 420 

200 crn2 . Povrch dnu6J10 jolllmrn Locly Ju 

580) cm2 = 1 400 cm . 

Io 

A ~c v 1 

c 

Obr. 9.135 Obr. 9.136 

• H.ovnostranný trojúhelník o strane délky a se otáčí kolem vnejší osy, která j 
rnv uobežná s jednou jeho stranou a je od ní vzdálena práve tolik jako t ežišt 
Lrn júhelníku (obr. 9.136). Určete objem vzniklého rotačního t elesa . 

. cliení 
v ~ niklé teleso je složeno ze dvou komolých rotačních kuželu s dutinou tvaru 

a 
v{dce ve smeru osy. Každý kužel má výšku v = ICMI = 2 a polomery podst a v 

1 avÍ3 4avÍ3 
r 1 = IC02I = 3IAMI = -

6
-, r2 = IA01I = 4jC02I = - 6-; objem obou j 

nv 2 2 n a ( 3a2 12a2 48a
2

) na 63a
2 

Vi = 2·3(ri+r1r2+ r2) =2 ·3·2 35+35+35 = 3· 35 = 

- ;
2 

na3 . Válec má výšku v'= ICBI =a, polomer podstavy r = IC02I = a-; 

3a2 1 objem Vi = nr2 v' = n 
36 

·a = 
12 

na3 . Objem obou komolých kuželu s dutinou 

je V = V1 - V2 = ~ na
3 

a. Do koule objemu V je vepsán rotační kužel , jehož osový fez má pi'i vrcholu 

úhel a (obr. 9.137). Určete objem tohoto kužele. 

Rešení 
Osovým rezem kužele je rovnoramenný trojúhelník ABV. Obvodový úhel pl'í-
slušný k oblouku AB má velikost I~ AVBI = a; príslušný stredový úhel má. 

4 
velikost I~ ASBj = 2a. Daný objem koule V = 3nr

3
. Vepsaný kužel m 

1 v d . ' vk t a . a po omer po stavy f2 = r sm a, vys u v = f2 co g 2 = r sm a · cotg 2 -
r.:<:>r.: 



Obr. 9.137 

v l ?') T 
/ ' 1 M l 

1 / 
r - v

1 
/ r 

1,/ 
s 

Obr. 9.138 

a acos.Q'. a 
= r · 2 sin - cos - · --2 = 2r · cos2 - a t edy objem 

2 2 sin % 2' 

1 2 1 2 . 2 20'. V1 = - Tr.(! v = - rr. · r sm a · 2r cos - -
3 3 2 
2 3 . 2 20'. 1 . 2 20'. 
- rr.r sm a · cos - = - V sm a · cos -
3 2 2 2 

4 . z jaké výšky h muže kosmonaut v každém okamžiku shlédnout 1 3 povrchu 
Zeme? (Polomer kulového modelu Zeme r = 6 370 km.) 
Rešení 
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Kosmonaut v libovolném míste A vidí kulový vrchlík (obr. 9.138). Jeho obsah 
se má rovnat 0,01 povrchu Zeme, tj. 2rr.rv = 0,01 · 4rr.r2 , odtud výška vrch
líku v = 0,02r. Z pravoúhlého trojúhelníku AST plyne podle Eukleidovy vety 
o odvesne: 

čili 

takže 

1sr12 = ISAI · !SMI 

r
2 = ( h + r) ( r - v), 

r2 
odtud h + r = --; 

r - v 

r
2 

rv r · 0,02r 1 
h = -- - r = -- = = -r = 130 km. 

r - v r - v r - 0,02r 49 

Odpoveď: Hledaná výška, z níž kosmonaut vidí 1 3 povrchu Zeme, je približne 
130 km. 

Analytická geometrie 

.1 Analytické vyjádrení geometrického útvaru 
l\.nalytická geometrie je založena na vyjadfování geometrických útvaru 

v:t.Lfth i'.1 mezi nimi pomocí metody soufadníc a vektorové algebry. T emto mctodám 
1m Houhrnne l'íká analytické metody (odtud název analytická geometrie). 

Analy tickým vyjádfením geometrického útvaru nazýváme vztah, ld crý 
plľmjí práve soufadnice bodu tohoto útvaru (tj . soufadnice všech bodu tohoL 

nl varn a žádných jiných bodu). Výrok „Útvar U má analytické vyjádfení V" tedy 
llllllllCná: 

Bod X E U <=? soufadnice bodu X splňuj í analytické vyjádfení V neboli platí 
lw ujnnkce výroku: 

1. Soufadnice každého bodu X útvaru U splňují analytické vyjádfení V. 

Každý bod X, jehož soufadnice splňuj í analytické vyjádfení V, je bodem 
útvaru U. 

t>oznámka. Z množinového hlediska predstavuje analytické vyjádfení geometrickéh 
ľ1t. varu rovnost dvou množin. Jednou množinou je uvažovaný geometrický útvar U, druhou 
11rnožina bodu U' , jejichž soufadnice vyhovují danému analytickému vyjádfení. Platí tedy 
U = U' . 

Analytické vyjádfení útvaru U má nejčasteji tvar rovnice nebo nerovnice, resp. 
jcjich soustav, s prípadnými doplňkovými podmínkami. Promennými v analytickém 
vyjádi'ení útvaru U jsou soufadnice x, y bodu X E U. V prípade analytickéh 
vyjádfení rovnicí mluvíme o rovnici geometrického útvaru, napr. o rovn i.ci 
pl'ímky, úsečky apod. 

Krome tohoto soufadnicového analytického vyjádfení, ve kterém vystupují sou
i'adnice x , y promenného bodu X E U a dalších pevných bodu, event. vektoru, s 
užívá též symbolické analytické vyjádfení, v nem ž vystupují symboly bodu a vek
toru (X, A, u apod.). 

Poznámka. V analytické geometrii se zavádí tato úmluva: Pfi zadávání konkrétnich 
soufadnic bodu a vektoru, vzdáleností bodu a velikostí vektoru se v analytické geome
trii zpravidla neuvádejí délkové jednotky; obdobne se tu neuvádejí ani jednotky obsahu 
a objemu. Tato úmluva je možná proto, že se zde prakticky vždy pracuje v zadané kartéz
ské soustavé souradnic se zvolenou délkovou jednotkou (stejnou na všech soufadnicových 
osách), ve které jsou udávány všechny délkové údaje. Tato délková jednotka určuj e pak 
i príslušné jednotky obsahu a objemu. 

\ <::: 



.vy sour 
P l'ipomeneme pojem, číselné osy, kLerou dále použ.ijeme: Na li bovoln6 pl'ímco 71 

zvolíme dvojici bodú O, J t ak, že IOJI = l (tj . OJ je jednotková úsečka) (obr. 10.J ). 
Bodu O pfifadíme číslo O a bodu J číslo l (l'íkáme, že bod O je obrazem čísla O 
a bod J je obrazem čísla 1). Taková prímka p se nazývá číselná osa .'Ľ, bodu 
se i'íká počátek číselné osy a bodu J j ednotkový bod číselné osy. Každérn 11 
bodu X číselné osy x je vzájemne j ednoznačne pfifazeno reálné číslo x = IOXI, 
jestliže bod X leží na polopl'ímce OJ, resp. reálné číslo x = - IOXI , jestliže bod X 
leží na polopl'ímce opačné k polopl'ímce OJ. 

Množina všech bodú číselné osy x , jež jsou pfifazeny číslum x ~ O, se nazýv{1 
kladná poloosa číselné osy x a množina všech bodú číselné osy x, jež jsou pfrfa
zeny číslúm x ~ O , se nazývá záporná poloosa číselné osy x. 

O[OJ I[l] A[a) p=x 

Obr. 10.1 

Poznámka. Číslu x pfifazenému bodu X prímky (číselné osy) se fíká též soufadnice 
bodu X prímky p = x a píše se X[x]. Napr. v obr. 10.1 má bod O soufadnici O, bod I 
soufadnici 1 a bod A soufadnici a, což zapisujeme O [O], J [l ], A[a]. 

Pravoúhlá ( ortogonální) soustava souradnic v rovine se zavádí tak, že 
sev této rovine zvolí dve k sobe kolmé číselné osy x , y se společným počátkem O. 
J ednotkový bod osy x označíme J , jednotkový bod osy y označíme J. Na obou 
číselných osách x, y jednotkové úsečky OJ a OJ nemusí, ale mohou být shodné 
(obr. 10.2) . Bod O se nazývá počátek soustavy soufadnic v rovine a číselné 
osy x, y se nazývají osy soustavy souradnic (stručneji osy souradnic nebo 
souradnicové osy) . 

a) y 

a2 

J 

o 

b) 

A[a1, a2 ] -------1 

I 

1 
1 
1 

1 

1 

a1 X 

Obr. 10.2 

y 

a2 

J 

o 

------ - 1 
1 
1 

1 

1 

1 

A[a1, a2) 

1 ai X 

J sou-li délkové jednotky na soufadnicových osách x, y pravoúhlé soustavy sou
fadnic stejné, tj . jednotkové úsečky OJ, OJ shodné (obr. 10.2b), pak takovou sou
stavu soufadnic v rovine nazýváme kartézskou ( ortonormální) soustavou sou
fadnic v rovine. Značíme ji Oxy. 

Soufadnicové osy x, y pravoúhlé soustavy soufadnic v rovine rozdelují tuto 
rovinu na čtyfi shodné části zvané kvadranty (obr. 10.3). 

Polohu a orientaci os x, y pravoúhlé so ust a vy soufadnic volíme zpravidla podle 
obr. 10.4a, jen výjimečne podle obr. 10.4b. 
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ll. kv11 cl rn.11 t. 1 L kvadra nt. 
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l 11. kvad rant 1 IV. kvadrant 

Obr. 10.3 
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o 
;,i; X 

-~~~~-::~1--,---,.--~~~<-

y 

Obr. 10.4 

Nech ť A je libovolný bod roviny, ve které je zavedena pravoúhlá soust ava sou
rnclnic (obr. 10.2a, b). Veďme jím pi'ímku P1 rovnobežnou s osou y a pl'ímku P2 
rnvnobežnou s osou x. Pi'ímka p 1 protne osu x v bode odpovída jícím reálnému 
~ ís lu a

1 
a pi'ímka p 2 protne osu y v bode odpovídajícím reálnému číslu a2. Číslo ai 

HC nazývá první souradnice (též x-ová souradnice) bodu A a číslo a 2 se na
'!.ývá druhá souradnice (též y-ová souradnice) bodu A v uvažované pravoúhl ' 
soustave soufadnic. Chceme-Ii vyjádfit , že bod A má soufadnice a1, a2, píšeme 
A[a

1
, a

2
] . (Dvojice soufadnic je uspofádaná, tj. musíme pfi jejich psaní clodržet 

poradí.) 
Poznámky. 
L. Krome pravoúhlé soustavy soufadnic se používají i nekteré další soustavy soufad -

nic, zejména tzv. polární soustava souradnic definovaná takto: Zvolíme libovolnou 
prímku roviny za číselnou osu , tzv. polární osu (obr. 10.5a) . J ejí počátek Ose nazývá 
pól. J ednotkový bod polární osy označíme I (IOII = 1) . Libovolnému bodu M =f. O 
dané roviny priradíme jako jeho polární souradnice usporádanou dvojici čísel [r, cp], 
kde r = \OM I je velikost pruvodiče OM bodu Ma cp je velikost tzv. polárního úhlu 
sevreného kladnou poloosou OJ polární osy a polopi'ímkou OM. V obloukové míi'e je 
cp E (O, 2n:). [V Jiteratui'e se nekdy též polární úhel definuje jako úhel otáčení klado 
poloosy O I do polopfímky O M , pi'ičemž otáčení se provádí buď v kladném smyslu ( tj. 
proti otáčení hodinových ručiček) , anebo v záporném smyslu (tj. souhlasne s otáčenírn 
hodinových ručiček) a pak je v obloukové míi'e cp E (- n: , +n) .] Zvolíme-Ii kartézskou 
soustavu soui'adnic Oxy , jejíž počátek je totožný s pólem O , kladná poloosa x j 
totožná s kladnou poloosou polární osy o a kladné poloose y prísluší polární úhel ve-

likosti ~ (v obloukové mífe), pak mezi kartézskými soufadnicemi [x, y] a polárními 

soufadnicemi [r , cp] Jibovolného bodu M =f. O dané roviny ( obr. 10.5b) platí vztahy 

X= r COS cp , y = r sin cp . 

a) b) y 

M y = rsin <p 

o O= X 
1 o o 

Obr. 10.5 
3 

~ 



P ravoúhlá (ortogoná lní) soust ava souradnic v pros toru sc zavádí Ln!1, 
že se v nem zvolí tľi k sobe kolmé číselné osy :c, y , z se společným počátkem 

J ednotkový bod osy x značíme l , jednotkový bod osy y označíme J a jednotkovy 
bod osy z označíme ](. J ednotkové úsečky 01, OJ, OK na číselných osách x, y, „ 
nemusí, ale mohou být shodné (obr. 10.6a, b). Bod O se nazývá počátek soustavy 
souradnic v prostoru a číselné osy x, y , z se nazývají osy soustavy souradnk 
(nebo stručneji soufadnicové osy) . Roviny O l J , OJ K , O Kl se nazývají roviľl)' 
souradnic (nebo souradnicové roviny) , značí se v uvedeném pofadí x y , y z , z~; . 

a) :1 b) 
z 

J( 

0 1 y y , 1 . 
J J 

1 

.x 10 1( i' (OJ( i' (OK( X 1011 = IOJ I = IOKI 

Obr. 10.6 

Jsou-li délkové jednotky na soufadnicových osách x, y, z pravoúhlé soustavy 
soufadnic stejné, tj. jednotkové úsečky 01, OJ, OK jsou shodné (obr. 10.6b), pak 
takovou soustavu soufadnic v prostoru nazýváme kartézskou ( ortonormální) 
sou stavou souradnic v prostoru. Značíme ji Oxyz . 

Soufadnicové roviny x y , yz, z x pravoúhlé soustavy soufadnic v prostoru rozdé
lují prostor na osm shodných částí zvaných oktanty. 

V aplikacích (ve fyzice, v technice) a též v analytické geometrii se volí osa z pra
voúhlé soustavy soufadnic v prostoru tak , že její kladná poloosa smeruje „vzhuru" 
vuči rovine x y (obr. 10.7a, b). Pravoúhlé soustave soufadnic v prostoru z obr. 10.7a 
se i'íká pravotočivá, neboť kladný smysl osy z je dán pravidlem pravotočivého 
šraubu: Položíme-li jeho hlavu do roviny xy a otáčíme jím v kladném smyslu, tj. od 
osy x k ose y , pak telo šroubu postupuje v kladném smyslu osy z . Namísto tohoto 
pravidla lze t éž užít obdobne jako ve fyzice pravidla pravé ruky. Výjimečne, napr. 
v deskriptivní geometrii , se volí pravoúhlá soustava soufadnic v prostoru, která je 
levotočivá (obr. 10.7b). 
Nechť A je libovolný bod prostoru, ve kterém je zavedena pravoúhlá soustava 

soufadnic (obr. 10.6a , b). Tímto bodem prostoru veďme roviny rovnobežné se sou
fadnicovými rovinami. Rovina {}l rovnobežná s rovinou yz protne osu x v bode, 
který označíme A x. Rovina {!2 rovnobežná s rovinou zx protne osu y v bode A y. 
Rovina {!3 rovnobežná s rovinou x y protne osu z v bode A z . Bodum A x , A y , A z na 
soufadnicových osách x, y , z odpovídají čísla a 1 , a2 , a3 . Číslo a 1 se nazývá první 
souradnice (též x-ová souradnice) bodu A , číslo a 2 se nazývá druhá sou
radnice (též y-ová souradnice) bodu A a číslo a3 se nazývá tretí souradnice 
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y X 

X r? y 

Obr . 10.7 

( Lŕ.ž z-ová soufadnice) bodu A . Chceme-Ii vyjádfä , že bod A má soufadnice 
i1, a2, a3, píšeme A[a1, a2, a3]· (Trojice soufadnic je uspofadaná, tj. musíme pfi 

jcj ich psaní dodržet poradí.) 

ľoznárnka. Analogicky jako v rovine lze t éž v prostoru uvažovat i jiné než pravoúhlé 

1-1rn 1stavy soufadnic . S nimi se však seznámíte až ve vysokoškolské matematice. 

10.3 Sour adnicové vyjádrení vzdálenosti dvou 
bodu, stredu úsečky a težište trojúhelníku 

Soufadnicové vyjádfení vzdálenosti \AB\ dvou bodu A , B 

Pro body na pfímce, resp. v rovine, resp . v prostoru platí vety: 

Vzdálenost bodu A[a], B[b] na pľímce (číselné ose, obr. 10.8) je dána vzorce111 

\AB[ = \b - a[. 

Vzdálenost bodu A[a1, a2], B [b1, b2] v kartézské soustave soufadnic v rovin0 

(obr. 10.9) je elána vzorcem 

\AB\ = V(b1 - a1)
2 + (b2 - a2)

2
. 

y 

bi X 

(b - a! 

14 ·1 
O A[a] B[b] x 

--- - --7:B[b1,b2] 

a, ~-- -k~.-~ 
1
A[a1 ,a2] 1 

1 1 
1 

b2 

o a1 

Obr. 10.8 
Obr. 10.9 
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\1 ·1,•li1.l• ·11w>f, l lildi"1 , l / 11. 1 , 1 1, ~, 11.;1/, 11/ 111 , l1 ~i, l1:i/ v lu 1rl„•Y,HI, ,• H•i11 :1 l.11.v1 • H<>11i· :1.1l1ilľ v 1•r.1 
s l.nr11 (ol1r . 1 IJ . IO) j<' d;Í.11;i. v ·1. orľf'111 

2 2 2 /( - -
1 A IJ / ( b 1 - a. 1 ) 1- ( /J2 - ri2) + ( b:1 o.;1) . 

Poznámka. První z techto vzorcu vyplývá z geometrického významu absolutni hodnol.,y 
rozdílu reálných čísel (kap. 2.1) . Druhý vzorec plyne pro úsečku AB v obecné polo~" 
(obr. 10.9) z Pythagorovy vety ave speciálních polohách (když pi'ímka AB je rovnobež 111o 
s osou x, resp. y) plyne z prvního vzorce. Tretí vzorec plyne pro úsečku AB v obeCl lľ 
poloze (obr. 10.10) opet z Pythagorovy vety, ve speciální poloze (když pi'ímka AB j•· 
rovnobežná s nekterou ze soufadnicových os, resp . soufadnicových rovin) plyne z prvnfho, 
resp. druhého vzorce. 

X 

z 

B [b1, bz, b3) 

~ 1A[a1 , a2,a3]·-- ~ 

o 1 1 
J--'-------+----

1 1 y 
l___ 1 

A1 ------.J 
B1 

Obr. 10.10 

Souradnice stredu úsečky 

ó A[a) S[s] B[b) X 

Obr. 10.11 

Pro soufadnice stredu úsečky na pľímce, resp. v rovine, resp. v prostom platí 
vety: 

Na pľímce (číselné ose) má úsečka AB s krajními body A[a], B[b] stred S[8] 
(obr. 10.11) určený soufadnicí 

a+b 
8= - 2-. 

V rovine s danou pravoúhlou soustavou soufadnic má úsečka AB s krajními body 
A[a1, a2], B[b1, b2] stred S[81, 82] (obr. 10.12) o soufadnicích 

81 = a1 + b1 
2 

82 = a2 + b2 
2 

V prostom s danou pravoúhlou soustavou soufadnic má úsečka AB s krajními 
body A[a1, a2, a3], B [b1, b2, b3] stred S [81, 82, 83] (obr. 10.13) o soufadnicích 

81 = 
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a1 + b1 
2 

82 = a2 + b2 
2 ' 83 = a3 + b3 

--
2 

II 
/J[ /11 , b~, li, iJ 

o a1 S 1 

Obr. 10.12 
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1 1 1 
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1 / 1 / 1 

0.1 A~i I / 1 -- s / 
81 -- - ---- 1 1 

bi - -----------
! 

X 

Obr. 10.13 

/1~ 
,;r1t 

l 'oznámka. 
7.ápisem 

Uvedené vzorce v predcházejících vetách lze vyjádi'it souhrnne symbolickým 

S= A+B 
2 

Souradnice težište trojúhelníku 

Pro soufadnice težišt e trojúhelníku v rovine platí veta: 

V rovine s danou pravoúhlou soustavou soufadnic má trojúhelník ABC s vrcholy 
A[a1, a2], B[b1 , b2], C[c1, c2] težište T[t1, t2] o soufadnicích 

a1 + b1 + C1 
ti = --3--

a2 + b2 + C2 
tz = --

3
--

Poznámka. Vzorce uvedené v pi'edchozí vete lze vyjádi'it souhrnne symbolickým zápisem 

10.4 

T = A + B+C 
3 

Transformace pravoúhlé soustavy 
souradnic v rovine 

Thansformace pravoúhlé soustavy souradnic posunutím 
(obr. 10.14) 

Nechť posunutím počátku O prejdou osy x, y pôvodní pravoúhlé soustavy sou
fadnic Oxy po fade v rovnobežné osy x', y' nové pravoúhlé soustavy soufadni 
O'x'y'. Pro libovolne zvolený bod X označme [x , y] jeho soufadnice v pôvodní 
soufadnicové soustave Oxy a [x' , y'] jeho soufadnice v nové soufadnicové soustav 
O' x' y'. Zrejme mezi nimi platí tyto transformační vztahy: 

x = x' + m , y = y' + n 
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uili 
, ,.,1 

w„ i/ = 11 n , 

kde [m , n] jsou soufadnicc počátku O' v pľrvoclní ::;o u s tavč soufaclnic Oxy. 

1J v' 

Y ~--- --+- - --- X[x,yJ ,_, [x',y'J 
y' = y - n --1 

n 

o 

O'[m, n] 

1 

1 

1 
l x' 
jx' = x-m 
1 
1 
1 X 

m X 

Obr. 10.14 

y 

y X[x , y) ,_, [x' , y'J -----""" // i\ 
/ ~ 

// \ 

~x' 

Obr. 10.15 

1 

1 

Transformace pravoúhlé soustavy souradnic otočením 
( obr. 10.15) 

X 

Nechť otočením kolem počátku O v kladném smyslu (tj. proti pohybu hodi
nových ručiček) o úhel velikosti a pi'ejdou osy x , y pôvodní pravoúhlé soustavy 
souradnic Oxy po facie v osy x' , y' nové pravoúhlé soustavy soufadnic O'x'y'. Pro 
libovolne zvolený bod X označme [x, y] jeho soufadnice v pôvodní soufadnicové 
soustave Ox y a [x', y'] jeho soufadnice v nové soufadnicové soustave O' x ' y'. Lze 
odvodit , že mezi nimi platí tyto transformační vztahy: 

x = x' cos a - y' sin a, y = x' sin a+ y' cos a 

čili 

x' = x cos a+ y sin a , y' = - x sin a+ y cos a. 

10.5 Orientované úsečky, vázané vektory 

Orientovaná úsečka a její velikost 

Orientovaná úsečka AB je úsečka AB doplnená o orientaci: bod A bereme 
jako počáteční bod a bod B jako koncový bod orientované úsečky AB. Body 
A, B tedy u ní tvorí uspoi'ádanou dvojici (A, B). Zavádí se též nulová oriento
vaná úsečka AA, jež má týž počáteční i koncový bod A. Tvorí tedy uspoi'ádanou 
dvojici (A, A). 

Orientovaná úsečka s počátečním bodem A a koncovým bodem B se značí 
-'------'> v tisku polotučným kurzívním gillem AB, v psaném textu AB, resp. AB. 

Graficky se znázorňuje orientovaná úsečka AB šipkou u koncového bodu B 
( obr. 10.16) 
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~B 
A 

Obr. 10.16 Obr. 10.17 

Velikost í IABI or ientované úsečky AB se rozumí velikost úsečky AB (pfi 
"volené jednotkové úsečce) , tj. IABI = IABJ. Pro nenulovou orientovanou úsečku 
AB je tedy IABI >O a pro nulovou orientovanou úsečku AA je IAAI =O. 

!'oznám.ka. J ak dále ukážeme, orientované úsečky se užívají k definování geometric
kých vektoru (vázaných a volných). S jejich použitím se též setkáváme ve fyzice pfi 
.'J!'ometrickém modelování (znázornení) fyzikálních vektoru (vektorových veličin). 

Vázané vektory 

Zvolme pevný bod P prostom. Označme P X orientovanou úsečku s daným 
počátečním bodem P a libovolným koncovým bodem X. Pro orientované úsečky P X 
H<' společným počátečním bodem P (o br. 10 .17) budeme definovat operaci sčítání 
n operaci násobení reálným číslem; tyto orientované úsečky se pak nazývají váza n é 
vektory . Množina V všech vázaných vektoru (se společným počátečním bodem P) 
se nazývá vekt orový prostor vázaných vekt oru . 

Defini ce operací pro vázané vektory a j ejich vlastnosti: 
Součtem vázaných vekt oru PA , PB se společným počátečním bodem P na

zýváme vázaný vektor PC , jehož koncový bod C určíme jako obraz bodu P ve 
stredové soumernosti podle stredu S úsečky AB (obr. 10.18a). Značí se PC = 
= PA + PB. 

Poznámka. Pokud vázané vektory PA , PB leží v t éže pfímce, lze konstrukci součtu 

PA+ PB zjednodušit: v prípade podle obr. 10.lSb je IPCI = IPA + PB I = IPAI + IPB I 
a podle obr. 10.18c je IPCI = JPA + PB I = IPAI - IPBI (IPAI > IPBI). 

a) 
b) c) 

1 . ' :: :1 . 1 J :I 
P B S A C B P S C A 

Obr. 10.18 

545 



l 'ro ka)'.d Í' 1,ri v<'1~ ;1. 11 (• vc kl.ory PA , PB , PC pl;i,l,Í 

PA 1 PB = PB + PA; (PA + PB ) + PC = PA +( PB 1- PC ), 

tj. opcracc sčítání váza.ných vektoru je komutativnf a asociativnf. 

K c každému váza.nému vektoru P X E V existuje práve jeden váza.ný vek l.< •ľ 

P X' E V takový, že platí 
PX + PX' = PP. 

Váza.ný vektor P X' se nazývá opačný vázaný vektor k P X ; značí se P X' 
= - PX . PP je nulový vázaný vektor. 

Rozdílem vázaných vektoru PA , PB (v uvedeném pofadí) nazýváme vázo,11y 
vektor PD = PA + (- PB). Značí se PD = PA - PB. 

Násobek vázaného vektor u PA reálným číslem k je vázaný vektor Pli' 
jehož koncový bod A' určíme jako obraz bodu A ve stejnolehlosti se stfedem I ' 
a koeficientem k (obr. 10.19), je-li k # O; A' = P , je-li k = O. Vázaný vektor Pli' 
pi'edstavující k-násobek vázaného vektoru PA se značí PA' = k · PA. 

f( 

k' 

Obr. 10.19 

Pro násobení vázaných vektoru reálnými čísly platí veta: 

Pro libovolné vázané vektory PA, PB E V a libovolná reálná čísla k, m platí 

k· (m · PA) = km· PA , k· (- PA ) = (- k)· PA, 

k· (PA + PB ) = k · PA + k· PB , 

(k + m) · PA = k· PA + m · PA. 

Pozn ámka. Vázaný vektor P X často slouží (v matematice iv aplikacích) k určení polohy 
bodu X vuči danému (pevnému) bodu P (napr. počátku soustavy soufadnic) , pak se mu 
fíká polohový vektor nebo pruvodič (rádiusve ktor) bodu X (vzhledem k bodu P) . 
Vázané vektory se užívají i v mnoha da lších pfípadech , zejména pfi matematickém mode
lování (geometrickém znázorňování) vázaných vektorových fyzikálních veličin (napr . rych
lostí , sil) , jež jsou vázány do určitého bodu (pusobište ). V následujících odst avcích se 
setkáme s vázanými vektory jako umísteními tzv. valných geometrických vektoru. 
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Pojem sm eru (v rovine , r esp. v prostoru) 

:ľtíkáme, že polopi'ímky AB , CD jsou souhlasne rovnobežné polopfímky 
11 or ientované úsečky AB, CD jsou souhlasne rovnobežné orientované úsečky 
(píšeme AB ii CD ), práve když buďprímky AB , CD jsou rovnobežné ruzné a body 
13 , D leží ve stejné polorovine s hraniční pi'ímkou AC (obr. 10.20a) , anebo pi'ímky 
/\ D, CD jsou totožné a prunikem polopi'ímek AB, CD je opet polopi'ímka, tj . 
1 • ; lB c r--> CD nebo r--> CD c r--; AB (obr . 10.20b). 

a) b) D 
B 

A 

c 

Obr. 10.20 

O souhlasne rovnobežných orientovaných úsečkách se ríká , že určuj{ (udávaj{ ) 

jistý smer . Každou z nich je smer určen jednoznačne. 

Poznámka. Obdobne jako v prípade souhlasné rovnobežnosti lze definovat nesouhlasne 

rovnobežné polopfímky AB, CD a nesouhlasne rovnobežné orientované úsečky 
AB, CD (píšeme AB i1 CD). Viz situace v obr. 10.21a, b . O nesouhlasne rovnobežných 

orientovaných úsečkách se fíká, že určují dva navzájem opačné smery. Na dané prímce 
lze zvolit jeden ze dvou opačných smeru , čímž určíme (zadáme) orientaci pfímky. 

B 

a) B 
B 

D 

D 

D 

Obr. 10.21 
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operaF· 

O všech nenulových orientovaných úsečkách (na pfímce, v rovinč, v prosloru) 
které mají stejnou velikost a stejný smer (obr. 10.22) , budeme ľíkat , že pí·ccls t,11 
vují týž matematický objekt zvaný nenulový volný vektor. O všech nulovýľi 1 
orientovaných úsečkách budeme i'íkat , že pi'edst avují týž n ulový volný vektor. 

;---r-----2--
/ ~ 

·::----~ ----M -
~ /v 
p 

Obr. 10.22 

Úmluva. Protože sev dalším textu zabýváme výhradne volnými vektory, bu
deme pro stručnost vyjadfování pi'ívlastek „volný" zpravidla vynechávat , a budeme 
tedy hovoi'it jen o vektorech. 

Vektory se značí v tisku polotučným kurzívním gillem: u , v , apod., nulový vek
tor o; v psaném textu: ii, v, resp. y,_, Q, nulový vektor o, resp. Q. 

Každou orientovanou úsečku AB, která predstavuje vektor v, nazýváme umís
t ení vektor u v (i'íká se též, že je r eprezentantem vek t oru v). Zápisem v = AB 
budeme vyjadfovat , že orientovaná úsečka AB je umístením vekt oru v, nebo jinak 
i'ečeno , že vektor v je jednoznačne určen svým umístením AB. 

Napfíklad v obrázku 10.23a mužeme považovat orientované úsečky AA' , 881 , 

CC', DD' za čtyi'i umístení téhož vektoru v; lze prato zapsat v = AA' , v = 881 , 

v = CC', v = DD' a do obrázku pi'ipsat čtyi'i písmena v. 

a) 

/ 
/ 

/ 

( , 

D' 

A', 'IB' // / 
" / 

B 

b) 

' -....A' 

T / ''/ x:, 
X 

Obr. 10.23 

Pojem vektoru a jeho umístení úzce souvisí se shodným geometrickým zob
razením - nenulový vektor s posunutím a nulový vektor s identitou, jak ukazuje 
veta: 
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M 111 ľ1, i11:i V'l<'< ' ii 1111 1Í1il,„11i 1/.lic w, 111 ·1111lq1wl1.i v 1 • ld , 11ľ11 Hi' skln.d11, •;, 11 ľi„ 11 l.11 v 1 111 y ..J1 

ll Hi'<Tk XX ' , jc :. ii"1ľ1, k1>11('clv.\1 l111d .\ ' j„ 11l1 ľa'/, ľlll pcw:'1,l.1 :('11Íliu 11111111 .\' v _j„.11111111 
11, l. c.'·111';; 7108'11:11:11.U T (A 1 > A') (o l1r . 10.:t:\ ll). 1\1111011i 11 ;1, vsľdl 11111ÍHl.<'11Í 111d11 \/ľ li11 

v c ~ kl , o r11 :-;e sklád{1, '/, 1111lových or iculova11ýd1 l1 sečc k X X , j ej i dľ1, ko 11 wv.ý l1ncl .\' 
je ol> r ~1,;;c 111 Lého:í. počáLcčního bodu X v identite. 

Definic e rovnosti, kolineárních a komplanárních valných vektoru: 
Dva nenulové vektory u, v jsou si rovny (u = v), práve když jsou si rovn 

množiny všech jejich umístení. 
Dva vektory u, v se nazývají kolineární , práve když libovolná jejich umístční 

jsou navzájem rovnobežná (tj. oba vektory lze umístit na téže pi'ímce). J sou-li 
HOuhlasne rovnobežná, fikáme, že vektory u , v jsou souhlasne kolineární , jsou-H 
nesouhlasne rovnobežná, i'íkáme, že vektory u, v jsou nesouhlasne kolineárni. 

Tfi nenulové vektory u, v , w se nazývají komplanární , práve když libovoln 
jejich umístení jsou rovnobežná s touž rovinou (tj . všechny tri vektory lze umístit 
v téže rovine). 

D efinic e základních opemcí s valnými vektory: 
Operace s vektory se zavádejí a realizují pomocí jejich umístení. Mužeme pi'itom 

využít již zavedených operací s vázanými vektory, tj. orientovanými úsečkami 
:;polečným počátečním bodem (kap. 10.5). 

Výsledek operací s vektory nezáleží na tom, která umístení vektoru použijemv, 
jak plyne z vety: 

Jsou-li dve orientované úsečky AB, CD umísteními téhož vektoru, pak geome
trické zobrazení, které zobrazuje A na C a B na D, je buď identita, ancbo 
posunutí T (A 1-+ C, B 1-+ D) (obr. 10.24) . 

A 

C~D \ // 

\ /' 

/'ľ\ 
// \ 

-t. B 

Obr. 10.24 

Pro základní operace s volnými vektory (sčítání vektoru a násobení vektoru 
reálnými čísly) definujem e: 

Součtem vektoru u, v , jejichž jedním umístením jsou orientované úsečky 
AB, AC (tj . vektoru u = AB, v = AC), nazýváme vektor u + v , jehož jedním umís 
tením je orientovaná úsečka AB + AC (tj. vektor u + v = AB + AC ); viz obr. 10.25a 
pro nekolineární vektory, obr. 10.25b pro souhlasne kolineární vektory a obr. 10.25 
pro nesouhlasne kolineární vektory. 

Násobkem vektoru u, jehož jedním umístením je orientovaná úsečka AB (Lj . 
vektoru u = AB) reálným čís lem k , nazýváme vektor k · u (též se značí k u), 
jehož jedním umístením je orientovaná úsečka k· AB (tj . vektor k · u =k · AB); viz 
obr. 10.26a pro k > O a obr. 10.26b pro k < O; je-li k = O, je k u = o. 

<=:A .. !) 

~ 
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A u B 

Obr. 10.25 

a) b) 

B' B 

B' 

Obr. 10.26 

Vektorem opačným k vektoru u, jehož jedním umístením je orientovaná 
úsečka AB (tj. k vektoru u = AB) nazýváme vektor - u, jehož jedním umístením je 
orientovaná úsečka - AB (tj. vektor - u = - AB). 

R ozdílem vektor u u, v (v uvedeném poradí), jejichž jedním umístením jsou 
orientované úsečky AB, AC (tj. vektoru u = AB, v = AC), nazýváme vektor 
u - v , jehož jedním umístením je orientovaná úsečka AB - AC (tj . vektor u - v = 
= AB - AC); viz obr. 10.27a pro nekolineární vektory, obr. 10.27b pro souhlasne 
kolineární vektory a obr. 10.27c pro nesouhlasne kolineární vektory. Zrejme platí 

u - v = u +(- v). 

b) c) 

C' - v A v c 
v 

c 
Obr. 10.27 
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. lai:rtnosU 

Ncch ť V je rn11ožil ia všcch vokLon\ (wi pľf in cc , v rovinč , v prosLorn) neboli vc1'1 

Lorový prostor volných vektoru. VzLah rovnosti a základní opcrace s vo l1 111 11 1 

vektory mají vlas Lnosti vyjádrené uáslcd ujícími základními vetami. 

Základní ve ty vektorové algebry 
V.1. V množine V je definován vztah rovnosti mezi vektory (u = v), kL1:ry 

má tyto vlastnosti: 

1. Pro každý vektor u E V platí u = u, 

2. u = v =? v = u , 

3. u = v /\ v = w =? u = w. 

V.2. Ke každé uspoľádané dvojici vektoru u E V, v E V je pfrfazen práve jeden 
vektor u + v zvaný součet vektoru u, v, který má tyto vlastnosti: 

1. Pro každou dvoj ici vektoru u E V, v E V platí u + v = v + u (korrmtativ
nost sčítání vektoru). 

2. P ro každou trojici vektoru u E V, v E V, w E V platí (u + v) + w = 
= u + (v + w) ( asociativnost sčítání vektoru) . 

3. Existuje takový vektor o E V zvaný nulový vektor, že pro každý vektor 
u E V platí 

u +o = u . 

4. Ke každému vektoru u E V existuje takový vektor - u E V zvaný opačný 
vektor, že 

u +(- u) = o. 

V.3. Ke každému číslu k E R a každému vektoru u E V je pi'ifazen práve jeden 
vektor ku E V zvaný k-násobek vektoru u s t emito vlastnostmi: 

1. Pro každá dve čísla k E R, m E R a každý vektor u E V platí k(mu) = 
= (km )u ( asociativnost násobení vektor'u čísly). 

2. Pro každá dve čísla k E R, m E R a každý vektor u E V platí (k+ m)u = 
= ku + mu ( distributivnost násobení vektoru čísly vzhledem ke sčítání 
čísel). 

3. Pro každé reálné číslo k E R a každé dva vektory u E V, v E V platí 
k(u +v) = ku + kv (distributivnost násobení vektoru čísly vzhledem k 
sčítání vektoru). 

4. Pro každý vektor u E V platí 
lu = u. 

Z V.2 plyne veta: 

Ke každým dvema vektorum u E V, v E V existuje práve jeden vektor x E V 
zvaný rozdíl vektoru u, v (označovaný x = u - v) , pro který platí 

V + X = U ~ X = U +(- v) . 
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LI = V <·> LI - V = O 

Dilsledky jsou tyto další duležité vlastnosti rovnosti vektoru: 

'\:/c E V: u = v <=? u + c = v + c 

'\:/k E R: u = v =? ku = kv 

'\:/k E R: ku = kv =? k = O V u = v 

Poznámka. Obdobné vlastnosti k vlastnostem volných vektoru, uvedených ve vetácl1 

V.1 a V.2, mají též vázané vektory (viz kap . 10.5) . Na vysoké škole uvidíte, že temitú 
v lastnostmi jako axiomy se v lineární a lgebre axiomaticky zavádí pojem vektoru, jehoY. 
speciálními prípady jsou geometrické vektory. 

Lineární kombinace vektoru 

Ve vektorové algebre často pracujeme se součty reálných násobku nekolika vek
toru, a je proto pro ne zaveden speciální název. 

Nechť je dáno n libovolných vektoru v1, v2, . . . , Vn . Každý vektor ve tvaru v = 
= c1 V1 + c2 V2 + . . . + Cn Vn, kde c1 , C2, ... , Cn jsou reálná čísla, nazýváme lineární 
kombinací vektoru v1 , v2, ... , Vn. 

Príklady lineárních kombinací daných vektoru 
Nechť je <lán trojúhelník ABC a v nem jsou označeny M, N, P st redy stran proti 
vrcholum A, B , C (obr. 10.28). Vyjádi'ete vektory ta = AM, tb = BN, tc = CP jako 
lineární kombinace vektoru a = BC , c = AB. 

c 

B 

Obr. 10.28 

Rešení 

Označme b = CA = - AC = - (c + a ), pak 

1 1 
ta= AM = AB + BM = AB + 2Bc = c + 

2
a , 
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„ t1i BN /J C 1 CN fJ C 1 :

1 
<..' /! (} 

2 
(c 1 al a 

~ 

1 
tc = CP = CA - AP = CA+ -::: AB 

1 
- (c + o) + -::- c =-o 

pojmem lineární kombinace vektoru souvisejí pojmy lineární závislosti a lin"
n 1í nezávislosti vektoru. 

:finuj eme: Vektory v1 , v2 , ... , vk (k E N, k > 1) se nazývají lineárn 
zavislé vektory, práve když lze jeden z nich vyjádľit jako lineárni kombinaci 
m:itatních. Nejsou-li vektory v1 , v2 , . .. , vk lineárne závislé, tj. žádný z nich non 
lincární kombinací ostatních , nazývají se lineárne nezávislé vektory. 

Pro nenulové geometrické vektory v rovine, resp. v prostoru platí vety: 

Ova nenulové vektory jsou lineárne závislé, práve když jsou kolineární. 71h ·11.1 · 

n'ltlové vektory jsou lineárne závislé, práve když jsou komplanární. 

Poznámka. Volné geometrické vektory jsou velmi významne využívány v analytick 

geometrii lineárních útvaru (viz kap. 10.9). Uplatňují se i v dalších matematických 
i mimomatematických aplikacích , mj . pfi matematickém modelování valných vektorových 
"yzikálních veličin. 

10.7 Sour adnice vektoru 

Pfi zavedení soufadnic vektoru vycházíme z vety: 

V.1. Nechť e je libovolný nenulový vektor, pak každý vektor v , který je s 11 í111 
kolineární, resp. je nulový, lze j ednoznačne vyjádfit ve tvaru 

v = v e , kde v E R, (1) 

tj. existuje práve jedno takové reálné číslo v, že vektor v je roven souč in1 1 

v e. 

Pfi zavedení soufadnic vektoru v rovine vycházíme pak z vety: 

V.2. Nechť e 1 , e2 jsou libovolné dva nenulové nekolineární vektory v rov 111 r~ 

(žádná umístení vektoru e1 , e2 tedy neleží na jedné pfímce), pak libovo l11 _ý 
vektor v v rovine lze jednoznačne vyjádfit ve tvaru 

v = v 1e1 + v2 e 2, kde v1, v2 E R, (2) 

tj. jako lineární kombinaci vektoru e1 , e2 . 

~ 
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\/. S. Necht c1, c2, e:1 json li bovo l11 é Lri 11 c111ilové 11cko111 plamí rn í vcklory v pro 
sloru (žádná u1nístení vektoru e1, e2, e3 tedy ucleží v jeclnó rov i llč) , pak 
libovolný vektor v v prost oru lze vyjádi'it ve tvaru 

v = v1e1 + v2e2 + v3 e3, kde v1, v2, V3 E R, (:1) 

tj . jako lineární kombinaci vektoru e1, e2, e3. 

Uspoľádaná dvojice nenulových nekolineárních vektoru e1, e2 v rovine, res 
uspoľádaná trojice nenulových nekomplanárních vektoru e1, C2 , e3 v prostoru se n 
zývá báze vektorového prostoru vektoru v rovine, resp. v prostom. Vektory e1, e2 , 

resp. e1, C2 , e3 se nazývají vekt ory báze (nebo bázové ve kt ory). Vyjádfíme-li 
libovolný vektor v v rovine ve tvaru (2) , resp. v prostoru ve tvaru (3), pak ríkámc, 
že jsme provedli rozklad vektoru v do vektor u báze e1, C2 , resp. e1, C2 , e3. 

Vektorum v1 e1, V2C2 , resp. v1 e1, V2C2 , v3 €;3 se ríká složky vekt oru v v dané bázi 
a čísla v1 , v2 , resp. v1 , v2 , v3 se nazývají sour adnice vektoru v. Píšeme ( vzhledem 
k tomu, že vektor v je podle uvedených vet určen svými soufadnicemi jednoznačne) 
v = (v1 , v2) , resp. v = (v1 , v2, v3). 

Pracujeme-Ii s danou pravoúhlou soustavou soufadnic Ox y v rovine, resp. Ox yz 
v prostoru, je účelné a vhodné volit jako bázové vektory e1, C2 , resp. e1, e2, e3 
sou fadnicové vektory, tj . jednotkové vektory, jež mají smery os x , y soufadnicové 
soustavy v rovine (obr. 10.29) , resp. os x , y , z soufadnicové soustavy v prostoru 
(obr. 10.30) ; tedy e1 = 01 , e2 = OJ, e3 = OK. Soufadnice vektoru v se pak často 
(zejména ve fyzice a v technických aplikacích) značí Vx, Vy v rovinném prípade 
a V x, Vy , V z v prostorovém prípade. 

z T B~v 

// t,., ~A 
y B 

v2 = y,;d v1e 1 A/ „ M 

v2 e 2 
v2 e 2 

e 2 

O e 1 v1 e 1 V 1 = X M X 

Obr. 10.29 Obr. 10.30 

Obvykle pracujeme speciálne s kartézskou ( ortonormální) soustavou soufadnic 
v rovine, resp. v prostoru, kde bázové (soufadnicové) vektory tvorí ortonormáln í 
bázi, tj. jsou k sobe kolmé ( ortogonální) a jednotkové. Značí se pak zpravidla místo 
e1, e2, e3 po fade i , j , k ; tedy i = 01 , j = OJ, k = OK. Vztah (2) pro vektor v 
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rnv ln 

v v 1 i v.J , kd o v 1 , v R, (2') 

t V'.l, trth (3) pro vckLor v v prost on 1 nabývá Lvaru 

v = v1 i + vv + v3k, kde v1 , v2, V3 E R. (3' ) 

ty o so'uŕadnicovém vyjádfen í vztahu rovnosti a operací s vektory 
V.4 . Nechť je dána pravoúhlá (speciálne kartézská) soufadnicová sow;L;wa 

v prostoru.1 Pro každé dva vektory u = (u1 , u2 , u3), v = (v 1, v2 , V:1 ) 
platí 

a) U= V91t1= V1,1t2 = V2,U3 = V3, (4) 
vektory jsou si rovny, práve když se rovnaj í jejich príslušné soufad 11icc, 

b) u + v = (u1 + v1 , u2+v2,u3 + v3) , (G) 
soufadnice součtu vektoru jsou rovny součtu príslušných soufadnic tčcl 1 Lo 

vektoru, 

c) kv = (kv1, kv2, kv3 ) pro každé k E R. (6) 

Veta o vyjádfení souŕadnic vektoru pomocí souŕadnic krajních bodu v,m ístení 
vektoru 
V.S. Nechť je <lána pravoúhlá (speciálne kartézská) soustava soufadnic v pro

storu.1 Libovolný nenulový vektor v = (vi, v2, v3), jehož jedním umístenírn 
je orientovaná úsečka AB s počátečním bodem A[a1, a2, a3] a koncovým 
bodem B[b1, b2, b3], tj. vektor v = AB, má soufadnice rovné rozdílum sou
fadnic bodu B , A (v uvedeném pofadí): 

v1 = bi - a1 , v2 = b2 - a2 , V3 = b3 - a3 . (7) 

Úmluva. Rovnosti (7) se souhrnne vyjadfoj í symbolickým zápisem 

v = B - A. (8) 

Výraz na pravé strane této rovnosti se nazývá r ozdíl bodu B , A (v uvedenem 
poradí); vyjadruje vektor v , jehož jedním umístením je orientovaná úsečka AB. 
Nekdy je účelné pi'epsat rovnosti (7) v ekvivalentních tvarech 

b1 = a1 + V1 , b2 = a2 + v2, b3 = a3 + V3. (9) 

Souhrnne se rovnosti (9) vyjadfojí symbolickým zápisem 

B = A + v . (10) 

Výraz na pravé st rane tohoto vztahu se nazývá součet b odu A a vektoru v; 
predstavuje koncový bod B umístení vektoru v s počátečním bodem A . 

1Vety V.4, V. 5 p latí i pro soust avu soufadnic v rovine, kde nepíšeme tretí soufadnice, jež jsou 
nulové. 

~ 
5 r.::~ 



1-"i"íkfod'U d'ť',1,kazú vet 

1. Dokažte vetu V.4 o soufadnicovóm vyjádfoní vztahu rovno8t.i a 

Dukazy tvrzení vety V.4 vycházejí ze vztahu (3), podle nehož je 

takže pla tí: 

u = u1 e1 + u2 e2 + u3e3 = ('u1 , 'U2, u3), 

v = V1 e1 + V2 e2 + V3 e3 = (v1 , V2, V3), 

a) u = v {:} u1 e1 + u 2e2 + u3e3 = v1 e1 + v2 e2 + V3 e3 {:} 

{:} (u1 , u2, u3) = (v1, V2, v3) {:} 

{:} U1 = V1, U2 = V2, U3 = V3 . 

b) u + v = (u1 e1 + u2e2 + u3e3) + (v1e1 + v2~ + v3 e3) = 
= (u1 + v1) e1 + (u2 + v2) e2 + (u3 + v3) e3 = 
= (u1 + V1, U2 + V2, U3 + V3), 

c) k v = k(v1 e1 + v2 e2 + v3 e3) = (kv1) e1 + (kv2) e2 + (kv3)e3 = 
= (kv1 , kv2, kv3) 

1. 

2. Dokažte vetu V.5 o vyjádľení soufadnic vektoru pomocí soufadnic krajních bodu 
libovolného jeho umístení. \ 

556 

Dukaz 

Vektor v = AB lze vyjádľitjako rozdíl vektoru s umísteními OA , OB (obr. 10.31): 

v = AB = OB - OA 

Protože podle predpokladu vety V.5 je pro soufadnice bodu A , B zvoleno ozna
čení A[a1, a2, a3], B [b1 , b2, b3], platí 

OA = a 1e1 + a2 e2 + a3 e3, OB = b1 e1 + b2 e2 + b3e3, 

kde e1 = 01 , e2 = OJ, e3 = OK, a tedy po dosazení dostáváme: 

v = (b1e1 + b2e2 + b3e3) - (a1 e1 + a2e2 + a3 e3) = 
= (b1 - a1) e1 + (b2 - a2) e2 + (b3 - a3) e3 = 

= (b1 - a1 , b2 - a2 , b3 - a3) 

B 

o 

Obr. 10.31 

A[xA, YA, ZA], [xu, 1J11, z11] a .A [a1 , rt2, a3], 

Druhé označení je vhodné použít napí" tehcly, kclyž jsou zároveň 
radnice vektoru: LI = (u1, U2 , U 3 ) , V = (v1 , V2 , V 3 ). 

[b1 ' b2, b;i] . 

znaccnv MOU· 

10.8 Velikost vektoru a úhel dvou vektoru, 
skalární a vektorový součin vektoru 

Pojmy velikost vektoru a úhel dvou vektoru 

Velikostí 1 vl vektoru v nazýváme velikost libovolného jeho umístení AB: 

lvl = IABI = IABI 

Často , napr. ve fyzice , se značí v místo lvJ. 
Velikost nulového vektoru je O. 

Vektor vo, jehož velikost Jvol = 1, se nazývá jednotkový vektor. (Nekdy I!! 

t éž značí v0
.) 

Pro velikost součinu reálného čísla a vektoru pla tí veta: 

Pro každé k E R je 
lkvl = lkl · lvl. 

Veta o vyjádfení velikosti vektoru pomocí j eho soufadnic 
Pro každý vektor v , který má v kartézské (ortonormální) soustave sourad11i" 
v prostoru soufadnice ( v1 , v2 , v3 ) , plat í 

1v1 = )vr + v§ + v§. 

Speciálne: Pro každý vektor v , který má v kartézské (ortonormální) sousl.av„ 
soufadnic v rovine soufadnice ( v1 , v2 ), platí 

lvl = )vr + v§ . 

Poznámka. Podle definice je velikost vektoru v rovna velikosti libovolného jeho umíslôn" 
Pro rovinný prípad (obr. 10.29) je proto 

lvl = IAB I = IOMI = IOMI = Jvf +v~ 

a pro prostorový prípad ( obr. 10.30) je 

lvl = IABI = IOMI = IOMI = Jvf +v~+ vj, 

-\ 



kdo k v ý 1 

[O ; Oj, M [vi , v2] a v proslorov6111 pl'ípadó (obr. 10.30) 

Úhlem dvou nenulový ch vektoru u = AB , v = AC , tj. vektoru u, v , jež 
mají umístení AB , AC se společným počátečním bodem A, nazýváme konvexní 
úhel B AC o velikosti cp = 1 ~ BAC! , pro kterou platí (obr. 10.32a, b , c) 

0° ~ cp ~ 180° neboli v rad O ~ cp ~ re. 

Poznámka. Úhel dvou vektoru u, v, z nichž alespoň jeden je nulový, se nedefinuje. 

a) c c B 

0°<'P < 180° 

B 

v ~~ u 

A u 
„ A 

b)~B u 

A 

B 
c) 

c 

Obr. 10.32 

Ska lá rní součin vektoru 

Skalárním součinem u · v dvou nenulových vektoru u , v nazýváme reálné 
číslo , které dost aneme jako součin velikostí vektoru u , v a kosinu velikosti úhlu cp 
techto vektoru (obr. 10.32) : 

u ·v = !ul· lvl cos zp 

Skalární součin dvou vektoru u, v , z nichž alespoň jeden je nulový, se klade 
roven nule: 

U · V = 0 

Název skalární součin vektoru pochází z toho, že fyzikálním veličinám, které 
jsou určeny j ednoznačne svou číselnou hodnotou (tj. číselným údajem vyjádľeným 
jediným reálným číslem) , se ľíká skaláry nebo skalární veličiny. 

Operaci, jíž každé dvojici vektoru z daného vektorového prostom V pi'ifazujeme 
jejich skalární součin , nazýváme skalárn ím násobením vektoru. 

Vety o algebraických vlastnostech skalárního součinu vektoru 
V.1 . Pro libovolné dva vektory u, v platí 

u · v = v · u (komutativnost skalárního součinu vektoru). 

V.2. Pro libovolné dva vektory u , v a libovolné reálné číslo k platí 
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(k u) · v = k( u · v ) (asociativnost skalárního součinu vektoru vzhledem 
k násobení čís lem). 

ľrn ll l„ ,vt1 l11 (Í l,ri vi\ld,11ry 11 , v , w 111 11,t,1 
(11 1 v ) · w 11 · w 1 v · w ( il 1:1i11 /111/ 111 111 1:i/ sl.;11.l11:r 11 dl!I ·" ' ľ11, 1 ' ·1:1 l'll, 1/ťk / 1111 1 

vzhl<'1l1"111, ke 8NUin'Í v c/.; /,0 '1 "'ľi, ). 
Mr1Lc.1 1 1<~Li cko 11 i 11 cl 11 kcí l:;;c C11 Lo vL1st,110HL r.obcc11it, pro li b1wo l11.)1 p un·t, :-in 

\/. ,"/. 

La nc1'i. 
V.4. Pro skalámí součin u · u (u je libovolný vektor), který ZJ1ač í 111 c 11

2
, pL1 Lí 

V.5. 

V.6. 

u2 = u . u = lul2. 

Jsou-li u , v nenulové souhlasne kolineární vektory, je velikost jej id 1 1\ l1l11 
= O, a tedy cos zp = 1, takže u ·v = !ul · I vl; jsou-li u, v nenulové ncso11lil a:-: 11 ľ 
kolineární vektory, je velikost jejich úhlu zp = n, a t edy cos zp = - 1, Lal<'1,„ 

u · v = - lul · Iv!. 
Skalární součin dvou vektoru u , v je nulový práve tehdy, když buď alcsprn 1 
jeden z vektoru u, v je nulový vektor, anebo když vektory u, v jsou oba TC 

nenulové a navzájem kolmé ( úhel jimi sevľený je pravý, takže cp = 2 , 

a tedy cos zp = O): 

{ 

u = o V v = o <=? lul = O V !vl = O 

u - v = O <=? n 
u #- o, v #- o, u J_ v ( zp = 2 =} cos zp = o) 

Uvedené základní vlastnosti skalárního součinu vyjádrené vetami V.1 až V.3 jsou 
analogické vlastnostem operací s reálnými, resp. komplexními čís ly (kap. 2.5, 2.8). 
Z techto vlastností vyplývá, že skalární násobení součtu vektoru lze provádet zcela 
obdobne jako násobení mnohočlenu mnohočlenem v oboru R, resp. C (kap . 3.1). 

J e však treba uvedomit si t éž specifické vlastnosti skalárního součinu, jimiž s 

podstatne liší od násobení čísel : 
a) Skalární součin je definován pouze pro dva vektory, zatímco násobení čísel lz 

definovat pro libovolný počet činitelu. 

b) N echť pro nenulové vektory u, v , w jsou si rovny skalární součiny 

u . v = u . w. 

Odtud plyne, že 

u · v - u · w = O 

čili 

u · (v - w)=O. 

To však neznamená, že musí být v - w = o čili v = w , neboť podle vety V.O 
o rovnosti skalárního součinu nule muže být vektor u kolmý k vektoru v - w . 
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1. Vypočtete skalární součin vektoru u, v , jc-Ji lul = 5, lvl = 2 a má-li úhel vcktori'1 
u, v velikost 

a) <p = 450 
) b) <p = 60°, c) <p = 120°. 

Ŕešení 
Podle definice je u · v = lul J vJ cos <p. Po dosazení dostáváme: 

) 
o o y'2 In 

a u · v = 5 · 2 cos 45 = 10 cos 45 = 10 · 2 = 5v 2 

1 
b) u . v = 5 . 2 cos 60° = 10 cos 60° = 10 . 2 = 5 

c) u · v = 5 · 2 cos 120° = 10 cos (180° - 60°) = -10 cos 60° = - 5 

2. Vypočtete skalární součiny všech dvojic bázových vektoru i , j , k kartézské (or
tonormální) soustavy soufadnic v prostom: i · j , j · i , i · k , k · i , j · k , k· j a i2

, 

j 2, k2. 

Ŕešení 
Každý z daných bázových vektoru je jednotkový, tj. Iii = 1, lil = 1, lkJ = 
= 1. Každé dva z nich jsou k sobe kolmé a libovolný vektor sám se sebou svírá 
úhel nulový. Prato podle definice skalárního součinu je i · j = Ii i · Iii cos 90° = 
= 1 · 1 · O = O a obdobne j · i = O, i · k = O, k · i = O, j · k = O, k · j = O, 
i2 = i · i = Iii · Iii cos 0° = 1 · 1 · 1 = 1 a obdobne j 2 = j · j = 1, k2 = k · k = 1. 

Poznámka. S pojmem skalárního součinu dvojice vektorú souvisejí dva pojmy užívané 
zejména ve fyzice a v technických vedách: 

Složkou vektoru u do vek toru v (u # o, v # o) nazýváme vektor 

uv = !ul cos (f Vo , 

kde (f je velikost úhlu vektoru u, v , !ul je velikost vektoru u, vo je jednotkový vektor 
souhlasne kolineární s vektorem v . 

Projekce vek toru u do vektoru v je reálné číslo 

U v = !ul cos (f . 

Pro (f E (O, i J je projekce U v rovna velikosti složky uv, pro (f E ( i, 11 J je projekce U v 

rovna záporne vzaté velikosti složky uv. 

Pfíklad užití skalárního součinu vektoru v geometrii 
Dokažte kosinovou vetu. 
Dukaz 
Označíme-Ii a = BC , b = AC , c = AB, je a = b - c, takže 

a 2 = a 2 = (b - c)
2 = b2 

- 2bc + c 2 = b2 
- 2bc cos a + c2

. 

Vzorce pro b2 a c2 dostaneme cyklickými zámenami. 
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pnk je prA.cc 111! 

W = F ·s = \F\ · \s\ cos <p, 

kele <p je velikost úhlu vektoru F, s (obr. 10.33) . 

~ ' . Fs 

Obr. 10.33 

Vyjád fení skalá rního součinu vektoru a velikosti jejich úhlu 
pom ocí sour adnic vektoru 

Na základe vlastností skalárního součinu vektoru i , j , k odvozených v príkladu 2 

na str. 560 plynou vety: 

V. 7. V kartézské ( ortonormální) soustave soufadnice v prostom lze skalární sou
čin vektoru u = (ui, u2 , u3), v = (v1, v2, v3) vyjádrit ve tvaru 

u . v = (ui i + uú + u 3k ) . (vi i + vú + v3 k ) = U1Vi + U2V2 + U3V3. 

V. 8. V kartézské ( ortonormální) soustave soufadnic v rovine lze skalární součin 
vektoru u = (u i, u 2 ) , v = (vi, v2 ) vyjádfit ve tvaru 

u · v = (ui i + uú) ·(vi i + vú) = uivi + u2vz. 

Poznámka. Z definice skalárního součinu vektorú vyplývá , že je invariantní , tj. nezávislý 
vúči volbe soustavy soufadnic. Jsou-li proto v jiné kartézské soust ave soufadnic v prostom, 

• v v d • kt o ( I I I ) ( I I I) ( / /) resp. v rovine soura n1ce ve oru u = u 1, u 2, u 3 , v = v1, v2, v3 , resp. u = u 1, u 2 , 

v = (v ~ , v; ) , pak platí 

u~v~ + u;v; + u~v~ = u 1v1 + u2v2 + U 3V3 , 

resp . 
u~v~ + u;v; = u1v1 + u 2v2 . 

Z definice skalárního součinu vektoru u · v a z uvedených vet o jeho vyjád.i'ení 
v kartézské ( ortonormální) soustave soufadnic plynou pro velikost <p úhlu nenulo-

vých vektoru u, v vety: 
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\!..'), V lmrVw,l'! kť (urt.0 11c )r 111 ľi.l 111 ) NC) 11 Htil.v<1 Hcl 11 r11.d11i c v p roNl.c1r 11 p ro vc•lilw s l, < 

ľrlil11 11 v 111rl nv,ý ť" h vd d,ori'1 11 ('11 r, ·11.2 , 'll.;1) , v ('/J r, O·i, ·11:1) p latí vY.on·r 

UľU1. -\- 'll. 2V2 -\- U;1 V:; u . v = 
·oscp = ~ ur + u~ + u~ . Jvi + v?+·u5 

V.1 O. V kartézské ( ortonormální) soustave soufadnic v rovine pro velikost cp úhlu 
nenulových vektoru u = (u1, u2), v = (v1, v2 ) platí vzorec 

U · V U1 V1 -\- U2V2 

cos <p = ~ = Jui + u~ . Jvi +v~ 

Dusledkem vety V.6 a vet V.9, V.10 jsou tyto vety o kolmosti vektoru: 

V. 11. Nenulové vektory u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) v prostoru jsou k sobe 
kolmé, práve když pro ne platí 

! 
\u · v = u1v1 + u2v2 + u3V3 = O. 

V. 12. Nenulové vektory u = (u1, u2), v = (v1, v2 ) v rovine jsou k sobe kolmé, 
práve když pro ne platí 

u · v = u1v1 + u2v2 = O. 

P fíklady výpočtu skalárního součinu vektoru a velik osti j ejich ú hlu p o
mocí sou fadnic vektoru 

1. Vypočítejte skalární součin a velikost úhlu vektoru 

a) u = (4; 7; 4) , v = (3; - 5; J2) , b) u = (4; - 7), v = (7; 4). 

Ŕešení 
Užitím uvedených vet dostáváme: 

a) U · V = U1V1 -\- U2V2-\- U 3V3 = 4 · 3-\- 7 · (-5) -\- 4 · J2 = 

= 12 - 35 + 4y'2 = - 23 + 4y'2 ='= - 17,343 1, 

1 uf = ) ui + u~ + u~ = J 42 + 72 + 42 = v16 + 49 + 16 = VSI = 9, 

[v[= )vi + v~+ v~= V32 + (-5)
2 

+ ( v'2)
2 

= v9 + 25 + 2 = v'36 = 6, 
takže 

u . v - - 23 + 4y'2 ='= - 0,321 2 =? <p ='= 108° 44'. cos <p = ~ - 9 . 6 

b) U · V = U1 V1 -\- U2V2 = 4 · 7 -\- ( - 7) · 4 = 0 {'} U J_ V {'} <p = 90° 

2 . Určete v dané rovine vektor v , který je kolmý k vektoru u = (5 ; 12) a má velikost 
[v[= 32,5 . 
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u, v je rovcn O. OdLud a z dané velikm; ti vek-

'UľUl -\- U2V2 = 0 

vi +v~ = 32 ,5
2 

Po dosazení soui'adnic vektoru u nabývá první rovnice tvaru 5v1 + 12v2 = O čili 
v
1 

= - 2,4v
2

. Z druhé rovnice pak plyne (2 ,42 + 1) ·v~= 32,5
2

, takže 

= 32,5
2 

= 32,5
2 

= ( 325 )
2 

= 12 52. 
6,76 2,62 26 ) 

32 52 
2 ) 

V2 = 5,76 -\- 1 

Odtud 
v

2 
= ± 12,5, takže v1 = - 2,4 · (± 12,5) = =t= 30. 

Odpoveď: Hledaný vektor je v = (-30; 12,5), resp. vektor k nemu opačný 
- v = (30; -12,5). 

Vektorový součin vektoru 
Definuje se pouze pro vektory v trojrozmerném prostoru: 
Vektorovým součinem nenulových vektoru u, v (v uvedeném poradí) na-

zýváme vektor w techto vlastností: 

1. jeho velikost je 
\w\ = \u\ · \v\· sin cp, 

kde \u\, [vl jsou velikosti vektoru u, v a cp je úhel vektoru u, v, 
2. smer vektoru w -=f o je určen takto: 

a) vektor w je kolmý k vektoru u i k vektoru v (tedy k rovine určené vektory 

u, v), 
b) vektor w je orientován vuči vektoriím u, v pravotočivé, tj. podle pravidla 

pravotočivého šraubu, resp. pravidla pravé ruky (obr. 10.34). Ríkáme též, že 

trojice vektoru (u, v , w) tvorí pravotočivou bázi. 

W = U X V 

--~/7~ 
Obr. 10.34 

Vektorovým součinem vektor u u, v, z nichž alespoň jed en j e nulový, 

nazýváme nulový vektor w = o. 
Vektorový součin w vektoru u, v se značí symbolem u x v; píšeme pak w = u x v. 
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Houčinu pfocls Lavr~j c vektor. 

Operaci, jíž každé dvojici z daného vek lorového prnstoru V trírozmčrných vek· 
t oru pľifazuj eme jejich vektorový so učin , nazýváme vektorovým násobením 
vektorU. 

Vety o algebraických vlastnostech vektorového so·učinu vektoru 
V13. Pro každé dva vektory u, v v trojrozmerném prostom platí 

u x v = - v x u ( antikomutativnost vektorového součinu vektoru). 

V14- Pro každé dva vektory u, v v trojrozmerném prostoru a prn libovolné reálné 
číslo k platí 

ku x v = u x kv = k( u x v) ( asociativnost vektorového součinu vektoru 
vzhledem k násobení reálným číslem). 

V15. Pro každé tfi vektory u , v, w v trojrozmerném prostoru platí 

( u + v) x w = u x w + v x w ( distributivnost vektorového součinu vektoru 
vzhledem ke sčítání vektorú). 

Matematickou indukcí lze vlastnost z vety V.15 zobecnit pro libovolný počet 
sčítancli. 

V 16. Pro každé dva nenulové vektory u, v a libovolné nenulové reálné číslo k 
v trojrozmerném prostoru platí: Je-Ii v = ku, kde k E R \ {O}, pak 

u x v = v x u = o (nulový vektor) . 

Príklady výpočtu vektorového součinu vektoru užitím jeho definice a zá
kladních vlastností 

1. Vypočtete vektorový součin vektoru u = 2i, v = 6j , kde i , j jsou jednotkové 
vektory os x, y kartézské ( ortonormální) soustavy soufadnic Oxyz. 
R ešen í 

Vektorový součin w = u x v má podle definice velikost 

rr 
/ w / = / u x v/ = / u / · /v/ · sin r.p = 2 · 6 · sin 

2 
= 12 

a má smer jednotkového vektoru k osy z . J e t edy 

W = U X V = 12k. 

2. Určete všechny vektorové součiny jednotkových vektoru os x , y, z ortonormální 
soustavy soufadnic Oxyz . 
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R ešení 

Podle definice vektorového součinu dvou vektoru je 

Í X Í = o, 
j X j = o, 
k X k = o, 

Í X j = k , 
j x i =-k , 
k X Í = j , 

Í X k = - j , 
j X k = Í , 

k X j = - i. 

Vyjádrení vektorov6ho souCUHl 

ktor u 
ktoľu pornocí souradni 

Na základe v lastnost í vektornvého součiuu vektoru 1 , J , k odvozených v prí
ldnc lu 2 na s tr . 564 plyne veta: 

\!. / 7. V pravotočivé kartézské ( ortonormální) soustave soufaclnic v prosto ru lze 
vektornvý součin vektoru u = ( u 1 , u 2 , u3), v = (v1 , v2 , v3) vyjádfit ve tvaru 

u X v = (u1i + ·uú + U3k) X (v1i + vú + V3k) = 

= (u2V3 - V2'U3)i + (·u3V1 - V3U1)j + (u1V2 - V1U2)k = 

= (u2v3 - V2U3, U3V1 - V3U1, U1V2 - V1u2) . 

K zapamatování soufadnic vektorového součinu u x v muže vhodne poslou
~ i t, schéma dané tabulkou 10.l. Schéma začíná sloupcem druhých soufadnic da-
11ých vektoru , pokračuje po fade sloupci jejich tretích soufaclnic, prvních soufadnic 
n končí opet sloupcem druhých soufaclnic. Soufadnice vektorového součinu u x v 
zapisujeme do tretího l'ádku v mezerách mezi sloupci. Získáme je tak, že postupne 
podle schématu po úhlopríčkách násobíme dvojice zapsaných soufadnic vektoru 
11. druhý součin odčítáme od prvního. 

Sch é ma pro zapamatování souradnic vektorového součinu u x v Tab. 10.1 

u 11.2 

>< U3 >< U1 >< u 2 

v V 2 V 3 V1 V2 

U X V U 2 V 3 - V 2'U3 U 3 V 1 - V 3 U 1 U 1 V 2 - V 1 U2 

P r íklad na výpočet kartézských {ortonormálních) souradnic vektorového 
.~ oučinu vektoru 
Vypočítejte soufadnice vektorového součinu u x v, je-li dáno u = 2i , v = 6j, kde 
i , j jsou jednotkové vektory os x, y kartézské ( ortonormální) so ust a vy soufadnic 
Oxyz. 
Rešen í 
ľ'odle vety V.17 o kartézských ( ortonormálních) soufadnicích vektorového součinu, 
resp. podle schématu uvedeného v tabulce 10.l dostáváme pro vektorový součin 
dany' ch vektoru u = (2 · O· O) v = (O · 6· O)· ' ' ' ' ' . 

u 

v 

0><0><2><0 
6 o o 6 

U X V o o 12 ==> u X v = (O; O; 12) 

Tedy u x v = 12k, což je ve shode s výsledkem získaným na str. 564 pľímým užitím 
clefinice vektorového součinu . 
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S použitím vektorového součinu vekt~e seLkáváme v geometrii , ale L6ž v, 
fyzice a v technických oborech. 

V analytické geometrii se často setkáváme s úlohou určit vektor kolmý ke dvema 
daným nenulovým vektorum u , v ; lze za nej vzít jejich vektorový součin u x v neb 
nekterý jeho nenulový násobek. 

Vektorového součinu dvou nenulových vektoru lze též užít k určení obsahu rov
nobežníku, resp. trojúhelníku na základe vety: 

V18. Je dán rovnobežník ABCD v prostom (obr. 10.35). Považujeme-li AB, AC 
za umístení vektoru u , v , pak pro obsah S rovnobežníku ABCD platí: 

X 

S(ABCD) =Iu x vl 
Pro obsah S 6ABC tedy platí: 

z 

A 

Obr. 10.35 

1 
S(6ABC) = 2 ·Iu x vl 

D 

y 

A 

H G 

u B 

Obr. 10.36 

V geometrii a v aplikacích se setkáváme ješte se skalárním součinem ( u x v) · w , 
který se nazývá smíšený součin vektoru u , v , w (v tomto poradí) . 

Lze dokázat , že platí: 

(u x v)· w =(v X w) · u = (w x u) · v 

Smíšený součin vektoru lze užít k výpočtu objemu rovnobežnostenu, trojbokého 
hranolu a čtyi'stenu na základe vety: 

V.19. Nechť je dán rovnobežnosten ABCDEFGH (obr. 10.36) a nechť oriento
vané úsečky AB, AD, AE pi'edstavují po ľade umístení vektoru u , v , w. Pak 
objem V rovnobežnostenu ABCDEFGH je dán vzorcem: 

566 

11 = l(u x v)· wl 

Objem Vi trojbokého hranolu ABDEF H je roven polovine objemu V rov
nobežnostenu ABCDEFGH: 

1 1 
Vi = - V = -l(u x v)· wl 

2 2 

0 11.i" ''' ľ~: < · t ,y i · 1-1 t.1 • 1111 1 \/1/)/(jn 1<i v „11l , 111U 111 ··11\• .Íľ"'" \"1 r,r.;:jlm l<Pli1111r11111rn1 

1 II f) / •) / ľ II : 
V.,: 

1 
\ri 

;i 
~ \' 
{) 

1 
(j 1 (II v) · w\ 

Pfíklady 'Užití v ektorového a smíšeného so'Učin'U ·vektoru v geomel;rii 

l. Najdet e alespoň jeden vektor, který je kolmý ke dvema daným vektorum u = 
= (6· 2· - 4) v = (- 3· O· 1) ' ' ' ' ) . 
Ŕešení 
Užitím schématu podle tabulky 10.1 určíme soufadnice vektorového součinu 
u X v : 

v o>< i><-3><o " \2 - 4 6 2 

LI X V 2 6 6 =} LI X V = (2; 6; 6) 

Jako vektor kolmý k obema daným vektorum u , v lze vzít vektorový součin u x v 
nebo jeho libovolný nenulový násobek, napr. vektor q = 0,5 · (u x v) = (1 ; 3; 3). 

Overíme, že vektor q je kolmý k vektorum u , v: 

I u . q = 6. 1 + 2. 3 + (- 4). 3 = o =} u ..l q 

v . q = ( -3) . 1 + o . 3 + 1 . 3 = o =} v ..l q 

2. a) Vypočítejte obsah trojúhelníku ABC, je-li dáno A[l; 2; O], B[3; O; - 3], 

C[5; 2; 6]. 
b) Vypočítejte obsah trojúhelníku ABC, je-li v rovine dáno A[-1 ; 1], B[3; 3] , 

C[l; 5]. 

Rešení 
a) Orientované úsečky AB, AC považujeme za umístení vektoru u = B - A = 

= (2· - 2· - 3) v = C - A = (4· O· 6) Vypočítáme u x v = (- 12· - 24· 8) ' ' ' ' ' . ' ' ' \u X v\2 = (- 12)2 + (- 24)2 +82 = 784. Podle vety V.18 je tedy S(6AB C) = 

= 0,5 . V784 = 14. 
b) Prejdeme do prostom, zvolíme A[- 1; 1; O], B[3; 3; O], C[l; 5; OJ a obdobným 

postupem jakov a) získáme u = B - A = (4; 2; O) , v = C - A = (2; 4; O) . 
Vypočítáme u x v = (O; O; 12), \u x v\2 = 12

2
, S(6 ABC) = 0,5 · 12 = 6. 

3 . Vypočítejte objem V rovnobežnostenu ABCDEFGH, jestliže je dár1 
A[3; - 1; 2], B [-4; 2; l ], D[2 ; 2; 4], E [5; - 1; 2]. 

Rešení 
Orientované úsečky AB, AD , AE budeme považovat za umístení vektoru u , v , w; 
určíme u = B - A = (- 7· 3· - 1) v = D - A = (- 1· 3· 2) w = E -' ' ' ' ' ' . 
= (2; O; O) . Vypočítáme u x v = (9; 15; - 18) , (u x v) · w = 18, takže hlcd an ' 

objem je V = \(u x v) · w\ = 18. 

4 . Určete objem V
1 

trojbokého hranolu ABDEFH a objem V2 čtyi'stenu A 
jsou-li dány body A, B, D , E z pfedchozího príkladu . 



l L 1 
Vi = - V = - J(LI X v) · wJ = - · L8 = 9 

2 2 2 
1 1 1 

Vi = - V = - J( LI x v)· wJ = - · 18 = 3 
6 6 6 

Príklady užití vektorového součinu vektoru ve fyzice 
U vedeme dva významné príklady aplikace vektorového součinu vektoru v mechanice 
a elektrodynamice. 

1. Moment síly. J e-li tuhé teleso upevneno v bode O a pusobí-li na ne síla F 
v bode (pusobišti) P , pak se její pusobení projevuje otáčivým účinkem kolem 
osy o kolmé k rovine určené vektory r = OP a F (obr. 10.37). Mírou tohoto 
otáčivého účinku je veličina 

Mo = r x F 

zvaná moment síly F vzhledem k bodu O resp. vzhledem k ose o kolmé k rovine 
určené bodem O a vektorem F. Velikost momentu síly je 

Nfo = Fr sin a = Fd, 

kde a je úhel vektoru r, F a d = r sin a se nazývá rameno síly F . Smer momentu 
síly M je dán tím, že vektory r, F, M jsou navzájem kolmé a tvoi'í (v uvedeném 
poradí) pravotočivou soustavu. 

M 

Io 

~ 
./ 

./ 
./ 

' r d""'~.,,...--
1 ,.,.. Q 

Obr. 10.37 

v 

Obr. 10.38 

2. Lorentzova síla. Na částici o náboji Q pohybující se rychlostí v v magnetickém 
poli o indukci B v daném bode pusobí tzv. Lorentzova síla Fm určená vztahem 

Fm = Q[v X BJ. 

J ejí velikost je 
Fm = JQJvB sin o: , 

kde a je úhel vektoru v, 8 . Smer síly Fm je dán tím, že vektory v, B, Fm jsou 
navzájem kolmé a tvoi'í (v uvedeném poradí) pravotočivou soustavu ( obr. 10 .38). 
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Parametrické vyjádfoní p:fímky v rovin·" 
Ncchť X je libovolný (pramenný) bod prímky p c f2 a A urč i Lý (pevný) bod , 

jímž pfonka p prochází. Každý nenulový vektor LI , který je kolineární s vektorem 
AX = X - A, nazýváme smerovým vektorem pfímky p. Je-Ii p = <--+ AB, 
mužeme zvolit za její smerový vektor LI = AB = B - A (obr. 10.39). Pľímku p 
danou (určenou) bodem A a smerovým vektorem u budeme zapisovat symbolem 

p(A, u) . 

Obr. 10.39 

Pla tí vetq,: 
\__ 

V.1. Každou pi'ímku p c f2 danou bodem A a smerovým vektorcin u , .icjíž libo-
volný bod označíme X , lze analyticky vyjádfit vektorovou rov 11i ť"Í 

X - A= tu neboli X = A + t u, kde t E R. 

Tato rovnice s parametrem t E R se nazývá parametrid 
pfímky p(A, u) ve vektorovém tvaru nebo krátce vektorovú (p { 

rovnice pfímky p(A, u). 

vyj ádfení 
umetrická) 

Poznámka. V aplikacích ve fyzice a v technice se zpravidla vektor AX 
pomocí umístení daného polohovými vektory r , f A bodu X, A, ta"ln 

X A vyjadruje 
vokt.orová rovnic(• 

pfímky se píše ve tvaru 

r - rA = tu neboli r = rA + t u, kdet E R. 

V.2. Geom etrický význam parametru t ve vektorové rovniľi 1" 1111/, 11 

l. J e-Ii JuJ = 1 je JtJ rovna vzdálenosti bodu X , A. 
2. Pro t > O jsou vektory AX au souhlasne koli1wúr11i , 111 0 t < O jso11 

nesouhlasne kolineární a pro t = O dostáváme X . 1 , 

Nechť je v rovine pevne zvolena soustava souradnic Ox1; , \l •I l<Lnró mají body 
X, A a vektor u soufadnice: X[x, y], A[a1, a2], u = (u1, u2). Voilrl.ornvou paramoL· 
riekou rovnici pi'ímky p(A, u) lze pak nahradit ekvivalentní f:l i iílHl,n,"Vo1 1 rovnic 

x = a1 + tu1 , 
kde t E R. 

y = az + tu2, 
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JrnLožo jClú j mi o ľ0~6p81Íní vok L(ľľOVl~ rovnice .X. - A 1 l 11 ; l E R, do Hou
fadnic, nazýváme Lu Lo soustavu paramet r ickým vyj á clfo n ím p:ťímky 11(A, u) 
v soufaclnicích. 

Dusledkem vety V.1 je veta: 

V. 3. Každá prímkap v rovine muže být dána (určena) parametrickým vyjádfo
ním v soufadnicích, tj. soustavou rovníc s parametrem t E R: 

x = ai + tu1 , Y = a2 + t 'U2 

K vete V.3 platí též veta obrácená: 

V.4 . Každá soustava rovníc tvaru uvedeného ve vete V.3, kde (u 1 , u2) =/: (O; O) , 
je parametrickým vyjádfením práve jedné pfímky v soufadnicích. 

Parametrické vyjádrení poloprímky a úsečky v rovine 

Jestliže parametr t v parametrických rovnicích tvaru podle vety V.l nebo V.3 
nabývá ruzných hodnot t E R, pak pro ne dostáváme postupne ruzné body pfímky p 
(obr . 10.40) . Všem hodnotám t E R odpovídá celá prímka p . Nenabývá-li parametr t 
všech hodnot t E R, ale jen nekterých, vyplní body X odpovídající temto hodnotám 
parametru jen nekterou podmnožinu pfímky p . 

~ 
A + u 

Obr. 10.40 

V. 5. Veta o parametrickém vyjádfení polop fímky, úsečky a jejího stredu 
Nechť X = A + tu , kde u =/: o (u = B - A ) a t je reálný parametr. 
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a) Nabývá-li t všech hodnot jen z intervalu (O, +oo ), vyplní jim pfíslušející 
body X polopfímku AB (obr. 10.41a). 

b) Nabývá-li t všech hodnot jen z intervalu (- oo, O), vyplní body X polo
pfímku opačnou k polopfímce AB (obr. 10.41b). 

c) Nabývá-li t všech hodnot jen z intervalu (O; 1), vyplní body X úsečku 

AB (obr. 10.41c). 

d) Nabývá-li t jen hodnoty 0,5, vzniká jednobodová množina, kterou tvorí 
stred S úsečky AB (obr. 10.41c) . 

Obr. 10.41 

Príklady parametrického vyjádrení prímky, poloprímky a úsečky v rovín v 

1. Jsou dány body A[l ; 2], B [4; 8] . Určete parametrické rovnice a) pi'ímky A ...... , 
b) polopfímky AB , c) polopfímky opačné k polopfímce AB , d) úsečky AB. 

Rešení 
a) P odle vety V.1 má pfímka AB parametrické rovnice ve vektorovém tvaru 

X = A + tu = A + t (B - A) , t E R. 

P o j\ jich vyj ádľení v soufadnicích podle vety V.3 dost áváme 

x= 1 +(4 - l )t 
y = 2 + (8 - 2)t 

čili 
X= 1 +3t , 
y = 2 + 6t , 

kde t E R. 

Dále podle vety V.5 položíme: b) t E (O, +oo), c) t E (-oo, O), d) t E (O; 1) . 

Poznám ka. Každá soust ava parametrických rovnic pi'ímky p uvedená ve vete V.3 
určuje pfímku p j ednoznačne . Avšak každá pfímka nemá jediné paramet rické vyjád
fení - ruznou volbou bodu A E p a smerových vektoru u pfímky p dost áváme rúzn 

její parametrická vyjádfení. 

2. Rozhodnete, zda dané soustavy rovníc jsou parametrickými vyjádfeními th;i; 

pfímky: 
X = 2 - t , 
X= -S, 

y = 1 + t, 
y = 3 +s, 

kde t E R 
kde s E R 

Rešení 
Z výrazu, kterými je vyjádfena st ejná soufadnice, utvoríme rovnice a upravu· 
jeme je tak, abychom jeden parametr vyjádfili pomocí druhého: 

2 - t = - s {o? t - s = 2 {o? t = 2 + s 
l + t =3+s{o? t - s = 2 Bt = 2 + s 

To , že jsme došli ke st ejným vztahum mezi t, s, ukazuje možnost získat jedn 
vyjádfení z druhého substitucí. Obe dané soustavy vyjadfojí t ouž pfímku. 



Elirninacf paramcLru z pararncLrického vyjádfoní pľímky v rovinč podle vč Ly 
V.3 l;-;c dospč t .k jejímu neparametrickému vyjádfení, pro nčž pla tí veta: 

\1. 6. l\ aždá pľímka v rovine se dá analy ticky vyjádi'it lineárni rovnicí tvaru 

ax + by + e = O, 
kde a, b, e jsou reálné konstanty, pl'ičemž alespoň jedno z čísle a, b je ruzné 
od nuly. 

Této rovnici se l'íká obecná rovnice pfímky (též obecný tvar rovnice 
pfímky). 

\!. 7. 

VB . 

V9 . 

J e- lidá.na rovnice ax + by + e = O, v níž aspoú jedno z čísel a , b je ruzné od 
n uly, pak ( ve zvolené soustave pravoúhlých soufadnic) existuje práve jedna 
p:ľímka, jejímž analytickým vyjádl'ením je daná rovnice. 

.Je-li ax + by + e = O rovnice pl'ímky p , pak také každá rovnice tvaru 

hax + hby + he= O, kde h E R, h of O, 
j e analytickým vyjádl'ením pl'ímky p v téže soustave pravoúhlých soufadnic. 

.Jsou-li rovnice ax + by + e = O, a'x + b'y + e' = O analytickým vyjádl'ením 
pl'ímky p v téže soustave pravoúhlých soufadnic, pak platí 

a' = ha , b' = hb, e' = he, kde h E R, h of O. 

Významnou geometrickou interpretaei koeficientU a , b v rovnici p fímky ax + 
+ by + c = o vyjadruje veta: 

V l O. Píímka p daná obecnou rovnicí ax + by + e = O (kde a , b E R, a of O V b of O) 
má smerové vektory u = (- b, a), u' = (b , -a). J ejími smerovými vektory 
j sou též vektory ku , ku' pro každé k E R, k of O. 
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Pro vektor n = (a , b) platín· u = O, n · u' = O, tzn. je kolmý ke smerovým 
vektorum u, tľ (obr. 10.42) . 

Vektor n = (a, b) se proto nazývá normálový vektor pfímky p. 

'\b,a) 
\:,-a) 

p 

Obr. 10.42 

V J 1. Ncch ť je pľímka p určena bodem fl a normálovým vektorem n =f= o 
(obr. 10.42) . Potom pro každý bod X roviny platí : X E p práve tehdy, 
když 

(X - fl) · n = O. 

Rozepíšeme-li poslední rovnici do soufadnic, získáme obecnou rovnici pl'ímky. 

Príklady určování obecné rovnice prímky 

1. P rímka má parametrické vyjádl'ení v soufadnicích 

X = 7 - 3t, y = 1 + 2t , 

Určete její obecnou rovnici. 

R ešení 

kde t E R. 

P rovedeme eliminaci parametru t E R t ím, že první rovnici soustavy vynásobíme 
dvema , druhou rovnici tl'emi a obe rovnice sečteme, dostáváme 

2x + 3y = 14 + 3 =? 2x + 3y - 17 = O, 

což je obecná rovnice pľímky (ve tvaru s celočíselnými nesoudelnými koefici
enty). 

2. Určete obecnou rovnici pl'ímky p, která prochází bodem fl[2; 3] a má normálový 
vektor n = (5; 8). 

R ešení 
P rotože hledaná pl'ímka p má normálový vektor n = (5; 8), podle vety V.10 
koeficienty a, b v její obecné rovnici jsou a = 5, b = 8. Má proto obecnou rovnici 
t varu 

5x + 8y + e = O. 

Pl'ímka p prochází bodem fl[2; 3], a proto jeho soufadnice splňuj í její rovnici, 
t akže 

5 . 2 + 8 . 3 + e = o =} e = - 34. 

Daná pl'ímka p má tedy obecnou rovnici 5x + 8y - 34 = O. 

(Vynásobíme-Ii obe strany této rovnice libovolným nenulovým číslem, dosta
neme rovnici, která je též obecnou rovnicí dané pl'ímky. ) 
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Vyjdeme z obecné rovnice prímky p : ax + by + c = O, kde alcspoň jedno z čísel 
a, b E R je ruzné od nuly. Pro hodnoty b rozlišíme dva prípady: b -=/= O, b = O. 

V prípade, že b -=/= O, je pŕímka p nlznobežná s osou y ( obr . 10.43). Po vydelení 
číslem b -=/= O lze pak obecnou rovnici pfímky pi'epsat ve tvaru 

a c 
y = - -x - -

b b 
neboli 

y = kx + q, 

a c 
kde k = - b ' q = - b · 

y 

x= m 

y = q 

X o [m, OJ X 

Obr. 10.43 
Obr. 10.44 

V prípade, že b = O, obecná rovnice nabývá tvaru ax + c = O, kde a -=/= O, takže 
všechny body pfímky p mají konstantní x-ovou soufadnici, což odpovídá tomu, že 
j e pŕímka p rovnobežná s osou y (obr. 10.44). Po vydelení a -=/= O lze pak obecnou 
rovnici pfepsat ve tvaru 

neboli 

c 
kde m = - -. 

a 
Platí t edy vety: 

c 
X = - 

a 

X = m, 

V.12. Každá pfímka, která není rovnobežná s osou y , má rovnici tvaru 

y = kx + q, k E R, q E R. 

V.13. Každá pfímka, která je rovnobežná s osou y , má rovnici tvaru 

x = m , m E R. 
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pl l 11 ti • 

Obr. 10.45 

Poznámka. ~i'ímky rovnobežné s osou x mají smernici k = O; pfímky rovnobežné 
s osou y nem~jí žádnou smernici, a t edy neexistuje pro ne ani smernicový t var rovnice 
pfímky. ! 

Smernici pfímky lze vyjádfit pomocí soufadnic smerového vektoru na základe 
vety: 

v.14. Každá pfímka v rovine, která prochází bodem A[a1, a2] a jejíž smerový 
vektor je u = (u1, u2), má obecnou rovnici 

U2X U1Y + (a2U1 - a1u2) = o 

a pro U1 -=/= Q smernicový tvar 

U2 ( U2) y = - x+ a2-a1-. 
U1 'U1 

Odtud plyne veta: 

V.15. Má-Ii pfímka smerový vektoru = (u1, u 2), kde U1 -=!= o, pak má SHIČ ľlliľi 

k = u2
. Je-li u 1 = O, pfímka je rovnobežná s osou y a smernici nc111<)„ 

U1 

K vymezení geom etrického významu smernice k pŕímky p v kartézské soustav 
soufadnice Oxy se zavádí pojem smerového úhlu, který svírá pŕímka p s kladnoii 
poloosou x: Pro pfímku p rovnobežnou s osou x se jím rozumí nulový úhel ( 
= O) . Pro pfímku p rôznobežnou s osou x se jím rozumí konvexní úhel o velikosLi 
<p E (O, rr), jehož jedním ramenem je kladná poloosa x a druhým ramencm 
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p fímkyy = 

V16. Smernice k pfímky se rovná tangente smerového úhlu, tj. úhlu , který 
pi'ímka svírá s kladnou poloosou x kartézské soustavy soufadnic Oxy. Ab
solutní člen q predstavuje y-ovou soufadnici prusečíku prímky s osou y 
(obr. 10.43). 

DáJe uvedeme dve vety, které vyplývají z vety V.12 a jsou velmi často užívány 
v analytické geometrii i v aplikacích: 

V17. Pi'ímku , která prochází bodem P1 [x1 , y1J a má danou smernici k, lze ana
lyticky vyjádfä rovnicí 

y = k(x - x i)+y1. 

V 18. Pro smernici prímky, která je určena body P1 [x1, Y1], P2 [x2, Y2] a není 
rovnobežná s Osou y (tj. x2 =I x1), platí 

k = Y2 - y1 
.7:2 - X1 

Y1 - y2 -
X1 - X2 

Príklady určování smernicového tvaru rovnice prímky v rovine 

1. Určete smernicový tvar rovnice prímky, která je dána obecnou rovnicí 

2x - 3y - 5 = O. 

Rešení 

Vydelením dané rovnice pi'ímky číslem b = - 3 dostáváme po úprave její smernicový tvar 

2 5 2 5 
y = 3 X - 3 , kde k = 3 , q = - 3 . 

2. Napište rovnici pi'ímky, která prochází počátkem O a bodem A[2,5; 1,5]. 
R ešení 
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Pi'ímka OA zrejme není rovnobežná s osou y , neboť prochází počátkem a XA =I O. 
Podle vety V.12 má proto rovnici y = kx , kde k je smernice pi'ímky. Protože 
bod A[2,5; 1,5] leží na dané prímce, jeho soufadnice vyhovují její rovnici: 1,5 = 

= k · 2,5, odkud k = _!_2 = ~ = 0,6, t akže pi'ímka má rovnici y = 0 ,6x. 2,5 5 

iá l:ui 'tV<..ľľ .Y i,· 11v11if"ľ pi-í1uky v roviu 

Má-li prhnka J. 
fadnic , zjednodušuje s 
uvedené v t abulce 10.2. 

polohu vzhledem k 
ná rovnice prímky 

t:1am x, y pravoúhlG fJ ( 1111 11111 1 " '-"i 

X+ by -1- C = Q no, ~JJ 1 ' 1 1 1 ľil11I 1 ' 1il 

Tvary obecné rovnice pi'ímky pro speciální polohy pi'ímky vuči 
x.y 

i'Jil „ I I 

-
Poloha pfímky vzhledem Nutná a postačující Tvar obecné rov11 l1 ;i 
k soufadnicovým osám podmínka pfímky 

Pfímka prochází počátkem c= O ax +by= O 
Pfímka je rovnobežná s osou x a=O by+c=O 
Pfímka je rovnobežná s osou y b=O ax+c=O 
Pi'ímka splývá s osou x a=O y=O 

c= O 
Pi'ímka splývá s osou y b = O x= O 

c=O 

Pro pi'ímku, která není rovnobežná s žádnou osou soufadnic a neprochazí p 
čátkem, jsou koeficienty a, b, c v obecné rovnici pi'ímky ruzné od nuly. Vydelíme-Ii 
pak ob~cnou rovnici pi'ímky ax +by+ c = O číslem - c =I O, nabývá tvaru 

1 
1 

a b 
-~X - ~y = l; 

a označíme-Ii 
c c 

p =- ~ , q= - b , 

dostáváme tzv. úsekový tvar rovnice pfímky neboli úsekovou rovnici pfímky 

X y 
-+-= l. 
p q 

Této rovnici vyhovují soufadnice bodu [p, O], [O, q], tj. prusečíku s osami soufadni 
x, y (obr. 10.46). Její název je spojen s tím, že číslUm p , q i'íkáme úseky vyťat 
danou pfímkou na osách soufadnic x, y. 

X 

Obr. 10.46 
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m rovnic 

x cos a + y sin a = do . 

Podle vety V.14 má tato pfímka smerový vektor o soufadnicích u1 = - sin a , u 2 = 
= cos a, který je jednotkový, neboť (-sin a) 2 + cos2a = 1, a proto ho budeme značit 
uo = (-sin a, cos a). Jednotkový vektor no = (cos a , sin a) je k vektoru 110 kolmý, takže 
predstavuje normálový vektor pfímky; odtud pochází název normálového tvaru rov
nice pfímky. Prímka p daná touto rovnicí prochází bodem Q [do cos a, do sin a], jak snadno 
zj istíme dosazením soufadnic tohoto bodu do rovnice pfímky. Bod Q leží na prímce kolmé 
k prímce p a procházející počátkem O, takže vzdálenost bodu Q, O: 

IQOI = (do cos a)2 + (do sin a)2 = ~ = Idol , 

tj . Idol se rovná vzdálenosti pfímky pod počátku O. 

Parametrické vyjádrení pfímky v prostoru 

Vety V.l a V.2 platí nejen pro parametrické vyjádfení pfímky v rovine g, ale 
též v prostoru. 

Tedy také v prostoru má pfímka p(A, u) určená bodem A a smerovým vekto
rem u vektorovou (parametrickou) rovnici 

X = A + tu, kde t E R 

je parametr. 
Odlišnost v parametrickém vyjádfení pfímky v rovine a v prostoru se projeví 

teprve pi'i rozepisování vektorové parametrické rovnice do soufadnic. Zatímco pro 
pfímku v rovine jsme dostali ve vete V.3 soustavu dvou rovnic, pro pfímku v pro
storu dostaneme soustavu tfí rovnic, jak vyjadruje veta: 

V.19. J e-li v prostoru zvolena soustava soufadnic, ve které daný bod A pfímky p, 
její libovolný bod X a smerový vektor u mají soufadnice A[a 1 , a 2 , a 3 ], 

X[x, y, z], u = (u1 , u 2 , u3 ), pak parametrická rovnice pfímky p ve vekto
rovém tvaru je ekvivalentní se soustavou parametrických rovnic (pa
rametrickým vyjádfením) pfímky p v soufadnicích: 

x = a1 + tu1, 

y = a2 + tu2, kde t E R. 

z = a3 + tu3 , 

K vete V.19 platí t éž veta obrácená: 

V.20. Každá soustava rovnic typu 
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x = a1 + tu1, 

y = a2 + tu2, 

z= a3 + tu3, 

kde t E Ra (u1 , u2 , u3) =/=(O; O; O) , je analytickým vyjádl'ením práve jedné 
pfímky v prostoru. 

PurmnuLľiCk~ vy;iľ1dn·1ľí l' lM•Jii'imlw a ú soi:!lty v prv t:J Luľ l• } · 111111111111 

jako v rovina (viz včLu V.!3) . 
P ríklady na par·ame't7"ické vyjádreni prímky v pros·toru 
1. Určete pa.ramcLrické vyjádfení pfímky, která prochází bodem A(- 1; :l; •ii ft 11 1" 

smerový vektor u = (- 2; 3; 1). 

R ešen í 
Dosazením do parametrických rovnic pľímky podle vety V.20 dostáválr11 

X= -1 - 2t , 
y = 3 + 3t , 
z = 4 + t , 

t E R. 

2. Určete parametrické vyjádfení pfímky p procházející body A[l ; l ; - 2], 

B [3; 2; l ]. 

Rešení 
Pfímka p je určena bodem A a smerovým vektorem u = B - A = (2; l ; 3), má 

proto podle vety V.20 parametrické vyjádfení 

10.10 

X = 1 + 2t, 
y = 1 + t , 
z=-2 + 3t, 

t E R. 

Analytické vyšetfování vzájemné polohy 
dvou pfímek v rovine a v prostoru 

V zájemná poloha dvou pfímek v rovine 

Určení vzájemné polohy dvou pfímek daných analytickým vyjádf--

ním lze provést dvema zpusoby: 
1. R ešíme soustavu rovnic obou pfímek. Mohou nastat práve tfi prípady: 

a) Soustava má práve jedno fešení [x, y], jestliže dané pfímky jsou ruznobežn 
fešení predstavuje soufadnice prusečíku obou pfímek (obr . 10.47a). 

b) Soustava nemá žádné fešení, jestliže dané pfímky jsou rovnobežné ruzné 

(obr. 10.47b). 
c) Soustava má nekonečne mnoho fešení , jestliže dané pfímky jsou totožné, tj . 

když obe rovnice vyjadfují touž pfímku (obr. 10.47c). 

a) \ q p / b) / / c) 

p= q 
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V. 1. Pľí111ky p(A, u), q(IJ , v) v rov i11.č j HO ll rov11obč% 11 é prúvč lc li dy, kdy% 

a) jejich smerové vektory u , v jsou kolineární (obr. 10.48a, b) čili plat í v 
= cu, kele c E R, c =f- O, pi'ičemž speciálne pi'ímky p, q jsou totožné (p = q), 
práve když vektor B - A je nenulovým násobkem vektoru u, 

b) jejich normálové vektory n1 , n2 jsou kolineární (obr. l0.49a, b) čili platí 
n2 = c'n1, kde c' E R, c' =f- O. 

Obr. 10.48 

a) 

Obr . 10.49 

Významným speciálním pi'ípadem ruznobežných pi'ímek p, q jsou kolmé 
pfímky, pro než platí veta: 

V.2. Pi'ímky p, q jsou k sobe kolmé práve tehcly, kclyž 

a) jejich smerové vektory u, v jsou navzájem kolmé (ortogonální), tj. platí 
u · v = O. 

b) jej ich normálové vektory n1, n2 jsou navzájem kolmé ( ortogonální), tj. 
platí n1 · n2 = O. 

Z vet V.la V.2 plynou na základe kap. 10.6 a 10.7 nutné a postačující podmínky 
pro rovnobežnost a kolmost pi'ímek v rovine, jež jsou vyjádi'eny analyticky obec
nými rovnicemi, resp. rovnicemi ve smernicovém tvaru. Uvádíme je v tabulce 10.3. 

Podmínky rovnobežnosti a kolmosti dvojice pfímek v rovine Tab. 10.3 

Pfímky o rovnicích a1x+b1y+ c1=0 y = k1x + q1 
a2x + b2y + c2 = O y = k2X + q2 

jsou rovnobežné práve a1b2 = a2b1 k1 = k2 
tehdy, když platí čili 

a1 b1 
- = b pro a2 =/= O, b2 =/= O 
a2 2 

jsou k sobe kolmé a1a2 + b1b2 = O 1 + k1k2 = o 
práve tehdy, když platí čili 

1 
k2 = - ki pro k1 =/= O 
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3x + 4y - 3 = O a x = l + 2t , y = 2 - t . 

1. zpusob fešení 
Hlecláme soufaclnice společných bodu i'ešením soustavy daných rovníc metoclou 
closazovací; clostáváme jí jedinou rovnici pro parametr t: 

3 + 6t + 8 - 4t - 3 = O, oclkucl 2t = - 8 čili t = - 4. 

Vychází práve jedna hodnota parametru, která oclpovídá práve jednomu spo
lečnému bodu daných pi'ímek; jeho soufaclnice jsou x = 1 + 2 · (- 4) = -7, 
y = 2 - (- 4) = 6. Dané pi'ímky jsou tedy ruznobéžky. 

2. zpusob fešení 
Podle vety V.10, kap. 10.9 má první pi'ímka smerový vektoru= (- 4; 3). Z pa-
rametrických rovníc 2. pľímky plyne, že má smerový vektor v = (2; - 1). 

Protože - 4 =f- ]__, nejsou vektory u , v kolineární, a tedy dané pfímky nejsou 
2 - 1 

rovnobežné. 

2. Bodem A[2 ,5; 1] je k pľímce m určené rovnicí 2x + y - 3 = O vedena a) rovno
bežka m' , b) kolmice n ( obr. 10.50). Stanovte jej ich rovnice. 

X 

Obr. 10.50 

1. zpusob fešení 
Pi'ímka m má smernici k1 = - 2 =!- O. 
a) Rovnobežkam' má (viz tab. 10.3) smernici touž, a tedy rovnici y - 1 = 

= (- 2) · (x - 2,5) čili 2x + y - 6 = O. 

b) Kolmice n má (viz tab. 10.3) smernici k2 = - kl = ~,a tedy rovnici y -1 = 
1 2 

l X 5 
= 

2 
· (x - 2,5) čili y - l = 2 - 4 čili 2x - 4y - 1 = O. 
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a) J ako smerový vektor pľímky m' lze vzít (viz včtu V.10 , kap. 10.9) vektor 1.1 = 
= (- 1; 2) , takže vektorovou rovnici pfímky lze zapsat ve tvaru X = A + t u, 
a tedy parametrické rovnice pi'ímky jsou x = 2,5 - t , y = 1 + 2t. Vyloučením 
parametru dostáváme rovnici 2x + y - 6 = O. 

b) Jako smerový vektor pi'ímky n lze vzít (viz vetu V.10, kap. 10.9) vektor 
v = (2; 1) . Obdobným postupem jako v úloze a) dostáváme parametrické 
rovnice x = 2,5 + 2t, y = 1 + t , odkud eliminací parametru dostáváme 
rovnici 2x - 4y - 1 = O. 

V zá j emná p oloha d vou pfím ek v prostoru 

Na rozdíl od roviny v prostoru mohou být dve pi'ímky nejen rovnobežn é nebo 
rilznobežné, ale též mimobežné. 

Pri vyšetfování vzájemné polohy dvou pfímek v prostoru se užívají následující 
vety (z nichž veta V.3 je jen upravenou formulací vety V. l a): 

V3. Pro každé dve pi'ímky p(A, u), q(B, v) v prostoru platí , že p II q, prave 
když vektor v je c-násobkem vektoru u ; c E R, c -:f. O. Pritom mohou nastat 
tyto prípady ( obr. 10.48a, b): 

a) p = q, práve když oba vektory v , B - A jsou násobky vektoru u, 

b) p II q ap -:f. q, práve když vektor v je násobkem vektoru u, ale vektor 
B - A není násobkem vektoru u. 

V4. Pro každé dve pi'ímky p(A, u), q(B, v) v prostoru platí 

a) pi'ímky p , q leží v jedné rovine, práve když vektor B - A je lineární 
kombinací vektoru u, v nebo vektor v je násobkem vektoru u, 

b) prímky p , q jsou mimo bežné, práve když vektor B - A není lineární 
kombinací vektoru u, v a vektor v není násobkem vektoru u . 

Pripomeňme , že vektor B - A je lineární kombinací vektoru u, v , práve když 
existují taková čísla c1, c2 E R, že platí 

B - A = C1 u + C2 v. 

Príklad vyšetrování vzájemné polohy dvou prímek v prostoru 
Rozhodnete, jakou vzájemnou polohu mají prímky p, q, které jsou dány svými 
parametrickými vyjádreními v soui'adnicích: 
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p: X= 2 - 2t , 
y = 3 + 4t, t E R 
z= - 5t, 

q: X = 1 - 2s, 
y = 4 +s, s E R 
z= 3 + 3s, 

/{l!/l (l? ti, 

1 i ľ! mlm v je dánn bodom A[2; 3; Oj : 1 ~1 11 1 l 1rovýrn vokLorom u ( ~; tt ; 
„ i cl Á.na bodcm D[l ; 4; 3] a smčrový 1 n vokLorom v = (- 2; l ; 3) . VckL 
11ým násobkom vektoru u, a proto (pocllc včLy V.3) pHmky p , q n ejsoii rnvnobežn,„ 

Dále vyšetríme, zda jsou rúznobežné, nebo mimobéžné. VyšcLfoní l" 

dvojím zpusobem: 
1. wusob: Rozhodneme, zda mají společný bod P , tj . existují-li taková reálná 

\íHla t , s, že platí soustava tfí rovníc: 

2 - 2t = 1 - 2s 

3 + 4t = 4 +s 
- 5t = 3 + 3s 

\
.., • , ' h d . d ' ' t 1 l T t v, 1 \,esemm soustavy prvmc vou rovmc ostavame = "6 , s = - '3 . a ·o c1s a 

však nesplňuj í tretí rovnici. Prímky p , q nemají proto žádný společný bod. Protož 
ílároveň nejsou rovnobežné, jsou mimobežn é. 

~). zpusob (na základe vety V.4): Overíme, zda vektor B - A je lineární kombinací 
vektoru u , v , tj. zda existují taková čísla c1, c2 E R, že platí 

B - A = C1 u + C2 v 

neboli po rozepsání do soui'adnic: 

- 1 = - 2c1 - 2c2 
1 = 4c1 + C2 
3 = - 5c1 + 3c2 

Rešením soustavy prvních dvou rovníc dostáváme c1 = ~, c2 = ~ . Tato čísla však 

nesplňují tretí rovnici. Vektor B - A není tedy lineární kombinací vektoru LI , v , 

a proto pľímky p , q .Jsou m imobéžn é. 

10.11 Rovnice roviny, poloroviny, poloprostoru 

Parametrické vyjádfení r oviny 

Každými tremi rúznými body A, B , C, které neleží na jedné prímce, prochází 
práve jedna rovina(!. Orientované úsečky AB , AC jsou umísteními dvou nenulových 
vektoru u, v , z nichž žádný není reálným násobkem druhého (obr. 10.51) ; píšeme: 

u = B - A, v = C - A. 

Rovinu f2 danou (určenou) bodem A a dvema nenulovými nekolineárními vektory 

LI , v budeme zapisovat symbolem Q(A, u , v ) . 
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~/ 

L?--7 
Obr. 10.51 

P latí veta: 

Vl. Každou rovinu(} danou bodem A a dvojicí nenulových nekolineárních vek
toru u, v, jejíž libovolný (promčnný) bod označíme X , lze vyjádrit analy
ticky vektorovou rovnicí 

X - A = tu + s v neboli X = A + tu + s v, kde t E R, s E R. 

Tato rovnice s parametry t E R, s E R se nazývá parametrické vyjádrení 
roviny o(A, u, v) ve vektorovém tvaru nebo vektorová (parametrická) rov
n ice roviny o(A, u, v). 

Poznámka. V aplikacích ve fyzice a v technice se obvykle vektor AX = X - A vyjadruje 
pomocí rádiusvekton'.1 (polohových vektoru) r, rA bodu X, A: AX = r - rA a vektorová 
rovnice roviny se pak zapisuje ve tvaru 

r - rA = t u + s v neboli r = rA + tu + s v, kde t E R, s E R. 

Nechť je v prostoru pevne zvolena soustava soufadnic Oxyz, ve které mají 
body X , A a vektory u, v soufadnice X[x, y , z), A[a1, a2 , a3], u = (u1, u 2, ·u3), v = 
= (v1, V2, v3) . Vektorovou parametrickou rovnici roviny o(A, u, v) lze pak nahradit 
ekvivalentní soustavou rovnic 

X = a1 + tu1 + SV1' 

y = a2 + tu.2 + sv2, kde t E R, s E R. 

z = a3 + tu3 + sv3 , 

Tuto soustavu rovnic s parametry t , s E R nazýváme parametrickým vyjá
dfoním roviny o(A, u, v) v souradnicích nebo parametrickými rovnicemi 
roviny o(A, u, v) v souradnicovém tvaru. 

Dusledkem vety V 1 je veta: 

V2. Každá rovina o muže být dána (určena) parametrickým vyjádrením vsou
fadnicích, tj. soustavou rovnic s parametry t , s E R: 

X = a1 + tu1 + SV1' y = a2 + tu2 + SV2' z = a3 + tu3 + SV3 
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v. .1. l<t1Ý.Li {1 so 11 sL;w;i, rov11ic Lv;1r1 1 11 vc:d(! ll é l1 0 vc v(l l,i\ V.'2 , kde (n 1, 'n ".!., ·11-:1) / 

~ (O; O; O), (v 1,v2,v;; ) -:/;; (O; O; O) a (v1 ,v2,V:j ) nc11í rcál11ý11111 ásobkc111 
(t1 1, u 2, ti:;), je parametrickým vyjádrením práve jedné roviny. 

Príklady určení parametrického vyjádrení roviny 

1. J sou dány body A[2; - 4; 5], B[3; - 1; 4] , C[O; - 10; 8] . Určete parametrické vy
jádrení roviny ABC. 

Rešení 
Podle vety V.l má rovina ABC parametrické vyjádrení ve vektorovém tvaru 

X =A+ t u +s v, t , s E R. 

Za vektory u v lze volit u = AB = B - A = (1 · 3· - 1) v = AC = C - A = 
) ' , ' 

= (- 2; - 6; 3) , které nejsou kolineární (žádný není násobkem druhého). Para-
metrické vyjádrení roviny ABC v soufadnicích podle vety V.2 je 

X= 2 + t - 2s , 
y = - 4 + 3t - 6s , kde t, s E R. 
z= 5 - t + 3s 

2. Zjistete, zda v rovine ABC z príkladu 1 leží body D[5 ; 5; 1], E[2; 3; 2]. 

R ešení 
Bod D [5; 5; 1] bude ležet v rovine A B C práve tehdy, když existuje taková dvo
jice reálných čísel t , s, že pro soufadnice bodu D budou splnčny parametrické 
rovnice: 

5 = 2 + t - 2s } 
5 = - 4 + 3t - 6s =? t = 1, 
1 = 5 - t + 3s 

s = - 1 

Soustava složená z první a tretí rovnice má rešení , jež vyhovuje také druhé 
rovnici. Proto bod D leží v rovine ABC. 

Obdobným postupem zjistíme, že bod E neleží v rovine ABC, neboť žádná 
dvojice t , s E R nesplňuje soustavu rovnic: 

2 = 2 + t - 2s =? t - 2s = o } 
3 = - 4 + 3t - 6s =? t _ 28 = ~ sporné rovnice 

2 = 5 - t + 3s 
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Obecná rovnice roviny 

Vyloučením parametru t , s z parametrického vyjádfení roviny v soufadnicovém 
tvaru (podle vety V.2) dospíváme k jejímu neparametrickému vyjádfení , pro než 
platí veta: 

V.4. Každá rovina se dá analyticky vyjádfit rovnicí tvaru 

ax + by + cz + d = O, 

kde a, b, c, d jsou reálné konstanty, pl'ičemž alespoň jedno z čísel a, b, c je 
ruzné od nuly. 

Této rovnici se ľíká obecná rovnice roviny. 

V.5. J e-li <lána rovnice ax + by + cz + d = O, v níž alespoň jedno z čísel a, b, c 
je ruzné od nuly, pak ve zvolené soustave pravoúhlých soufadnic existuje 
práve jedna rovina, jejímž analytickým vyjádi'ením je daná rovnice. 

V.6. Je-li ax + by+ cz + d = O obecnou rovnicí roviny{!, pak také každá rovnice 
tvaru 

hax + hby + hcz + hd = O, kde h E R, h =/- O, 

je analytickým vyjádfením této roviny {! v téže soustave pravoúhlých sou
fadnic. 

V. 7. Jsou-li rovnice ax + by + cz + d = O, a' x + b' y + c' z+ ď = O dve analytická 
vyjádfení roviny {! v téže soustave pravoúhlých soufadnic, pak platí 

a' = ha , b' = hb, c' = he, ď = hd, kde h E R, h =1- O. 

Vety V.6 , V.7 lze souhrnne formulovat takto: 

Každá rovina {! má nekonečne mnoho obecných rovnic , které jsou vesmes reál
nými nenulovými násobky jedné z nich. 

Geom etrický význam koefi cientu a , b, c v obecné rovnici roviny podává veta: 

V.8. J e-li {!rovina daná obecnou rovnicí 
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ax +by+ cz + d = O (kde a, b, c E R, a =1- O V b =1- O V c =1- O), 

pak vektor n = (a, b, c) je kolmý ke každému vektoru AX = X - A, kde A je 
daný (pevný) bod roviny{! a X její libovolný (promenný) bod (obr. 10.52) , 
tj. platí 

n · AX = O neboli n · (X - A) = O. 

Vektor n = (a , b, c) se proto nazývá normálový vektor roviny g. 

n X 

Obr. 10.52 

Je-Ii známo parametrické vyjádfení roviny Q(A, u, v), pak její obecnoll ťu ;t 1 l 1• 
lze získat nejen eliminací parametru t , s, ale také určením normálového vekL01'1l 

n = k(u x v), kde k E R, k =/- O. 

Platí zrejme veta: 

V.9. Každá rovina Q(A, u, v) má jednu takovou obecnou rovnici ax + by + cz 1 
+ d = O, v níž usporádanou trojici (a , b, c) =1- (O; O; O) tvorí soufadnic0 

vektoru u x v. 

Príklady určování obecné rovnice roviny 
1. Určete obecnou rovnici roviny {! , jejíž parametrické vyjádfení je 

X= 3 - 3t + S, 
y =-2 + t - 3s, kde t , s E R. 
z=-1 - t - s, 

1. zpusob fešení - eliminace parametru t , s z parametrického vyjádi'ení roviny 
Sečtením první a tretí rovnice vyloučíme parametr s, dostáváme 

4t = 2 - X - z; 

sečtením druhé a tretí rovnice vyloučíme parametr t; vychází 

4s = -3- y - z. 

Po dosazení do tretí rovnice vynásobené čtyrmi získáme hledanou obecnou rov-

nici roviny: 
X+ y - 2z - 3 = 0 

2. zpusob fešení - určení normálového vektoru n = u x v roviny {! 

Protože u = (- 3; l ; - 1) , v = (1; - 3; - 1) , dostáváme užitím schématu podk 
tab. 10.1 pro soufadnice a , b, c vektoru n = u x v : 

- 1 

- 1 

- 3 _:} l 

b c 
~ 

\ 

a := - 1 - 3 := -L1, 

b ==-1 - 3 ==-4, 

c == 9 - l == 



sndírno d vnko l'Oviuy nu:; 

- 4x - 4y + 8z -1 rl = O. 

((oeficient d určíme z poclmínky, že v rovine g leží bod A[3; - 2; - 1], takže jeho 
souíadnice vyhovují rovnici roviny 

(- 4) . 3 - 4. (- 2) + 8. (-1) + d = o 
·i.li 

- 12 + 8 - 8 + d = o=} d = 12. 

becná rovnice dané roviny je tedy 

- 4x - 4y + 8z + 12 = O 

··ili po zjednodušení (vydelení číslem - 4) vychází stej ne jako 1. postupem 

x + y - 2z - 3 = O. 

Napíšte obecnou rovnici roviny {!, která je <lána body A[2; O; - 5], B [- 4; 2; O] 
a vektorem u = (- 3; - 1; 5). 

tešení 

Rovina {!je určena bodem A , vektorem u a vektorem v = AB = B - A = 

= (- 6; 2; 5), který zrejme není násobkem vektoru u. Obdobným zpusobem jako 
v predchozím príkladu vypočteme souíadnice normálového vektoru roviny n = 
= u x v = (a, b, c) = (- 15; - 15; - 12). Po dosazení do obecné rovnice roviny{! 
d.os táváme 

- 15x - 15y - 12z + d = O 

a z podmínky A E {! plyne 

(- 15). 2 - 15. o - 12. (- 5) + d = o =} d = - 30. 

Daná rovina má tedy obecnou rovnici 

- 15x - 15y - 12z - 30 = O 

neboli po zjednodušení (vydelením číslem - 3) 

5x + 5y + 4z + 10 = O. 

(K témuž výsledku lze dospet též pfímo dosazením do rovnice n ·(X - A)= O.) 

znárnka. Zapamatuj te si dukladne, že rovnice typu ax + by + cz + d = O, kde 
ú, c) =/= (O; O; O), jsou obecnými rovnicemi roviny a nikoli pfímky v prostoru. Žádná 

mka v prostoru nemá obecnou rovnici, tj. není analyticky vyjádfona jedinou lineární 
·uicí s promennými x , y, z . Nemá smyslu pokoušet se vyloučit parametr t z parametric-
10 vyjád rení pí'ímky v prostoru (analogicky jako pro pľímku v rovine). I když se podarí 
·amctr vyloučit , získaná rovnice nevyjadruje pfímku, ale rovinu, která danou pfímku 
lf\ lmjn 

~ 

ifllU,Í lJf Í1J1td'.Y ul IC •1 ; 11{' ľllV J, 11 ruv my 

Má-li rov.ina z v lá~'Lní polohu vzhlcclcm k osám x, y , z , rcsp. rovinám :i:y , xz, 
yz soust avy pravoúhlých soufadnic Oxyz , zjednodušuje sc obecná rovnice roviny 
ax + by + cz + d = O na speciální tvary uvedené v tabulce 10.4. Tyto roviny jsou 
zobrazeny v obr. 10.53, 10.54. 

Speciální tvary obecné rovnice roviny Tab. 10.4 

Poloha roviny vzhledem Nutná a postačující T var obecné rovnice roviny 
k soufadnicovým osám , podmínka 
resp. k soufadnicovým 
rovinám 

Rovina procházející d = O ax + by + cz = O 
počátkem 

Rovina rovnobežná a = O, b =I= O, c =I= O by +cz+ d = O 
s osou x ( obr. 10.53a) 

Speciálne: Rovina navíc: d = O by+ cz= O 
procházející osou x 

Rovina rovnobežná b = O, a =I= O, c =I= O ax + cz + d = O 
s osou y ( obr. 10.53b) 

Speciálne: !fovina navíc: d = O ax + cz = O 
-procházejíoí osou y 

Rovina rovnobežná c = O, a =I= O, b =I= O ax + by + d = O 
s osou z (obr.10.53c) 

Speciálne: Rovina navíc: d = O ax + by = O 
procházející osou z 

rovina rovnobežná a = b = O, c =/= O cz+ d = O 
s rovinou x y 
( obr . 10.54a) 

Speciálne: Rovina xy navíc: d = O z= O 

rovina rovnobežná a = c = O, b =/= O by+d = O 
s rovinou x z 
( obr. 10.54b) 

Speciálne: Rovina xz navíc: d = O y = O 

rovina rovnobežná b = c = O, a =/= O ax + d = O 
s rovinou yz 
(obr. 10.54c) 

Speciálne: Rovina yz navíc: d = O x= O 

Poznámka. Neobsahuje-Ii rovnice roviny nekteré promenné (soufadnice) , pak je tato ro
vina rovnobežná s príslušnou soufadnicovou osou, resp. soufadnicovou rovinou (neobsahu
je-Ii rovnice roviny navíc absolutní člen , pak rovina speciálne prochází soufadnicovou osou, 

resp. splývá se soufadnicovou rovinou) . 
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Úsekový tvar rovnice roviny 
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Obr. 10.54 

Pro rovinu, která není rovnobežná s žádnou osou soufadnic a neprochází počát

kem, jsou koeficienty v obecné rovnici roviny a i= O, b i= O, c i= O, d i= O. Vydelíme-Ii 
pak obecnou rovnici roviny ax + by + cz + d = O číslem d i= O, lze ji upravit na tvar 

a b c 
-dx-dy-dz= l , 

v, i· d d d d , , , k , t . a oznac1me- 1 p = - - , q = - -b , r = - - , ostavame tzv. use ovy var rovnice 

roviny 
a c 

X y Z 
-+ - +-= l. 
p q r 

Této rovnici vyhovují soufadnice bodu [p, O, O], [O, q, O], [O, O, r], tj. prusečíky 
s osami soufadnic x, y, z. J ejí název je spojen s tím, že číslum p, q, r fikáme úseky 
vyťaté danou rovinou na osách souradnic x, y , z. 
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'l'U'IJ'i'l h'U 

" 11u\ normalový vckLor /1 (:J ; l j 

Ii) je rovnobčžná s osou x a procliázl body A[4; O; - 2], B[5; 1; 7], 

c) prochází osou z a bodem A[- 3; 1; - 2], 

l) je rovnobežná se soufadnicovou rovinou xz a prochází bodem A[2 ; - 5; 3] . 

i?.ešení 
t) Rovina s normálovým vektorem n = (a, b, c) = (3; - 1; 2) má obecnou rovnici 

tvaru 
3x - y + 2z + d = O. 

Protože prochází počátkem soustavy soufadnic, je d 

rovnice je 
3x - y + 2z = O. 

b) Rovina rovnobežná s osou x má obecnou rovnici tvaru 

by + CZ+ d = Q. 

O, takže její obecná 

Hodnoty koeficientu b, c, d určíme dosazením soufadnic bodu A, B do této 
rovnice. Po dosazení soui'adnic bodu A[4; O; -2] dostáváme 

- 2c+d = O 

a po dosazení soui'adnic bodu B[5; 1; 7] dostáváme 

b + 7c+ d = O. 

Odečteme-li obe rovnice, plyne odtud, že b + 9c = O čili b = - 9c. Z první rovnic 
dostáváme d = 2c. Zvolíme-Ii c = 1, je tedy hledaná obecná rovnice roviny 

- 9y +z+ 2 = o 

a po vynásobení číslem - 1 
9y - z - 2 = o. 

c) Rovina procházející osou z má obecnou rovnici tvaru 

ax + by = O. 

Vztah mezi koeficienty a, b získáme dosazením soui'adnic bodu A[- 3; 1; - 2]: 

- 3a+ b = O 

Zvolíme-Ii a = 1, pak je b = 3a = 3, takže daná rovina má obecnou rovnici 

X+ 3y = Q. 
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by 1- d O. 

Dosazením soufadnice y = - 5 bodu A[2; - 5; 3] dosLávámc vr. l,11,li 11 illi~ i j,,,i II 
enty b, d: 

- 5b + d = o => cl = 5b 

Zvolíme-Ii b = 1, bude d = 5. Tím získáváme obecnou rovnici r] q,11 " 1•11 1i11 \ 

Y + 5 = O. 

Analytická vyjádfení poloroviny a poloprostoru 

Obrázek 10.55 znázorňuje , že každou polorovinu ABC n 
jako sjednocení všech polopi'ímek MN, které jsou souhlasn 
pfímkou AC a mají počátek M na pi'ímce AB = p. 

1 • --c 

• sv 1 „?L--
't N-----

boli z> 

Obr. 10.55 
Obr. 10. ~ 

w 

II 

Obrázek 10.56 obdobne ukazuje, že poloprostor ABC D = (}D lzc v,1111, •111 l••llfl 
sjednocení všech polopl'ímek MN, které jsou souhlasne rovnobežné s 1'" '"1 •11111~ 1111 
AD a mají počátek M v rovine ABC = f2. 

Pl'itom pro souhlasne rovnobežné polopi'ímky platí veta o jejich 1111t1IJ 111 lu t111 
vyjádl'ení: 

V.10. Každé dve souhlasne rovnobežné polopl'ímky AB, CD lze a11;-dy 1.iľi11• ľVI 
dl'it pomocí téhož vektoru a téhož parametru s oborem (O, -1 ou ): 

X = A+ t u, t _;; O; X = C + tu, t _;; O 

Popsaná sjednocení polopl'ímek mužeme též snadno vyjádl'it paramcl.ľlt 11 1 II l 11 

získáme analyt ické vyjádfení poloroviny a poloprostoru v para.ii 1111 r 11 1111111 
tvaru, jak udává veta: 
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11 / V ľ11 vJ 111 ' j1J .J1;1111, p ľ 1111 k ; 1, 1i(1\ , 11 ) :1, l111d ( '1 Jd ,ľ1 ,ý 111 •!1 "!, Í Iii!, Jll'llllľť /' • 

( )-;, 11 n.ľÍ1111' Ii v«kL11r v ( ) A, pak pl)l1.ir11vi11 11 11() 1·1,1· p;1, ľ:1.11ll'l.ri„k y 

vyj:'1,d ri 1. 1,ak Lu: 

X Alltt l- 8V , t E R,s .;; o 

11 ) .11· d{1,11 a rovi 11 a g(fl, u, v) a bod D , který neleží v(!. Označíme-Ii vektor 
w O - A, pak poloprostor (!D lze parametricky vyjádl'it takto: 

X = A+ tu+ sv + rw, t, s E R, r _;; O 

í{o:r.cµíšeme-li parametrické vyjádl'ení poloroviny či poloprostoru v soufadnicích, 
1 ~. 11t c jcjich analytická vyjádl'ení soustavou rovnica jedné nerovnice. 

Jloloroviny a poloprostory mají také analytická vyjádfení , která odpoví
l1dl n!Jccným rovnicím pi'ímek v rovine a rovin v prostom; platí pro ne veta: 

1 I' n) VrovinejedánbodC[xo , y0]api'ímkap:ax+by+c = O,(a,b) =l-(0; 0) . 

Platí-Ii axo + byo + c > O, pak polorovina pC má analytické vyjádl'ení 
ax + by + c _;; O. 

Platí-Ii ax0 + by0 + c < O, pak polorovina pC má analytické vyjádl'ení 
ax + by + c;;;; O. 

ii) V prostom je dán bod D[xo , yo , zo] a rovina(!: ax +by+ cz + d = O, 
(a, b, c) =f- (O; O; O). 

Platí-Ii axo + byo + czo + d > O, pak poloprostor (}D má analytické 
vyjádl'ení ax +by+ cz + d _;; O. 

Platí-Ii axo + byo + czo + d < O, pak poloprostor (!D má analytické 
vyjádl'ení ax +by + cz + d ;;;; O. 

ldady analytického vyjádrení poloroviny a poloprostoru 

1, .I<' el ána pi'ímkap(A, u) a bod C ; A[2; 8], u = (4; - 1), C [3; 6]. Napíšte parame-
1.r ické vyjádl'ení poloroviny pC v soufadnicích. 

.dení 
Vyjdeme z vety V.lla. Určíme soufadnice vektoru v = C - A= (1; - 2) a vsou
n1.dnicích rozepíšeme parametrické vyjádl'ení poloroviny pC: 

X = A+tu +sv, t E R, s.;; o 

1 )ostáváme: 

x = 2 +4t +s, y = 8 - t - 2s , t E R, s.;; o 

ltozhodnete , které z bodu A[5 ; 3], B[O; 7], C[6; - 1], D [8; - 2], E [-3; - 1] leží 
v téže polorovine, jež má hraniční pl'ímku p vyjádl'enou obecnou rovnicí 

3x - y + 7 = O. 
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ul'nchúco dm1ých bodt' cl oHndhuo do v\11w1,11 :11 

... 15 - 3 + 7 = 19, 

.. . 18 + 1 + 7 = 26, 

... - 9 + 1 + 7 =- l. 

.. . O - 7 1 7 = O, 

... 24 + 2 1- 7 ..... :1:1, 

Odtud plyne: Body A, C, D leží v t éže polorovine, bod E lož! 11 11 11111 111 11 111111 
v ine, bod B leží na hraniční pi'ímce p. 

3. J e elána rovina o(A, LI , v) a bod D; A[4; 3; 2], LI = (4; - 1; 5) , 11 ( [! , ~' !II 
D [5; - 8; 3]. Napíšt e parametrické vyjácli'ení poloprostoru oD v fl 11111 111l1ii1i111 

R ešení 
V yjdeme z vety V.llb. Určíme soufaclnice vektoru w = . 
a v soufadnicích rozepíšeme parametrické vyjádl'ení polopr 

Dostáváme: 

X = A -t- tL1-t- s v +r w, t , s E R, r ~ O 

x = 4 + 4t - 3s + r, 
y = 3 - t + 2s - llr, t, s E R, r ~ O 
z= 2 + 5t + 9s + r , 

II 1 

10.12 Analytické vyšetfování vzájemn 
pfímky a roviny, dvou rovin 

J-H_i 1 c_ ,f 1\ 

V zájemná poloha prímky a roviny 

Nechť je pi'ímka p elána boclem A a smerovým vektorem LI , roviw1, ľ l1111l1111 
a dvema nenulovými nekolineárními vektory v , w. Vzájemná poloha pťí 11d 1 1 1•1 1 11) 
a roviny g( B, v , w) mil.že být určena na základe vety: 

Vl. Pro každou pi'írnku p(A, LI) a rovinu g(B , v , w) platí: 

a) pi'ímka p je ruznobežná s rovinou f2 (obr. 10.57) , právč kdy 'I. ľ• ' '""' 
není lineární kombinací vektoru v , w , 

b) pi'ímka p je rovnobežná s rovinou Q, ale neleží v ní (obr. 
když LI je lineární kornbinací vektoru v , w , ale vektor AB 
jejich lineární kombinací, 

c) pi'írnka p leží v rovine Q (obr. 10.59), práve když každý 
AB = B - A je lineární kombinací vektoru v , w . 

1 (J . :,s) ' "' 
/1 I 111111 

'!. Vľl\11111\ " 

Dosud jsme rozhodovali o vzá jemné poloze roviny a pi'írnky na z:-í.kl111 I• Hh h 
parametrického vyjádi'ení. Rovina však mil.že být elána též svou obccr11111 11 1111h 1 
ax + by + cz + d = O, jež umožňuje napsat normálový vektor roviny, Lj . 11 „ 111il 11 ~ 

vektor n = (a , b, c) k ní kolmý. O vzájemné poloze pi'ímky p(A, LI ) a rov i11y 1•1 // III 
lze rozhodnout na základe vety: 

594 

1 

I 
I 

I 

Obr 10.57 

Obr. 10.59 

)l '/) 

11 

Obr. 10.58 

l)ro každou pi'ímku p(A, u) a rovinu o(B, n) , jejíž normálový vektor n = 
(a , b, c) -=F o je zadán obecnou rovnicí roviny ax + by + cz + d = O, 

pla tí: 
a) pi'írnka p je ruznobežná s rovinou Q (obr. 10.57), práve když u · n -=F O, 

IJ) pi'ímka p je rovnobežná s rovinou f2 ( obr. 10.58, 10.59), práve kclyž u · n = 
= O, tj . vektory u, n jsou k sobe kolmé. Leží-li navíc bod A v rovine Q, 

pak pi'ímkap leží v rovine Q (obr. 10.59), neleží-Ii bod A v rovine g, pak 
pi'ímka p je s rovinou Q rovnobežná, ale neleží v ní (obr. 10.58). 

•lady určování vzájemné polohy pfímky a roviny 

1 , l(ozhodnete , jakou vzájemnou polohu mají pi'ímkap a rovina g, jsou-li vyjádi'eny 

111trametricky: 

p: X= t , 
y = 1 -1- t, t E R 
z=-1 + 2t, 

Q: X= 1 -1- r - s , 
y = r +s, r , s E R 

z= 2s , 

.dení 
l'ro pfímku p(A, u) a rovinu g(B , v , w) určíme soufadnice bodu a vektoru~ 
1\IO; l ; - 1], u = (1 ; l ; 2) , B[l ; O; O], v = (1 ; l ; O) , w = ( - 1; l; 2). 

1( rozhodnutí o vzájemné poloze pi'ímky p a roviny f2 použijeme vetu V.l. Vy--
AcLfíme, zda vektor u je lineární kombinací vektoru v , w, tj. existují-li takov@ 

dHla C1, C2 E R, pro než platí 

U = C1 V -1- C2 W 
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l Ci r•• 

J = C1 

2 = 2c2 => r·2 = l. 
Dosazením č ísla c2 = l do první rovnice dostávam 

dosazením do druhé rovnice vychází c1 = 1 - c2 = O. SousL11v1 L 111 •111 11 1. I' • 1oi 

tj. neexistují čísla c1, c2 požadovaných vlastností. Vektor u non f [,1„ 11 1111 ; .', 1111 

kombinací vektoru v ) w ) a proto podle ve ty V. l jsou daná prťnil 
rôznobežné. 

1, 111 11 1i1 

2. Rozhodnete o vzájemné poloze pľímky p a roviny {}, jež jsou zadri 11 ,)' p;;, '""' ! 
rieky: 
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p : X = 2 - 3t , 
y = 7 - 2t, t E R 
Z=- 1 +4t, 

{}:X = 1 +s, 
y = 1 + 4r + 2 ?" 8 E I ' 
z= r - s, 

Rešení 

Pro prímku p(A, u) a rovinu f2(B, v, w) určíme soufadnice 
A[2; 7; - 1], u = (- 3; - 2; 4) , B[l; l ; OJ, v = (O; 4; 1) , w = (1 ; 

K vyšetrení vzájemné polohy prímky p a roviny f2 užijeme opč l vô!,JI V, I 1 11 
tíme, zda vektor uje lineární kombinací vekton'.1 v , w , t zn. oxiAL1d1 Ii [11 1•11111 
čísla c1 , c2 E R, že platí 

LI = C1 V + C2 W 

neboli v soufadnicích , má-li rešení soustava rovnic 

- 3 = C2 => C2 = - 3, 

- 2 = 4c1 + 2c2 , 

4 = C1 - C2. 

Po dosazení c2 = -3 z první rovnice do druhé rovnice dostávl'í,111 (.• d, 
1 

= - 2 - 2c2 = - 2 + 6 = 4 =} c1 = 1. Tyto hodnoty c1, c2 vyhovt1.) 1 1;.„ tl• ·tt 
rovnici, neboť c1 - c2 = 1 + 3 = 4. Existují tedy čísla c

1
, c

2 
požti,.I„, 11111111 

vlastností čili vektor LI je lineární kombinací vektoru v , w . 

Dále obdobným postupem zjistíme, zda vektor AB = B - A = ( 1; 11 , 1) I• 
lineární kombinací vektoru v , w , tj. zda existují taková čísla c~, c~ , ~ . 1 1il1i1 1 

AB = c~ v + c~ w 
čili v sou:fadnicích 

- 1 = c~ =} c; = - 1, 

- 6 = 4c~ + 2c; , 

1 = c~ - c;. 
Po dosazení hodnoty c; = - 1 do druhé rovnice vychází c~ = - 1, avša k I" • , J, ,„,, 
zení do tretí rovnice dostáváme c~ = O. Vektor AB není tedy lineární ií( 1111l ol11111 I 
vektoru v , w. 

Podle vety V.l odtud plyne, že pľímka p je rovnobežná s rovinou (} , i ii " 111 11 ' ' 
v ní. 

11, ,\, 1 vľ1 u:i )Jľ ÚHiku ruviuy a pruuJ:<{yv--=~~~-=~========""=--==~,,..,., 

ľ l'l°'mik lmždýcll dvou geonlO'trických útvarú, kloré jsou analyLic \ cy vyjád
; , 11 ,v rn vniccmi. Fl Lýmiž promčnnými , zjis tíme tak, že fešíme soiistav·u tech to rovníc. 

11 ľl 1 mcl č pn'hliku pi'ímky a roviny se výpočty navzájem li ší podle toh<> , jakými 
i11v11\c•mni Lyto útvary zadáme. Nejjednodušší je výpoče t v prípade, že rovina je 
r ~ ll lL obecnou rovnicí a pľímka parametrickým vyjádi'ením v sou:fadnicíc:h. 

11
1 /IJlnd určení prl.iniku prímky a roviny 
, l'lt1l,o Houfadnice prusečíku prímky p a roviny {}: 

•ni 

p: X = 2 + 4t , 
y =- l + t, t E R 
z= 2 - t , 

{}: 4x + y - z + 13 = O 

Ji rf ,n lm je zadána parametrickým vyjádi'ením, rovina obecnou rovnicí. Dosadíme
J1 do ní za x, y , z výrazy z parametrického vyjádi'ení pi'ímky, dostáváme lineární 

111v •tki s neznámou t: 

4(2 + 4t) + ( - 1 + t) - (2 - t) + 13 = o 

dl. 
18t = - 18 =} t = - 1. 

1\1 t.o hodnote parametru t odpovídají hodnoty sou:fadnic prusečíku P: ;c = 2 - 4 = 
2, y = - 1 - 1 = - 2, z= 2 - (- 1) = 3. 

1111 lr:dek: p n f2 = {P}; P[- 2; - 2; 3] 

' · •-,ájemná poloha dvou rovin 

l)ve roviny{}, (J jsou buď rôznobežné (mají společnou pi'ímku p a mimo ni žádný 
d11 IAí společný bod, {} n (J = p) , nebo jsou rovnobežné (f2 II (J). J sou-li roviny{}, (J 

1ov 11 obežné, mohou být buď rovnobežné ruzné, nebo mohou splývat (Q n (J = {} = 
). 
Nechť je rovina {} elána bodem A a dvema nenulovými nekolineárn.imi vektory 

, v, rovina (J bodem B a dvema nenulovými nekolineárními vektory u' „ v' . O jejich 
v:Mí.jcmné poloze lze rozhodnout užitím následující vety: 

\1 . .1. Pro každou dvojici rovin f2( A, u, v), (J(B , u', v' ) platí: 

a) {} , (J jsou ruznobežné (obr. 10.60a) , práve když aspoň jeden. z vektoru 
u' , v' není lineární kombinací vektoru u, v, 

b) {}, (J jsou rovnobežné, f2 =/= (J (obr. 10.60b), práve když každý z vektoru 
Ll

1
, v' je lineární kombinací vektoru u, v , ale vektor B - A nikoli , 

c) {}, (J jsou rovnobežné, f2 = (J (obr. 10.60c), práve když každý z vektoru 
u', v' , B - A je lineární kombinací vektoru u, v. 

--~ 
597 



1) 

{! = (]" 

Obr. 10.60 

Vzájemná poloha dvou rovin v prostom se však zkoumá lépe, když pracu.jo1111 • 
s obecnými rovnicemi techto rovín. Ze stereometrie víme, že kolmice k dvema ľí•v 
nobežným rovinámjsou navzájem rovnobežné, zatímco kolmice vedené k ruznob1•z 
ným rovinám z téhož bodu jsou ruznobežné. Proto o vzájemné poloze rovín snacl1 111 
rozhodneme pomocí jejich normálových vektoru na základe vety: 

v.4. Pro každé dve roviny {!, <J, které jsou <lány obecnými rovnicemi ax +by 1 

+ cz + d = O, a' x + b' x + c' z + ď = O, a mají tedy normálové vektory 
n = (a, b, c), n' =(a', b', c'), platí: 

a) roviny{!, <J jsou ruznobežné (obr. 10.61) , práve když vektory n, n' nejsou 
kolineární, tj. jeden není reálným násobkem druhého, 

b) roviny{!, <J jsou rovnobežné (obr. 10.62) , práve když vektory n, n' jsou 
kolineární, tj. jeden je reálným násobkem druhého. 

n 

A 

Obr. 10.61 

f n 
---i--~--- {! '~ 

A 

t y;- (T 

B 

Obr. 10.62 

Pŕíklady vyšetrování vzájemné polohy dvou rovín 

1. Rozhodnete, jakou vzájemnou polohu mají roviny {!, <J , je-li dáno jejich para
metrické vyjádfení: 
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{!: X = 2 + t + 2s , 
y = 2 - t + 2s , t , s E R 
z= 2 + 2t - 2s, 

O": X= 1 +5s1
, 

y = 3 + 4ť + s', ť, s' E R 
z = 5 - 6ť + 2s', 

roviny (A , 11 1 v 1 u1
, v' 

(2· 2· 
) ' 

tlľ r. l rn O liOIHW h1ico bod f 

) TJ [L· 3· 5] tľ ,,- (O· 4· , ) ' ) , ) 

·\ vok Lori! : 
6) , v' =' 

";jistíme, zda vektor u' je lineární kombinací vektoru u , v , tzn. existují-li taková 

ísla c1 , c2 E R, že pla tí 

vili v soufadnicích: 

o 
4 

- 6 

U
1 = C1U + C2V 

C1 + 2c2} 
- C1 + 2c2 
2c1 - 2c2 

=? C2 = 1, C1 = - 2 

Hodnoty koeficientu c1 = 1, c2 = - 2, vypočtené z prvních dvou rovníc , vyhovuji 
také tretí rovnici , takže vektor u' je lineární kombinací vektoru u, v (u' = 
= - 2u + v). 
Dále zjistíme, zda také vektor v' je lineární kombinací vektoru u, v , tj. existují-li 

taková čísla c~, c;, že platí 
v' = c~ u + c; v 

čili v soufadnicích: 

5 
1 
2 

c~ + 2c;} 
-c~ + 2c; 
2c~ - 2c; 

/ 3 I 

=} C2 = 2 ' C1 = 2 

H d k fi . t 0 I 2 I 
3 

v ' ' h d . v l o noty oe cien u c
1 

= , c
2 

= 2, vypoctene z prvmc vou rovmc, vsa c 

nesplňují tretí rovnici , takže vektor v' není lineární kombinací vektoru u, v. 

Podle vety V.3a jsou proto dané roviny {!, <J ruznobežné. 

2. Rozhodnete, jakou vzájemnou polohu mají roviny{! , O" dané obecnými rovnicerni 

{!: 2x + 5y - 6z + 4 = O, <J: 3y + 3z - 6 = O. 

Rešení 
Dané roviny mají normálové vektory n = (2; 5; - 6) , n' = (O ; 3; 3). Tyto vektory 
nejsou kolineární, neboť neexistuje takové reálné číslo k , aby platilo n' = kn (pr 
jejich soufadnice nemohou platit zároveň rovnice 2k = O, 5k = 3, - 6k = 3). 
Roviny {!, <J jsou tedy podle vety V.4b ruznobežné. 

Poznámka. Postup fešení užitý v príkladu 2 je podstatné jednodušší ve srovnání s pu

stupem použitým v príkladu 1, takže iv prípade parametrického vyjádfení rov in je zfejm 

vhodné prevedení parametrických rovnic na obecné rovnice rovin a tím na fešení p od! 

vety V.4b. (Doporučuji čtenáfi ovéfit si to na fešení l. príkladu tímto postupem.) 
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1\11 
11 l.i ' ,, 

prusečnice p . 

. zpusob. Najdeme jeden bod A prusečnice, určíme vektor 
uormálových vektoru n, n' rovin g, (J a jeho vhodný nenulový 
zvolíme za smerový vektor prusečnice p. 

·VY HtJ lll ' l 11 II " 

Ú, [1 r(r 11 1111"1" j, II 

V obou pi'ípadech zapíšeme pak parametri cké vyjá.di'ení prusečni 

rov6m tvaru 

X = A + tu , t E R. 

1J v·· 1 , '" " 

Príklad určení parametrického vyjádfení prusečnice dvo'u rti z w1/111!1111„11 
rovín 

· - rče te parametrické vyjádrení prusečnice rôznobežných rovin g, 
príkladu, tj . rovin 

l ' ľdo lo„ :1 111 1 

g: 2x + 5y - 6z + 4 = O, (J: 3y + 3z - 6 = O. 

I. zpúsob fešení 
Najdeme dva ruzné body A, B prusečnice p: Z rovnic rovín g, (J dostáv11,111• · 1111pr 
pro z = O . .. 3y = 6 =? y = 2, 2x + 14 = O =? x = - 7, t edy A[- 7; 2; III 11 p1 11 

z= 1. .. 3y = 3 =? y = 1, 2x = - 3 =? x =- ~ , tedy B[- ~; l ; 1]. Určí 111 q '""'"• 

AB = B - A = ( 
1

2

1
; - 1; 1) . Za smerový vektor prusečnice p vezmeme vokl, •1 11 

= 2AB = (11 ; - 2; 2) . Prusečnice p(A, u) má. parametrické vyjádrení v soH1'11ol1111 Io Ii 

2. zpusob fešení 

p : X = - 7 + ll t, 
y = 2 - 2t , 
z= 2t , t E R. 

K určení prusečnice p užijeme vektorový součin w = n x n' normálových 111•hl1 •iii 
n = (2; 5; - 6) , n' = (O; 3; 3) rovín g, (J . Podle schématu v tabulce 10.l j 

/) 

1 
/) 

w 33 - 6 6 

5><-6><2><5} 
3 3 o 3 

W1 = 15 + 18 = 331 

W2 = 0 - 6 = - 6, 

W 3 = 6 - 0 = 6. 

Tedy w = n x n' = (33; - 6; 6) . Za smerový vektor prusečnice p zvolímu ľ •0 ld 111 

u = ~ w = ~ (n X n') = (11 ; - 2; 2). Další postup fešení je týž jako pfi 1 " i11 •11I 

1. zpusobem. 

000 

l 

a v prostoru 

i 1dchylka dvou prímek v rovine 

11ojei n odchylky a E (0°, 90°) dvou pfímek p , q v rovine byl zaveden v kapi
lt1 !J .2. V analytické geometrii určujeme odchylku dvojice pfímek v rovine 
.I t.fm jejich smerových , resp . normálových vektoru. 
Výpočet odchylky pi'ímek se zde prová.dí na základe vet: 

/. Pro odchylku a pi'ímek p(A, u) , q(B, v) platí: 

Iu . vl 
cos a = \ufl"0 

bdobný vzorec platí též pro odchylku a pi'ímek p, q určených normálovými 

vektory n1 , n2: 

D'usledkem vety V. 1 je veta: 

cos a = 
ln1 · n2 1 

ln1 l · ln2I 

\f. 2. Odchylka a E (0° , 90°) pľímek daných rovnicemi a1x + b1 y + c1 = O, 
a2x + b2y + c2 = O se vypočte podle vzorce 

la1a2 + bib2I 
cos a = J ai + bi . Ja~ + b~ 

Odchylku dvou pfírnek , které nejsou rovnobežné s osou y a mají smernice k1 , k2 , 

1111: tlľčit t akt o: 
n) Vypočteme výraz l + k1k2. 

11) Je-li 1 + k1 k2 = O, j e odchylka daných pľímek a = 90°, tj . jsou k sobe kolmé. 
Je-li 1 + k

1
k2 =f. O, j e odchylka daných pfímek a =f. 90° a lze ji vypočítat podle 

11 úsledující vety: 

\f.3. Pro odchylku ex E (0°, 90°) dvou pfímek, které mají smernice k1 , k2 , pla tí 

vzorec 

1 

k1 - k2 1 
tg a = 1 + k1 k2 

Príklad výpočtu odchylky pfímek v rovine 
lJrčete odchylku prím.e k p , q, jejichž analytická. vyjá.dfení jsou 

p: X - 2y + 1 = o, q: X = 3 + 4t, y = 2 - 3t, t E R. 
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Vylo u čouiw parnrncLru t z paramclrických rov11 ic pJ"írnky q nr·čflu c jcj í oh<'<•ri• '" 
rovnici Jx + 4y - 17 = O . 

. zptlsob výpočl'U, odchylky a pfimek p , q: Užitím vzorce z včty V. 2 dosl1wn111• 

/1 . 3 + (- 2) . 4/ 5 ·15 . 
cos a = = -- = - = O 44 7 2 

/12+ (- 2) 2 ·\/'32+ 42 5/5 5 ' ' 

odkud a ~ 63° 26' . 

. zpusob výpočtu: Obecné rovnice pľímek p , q upravíme na smernicové tvaľ.Y 
1 1 3 17 

p: y = -x + - q: y = - - x + -. 
2 2 ' 4 4 

Odkud plyne, že smernice pľímek p , q jsou po fade 

1 3 
k1 = - = o 5 k2 = - - = - o 75. 

2 ' ' 4 ' 

Protože je 1 + k1k2 f- O, lze tedy použít k výpočtu odchylky daných pi'ímek p , 11 
též vzorec z vety V.3: 

- / 0,5 + 0,75 /- 1,25 - 1,25 -t IY - - ---- 2 
g 1 - 0,5. 0,75 1 - 0,375 0,625 ' 

oclkud opet a ~ 63° 26'. 

Odchylka dvou pfímek v prostoru 

Podle kap. 9. 12 je odchylka a E (0°, 90°) dvou pi'ímek p , q v prostom defi
nována stejne jako oclchylka dvou pi'ímek v rovine. A obdobne jako pi'i určování 
odchylky a pľímek v rovine mužeme také pi'i výpočtu odchylky a dvojice ptí
mek V prostoru UŽÍt jejich smerové vektory U = (u1, U2, U3 ), V = (v1 , V2, V3); 
výpočet je založený na vzorci z vety Vl: 

cos a = /u · v/ 
~ 

Odtud plyne veta: 

V4. V kartézské soustave soufadnic Oxyz pro odchylku a E (0°, 90°) clvou 
p:fímek se smerovými vektory u = ( ui, u2, u3), v = ( v1 , v

2
, v3) platí vzorec 

/u1 V1 -/- U2V2 -/- U3V3 / 
cosa = --;~=====;:c===;~--;=;;===~==~ 

Jui + u~ + u~ · Jvi +v~+ v~ 

Príklad výpočtu odchylky dvou pfímek v prostoru 

Určete odchylku p:fímek p, q, které jsou elány parametrickým vyjádrením: 

p: X = 1 + 3t , y = 1 + t , z = 1 + 2t, t E R, 

q: x = 2s , y = 3 + 9s, z= - 1 + 6s, s E R 
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(3 ; 1 j 2), II (2; O; G) . 

·os a = 13 · 2 + l · 9 + 2 · 61 
\/'32 + 12 + 22 . y'22 + 92 + 62 = 0,656 O =? a ~ 49° 

Vzdálenost bodu od pfímky v rovine 

Nechť je v rovine <lána pľímka p a bod M, který na ní neleží. Podle definice 
v kap. 9.12 vzdálenost v (M, p) bodu M od prímky p je rovna vzdálenosti 
v = /MQI bodu M od paty Q kolmice k vedené bodem M k p:fímce p. Pro její 
analytické vyjádtení platí veta: 

V.5. Vzdálenost bodu M[xo, vo] od prímky dané v kartézské soustave soufadnic 
Oxy rovnicí ax + by + c = O (a f- O V b f- O) je vyjádtena vzorcem 

v(M ) = laxo + byo + c/ 
' p v'a2 + b2 

Príklady výpočtu vzdálenosti bodu od pfímky v kartézské soustave sou
fadnic v ·rovine 

1. Určete vzclálenost bodu A[7; - 2] od pfonky po rovnici 6x - 8y - 77 = O. 

Rešení 
Podle vzorce z vety V.5 je 

v(A, p) = 16 · 7 - 8 · (-2) - 771 

/62 + (- 8)2 

'--14_2 +=16=-=-77_.:./ = _/ -_1_91 = 1 9 
\/'36 + 64 10 ' . 

2. Určete vzdálenost rovnobežek p , q o rovnicích p : 4x - 3y - 6 = O, q: 8x - 6y + 3 = 
= o. 
Rešení 
Na jedné z pl'ímek zvolíme libovolný bod, napr. na pľímce p bod M [O; - 2], 
a určíme pomocí vzorce z vety V.5 jeho vzdálenost v = v(M, q) od pľímky q. 

Výsledek: v = 1,5. 

V zdálenosti bodu, pfímek a rovin v prostoru 

Všechny úlohy na výpočet vzdáleností v prostom se v podstate pl'eváclejí na 
výpočet vzdálenosti dvou bodu. 

Vzdálenost bodu od pfímky v prostoru 

Vzdále nost v(M, p) bodu M od pfímky p v prostoru je rovna vzdálenosti 
bodu M od bodu P , který je prusečíkem pl'ímky p s rovinou (! procházející bo
dem Ma kolmou k pľímce p (viz kap . 9. 12). Analytický zpusob určení vzdálenosti 
v(M, p) muže tedy spočívat v nalezení rovnice této roviny (! a určení soufadni 
jejího prusečíku P s p:fímkou p. Mužeme však užít i jednodušších postupu ľešení 

úlohy, které ukážeme na príkladu. 
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par11motrický111 vv,i111_li ""'"' 

IM X I = V(x - 7) 2 + (y - 9) 2 +(z - 7) 2 = 

= v(4t - 5)
2 + (3t - 8) 2 + (2t _ 7) 2 = 

= V29t
2 

- ll6t + 138 = V29(t - 2) 2 + 22 

rClru o vrid r.J,·•ii11 í 

Vidíme, že IMXI je funkcí pramenné t E R, která nabývá minima pro t '.! , '1'1t1ot 
minimum je 

v(M, p) = min IMXI = V22. 
2. zpusob fešení 

Nechť P[xo , Yo , zo] je pata kolmice spuštené z bodu M k pi'ímce p. Z paramOLľi 1h11 11 
rovnic pi'ímky p plyne, že pro soufadnice bodu P platí 

xo = 2 + 4to, Yo = 1 + 3to, zo = 2to, 

kde to je hodnota parametru pro bod P. Smerový vektoru = (4; 3; 2) pffo 1ky /' I• · 
kolmý k vektoru MP = P - M , takže u · (P - M) = O, odtud plyne 

4 · (xo - 7) + 3 · (Yo - 9) + 2 · (zo - 7) = O 

neboli 

4 · (4to - 5) + 3 · (3to - 8) + 2 · (2t0 - 7) = O=? t
0 

= 2. 

Soufadnice bodu P jsou tedy xo = 10, y0 = 7, z
0 

= 4, a proto 

v(M, p) = IMPI = V(7 - 10)2 + (9 - 7) 2 + (7 - 4) 2 = 

= v'9 + 4 + 9 = V22. 
3. zpilsob fešení 

Na dané pfímce p leží bod A[2; l ; OJ. Určíme vektor AM = M - A = (5 ; 8; 'i) 
Sm erový vektor u = (4; 3; 2) dané pfímky p a vektor AM určují rovnobežník, jd1111 
obsah je S = IAM x ul. Zároveň však je S = lul · v(M, p), takže 

(M ) = IAM x ul 
v ,p lul 

Vychází AM x u = ( - 5; 18; - 17) =? IAM x u/ = v'638. Po dosazení dostávám 

v(M, P) = v'638 = (638 _ 
V29 v 29 - V22. 
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cl r je rovwt v~<lnlc u oH Li bodli Jvf ocl 
(viz kap . 9. 12). Analy li cky j i 1· 

1r. 1;. P ro vzdálc11 ost, Jibovolného bodu M·[xo, y0, zo] od roviny dané obecnou 
rovni.cí. ax + by + cz + d = O (a =f. O V b =f. O V c =f. O) platí vzorec: 

v(M, {!) = laxo + byo + czo + dl 
v'a2 + b2 + c2 

/ 111známka. Porovnejte vzorec z vety V.6 se vzorcem pro vzdálenost bodu od prímky 
v rovine (viz vetu V.5). 

P1"'íklad výpočtu vzdálenosti bodu od roviny 

Vy počtete vzdálenost bodu M [2; O; - ~ ] od roviny dané obecnou rovnicí 4x - 4y + 
1 2z + 17 = O. 
nľ!iení 
1( výpočtu hledané vzdálenosti v(M, {!) užijeme vzorec z vety V.6; po dosazení 
loHtáváme: 

v(M,Q)= 18 - 0 - 1 +171 24 
f 1 n ' 1n = - - 4 ' . 6 -

Vzdálenost dvou rovnobežných pfímek 

Vzdálenost v(p, q) dvou rovnobežných prímek p, q je rovna vzdálenosti 
liliovolného bodu M jedné pfímky od druhé pfímky (viz kap. 9.12). 

P-fi klad výpočtu vzdálenosti dvou rovnobežek 
l J rčete vzdálenost rovnobežek p, q daných svým parametrickým vyjádi'ením 

p: X = 1 + t , y = 1 + 2t , z = - t , t E R, 
q: x = 2s , y = 4s , z= - 2s , s E R. 

.ešení 
PHmky p , q jsou skutečne rovnobežné, obe mají smerový vektor u (l ; 2; - 1). 
l(aždá rovina {! kolmá k t emto pi'ímkám má normálový vektor n u , a tedy 
obe cnou rovnici tvaru 

X + 2y - z + d = O. 

Na pi'ímce p leží bod A[l ; l ; OJ. Pro rovinu {! kolmou k pi'ímkám p , q vedenou 
liodem A z podmínky a E {! dostáváme: 

1 + 2 . 1 - o + d = o =} d = - 3 

Uvažovaná rovina {! má tedy rovnici 

x + 2y - z - 3 = 0. 
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1110 i;ourndnleo pr1,Hoč!lrn f J l'Ovli iy fJ H t1H1n kon q: Uoc111 
soh'í.1\jíd rovnici 

. 1 
s+ 2 · 4s - (- 2s) - :J = O=> s = 4, 

t akže soui'a dnice x = ~ y = 1 z = - ~ tJ. - ' 2, , 2 , - [ 1 1] 2; l ; - 2 . 
I-Iledaná vzdálenost rovnobežek p , q j 

v(p, q) = IAP I = J ( 1 - ~) 
2 

+ (1 - 1)
2 

+ (o +~ ) 
2 

= 

Vzdálenost p:ľímky od roviny s ní rovnobežné 

<1 

Vzdálenost v(p, Q) pfímky pod roviny {} s ní rovnobežné je ľf í \1 11 1 1 1 11 111 

lenosti libovolného bodu M E pod roviny{} (viz kap. 9.12) . 

Príklad výpočtu vzdálenosti pfímky od roviny s ní rovnobežn 
Určete vzdálenost pľímky pod roviny{} s ní rovnobežné, je-li pfímkap di111 r1 1•111 11 
metrickým vyjádrením 

p: X = 3 + 2t , y = 1 - t, z = - 1 + 2t, t E R 

a rovina {} je dána obecnou rovnicí 

{}: 22x + 4y - 20y - 45 = O. 

Rešení 
Smerový vektor u = (2; - 1; 2) pfímky p a normálový vektor n = (22; •I, ' 'III 
roviny {} jsou k sobe kolmé, ne boť u · n = 2 · 22 + ( - 1) · 4 + 2 · ( - 20) = 44 - •I 111 

= O. 
Pfímka p je tedy skutečne rovnobežná s rovinou (J. Na pfímce v 101/.1 1„„1 

A[3; l; - 1]; jeho vzdálenost od roviny{} určíme podle vzorce z vety V. 6: 

v(p , (J) =v(A,Q) = 122·3 +4 ·1 - 20·( - 1)-451 45 .: 

)222 + 42 + (- 20)2 = 30 = 2 

Vzdálenost dvou rovnobežných rovin 

Vzdálenost v({} , a) dvou rovnobežných rovin {},a je rovna vzc1 6.l11i1i111 ll 
libovolného bodu M jedné roviny od druhé roviny (kap. 9.12). 

Príklad výpočtu vzdálenosti dvou rovnobežných rovín 
Určete vzdálenost rovnobežných rovin {}, a daných obecnými rovnicemi 

{}: llx - 2y - lOz + 15 = O, a: llx - 2y - lOz - 45 = O. 
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In'\ rnv.i;1y jHon rov11 o bčžuó, ncboť nmj1 Lý~ nonuálový vck Lor n = (ll ; - 2; - 10). 

rnv i 11 č {} zvol h ne libovolný bod M [O ; O; ~ J. Určíme jeho vzdálenost od roviny a 

1dlo v<:.orce z vety V.6: 

v({}, Cí) = v(M, a) = \11 . O - 2 . O - 10. ~ - 45\ 

)112 + (- 2)2 + (- 10)2 

dchylka dvou rovin 

60 = 4 
= 15 

Odchylka a dvou rovin {},a (viz kap. 9.12) je rovna odchylce prusečnic p, q 
L(ld1Lo rovin s tretí rovinou T , která je k obema rovinám{}, a kolmá, a t éž odchylce 
tlliovolných dvou kolmic k1 , k2 k rovinám{}, a (obr. 10.63) . 

Obr. 10.63 

Máme-Ii určit odchylku a rovin {}, a daných obecnými rovnicemi {}: a1 x + b1Y + 
1 C1Z -1- d1 = 0, a: a2X -1- b2y -1- C2Z -1- d2 = 0, mužeme výpočet provést užitím 

11 onnálových vektoru (obr. 10.63) n1 = (a1, b1, c1), n2 = (a2 , b2 , c2) na základe 

vzorce: 
ln1 · n21 

cos a = 1 n1 1 · 1 n2 I 

Ocltucl po dosazení soufaclnic vektoru n1 , n2 vyplývá veta: 

V. 'l. Odchylka a E (0° , 90°) dvou rovin, které mají normálové vektory n1 
= (a1, bi , ci), n2 = (a2, b2, c2), se vypočítá podle vzorce: 

la1a2 + b1b2 + c1c2I 
cos a = -----:===== J ai + bi + ci · Ja§ + b§ + c§ 
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dchylky dvou 'lúviri 
1 ~1ných obecnými rovnicmni 

: - X + 2y + z + 5 = O, '. X -\- y 1- 2z 1 7 = 0. 

.n elfení 
Normálové vektory rovin Q, O' jsou 111 = (- 1; 2; 1) , 112 = (l ; l ; 
vzorce z vety v. 7 dostáváme: 

) • Do111 1Y.ôt i 1111 1 •I 

1( - 1)·1 + 2·1 + 1·21 
os a = --;======----V ( -l )2+22+12 . v'12+12 + 22 

3 

6 

1 
- => C\i 
2 

1( 1" 

Poznámka. Výpočet odchylek rovín pomocí jejich normálových vek ton' ( v••l. I "'" 1„.1 
mých k rovinám) je natolik výhodný, že pfi jiném zadání rovín než obecnými ""'' 11i•' 1111 .„ 
snažíme určit nejaké k nim kolmé nenulové vektory. Tuto vlastnost mají vokLv1 " "" '" '"' 1111 

dvojic nekolineárních vektoru s umísteními v každé z daných rovin. 

Odchylka pfímky a roviny 

Odchylka a pfímky p a roviny (}je rovna odchylce pi'ímky p a pľ tH l 1" 11111 '/ 

roviny (} s rovinou T, která obsahuje pi'ímku p aje kolmá k rovine (} (viz l<h,I' 11 1 11 
Určuj eme-Ii odchylku a pi'ímky p dané parametrickým vyjádrenín1 [1 ' " ' 111 1 11 

dané obecnou rovnicí, môžeme využít smerový vektor u = (u1, 1.t 2 , u3) 1111111".1 ;1 
a normálový vektor 11 = (a, b, c) roviny Q (obr. 10.64) . Platí: 

. (n ) lu- 11 1 sm a = cos 2 - a = ~ 

Q 

Obr. 10.64 

Po dosazení soui'adnic vektoru u , n plyne odtud veta: 

V 8. Odchylka a E (0°, 90°) pi'ímky p, která má smerový vektoru = ( u 1 , n~~, 11 1) , 

a roviny Q, jež má normálový vektor n = (a , b, c), se vypočte pod le v~.11111 • 

. lu1a + u2b + u3c l 
Sln a = --;::::;;::==;;===;c----;====::: Jui + ·u~ + u5. va2 + b2 + c2 
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a rov iny dáno A[2; '.J ; - lJ, D[:.I ; 7; '1 ], 

·!l1"n,, 
l ln' ltuc 8mčrový vcldor u p:i'ímky AB: u = B - A = (1 ; 4; 5) a normálový vektor 
111vi 11,y rr 11 = (2 ; - 3; 1). P ro odchylku a pi'ímky AB a roviny Q pak podle vzorce 

„ V<, l..Y V.8 dostáváme: 

l - 51 . \1·2 + 4·( - 3) + 5· 11 
Hlll n = ------'-;========== 

;12 + 42 + 52 . J22+(-3)2+12 
/42 -14 = 0,206 2 =>a ~ 110 54' 

Ulohy o kolmosti pfímek a rovm 

Kolmými nazýváme lineární geometrické útvary (útvary popsané lineár-
111 11 ii rovnicemi, tj. pi'ímky, roviny a jejich části) , jejichž odchylka je 90° . 

Pfi analytickém vy/Jetfování kolmosti lin eárních útvaru se využívá zejména toho, 

1'<' 
11) Kkalární součin dvou k sobe kolmých vektoru je roven nule, 

I> ) vektorový součin dvou nenulových vektoru je kolmý k obema temto vektorum, 
a je tedy kolmý i k rovine, kterou určují. 

Príklady rešení úloh o kolmosti prímek a rovín 

l. Určete rovnici pi'ímky, která prochází bodem M[2; 3; l ], je rôznobežná s danou 
pi'ímkou p a je k ní kolmá. P i'ímka p má parametrické vyjádi'ení: 

p: X = 1 +2t , y = - 1 - t, z= 5 + 3t, t E R 

1. zpusob rešení 
Smerový vektor dané pi'ímky p je u = (2; - 1; 3). Hledaná kolmice k je určena 
bodem Ma patou kolmice , tj. jejím prusečíkem P[x, y , z] s pi'ímkou p. Smerový 
vektor pi'ímky k je proto Uk = (x - 2, y - 3, z - 1) , pi'ičemž pro soui'adnice 
x, y , z bodu P platí parametrické rovnice pi'ímky p. Protože platí Uk J_ LI , je 

Llk · LI = O => 2 · (x - 2) - (y - 3) + 3 ·(z - 1) = O 

a po dosazení z parametrického vyjádi'ení pi'ímky p: 

2 . ( 1 + 2t - 2) - ( - 1 - t - 3) + 3 . ( 5 + 3t - 1) = o => t = - 1 

Tím jsme získali hodnotu parametru t príslušnou k bodu P , takže jeho soui'ad
nice jsou P[- 1; O; 2]. Po dosazení dost áváme Llk = (- 3; - 3; 1). Kolmice k má 
parametrické vyjádi'ení X = M + suk, s E R, čili v soui'adnicovém tvaru 

k: x = 2 - 3s , y = 3 - 3s, z = 1 + s, s E R. 
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2. Veďte počátkem soustavy soufadnic O[O; O; Oj rovinu kolmou k rovn 1 ~ 1111 u 11 ;1. 

k teré jsou <lány obecnými rovnicemi: 

1. zpusob fešení 

Q1: 2x - y + 5z + 3 = O 
Q2 : X + 3y - Z - 7 = Q 

Hledaná rovina Q bude mít obecnou rovnici Q: ax + by + cz = O, (d = 11 1 1111111111 
0 E Q). 

J ejí normálový vektor je n = (a, b, c). J e kolmý k normálovým vektO ľ C1111 11 1 

= (2; - 1; 5), n2 = (1; 3; - 1) daných rovín Q1 , Q2 , t akže platí 

n1 · n = O, n2·n = O 

neboli v soufadnicích 

2a - b + 5c = O, a+ 3b - c = O. 

Zvolíme c = 1, dostáváme a = - 2, b = 1, a tedy n = (- 2; 1; 1) . Ob 
hledané roviny Q je tedy 

- 2x + y +z = O neboli 2x - y - z = O. 

2. zpusob fešení 

t 1„11tl11 

Určíme vektorový součin n1 x n2 = (- 14; 7; 7) = 7 · (-2; 1; 1) . TenLo v1•i.i111 

bude kolineární s normálovým vektorem n hledané roviny Q. Lze pr0'i,11 11111 111 
11 = (- 2; 1; 1) a dospíváme tak k t émuž výsledku jako pfi rešení l. zpťtfl„l 11 '111 

10.14 Kuželosečky a jejich rovnice 

Kuželosečky je společný název pro kružnici, elipsu, hyperbolu ll J! L•! „ 
bolu. První tri z nich jsou soumerné podle stredu soumernosti, a fíká se jl 11I f!l •I! 

stredové kuželosečky, zat ímco parabola nemá stred soumernosti, a ľi Ie{ t . 1 • 

proto nestredová kuželosečka. 
Název kuželosečky pochází z toho, že tyto krivky (množiny bodu v rovi 111 •) 1:0 1 

získat jako pruniky rotačních kuželových ploch a rovín (rovina „seče" km.-, • .i„, 1111 

plochu v kuželosečce , obr. 10.65). 
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Obr. 10.65 Obr. 10.66 

Kružnice a její rovnice 

Defi.nici kružnice jsme uvedli v kap. 9.3. 
O analytickém vyjádfení kružnice platí vety: 

\/. 1. Kružnice k se stredem S[m, n] a polomerem r >O (obr. 10.66) má v kar
tézské soustave soufadnic Oxy rovnici 

(x - m) 2 + (y - n)
2 = r2

. (1) 

Rovnici (1) se fíká stredový tvar rovnice kružnice či stredová rovnice 

kružnice. 

f-) peciálne, má-li kružnice k stred S v počátku, tj. S O ( obr. 10.66), pak 

rovnice (1) nabývá tvaru 
x2 + y2 = r2. (la) 

V. 2. Rovnice (1) kružnice k se dá upravit na tvar 

x 2 + y 2 + ax +by+ c = O, kde a, b, c E R. (2) 

Rovnice (2) se nazývá obecný tvar rovnice kružnice nebo obecná rovnice 

kr u žnice. 

l'oznámka. Obrácená veta k vét é V.2 však n eplatí, každá rovnice tvaru (2) nemusí 

l>ýt rovnicí kružnice. Je jí práve t ehdy, když se dá uvést na stredový tvar (1), nutná 

n postačující podmínka pro to je a
2 + ll > 4c. 
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ProLožc A ~ 5 , hlccl aná kružnice skuLcč 11 č exi ~ L uj c. Dosaclímc-li do J' 1,ji , ,,, 1111 , 

vc stfodovém tvaru (1) soufaclnice stredu m = - 4, n = 5, dosLává1111J (,• L/ IJ • 
+ (y - 5)

2 
= r

2
; zbývá určit polomer r . Bod A na této kružnicl lož!, 111 (t lf1 j;,j, ; 

soufadnice x = 6, y = 1 její rovnici vyhovují, tj. platí (6 + 4) 2 + ( 1 /;j 
čili r

2 
= 10

2 + (- 4)
2 

= 116. Rovnice kružnice vyhovujíci podmhilo1111 (1lt.t1 1 
tedy je 

(x + 4)
2 

+ (y - 5)
2 = 116 čili x2 + y2 + 8.T - lOy - 75 = O. 

2. Dokažte, že rovnice x
2 + y2 + 6x - 8y + 21 = O, 5x2 + 5y2 - 20.T + tl871 :1,11! II 

j sou rovnicemi kružnic , a napište rovnici pľímky, která je určena jojl .-11 iiií• d1 
R ešení 

J estliže existuje kružnice k1(51, r 1), jejíž analytickým vyjádrenímjo p1 v11i d 111HI 

rovnice, pak ji lze upravit na st redový tvar 

(x - m1)
2 + (y - n1) 2 = ri. 

Proto se budeme snažit ji na tento tvar upravit; postupne dostávámo: 

(x2 + 6x) + (y 2 
- 8y) = - 21 

(x
2

+6x+ 9) +(y2 -8y + 16) =-21 + 9 + 16 

(x + 3) 3 + (y - 4) 2 = 4 

Tato rovnice je analytickým vyjádi'ením kružnice k1 se sti'edem 5
1
[- 3; •IJ 11 1•11 

lomerem r 1 = 2. 

Druhou rovnici nejprve delíme peti a pak upravíme obdobne: 

x2 + y 2 
- 4x + 9 ,6y - 69 = O 

(x
2 

- 4x + 4) + (y 2 + 9,6y + 4,8 2
) = 69 + 4 + 23,04 

(x - 2)
2 

+ (y + 4,8) 2 = 96 ,04 

Protože 96,04 = 9,8
2

, je tato rovnice analytickým vyjádi'ením kružn.i. <~1 J lľ~ 111 

sti'edem 52 [2; -4,8] a polomerem r 2 = 9,8. 

Prímka 51 52 má rovnici 

n2 - n1 
y - n1 = (x - m1) 

m2 - m i 
čili 

y - 4 = -4,8 - 4 
2 + 3 (x + 3). 

Po úprave vychází 

44x + 25y + 32 = O. 

V tabulce 10.5 uvádíme pro srovnání analytická vyjádi'ení kružnice k(8, 1 ) , 

kruhu K(S, r) a oblastí , na které kružnice delí rovinu. 

612 

, kruhu. v11itrní 

clminka pro f SXI 

1sx12 
= r

2 

1sx12 < r 2 

1sx12 ~ ,,. 2 

1sx12 > r 2 

Hlllpsa a její rovnice 

'ľnb . 10.5 

Analy tické vyjádfoní 
útvaru 

(x - m)2 + (y - n)2 = r 2 

(x - m) 2 + (y - n) 2 < ,,.2 

(x - m) 2 + (y - n) 2 ~ r 2 

(x - m) 2 + (y - n) 2 > r 2 

~lipsa je množina všech bodu X v rovine, které mají od dvou daných ruz-
11yd1 bodu F1 , F2 stálý (konstantní) součet vzdáleností IX F11 + IX F2 I > IF1F2 I 
(11111' . 10.67). 

.o 
N 

02 

2a 

Obr. 10.67 

0 1 

B 

Označuje se IXF1I + IXF2I = 2a, IF1F2I = 2e. Podle trojúhelníkové nerov
!losti pro 6 X F1F2 musí platit podmínka kladená v clefinici elipsy, tj. IX F11 + 
1 IXF2I > IF1F2I čili 2a > 2e. Je tedy u elipsy a > e. 

Body F1, F2 se nazývají ohniska elipsy, pľímka F1F2 se nazývá hlavní osa 
olipsy, stredu S úsečky F1F2 se i'íká stred elipsy, kolmice k hlavní ose vedená 
,.; i. ľcdem elipsy se nazývá vedlejší osa elipsy. Prusečíky elipsy s její hlavní , resp. 
v<'(llejší osou se nazývají hlavní , resp . vedlejší vrcholy elipsy; budeme je znači t 

11, B, C , D , projejich vzdálenosti platí: IAB I = 2a, ICD I = 2b = 2Va2 
- e2

, a > b. 

l<onstante a se ľíká délka hlavní poloosy elipsy, konstante b = J a 2 
- e2 d élka 

vcdlejší poloosy e lipsy, konstante e = J a2 
- b2 excentricita (výstrednost) 

elipsy; predstavuje vzdálenost ohniska od stredu elipsy ( obr. 10.67). Čím je elipsa 
méne zploštelá (více podobná kružnici) , tím má excentricitu menší, ohniska blíž 
kc stredu elipsy. 
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\!. .'1. J•; JipH;1, sc sLľcd e 111 S'l ·111„ ni , j~ :_jí )í lihw11í a vcdl1 :jš í uHajsn11rnv1111l11"1.11" 1111111 11111 
karLb ::->kó so nst avy :->0 11 fad11i c (h;y , 111{1, v L6Lo so 11 sLavl: rnv11i.-i l. v11 111 

'2 '2 (:i; - rn) (y n) 
a 2 +~ 

uebo tal 

(x - rn) 2 (y - n) 2 

b2 + a2 = l, 

kde a, b jsou délky hlavní a vedlejší poloosy elipsy. 

Rovnici (3) se fíká stredový tvar rovnice elipsy či stredová rovujrn "III'"" 
a speciálne pro S = Ose nazývá též osová rovnice elipsy. 

Oba prípady elipsy a její rovnice podle vety V.3 jsou uvedeny pfohkd111 • 1 111 

bulce 10.6 . 

Rovnice elipsy ve stfedovém tvaru '1111 1 ' 111 II 

E lipsa 

y ,--102 

J 
+s- F; / 01 

1 

o 
Hlavní osa o1 je rovnobežná 
S OSOU X 

y ~01 

fF1 

"' +-+s- 1 02 

1 

o X 

Hlavní osa 01 je rovnobežná 
s osou y 

614 

X 

Rovnice elipsy se stfedem S[m, !bi 

(x - m) 2 (y - n) 2 

a2 + b2 = 1 

Speciálne pro S = O 

x 2 2 -+ y a2 b2 = 1 

(x - m) 2 (y - n)2 - 1 
b2 + a2 -

Speciálne pro S = O 

x2 2 
-+ y b2 2= 1 a 

\l„f. 1!11v11i.- i „ Jip:1y v„ 1 tl , n •d qvľ· 1 1 1 Lv11n1 (:\) I·;.„ 11pr:i,vil. 1m 11/11 •1"11:,11 l,111 1:r 11 luw li .- i 

1·11Ly :1, II , ( ', I 1, / •; < I<: 

Ih " 1 /Jy · ~1; 1 /)y 1 /}) o, kc.l.ú .i O, /3 > O, A f /J. (4) 

Rovnice ( 4) se nazývá obecný tvar rovnice elipsy nebo obecná rovnice 

nlipsy. 

o známka. Obrácená veta k vete V.4 však neplatí, neboť každá taková kvadratická 

111v11ice nemusí být rovnicí elipsy s hlavní osou rovnobežnou s osou x nebo y. 

Uozborem analytického vyjádi'ení elipsy mužeme odvodit její geometrické vlast-

11 0HLi , jež uvádí veta: 

\f. 5. a) Elipsa je soumerná podle své hlavní osy, podle své vedlejší osy a podle 

svého stredu. 

b) Všechny body elipsy leží v obdélníku, jehož strany mají délky IABI, 
ICDI a prochází po fade body A, B, C, D . 

l 'oznárnka. Kružnice o polomeru r je zrejme zvláštním pi'ípadem elipsy, když a= b = r. 

P·ríklady určování rovnice elipsy 
1. Určete rovnici elipsy, která má stred S = O, je-li a = 25, e = 7. 

Rešení 
Protože u elipsy platí e2 = a 2 - b2 , je b2 = a 2 

- e2 = 25
2 

- 7
2 

= 625 - 49 = 576, 

l v • ť ľ . x2 y2 l 
ta rne rovmce eto e ipsy Je 

625 
+ 576 = . 

Určete velikosti poloos a soufadnice ohnisek elipsy o rovnici 25x
2 

+ 9y
2 

= 900 . 

Rešení 
Delíme-li danou rovnici číslem 900, uvedeme ji na tvar 

x2 y2 
36 + 100 = l , 

což je rovnice elipsy se stfedem S = O, hlavní osou y a vedlejší osou x; a = 10, 
b = 6, a tedy e2 = a 2 - b2 = 100 - 36 = 64, tj. e = 8. Daná elipsa má t edy 

ohniska Fi[O; 8], F2 [O; - 8]. 
3. Zjistete, zda rovnice 9x2 + 16y2 + 36x - 32y - 92 = O je rovnicí elipsy, a je-li 

tomu tak, určete její st red , ohniska a poloosy. 

Rešení 
Danou rovnici upravíme postupne takto: 

9x2 + 36x + 16y2 
- 32y = 92 

9(x2 +4x)+ 16(y2 
- 2y) = 92 

9(x2 + 4x + 4) + 16(y2 
- 2y + 1) = 92 + 9 · 4 + 16 · 1 

9(x + 2) 2 + 16(y - 1)
2 

= 144 

9(x + 2)2 16(y - 1)
2 

--'-----'-- + - l 
144 144 

(x + 2)2 (y - 1)2 - l 

~6 + 9 -
610: 



l1 

= 0,65. 

Hyperb ola a j ejí rovnice 

Hyperbola je množina všech bodu X v rovine, kLeré mají Lu vl11tHN i: í 

absolutní hodnota rozdílu jejich vzdáleností od dvou daných ruznýcl1 IHJ1li"1 
je stálá (konstantní) , pfičemž /JXF1 J - JXF2J / < JF1F2J (obr. 10.68) . 

0 1 
/1 1 

Obr. 10.68 
Obr. 10.69 

Označuj e se /IX Fi l - IX F2I / = 2a, IF1F2I = 2e. Podle trojúhelníkove netfl 1•111 •·• II 

pro !::,, X F1F2 platí /IX F11- IX F 2I / < IF1F2 I čil i 2a < 2e. J e tedy u hyperboly " 
Body F1, F2 se nazývají oh n iska hy p er boly , pfímka F1F2 se nazýv:\ lil11 v 11I 

osa hyper boly , st redu S úsečky F 1F2 se fíká stred hyperboly , kolmica k ld 111 111 
ose vedená stl'edem hyperboly se nazývá vedlej ší osa hyp erboly. Prusočfäy 111 
per boly s její hlavní osou se nazývají vrcholy hyperboly ; budeme je znači l, 1 II 

pro jejich vzdálenost zrejme platí : IABI = 2a. Konstante a se iíká d élka hlav111 I"' 
loosy hyperboly , konstante b = J e2 

- a 2 délka vedlej ší poloosy hypor·l 1111 ~ 
konstante e = Ja 2 + b2 

excentricita (výstfednost) hyperboly ; pfodtJ L 1 111 ~i · 
vzdálenost ohniska od st redu hyperboly (obr. 10.68). 

O analytickém vyjádfení hyper boly platí vety: 

V 6. Hyperbola se stľedem S [m , n], jejíž hlavní a vedlejší osa jsou rov11„1 l(' ~. 11 · • 
s osami kartézské soustavy soul'adnic Ox y , má v této soul'adnicové s(J 1d 111 ,, 

·rovnici tvaru 

616 

nebo 

(x - m) 2 

a 2 

(y - n) 2 
~ = l 

(x - m) 2 (y - n )2 

- b2 + a 2 = 1, 

kde a, b jsou délky hlavní a vedlejší p oloosy hyperboly. 

( r, 1 

l(M 1il cl (fí) H<' i• ljq ~ 

l 1 vp orboly a Hpocit\lno pro ::) u so i 1 

.Je-li ci = b, na<\ývá sc hyp erbola rovnoosá (obr . 10.69). 

llypcrbola není souvislá krivka, skládá se ze dvou disjunktních čás tí , které se 
m~ý va.jí vetve hyperboly . Obe se neomezene blíží ke dvema piímkám, jež pro
·l1(w:ojí stl'edem S hyperboly a od její hlavní osy mají odchylku a , pro kterou pla tí 

,µ; n = ~ , kde a, b jsou po ľade délky hlavní a vedlejší poloosy hyperboly. Tyto 
a 

pľ'f !ll ky se nazývají asymptoty hyperboly. 

v tabulce 10.7 jsou zobrazeny dva možné prípady polohy hyperboly podle vety 
V.G a jsou tu pi'ehledne uvedeny príslušné stredové tvary rovnic hyperboly, jakož 
rovnice asymptot hyperboly. 

llovnice hyperboly ve st fedové m t varu 

1 lyperbola 

y 102 

f 

7~ 
o X 

Hlavní osa o1 je rovnobežná 
S OSOU X 

y 10, 

'-1/ 
o, 

~ 
o X 

Hlavní osa 0 1 je rovnobežná 
s osou y 

Rovnice hyperboly se 
st fedem S [m , n] 

(x - m)2 (y - n)2 

a 2 b2 

Speciálne pro S = O 

x 2 y2 
- - - = 1 
a 2 b2 

= 1 

(x - m) 2 (y - n)2 _ 
1 b2 + a 2 -

Speciálne pro S = O 

x2 y2 
-- + - = 1 b2 a2 

Poznámka. Speciálne pro rovnoosou hyperbolu je b = a . 

~ 

Tab. 10.7 

Rovnice asymptot 

b 
y - n = -(x- m) 

a 

b 
y - n = - - (x - m) 

a 

b 
y = -X 

a 

b 
y = - -x 

a 

a 
y - n = - (x - m) 

b 

a 
y - n = - - (x - m) 

b 

a 
y = bx 

a 
y = - bx 
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II. 'l. l/11 v11i«i liy pnl1oly v„ : i l,ľ„dn v„111 Lv11.r1 1 (! 1) I';;" rtp nwil, 1111 11/11 ·r·1111 /11111 

li«i1 •11Ly ·" · II ,<:, IJ , , ,, c I~ : 

1h ;
2 

1 11y ~ 1 C :1; 1 Oy 1 , ,. o, pri<'('111 ž ll IJ . o. 

Rovnice (5) se nazývá obecný tvar rovnice hyperboly nebo 0J.01·'11i1 '" ' 
nice hyperboly. 

známka. 
Obrácená veta k vet e V.7 však neplatí, neboť každá taková k v11 d 11 i11, 1„í 

rov nice nemusí bý t rovnicí hyperboly s hlavní osou rovnobežnou s osou cc nebo 11 , 

R ozborern analytického vyjádi'ení hyperboly rnužerne odvodit jej í ~Ot) 1111 • l 1 l1 111 
vlas tnosti, jež vyjadruje veta: 

V.8. a) Hyperbola j e sournerná podle své hlavní osy, podle :::;vé V<'d l1 ·j111 •m v 
a podle svého stredu. 

b) Hyperbola se skládá ze dvou disjunktních částí (vetví hyp„1 l111lv). 
z nichž každá leží v jedné z opačných polorovin, jejichž bra11ih11 pl 1111 

kou je kolmice k hlavní ose vedená sti'edem hyperboly. 

c) Obe vetve hyperboly leží uvnitr té dvojice vrcholových úhlľi HľVI ""1'1 Ii 
asymptotami hyperboly, ve kterých zároveň leží j ejí hlavní osa . 

d) Součin vzdáleností libovolného bodu hyperboly od kažcl{: " .i• '. lld1 

· k , , v, 1 a
2
b

2 
kd l . 1 II asymptot Je onstantm, rovna se c1s u a

2 
+ b

2 
, e a, J ,1so11 • " II' 

hlavní a vedlejší poloosy hyperboly. 

e) Speciálne rovnoosá hyperbola má asymptoty navzájern kolmé. 

R ovnoosou hyperbolu se sti'edem S = O a osami v osách soufadnic x, y o"' '""'' 1 

x
2 

- y
2 

= ±a
2 

lze otočit kolem počátku O o orientovaný úhel velikosti :Ul/ ," d11 
polohy, ve které má stred S = O a osy v osách soufadnicových kvadraH'Lľ1 , .1• '11 

1 
rovnice je pak xy = k , kde k = ± 2a 2 (tab. 10.8), takže tato rovnoosá hy p 111 l111l11 
je grafem neprímé úmernosti (viz kap. 4.3). 

Príklady určování rovnice hyperboly 

1. N apište rovnici hyperboly se sti'edern S = O a s hlavní osou v ose x, je-li d111111 
vzdálenost jejích vrcholô. 2a = 30 a vzdálenost ohnisek 2e = 34. 
R ešení 

J e dáno a = 15, e = 17 a ze vztahu e2 = a2 + b2 určíme 

b = /e2 
- a

2 = /17
2 

- 152 = v'289 - 225 = v'64 = 8. 

Rovnice dané hyperboly t edy je 

x2 y2 
--- = l. 
225 64 

2. Určete rovnici hyperboly s hlavní osou v ose x a stľedem S = O , která prod111 1,i 
boclem A[4,5; l] a jejíž asymptoty mají rovnice 3y = ±2x. 

618 

p orbvlv s otiunli oí.Wh kvudruntú 

Hov 11oosá hy perbo la:; osami 
v os{tcl1 kvadrant u 
11 v posunulé poloze 

" " 

/<\'\ 

Rešení 

~ 
S[m, nj 

" " "-' 

Rovni ce rovnoosé hy perboly 

1 2 
x y = k, kde k > O (k = 2a ) 

čili y = ~ (x =/- O) 
X 

(nepl'ímá úmernost) 

Posunutá rovnoosá hyperbola 
se st fedem S[m, n]: 
(x - m )(y - n) = k, k > O 

V'l' k c11y = -- + n 
x-m 

(lineární lomená funkce) 

1 2 
xy = k , kde k < O (k = - 2a ) 

čili y = ~ (x =/- O) 
X 

(nepfímá úmernost) 

Posunutá rovnoosá hyperbola 
se stfedem S[m, n]: 
(x - m)(y - n) = k, k < O 

" ]' k c11y = --+n 
x-m 

(lineární lomená funkce) 

'ľo,b , 1 () .8 

Rovnice a.:;ymptot 

x = O (osa y) 
y = O (osa x) 

x = m (II s osou y) 
y = n (II sosou x) 

x= O(osay) 
y = O (osa x) 

x = m (II s osou y) 
y =n (llsosoux) 

Porovnáním daných rovnic asyrnptot y = ± ~ x s jejich vyjádrením y = ± ~ x 

b 2 
vidíme, že pro uvažovanou hyperbolu je - = - čili a = l,5b. Po dosazení do 

a 3 
rovnice hyperboly (s hlavní osou v ose x) vychází 

x2 y2 
2 25b2 - b2 = l. 
' 

Protože bod A[4,5; l ] na této hyperbole leží, platí 

20,25 1 v • , g 1 v 2 2 2 

2125
b2 - b2 = 1 crh b2 - b2 = 1, takze b = 8; a = 2,25b = 18. 

Hledaná rovnice hyperboly tedy je 

~ ........ , 

x2 y2 
- - - = l. 
18 8 
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u 

šení 

a) Danou rovnici upravíme postupne takto: 

9(x
2 

- lOx ) - 16(y2 + 6y) = 495 

9(x
2 

- lOx + 25) - 16(y2 + 6y + 9) = 495 + 9 · 25 - 16 · 

9(x - 5)
2 

- I6(y + 3) 2 = 576 

(x - 5) 2 (y + 3)2 

--'----64-'---- - 3 6 = 1 

Odtud vidíme, že daná rovnice je rovnicí hyperboly, která má stfod Sj1; : :II 
hlavní osu rovnobežnou s osou x, a = 8, b = 6, e2 = 64 + 36 = 100, , , i::1 III 

m - e = 5 - 10 = - 5, m + e = 5 + 10 = 15, a tedy F 1 [-5; - 3], F
2

[111j c: ~ I/ 
b) Danou rovnici upravíme analogicky takto: 

3(x
2 + 4x) - (y 2 + 2y) = - 14 

3(x
2
+4x+4)-(y2 +2y+l) = - 14 +3·4 - l 

3(x + 2)
2 

- (y + 1)2 = -3 

(y + 1)2 - (x + 2)2 = 1 
3 1 

Tedy také tato rovnice je rovnicí hyperboly, která má stred S[- 2; - lj, lil 1111d 
osu rovnobežnou s osou y, a = v'3, b = 1, e2 = a 2 + b2 = 3 + 1 = 4, <' ' 1 

n - e = - 1 - 2 = -3, n + e = - 1 + 2 = 1, tedy Fi[-2; -3], F
2

[- 2; 1] . 

Parabola a její rovnice 

Parabola je množina všech bodu X roviny, které mají stejnou vzdálc n 11~1 1 L,,-J 
daného bodu Fa od dané pl'ímky d, jež tímto bodem neprochází (obr. 10.7( 

Bod F se nazývá ohnisko paraboly, pl'ímka d se nazývá fídicí pfímka i,111r11 

boly. Kolmice k l'ídicí pl'ímce procházející ohniskem F je osa paraboly a oznn,1' 111• • 
sc o; p atu této kolmice označíme D. Stred úsečky DF je bodem paraboly, 11111\ľl 11 

sc vrchol paraboly a označuje se V. Vzdálenost p ohniska F od l'ídicí príl11k y .t 
nazývá me parametrem paraboly; p = JFD J (obr. 10.70) . 

O analytickém vyjádrení paraboly platí vety: 

V9. a) Parabola o vrcholu V[m, n], jejíž osa je rovnobežná s osou x ka rl/,zid1„ 
soustavy soufadnic Oxy, má v této soufadnicové soustave rovnici tv11111 

o 

(y - n) 2 = 2p(x - m) 
nebo 

(y - n) 2 
= - 2p(x - m), 

kde p je parametr paraboly. 

(7) 

o 

d 

Obr. 10.70 

b) Parabola o vrcholu V[m, n], jejíž osa je rovnobežná s osou y kartézské 
soustavy soufadnic Oxy , má v této soufadnicové soustave rovnici tvaru 

( x - m) 2 
= 2p(y - n) 

nebo 

(x - m) 2 = - 2p(y - n) , 

kde p je parametr paraboly. 

(8) 

Rovnici paraboly tvaru (7), resp. (8) se l'íká vrcholový tvar rovnice paraboly 
či vrcholová rovnice paraboly. Speciálne, je-li V = O, mluví se též o osové 
rovnici paraboly. 

V tabulce 10.9 jsou uvedeny čtyl'i typy polohy paraboly, jež má osu rovnobežnou 
s osou y, resp. x a príslušné vrcholové tvary rovnice paraboly. 

V.10. a) Rovnici (7), tj. vrcholový tvar rovnice paraboly, jejíž osa je rovnobežná 
s osou x, lze upravit na obecný tvar s koeficienty A, B, C E R: 

y2 + Ax +By+ C = O, kde A =1- O. (9) 

Platí t éž obrácená veta: Každá kvadratická rovnice tvaru (9) je rovnicí 
paraboly, která má osu rovnobežnou s osou x. 

b) Rovnici (8), tj. vrcholový tvar rovnice paraboly, jejíž osa je rovnobežná 
s osou y, lze upravit na obecný tvar s koeficienty A, B, C E R: 

x2 + Ay + B x + C = O, kde A =I- O. (IO) 

! Platí též obrácená veta: Každá kvadratická rovnice tvaru (10) je rovnicí 
paraboly, která má osu rovnobežnou s osou y. 

Rovnice (9) a (10) se nazývají obecné tvary rovnic paraboly nebo obecné 
rovnice paraboly. 
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1luvnlco po.ľnboly vo vrcholovóm tvuľu 

P~irabo l a 

11 Io 

o 
Osa o paraboly je 
rovnobežná s osou y , 
ohnisko leží „nad" 
vrcholem V . 

11 

10 
o 
Osa o paraboly je 
rov nobežná s osou y , 
hnisko leží „pod" 

vrcholem V. 

lv 

d 

.'J; 

d 

lv 

X 

(x - m)"' = 2p(y - n) 

Speciálne, je-Ii V = O: 

x
2 = 2py 

(x - m) 2 = - 2p(y - n) 

Speciálne, je-Ii V = O: 

x 2 = - 2py 

l'inisko F 

y = n - 'E. 

}~ [ p] 'm,n+ '2 

p 
y = - 2 

F [O; ~ ] 

y =n+E 
2 

F[m, n- ~ ] 

p 
y= 2 

F[o; - ~] 

z vety V.lOb plyne, že každá parabola o rovnici (10) je grafem kvadra'tk lw 
funkce f: y = ax 2 + bx + c, a::/= O, x E R (viz kap. 4.3). 

Rozborem analytického vyjádrení paraboly lze odvodit její geometrické vl11 :il 
nosti, jež uvádí véta: 

\1. 11. a) P arabola je soumerná podle své osy. 
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b) Parabola a její ohnisko leží v polorovine, jejíž hraniční pfímkou je k111 
mice vedená vrcholem paraboly k její ose. 

11ambol 

11 d l I v 

o 
Osa o paraboly je 
rovnobežná s osou x, 
ohnisko leží „napravo" od 
vrcholu V . 

11 tv d 

D 

o 
Osa o paraboly je 
rovnobežná s osou x, 
ohnisko leží „nalevo" od 
vrcholu V. 

X 

X 

Itovn ico pttrnlioly 
:; pararncLrcm p (p > O) 
a vrcholern V[m, n] 

(y - n) 2 = 2p(x - m) 

Speciálne, je-Ii V = O: 

y2 = 2px 

(y - n)2 = - 2p(x - m) 

Speciálne, je-Ii V = O: 

y2 = - 2px 

'ľtdi. IO. 

Rovnice i'ícl id pl'ímky 
Ohnisko F 

x= m - E 
2 

F[m+ ~ , n] 

E 
X= - 2 

F[~;o] 

x= m +E 
2 

F[m - ~ ,n] 

p 
X= 2 

F[- ~ ; o] 

Príklady určování rovnice paraboly 

1. Určete vrcholovou rovnici paraboly s vrcholem V = O, která proch ází bodem 
A[3; - 6] a má osu a) v ose x, b) v ose y. Určete t éž její ohnisko a rovnici fídicí 

p'fímky. 

Rešení 
a) V= O, o = x; parabola má rovnici tvaru y2 = 2px. Protože bod A na ní leží, 

je 36 = 2p · 3. Odtud 2p = 12, takže rovnice paraboly je y
2 = 12x . Protož 

~ = 3, je F[3; O] a 'fídicí pfímka d II y má rovnici x = -3. 

~ 
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Ii 
\r - U , o 1; ; ptu'nlioln u1fi rov11lcl Lv1w 11 :i:;. '1.lJ1J · l '>'oLoz:o li<•d 1 '"' 11 

~ r , jo 0 = - 2p · ( G); ocHncl 2p J ,5, Lnlc'fo rovHi co pmnlio!y .1•· ' 

= - J ,5y . J eli kož ~ = O, 75, je F'[O; - 0, 75] a ľíclicí ptíwka rl // re 111r1, " ., ,;1 , 1 
1J = 0,75 . 

Určete vrchol, osu, ohnisko a fíd icí pfímku paraboly o rovnici 5x 
šení 

:{:..~ IJ II 

Danou rovnici uvedeme na tvar x 2 = - 2py , dostáváme: x 2 = - 6,4lJ, 
= 6,<1. Je to parabola, která má vrchol v počátku , osu v ose y . J ejí ol11d11 h11 " " 

1 
80ufadnice Xp = O, YF = - 2p = - 1,6, tedy F [O; - 1,6], její ľídicí IH\Í11d11 1 I• 

1 
rovno bežná s osou x ve vzdálenosti 2,P = 1,6, má proto rovnici y = l ,G, 

te rovnici, vrchol a ohnisko paraboly, která má osu rovnobežnou H 1 iii•"' 1 
a prochází body M[- 7; 12], N [2,6; OJ, P[0,5; - 3] . 
Jcešení 
Hled 

ná parabola, pokud existuje, má podle vety V.IO rovnici v obec116n1 (,1·n1 ii 

y
2 + Ax +By + C = O, kde A =/. O. 

cl M[- 7; 12) leží na parabole, proto jeho soufadnice vyhovují její rov1d1•1 

144 - 7 A + 12B + C = O; 
(I) 

z téhož cluvoclu jí vyhovují soufaclnice bodu N[2,6; OJ: 

2,6A+C = O 
" ) 

a so ufaclnice bodu P [0,5; - 3] ; 

9 + 0,5A - 3B + C = O. (:J J 

'ľuto soustavu 3 rovnic o 3 neznámých A, B , C i'ešíme tak, že nejprve dr 11h1111 
rovnici odečteme postupne od první rovnice a od tretí rovnice, čímž vylouč.i 111• · 
neznámou Ca dostáváme 

144 - 9,6A + 12B = O, 

9 - 2, l A - 3B = O. 
1) 

! ;) 

čteme-li první z techto rovníc se čtyfoásobkem druhé rovnice, vycl11 1Y.1 
L80 - l8A = O, odkud A = 10 a po dosazení do pi'edchozích rovníc B = - 1, 

= - 26 . Parabola daných vlastností tedy existuje a má rovnici 

y
2

+ IOx-4y - 26 = 0 čili (y - 2) 2 =- IO(x-3) , 

vrchol \![3; 2], osu o // x, 2p = 10, ~p = 2,5, Xp = xv - ~p = 3 - 2,5 = O,!•, 
v p = Yv = 2, a tedy ohnisko F[0,5; 2]. 

Vzájomnou polohu dvou geometrických útvarú vyšetrujeme v analy lické 
~cometrii fešením souslavy rovníc, resp. nerovnic (s neznámými x, y , event. z), jež 
jHou analytickým vyjádfením techto útvaru. T ím získáme soufadnice bodu pruniku 
Lčchto útvaru. 

V zájemná poloha kuželosečky a prímky v rovine 

Soust ava rovnic dané kuželosečky (kvadratické rovnice) a dané pfímky (lineární 
rovnice) se feší (viz kap. 5.12) takto: Z lineární rovnice dosadíme za neznámou x, 
resp. y clo kvadratické rovnice, čímž jednu z neznámých eliminujeme a dostáváme 
kvadratickou rovnici pro druhou neznámou. Podle toho, zda fešená soustava rovníc 
má v R2 buď práve dve fešení, nebo práve jedno fešení, anebo nemá žádné fešení, 
má pfímka s kuželosečkou po fade buď práve dva společné body, nebo práve jeden 
společný bod, anebo žádný společný bod, tj. jejich prunik je buď dvojbodová, nebo 
jednobodová, anebo prázdná množina. 

Z kap. 9.3 víme, že vnitrní oblast kružnice k(S, r) se nazývá množina všech 
bodu X roviny, pro které platí ISXI < r (obr. 10.71) . Analogicky definujeme: 
Vnitrní oblastí elipsy s ohnisky F1, F2 a s hlavní osou délky 2a > IF1F2I 
nazýváme množinu všech bodu X roviny, pro které platí IF1XI + IF2XI < 2a 
(obr. 10.72). Pro hyperbolu s ohnisky F 1 , F 2 a s hlavní osou délky 2a < IF1 F2 1 na
zýváme vnitrní oblastí jedné vetve hyperboly množinu všech bodu X roviny, 
pro které platí IF1XI - IF2XI > 2a, vnitfoí oblastí druhé vetve hyperboly 
nazýváme množinu všech bodu X roviny, pro které platí IHXI - IF1XI > 2a 
(obr. 10.73). Vnitfní oblastí paraboly s ohniskem F a fídicí pfímkou d nazý
váme množinu všech bodu X roviny, pro které platí IFXI < v(X, d) (obr. 10.74). 

02 1 

. st- . 0 1 

Obr. 10.71 Obr. 10.72 

Pfímka t , která má s kuželosečkou práve jeden společný bod T a neobsahuje 
žádný bod vnitfní oblasti kuželosečky, se nazývá tečna kuželosečky (obr. 10.71 
až 10.74); bodu T se fíká bod dotyku (dotykový bod) pfímky a kuželosečky. 
Pfímka s, která má s kuželosečkou buď práve dva společné body, nebo obsahuje 
práve jeden její bod, ale není tečnou kuželosečky (tj. obsahuje body vnitfní oblasti 
kuželosečky), se nazývá sečna kuželosečky; body jejího pruniku s kuželosečkou 

se nazývají jejich prúsečíky. Pfímka, která nemá s kuželosečkou žádný společný 

625 



Obr. 10.73 Obr. 10.74 

bod, tj. jejíž prunik s kuželosečkou je prázdná množina, se nazývá vnej ší pľ 1111l111 
kuželosečky. 

Všechny možné prípady vzájemné polohy jednotlivých druhU kužol„;11•1' 1. 
a pfímky jsou pfehledne shrnuty v tabulce 10.10. 

Príklady analytického vyšetrení vzájemné polohy kuželosečky a 1,1'=fo1A·11 

1. Vyšetfete vzájemnou polohu kružnice k o rovnici x 2 +y2 = 6 ,25atechto 11ľ 1111• 1. 
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a) pfímky p 1 o rovnici 3x - 4y - 10 = O, 

b) pfímky p2 o rovnici 8x + 6y - 25 = O, 

c) pfímky p3 o rovnici x + y + 4 = O. 

Rešení 

a) Soufadnice [x, y] bodu pruniku kružnice k a pfímky p 1 vyhovujf 7.f1 ľ• • ľ •'l1 
obema jejich rovnicím, tj. soust ave lineární a kvadratické rovnice: 

3x - 4y - 10 = O 

x 2 + y2 = 6,25 
( 1 ) 

( ~ ) 

Z ľ ' ' 
0 

(1) ''dv' 4Y + 10 d ď d ' ( mearm rovmce vyJa nme x = 
3 

a osa ime o rovmco "J 

po úprave dostáváme kvadratickou rovnici 5y2 + l6y + 8,75 = O, ktorn 11111 
diskriminant D = 256 - 175 = 81 > O, a tedy dva reálné ruzné kor„11 1 

- 16 ±9 v, 
Y1 ,2 = 10 , tj. Y1 = - 0,7, Y2 = - 2,5. Ze vztahu pro x pak urc1mu ,„i 
= 2,4, x2 = O. Pfímka p 1 je tedy sečnou dané kružnice a protíná ji v boclľľ l1 
P [2,4; - 0,7], Q[O; -2,5] . 

b) Obdobne fešíme soustavu rovníc pfímky p 2 a kružnice k: 

- 6y + 25 8x + 6y - 25 = 0 {o} X = 
8 

x2 + y 2 = 6,25 

('.1J 

(:~) 

Po eliminaci neznámé x z rovnice (2) dostaneme kvadratickou rovrii"' 
4y

2 
- 12y + 9 = O, která má diskriminant D = 144 - 144 = O, a Ll:1 l,v 

dvojnásobný kofen y1,2 = 1,5. Z rovnice (3) pak plyne x 1,2 = 2. Pľímka )'" 
je tedy tečnou dané kružnice k v bode dotyku T [2; 1,5]. 

V'liCi.Jo11u16 polo '1 

~ !f 
Elipsa 

Hyperbola 

Parabola 

d 

az 

o 

q 

~,, 

2 

1 

o 

2 

1 

o 

2 

1 

o 

2 

1 

o 

' lh b . 1() , 1() 

sečna s kružnice 

tečna t kružnice 

vnejší pfímka p kružnice 

sečna s elipsy 

tečna t elipsy 

vnejší pfímka p elipsy 

sečna s hyp erboly 

tečna t hyperboly 

sečna q rovnobežná ruzná 
s asymptotou hyperboly 

vnejší pfímka p hyperboly 
(speciálne asymptoty ai , a 2) 

sečna s paraboly 

tečna t paraboly 

sečna q rovnobežná s osou 
paraboly 

vnejší pfímka p paraboly 
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• l Pro SOUStcW ll ľ()V JllC pľímky 1':1 ti lm 111uleo /,; 1'niilul0 H01 Hi LILV li ! 

x+ yl 4 O 11 

x 2 + y2 = 6,25 
1) 

(:.:) 

Bliminací neznárné x z rovnice (2) obdržíme kvadratickou rov11ici 2y~ + 871 1 

t' + 9,75 = O, jež ruá diskriminant D = 64 - 78 = - 14 < O, a proto nCJ 111 11 
fadný reálný kofon. Pfimka p3 je proto vnejší prímkou kružnice k . 

2. U rčete, pro ktoré hodnoty parametru c E R je pfímka p o rovnici 2.1:: - y + 11 

O a) tečnou , b) sečnou, c) vnejší pľímkou kružnice k se st i'edem S[3; í 1 

1 polomerem r = 2. 

Ŕešení 

Z rovnice prímky p vyjádľíme y = 2x + ca dosadíme do st redového tvaru rov11 i„.-. 
kružnice k: 

(x - 3)
2

+ (y+l)2 = 4 

Po dosazení a úp rave dostáváme kvadratickou rovnici s parametrem c; 

5x
2 

+ (4c - 2)x + c2 + 2c + 6 = O 

J ejí diskriminant je 

D = (4c - 2)
2 

- 20(c2 + 2c + 6) = - 4(c2 + 14c + 29) . 

Pľímka p je tečnou kružnice k , je-Ii D = O, její sečnou, je-Ii D > O a její v11(1j111 
pľímko u , je-Ii D < O. Pfäom D = O, práve když bude splnena kvadra Vil"iu1 
r ovnice pro c; 

c2 + 14c + 29 = O 

J ejí diskriminant je D 1 = 80 , $i = 4VS, takže má reálné koi'eny 

- 14 ± 4J5 
c1 2 = neboli c1 = - 7 - 2VS, c2 = - 7 + 2VS. , 2 

Odtud metodou intervalu dospíváme k výsledku: 
Pfímka p je tečnou kružnice k pro c E { - 7 - 2VS; - 7 + 2VS} , s 

pro c E ( - 7 - 2VS; - 7 + 2VS) ) vnejší pfímkou pro c E ( -oo, - 7 - 2· 
u (- 7 + 2VS, +oo) . 

3. J e dána kružnice k(S, r) , kde S [- 1; 3], r = 4 a dále jsou dány body A[- 2; I i, 
B[l ; 5] . Určete prunik kružnice k a) s úsečkou AB , b) s polopfímkou fľ 
Rešení 
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Kružnici k vyjádríme ve st i'edovém tvaru 

(x + 1)
2 + (y - 3) 2 = 16. 

Pfímku AB vyjádfíme parametr ickými rovnicemi pomocí smerového vckLO ľtl 11 

kolineárního s vektorem AB = B - A = (1 + 2; 5 + 4) = (3; 9), u = .; 4[] 
1 

= 3 (B - A) = (1; 3) : 

X = A + tu čili x = - 2 + t , y = - 4 + 3t , t E R. 

I 'ľO ll \1( 1~0Vt 1 1 1'· 

Jo /, 
Po drnmzcní zn :i; , y z pararncLrick.Ýcl1 rovnic pfímky <l o rov 11i cc kn1žoicc do::; Lá-
Vftlll C 

(t - 1) 2 + (3 t - 7) 2 = 16 či li 10t2 
- 44t + 34 = O. 

Tato kvadratická rovnice pro parametr t má diskriminant D = 576, VD = 24, 
44 ± 24 

Lakfo kofeny jsou t1 ,2 = 
20 

, tj. t1 = 3,4, t2 = l. 

a) Z techto koi'enu patrí do intervalu (O; 3) pauze t2 . Proto má úsečka AB 
s kružnicí k jediný společný bod o soufadnicích [- 2 + t 2 , - 4 + 3t2] = 
= [- 1; - 1]. 

h) V int ervalu (O, +oo) leží oba koi'eny ti , t2. Proto má polopľímka AB skruž
nicí k dva společné body o soufadnicích [-2 + t1, - 4 + 3t1] = [1 ,4; 6,2] 
a [- 2 + t2 , - 4 + 3t2] = [- 1; - 1]. 

4. Určete pri'.mik pľímky AB dané body A[l ; 5], B[3; O] s elipsou o rovnici 4x2 + 
+ y 2 = 16. 

Rešení 
Postupujeme obdobne jako v pi'edcházejícím príkladu. Parametrické vyjádi'ení 
pľímky AB pomocí bodu A a smerového vektoru LI = B - A = (2; - 5) je 

X = A + tu čili x = 1 + 2t , y = 5 - 5t , t E R. 

Po dosazení za x, y do rovnice elipsy a po úprave vychází 

41t2 
- 34t + 13 = O. 

Ta to kvadratická rovnice pro t má diskriminant D = - 976 < O, takže nemá v R 
i'ešení. Proto pi'ímka AB nemá s elipsou žádný společný bod, tj. prunik pi'ímky 
a elipsy je 0. 

5. V hyperbole o rovnici x2 
- 3y2 = 12 je ohniskem, které leží v kladné poloose x, 

vedena tetiva rovnobežná s pľímkou o rovnici x - y + 5 = O. Vypočtete délku 
této t etivy. 

Rešení 
Rovnici dané hyperboly lze pi'epsat do stredového tvaru (osová rovnice hyper
boly) 

x2 y2 
-- - = l 
12 4 ' 

takže e2 = a2 + b2 = 12 + 4 = 16, odkud e = 4, a t edy uvažované ohnisko j 
bod F [4; O]. Daná pfímka má smernicový tvary = X+ 5 se smernicí k = 1; 
pľímka p s ní rovnobežná a procházející bodem F má rovnici y = x - 4. P 
dosazení do rovnice hyperboly dostáváme x 2 

- 3(x - 4) 2 
= 12 čili po úprav 

x2 
- 12x + 30 = O. Koi'eny této kvadratické rovnice jsou x1 = 6 + J6, x2 = 

= 6 - J6, jim odpovídají y1 = 2 + vl6, y2 = 2 - J6, a dost áváme tedy dv 
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1 JUJ , {! :j , d č• llin 

IPQ 1 = V ( 6 + Jff - 6 + Jff)' + ( 2 + Jff - '2 + Jff) = 

= /2(2Jff)
2 

= ·v'48 = 4J3 ~ 6,93. 

i . Napište rovnici paraboly s vrcholem V = O, která má osu v ose y a ck•Lvl\11 '" 
prítnky o rovnici 5x - 4y - 10 = O. 

ltešení 
Hledaná parabola, pokud existuje, má rovnici tvaru x 2 = ±2py ; je nutno Y.Y I •[• 

, · ., Z . v• k . ' d v' 5X - 10 J 1tat 1e11 parametr p . rovmce pnm y vyJa nme y = a po c 1111 11 •1,„111 
4 

do rovnice paraboly dostáváme kvadratickou rovnici 2x2 =f 5px ± lOp = II , ľ\ l 11 

-li však daná pi'ímka být tečnou hledané paraboly, musí mít tato rovnica 111111'• 

jeden dvojnásobný kofen čili její diskriminant musí být roven nule: 25p2 =r /:1 111• 

= O. Protože - má-li parabola existovat - je p > O, plyne odtud, že JJ : 1 :. ~ 

Hledaná parabola tedy existuje a má rovnici x 2 = ± 6,4y. . 

tovnice tečen kuželoseček 

Rovnice kuželosečky 

Rovnice kružnice ve stfedovém tvaru 

(:c - m) 2 + (y - n) 2 = r 2 

Rovnice elipsy ve stl'edovém tvaru 

(x - m)2 (y - n)2 - 1 
a2 + b2 -

(x - m)2 (y - n)2 - 1 
b2 + a2 -

Rovnice hyperboly ve stfedovém tvaru 

(x - m) 2 (y - n) 2 

a 2 - b2 = 1 

_ (:c - m) 2 (y - n)2 _ 
1 b2 + a2 -

Rovnice paraboly ve vrcholovém tvaru 

(x - rn) 2 = 2p(y - n) 

(:r; - rn) 2 = - 2p(y - n) 

(y - n) 2 = 2p(x - m) 

(11 - n) 2 = - 2p(x - m) 

,,,o 

Tab. iii , i 1 

Rovnice tečny kuželosečky v dotykovo111 
bode T[xo , yo] 

Rovnice tečny kružnice v bode T[xo , yoJ 

(xo - m)(x - m) + (yo - n)(y - n) = ľ 
Rovnice tečny elipsy v bode T[xo , yo] 

(xo - m)(x - m) (yo - n)(y - n) 
a2 + b2 = I 

(xo - m)(x - m) (yo - n)(y - n) 
b2 + a2 = 1 

Rovnice tečny hyperboly v bode T[xo , yoJ 
(xo - m)(x - m) (yo - n)(y - n) _ 

a2 b2 -

(xo - m)(x - m) (yo - n)(y - n) 
- + = 1 b2 a2 

Rovnice tečny paraboly v bode T[xo, yo] 

(xo - m)(x - m) = p(y + yo - 2n) 

(xo - m)(x - m) = - p(y + yo - 2n) 

(yo - n)(y - n) = p(x + xo - 2m) 

(yo - n)(y - n) = - p(x + xo - 2m) 

P1"-iklady určování rovnice tečny ke kuželosečce 

L lJrčete rovnice tečen vedených z bodu M[3,5; 0,5] ke kružnici o rovnici x2 + y2 
= 

= 6,25. 

ltešení 
Tečna kružnice x 2 + y2 = 6,25 v dotykovém bode T[xo, Yo] má rovnici xox + 
+ y0 y = 6,25. Protože hledaná tečna prochází bodem M[3 ,5; 0,5], vyhovují jeho 
soufadnice rovnici této tečny: 

3,5xo + 0,5yo = 6,25 (1) 

Bod T leží na dané kružnici , proto jeho soufadnice splňují její rovnici: 

2 2 x0 + Yo = 6,25 (2) 

Rešením soustavy rovnic (1) a (2) vypočteme soufadnice dotykových bodu. 
Z rovnice (1) vyjádi'íme Yo = 12,5 - 7x0 a dosadíme do rovnice (2): x6 + 
+ (12,5 - 7x0 )

2 = 6,25 čili po úprave 2x6 - 7xo + 6 = O. Tato rovnice má 
koi'eny x 1 = 2, x 2 = 1,5. Z rovnice (1) pak plyne: y1 = 12,5 - 14 = - 1,5 , 

Y2 = 12,5 - 10,5 = 2. 

Úloha má tedy práve dve fešení: tečna ti v dotykovém bode T1 [2 ; - 1,5] má 
rovnici 2x - 1,5y = 6,25 čili 8x - 6y - 25 = O, tečna t 2 v dotykovém bode 
T2 [1,5; 2] má rovnici 1,5x + 2y = 6,25 čili 6x + 8y - 25 = O. 

2. Určete, ve kterých bodech protíná pfímka o rovnici x + 2y - 14 = O elipsu 
o rovnici x 2 + 4y2 = 100. Napíšte rovnice tečen vedených v techto bodech 
k elipse a stanovte odchylku techto tečen a dané pi'ímky. 

Rešení 
Prusečíky pi'ímky s elipsou najdeme fešením soustavy jejich rovnic. Z rovnice 
pi'ímky vyjádfíme x = 14 - 2y a po dosazení do rovnice elipsy dostáváme po 
úprave kvadratickou rovnici y2 

- 7y + 12 = O. Má koi'eny y1 = 3, y2 = 4; odtud 
x1 = 8, x2 = 6, takže hledané prusečíky jsou P1 [8; 3], P2[6; 4]. 

a 1 
Daná pi'ímka má smernici k = - b = - 2. Tečna t 1 v dotykovém bode P1 [8; 3] 

2 
má rovnici 8x + 12y = 100 čili 2x + 3y - 25 = O, smernici k1 = - 3 . Odchylku 'Pl 

tečny t 1 od dané pi'ímky vypočteme ze vztahu 

1
- 1 +±- 1 1 4 1 

tg 'Pl = 1: ~ . 
3~ = 6 : 3 = 8 = 0,125 =}'Pl ~ 7° 7

1 

30
11

• 
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l,l. 

- O, s n1 črnici k2 = - ~. Odchy lkn <p2 L cčny l2 

I 

_ .!. + l 1 1 19 2 
tg 'P2 = l _: ~ . ~ = 8 : 16 = 19 * 2 ~ 5 0 O' II 

te rovnici tečny hyperboly x 2 
- y 2 = 20, která prochází bodem A[4; ti] , 

ešení 

Tečna dané hyperboly s dotykovým bodem T[xo , Yo l má rovnici XoX + vnv 
= 20. Prochází-li tato tečna bodem A, platí 4x0 - 4yo = 20 čili xa = 5 ·I /J, 1 , 

:ož dosazeno do rovnice x6 - v5 = 20 dává 25 + lOyo + v6 - y5 = 20; odL11d 
Yo = - 0,5, takže xo = 5 + Yo = 4,5. Hledaná tečna má tedy dotykový 1.,„1 
T[4,5; - 0,5] a rovnici 4,5x + 0,5y = 20 čili 9x + y = 40. (Daným bodo1 11 1 
prochází jen jedna tečna hyperboly, neboť t ento bod leží na její asyn111L1 " i 
o rovnici y = x.) 

<jist ete, který bod paraboly y 2 = l8x má nej kratší vzdálenost od prí11il11 
X - 4y + 69 = O. 

šení 
u názoru je patrno, že hledaný bod je dotykový bod T[x0 , y0 ] tečny Vrl '/ 

9 = 9x + 9xo rovnobežné s danou pfímkou; smernice tečny je - ' smernice c1: 1111 • 
Yo 

pfímky je ~, t akže _2._ = ~, odtud Yo = 12. Protože dotykový bod leží na rl 1111" 
4 Yo 4 

1 
parabole, platí Y6 = l8xo; odtud xo = 

18 
v6 = 144 : 18 = 8. Hledaný nejlJJ1 11,i1 1 

bod je tedy T[8; 12], jeho vzdálenost od dané pfímky je 

v = 13 . 8 - 4 . 12 + 691 = 45 = 9. 
y132 + 42 5 

V záj emná poloha dvou kuželoseček 

Úloha vyžadující určení pruniku dvou kuželoseček se ľeší v analytické geom0Lrl1 
foiicním soustavy jejich rovníc, tj. kvadratických rovnic se dvema neznámými x, i1 
(viz kap. 5.12) . 

P 1"-íklad určení vzájemné polohy dvou kuželoseček 
rčctc prunik kružníc o rovnicích x2 + y2 + 6x + 2y - 42 = O, x2 + y2 

- l4x + 
1 6 = O. 
ciíení 

Body pn'.miku obou kružníc určíme fešením soustavy jej ich rovnic; odečtením druh 1.· 
rnv.11i cc od první vychází 20x - 4y - 48 = O, odtud y = 5x - 12. Dosadíme-li tenLl• 
výraz do první rovnice, dostaneme kvadratickou rovnici 26x2 

- lOLlx + 78 = O č llí 
:1:2 - 4:c + 3 = O, která má koreny x 1 = 3 , x2 = 1, takže Y1 = 3, Y2 = - 7. Daw~ 
lm tžnicc se t edy protínají v boclech Pi[3; 3], P 2 [1; - 7]. 

(;;{ 

V ka piLole 10.15 jsmc sc včnovali kuželoscčkám a dalším kvadratickým útva
rum v rovine (názcv pochází z toho, že jsou vyjádfeny analyticky kvadratickými 
ľOvnicemi , resp. nerovnicemi). Úvahy lze rozšíl'it i na kvadratické útvary v pro
storu, z nichž se na gymnáziích v analytické geometrii probírá kulová plocha 
a koule. 

Veta o analytickérn vyjádiení kulové plochy a koule 
Kulová plocha "'(S, r) se stfedem S[m, n , p] a polomerem r je v kartézské sou
stave soufadnic Oxyz vyjádfena analyticky rovnicí 

(x - m)
2 + (y - n)

2 + (z - p) 2 
= r 2 (1) 

a koule K(S, r) nerovnicí 

(x-m)
2 +(y-n)2 +(z-p)2 ~ r2 . (2) 

V zájemná poloha kulové plochy a prírnky se vyšetruje analyticky ob
dobne jako v prípade rovinných útvaru (tj. kružnice a pfímky, resp. jejích částí). 
Prunikem mu.že být opet buď prázdná množina, nebo jednobodová množina, anebo 
dvoubodová množina (obr. 10.75). 

a) b) c) 

X 

Obr. 10.75 

A obdobne jako lze analyticky vyjádl'it tečnu ke kružnici (tab. 10.11) , v prostom 
lze stanovit rovnici tečné roviny kulové plochy. Platí pro ni veta: 

J e-li <lána kulová plocha rovnicí (1), pak tečná rovina k ní v clotykovém bodč 
T[xo, Yo, zo] má rovnici 

(xo - m)(x - m) + (Yo - n)(y - n) +(zo - p)(z - p) = r 2
. (:1 ) 
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rnezíme se na vyšctfování množin bodu v rovinč , bylo by však možuó úvnl11 
mbccnit i pro prostor. 

Krome metod i'ešení konstrukčních úloh uvedených v kap . 9.9 je n~kdy v 1 
w <lné užití metody analytické geometrie (metody soufadnic). Analy l,)Ph• 
(Ašcní konstrukčních úloh bývá mnohdy schudnejší než pľímé konstrukčn1 (11y 11 
'"tické) i'ešení a muže nám též pomoci nalézt cestu konstrukčního rešení. ÍWf11•111 
construkční úlohy v tomto prípade opet zpravidla pi'evádíme na určení borl1' , ,I' '/ 

1álcžejí pruniku množin všech bodu (m. v. b.) daných vlastností. Podle tot1<1 1 
11,il 11 

)\:i užit í analytické metody známe, či neznáme pi'edem analytická vyj ádi'ení Li~ 1 · I ii" 

vých množin, rozlišujeme úlohy dvojího typu: 
t) v úlohách prvního typu mužeme použít predem známá analytická vyjádfo111 i" 1 

ti'ebných m. v. b. Vycházíme pritom z poznatku uvedených v kap. 10.9 až 1U. I ti 

V úlohách druhého typu musíme teprve vyšetrit analytické vyjádrení potfol 111 ,1' • 11 
rn. v. b. daných vlastností. 
Posi'up pfi analytickém vyšetfování množiny všech bodu ( m. v. b.) dané v lr1:1 / 

w sti v rovine: 
t) 1. Zvolíme soustavu soufadnic vhodným zpusobem vzhledem k daným f!C!l 't 11!' 

trickým útvarum. 

2. Určíme soufadnice daných bodu a označíme soufadnice libovolného bod t1 \ 
hledané m. v. b. (zpravidla X[x, y]). 

3. Vyjádľíme analyticky danou vlastnost bodu X (rovnicí, resp. nerovnici 1J11"1,1 
jeho soufadnicemi). 

Overíme, zda také obrácene všechny body, jejichž soufadnice splňují nalezo 11ľ 

analytické vyjádi'ení, mají požadované vlastnosti. Pi'esvedčíme-li se o tom, t11 r1 
žeme prohlásit, že nalezená rovnice, popr. nerovnice je analytickým vyj ádforiť 111 

hledané m. v. b. dané vlastnosti. 

Pfíklady analytického vyšetŤování množin všech bodu daných vlastnon t.í 
; rovine 

L. J sou elány dva ruzné body A, B (IAB I = a) a úsečka délky c. Určete mno1žl 1111 
všech bodu X, pro než platí IAXl2 + IBXl2 = c2. 

!lešení 

a) Zvolíme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby osa x byla v príme 

134 

a osa y procházela sti'edem úsečky AB. Pak je A [- ~, OJ, B [ ~, OJ , a oz:nn, 

číme-li X[x, y] libovolný bod hledané m. v. b . dané vlastnosti, dostávám 

IAX l 2 = (x + ~)2+y2 , IBXl 2 = (x - ~)2+y2 . 
Podle zadané podmínky musí být splnena rovnice 

(X + ~ )2 + y2 + (X - ~) 2 + y2 = C2 

X y - = 
·' - a2 

4 
(1) 

b) Obrácene: J es tliže soufadnice x, y bodu X splňují tuto rovnici, pak splňují 
postupne též rovnice 

4x2 + 4y2 = 2c2 - a2, 
a2 

4x2 + 4y2 + 4 · - = 2c2, 
4 
a2 

2x2 + 2y2 + 2 · -
4 

2 = c) 

( x 2 + ax + a: + y2) + ( x 2 - ax + a: + y
2
) 

2 
= c' 

[ (X + ~ f + y2] + [ (X _ ~ f + y2] 

tj . platí 
IAXl2 + IBX l2 = c2. 

2 
= c' 

Hledaná m. v. b. dané vlastnosti má tedy analytické vyjádi'ení (1). 

Diskuse fešení: 
1 

a) Je-li 2c2 - a2 < O čili c < 2av12, nevyhovují rovnici (1) soufadnice x, y 

žádného bodu; hledaná množina je tedy prázdná. 

1 
b) Je-li c = 

2 
av12, vyhovuje rovnici (1) jen bod o soufadnicích [O; OJ; hledanou 

množinou je stred úsečky AB. 

1 
c) Je-li c > 

2 
av12, je hledanou množinou kružnice , která má stred ve stredu 

úsečky AB a polomer r = ~ V2c2 
- a 2

. 

2. Dokažte, že množinou všech bodu X, které mají od dvou daných bodu A, B 
(IABI = 2a) daný pomer vzdáleností IAXI : IBXI = A. > O, A. =f 1, je kružnice 
(tzv. Apolloniova kružnice, viz kap. 9.7). 

Ŕešení 

a) Zvolme soustavu kartézských soufadnic tak, že osa x splývá s pľímkou AB 
a osa y je osou úsečky AB. Potom A[- a, O], B [a, O], libovolný bod hledané 
m. v. b. označme X[x, y], pak platí 

IAXI = J(x + a)2 + y2 , IBXI = J(x - a)
2 

+ y2. 

Úloha žádá, aby byl splnen vztah IAX I = A.· IBXI. Po dosazení dostáváme 

(x + a)2 + y2 = A.2(x _ a)2 + A.2y2 , 
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2 2 1 + ,\' 2 
:c + y + 2a:i; - ,\" 1- ci = O 

1 -

ili 

( 
,\2 ) 2 2 \ l + 2 4a ,, 

X-\-a - ,\2 +y = -- 2 · 
1 - (1 - ,\2) 

J . k v • v d s [ ,\ 2 + 1 o] l v 2a>. e to rovnice ruzmce o stre u a ,\2 _ 
1

; a po omeru r = ll _ ,\ ~ J ' 

b) Obrácene pro soufadnici y bodu X podle rovnice (2) platí 

ili po úprave 

J e tedy 

2 4a 2 ,\ 2 ( 1 + ,\ 2 ) 2 
y = (1 - ,\2)2 - X-\- a 1 - ,\2 

,\2 + 1 
y 2 = 2ax-- - x 2 - a2 . 

,\2 - 1 

,\2 + 1 IAXl 2 
= (x + a)

2 + y 2 = x 2 + 2ax + a2 + 2ax-,\
2 

- x 2 - a 2 = 
- 1 

2ax · 2,\2 

,\2 - 1 ) 

•) 1 

2 ,\ 
2 + 1 2ax · :.l IBXl2 

= (x - a) + y2 
= x 2 - 2ax + a2 + 2ax -,\2 - x 2 - a2 = -,\

2 
, 

- 1 - 1 

takže IAXl2 
= ,\

2 
· IBXl2 čili IAXI = ,\ · IBXI, tj. každý bod kružnice (4) 

má žádanou vlastnost. Tím je dukaz proveden. 

0.18 Analytické vyšetfování vlastností 
geometrických teles 

Pfi vyšetfování vlastností, speciálne metrických vlastností teles je často vhodJll' , 
ipr. nutné užití metod analytické geometrie (metody soufadnic). PosL11 
1jcme zpravidla takto: Teleso zobrazíme ve volném rovnobežném promítání ( viv, 
Lp. 9. 11). Zvolíme vhodne soustavu soufadnic. Určíme soufadnice zadaných bodť1 
1.esa a vyjádi'íme analyticky jeho uvažované vlastnosti. Provedeme príslušné vý · 
1 č ty, jejichž výsledky budou nezávislé na volbe soustavy soufadnic. 

ríklad analytického vyšetrení metrických vlastností pravidelného čtyf·· 
1kého j ehlanu 

·tw iclelný čtyľboký jehlan má výšku v= 6 dj a délku podstavné hrany a = 4 clj . 
tedy hran AB, AD, CV označíme v uvedeném poradí K , L , M . Vypočtete : 

vzdálenost bodu V od roviny KLM, 

oclchylku pi'ímek KM a CV. 

6 

Dnný prnvidol11ý č Ly i· l >oký jolilnn ílobrnílÍ ll te vc volnów rovuobčž 11 6rn promÍLÁ,11 Í 
(ol)J'. 10.7G) . Zvo líme knrLózHko 11 sousLavu im ura<lnic O:r;yz s počátkcm O = S vc 
i; l. foclu S podsLavy AflCD , s osou :c procbázcjící stfodcm hrany BC, s oson y 
procházcjící stfodem hra.ny CD a. s osou z procházející hlavním vrcholern V . 

z 

\f 

c 

X 

Obr. 10.76 

Určíme soufadnice bodu: V[O; O; 6], C[2; 2; O]. Dále určíme soufadnice bodu: 
v+c 

I<[O; -2; O], L[- 2; O; O] a bodu M = -
2

- =} M[l; 1, 3]. 

a ) Označíme g = f--7 KLM, u12 = KL = L - K= (- 2; 2; O), v12 = KM = M - K = 
= (1; 3; 3) a normálový vektor roviny g: n12 = u12 x v12 = (6; 6; - S) =} g: 6x + 
+ 6y - Sz + d = O. Protože K E g =} 6 ·O+ 6 · (- 2) - S· O+ d = O=} d = 12, 
a tedy g: 6x + 6y - Sz+ 12 = O čili 3x + 3y - 4z + 6 = O. Podle vzorce z vety V.6 
na str. 605 dostáváme pro hledanou vzdálenost bodu V od roviny g = f--7 K LM: 

v(V, g) = 13 · O+ 3 ·O - 4 · 6 + 61 = ~ = 1SJ34 = 9J34 ~ 3 1 
)32-1-32-1-( - 4)2 v'34 34 17 '. 

b) Označíme u = KM = M - K = (1· 3· 3) v = CV = V - C = (- 2· -2· 6) ' ' ' ' ' . 
Podle vzorce z vety V.4 na str . 602 dostáváme pro hledanou odchylku cp pfímek 
KM,CV: 

cos cp = 
Vl 2 + 32 + 32. V(-2)2 + (- 2)2 + 52 

11. (-2) + 3. (- 2) + 3. 61 10 5.J209 
v'19 . v'44 = ----wg =} 

=} cp ~ 69°461
• 
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113 
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1.aJýza 202, 241, 475 
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dcsetinná 72, 82 
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reálných čísel 7 4 
vektoru čísly 551 
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8 
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bezespornost soustavy axiomô 23 
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625 
- hraniční trojúhelníku 425 
- infiexní funkce 391 
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čísla komplexne sdružená 105 
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56, 69 
- ľímská 58 
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čtyľsten 519 
- pravidelný 520 
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D 
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dedukce 38 
definice 23 
delenec 54 
delení čísel 54 

- - komplexních 105 
- - pi'irozených (beze zbytku, se 

zbytkem) 60 
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- mnohočlenu beze zbytku 113 
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- mnohočlenu 113 
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- - nejvetší 63 
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čísla 67 
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- - pi'irozených čísel 60 
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- kružnice (obvod kruhu) 428, 498 
- posunutí 466 
- úsečky ( velikost úsečky) 417 
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v bodč jcdnosLľMná (\l. prava, 
zlcva) 375 

v bodč nev las tn[ 374 
v bodč vlast ní 374 
vyšších rádu 384 

di agram kr uhový 347 
rnnožinový 41 

Ve nnuv 41 
sloupkový 347 
spojnicový 347 
Vcnnuv číselný 44 

disjunkce výrokových forem 18 
forem úplná (ostrá) 18 

výroku 12 
- úplná (ostrá) 12 

diskriminant kvadratické rovnice 211 
disku se fošení konstrukční úlohy 

s parametry 475 
ne rovnice s parametry 241 

- rovnice s parametry 202 
dis Lribu t ivnost násobení komplexních 

čísel vzhledem ke sčítání 104 
- reálných čísel vzhledem ke sčítání 

74 

- vektoru čísly vzhledem ke sčítání 
čísel 551 

vektoru čísly vzhledem ke sčítání 
vektoru 551 

sjednocení a pruniku množin (vuči 
sobe navzájem) 46 

skalá rního součinu vektoru vzhledem 
ke sčítání vektoru 559 

vektorového součinu vektoru 
vzhledem ke sčítání vektoru 564 

lop lnek množiny 41 
množiny v množine 40 

lop lnení kvadratického trojčlenu na 
druh ou mocninu lineárního 
dvoj členu ( „na úplný čtverec" ) 117 

losazení konstanty za promennou 9 
/ruby čísel 53 

intervalu 79 
1 ô kaz existenční konstrukční 33 

lty potézy 37 
ma tematickou indukcí 31 
neexistence 37 
ncpfímý 29 
pl'imý 28, 29 
rovnosti množin 47 

1<1 0 

Vô ly) 

- - o j ednoznačné cxisLenci (cxisLonc 
a u ni cite) 35 

- - ve tvaru ekvivalence 29 
- - ve tvar u implikace 29 
- - ve tvaru jednoduchého výľok11 ~H 
- - ve tvaru obecného výroku 
- výroku 27 

dôkazy algebraických rovností 
a nerovností 126 

dvacetisten pravidelný 520 
dvanáctisten pravidelný 520 

E 
ekvivalence výrokových forem 1 

- výroku 12 
elipsa 613 

excentricita (výstľednost) elipsy 613 
- hyperboly 616 

extrém funkce globál ní ( absolutní) .1 3 , 
1 

396, 397 
- - lokální 387 
- - na množine M c D(f) 137 

F 
fáze harmonické funkce 197 

- počáteční 197 
forma výroková (predikát) 17 

- - složená 18 
formule binomická 323 

- množinová l. a 2. de Morganova 43 
- výroková 14 
- - nekdy pravdivá 14 
- - vždy nepravdivá (kontradikce) H 
- - vždy pravdivá (tautologie) 14 
- výrokové logicky ekvivalentní 15 
- - logiky l. a 2. de Morganova 17 

funkce 130 
- algebraická 141 
- arkuskosinus 198 
- arkuskotangens 198 
- arkussinus 198 
- arkustangens 198 
- celá část 132 
- cyklometrické 198 
- elementární 141 
- - základní 141 
- exponenciální dekadická 150 
- - o základu (se základem) a 150 

hyperbolický kosi11118 l!J!) 
kotangens 200 

- sinus 199 
- tangens 199 

- hyperbolometrické 200 

ľH'kó) 1 (Jll 

- integrovaná (integrand) 403 
- inverzní 139 
- iracionální 142 
- klesající 138 
- - na množine M c D(f) 138 
- konkávní na intervalu 389 
- - ryze na intervalu 390 
- konstantní (konstant a) 143 
- konvexní na intervalu 389 
- - ryze na intervalu 389 
- kosínus 167 
- kotangens 1 70 
- kvadratická 144 
- lichá 135 
- lineární 143 
- - lomená 149 
- logaritmická dekadická 152 
- - o základu (se základem) a 152 
- - pľirozená 152 
- mocninná 146, 147 
- monotónní 138 
- - na množine M c D(f) 138 
- neklesající 138 
- - na množine M c D(f) 138 
- nerostoucí 138 
- - na množine M c D(f) 138 
- omezená 137 
- - na množine M c D(f) 136 
- - shora 137 
- - shora na množine M c D(.f) 136 
- - zdola 137 
- - zdola na množine M c D(f) 136 
- periodická 135 
- primitivní k funkci na intervalu 402 
- prostá 139 
- racionálni 142 
- - celá (polynomická) 142 
- - lomená 142 
- reálná reálné promenné 130 
- - více reálných promenných 130 
- rostoucí 138 
- - na množine M c D(f) 138 

ľy:t; 1 J 11I OU\1 L( í 11111 l ;l 
111 0 1wLcS 1111! 1m 1111wY. l 11 č\ M 

l:J 
s ab r:;o h1. Lní1ni li odnoLain i 160 

signu m 132 
- sin us 167 
- složená 133 
- sud á 135 
- tangens 1 70 
- transcendentní elementární 143 
- - neelementární 143 
- vnejší složené funkce 133 
- vnitfoí složené funkce 133 

G 
geometrie 414 

- analytická 537 
- v prostoru (stereometrie) 414 
- v rovine (planimetrie) 414 

graf funkce 130, 131 
- inverzní funkce 139 
- posloupnosti 290 

H 
histogram četností 347 
hodnota absolutní funkce 159 

- - komplexního čísla 107 
- - reálného čís la 77 
- algebraického výrazu 121 

(!) 

- funkční (hodnota funkce v bode) 130 
- - promenné (argumentu) 130 
- hlavní (základní) argumentu 

komplexního čísla 189 
- pravdivostní výroku 10 
- promenné 9, 120 
- st atistického znaku 344 
- zaokrouhlená reálného čísla 83 
- zobrazení v bode (prvku) 49 

hranice geometrického telesa (hranice 
t elesa) 517 

- hranolu 517 
- jehlanu 519 
- mnohoúhelníku 448 
- fezu mnohostenu 525 
- trojúhelníku 425 

hranol n-boký 517 
- kolmý 518 
- kosý 518 
- pravidelný n-boký 518 

hrany hranolu boční 517 
- - podstavné 517 
- jehlanu boční 518 

41 



p odHLlWUÓ tl m 
1yp oľb0J a GLG 

r·ov 11 oosA J <1 8, 150, 6J 7 6 L9 
HLupnč n + .1 .l<J6 

1y p0Léza (domuenka) 9 
cx is Lcn ční 37 
i.ndividuá lní 37 

becná 37 

=.: H 
:lr a rakter istiky polohy (úrovne) znaku 

(strední hodnoty znaku) 
st a tistického souboru 347 
sta tistické 347 
vari a bi li ty (promenlivosti , 

rozptýlení) znaku 355 
naku sta tistického souboru 347 

:hy ba (nepi'esnost) aproximace 81 
a bsolutní 81 
relativní (pomerná) 82 
strední 82 

dcntita (identické zobrazení) 
v geometrii 464, 530 
(rovnost) Lagrangeova 127 

mplilcace obmenená (obmena 
implikace) 16 

obrácená 16 
výrokových forem 18 
výroku 12 

ncidence bodu s pfímkou, resp. rovinou 
414, 506 
pľímky s rovinou 414, 506 

11dukce 38 
ma tematická 31, 38 
neúplná 38 
úplná 38 

nkluze množin 40 
ost rá 40 

nLegrál neurčitý 403 
mčitý 408 

nLcgrování (integrace) 403 
nLcrval 78 

4 

(trídní interval) hodnot znaku 346 
11comezený 79 

oboustranne 79 
zleva 79 
zprava 79 

omezený 79 
oLevi'ený 79 
polo uzavrený (polootevfený) 79 

lnLorvaly mo110Ló1111 osLI ľLinkco :300 

invariauLnoHL skalái·nflro 80UČill! r 

vckton~ 561 

J 
jednotka délky ( dé lková j 

- imaginární 102 
- komplexní 108 
- objemu (jednotkový objem) 
- obsahu (jednotkový obsah) 49 
- velikosti úhlu 419 

jednotky statistické (prvky sta tistlck(1 l 11 • 

souboru) 343 
- v desítkové soustave (l'ádu ·i , 

l'ádu - i) 56, 69 
jehlan n-boký 518 

- komolý 519 
- - pravidelný 519 
- pravidelný n-boký 519 
- trojboký 519 

jestliže ... , pak. . . (logická spojka) 11 
jev elementární 327 

- hromadný 343 
- jistý 326 
- možný 326 
- náhodný 326 
- nemožný 326 
- opačný ( doplňkový) 327 

jevy disjunktní (navzájem neslučitelnó) 

328 
- nezávislé (pro dva jevy, pro n j evťi 

339, 340 
jmenovatel zlomku 54, 96 

K 
kmitočet (frekvence) harmonické funl• 

197 
- úhlový (frekvence úhlová) 

harmonické funkce 197 
koeficient algebraické rovnice 204 

- binomický (kombinační číslo) 323 
- korelace 359 
- mnohočlenu 111 
- podobnosti trojúhelníku 436 
- - v rovine 468 
- stejnolehlosti 469 
- variační hodnot znaku 358 

kolmice k pi'ímce v rovine 422 
- k rovine 512 

kombinace (k-členná kombinace zn 
prvku) 318 

ntplexních 

- - reálných čísel 7 4 
- pdmiku množin 43 

sčítání komplexních čísel 104 
- - reálných čísel 7 4 
- - vektoru 551 
- sjednocení množin 43 
- skalárního součinu vektoru 558 

konjunkce výrokových forem 18 
- výroku 12 

konkávnost funkce - vyšetfování 389, 
391 

konstanta 9 
konstrukce eukleidovské 472 

- - základní 4 72 
- v konstrukční úloze 475 
- zlatého fezu (Heronova konstrukce) 

494 
kontradikce 14 
konvexnost funkce - vyšetfování 389, 

391 
kofen nerovnice 241 

- rovnice 201 
- - algebraické 222 
- - dvojnásobný 212 
- - jednoduchý 217, 222 
- - vícenásobný 222 

kosinus 167 
kosinusoida 167 
kosočtverec 451 
kosodélník 451 
kotangens 170 
kotangentoida 172 
koule 523, 633 
krácení zlomku 68, 96 
kritéria (znaky) delitelnosti pi'irozených 

čísel 60 
kritérium kolmosti dvou rovín 515 

- - pfímky a roviny 513 
- rovnobežnosti dvou rovin 509 
- - pfímky a roviny 509 

krok indukční 31 
kruh 428, 452 
kružnice 427, 611 

- Apolloniova 463, 635 
- hlavní kulové plochy 523 

hoú lr olnfkn 

trojúhelníku 437 
- pľipsaná trojúhelníku 438 
- (dvojice) sousti'edné 428 
- Thaletova 456 
- vedlejší kulové plochy 523 
- vepsaná konvexnímu mnohoúhelníku 

449 
- - trojúhelníku 438 

krychle 518, 520 
- jednotková 532 

krivka exponenciální (exponenciála) 151 
- logaritmická 152 

kužel komolý 522 
- - kosý 522 
- - rotační 522 
- kruhový 521 
- - kosý 522 
- - rotační 522 

kuželosečka 610 
- nestredová 610 
- stredová 610 

kvádr 518 
kvadrant 538 
kvantifikace pramenných ( ve výrokové 

forme) 19 
kvantifikátor 19 

- existenční 19 
- j ednoznačné existence 19 
- obecný 19 
- základní 19 

L 
lemma 24 
lichobežník 450 

- ki'ivočarý 408 
- pravoúhlý 452 
- rovnoramenný 452 

limita funkce (v bode vlastním , 
nevlastním) 363, 365, 369, 370 

- - jednostranná (zprava, zleva) 368, 
369 

- - nevlastní 369 
- - vlastní 363, 365, 369, 370 
- posloupnosti 298, 299, 305 
- - nevlastní 298, 305 
- - vlastní 298, 299 

logaritmování 155 

M3 
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M 
n tttLema tika 9 

G.niLní 312 
1na Lema tizace reálné situace 280 
m a Lice 275 

soustavy lineárních rovnic 275 
rozšírená 275 

1na.ximum (nejvetší 
hodnota) funkce globální 
(absolutní) 137 

lokální 387 
na množine M C D(f) 137 
ostré lokální 387 
os tré na množine M c D(f) 137 

med ián znaku 355 
utenšen ec 54 
111cnšit el 54 
1 n čfcní geometrických obrazcu 498 

geom etrických t eles 532 
úh lli 419 
úseček 417 

1ncsíčky Hippokratovy 504 
rnetoda a lgebraická rešení 

konstrukčních úloh v rovine 491 
árkovací 345 

decluktivní 38 
elimin ační rešení soustavy lineárních 

algebraických rovnic 268 
Gau ssova eliminační (GEM) 273 
geom etrických zobrazení v rovine 

481 
grafického rešení rovníc a nerovnic 

204, 243 , 271 
incluktivní 38 
intcrvalU 208, 248, 251, 261 
mczí 84 
mn ožin všech bodu dané vlastnosti 

v rovine 476 
nul ových bodu 208 , 248 , 251 , 261 
pJ atných číslic 85 
početních operací s aproximacemi 

reálných čísel 84 
soufadnic 537, 634, 636 
sLrcdních aproximací 85 
syrnbolicko-komplexní 198 
vc kLorové algebry 537 

základní pro určení nejvč Lš f h 

spo lečného dčliLe l e pi'iroz 
čísel 63 

- zá kladní určení nej menšího 
společného násobku pi'ir 
čísel 65 

metody analytické (analyt ick· 
geometrie) 537, 634, 636 

- rešení konstrukčních úloh v rovin 
476, 481, 491 

- - soustavy dvou lineárních rovnic llol 

dvema neznámými (metoda 
sčítací , metoda dosazovací 
[substituční], metoda srovnávur.1 
269 

- výpočtu n-té odmocniny v oboru 
komplexních čísel 109 

mez dolní a horní určitého integrálu 401\ 
mez intervalu (dolní, horní) 78 
mezikruží 453 
minimum (nejmenší 

hodnota) funkce globální 
(absolutní) 137 

- - lokální 387 
- - na množine M c D(f) 137 
- - ostré lokální 387 
- - ostré na množine M C D(f) 137 

minuta úhlová 165, 420 
míra velikosti úhlu 420 

- - úhlu oblouková 420 
- - úhlU stupňová 420 

místo desetinné 69 
mnohočlen (polynom) lll 

- nulový 111 
- stupne n 111 
- stupne O 111 

mnohosten (n-sten) 519 
- konvexní 519 
- nekonvexní 519 
- pravidelný 519 

mnohoúhelník (n-úhelník) 448 
- konvexní 449 
- nekonvexní 449 
- pravidelný 450 
- tečnový 449 
- t etivový 449 

množina 38 
- bodu (bodová množina) 414 

ncprázdn á 38 
prázdná 38 

- všech bodu dané v las tnosti (daných 
vlas tností) 454- 458, 527- 528 

- - korenu (rešení) rovnice, nerovnice 
201 , 241 

- - možných výsledku náhodného 
pokusu 326 

- - prvku dané vlastnosti 39 
- - rešení rovnice o více neznámých 

268 
- - rešení soustavy nerovnic 278 
- - fešení soustavy rovnic 268 
- základní ( univerzální) 39 

množiny disjunktní 40 
- mefäelné 334 
- všech bodu dané vlastnosti 

v prostoru (významné príklady) 
528 

- - bodu dané vlastnosti v rovine 
(významné príklady) 455- 458 

mocnina čísla n -tá 55 
- množiny kartézská 49 
- reálného čísla 87 
- s celočíselným mocnitelem 87 
- s racionálním mocnitelem 92 
- s reálným mocnitelem 94 
- v oboru komplexních čísel 108, 194 

mocnitel mocniny (exponent) 87 
model matematický reálného problému 

280 
modus znaku 354 
monotónnost funkce - vyšetfování 385 , 

386 

N 
náhoda 326 
následovník pfoozeného čísla 56 
násobek celého čísla 67 

- pfirozeného čísla 60 
- společný pfirozených čísel 65 
- - nejmenší 65 
- vázaného vektoru reálným číslem 

546 
- vektoru (volného vektoru) reálným 

číslem 549, 551 
násobení čísel 54 

- - komplexních 103 
- - pfirozených 55 

lonom 1 l 

množin karLézské 48 
skalární vektoru 558 

- vektorové vektoru 564 
- zlomku 96 

násobnost korene algebraické rovnice 
222 

název (jméno) objektu 9 
názvy jednotek nekterých rádu 

v desítkové soustave 56 
nebo (logická spojka) 11 
negace výrokové formy 18 

- výroku 12 
negování výroku (jednoduchého, 

složeného) 16 
- - kvantifikovaného (jednoduchého, 

složeného) 21- 23 
nerovnice 241 

- algebraická 243 , 261 
- exponenciální 264 
- goniometrická 266 
- iracionální 260 
- kvadratická 251 
- - s parametrem 258 
- lineární 244 
- - s neznámou v absolutní hodnote 

248 
- - s parametry 246 
- logaritmická 265 
- nealgebraická 243 
- s n neznámými 276 
- s neznámou v absolutní hodnote 24.3 
- s parametry (parametrické 

nerovnice) 241 
- se dvema neznámými 276 
- se zlomky 263 

nerovnost Bernoulliova 129 
- Cauchyova 128 
- mezi aritmetickým a geometri ckým 

prumerem nezáporných čísel 127, 
128 

- trojúhelníková 425, 427, 432 
- - neostrá 427 
- - ostrá 427 
- - pro komplexní čís l a z1, z2 107 
- - pro reálná čísla a, b 78 

nerovnosti v oboru R (vztahy mcnš 
než , vet ší než) 75 

fi 
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llJ 

to rrn f\ la kulové plochy 523 
t-Uco objekll''t (prvku) 48 

ttspoľádaná 48 

il iclélník 451 
objem te lesa 532 
·b last kružnice vnejší 428 

vnitfoí 428, 625 
kulové plochy vnejší 522 

plochy vnitfoí 522 
vnitfoí elipsy 625 

paraboly 625 
vetve hyperboly 625 

1blouk kružnice 430 
1l>or čísel (číselný obor) 54 

celých 66 
kornplexních 102 
pfirozených 55 
racionálních 67 
reálných 71 

definiční algebraického výrazu 121 
funkce 130, 131 
funkce maximální 132 
promenné výrokové formy 1 7 

- fešení nerovnice 241 
l:ešení rovnice 201 

- zobrazení 49 
hodnot funkce (obor funkčních 

hodnot) 130 
zobrazení 50 

integrační 408 
pravdivosti výrokové formy 17 
prom enné 9, 120 

výrokové formy 17 
fošení nerovnice 241 

rovnice 201 
>braz bodu v geometrickém zobrazení 

163, 530 
:ísla komplexního v Gausove rovine 

104 
reálného na číselné ose 77 

geo metrického útvaru 
v geometrickém zobrazení 463 , 

30 
prvku v zobrazení 49 

>lmtzec geometrický 453, 498 
>l>Hah geometrického obrazce 498 

)46 

o cl č íLání číse l 54 
komp lexních 105 

- - racionálních 68 
- zlomku 96 

odhad a bsolu tní chyby aproxima 
- statistický pravdepodobnosLi jovu 

334 
- - pravdepodobnosti výs ledku 

náhodného pokusu 332 
odchylka hodnoty znaku od stfodn 

hodnoty 356 
- mezikvartilová hodnot znaku 3 ~ 

- pomerná prumerná absolutní 
hodnot znaku 358 

- prumerná absolutní hodnot znaku 
356 

- pi'ímek v prostom 512, 602 
- - v rovine 422 , 601 
- pfímky a roviny 515, 608 
- rovin 514, 607 
- smerodatná hodnot znaku 357 
- úsečky a roviny 516 

odlogaritmování 155 
odmocnení zlomku 99 
odmocnina čís la n-tá 55 

- reálného čísla 89 
- v oboru komplexních čísel 109 

odmocnitel odmocniny 89 
odmocňování 55, 89 

- částečné 90 
odvesna pravoúhlého trojúhelníku 43 · 
ohniska elipsy 613 

- hyperboly 616 
ohnisko paraboly 620 
ohodnocení pravdivostní výrokové 

formule 14 
okolí bodu (r-okolí bodu a) 364 

- - levé 368 
- - pravé 368 

oktant 540 
operace algebraické s funkcemi 133 

- logické s výrokovými formami 18 
- - s výroky 11 
- množinové 39 
- - základní 40 
- - základní v systému množin 46 
- početní (výkony početní) s čísly 54 
- - základní a k nim inverzní 54 

orionLace 1 
osa číscl11á 77, 5:38 

elip:sy hlav ní 613 
- ved lejší 613 

- hyperboly hlavní 616 
- - ved lejší 616 
- imaginárn í (osa ryze imaginárních 

číse l) 104 
- otočení (osa rotace) 531, 532 
- paraboly 620 
- polární 539 
- reálná (osa reálných čísel) 104 
- rotačního kužele 522 
- - válce 521 
- rovnobežek (osa pásu) 424 
- soumernosti (v rovine , v prostom ) 

466 , 530 
- - geometrického útvaru (v rovine, 

v prostom ) 467 , 531 
- úhlu 424 
- úsečky 424 

osmisten pravidelný 520 
osy hyp erboly 148 

- ruznobežek 424 
- soustavy soufadnic (soufadnicové 

osy) v prostom 540 
- - soufadnic (soufadn icové osy) 

v rovine 538 
otočení (rotace) kolem pfímky (osy 

otočení) v prostom 531, 532 
- (rotace) kolem stredu v rovine 466 

p 

p arabola 144, 620 
- n-tého stupne 146 

parametr konstrukční úlohy 475 
- paraboly 620 

parametry v nerovnici 241 
- v rovnici 202 

pás (rovinný pás) 416 
- kulový 523 

pata kolmice 422 
- - k rovine 512 

perioda deset inného rozvoje 69 
- funkce 135 
- - základní (primitivní) 136 
- harmonické funkce 197 

permutace (permu tace z n prvku) 315 
- s opakováním (k-členná permutace 

s opakováním z n prvku) 317 

ph1, 1il1 1 1 ( 1 [, ľ i \ ) d 1 . 1 ~-~-~ 

plMt~ li rnuolu Ii 17 
j o hl 1:w 11 ú 19 
komolého johlanu 519 

- - ku že le 52 
- ku žele 522 
- válce 521 

plocha hranolová n-boká 517 
- jehlanová n-boká 518 
- kulová 522, 633 
- kuželová kruhová 521 
- válcová kruhová 521 

počátek číselné osy 77, 538 
- soustavy soufadnic v prostoru 540 
- - soufadnic v rovine 538 

počet diferenciální 363 
- integrální 363, 402 
- pravdepodobnosti 326 
- procent (procentová míra) 100 
- prvku kartézského součinu množin 

49 
podíl čísel 54, 60 

- - komplexních 105 , 190 
- - pi'irozených (úplný, neúplný) 60 
- - reálných 75 
- funkcí 133 
- mnohočlenu 113 
- - neúplný 113 

podjev (část) náhodného jevu 327 
podmínka nut ná 26 

- nutná a postačující 27 
- postačuj ící 26 

podmnožina (část) množiny 40 
- - vlastní 40 

podobnost (podobné zobrazení 
v rovine, v prostoru) 468, 531 

- neprímá v rovine 468 
- pi'ímá v rovine 468 
- trojúhelníku 436 

podstava hranolu 517 
- jehlanu 518 
- komolého jehlanu 519 
- - kužele 522 
- kulové úseče 523 
- - vrstvy 523 
- kužele 521 
- válce 521 

pojem základní (primitivní) 23 
- - geometrický 414, 506 

pokus (experiment) deterministický : 
- náhodný 326 

' IJ 



Hd r užo 11 ý :i1J 1 
1ok 11 Hy 11{d1 odn6 nozÁ:vis ló 3~L.l 

iľ> I polárn i sonHLavy Ho u ľad ni e 539 
1o lolta vzájomná dvo u lrn žel oscček 

v rovine 632 
lvou nesousti'edných kružn ic 
v rovine 428- 430 

dvou pľímek v prostoru 506, 507, 
582 

dvou p.fímek v rovine 415, 579 
d vou rovin 508 , 597 
kulové plochy (resp. koule) 

a p i'ímky 633 
pľímky a kružnice v rovine 428, 

429 
pťimky a kuželosečky 625, 627 
pi'ímky a roviny 507, 594 

základní orientovaného úhlu 167 
1olokoule 523 
f1olokru žnice (pulkružnice) 430 
po l ornčr koule 523 

krnhu 428, 452 
krn žnice 427 
kulové plochy 522 
okolí b odu 364 
podst avy kužele 521 

válce 521 
poloosa kladná číselné osy 77, 538 

záporná číselné osy 77 , 538 
po loprostor 509 
poloprostory opačné 509 

:; pJývající (totožné) 509 
polopi'ímka 415 

ko lmá k rovine 512 
polopi'ímky navzájom opačné 415 

ľOV ll O bežné nesouhlasne 547 
:mublasne 547 

po lorovina 416 
po loroviny opačn é 416 

Hplývající (totožné) 416 
polygon četn os tí 347 
porov návání konvexnícb úblii 419 

rcálných čísel vyjádrených 
dcsetinnými rozvoji 73 

ľi scček <117 

pmdo upnost (nekonečná číselná 

posloupnost ) 289 
nriLmctická 293 
13crnoulliova n nezávislých pokusu 

342 

048 

JitCLí 

divoq.;c 11 L11 f 299 
geo1ncLrická 293 

- klesající 292 
- konečná (konečná číse l ná 

posloupnost ) 289 
- konvergentní 299 
- neklesající 292 
- nerostoucí 292 
- nulová 301 
- omezená 292 
- - shora 292 
- - zdola 292 
- oscilující 298 
- rostoucí 292 
- vybraná z posloupnosti 

(podposloupnost posloupnosti) 
292 

postup početního fešení nerovni c 2111 
- - rešení rovnic 202 
- rešení konstrukční úlohy 475 

posunutí (translace) v prostoru 531, 
- v rovine 466 

povrch mnohostenu 534 
- telesa 534 

pravdepodobnost jevu 328, 329, 
333-335 

- - podmínená 338 
práve když. . . (logická spojka) 11 
pravidla metody platných číslic (pr 

počítání se zaokrouhlenými čísly) 

- negování kvantifikovaných výroku 
s kvantifikátory V, 3 23 

- pro zápis prirozených čísel p om 
l'ímských číslic 59 

- zaokrouhlování 83 
pravidlo 24 

- kombinatorické součinu 312 
- - součinu (zob ecnené) 312 
- - součtu 312 
- l'Hospitalovo 401 
- logického úsudku 27 
- odloučení (modus ponens) 28 
- úsudkové druhé (modus t ollens) 28 
- - t retí (fot ezový úsudek) 28 
- základní negování výroku 16 

pravoúhelník 451 
princip Archimeduv 80 

- Cavalieruv 534 
- Dirichletuv (pr ihrádkový) 33 

!Tl [L(10 l1l {ii ii 111! f11il1il! ťi \ !111 /J 
vlo~onýt1h l11Lmvnlí\ HO 

pro blóm rn1ifo ý 280 
p roccn to 100 
proclloužení úsečky za jej[ krajní bod 

415 
projekce vektoru do vektoru 560 
pramenná 9 

- funkční (argument funkce) 130 
- integrační 403 
- nezávisle 134 
- v algebraickém výrazu 120 
- vázaná kvantifikátorem 20 

- výroková 14 
- závisle 134 

promile 100 
promítání pravoúhlé 515 

- rovnobežné 510 
- - volné 511 

prostor hranolový n-boký 517 
- jehlanový n-boký 518 
- kuželový kruhový 521 
- válcový kruhový 521 
- vázaných vektoru 545 
- vektorový valných vektoru 551 

prostfedky vyjadrovací matemat iky 9 
protipi'íklad 37 
prumer aritmetický 348 

- - vážený 349 
- geometrický 350 
- - vážený 351 
- harmonický 353 
- - vážený 353 
- kružnice 427 

prumet bodu v rovnobežném promítání 
510 

- pravoúhlý bodu 515 
- - geometrického útvaru 515 
- útvaru v rovnobežném promítání 

510 
prumetna v rovnobežném promítání 510 
pri'mik jevu 327 

- množin 40, 46 
prusečík os stran trojúhelníku 437 

- os vnitfních úhlu trojúhelníku 438 
- pi'ímky s rovinou 507 
- ruznobežných prímek 415 , 506 
- výšek (ortocentrum) trojúhelníku 

435 
prusečíky pi'ímky a kuželosečky 625 
prusečnice rov in 508 

11 1 fl Ož.J fl y-:J))I--:=::::::::::==:: 

prvowll o (i 1 

pfodpcri oda dc1:1cUun6J10 roílvojo (HJ 

predpis ľunkční 131 
- pos l oupno~ ti (vzorce pro n-Lý č le n , 

rekuren tne) 289 
pfodpoklad (premisa) irnplikacc 12 

- indukční 31 
- úsudku 27 
- vety 26 

prechod indukční 31 
prepona pravoúhlého trojúhelníku 433 
prevedení složeného zlomku na 

jednoduchý 98 
pfíčka pfímek v prostom 507 

- - v rovine 423 
- strední lichobežníku 450 
- - rovnobežníku 450 
- - trojúhelníku 434 

pfímka 143, 146, 414, 506 
- hraniční poloroviny 416 
- kolmá k rovine 512 
- oddelující dva dané body 416 
- promítací v rovnobežném promítání. 

510 
- rovnobežná s rovinou 507 
- ruznobežná s rovinou 507 
- fídicí paraboly 620 
- vnejší kružnice 428 
- - kuželosečky 626 

pľímky hraniční pásu 416 
- k sobe kolmé 422 , 512, 580 
- mimobežné (mimobežky) 507 
- rovnobežné (rovnobežky) 415, 507, 

580 
- ruznobežné (ruznobežky) 415, 506 
- splývající (totožné) 415 , 507 

pulkruh (polokruh) 453 

R 
radián 164, 420 
ramena lichobežníku 450 
rameno koncové orientovaného úhlu 

- počáteční orientovaného úhlu 16 
- rovnoramenného trojúhelniku 433 
- úhlu 418 

rektifikace kružnice 500 
rovina 414, 506 

- Gaussova (rovina komplcxnk h čisol 

104 
- hraniční poloprost oru 50, 



;;0 111n ernosti 530, 531 
úsečky 513 

L ečná .kulové plochy 522 
vnej ší kulové plochy 522 

ľov i ny k sobe kolmé 514 
rovnobežné 508 
ruznobežné 508 
so ufadnic (soufadnicové roviny) 540 

ľOv ni ce 201 
algebraická n-tého stupne 204 

stupne n :;; 3 223 
s celočíselnými koeficienty 223 
v rozloženém tvaru 223 

algebraické s více neznámými 267 
bikvadratická 223, 226 
binomická 224 
ekvivalentní 202 
elipsy obecná 615 

osová 614 
stredová 614 

exponenciální 231 
základní 231 

geometrického útvaru 537 
goniometrická 235 

složitejší 238 
základní 235 

hyperboly obecná 618 
osová 617 
rovnoosé 619 
stredová 617 

iracionální 218 
kružn ice obecná 611 

stredová 611 
kubická 223 
kvadratická 211 
- bez absolutního členu 211 
- se dvema neznámými 267 
- s reálnými parametry 215 
li neární 205 

s n neznámými 267 
s a bsolutními hodnotami 208 
s parametry 207 

logaritmická 233 
základní 233 

nealgebraická 204 

)50 

parametr ická (vektorová) GGO , 117t 
- - smernicová 574, 575 
- - úseková 577 
- reciproká 227 
- - I. druhu (kladne reciproká) 
- - II. druhu (záporne reciproká) 
- roviny obecná 586 
- - obecná speciá lní prípady 58 
- - parametrická (vektorová) 584 
- - parametrické (soufadni cové) 
- - úseková 590 
- ryze kvadra tická 211 
- s n neznámými 267 
- s parametry (parametrická rovn i 

202 
- tečen ke kuželosečkám 630, 631 
- tečné roviny kulové plochy 633 
- trinomická 226 

rovnobežník 450 
rovnobežnosten 518 
rovnost čísel 53 

- - komplexních 103 
- funkcí 133 
- mnohočlenu 111 
- množin 40 
- náhodných jevu 327 
- usporáclaných n-tic objektu (prvkô) 

48 
- vektoru (volných vektoru) 549, 551 
- výrazu algebraických 121 
- zlomku 96 

rozbor (analýza) pfi i'ešení konstrukční 
úlohy 475 

- - i'ešení nerovnice 241 
- - i'ešení rovnice 202 

rozdelení četností skupinové 
(intervalové) 346 

- pravdepodobností binomické 
(Bernoulliovo schéma) 342 

rozclíl bodu 555 
- čísel 54 
- - komplexních 105 
- - racionálních 68 
- - reálných 75 
- funkcí 133 
- grafický úhlu 421 

orie11 Loviu1ýcli ľ1 Ii Ii\ 1 () 

vázaných vckLon'\ 54.(i 
- vekto ru (volných vckLorô) 550, 551 

rozklad kvadratického trojčlenu 116 
- mnohočlenu v koľenové činitele 222 
- - v oboru C 119 
- - v oboru R 115 
- složeného čísla 61 
- - čísla prvočíselný 61 
- vektoru do vektoru báze 554 

rozmery obdélníku 451 
rozpetí variační 356 
rozptyl hodnot znaku 356 
rozsah statistického souboru 343 
rozšifování zlomku 68, 96 
rozvoj binomický výrazu (a+ bt 323 

- clesetinný konečný (ukončený) 69 
- - nekonečný (neukončený) 

neperiodický 71 
- - nekonečný (neukončený) 

periodický 69 
- - nekonečný neryze periodický 69 
- - nekonečný ryze periodický 69 

ruznobežník 450 

R 
facla nekonečná (číselná nekonečná 

facla) 305 
- - aritmetická 308 
- - divergentní 306 
- - geometrická 308 
- - harmonická 308 
- - konvergentní 306 

i'ešení nerovnice 241 
- - s n neznámými 276 
- rovnice 201 
- - s n neznámými 267 
- soustavy nerovnic s n neznámými 

278 
- - rovníc 268 
- trojúhelníku 442 
- - obecného 443 
- - pravoúhlého 442 
- - trigonometrické 446 

rez mnohostenu 525 
- telesa 525 

s 
sčítanec 54 

- '6lomkú 96 
sečna grafu funkce 373 

- kružnice 428 
- kuželosečky 625 

shodnost (shoclné zobrazení v rovin~, 
v prostom) 463, 530 

- geometrických útvarú (v rovine, 
v prostom) 464, 530 

- neprímá v rovine 464, 465 
- pi'ímá v rovine 464, 465 
- trojúhelníku 435 

schéma Bernoulliovo a jeho dúsledky 
342, 343 

- úsudku 27 
signum čísla (reálného čísla) 132 
sinus 167 
sinusoida 167 
síto Eratosthenovo 61 
sjeclnocení jevu 327 

- množin 40, 46 
skládání funkcí 134 

- shodných zobrazení v rovine 467 
- zobrazení 52 

skupiny (tfícly) hodnot znaku 346 
- prvku bez opakování 314 
- - s opakováním 314 
- - v kombinatorice 314 

složka vektoru do vektoru 560 
- vnejší (vnejší funkce) složené funkcc 

133 
- vnejší složeného zobrazení 51 
- vnitfní ( vnitfní funkce) složen ' 

funkce 133 
- vnitfní složeného zobrazení 51 

složky vektoru v dané bázi 554 
smer 547 

- opačný 547 
- posunutí 466 
- rovnobežného promítání 510 

smernice pfímky v rovine 575, 576 
smysl otáčení 166, 466 
soubor statistický 343 

- - výberový 344 
- - základní 344 

součet bodu a vektoru 555 

!'; ! 
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leui'.1 112 
uccné fady 306 

:nLovaných úhlu 167 
uých vektoru 545 

IH~O L 

Lon'.i (volných vektoru) 549, 551 
sol 5c1 

rnp lcx ních 103, 104, 190 
lnýcb 73 

kd 133 
ži n kaľtézský 49 

lární cl vo u vektoru 558 
i:ic1tý tfí vektoru 566 
Lorový dvou vektoru 563 
·1.wsL podle osy (osová 
uu črnost) v rovine, v prostoru 
), 530 
Niny (rovinová soumernost) 530 
,rodu (stredová soumernost) 
v rov in e, v prostoru 466 , 530 
u11utá Ll67 
uice bodu na číselné ose 538 

rní 539 
.voľ1 hlé bodu v prostoru 540 

l 11 v rovine 539 
1d11 úsečky 542 
i š Lč Lrojúhelníku 543 

ziční o základu z (z-adická) 58 
l11.1ská 58 

vnic 247, 278 
braických 268 

m ich 268, 269, 273 

kvadra tickými rovnicemi 275 

- - na polouzavreném interval11 
- - na uzavreném intervalu 37 
- - v bode 371 
- - v bode jednostranná (zprava, 

zleva) 372 
spojka logická 11 
statistika (statistická činnost, 

statistická teorie) 343 
- matematická 343 

stejnolehlost (homotetie) 469, 531 
steny hranolu 517 

- - boční 517 
- jehlanu 519 
- - boční 518 
- komolého jehanu 519 
- - jehlanu boční 519 
- mnohostenu 519 

stereometrie 414 
strana kužele 522 

- mnohoúhelníku 448 
- nerovnice levá 241 
- - pravá 241 
- rovnice levá 201 
- - pravá 201 
- rovnice s n neznámými levá 267 
- - pravá 267 
- trojúhelníku 424 
- válce 521 

stred elipsy 613 
- hyperboly 148, 616 
- intervalu 78 
- - tfídního 346 
- koule 523 
- kruhu 428, 452 
- kružnice 427 
- krychle 518 
- kulové plochy 522 
- kvádru 518 
- otáčení 466 
- pravidelného mnohoúhelníku 450 
- soumernosti 466, 530 
- - geometrického útvaru v prostoru 

531 
- stejnolehlosti 469 
- - kružnic vnejší 488 

st redu 
s tupeň čl enu u111 o l t0č l on11 111 

mnohoč lenu 11.1 
- úhlový 165, 420 
- - setinný (grad) 420 

symbol n ! (n faktoriál pro n E No) 314 
- (znak) 9 
- objektu 9 

symetričnost rovnosti čísel 53 
systém množin 46 

- - disjunktní 46 

T 
tabulka pravdivostní (pravdivostních 

hodnot) výroki'.1 10 
- - výroku složených a výrokových 

formulí 12, 14 
- rozdelení četností 345 
- - relativních četností 345 

tangens 170 
tangentoida 1 72 
tautologie 14 
tečna dvou kružníc společná 488 

- grafu funkce 373 
- kružnice 428 
- kuželosečky 625 
- paraboly vrcholová 144 

t eleso geometrické (teleso) 517 
- Platonovo (platonské) 519 
- rotační 532 

tetiva kružnice 427 
težište trojúhelníku 434 
t ežnice t rojúhelníku 434 
transformace pravoúhlé soustavy 

soufadnic v rovine otočením 544 
- - soustavy soufadnic v rovine 

posunutím 543 
tranzitivnost implikace 28 

- nerovnosti reálných čísel 76 
- rovnosti algebraických výrazu 122 
- - čísel 53 

trigonometrie 442 
- trojúhelníku obecného 443 
- - pravoúhlého 442 

troj člen kvadratický 116, 211 
trojúhelník 424 

- ostroúhlý 433 
- Pascaluv 319 
- pravoúhlý 433 
- rovnoramenný 433 

~ ľQV 11 0t~ LľlLllll _ 

ľt,i 1 1 0H Lnt1lJ1 ý 

Lupoúli lý 43: 
Lrojľihelnfky - kJas iAkace 43 

nepfímo shoclné 464 
- podobné 436 
- pľímo shodné 464 
- shodné 435 

tvar algebraický komplexního čísla 103 
- anulovaný rovnice 201 
- exponenciální komplexního čísla 198 
- goniometrický komplexního čísla 188 
- normovaný algebraické rovnice 

(normovaná algebraická rovnice) 
204 

- - kvadratické rovnice (normovaná 
kvadratická rovnice) 211 

- základní racionálního čísla 68 
- zbytkový celého čísla 66 
- - pfirozeného čísla 60 

typy základní logických úsudku 27 

u 
údaje statistické 343 
úhel 418 

- dvou nenulových vektoru 558 
- jednotkový 419 
- - v mífe obloukové (radián) 164 
- - v míi'e stupňové (úhlový stupeň) 

165 
- konvexní 418, 419 
- - prenesený k dané polopfímce do 

dané poloroviny 419 
- menší než daný úhel 419 
- nekonvexní 418 
- neorientovaný 166 
- nulový 419 
- obvodový príslušný k oblouku (nad 

obloukem) kružnice 431 
- orientovaný 166 
- - nulový 166 
- ostrý 420 
- otáčení 466 
- plný 419 
- polární 539 
- pravý 420 
- pfímý 419 
- smerový pfímky v rovine 575 
- stredový príslušný k oblouku (nad 

obloukem) kružnice 431 
- t upý 420 

653 
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vo tA! než daný {dwl 419 
v 11 čj š f koi 1vexn ího muoboúhelník u 

449 
Lrojúhelníku 425 

v lliL ľ'ní mnohoúhelníku 449 
Lrojúhelníku 424 

zorný úsečky 456 
lopfíčka hranolu stenová 518 

Lčl esová 518 
mnohoúhelníku 448 

.ly kl asifikace podle velikosti 420 
lopli'lkové 421 

prilehlé 423 
sevfon é ruznobežkami 422 
1m uhlasné 424 
i:; Lr ídavé 424 
H Lyčné 421 
vedlejší 421 
vrcho lové 422 
výpl ňkové 421 

oha konstrukční (planimetrická) 472, 
474 , 475 

nepolohová 474, 475 
polohová 4 7 4, 4 75 
s parametry 4 75 

ol1y slovní na extrémy 398 
vedoucí k fošení rovnic, resp . 

ne rovnic 280 
lll éra 156 

pos tupná (složená) 156 
111 črná geometrická čtvrtá 492 

strední 492 
111 crnost nepľímá 148, 618 

pl'ímá 143 
11 iís tení (reprezentant) vektoru 

(volného vektoru) 548 
1nocneo í zlomku 99 
rn ocňování čísel 55, 87 
plnost soustavy axiomu 23 
prava a lgebraického výrazu 122 

nerov ni ce ekvivalentní 241, 242 
rovnice ch'.1sJedková ( implikační) 202, 

203 
ekvivalentní 202, 203 

Ho 11.s t avy rovnic ekvivalentní 268 , 
269 

trconí (zad ání) množiny 39 
haraktcris tickou vlastností 39 
výčlern prvku 39 

fjlj 

ÚN 

úi-mč lca 4 1 ú 
jed no Lková '117 

- kolmá k rovine 512 
- menší než da ná úsečka 417 
- nulová 417 
- orientovaná 544 
- prenesená (nanesená) na polopfí ri1lw 

417 
- vetší než daná úsečka 417 

úsečky navzájem kolmé 434, 512 
- - rovnobežné 434 
- orientované nesouhlasne rovnobMn 

547 
- - souhlasne rovnobežné 547 

úseky prepony pravoúhlého 
trojúhelníku 438 

- vyťaté pi'ímkou v rovine na 
soufadnicových osách 577 

- - rovinou v prostoru na 
soufadnicových osách 590 

usmerňování zlomku (iracionálního 
algebraického výrazu) 99, 125 

uspofádání (porovnávání) čísel 
v oboru Q 68 

- v oboru R 75 
úsudek logický (správný) 27 

- retezový (fotezec implikací) 28 
útvar geometrický (množina bodová) 

414, 506 
- - konvexní 418, 510 
- - prostorový 506 
- - rovinný 506 
- - soumerný podle osy v rovine 

a v prostoru 467, 531 
- - soumerný podle roviny 531 
- - soumerný podle st redu v rovine 

a v prostom 467, 531 
- samodružný v geometrickém 

zobrazení 463, 530 
útvary podobné v rovine 468 

- shodné v prostom 530 
- - v rovine 416, 468 
- stejnolehlé podle st redu 469 

uzavfonost číselného oboru (vzhledem 
k dané operaci) 66 , 67, 71, 74 

v 
válec kruhový 521 

- - kosý 521 
- rotační 521 

Vnl'i tW!I (/~ 1 ln1111 11, V/ll lill il V1 II• 1•1 vlITi:)""";f1 1J· _ „ 
i; o p rilwv(~w 11 1 (/J· i' I01 111r\ v1wl11co 

!! opttkovltii fJTi z n ptv ln~) a 1 (j 

vektor jed noLkový ()fi 

normálový pi'ímky v rovine 572, 578 
- - roviny 586, 587 
- nulový 546, 548, 551 
- opačný k vázanému vektoru 546 
- - k volnému vektoru 550, 551 
- polohový (pruvodič, rádiusvektor) 

105, 546 
- posunutí 466 
- smerový pi'ímky 569 
- vázaný 545 
- volný (vektor) 548 
- - nenulový 548 
- - nulový 548, 551 

vektory báze (bázové vektory) 554 
- kolineární 549 
- - nesouhlasne 549 
- - souhlasne 549 
- komplanární 549 
- lineárne nezávislé 553 
- - závislé 553 
- navzájem kolmé 559 
- ortonormální báze ( ortonormální 

bázové vektory) 554 
- soufadnicové 554 

velikost úhlu 164, 419 
- - orientovaného 166 
- úsečky orientované 545 
- vektoru 557 
- základní orientovaného úhlu 166 

veta (matematická veta, poučka, 
teorém) 24 

- binomická 323 
- Bolzanova o nulové hodnote 373 
- existenční 25 
- individuální 24 
- kosinová 443 
- Lagrangeova diferenciálního počtu 

385 
- Moivreova 193 
- o „mezihodnotách" 373 
- o Archimedove vlastnosti reálných 

čísel 80 
- o konvexnosti trojúhelníku 425 
- o l'Hospitalove pravidle 400 
- o limite p osloupnosti vybrané 

z konvergentní posloupnosti 303 

------

' lOlí 
o i1u Ln6 poclm!ncc pro h1 íl cxi1 ! h od 

funkcc (v nčmž má drub o11 
cl erivaci) 392 

- o nutné podmínce pro konvergenci 
nekonečné fady 307 

- o nutné podmínce pro lokální 
extrém funkce v bode ( ve kterém 
má derivaci) 388 

- o obsazích podobných 
mnohoúhelníku 500 

- o počtu kombinací s opakováním 325 
- o počtu p ermutací s opakováním 317 
- o počtu prvku kartézského součinu k 

konečných množin 312 
- o počtu prvku sjednocení 

k konečných disjunktních 
množin 312 

- o počtu variací s opakováním 316 
- o polovičních úhlech trojúhelníku 

444 
- o postačující podmínce pro inflexní 

bod funkce 392 
- o postačujících podmínkách ryzí 

monotónnosti funkce na 
intervalu 386 

- o pravdepodobnostech opačných 
jevu 336 

- o pravdep odobnosti pruniku dvou 
nezávislých jevu 339 

- o pravdepodobnosti pruniku jevu 
v n nezávislých pokusech 341 

- o pravdepodobnosti sjednocení jevu 
336 

- o racionálních aproximacích 
reálných čísel 303 

- o rovnici asymptoty se smernicí 
grafu funkce 393 

- o rovnobežnosti dvoj ice ruzných 
pi'ímek proťatých pfíčkou 424 

- o rozkladu kvadratického trojčlenu 

v součin lineárních dvojčlenu 

(korenových činiteh'.1 ) 213 
- o fošite lnosti kvadratické rovni 

v oboru C 216 
- o fešitelnosti kvadrati cké rovni 

v oboru R 212 
- o sevfení pro vlastní limity ľunkd 

367 

i::i:: 



(J MOVľO!I ! Jlt'O vln;.il, id ll n tl l,y 
pmiJoupuosLí 303 

o HLfod nich pľíčlcáclt t,rojú liclaíku 
tJ34 

o t,čžnicích trojúhelníku 43<1 

o určcnos t i podo bného zobrazení 
v rovine 468 

o určenost i shodného zobrazení 
v rovine 467 

o vyjádfoní reálného čís la jako 
sou čtu konvergentní nekonečné 
rady 310 

o vzájemné poloze tľí ruzných rovin 
508 

becná 25 
- ve tvaru ekvivalence 25 
- ve tvaru implikace 25 
obmenená (obmena vety) 26 

brácená 26 
- k Pythagorove vete 439 
pro Bernoulliovu posloupnost n 

nezávislých pokusú 342 
P ythagorova 439 
sinová 443 
tan gentová 444 
T ha letova 431 
Weierstrassova o globálních 

extrémech 372 
základní 23 
- a lgebry 221 
- aritmetiky 62 

integrálního počtu 409 
- o pl'ímce 414 
- o trojúhelníkové nerovnosti 425 
- o vzájemné poloze tfí ruzných 

bodu na prímce 415 
- o zobrazení oboru R na pi'ímku 76 

ve t, vc hyperboly 617 
vč ty E ukleidovy o výšce a odvesne 439 

o a lgebraických vlastnostech 
skalárního součinu vektoru 558, 
559 

o a.lgebraických vlastnostech 
vektorového součinu vektoru 564 

o d erivacích funkcí 376, 378 
o funkcích spojitých na uzavfoném 

intervalu 372, 373 
o inverzních funkcích 140 
o 1.colmos ti dvou rovin 515 
o kolmosti pfonek a rovin 513 
o kolmosti vektoru 562 

5G 

- o nerovnostech pro mocniny 
reálnýcb čísel 95 

- o obvodových, st redových 

h 

a úsekových úhlech kružn ice 43 L 
- o počtu kombinací (bez opakování) 

318 
- o počt u variací a permutací (bez 

opakování) 315 
- o podobnosti trojúhelníku 437 
- o poloprostoru 510 
- o postačujících podmínkách 

konvexnosti , resp . konkávnosti 
funkce na intervalu 391 

- o postačujících podmínkách pro 
lokální extrém funkce 388 

- o pravdepodobnostech jevu 335 
- o pravoúhlém trojúhelníku 439 
- o prirnitivních funkcích a neurčitých 

integrálech 402, 403 
- o rovnobežnosti pl'ímek a rovín 50v, 

509 
- o shodnosti trojúhelníku 436 
- o specifických vlastnostech druhú 

rovnobežníku 451 
- o spojitost i funkce v bode 371 
- o společných delitelích pl'irozených 

čísel 63 
- o určenosti trojúhelníku 436 
- o urč itých integrálech 407, 409 
- o vlastních limitách posloupností 

300 
- o vlastnostech absolutních hodnot 

reálných čísel 78 
- o vlastnostech aritmetických 

a geometrických posloupností 
294 

- o vlastnostech lichobežníkú 451 
- o vlastnost ech rovnobežníku 451 
- o vlastnostech fošení algebraických 

rovnic 221, 222 
- o vlastnostech stejnolehlosti v rovine 

469 
- o vyjádfení velikosti úhlu 

nenulových vektoru pomocí 
jejich soufadnic 562 

- o výškách trojúhelníku 435 

~ ľ()V1 1 1 

· o vz tuzklt w o:i:I HLntJJ ftmi n li ldy 
v t, roj(1lt ľ lu lk 1 1 ll:J2, 43:J 

- o základnich v.lastnostech 
kombinačních číse l 319 

- o zobrazování kružnic ve 
stejnolehlých zobrazeních 487, 
488 

- základní existenční v oboru R 74 
- - o incidenci bodu, pl'ímek a rovin 

v prostom 506 
- - o rovnobežkách 415 
- - o uspol'ádání v oboru R 75 
- - o vlastnostech operací sčítání 

a násobení v oboru R 74 
- - o vlastnost ech podobných 

zobrazení v rovine 468 
- - o vlastnostech shodných zobrazení 

v rovine 464 
- - vektorové algebry 551 

vlastnosti funkcí 135 
- rovnosti čísel základní 53 

vnejšek kruhu 428 
vnitfek kruhu 428 

- mnohoúhelníku 448 
- poloprostoru 509 
- poloroviny 416 
- trojúhelníku 425 
- úhlu 418 
- úsečky 415 
- vrstvy 510 

vrchlík kulový 523 
vrchol hranolu 517 

- jehlanu (hlavní) 518 
- kužele 521 
- mnohoúhelníku 448 
- orientovaného úhlu 166 
- paraboly 144, 620 
- podstavy jehlanu 519 
- trojúhelníku 424 
- úhlu 418 

vrcholy elipsy 613 
- - hlavní 613 
- - vedlejší 613 
- hyperboly 616 
- mnohoúhelníku sousední 448 

vrstva 510 
- kulová 523 

vtei'ina úhlová 165 , 420 

JtpHy (! 1 • 

, resp. 1-1y 1n1Jolkk6) 

- - kružni ce 611 , 613 
- - kulové plochy a koule 63 
- - paraboly 620, 621 
- - poloroviny a poloprostoru 592, 593 
- - vnejší oblasti kružnice 613 
- - vnitfoí oblast i kružnice 613 
- parametrické polopl'ímky a úsečky 

570, 579 
- - prusečnice dvou ruznobežných 

rovín 600 
- - pl'ímky 569, 570, 578 
- - roviny 584 
- skalárního součinu vektorú pom 

jejich soufadnic 561 
- soufadnic vektoru pomocí soufadni 

krajních bodu umístení vektoru 
555 

- soufadnicové vzdálenosti dvou bod1 
541, 542 

- - vztahu rovnosti a operací 
s vektory 555 

- vektorového součinu vektoru porno 
jejich soufadnic 565 

- velikosti vektoru pomocí jeho 
soufadnic 557 

výraz algebraický 120 
- - iracionální 120 
- - lomený 120 
- - racionální 120 
- - racionální celistvý (mnohočl en ) 

120 
výrok 9 

- existenční 20 
- indivicluální 20 
- kvant ifikovaný 19, 20 
- - základní 20 
- o existenci a unicite 

(j ednoznačnosti) 20 
- obecný 20 
- složený 11 

výroky složené logicky ekvivalouLní 1ľi 

výseč kruhová 453 
- kulová 523 
- mezikruží 453 

Oli 



nopf'iz ni vý jcv u A 3 
pľíz ni vý jcv u A 329 

výsledky náhodného pokusn s Lcjnč 

rnožné 328 
výstavba eukleidovské geometrie 

axiomatická 414 
- matema tiky (matematických teorií) 

logická (axiomatická) 23 
vyšetfování analytické množin všech 

bodu dané vlastnost i 634 
- - vlastností teles 636 
- - vzájemné polohy dvou kuželoseček 

v rovine 632 
- - vzájemné polohy dvou pfímek 

v rovine 579, 580 
- - vzájemné polohy dvou rovin 597, 

598 
- - vzájomné polohy pi'ímky 

a kuželosečky v rovine 625 
- - vzájemné polohy pi'ímky a roviny 

594, 595 
- prti.behu funkce 385, 394 

výška hranolu 518 
- jehlanu 519 
- komolého jehlanu 519 
- - kužele 522 
- kulové úseče 523 
- kulové vrstvy 523 
- kulového pásu 523 
- kulového vrchlíku 523 
- kužele 522 
- lichobežníku 450 
- rovnobežníku 450 
- stenová komolého jehlanu 519 
- trojúhelníku 434 
- válce 521 
- vrstvy (tloušťka vrstvy) 514 

vyvrácení hypotézy 37 
- - existenční 37 
- - individuální 37 
- - obecné 37 
- výroku 27 

význam (výklad) fyzikální derivace 
funkce v bode 383 

- - druhé derivace 385 
- geometrický absolutních hodnot 

čísel lai, la - bi pro a, b E R 78 
- - absolutních hodnot čísel lzl, 

lz1 - z2I pro z, z1, z2 E C 107 

658 

pd111ky 572 
kocfi cicnLu v obccnó rovni ci roviny 

586 
- - limity funkce v bode 365 
- - urči tého integrálu 408 

vzdálenost bodu od prímky 423, 513 
- - od roviny 513, 605 
- dvou bodu 417 
- mimobežek 513 
- pi'ímky od roviny s ní rovnobežné 

513, 606 
- rovnobežek 423, 605 
- rovnobežných rovín 514, 606 

vzor prvku v zobrazení 49 
vzorce binomické 112, 323 

- pro an ± bn (a, b E R, resp. C, 
n E N) 115 

- pro cyklometrické funkce 199 
- pro derivace elementárních funkcí 

377 
- pro goniometrické funkce 179- 182 
- pro hyperbolické funkce 200 
- pro neurčité integrály elementárních 

funkcí 404 
- pro počítání s logaritmy 154 
- pro počítání s mocninami reálných 

čísel 87, 93 , 94 
- pro počítání s odmocninami 

reálných čísel 90 
- pro součin a podíl komplexních čísel 

v goniometrickém tvaru 190 
- součtové pro funkce sinus a kosínus 

180 
- - pro funkci tangens 181 
- Vietovy 212 

vzorec binomický 323 
- Newtonuv-Leibnizuv 409 
- pro n-tou mocninu komplexního 

čísla v goniometrickém tvaru 194 
- pro n-tou odmocninu komplexního 

čísla v goniometrickém tvaru 195 
- pro určení koi'enu kvadratické 

rovnice v oboru R 212 
- základní procentového počtu 100 

vztah množinový 39 
- prevodní mezi velikostí úhlu v míi'e 

obloukové a stupúové 165 
- - pro logaritmy čísla x o dvo}l 

ruzných základech a, b 155 

' / ; 

•lt(1l 10 

;mcl á ní ľuukcc ( určeu i. fo1Jkcc) 13 1 
analytické 131 
grafi cké (grafem funkce) 131 
ta belární (tabulkou, výčtem) 131 

základ mocniny (mocnenec) 87 
- odmocniny (odmocnenec) 89 
- pri výpočtu procent 100 

základ na lichobežníku 450 
- rovnoramenného trojúhelníku 433 

zákony výrokové logiky 17 
zámena cyklická prvku trojúhelníku 443 
zaokrouhlování reálného čísla 83 
zápis čísla pfirozeného ve dvojkové 

soustave 57 
- - pi'irozeného v desítkové soustave 

(rozvinutý, zkrácený) 56- 58 
záver (tvrzení) implikace 12 

- rozboru fošení nerovnice 241 
- - i'ešení rovnice 202 
- úsudku 27 
- vety 26 

závislost funkční veličin 134 
- statistická znaku 359 

zbytek pfi delení 60 
zjednodušení algebraického výrazu 122 
zkouška (kontrola) i'ešení konstrukční 

úlohy 475 
- - nerovnice 241 
- - rovnice 202 

zlatý foz úsečky 494 
zlomek 54, 67, 96 

- deset inný 96 
- složený 98 

znak (symbol) 9 
- nerovnosti 53 
- rovnosti (rovnítko) 53 
- tfídní 346 

znaky statistické 344 
- - kvalitativní 344 
- - kvantitativní 344 

znázornení geometrické komplexních 
čísel v Gaussove rovine 104 

- - operací s komplexními čísly 

v Gaussove rovine 106, 191 
- grafické funkce (graf funkce) 130 
- - množiny 41 

~~ 

1>rnil ot1p 11tmt.I ~ 110 

rnM11ýd1 člHo l 1m člHolnó ouo 7 
rozdôlonl fo t.11 0Ht.I (roHp. 

rn lnLi v11 (cl1 čoLnoH t. í) '.YIG 
z,o brnze11i. gco 111 ot.ri cké v p rnH LOľll lí:IO 

v rovinč 463 
identi cké (idcnLiLa) <lM, 530 

- inverzní k prosLému zobrazení 50 
- množiny do m nožiny 49 
- - do sebe (zobrazení v množ ine) 50 
- - na množinu 50 
- - na sebe 50 
- podobné (podobnost) v prostorn 5; 
- - v rovine 468 
- prosté 50 
- shodné (shodnost) v prostorn 530 
- - v rovine 463 

- složené 51 
- vzájemne jednoznačné mezi 

množinami (prosté zobrazeni 
množiny na množinu) 50 · 

- z množiny do množiny 50 

~ 
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perfektní algebraické zadání 
požadovaného vzorce 

pfedchozí modely 

··"~ .. -<~>~• . •:L> 
1. fádek - zadání - ~x3+2siflť00), ,U 

2. fádek- výsledek _.i====d:~UI 

snadná editace chybne zadaného vzorce 
5 x 3+2sinso----.s x 3+2tan60 

5x3+2sin60 

Závarky a zlomky 

(1+fj21e2 

+2tan(6e)-'. 

.1 :t2lä 
5x3+2tan60 

Racionálni čísla 

bodový displey (127x63 bodu) 
• pameť 32 kB • ikonové menu 
• statistika z hodnot • standard
ní odchylka • komplexní čísla • 
výpočty s maticemi • integrály 
a diferenciální výpočty• lineární, 
kvadratické a kubické rovnice 
• programování na bázi jazy-

·ij; ,- ka BASIC • regresivní graf • 
• • ~.-:.1~.' < dynamický graf • duál ní graf 

• ' ~ • grafy kuželoseček • grafy 
""' -~:-· nerovností•parametrickýgraf 

Displej s bodovou maticí 1 O 
+ 2 míst • 7 variabilních 
pametí • opravné funkce • 
výpočet zlomku • výpočty 
a prevody v šedesátkové 
soustave • statistické výpočty 
(standardní odchylka, regresní 
analýza) • variace, kombinace 
• hyperbolické, inverzní 
hyperbolické funkce 
transformace soufadnic • ENG 
konverze • editor statistických dat 
• exponenciální zobrazení • 
odhalení chyb • komplexní čísla • 
maticové výpočty • výpočty 
s vektory • integrály • difereciály • 
výpočty rovnic • 40 vedeckých 
konstant . 20 metrických pfepočtU • 
automatické vypnutí • 403 funkcí • 
duální napájení 

Dynamický graf 
~-~~~~ 

Duální graf Grafy kuželoseček 
<X;>'+ <Y-IOI •! l2i 

Q~"'" t • ll.'NUSS!l!ta 

-~-- · óO •finanční funkce • softwaro
···~ · 9 vá knihovna • datová komu-. 9eGt, ' nikace • 900 funkcí Statistika hodno! 9' _.. • .• „ Ukládá soubor hodnot do pameti pro statistické 
~~ ••• _ _ .....,,,.........,,,, ______ 

1 
výpočty, tvorbu grafu a ta~b~ul_ky~~~~ ••• ,,.;···· • 

PROMETHEUS 

195 311431 
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