Vektorovy priestor

Uloha 1.1.11

Urcte pravdivostni hodnotu vyrokov v a) a b), pripadne doplite vyrok v c)
tak, aby vznikol pravdivy vyrok:
Nech a, b su vektory.

a) Existuje také umiestnenie vektorov a, b, ze vektory a, b, —a si ko-
linearne.

b) Neexistuje také umiestnenie vektorov a, b, ze vektory a, b, —a su ko-
linedrne.

c) Existuje také umiestnenie vektorov a,b, ze vektory a,b,—a su ko-
linedrne, prave vtedy, ked ...

Uloha 1.1.12

Kedy je mnozina vektorov {u} linedrne zavisla?

Uloha 1.1.13
Dané je kocka ABCDA'B'C'D’. Su vektory

— —
a) AB,BD', B'C,
—
b) AC, BD,D'B,
—
c) AAD,AA

linedrne zavislé?

Uloha 1.1.14

Dokazte, ze z kazdej mnoziny vektorov, do ktorej patri aspon jeden nenulovy
vektor, je mozné vybrat linedrne nezavisli podmnozinu tak, ze kazdy vektor
z povodnej mnoziny vektorov je linearnou kombinaciou vybratych vektorov.



Uloha 1.1.15

Dokazte, ze Iubovolnt neprazdnu podmnozinu bazy vektorového priestoru
V™ tvoria linedrne nezavislé vektory.

Uloha 1.1.16

]%1}'/ je kosodiznik ABC'D. Oznaéme B? = a, l)—1>4 = b, z@ =u, ﬁ =V,
AD =w.

a) Napiste, ¢i su vektory a, b linedrne zavislé alebo nezavislé a svoje tvr-
denie zdovodnite.

b) Uréte kolko vektorov a kolko viazanych vektorov je uréenych vrcholmi
daného kosodlznika.

c) Ur¢teu+w;u+a—v;u—a;u—(—u).

Uloha 1.1.17
Dany je stvorec ABC'D. Nacrtnite vektory

a) AD + AD,
b) DC + AD,
c) 1@+ﬁ,
d) CD - BC,

e) BC — CA.

Uloha 1.1.18

) .- - —r
Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' s taziskom 7. Oznac¢me TA = u
ﬁ:v, TC =w. Urcte u+v +w.
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ﬂlohy

Uloha 1.1.18

Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' s taziskom T'. Oznacme TA = @,
TB=v,TC =w. Uréte 4 + v + .

Uloha 1.1.19

Scitajte graficky sily F =5 N, Fy = 3N, ak posobia na teleso v tom istom
bode a zvierajui uhol o velkosti:

1. 120°,
2. 90°,
3. 30°.

Uloha 1.1.20
Dany je pravidelny Sestuholnik ABCDEF so stredom S.

1. Napiste vektor BF ako linedrnu kombinéciu vektorov AE, BC.
2. Napiste vektor FD ako linedrnu kombindciu vektorov B@, CD.

3. Napiste vektor EA ako linedrnu kombinéciu vektorov Sj?, SC.

Uloha 1.1.21

Dany je rovnostranny trojuholnik K'LM. Oznacme Sp, S5, S3 stredy stran
KL, LM, KM v poradi. Uvazujme body K, Si, L, S,, S3.

1. Kolko viazanych a kolko volnych vektorov je tymito bodmi uréenych?
2. Vyjadrite:

e vektor SQTSH ako linedrnu kombindciu vektorov K L, LTSE,
e vektor K L ako linearnu kombindciu vektorov 5’3_52, S;L,
e vektor S; L ako linearnu kombinéciu vektorov K_Sg, LTSYg,

e vektor LK ako linedrnu kombindciu vektorov K_SQ, L:S’;),.
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Uloha 1.1.22

Urcte vSetky hodnoty pre argument o € (0;7), ktoré mozno zvolit, aby vek-
tory @ = (cosa,sina), ¥ = (sinq, cos @) tvorili bazu vektorového priestoru

Va.

Uloha 1.1.23

Urcte x € R, tak aby vektory a@ = (z,0, 1), b= (0,2z,1), ¢ = (0,1, z) tvorili
bazu vektorového priestoru V.

Uloha 1.1.24
Néjdite x € R, tak aby vektory @ = (1,x,0,2), ¥ = (1,0,2,2), @ = (1,0, 3, x)
boli:

1. linearne zavislé,

2. linearne nezavislé.

Afinny priestor

Uloha 1.2.1

Zistite, ¢i usporiadana trojica (A, V, f) je afinnym priestorom. Ak dno, urcte
aj bazu jeho zamerania a jeho dimenziu:
a) A= {[z1,72] € R?| [z1] > |22},
V ={(z1,79) € Z* | 1 — 319 = 0},
AxA—-V,
f([z1, @], [y1, o)) = (1 — 21,92 — 22).

I

I
b) A= {[z1, 79,73, 74] € R* | 24 = 1},
V = {(z1, 29,73, 74) € R | 24 =0},
Fi oAxADV,
fo fllzy, 2,23, 1, Y1, Y2, y3, 1) = (Y1 — 71, Y2 — Ta,y3 — 23, 0).
A=
V=
I
f

c)

{[z1, 29, 23] € R® | 23 = 1}
{(#1, 22, 23,24) € R* | 24 = 0}
Ax A=V,
([z1, 22, 23], [y1, 92, y3]) = (2191, T2y2, 1, 33 — y3)
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Uloha 1.2.2

Zistite, ¢i usporiadand trojica (A, V) f) je afinnym priestorom. Ak dno, uréte
aj bazu jeho zamerania a jeho dimenziu:

A={[z1,79,23) ER® | 23 =1}

V = {(z1, 79, 73) € R | 23 = 0}

f: AxXA->V

a) f([z1, 22, 23], [Y1, Y2, y3]) = (1 + y1, 2 + Y2, 23 — Us3).
b) f([ﬂflyiﬂ%ﬂ?ﬂ, [y1>y2,y3]) = (5131 — Y1, Ty — Y2, T3 — y3)-

Uloha 1.2.3

Nech Aj je geometricky model afinného priestoru. Urcte pravdivostni hod-
notu nasledujicich dvoch vyrokov: Dané si body A, B,C,D v As. Nech
DA, DB, DC tvoria bazu jeho zamerania V3. Oznacme a« = AABC, potom:

a) vektory A_C’, BC tvoria bazu vektorového priestoru V5%, ktory je zame-
ranim afinnej roviny «,

b) vektory AC, BC netvoria bézu vektorového priestoru V5%, ktory je za-
meranim afinnej roviny a.

Uloha 1.2.4.
Zistite, ¢i (R3; RY; f) je afinny priestor, ak

[ [$1,$27$3] ) [91,927%} = [yl —T1,Y2 — T2, Y3 —$370]

Uloha 1.2.5.

Zistite, ¢i usporiadand trojica (A;V; f) je afinnym priestorom, ak

a) A= {[z1,25] € R? | |z1] < 1, 25| < 1}
V =R?
fiAXA—=>V
[l el [y, val = [561 — Y1, %2 —yz]



b) A= {[{L‘l,$2] € R? | X2 >0}
V =R?
fiAXA=SYV
folenyel [y ye] = log 2, 00—y — oo + 4

2 Y2

¢) A= {[z1, 2] €e R®Z — 2 = 1,21 <0}, pre pevne zvolené a,b € R*
f:AXA=V
V =R?
f: I:xluxQ] ’ |:y17y2j| = T2 — Yo

Uloha 1 L] 2 L] 6 L]
Zistite, ¢i usporiadand trojica (R?; R?; f) je afinnym priestorom, ak
f:R*xR*—> R?

f ooy, wels [y wel] = (21— g1, 20® — 3")

kde k € Z.

Uloha 1.2.7.
Zistite, ¢i usporiadand trojica (R?; RY; f) je afinnym priestorom, ak
fiR*x R* - R*

fo ]z mo, ws], [y, 40, us]] = (21 — w1, 22 — Y2, T3 — Ys, T2 — o).

Uloha 1.2.8.

Zistite, ¢i usporiadand trojica (A;V; f) je afinnym priestorom, ak

a) A= {[r1,25] € R? | 25 |= 2,%}
V=R
fiAXA—=YV
I [[$1,$2,1’3] ) [3/14/2&3]] = [562 - yz}



b) A= {[ry, 1] € R? | 23 = 2,%}

V=R

FiAXASV

f: [[3317552,3?3] ) [yl7y2,y3]] = [331 - yl}
¢) A= {[z1, 1) € R?| 29 > 0}

V =R?

fiAXA—=SV

f:

—
—/

331,372,563} ) [3/173/273/3“ = 1Og %7$1 i xiz + yig

Uloha 1.2.9.

Zistite, ¢i usporiadand trojica (A; V; —) je afinnym priestorom, ak dno, uréte
bézu jeho zamerania a jeho dimenziu.

a) A= {[Il,ZEQ] c R? | |$1| > |(L’2|}, V= {(1‘171'2) € 72 | r1+31,—1= 0}
b) A= {[.Z'l,CCQ] e 7? ‘ 1 — Lo > O}, V= {(513'1,.1’2) € 7? | T = 3%2}

¢) A={[z1, 1) EN? | 29 — 21 >0}, V = {(21,22) € N* | 2y — by =0}

Uloha 1.2.10.

Zistite, ¢i usporiadand trojica (R?;Z?; —) je afinny priestor.

Uloha 1.2.11.

Zistite, ¢i (A;V; f) je afinny priestor, ak

A={[z1] |z € C},

V ={[z,0] | z € C},
binarna operacia f je odcitanie po zlozkach, pricom na prvej zlozke apliku-
jeme odc¢itanie komplexnych cisel.



LINEARNA SURADNICOVA SUSTAVA
Uloha 1.3.1.

Dany je afinny priestor (A;V; f), kde
A={[x, 2] ER* |2y =212}, V=R
a zobrazenie f je definované ako
f (21, 2], [y1,92) = 21 — y1.

Zistite, i zobrazenie je linedrna sustava suradnic, ak

a) L([z1,2s]) =14 24

b) L([z1,22]) = /22

c)

2y >0
L:A—=R, L(x,xs]) ::{xl prefr ="

0 prez;=0

Uloha 1.3.2.

Dany je afinny priestor (A;V; f), kde

Xz T
A={lz,z) €R®| 5 — 2 =

a zobrazenie f je definované ako

1,1’120}, V=R

f([x1, 2], Y1, 92) = 22 — .
Zistite, Ci zobrazenie je linearna sustava suradnic, ak

a) L([z1,xs]) =5 + 219

b) L([z1,22]) = a1
) L(fwy,z2]) = /33 — 1
d) L([z1,xs]) = m33a® — x12x00* — 1
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Uloha 1.3.3.
Dany je afinny priestor A = (A;V; f), kde
)

X .y . ) ; p <.
A = {[z1,29) € RXR | a_;_g =1}, pricom a je pevne zvolené nenulové redlne ¢islo,

V =R a zobrazenie f je definované ako
f [z, @], [y, y2) = 22 — vo
Zistite, ¢i zobrazenie je linedrna ststava sturadnic, ak

2
L:A—=R, L2 1

a?

Uloha 1.3.4.
Dany je afinny priestor (A;V; f), kde
A=R?* V =R?
a zobrazenie f je definované ako
f ([1’1,952] ) [ylayZ) = (951 - yhl’zk - y2k),

kde k je prirodzené neparne ¢islo. Zistite, ¢i zobrazenie je linedrna sustava
suradnic, ak

a) L([z1,22]) = [11 + zo% 1wy — 3322]
b) L[z, xs]) = 1+ 21,1+ x1 + 25"

c) L([x1, za]) = [21%, 2]

Uloha 1.3.5.
Dany je afinny priestor A; = (A4;V; f), kde

A= {[xlvx%x?)] € Rg ’ T1+ Ty — 2133 = 5}7
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V = {(z1,79,23) € R® | 7y + 3 — 223 = 0} a zobrazenie f je odéitanie
usporiadanych trojic realnych ¢isel po zlozkach. Ukazte, ze zizenie zobrazenia
L na A je linedrnou stistavou suradnic v Ay, ak

L: [$1,$2,I‘3] — [—$1 + 21’2,21’1 — 31’2 — 1}

najdite jej pociatok a suradnicové vektory.

Uloha 1.3.6.

Nech Aj je geometricky model afinnej roviny (vid’ poznamku *, str. 10). V A,
st dané linedrne nezédvislé body A, B, C a body D, E, F tak, ze BD || DC,
AE || EC, AF || EC, AF || FB. Néjdite suradnice bodov A, B, C' v LSS
uréenej repérom {F; FE, FD}.

Afinné podpriestory
Uloha 1.4.1.

Dokézte, ze A" = {(0,2,0,1) | z € R} je afinny podpriestor priestoru Az =
(A, V. f), kde
A - {(‘rlaanx37ZE4) < R4 | Ty = ]_}

V= {(z1, 22, 73, 74) € R* | z, = 0}

a [ je odcitanie po zlozkach.

Uloha 1.4.2.

Dokézte, ze A’ = {(z,y,2) € R® | x4+ 2y + 2z = 1,2z — y + 3z = 2} je afinny
podpriestor priestoru Az = (R? R3, f), kde f je odéitanie po zlozkach. Urcte
jeho dimenziu.

Uloha 1.4.3.

Zistite, ¢ci A" = {(x1,29,23) € R® | 13 = x3 = 1} je afinny podpriestor
priestoru A3 = (R3,R3, f), kde f je odé¢itanie po zlozkdch. Ak 4no, urcte
bazu jeho zamerania a dimenziu A’.
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Uloha 1.4.4.

Dany je afinny priestor A = (R3 R?, f), kde operdcia f je odé¢itanie po
zlozkach. Zistite, ¢i A je afinny podpriestor afinného priestoru A. Ak ano,
urcte bazu jeho zamerania a dimenziu A, kde

A={r,y,2] eR’ |x+y—2=—1}.

Uloha 1.4.5.

Zistite, ¢i A’ = {(x1, 29, 73) € R | 22, — x5 + z3 = 3} je afinny podpriestor
afinného priestoru Az = (R? R3, f), kde f je operdcia odé¢itania po zlozkéch.
Ak éno, urcte bazu jeho zamerania a dimenziu A’.

Uloha 1.4.6.

Napiste parametrické vyjadrenie roviny 7, ktord obsahuje body A[1, —1, 2, —4],
B[3,1,2,6] a vektor u(—2,—1,3, 1) patri jej zameraniu V™.
Uloha 1.4.7.
Zistite, ¢i bod B lezi na priamke p = [A; 4], kde
A=1[3,3,-2], B=[21,-1, @=(1,23)
Poznamka. V d'alsom budeme ¢asto v zdpise afinného (pod)priestoru

namiesto (A, V, f) pouzivat zapis (A, V, —). V tychto pripadoch bude bindrna
operacia f definovana nasledovne:

FX,Y)=Y—X

kde — je operacia odcitania po zlozkach. Potom oznacenie X + ' = Y zna-
mena © =Y — X.
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Uloha 1.4.8.

a) Zapiste bodovi zlozku A aj zameranie V' afinného podpriestoru (A, V, —)
afinného priestoru (R3, R3, —), ak

A={P+a|aeV}, P=[1,31], V={(-210),(311)}

b) Overte, Ze (A, V, —) je afinnym podpriestorom afinného priestoru (R3, R?, —).
c¢) Zapiste parametrické vyjadrenie tohto afinného podpriestoru.

d) Zistite, ¢i body A[3,2,1] a B[—7,0, 1] patria do A.

Uloha 1.4.9.

a) Zistite, ¢i A = {[l = b —c,a —b,—a —¢] | a,b,c € R} je afinnym
podpriestorom afinného priestoru (R? R3, —).

b) Urcte jeho dimenziu.

¢) Napiste jeho parametrické vyjadrenie.

Uloha 1.4.10.

Urcte vzdjomnu polohu priamok p = [A; 4] a ¢ = [B; 0] v afinnom priestore
Agi

a) A= [17 27 3]76 = (17 _37 2)7 B = [07 57 1]7 U= (_27 67 _4>

b) A= [17 _374]? U= (27 2, _1)’ B = [3’ 0, _1]777: (07 L, 3)
Riesenie: Pre urcenie vzajomnej polohy priamok p a ¢ postupujeme nasle-
dovne:

1. Skontrolujeme linedrnu zavislost smerovych vektorov @ a ¥. Ak si
linearne zavislé, priamky su rovnobezné alebo splyvaji. Ak nie si, po-
kracujeme dalej.
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2. Skontrolujeme existenciu spolocného bodu, teda rieSenie sustavy:

T, =A+tu, 7T,=DB+sU, 1,=T,

Ak rieSenie existuje, priamky sa pretinaji. Ak nie, priamky st mi-
mobezné.

Riesenie pre a)

1. Kontrola linedrnej zavislosti @ a v: Hladdme skaldr k, pre ktory
plati:
u = kv.
Rovnosti jednotlivych siradnic vedid na podmienky:

1=—2k —3=6k 2=—4k.

Tieto podmienky nie si splnitelné pre ziadne k, preto @ a @ nie st linedrne
zavislé.

2. Hladanie spoloéného bodu: Hladdme t, s, pre ktoré plati:
A+4ti =B+ s@.

Rozpis sustavy:
1+t-1=0+s-(-2),
2+4+t-(-3)=5+s-6,
34+t-2=1+s-(—4).

Po uprave:
t+2s = —1,
—3t — 6s = 3,
2t +4s = —2.

Tato sustava nem4 rieSenie, ¢o znamend, ze priamky nemajui spoloc¢ny bod.
Zaver pre a): Priamky p a ¢ st mimobezné.

Riesenie pre b) Zadané udaje:

A=[1,-3,4, @=(2,2-1), B=[3,0,—1], @=(0,1,3).
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1. Kontrola linedrnej zavislosti @ a v: Hladdme skaldr k, pre ktory
plati:
u = kv.
Rovnosti jednotlivych siradnic:

2=0k, 2=1k, —1=3k

Tieto podmienky sa navzajom vylucujui, preto ¢ a v nie su linedrne zavislé.

2. Hladanie spoloéného bodu: Hladdme t, s, pre ktoré plati:
A+ ti = B + st.
Rozpis sustavy:
14+t-2=3+5s-0,
—34t-2=0+s-1,
44t-(-1)=—-1+s-3.

Po uprave:
2t = 2,
2t — s = 3,
—t—3s = —H.
Riesenim je t = 1,s = —1, ¢o znamena, ze priamky maju spolo¢ny bod.

Zaver pre b): Priamky p a ¢ sa pretinaju.

Uloha 1.4.11.

Napiste parametrické vyjadrenie roviny p, ktord prechadza bodom A[2, 3, —1]
a je rovnobeznd s priamkami p a ¢, ktorych parametrické vyjadrenia si:

;

r1=1—u
P Te=2+3u
(T3 =5+ 2u
(a:1:2—|—4v
qg:sTo=1+4v
(23 = —3v
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RieSenie:

1. N4jdenie smerovych vektorov priamok p a ¢: Smerovy vektor
priamky p je:
v, =[—1,3,2]

Smerovy vektor priamky ¢ je:
v, = [4,1, =3]
2. Vektorovy siéin v, x v, na ziskanie normalového vektora ro-

viny: Normaélovy vektor roviny p je kolmy na oba smerové vektory priamok
p a q. Vypocitame:

i j k
n=10,X0,=|—1 3 2
4 1 -3

n=1i3-(=3)—2-1)—j((-1)-(-3)—=2-4)+k((-1)- 1 —=3-4)
n=1i-9-2)—j3—-8)+k(—-1—-12)
n=1i(—11) — j(—5) + k(—13)
n=[-11,5,—13]
3. VSeobecna rovnica roviny p :
—1lx+5y —1324+d =0,

Po dosadeni siradnic bodu A[2,3, —1] dostaneme d = 3 .

4. Rovnica roviny p : Parametrické vyjadrenie roviny p je:
r(s,t) = A+ sv, + tug,
kde A =[2,3,—1], v, = [-1,3,2] a v; = [4, 1, —3]. Parametrické vyjadrenie:
T1=2— s+ 4t

To=34+3s+1
$3:—1+2S—3t
kde s,t € R.

15



Uloha 1.4.12.

Urcte k R tak, aby priamky p, ¢ boli:
a) totozné,
b)
¢) mimobezné,
d)

kde

rovnobezné rozne,

roznobezné;
p: X =[1;-3;4] +t(—2;-2;1), ¢q:X =][-1;-5;5] +¢(—6;k;3).

Uloha 1.4.13.

Urcte vzdjomnu polohu priamky a = [A; 4] a roviny a = [B; ¢, 4] v afinnom
priestore As:

a) A=[1;0;0),@ = (5;7;7), B=1[0;1;3],7 = (1;3;1), @ = (2;2;3),
b) A=[1;2:1],@=(1;1;2), B=[21;-2],7 = (0;2; —1),@ = (3; 1; —2),
¢) A=[1;0;0],@ = (7;7;1), B =[0;1;3],7 = (1;3;1), @ = (2; —1; —1),
d) A=[1;0;0],@=(5:7:7),B=[0;1;3],0 = (1;3; 1), = (2; —1; —1).

Uloha 1.4.14.

Uréte vzajomnti polohu rovin p = [A; 1, @] a o = [B; ¥, )] priestoru As:

A=1[3;22,t=(21;3),d=(0;1;1),B = [3;0;6],0 = (1; —1;3),d = (2; —1;4).

Uloha 1.4.15.

Urcte vzajomnu polohu rovin a, § v afinnom priestore As:
a:X =10;2;—1] +1(0;1;2) + to(1; —1; —=3),
B: X =[0;0;0] 4+ t1(1; 1;0) + t2(—1; 1; 2).
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Uloha 1.4.16.

Urcte vzajomnu polohu rovin @ = [A; d’,l_)] a = [B; 4, 9] v afinnom priestore
A4Z
A=1[4;2;2;2],a = (1;0;0; =1),b = (1;0;3;2),

B =[-2,-22;0],u=(-1;0;50),v = (2,2;1;0).

144

Uloha 1.4.17.

Uréte vzajomni polohu rovin o = [A; 1, ] a 0 = [B; ¥, ] v afinnom priestore
A55

a) A=11,3,0,0,0],F = (1,0,0,0,0),@ = (0,5,0,1,0), B = [0,0,3,0, 1], 7 —
(0,0,3,2,0), @ = (0,1,1,1,1)

b) A= [o,o, 10,0,7=(1,2,0,-1,0),@ = (0,1,1,0,0), B = [2,1,0,0,0], 7 =
( 17 ) )7117:(27 > 27 273)

¢) A=10,0,1,2,—1],7 = (1,0 1,-1,0),7 = (1,1,1,0,1), B = [0,0,2,3, —1],7 =
(0,1,1,0,2),@ = (2,2,3,-1,3)

d) A:[1707 100]7 :<13_ 071)7{[:(070707170)7B:[2a073727_1]76:
(0,0,2,1,0), @ = (~1,0,0,0,1)

Uloha 1.4.18.

Urcte parametrické vyjadrenie priamky p prechdadzajicej bodom P a rov-
nobeznej s rovinou a. Najdite aspon tri rozne rieSenia.
Bod P = [4;5;7] a rovina a je dand ako:

a:X =[3;,—-1;2] +t1(2;1;3) + t2(—3; 1; 4).
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Vseobecna rovnica nadroviny. Priecka mimobeziek.

Uloha 1.5.1

Napiste vSeobecnu rovnicu roviny 7, ktora je dand parametricky:

r=1+42u— 3v,
y=1+3u—4v,
z=3—u-+2v,

kde u,v € R.

Uloha 1.5.2

Vseobecnu rovnicu nadroviny Stvorrozmerného afinného priestoru prepiste
do parametrického tvaru:

2$1+l’2—2$3+x4—3:0.

Uloha 1.5.3
Napiste vseobecni rovnicu:
a) priamky urcenej bodmi A[l; 2], B[—3;5],
b) roviny urc¢enej bodmi A[2;1; —2|, B[4; —3;1], C[—3;2;4].

Uloha 1.5.4

Napiste vseobecni rovnicu roviny uréenej bodom A[3; 1; —2] a priamkou p:

-2 4
p:x=|3|+t|-3|, tekR
1 2

Uloha 1.5.5

Napiste vseobecnti rovnicu roviny 7, ktord obsahuje body A[1;0; —1|, B[2; 3; 1],
3

a vektor u = | 4 | patri jej smerovému vektoru.
—2
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Uloha 1.5.6

Vymyslite zadanie nasledovnej tilohy v trojrozmernom afinnom priestore a
potom ju vyrieste.

Uloha 1.5.7

Dané si body X[1;1;2], Y[0;1;0] a priamka m. Urcte vSeobecni rovnicu
roviny prechadzajicej bodmi X, Y a rovnobeznej s priamkou m:

m:rx=2-3t, y=14+t 2z2=4-—1.

Uloha 1.5.8

V A, napiste vseobecnt rovnicu spojnice prieseénika priamok a, b s bodom
BI[1;2]:
a:2x+y+1=0, b:x—y+2=0.

Uloha 1.5.9

Napiste vseobecni rovnicu nadroviny «, ak je uréend bodom P[3;—1;3;2] a
smerovymi vektormi:

2 0 -3
10 |1 -1
ul - 0 9 u2 - 1 9 u3 - 2
2 3 0
Uloha 1.5.10
Napiste vSeobecnu rovnicu nadroviny [, ak:
1=z —2ut+w, ws=14+2u+w, xT3=u—w, T4=—w.

Uloha 1.5.11

Napiste vSeobecnt rovnicu nadroviny v, ak je uréena bodmi:

AlL;1;1;2], B[0;0;2;0], C[1;1;0;=2],  D[0;0; —2;0].

19



Uloha 1.5.12

Napiste parametrické rovnice nadroviny ¢ v afinnom priestore A,,:

r1+ 229 — 33+ 44+ 1 =0,

I2:4.

Uloha 1.5.13

Urcte a, b € R tak, aby o a 7 boli rovnobezné roviny:

0:3x—4y+52—4=0, 7:x+ay+bz+1=0.

Uloha 1.5.14

Urcte a,b € R tak, aby dimenzia vektorového priestoru V, NV, bola rovna
dvom. Urcte jeho bazu:

0:3r —4y+52—4=0, 7:x+ay+bz+1=0.

Uloha 1.5.15

Urcte a € R tak, aby priamka p lezala v rovine p:
a) p:r=1+4+2t,y=4+3t, z=1+at, p:3x+y—4z—3=0,

b) pra=1+42t,y=1+43t, z=14at, p:3z+y—42—3=0.

Uloha 1.5.16

Dand je priamka p = {Q;d} a rovina o = [P; 7, y]. Zistite, ¢i priamka p lezi
v rovine o:

Q(5;2;1), P(21;0), a(3;0;2), #(0;-1;1), #(2;3;1).

Uloha 1.5.17

Priese¢nicu rovin « a [ uréte bodom a vektorom:

a2z —3y+z—-2=0,
B:x+2y+2+5=0.
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Uloha 1.5.18

Napiste vSseobecni rovnicu roviny o, ktord je rovnobezna s priamkami p, ¢ a
prechddza bodom A:

A(0;0;5), p:3z—2y+2=0,
q:2x—52+1=0.

Uloha 1.5.19

Napiste vSeobecnui rovnicu roviny o, ktord prechdadza bodom A a je rov-
nobezné s rovinou p:

A(1;3;5), p:2x4+2y—3z+1=0.

Uloha 1.5.20

Napiste vSeobecnu rovnicu roviny o, ktora prechadza priamkou p a je rov-
nobezna s priamkou ¢:

p:2r—y+2—3=0 3r+4y =0
q:3x+2z—-1=0 r—y+2=0

Uloha 1.5.21

Urcte prienik priamky p a roviny o, ak:

r=—1,

a) p:ey=0, o:x+2y—z+4=0,
z=-—1+1t,
T = -2,

b) p:ey=1, oc:2x+3y+2z—4=0.
z=—2-+1,
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Uloha 1.5.22
Urcte neparametricky priamku p prechadzajicu bodom A a rovnobeznu s
priamkou ¢:
3r — 1=0
A(2;3;-1), q:{ v
z="T.

Uloha 1.5.23

—
Urcte priecku p mimobeziek a = B , b= BY rovnobezni so smerom danym
vektorom v

A(0;2;-3), X(—1;1;,-5),  9(1;-2;3),
B(1;-2;3), Y(3;4;1), w(—1;2;—=3).

Uloha 1.5.24

Urcte priecku mimobeziek a, b rovnobezni so smerom danym vektorom

a) A(1;3;-1), X(-1;-2;3), (3;3;-3),

B(3;1;-5), Y(L;41), 9(-2;-2;3),

b) A(-1;1;-2), X(3:12), d(1;-23),

B(=3;2;3), Y(1;2;3), u(3;1;4),

c) A(=1;35), X(-1;-3;-3), u(-1;53),

B(1;=3;-3), Y(2,-23), 9(2;-2;3).

Uloha 1.5.25

Urcte priecku mimobeziek a = [A; ], b = [B; 9] prechadzajicich bodom M:
a) A[3;—1;4, @ = [1;-1;2], B[-1;2; =2], ¥ = [2;0;1],, M[1;3; 2],
b) A[0;2; -2|, @ = [1;1;3], B[1;1;7], ¥ = [0;2; —1],, M[-2;5;2].

Uloha 1.5.26

Priamkami p, ¢ je uréeny zvizok priamok. NapiSte rovnicu priamky m pat-
riacej tomuto zvéazku, ktora je rovnobezna so suradnicovou osou x:

p:2x—y—5=0, qg:z+2y+4=0.
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Uloha 1.5.27

Priamkami p, ¢ je uréeny zvézok priamok. NapiSte rovnicu priamky m pat-
riacej tomuto zvézku, ktora je rovnobezna s priamkou 7:

r:dr+3y+ 12 =0.

Uloha 1.5.28

Urcte a € R tak, aby priamka p patrila zvizku urceného priamkami k, I

k:x4+2y+3=0, l:ax—y=0.

Uloha 1.5.29

Napiste rovnicu priamky, ktord prechadza bodom P[—2; 1] a patri do zvézku
0 rovnici:

MBr—y+ 1)+ X(2x+3y—5)=0.

Uloha 1.5.30

Napiste rovnicu roviny rovnobeznt so siuradnicovou osou z a patriacu zvézku
O rovnici:

M(—4x —2y+32—4)+ X(22+3y—1) =0.

Uloha 1.5.31

Rovinami «a, (8 je urceny zvizok rovin (zdovodnite preco). Napiste rovnicu
roviny p tohto zvéizku, ktora prechadza bodom Y'[0; 4; 0]:

a:r—y+22—1=0, f:3x+y+42—4=0.

Deliaci pomer

Uloha 1.6.1

V afinnom priestore A, st dané tri linearne nezavislé body A, B, C'. Oznacme
A’ stred dvojice bodov B, C', B’ stred dvojice bodov A, C' a T prienik priamok
AA’', BB'. Urcte deliaci pomer (ATAA’) a svoje tvrdenie dokézte. (Zvolte

vhodne linearnu siradnicovi sistavu v As.)
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Uloha 1.6.2

Nech X, Y su rozne body v afinnom priestore. Ozna¢me X'Y” stred dvojice
bodov X, Y. Dokézte, ze pre Tubovolné body A, B, C, D, E plati (X\Y).
(Zvolte LSS v As.)

Uloha 1.6.3

V A, st dané linearne nezavislé body A, B, C' a body D, E, F, pricom
(ABD) = —1, (BCF) = =2, (EBC) = 3. Urcte sturadnice bodov A, B, C' v
LSS danej repérom R = F, FE, F
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Skalarny siucin vektorov

Uloha 2.1.1

Zistite, ¢i zobrazenie f je skaldarnym suc¢inom vo vektorovom priestore V =
R2, ak

a) f((z1,21), (x2,y2)) = z1y1 — 321Y2 — 32y1 + 10295,
b) f((x1,11), (22,2)) = 3x1y2 — w211 + 10y1 9o,

c) f((x1,y1), (z2,92)) = T122 — 3T1Y2 — 3T2y1 + IY1Y2.

Uloha 2.1.2

Dany je vektorovy priestor R? s obvyklymi operdciami. Zistite, & usporiadand
dvojica (R?, ) tvori vektorovy priestor so skaldrnym sicinom, ak & = (21, z3),
¥ = (y1,92):

a) f ?j: T1Y1,
b) ¥y = z1y1 + T2y,

T = 211 — T1Y2 — TaY1 + 2T2Ys.

o
~—
8

Uloha 2.1.3
Skaldrny sucin je definovany ako
Ty = a1y — 2T1Y2 — 202y1 + ST2y2,

T = (x1,232), ¥ = (y1,y2). Urcte velkost vektora @ = (2;4).

Uloha 2.1.4

Vypocitajte skalarny sucin vektorov a = 2u + 37, b = 40 — 5v, ak 4, v sa
kolmé a jednotkové vektory.

Uloha 2.1.5

Nech pre vektory a,b,c
Vypocitajte sucet @-b+b-c+c-



Uloha 2.1.6

Urcte skalarny sicin @ - b, ak
a) ||l = 5, lbll = 8, ((@,5)) = 3,
b) flall = [Ib]l = 3, (@, b)) = 135°,

¢) @ =1, b= —3a.

Uloha 2.1.7

Nech pre vektory @,b plati ||@]| = 3, ||b]] = 1, ((@,b)) = 30°. Uréte kosinus
uhla vektorov

a) @+ 2b, 3a,

b) @+ 2b, a.

RieSenie dlohy 2.1.7

Nech pre vektory @, b plati:
lall = 3,
1] = 1,

=

cosf = cos 30° = ,

kde 6 je uhol medzi vektormi a@ a b.

Cast a) cosy pre @+ 2b a 3d
Vypocitame skalarny sicin:

(@-+26) - (38) = 3(@- @+ 24 - b)
= 3(/lal|* + 2l|all||b|| cos 0)

~30-+23)(1) - L)
= 3(9 + 3V3)
=27+ 9V/3.
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Normy vektorov:

@+ 20]| = \/Ha’u“z +4[[bl|* + 4[] [[b]] cos 0

z\/9+4+4(3)(1)-§

=1/13+6V/3.

13al] = 3]l = 9.

Nakoniec,
i+ 2b) - (3
o= (@+20)30)
@ + 2b][||3a]|
27 + 93
9v/13 + 63
3+3

V13 +6v3

Cast b) cost pre @+ 2ba a

Vypocitame skalarny sucin:

—,

(@+2b)-@=a-a+2b-a
= [|||* + 2/|al[||b] cos 6

Normy vektorov:
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Nakoniec,

-,

o). &
osw:—(ib+ 4) f
@+ 20| |||
9433
3V 13 + 613
3+v3

V13 1+ 6v3

Uloha 2.1.8
Vypoéitajte kosinus uhla vektorov a+b, a—b, ak ||@]| = 3, [|b]] = 2, (@, b)| = 2.

Uloha 2.1.9

Zistite, aky uhol zvieraji jednotkové vektory a, g, ak ¥ = a+2b, y = ba — 4b
st na seba kolmé vektory.

Uloha 2.1.10

Zistite, aky uhol zvieraju vektory @, 7, ak ||@|| = 2, |7]| = 4 a @ = @47 b = 3@
su na seba kolmé.

Uloha 2.1.11

Urcte velkost vnitorného uhla pri vrchole A v trojuholniku ABC, ak A[0;1],
B[v/3;0], C[0;3].

Uloha 2.1.12
Dany je trojuholnik ABC'. Vypocitajte skalarny sucin a - b, ak

i=B-A, b=C—-B, |[BC|=5, |AC|=6, |AB|=T1.

Uloha 2.1.13
Vypocitajte velkost vektora ¢ = 3a + 2b, ak |la|| = 3, ||b]| = 4, ((a, b)) = %ﬂ
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Uloha 2.1.14

Dokazte, ze vektory ¢ a T st na seba kolmé, ak

=0 -da—(a-o)-b.

Uloha 2.1.15

Uréte velkosti vintitornych uhlov rovhoramenného trojuholnika, ktorého taznice
z vrcholov zdkladne si navzdjom kolmé.

Riesenie ulohy 2.1.15

Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik so zakladiou AB a vrcholom C.
Oznacéme T prieseénik tiaznic z vrcholov A a B. Podla zadania si tieto
tiaznice na seba kolmé, teda plati ZAT B = 90°.

PouZijeme skaldrny stéin vektorov na uréenie velkosti uhlov. Ak oznaéime
a=LACB = ZABC, potom plati:

V10

cosa = ——.
10

Z toho vyplyva, Ze velkosti vnttornych uhlov trojuholnika st:

LA =2a,
/B = q,
/0 = q,

kde o = 63.43° a teda LA ~ 126.86°.

Uloha 2.1.16
Vypocitajte velkost vektora 3d + 27, ak ||| = 3, ||v]] = 4, a ((d,V)) = 30°.

Uloha 2.1.17

Vypocitajte normu vektora 2u + 3, ak |[u]| = 4, ||7]] = 3, a (4, 7)) = 3.
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Uloha 2.1.18

Nech @ a b tvoria ortonorméalnu bazu vektorového priestoru Vo(R), nech @ =
2a + 3b, v = 4a — 5b. Urcte:

a) skaldrny sicin vektorov o, v
b) velkost vektorov @, v;

)
c¢) kosinus uhla vektorov , v;
)

d) zvolte umiestnenie pre vektory @, b, a narysujte situdciu s vektormi , v.

Uloha 2.1.19

Nech plati ||d]| = [|v]| = ||| = 1, @ = @ + . Vypocitajte
U-U4+0-w+a-u

Uloha 2.1.20

Body A[—3;2], B[2; 4] st susedné vrcholy Stvorca. Pomocou skaldrneho suc¢inu
urcte jeho d'alsie dva vrcholy.

Uloha 2.1.21

Dané sti body A[2;1], B[5;5]. Uréte stradnice bodu C, ak vektor C — A
vznikne oto¢enim vektora B — A okolo bodu A o uhol velkosti %” pri kladnej
orientacii.

Uloha 2.1.22

Pomocou skaldrneho sicinu uréte velkost vektora a = /fL, kde L je stred
strany BC rovnobeznika ABCD, ak

|AB| =5, |BC|=6, ((DAB))=60°.

Uloha 2.1.23

Dané su vektory @ = (1;0;1), v = (—1;2;—2). N4ajdite vektor  tvaru
(0;1;0) + ki + rv, k,r € R, tak, aby bol ortogonalny ku @ aj v.
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Schmidtov ortogonalizaény proces

Totalna kolmost vo V,,. Kolmost vo V,

Uloha 2.2.1.

Schmidtovym ortogonaliza¢nym procesom néjdite ortonormalnu bazu vo Vj,
ak poznéte jeho bazu {dy, dy, ds, ds }, kde @;(1;1;1; 1), dx(1; —1; 15 1), a3(2; 0; —1; 1),
as(—1;1;0;1).

Uloha 2.2.2.

Vo vektorovom priestore usporiadanych trojic redlnych ¢isel si dané vektory
a(1;—1;1), d2(0;1;2), @s(1; 1;0). Vykonajte Schmidtov ortogonalizaény pro-
ces.

Uloha 2.2.3.

Dané st vektory ay(1; —2;2; —3), do(2; —3;2;4). Dokazte, ze vektory d; a do
st na seba kolmé a néjdite as, d, tak, aby {dy,ds,ds,ds} bola ortogonélna
béaza vo V.

Uloha 2.2.4.
Uréte bazu vektorového priestoru V1, ak V1 = ((1;0; 1;2;0), (0;0; 15 1;2), (—1;0; 0; 1; 2)).

Uloha 2.2.5.

Zistite, ¢i vektorové priestory V' = (a, 5} a V"= (¢

c, _} st na seba kolmé, ak
d(1;3; —155), b(1; =5; —3; 1), &(14;5; 3; —1), d(14; —3; 1;

—5).
Uloha 2.2.6.

Dané st vektorové priestory V' = ((1;0; —1; 1;0), (0; 2; —2; 0; 0), (0; 0; 3; —1; 0))
a V" = ((1;1;1;0;0), (=1;0; 0;1; 1), (0;0; 0; 0; 1)).

a) Zistite, ¢i vektorové priestory V' a V" s na seba kolmé.

b) Urcte vo Vi ortonormdlnu bazu {é1, 3, €3, €, €5} tak, aby V" = (€1, €)

a zaroven V"' = (&3, €y, &5).

31



Uloha 2.2.7.

Urcte jednotkovy vektor kolmy k nadrovine «:

T =u+v+w
To=14u—v+w
r3=u—v+w
ry=1+u+v+3w
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Vonkajsi stucin vo V,
Vektorovy sicin vo V,.

Uloha 2.3.1.
Vypocitajte troma sposobmi obsah trojuholnika ABC, ak

a) A[2;3], B[1;—-1], C[0;1].
b) A[0;3], B[4;1],C[2; 5]

Uloha 2.3.2

Vypocitajte dvoma spoésobmi obsah trojuholnika ABC, ak
A[2;1;-3], Bl4;1;5], C[0;7; —6].

Uloha 2.3.3

Uréte vektorovy stcin vektorov @(3; v/3; 0), 7(3; 3v/3; 0) aspoii troma sposobmi.

Uloha 2.3.4
Dané su vektory a(1; —1;2), 5(3; —1;=3). Vypocitajte:
1. ax 5,

2. ((2a) x (@ + 3b)),

3. overte pomocou vysledku z €asti a), ze |@ x b = ||| - ||b]| - sin ¢.

Uloha 2.3.5
Pre kolmé vektory @, b plati ||@|| = 2, ||b]| = 3. Vypoditajte ||((@+3b) x (2d —

-

50)]-
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Uloha 2.3.6

Pouzitim zmieSaného stc¢inu urcte vzdialenost bodu A[2;3; 4] od roviny e:

r1 =2 — 3t + 2u,
€:q Ty =342t —u,
T3 = 2+t + 4u.
RieSenie: Mdame dva smerové vektory roviny e:
vi=(=3,2,1), va=(2,—1,4).

Normalovy vektor roviny je dany ich vektorovym su¢inom:

i j k
n=|-3 2 1
2 -1 4
Rozlozme determinant:
2 1 =3 1 -3 2
R 4‘_J‘2 4'““2 —1‘

Vypocitajme determinanty:

‘_21 i’:(2.4)—(1.(—1)):8+1:9,
'_23 i':(—3-4)—(1-2):—12—2:_14,
3 2
5 1= (B (=1)-(2-2)=3-4=-1L

Dostavame normélovy vektor:
n= (9,14, -1).

Teraz upravme vzdialenost bodu A(2, 3,4) od roviny:




Vektor ﬁ = (0,0,2), suradnice bodu P2, 3, 2] ziskame dosadenim ¢ =
u = 0.
AP-n=0-940-14+42- (1) = —2.

In|| = /92 + 142 + (—1)2 = /81 + 196 + 1 = v/278.

=22

d= = .
V278 V278

Odpoved je:

Uloha 2.3.7

Napiste parametrické vyjadrenie priamky p prechadzajicej bodom D rov-
nobezne s priesecnicou rovin «, 3:
a: ABC,B:x+2y—z=0,A[1;0;0], B[0;—1;0], C[1;0;1], D[3;0;0].
(Rieste aj vyuzitim vektorového stcinu.)
RieSenie:
1. Rovnica roviny: Rovinu  mame explicitne zadant ako:
r+2y—z=0.

Normaélovy vektor k tejto rovine je:

ng = (1,2,—1).

2. Rovnica roviny « je ur¢end tromi bodmi A(1,0,0), B(0,—1,0) aC(1,0,1).
Najprv vytvorime dva smerové vektory roviny «:

AB=B—A=(0—1,-1-0,0-0)=(—1,—1,0).

AC=C—A=(1-1,0-0,1-0)=(0,0,1).

Normaélovy vektor roviny « je vektorovy sucin 1@ X 1@ :
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Vypocitame determinant:

n, =1

-1 0] .]-1 0
0 1

n,=i(—1-1-0-0)—j(=1-1—0-0)+k(—=1-0— (—1-0)).
n, = (—1,1,0).

3. Smerovy vektor priesecnice rovin « a 3. ziskame vektorovym stuc¢inom
n, X ng:

i j k
d=|-11 0
1 2 -1
Rozlozme determinant:
0 0 11
d=1) —1’ J’l —1‘“"1 2"

d=i(1-(=1)=0-2) —j(-=1-(=1)—0-1) +k(-1-2—1-1).

d=(-1,-1,-3).

Zaver.
Priamka p prechdadza bodom D(3,0,0) a ma smerovy vektord = (—1, —1, —3),
takze jej parametrické vyjadrenie je:

r=3—t,
y:_ta
z = —3t.



Metrické vlastnosti euklidovského priestoru

Uloha 2.4.1

Napiste vseobecni rovnicu nadroviny v Stvorrozmernom afinnom priestore,
ktord na stradnicovych osiach vytina rovnako velké useky dlzky 2. Kolko
rieSeni ma uloha?

Uloha 2.4.2

Napiste vSseobecnt rovnicu roviny ¢, ktord je uréena bodmi A, B a na suradnicovej
osi z vytina tusek dlzky 4:

Al-1;3;4], B[2;-8;—1].

Uloha 2.4.3
K priamke idicej bodmi E[3;4], F[1; —1] vedte priesetnikom priamok p, g¢:

p:bxr —Ty+ 23 =0,
q:2x+y+1=0.

Zapiste jej vSeobecnu rovnicu.

Uloha 2.4.4

Dana je priamka p a bod M. Najdite na priamke p body, ktorych vzdialenosti
od bodu M = [4,1, 3] st 4 jednotky

prx=1+1,
y:_2+t7
z=3—2t.

Uloha 2.4.5.

Napiste vSeobecni rovnicu priamky, na ktorej lezi vyska v, trojuholnika
ABC; A2;5], B[4;2], C[1; —2].
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Uloha 2.4.6.

V euklidovskom priestore E3 je dana rovina a a bod M. Napiste parametri-
zeké vyjadrenie priamky p prechadzajicej bodom M a kolmej na «:

a:2ry —x9+ 223 —4=0, A[3;8;—4].

Uloha 2.4.7.

V euklidovskom priestore F4 je dany podpriestor a a bod A. Napiste para-
metrizeké vyjadrenie priamky p prechddzajicej bodom A a kolmej na a:

a: X =1[2;1;0;5)+1(2; —4;6; 1)+t9(4; 1; —2; —=3)+13(0;4;0;2),  A[l; —4;3;1].

Uloha 2.4.8.
Urcte vrcholy B, D stvorca ABCD, ak A[2; 1], C[4;5].

Uloha 2.4.9.

V' FE3 napiSte vSeobecnt rovnicu roviny 3, ktora prechadza priamkou p a je

kolm4 na rovinu «:
p: X =1[23;0] +¢(1;0; —1),

Xy — Xy + 223 —4=0.

Uloha 2.4.10.
Urcte velkosti vySok trojuholnika K LM, ak:
KL:z2+y—1=0, KM:2—-2y—5=0, LM :3xz+y=0.

Uloha 2.4.11.

Napiste parametrizeké vyjadrenie priamky, na ktorej lezi vyska v, (prechadzajica
vrcholom V') §tvorstena ABC'V a vypocitajte velkost tejto vysky:

(a) A[-1;0;3], B[4;3;2],C[2;1;1], V[-6;1; 0],
(b) A[2;1;1], B[-1;0; 3], C[4; 3; 2], V[-6; 1, 0],
(c¢) A[l;1;1], B[2;1;1],C[—3;0;2],V[3; 1; 5].
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Uloha 2.4.12.

Urcte analytické vyjadrenie priamky prechddzajicej bodom L[—4;3] a od
pociatku siradnicovej sistavy vzdialenej pit jednotiek.

Uloha 2.4.13.

Urcte analytické vyjadrenie priamky, na ktorej lezi strana trojuholnika prechadzajica
bodom M][3;4], ak ostatné dva strany trojuholnika lezia na stradnicovych
osiach z,y a obsah trojuholnika A = 24.

Uloha 2.4.14.

Dané st body S,[7; 8], Sp[—5; —4], S¢[1; —4]. Uréte vrcholy trojuholnika ABC,
pre ktory su S,, Sy, S. v poradi stredy stran BC, AC, AB.

Uloha 2.4.15.

Napiste vSeobecni rovnicu roviny prechddzajicu bodom M[1;2; 1], ktord ma
od bodov M;[2;3; 2], My[4; 5; —4] rovnaki vzdialenost.

Uloha 2.4.16.

V B3 uréte dvoma sposobmi vzdialenost euklidovskych podpriestorov E’ =

{M}a B ={Q;u}:
M[5:2;3], Q[1;-3;1], wu(1;2;—1).

Uloha 2.4.17.
Urcte vzdialenost bodu B[2; 3; 4] od roviny a:

a:bry —4xs + 3x3+ 6 =0.
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Uloha 2.4.18.

Urcte stradnice bodu A’, ktory je simerne zdruzeny s bodom A[l; —2; 3]
podla nadroviny w:
w:2r 4+ 229 — 33— 5 =0.
Uloha 2.4.19.
Uréte vzdialenost bodu A[1;2;1; —2] od priamky m:

r1 =2 — 3t,
To =1+ 2t,
r3 = 2+ 3t,
Ty =D+ 4t.

Uloha 2.4.20.

Napiste rovnicu roviny simernosti bodov A, B, ak:
(a) A[2;-2;3], B[3;1; —1],
(b) A[2;—1; —4], B[4; —3;2].

Uloha 2.4.21.

V Ej5 je dand nadrovina a a bod M. Urcte pravouhly priemet bodu M do
nadroviny a:
a2$1—$2+31’3—2$4+$5—1:0,

MI1;1;1;1; 3].

Uloha 2.4.22.

Vypocitajte siradnice vrcholov kosostvorca ABCD, ktorého jedna strana
obsahuje bod M, protilahld strana lez{ na priamke m a uhlopriecka BD lezi
na priamke p:

m:x =3+ 4t,
y=06+41,
p:9r+ 5y —45 =0,
M]I1;2].
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Uloha 2.4.23.

Bod S je priese¢nikom uhlopriecok odeZnika, ktorého jedna strana lezi na

priamke p. Urcte vSseobecné rovnice priamok, na ktorych lezia zvysné strany
obdlznika, ak jedna z nich obsahuje bod M:

S[0;3], M[3;4], p:x+y=09.

Uloha 2.4.24.

Dvoma sposobmi vypocitajte vzdialenost mimobeziek a,b (1. sp. vyuzZite
priecku mimobeziek kolmu na priamku a aj b, 2. sp. vyuzite tlohu 2.3.6):

(a) a:x=ty=0,2=0,
(b) b: X =[1;1;1] + t(0; —1; —¢).

Uloha 2.4.25.

Urcte realne ¢isla a, b tak, aby priamka p bola kolma na rovinu a:

p:x=1+2t,
y =3+ at,
z=—1+4bt,

a:x+5y+3z—4=0.

Uloha 2.4.26.

Rieste tdlohu 2.2.7 ¢o najjednoduchsie (vyuzitim normélového vektora nad-
roviny).

Uloha 2.4.27.

Napiste vseobecnii rovnicu nadroviny, ktord prechadza bodom M a je kolma
na priamku p:

M[2; =15 1; 1],

p: X =[7;1;4; =2] +¢(3;2; —2; 1).
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Uloha 2.4.28.

Dany je stvorsten ABC'D. Urcte kosinus uhla, ktory zvieraji roviny ABD a
ABC:
A[3;-2;0], B[5;6; 0], C[-1;2; 0], D[2;2; 3].

Uloha 2.4.29.

Douréte stiradnice bodov C, D v E3 tak, aby ABC'D bol pravidelnym $tvorstenom
a aby z-ova suradnica bodu C' aj x-ova suradnica bodu D boli kladné:

A[1;0;0], B[4;4;0],C[?;7;7], D[?; 7, 7].

Uloha 2.4.30.

Dand je jednotkova kocka ABCDAB'C'D’. Vypocitajte vzdialenost bodu B’
od roviny AC'E, ak (DD'E) = —1.

Uloha 2.4.31.

Urcte ortogonalny priemet bodu A[5; 1;2] do roviny «:

a:x—2y+z—4=0.

Uloha 2.4.32.

Urcte ortogonalny priemet priamky p do roviny a:

p: X =312 +1(4-3;2),
a:2x—y+z—5=0.

Uloha 2.4.33.

Napiste vseobecné rovnice takych dvoch rovin (v E3), aby obsahovali priamku
jednej z nich ako ¢ast druhej bola priamka.
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Uloha 2.4.34.

Dané si roviny «, 8. V rovine 3 je dany bod By. Uréte v rovine a taky bod
B, aby jeho ortogonédlnym priemetom bol bod By v rovine g (priamo pod
bodom B):

a:r+2y—z+2=0,

b:x4+3y+2z—2=0,

By0; 8; —4].

Riesenie leohy 2.4.34.

Aby sme nasli bod Blz;y;z] v rovine «a, ktorého ortogonalny priemet do
roviny £ je bod By|0; 8; —4], postupujeme nasledovne:

1. **Parametrické vyjadrenie priamej:** Bod B musi lezat na priamke
prechddzajicej bodom By|0; 8; —4] a smerovanej podla norméalového vektora
roviny f3:

fig = (1,3,1).

Parametrické vyjadrenie priamej je:
r=t, y=843 z=-—-4+t,

kde t je parameter.

2. **Dosadenie do rovnice roviny a:** Bod B musi zdroven lezat v rovine
a:x+2y—z+2=0. Dosadime parametre x =t,y =8+ 3t,z = -4+t do
rovnice roviny:

t4+2(8+43t)— (—4+1t)+2=0.

3. **Uprava rovnice:**
t 41646t +4—t4+2=0,

6t+1—1t+164+4+2=0,
6t + 22 = 0.

4. **Vypocet parametra ¢:**
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5. **Stradnice bodu B:** Dosadime hodnotu ¢t = —4 do paramet-

rického vyjadrenia:

3

11 11
r=t=——, y=8+3t=28+3 (—5) =8-11= -3,

Bod B m4 suradnice:

11 23
B(_E”_&_ﬁ)'
Uloha 2.4.35.

Uréte vzdialenost priamok:

p=[Ajd], A[21;4],4[3;1;1],
q=[B;v], BI[1;2;0],0[0; —2; —4].

Uloha 2.4.36.

11
At = —4——
* 3

Nech priamky a : X = A+ta, b: X = B+ b st mimobezky. Uvazte, ze ich

vzdialenost je

-

(B = A)- @ x B

|la < 0]

Uloha 2.4.37.

Urcte vzdialenost euklidovskych podpriestorov B’ a E”, ak st dané paramet-

ricky
E xy=r—s, E" =k,
To =1+, Ty =1,
I‘3—2+T+25, .T3:—17
T4 = —38, x4 = —I
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Uloha 2.4.38.

Vypocitajte vzdialenost euklidovskych podpriestorov

(a) ' =[M;uy;us] a B =[N;v],
M3;0;0;0;1],u1(1; —1;0; 1; 2), u2(0; 0; 1; 0; 0);
N[1;1;0;0;1],v(1;0;0;0; 1),

(b) E' =[A;a;b] a E” = [B;c;d]),
A[1;1;0;0;1],a(0;0;0;1;0), b(1;0;0; 0; 1)
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Afinné zobrazenia

Zakladné vlastnosti afinnych zobrazeni

Uloha 3.1.1.
V A; je dand LSS a afinné zobrazenie f : Ay — As,
A[1;1] — A'[3;5],
BI[5;2] — B'[10;10],
7(5;2) — V' (8; 7).
Urcte f(O), f(€1) a f(€2), ak O[0;0], €1(1;0), é(0;1). Pozrite si applet Tu.
RiesSenie:

Afinné zobrazenie f : Ay — Ay ma tvar

kde A je matica linedrneho zobrazenia a t je posun (translacny vektor).

Krok 1: Najdeme A. Zadanie ddva podmienky:

-
/

f(A) = A'[3;5], f(B)= B'[10;10], f(?) =v'(87).

Pre body A[l;1] a BI[5;2] plati:

waf]r-

f(B)=A B] +i= {10] .

Odcitame rovnice:


https://lms.umb.sk/pluginfile.php/366059/mod_page/content/58/AfinneZobr_TriBody_MON_3.1.1.ggb

- -
A 1) = 5]
Zaroven vieme, ze: o o
5 8
A 2| = 7]
Predstavme si A ako:
A |@ b
e d|
Potom dostaneme dve sustavy rovnic:
da+b=T1,
4e+d =5,
a
S5a +2b =28,
Sc+2d=T.

Krok 2: RieSenie sustavy. Zo sustavy prvej dvojice rovnic vyjadrime b
a d:
b=T7—4a, d=5—4c.

Dosadime do druhej sustavy:
b5a + 2(7 — 4a) = 8,
Se+2(b—4c) =T.

Zjednodusime:
5a + 14 — 8a = 8§,

5¢+ 10 — 8¢ = 7.

—3a=—6 = a=2,
—3c=-3 = c=1.

Dosadime spit:

Teda matica A je:



Krok 3: Najdeme . Pouzijeme rovnicu pre bod A:

f(A):Am - E’]

Zaver:

Uloha 3.1.2.

Dané st body A, B € Ay, ozmaéme Thpx = A+ (B —A) + 3(X — A).
Dokézte, ze f: X +— T4 p x je afinné zobrazenie.
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Uloha 3.1.3.

V afinnej rovine A, st dané réznobezky p,q. Pre Tubovolny bod X € A,
oznacme qx priamku prechddzajicu bodom X a rovnobeznu s priamkou q.
Dokazte, ze f: Ay — Ag, kde f(X) = X', X’ € gx Np, je afinné zobrazenie.
Je f surjekcia?

Uloha 3.1.4. V afinnej rovine A4, st dané réznobezky p, g. Pre Tubovolny
bod X € A, oznacme gx priamku prechadzajicu bodom X a rovnobeznu s
priamkou ¢. Dokézte, ze f: Ay — Ay, kde f(X) = X', pricom obraz X' lezi
na priamke ¢x a stred usecky X X' lezi na priamke p, je afinné zobrazenie.

Uloha 3.1.5.

Dané st dve mimobezky p, ¢ C A3 arovina o C As tak, ze p a ¢ st rovnobezné
s a. Pre Tubovolné X € p oznaéme ay rovinu prechddzajicu bodom X
rovnobezne s rovinou a. Dokazte, ze f :p — q, f : X — ax Ngq, je afinné
zobrazenie.

Uloha 3.1.6.

Dokazte, ze kazdé posunutie je afinnd transformacia.

Uloha 3.1.7.

Dokazte, ze kazd4a rovnobeznost je afinnd transformécia.

Uloha 3.1.8.

Nech f: Ay — A} je afinné zobrazenie. Aké pripady mozu nastat pre f, t. j.
¢o moze byt obrazom f(As)?
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Asociovany homomorfizmus afinného zobraze-
nia

Uloha 3.2.1.

Pre asociovany homomorfizmus F' afinného zobrazenia f : Ay — Ay plati, ze
f(@) =1, f(V) =" Urcte obrazy vektorov  a w — 2u:

u(2;1 v(0; 1 a'(1;2; 151 7(1;1;0;0 w(l;1).
(7 ) ) ) )&y 4y ) ) Yy ’ )

Uloha 3.2.2.
Afinné zobrazenie f : Ay — Az je dané predpisom
X(x,y) = X' (r+y—3,y—1,2—2y).

Ucte obraz vektorov w(1;2), —i a 3u v asociovanom homomorfizme f.

Uloha 3.2.3

Dané je affiné zobrazenie f : A3 — A, tak, ze f(A) = K, f(B) = L,
f(C) =M a f(D) = N. Urcte obraz vektora ¥ v asociovanom zobrazeni f .

Al3;1; 3], B[0;0;2], C[1;0;1], DI[3,1,-3],
K[-1;2], LL; 1], M[1;2], N[2;4],
721, -2

Uloha 3.2.4

Dany je affinny priestor A(A;V;—), body aj vektory affiného priestoru tvo-
ria polynémy najviac tretieho stupna nad realnymi ¢islami, — je operacia
odé¢itovania dvoch polynémov. Vyjadrite affiné zobrazenie f : A — A, ak
viete, ze f(M) =K, kde M =23+ 2> +2+1, K =22+2, a 7(u) =/, kde
u' znamend derivaciu polynému u.
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RieSenie. Hladame analytické vyjadrenie affiného zobrazenia f : A — A,
pricom plati:

f(IM)=K, kdeM =2+ +2+1, K=2"+2.
Dalej je dané, ze asociované linedrne zobrazenie ? je derivacia polynému:
?(u) =
7 toho vyplyva, ze f ma tvar:
flu)=u"+C,
kde C' je nezndmy polyném, ktory uréime z podmienky f(M) = K:
M+C=K.

Derivujeme M:
M' =32" +2z+ 1.

Dosadime do rovnice:
372 +2r +1+C =22+ 2.
Z toho uréime C"
C=2*+2- B2 +2r+1) =227 -2z + 1.
Teda affiné zobrazenie f je:

flaz®+bx®+cx+d) = 3ax?+2br+c—22°—22+1. = (3a—2)2*+(20—2)z+c+1.

Analytické vyjadrenie affiného zobrazenia

Uloha 3.3.1

V affinnej rovine Ay st dané tri linedrne nezévisle body B,C,D a repér
R = {B;C — B,D — B} urcujuci LSS v A,. Existuje prave jedno affiné
zobrazenie f : Ay — As, také f(B) = B', f(C) = C" a f(D) = D'. Urcte
analytické vyjadrenie zobrazenia f:

B'[1;0;0], C'10; 1; 0], D'[0;0;1]
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Uloha 3.3.2

Napiste analytické vyjadrenie affiného zobrazenia f : Ay — Aj, ak f(A) =

()] A [21], B[3:2], C[o;1], K[2], L[0], M[10]

[(B)] A2:1], B[32], C0:1], K[2], L[0], M[Sg]

Uloha 3.3.3
Existuje affiné zobrazenie f : Ay — A;, pre ktoré plati, ze
f(A) = A f(B) =B, f(C) =C"
A[2;1], BI[3; 2], C'[5; 4], A'2], B'[1], B'[—1]
A1), B[32, O[B4, AR, B, B

V pripade ze affiné zobrazenie je urc¢ené jednoznacne? Zapiste jeho analytické
vyjadrenie.

Uloha 3.3.4
Urcte analytické vyjadrenie affiného zobrazenia f : Ay — As, ak

JE) =K' f(L) =L f(@) =" f(d) ="'

K[0;1;2; 3], L[2;1;1;0], (15 0;0;1], (005 1; 0], w[0;0;0;2],
K'[-5;2;2;6;7], L'[—6;3;2;9;5], W'[2;0;1;0;—1], ¥'[-3;0;1;0;5], w'[2;0;0;0; 2]

Uloha 3.3.5

V A, a v As si zadané LSS. Zistite, ¢i existuje affiné zobrazenie f, také ze
f(K)=K' f(L)y=Lf(M)=M

Ako zavisi riesenie ulohy od parametra p?

K[1;0], L[0;1], M2;p],
K'[2;1;—1], L'[3;2;0], M'[1;0;2]
RieSenie.
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1. Analytické vyjadrenie affiného zobrazenia

Affiné zobrazenie f: Ay — Az ma tvar:

fla,y) =M [ﬂ +P,

kde M je 3 x 2 matica a P je vektor posunutia.
Lubovolné body Plz,y] a P'[z',y'] z Ay vyjadrime ako linedrne kom-
binacie:
P=a- K+b-L+c-M,
P=a-K+0b-L'+c- M,

kdea+b+c=1.
Zapis v maticovom tvare: V predchddzajicej kapitole sme ukazali, ze:

P =M xM7"'xP,

kde M je matica vzorov a M’ matica obrazov:

1 0 2] 2 31
M=101pl, M=|1 20
1 1 -1 0 2
Pomocou maticovej kalkulacky ur¢ime inverzni maticu:
-l -2 2
ptl  prl  ptl
Ml = | =2 1 p

pF1 prl  pfl
1 1 =1
Lp+1  p+l  p+l

Roznésobenim:
/ p=1 -2 2
x 2 31 ptl prl pil z
/. / _ 4 p
Pyl =11 2 0] X |57 551 1| X |¥
1 -1 0 2 1 1 —1 z

p+l1  p+l  p+l
Po vynasobeni a porovnani lavej a pravej strany dostaneme transformacné
rovnice:

¥ =—x+3,

y/:_x+27

z’:_p+3x—|— 1 Y+ _4.
p+1 p+1 p+1
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Zobrazenie bude affinnym prave vtedy, ak p # —1. Suradnice obrazu
Tubovolného bodu P[z, y| uréime dosadenim stiradnic z, y do transformacnych
rovnic. Napriklad pre D[3,1] a p = 3 dostaneme D’[0, —1, 0].

Uloha 3.3.6

Najdite analytické vyjadrenie affiého zobrazenia, ktoré

Al1;2;3], B([3;2;1], C[1;—1;1], D[2;1;0],
A'[0;9; —1] B'[2;11;1], C'[3;4; —2], D'[2;7;1]

Uloha 3.3.7

Najdite analytické vyjadrenie affiného zobrazenia, ktoré

A[1;2;3], B[1;1; 1], C[1;0;1], D[0;1; 3],
A'[5; 4] B'[2;1], C'[1;0], D'[3;2]

Uloha 3.3.8
Néjdite analytické vyjadrenie affiného zobrazenia f, ktoré
P[3;3],— P'[7;0],

4; 1]

Q[2;1], — Q'[4; 1],
w[2:1] — W[3;1]

Y
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Skladanie affinych zobrazeni

Inverzné zobrazenie affiného zobrazenia

Uloha 3.4.1

Dokézte, ze f je affind transformacia A, a urcte analytické vyjadrenie zobra-
zeni f~1a f?, ak

Uloha 3.4.2

Néjdite analytické vyjadrenie affiného zobrazenia f o g, ak

(a)

fia =ax+3, g: ¥ =x—y+z+1
Yy =y-—1, Y =x+2y+ 22
Y= 2x+y
(b)
fa = —2x, g:x =
y =x+3, '=r—y

Uloha 3.4.3

Dané je affiné zobrazenie f : A3 — Aj

fiad=rx4y—22+1
vy =x—2

Y=rx—y—1
Néjdite obraz affiného podpriestoru

(a) 2=3+t,y=—t, z=—1
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b) a:z=14u+v,y=2+v,2=3
(c) vie+y+2z+3=0
() 6= Ay

Riesenie

(a) Obraz parametrickych rovnic:
¥y=—-B+t)+(-t)—-2(1)+1=-3—t—t—2+1=—4—2t,
Yy =0B+t)—1=2+1,
Z=0B4t)—(—t)—1=3+t+t—1=2+2t.

Teda obrazom je parametricka rovina:

= —4—2t,
Y =2+1,
2 =242t

(b) Obraz podpriestoru a:
r=04+u+v)+(-2+4+v)-23)+1=14u+v—-24+v—-6+1=—-2+u+ 2,
Y =-24+u+v,
2= (-2+u).

Teda vysledné rovnice st:
¥ =-2+u+2v,
Yy =—-2+u+v,

2= -2+
Vseobecny tvar jex — 2y +2 =0
(c) Obraz rovnice roviny v: Vyjadrime z = —x — y — 3 a dosadime:
= ..,
y = ..,
Z/

Rovnica obrazu je teda rovnd obrazu roviny a:f(y) = f(«).
' — 3y + 2 = 10.

(d) Obraz celého priestoru As: KedZe affinné zobrazenie je bijektivne,
obrazom celého priestoru je cely priestor As.
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Samodruzné prvky afinného zobrazenia
Uloha 3.5.1.
Dané je afinné zobrazenie f : A3 — Aj

f: d=z—y+z+1
Y =—c+y+z+2
Z=—r—y+32+3

Urcte samodruzné body a samodruzné smery afinného zobrazenia f.

Uloha 3.5.2.

Dané je afinné zobrazenie f : Ay — As

f: =2z—y+1
Y =—x+2y+3

Urcte samodruzné body a samodruzné smery afinného zobrazenia f.

Uloha 3.5.3.

V A, st dané nekolinearne body A, B, C. Néjdite samodruzné body a sa-
modruzné smery afinného zobrazenia f, ak

L f(A)=B, f(B)=A [f(C)=C
2. f(A)=B, [f(B)=C, [(C)=A

Uloha 3.5.4.

Dané je afinné zobrazenie f : Ay — A,

f: o=y
y=x

Urcte samodruzné body a samodruzné smery a samodruzné priamky afinného
zobrazenia f.
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Uloha 3.5.5.

Urcte samodruzné body, samodruzné smery a samodruzné priamky afinného
zobrazenia f:

f: 2=x+2y+3
Y =2r—y+1

Uloha 3.5.6.

Urcte samodruzné body, samodruzné smery a samodruzné priamky afinného
zobrazenia f:

f: 2=—-x+4y—2
Yy =2x—3y+2

Uloha 3.5.7.

Urcte samodruzné body, samodruzné smery a samodruzné priamky afinného
zobrazenia f:

f: 2=2r-2
y =—6z—y+ 14
2 =19z + 6y + 2 — 44

Uloha 3.5.8.

Napiste analytické vyjadrenie afinnoho zobrazenia f v affinnom priestore Az,
ak M je samodruzny bod af. zobrazenia f a u, v, W st charakteristické vektory
asociovaného homomorfizmu f, pricom @ a @ prislusnych charakteristickému
¢islu Ay = 2 a vektor @ prislucha charakteristickému ¢islu Ay = —1:

M][1;0;0], @(1;0;1), @(1;0;—1), @(0;1;—2)

Uloha 3.5.9.

Dokézte, ze vsetky smery affinnoho priestoru A,, st samodruzné smery kazdého
posunutia v A,

58



Uloha 3.5.10.

Dokazte, ze kazdy smer v A, je samodruznym smerom kaZzdej rovnolahlosti
v A,.
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Homotetické transformacie
Uloha 3.6.1.
Rovnoloznost je dand rovnicami

¥ =3r—14
"=3y+1

Néjdite jej stred S a charakteristiku h.

Uloha 3.6.2.

Rovnolahlost « je dand charakteristikou & = 2 a dvojicou odpovedajicich si
bodov A[3;1], A'[2;4]. Urcte stradnice stredu S rovnolahlosti .

Uloha 3.6.3.
V rovine je dany bod S(1; —3) a priamky p, p':

p: 3x+5y—15=0,

/

p: ar+T7y—1=0.

Uréte hodnotu a, pre ktord priamky p v rovnolahlosti so stredom S bola
priamka p’ a urcte jej charakteristiku.

Uloha 3.6.4.

Uréte stred a charakteristiku rovnolahlosti x a redlne &isla r, s, tak, aby
HJ[1;7] bol jej samodruzny bod, bod M'[3;1] bol obrazom bodu M][2;4] a
priamka a’ obrazom priamky a v rovnolahlosti x:

a: Y =0,
a:rex+4y+s =09

Uloha 3.6.5.

Uréte stred rovnolahlosti s, ktorej charakteristika h = 3, ak viete, Ze priamka
m sa v nej zobrazi do priamky m’ a ze priesecnik priamky m s osou x sa
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1.

zobrazi do bodu, ktorého y-ova sturadnica je rovna 3

m: 2x—3y+1=0,
m: x+ty+1=0.

Uloha 3.6.6.

Urcte p tak, aby existovala rovnolahlost so stredom S[3; 2], ktord bod A[1;4]
zobraz{ do bodu B[2;p]. NapiSte rovnice tejto rovnolahlosti.

Uloha 3.6.7

Napiste analytické vyjadrenie rovnolahlosti v As, ak charakteristické ¢islo
A = —2 a obrazom bodu B]2;0; —1] je bod C|0; 1;3]. Urcte stred tejto rov-
nolahlosti.

Uloha 3.6.8

Napiste analytické vyjadrenie homotetickej transformécie f, pre ktora f(K) =
K' A f(L) = L'. Urcte samodruzné body zobrazenia f.

KI3;2], L[1;-1], K'[2;1], L'[0; 7]

Uloha 3.6.9

Dané je afinne zobrazenie

' =4x +3
[y =4y
2 =42—-6

Zistite, ¢i je f homotétia. Ak ano, urcte presnejsie o aki homotétiu ide.

Uloha 3.6.10

V afinnom priestore Az st dané rovnolahlosti f so stredom S[1;—2;3] a
koeficientom \ = % a posunutie g, vektorom posunutia je @[0; 1; —1].

(a) Urcte, aka transformécia vznikne zlozenim f o g,
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(b) Uréte, akd transformdcia vznikne zlozenim g o f,

(¢) Overte, ze rovnolahlost, ktord ste dostali v (a), md stred H = S+ .4,

(d) Overte, ze rovnolahlost, ktort ste dostali v (b), mé stred U = S+ 254
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Zakladné afinné zobrazenia

Uloha 3.7.1

Napiste rovnicu osovej afinity, ktorej osou je suradnicovd os x a zobrazuje
bod [0; 1] na bod [3;5].

Uloha 3.7.2

Napiste rovnicu zékladnej afinity v priestore As, ktorej mnozinou samodruznych
bodov je rovina p : x + 2y — z + 1 = 0 a pociatok LSS P sa zobrazi do bodu

Q[0;0;2].

Uloha 3.7.3

Napiste analytické vyjadrenie afinity f, ktord zobrazuje body A[l;2; 3], B[0; 1; 0],
C[—1;0; 1] st samodruzné a bod D|2; 0; 1] sa zobrazi do poc¢iatku LSS. M6zeme
vyuzivat, ze f je zakladnd afinita, Preco?

Uloha 3.7.4

Napiste rovnicu osovej afinity, ktorej osou je priamka z —y+1 = 0 a pociatok
LSS sa zobrazi na bod [4;7].
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Zakladné vlastnosti zhodnych zobrazeni

Uloha 4.1.1

Zistite, ¢i existuje zhodné zobrazenie z Ey do Es, pricom f(A) = A, f(B) =
B, A[1;2], B[2; 3], A'[4;1;0], B'[6;5;0].

Uloha 4.1.2

a) Urcte a, b € R tak, aby existovalo zhodné zobrazenie z Ey do Es, pri
ktorom f(A)=A’, f(B)=DB', f(C)=C".
Al0;0], B[2;1], C[4;a], A'[1;2], B'[3; 1], C'[5;8].

b) Je zobrazenie f urcené a v jedinecnosti? Svoju odpovea zdovodnite.

Uloha 4.1.3

Urcte a, b € R tak, aby existovalo zhodné zobrazenie f : Ey — [E,, pre ktoré
[0;0] = [152], [2,1] — [3;1], [4;a] — [6;D].
Je takto urcené zobrazenie f dané jednoznacne?

Uloha 4.1.4

V zhodnom zobrazeni f : B3 — E3 st body K|[0;0;0], L[1;1; 1] samodruzné
a bod A[l; —1;0] sa zobrazi do roviny x = 0. Urcte siradnice bodu f(A).

Uloha 4.1.5

V E, je dany stvorec ABCD. Kolko zhodnych zobrazeni euklidovskej roviny
E, do seba reprodukujucich stvorec ABC' D existuje? Vypiste ich.

Uloha 4.1.6

Kolko zhodnych zobrazeni f v Ej existuje, ak
[1;2;1] = [1; =25 —1], [0;0;3] = [0;0;7] 7 € R,
[0;3;0] — [0;=3;0],[1;1;8] = [-1;—=1;¢], r,s € R.?
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Uloha 4.1.7

Urcte s, r € R tak, aby f : E3 — [E3 bolo zhodné zobrazenie, pre ktoré

—

= (1;-2;0),0 = (s;1;7),A[3; 2; 1], P je pociatok KSS.

Uloha 4.1.8

Urcte r,p,q, r € R tak, aby f : E3 — [E3 bolo zhodné zobrazenie, v ktorom
body A, B, C' st samodruzné a bod D sa zobrazi do bodu D’:
A[0;0;0], B[0;0; 1], C[1;1;1], D[0;1;0], D'[r; p; q-
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Analytické vyjadrenie zhodného zobrazenia

Uloha 4.2.1

Dané je analytické vyjadrenie zobrazenia

¥ =x+by—2,
[y =3y+1,
2 =ax+cy—3.

Doructe a, b, c € R tak, aby f bolo zhodné zobrazenie.

Uloha 4.2.2

Dané je zobrazenie
f:R* = R?

kde
A[3;0] — A'[1;5;1], BI[0;3] = B'[-3;4;p], C]3;3] — C'[-1;6;3].
a) Urcte p € R tak, aby f bolo zhodné zobrazenie.
b) Napiste rovnice zobrazenia f.

c) Urcte obraz pociatku P[0; 0] v zobrazeni f.

Uloha 4.2.3

Napiste analytické vyjadrenie vSetkych zhodnych zobrazenireprodukujicich
stvorec. Zvolte vhodne KSS.

Uloha 4.2.4

V zhodnom zobrazeni f st body A[0; 0; 0], B[1; 1; 1] samodruzné a bod C[1; —1; 0]
sa zobrazido roviny 7y : y+1 = 0. Uréte obraz bodu C'. Kolko rieSenimd tiloha?
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Uloha 4.2.5

a) Urcte parameter s tak, aby existovala zhodnost f v R? tak4, Ze

f(A)=B, f(C)=D, A[0;0], B[5:0], C[3;4], D[9;s].

b) Napiste analytické vyjadrenie zhodnosti f.

c) Uréte obraz bodu B v zhodnosti f.

67



Samodruzné prvky zhodného zobrazenia

Uloha 4.3.1

Dané je zobrazenie
[3; 0] — [1;4],
[ 2] =2,
(=11 = [254].
Uréte p,q € R tak, aby f bolo zhodné zobrazenie a uréte jeho sa-
modruzné body a smery.
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