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Uvod

Geometria je castou matematiky, s ktorou sa stretdvaju Ziaci uz na zékladnej
Skole. Geometria je velmi ndzorné a preto ju mnoh{ Ziaci maju radi. Myslime
si, Ze geometriu moZno prave pre jej nazornost vyuzit na budovanie kladného
vztahu ziakov k matematike. Zial na Slovensku uz mnoho rokov nebola vydana
zbierka 1loh z geometrie pre Studentov vysokych skol. Tento deficit sa snazi
vyriesit predkladans zbierka iloh z analytickej geometrie. Aj ked je urcend
budicim uéitelom matematiky, verime, Ze vhodné tilohy si v nej ndjdu aj ziaci
strednych skol, studenti technickych vysokych skol a ich ucitelia.

Zbierka 1loh je rozdelena do troch kapitol: Analytickd geometria linedrnych
utvarov, Analyticka geometria kvadratickych wtvarov, Zobrazenia v rovine a
priestore. V ivode kazdej ¢asti kapitoly uvddzame struény prehlad zédkladnych
pojmov a vztahov, ktoré sa d'alej vyuzivaju pri rieseni tloh. Pri zorad ovan{
uloh sme zvolili pristup, ktory je najcastejsie pouzivany na vysokych skolach
pripravujicich uc¢itelov matematiky.

Aby zbierka splnila svoj tcel (vyplnila jednu z medzier v nasej uc¢ebnicovej
literatire) a v kratkom case sa dostala k $tudentom, rozhodli sme sa ju vy-
dat ¢o najskor. V casti venovanej uloham v afinnom priestore st aj tilohy,
ktoré tam nepatria, lebo sa v nich objavuji pojmy nedefinovatelné v afinnom
priestore (napr. vyska, vzialenost). K tejto nekorektnosti nés viedli dlhorocné
skisenosti z vyucovania geometrie. Sme si vedomi, ze prave z ¢asového dovodu
mohli v zbierke ostat viaceré chyby. Budeme vda¢ni za vsetky pripomienky
a ndmety, ktoré ndm pomoézu v budicnosti vylepsit predkladant zbierku tloh
z analytickej geometrie.

Autori






Kapitola 1

Analyticka geometria linearnych
utvarov

1.1 Bod, priamka, rovina

1.1.1 Afinny priestor

Majme dant neprazdnu mnozinu A, n-rozmerny vektorovy priestor V,, nad
polom redlnych ¢isel a zobrazenie f mnoziny A x A do priestoru V,,. Trojicu
(A, V,,, f) nazyvame n-rozmerny afinny priestor, ak plati:

1. Prekazdé XY, Z € A je f(X,Y)+ f(Y,Z2) = f(X,Z).

2. Pre kazdé X € A a lubovolné @ € V,, existuje jediné Y € A pre ktoré
je F(X,Y) ="

Mnozinu A nazyvame nosi¢ a vektorovy priestor V,, zameranim afinného
priestoru. Afinny n-rozmerny priestor (A, V,, f) oznacujeme A, a f(X,Y)
zapisujeme (Y — X).

Zvolme v priestore A,, bod P € A a vo V, n linedrne nezavislych vek-

_— —_— y) . 7 . ~ ’
torov ui,us, ..., u, (bazu V,). Geometricky objekt zlozeny z bodu P a
—_— —_— ’, ’ ’ . ’ ’ ~ .
vektorov ui, us, ..., u, nazyvame afinny suradnicovy repér a oznacujeme ho
— — — , —
[P, ui,us, ..., Uy, alebo skratene [P, u;].

Kazdy vektor @ € V,, sa dé vyjadrit ako linedrna kombindcia vektorov
bézy. Vektor (X — P) sa dd vyjadrit v tvare

(X — P) = 21u1 + TolUp + -+ - + 2y, (LS)

Kazdému bodu X je vztahom (LS) jednoznacne priradend n-tica realnych
cisel (xq,,...,x,). Potom zobrazenie z A do R" definované vztahom (LS)
sa nazyva linedrna sustava suradnic.
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Nech A, (A, V,,, f) je afinny n-rozmerny priestor, A lubovolny bod mnoziny
A a V] (k < n) lubovolny vektorovy podpriestor zamerania V,. Potom
mnozinu bodov

AN ={Xch,: X=A4+7, T e€V,}

nazyvame podpriestorom afinného priestoru A, a zapisujeme A} = A+ V),

— — — — — — . c ,
resp. A} = {A;ui,u3,...,u;}, kde ui,us,...,u; tvoria bazu vektorového
priestoru V.. Podpriestor A} pre k = 1, resp. k = 2 nazyvame priamka, resp.
rovina.

Parametrické rovnice priamky v afinnom priestore A,,, ktora je uréena bodom
— ’
A=lay,...,a, avektorom u = (ug,...,u,) si

v, =a;+tu;, 1=1,...,n.
. . . . _ — . .
Vseobecnd rovnica priamky p = {A; u'} v rovine A, je

r—ap Yy — a2

Ui U9
resp. po uprave
ar +by+c=0, kde (a,b)# (0,0).

Parametrické rovnice priamky v priestore Az, ktora prechadza bodmi A =
[ala as, a’3]7 B — [b17 b27 b3] Sﬁ

r=a1+ (b —a)t, y=as+ (by —az)t, z =as+ (bs —az)t, kde t € R.

Rovina p prechadzajica tromi nekolinearnymi bodmi A, B, C' ma parametricki
TOUNICY

0: X =A+t(B—A) +t(C—A) =A+t,U +t,0, kde ty,t5 € R.

“ , . . — —> . ’
Vseobecnd rovnica roviny o = {A; w', v} v priestore Az ma tvar

r—ay Yy—ay z—d4as
U1 U2 us = 0,
U1 U2 U3

resp. po uprave

ar +by+cz+d=0, kde (a,b,c)+#(0,0,0).
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Vieobecnd rovnica roviny uréenej tromi bodmi A = [ay, as, ag], B = [by, ba, bs],
C' = [c1, 9, 3], ktoré nelezia na jednej priamke, ma tvar

r y z 1
a; a9 as 1 0
by by b3 1 '
C1 Cy C3 1
Nech p = {A = [a1,as,a3); W = (ug,ug,u3)} je priamka v priestore As.

— —
Zvolme dva vektory v = (vy,v9,v3), W = (wy,ws, w3) tak, aby spolu s vek-
— o1 . , ;. , .o —
torom w tvorili linedrne nezavisla trojicu vektorov. Bodom A, vektorom u
’ . . ’ v z . —_— —> —_— —>
a zvolenymi vektormi su uréené dve roviny a = {A; v, v} a g ={A; v, W},
ktorych prienikom je priamka p. Rovnice

r—ay Yy—ay 2 —as r—ay Yy—ay =2 —as
Up U9 us = 0, Uy m U3 = 0.
U1 U2 U3 wy wa w3

su vseobecnym vyjadrenim danej priamky.

Kanonické rovnice priamky p = {A; W} maji tvar

r — aq Yy — as Z — a3

Uq U2 us3

Mnozinu vSetkych priamok v Ao, ktoré maju spoloény bod S, nazyvame zvdizok
priamok v rovine, bod S je stred zvédzku. Rovnice zvéizku priamok, ktory je
uréeny dvoma roznymi priamkami s rovnicami a1z +b1y+c1 = 0 a asx 4+ boy +
Co = 0 je

/\1(@1% + bly + Cl) + /\g(aga: + bgy + Cg) = O,

kde Ai, Ao st Tubovolné é&isla, z ktorych aspon jedno je rézne od nuly.

Mnozinu vSetkych rovin v Az, ktoré maju spoloéni priamku o, nazyvame
2vdzok rovin v priestore, priamka o je os zvéazku. Rovnica zvazku rovin
urceného dvoma roznymi rovinami, ktorych rovnice st a1z +by+c12+d; =0,
as® + boy + coz + do = 0 je

AM(arx + by + 1z + dy) + Ao(asx + boy + oz + dy) =0

kde Ai, Ao st Tubovolné éisla, z ktorych aspon jedno je rézne od nuly.



10 Analyticka geometria linearnych ttvarov

Mnozinu vSetkych rovin v A, ktoré maju spolo¢ny prave jeden bod, nazyvame
trs rovin. Spolocny bod nazyvame stred trsu. Rovnica trsu rovin uré¢eného
rovinami, ktorych rovnice su a;x + by +c;z+d; =0 (i = 1,2,3), je

AMi(ar1z +bry+crz+di) + Xa(ax +boy + oz +do) + A3(azx + by + c32 +ds) = 0,

kde Ai, A9, A3 st Tubovolné ¢isla, z ktorych aspoii jedno je rozne od nuly.

Uloha 1.1. Napiste parametrické a vSeobecné rovnice priamky prechadzajucej
bodmi A = [2,—1], B = [4,5].

Riesenie: x =2+t, y=—1+3t; 3z—y—T7=0.

Uloha 1.2. Uréte parameter p tak, aby bod C' lezal na priamke AB:
a) A= [_475]7B - [_170]70 = [pyp - 5];
b) A=1[-3,—4],B=1[1,-5],C = [2p,9p].

RieSenie: a) p=—10, C =[-10,-15]; b) p=—3, C=[-1,-2].

Uloha 1.3. Uréte vzajomnu polohu priamok p, q, ak
a) p:x=3—2t, y=4+3t,
q:x=6+3s, y=—-0,5—4,5s;
b) p:x=1+4t, y=—t,
q:x=3—-12s, y= -2+ 3s;
c)p:x=—-1+t, y=>5-—3t,
q:z=5—3s, y=—1+s.

Riesenie: a) Totozné priamky; b) rovnobezné rozne; c) roznobezné.

Uloha 1.4. Urcte redlne éislo a tak, aby priamka s parametrickymi rovnicami
xr =05 —06t,y = a + 2t, prechadzala priesecnikom priamok p, q, ak

a)p:x=2—s, y=1+2s,
q:x=—-14+3r, y=—-1-"2r;

b) p:x=3+2s, y=—4—3s,
q:x=11+4+4r, y=—-13 — 5r.

Riesenie: a) a = —5; b) a=0.

Uloha 1.5. Uréte relne ¢isla a, b tak, aby priamky p, q boli totozné:
a)p:r=—-T+at, y=>5—4t,
q:x=2-9s, y=>b+6s;
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b)p:x=—-7T+2,5t y=a—t,
q:z=3+bs, y=—-7+0,2s.

Riesenie: a) a=6, b=—1; b) a=-3, b=—1.
Uloha 1.6. Uréte vzajomnu polohu priamok p, q. Pre roznobezné priamky
urcte tiez ich priesecnik P:

a)p:2r—3y+5=0, q:3x—2y+5=0;

b) p:5z+3y—7=0, q:10z+ 6y — 14 = 0;

c)p:6x—9y+15=0, q:2x—3y —5=0;

d)p:br—4y—5=0, q:2xz—-3y+5=0.

Riesenie: a) Roznobezné, P = [—1,1]; b) totozné; c) rovnobezné rozne;

d) roznobezné, P = [5,5].

Uloha 1.7. Napite rovnicu priamky, ktord prechddza bodom M = [3,4] a je
rovnobezna s priamkou p: r —y+ 3 =0.

Riesenie: x —y+1=0.

Uloha 1.8. Uréte vzéjomnu polohu priamok a?z—9y+18 = 0, :C—4y+1§6a = 0.
Urobte diskusiu vzhladom na parameter a.

Riesenie: Pre a = 2 totozné, pre a = —3 rovnobezné rozne, pre |a| # 3 roznobezné.

Uloha 1.9. V rovnici priamky ax — 3y —8 = 0 urcte parameter a tak, aby tato
priamka prechadzala priesecnikom priamok p : 2x+5y+17 =0, q : x = 4+ 3t,
y=—9—2t.

Riesenie: a = —1.

Uloha 1.10. Tazisko trojuholnika ABC' lez na osi o,, kde A = [3,—4], B =
[—6,2] a treti vrchol je na osi 0,. Vypocitajte siradnice vrcholu C a taziska
T trojuholnika.

Riesenie: C'=10,2], T = [-1,0].

Uloha 1.11. Napiste rovnicu priamky, ktord prechddza bodom A = [6,5] a
stcet velkosti isekov, ktoré na stradnicovych osiach uréuji spoloéné body je
22.

Riesemie: x+y — 11 =0, 10z + 12y — 120 = 0.
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Uloha 1.12. Napiste rovnicu priamky, ktord prechddza bodom M = [—2,1]
a jej priesecniky s priamkami z 4+ 2y + 14 = 0, v — y + 1 = 0 urcuju tsecku so
stredom v bode M.

Riesenie: 2z — 3y +7 = 0.

Uloha 1.13. Dané sd rovnice priamok 8z +3y+1=0, 22 +y — 1 = 0 na
ktorych lezia dve strany rovnobeznika. Vypocitajte siradnice vrcholov tohto
rovnobeznika, ak jedna z jeho uhlopriecok lezi na priamke 3z + 2y + 3 = 0.

Riesenie: [1,-3], [—2,5], [5,—9], [8,—17].

Uloha 1.14. Rovnobeinik ABC'D mé vrcholy A = [4,2],C = [1,2], uhlo-
priecku BD so smerovym vektorom (7,6) a stranu BC' so smerovym vektorom
(5,3). Urcte vrcholy B, D uvazovaného rovnobeznika.

Riesenie: B = [6,5], D =[-1,—1].

Uloha 1.15. Napiste rovnicu priamky, na ktorej lezi strana a trojuholnika
ABC, ak
a) A=[-3,-3], 5 = [1,4], bod D = [-2, 1] lezi na strane c abod F = |2, 2]
lezi na strane b;

b) A=1[3,3], Sa=1[-2,1], ve: 2 4+y—4=0.

RieSenie: a) Strana a trojuholnika ABC' je uréend bodmi B a C ktoré lezia postupne na
priamkachﬁ:ac: -3+t y= —3+4taf<l—E>:a:: —34+s, y=—-3+s. Bod S, je
stredom tsecky BC, t.j. S, = %(B + C). Riesenim sustavy rovnic t +s =38, 4t+s = 14
je dvojica t = 2 a s = 6. Potom B = [—1,5],C = [3, 3] a priamka, na ktorej lezi strana
a trojuholnika, ma vseobecnu rovnicu x + 2y — 9 = 0;

b) 4z —y +9 = 0.

Uloha 1.16. Napiste rovnice priamok na ktorych lezia strany trojuholnika
ABC, ak pozname jeden jeho vrchol B = [2, —7] a rovnice priamok na ktorych
lezia vyska a taznica (vedené roznymi vrcholmi trojuholnika) si postupne
3r+y+11=0ax+2y+7=0v danom poradi.

RieSenie: x — 3y —23 =0, 7e +9y+19=0, 4o+ 3y + 13 =0.

Uloha 1.17. Uréte stiradnice vrcholu C trojuholnika ABC', ak pozname jeho
vrcholy A = [—4,3], B = [4, —1] a priesecnik vysok je V = [3, 3].

Riesente: C' = [4,5].

Uloha 1.18. Uréte vrcholy B a C trojuholnika ABC, ak A = [4, 3], te: 2z —
Ty =3, ty: 20+ 5y =T.
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Riesenie: B = [6,—1], C =[-2,—1].

Uloha 1.19. NapiSte rovnicu priamky prechédzajicej bodom D = [1,3] a
vrcholom A trojuholnika ABC', ak pozndme:

a) B=1[-4,2], C=14,3], T =1[2,1];

b) Sa=10,3], Sp, =[5,1], Sc =[1,0].
Rieenie: a) Pre fazisko T a vrcholy A, B, C' daného trojuholnika plati vztah T' = 1(A+B+C),

odkial dostdvame suradnice bodu A = [6, —2]. Hladan4 priamka AD je uréend rovnicou
r+y—4=0.

b)z+y—4=0.
Uloha 1.20. Napiste rovnicu roviny, ktord prechadza cez body M = 2, -1, 3],
N =[3,1,2] a je rovnobeznd s vektorom v = (3, —1,4).
Riesenie: © —y — 2 = 0.
Uloha 1.21. Priamku s parametrickym vyjadrenim x = 3—2t, y = 2+4-2t, 2 =

—5 + 3t vyjadrite ako priesecnicu dvoch rovin, z ktorych kazda je rovnobezna
s niektorou siradnicovou osou.

Riesenie: Napr. t +y—5=0, 3y —2z —16 = 0.

Uloha 1.22. Urcte, pre aké hodnoty parametrov a, b budi nasledujtice rovnice
uréovat rovnobezné roviny:

a) 2r+ay+32—5=0, br—6y—62+2=0;
b) bx +3y—22—1=0, 2z —5y—az=0.

=

Riesenie: a) a=3,b=—4; b)a= —?O,b =—

oy

Uloha 1.23. Urcte, pre aké hodnoty parametrov a, b roviny 2x—y+3z—1 = 0,
r+2y—2+b=0,24+ay—624+10=0

a) maju prave jeden spolo¢ny bod;

b) maju spoloéné body, ktoré vytvaraji priamku;

¢) pretinaji sa v troch navzajom roznych rovnobeznych priamkach.

Riegenie: a)a#7, b)a=700=3; c¢)a=7,b+#3.

Uloha 1.24. Napiste rovnicu roviny, ktora obsahuje bod M a je rovnobezna
s rovinou g, ak

a) M = [27_373]7 0 nya
c) M =1[-5,2,—-1], o= R,..
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Riesenie: a) z—3=0; b)y+2=0; c¢)xz+5=0.

Uloha 1.25. Napiste rovnicu roviny, ktora obsahuje bod N a priamku p, ak
a) N=1[4,-1,2], p=o, b) N =[1,4,-3], p=o0y;
c) N=1[3,-4,7], p=o..

Riesenie: a)2y+2=0; b)3x+2z=0; c)dxr+3y=0.

Uloha 1.26. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza bodmi M, N a je rov-
nobezna s priamkou p, ak

a) M = [7727_3]7 N = [5767 _4]7 P = Og;
b) M =1[2,-1,1], N=[3,1,2], p=o0y;
c) M =1[3,-2,5], N=1[2,3,1], p=o,.

Riesenie: a) y+42+10=0; b)z—2z—1=0; ¢)br+y—13=0.

Uloha 1.27. Ktory z bodov M = [5,7,1], N = [0, 1,0] lezi na priamke p =
{A=11,2,3];u = (2,3,6)} ?

Riesenie: M ¢ p, N € p.

Uloha 1.28. Zistite, ¢i priamka dana parametrickym vyjadrenim x = 6 + 2t,
y = —11 — 5t, z = 9 4 3t pretina niektord zo suradnicovych osi.

Riegenie: Priamka pretina iba os o, v bode [0, 4, 0].

Uloha 1.29. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza bodom A = 2, -3, —4]
a na suradnicovych osiach vytina nenulové useky rovnakej dlzky.

Riesenie: Usekova rovnica roviny ma tvar % + % + 2 =1. V nasom pripade plati p = ¢ = .

Po dosadeni suradnic bodu A do tejto rovnice dostaneme hodnotu p = —5 a rovnica
roviny bude z +y + 2+ 5= 0.

Uloha 1.30. N4jdite ¢islo a tak, aby sa roviny x —3y+2z—2=0,r—y—2 = 0,
r — 4y + 22 + a = 0 pretinali v priamke.

Riesenie: a = —3.

Uloha 1.31. Napiste rovnice priamok, v ktorych rovina 5z — 7y + 22 —3 =10
pretina suradnicové roviny.

Riesenie: 5x — Ty —3=0,2=0; d5x+22—-3=0,y=0; 7Ty—22+3=0,2=0.

Uloha 1.32. Napiste parametrické rovnice priamky, ktord prechadza bodom
M = [4,—5,7] rovnobezne
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a) s vektorom w = (2,7,9);
b) s priamkou z + 3y + 10z —2=0,2v —y+ 2 —4 = 0;

C) S 0SOU 0.

Riesenie: a) x =4+ 2t, y=—-5+Tt, z =7+ 9¢;
b) x=4+13s, y=—-5—19s, 2 =T+ Ts;
c)x=4+4r y=-5 z="17.

Uloha 1.33. Trojuholnik méa vrcholy A = [5,7,2], B = [-7,—11,6], C =
[—5,3,2]. Napiste vSeobecné rovnice priamok na ktorych lezia strana AB,
vyska na stranu AC' a taznica na stranu BC.

Riesenie: ¢ :3x —2y—1=0,2+32—11=0, vy : dbx + 2y + 57 = 0,292 — 332 4+ 401 = 0,
to:x—y+2=0, r+y+11z—-34=0.

Uloha 1.34. Urcte vzajomnu polohu priamok p, q, ak
a)p:bhr—y—22+11=0, 3z+y—22+8=0,
q:z+y—2—4=0,3xr—y—2—-12=0;

b)p:x=—-1+t y=18+9t 2z =10+ 5¢,
q:z4+y—2—4=0,3r—y—2—12=0;

c)p:rx=4, y=5+1t, z=1+2t,
q:xc—y—2—4=0, z+y—32=0;

d)p:x+dy—62+34=0, 6x —2y—2—9=0,
q:2x+y—2=0, x—3y+22—14=0.

Riesenie: a) Rovnobezky; b) totozné priamky; c¢) mimobezky; d) réznobezky.

Uloha 1.35. Urcte vzajomnu polohu priamky p a roviny o, ak

a)p:x+4y+42+9=0, 20 —4y—2+3=0,
0:6x—4y+32—-12=0;

b)p:x=3+2t, y=-2—-2t, z=1-3t,
0:2x —y—22—6=0;

c)p:r+y+z2—7=0, 3r—y+2z—1=0,
0:2x+y—4z+2=0;

d)p:rx=14+2t, y=2+3t, z=t,
o:x =2+t y=4—-2t+10s, z=1+s.

Riesenie: a) pllo; b)pCeo; c¢)pne={[1,42]}; d)pne=/{[582]}.
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Uloha 1.36. Napiste vSeobecné rovnice priamky, ktora prechadza bodom
M = [2,—4, —1] a stredom tsecky vytatej na priamke 3z + 4y + 5z — 26 = 0,
3r — 3y — 2z — 5 =0rovinami 5x + 3y — 4z + 11 =0, bz + 3y — 42 — 41 = 0.

Riesenie: x —y+2—-5=0, bx +y—52—11=0.

Uloha 1.37. Napiste rovnicu roviny urcéenej dvoma rovnobezkami p, q, ak

a)p:dr+6y+72+4=0, 8¢ —2y+5z=0,
q:3x+y+32+7=0, Sz —-3y+2z+5=0;

b)p:x=2+4t, y=—-5+1t, 2=5+1,
q:r—3y—2—5=0, y—z+3=0.
Riesenie: a)2x —4dy —2—2=0; b))z —2y—2z—-2=0.

Uloha 1.38. Napiste rovnicu roviny, ktord prechidza bodom M = 5,3,2] a
priamkou rz — 3y — 42 —4 =0, x4+ 2y + 62 —7=0.

Riesenie: 20 —y + 2z — 11 = 0.

Uloha 1.39. Napiste rovnicu roviny, v ktorej lezia priamky 3z+2y—z+1 = 0,
r+y—32+3=0a dr+y+42—-3=0,2z4+y+22—2=0.

Riesenie: 2x +y+ 2z —2=0.

Uloha 1.40. Napiste rovnicu priecky mimobeziek p, q, ktorda ma smerovy
vektor w, ak
a)p:r=2+3t y=-5—-2t, 2=3—1t,
q:z=54+2s y=-3+3s, 2=2-5s, w =(3,2,—1);
b)p:x=4+t, y=6+2t, 2 =—1—2t,
q:x=3+2s, y=5+2s, z=—1+s, w = (2,3, —1);
c)p:x=T7T+3t, y=1+2t, z=2+1t,

q:x=3+s, y=6+2s, z=8— 3s, w = (5,—7,1);
d)p:x—y—-1=0,z+y—2+1=0,

q:2=3+4+3s, y=3, 2=2+3s, w = (3,—4,0);
e)p:z—1=0,2—-2y+2—-2=0,

q:y—2=0, 20 +y—32+3=0, w = (1,0,2).

Riesenie: a) Nech priecka pozadovanych vlastnosti je uréend bodmi P € p a ) € q, ktorych
suradnice si P = [2 + 3t,—5 — 2t,3 —t], Q = [5 + 2s,—3 + 35,2 — 5s]. Pre priecku
rovnobezni s vektorom w plati: (Q — P) = k.w Riesenim tejto vektorovej rovnice
dostaneme t = s = 0, t.j. priecka je uréenda bodmi P = [2,—5,3], Q = [5,—3,2] a jej
rovinice st x =2+ 3t,y = —-5b+2t,z =3 — 1t
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b) Priecka pozadovanych vlastnosti neexistuje, nakolko priamky p, q a vektor w st
rovnobezné s jednou rovinou;

c)x=5+5t y=10—-"Tt, z=2+1;
d)x=3t, y=—-1—4t, 2=0;
e)y—2=0,2x—y—2z—7=0.

Uloha 1.41. Napiste rovnicu priecky mimobeziek p, q, ktora prechadza

bodom M, ak

a)p:r=—-143t, y=-3-2t, z=4—1t,
q:x=3+2t, y=—-6+3t, z=-3-5t, M =][2,-5,3];

b)p:x=3+t, y=4+4+2t, z=1-—2t,
q:r=1+2 y=3+2t, 2=-2+¢, M=I1,1,2];

c)p:rx+32—-5=0,z4+y+2z+2=0,

q:r=2+2t, y=—1+3t, 2=1-5t, M =][-4,-53];
d)p:x=2+4+3t, y=-5—-2t, z=3—1,

q:x=5+2t, y=-3+3t, z=2—5t, M =1[-1,-7,4];
e)p:z2—1=0,2—-2y+2—-2=0,

q:y—2=0,2xr+y—324+3=0, M =1]2,2,1].

Riesenie: a) Bod M lez{ na priamke p. Potom hladand priecka je urcend tymto bodom a
Tubovolnym bodom na priamke q. Rovnice priecok budi v tvare: x = 2 + (1 + 2a)t,
y=—b+(—143a)t, z =3+ (—6 —5a)t, kde a € R;

b)x=142t, y=1+4+3t, z=2—1t;

c)x=—-4+43t, y=-5+2t, z=3—1;

d) Ak priecka r pozadovanych vlastnosti existuje, tak plati: M € r a pretina priamku
p, t.j. lezi v rovine urcenej priamkou p a bodom M. Analogicky dostaneme, ze priecka
r lezi v rovine, ktord je urcend priamkou q a bodom M. Potom hladand priecka je
priesecnicou tychto rovin. VSeobecné rovnice priecky si: = + 3z — 11 =0, 7x — 13y —
b5z — 64 = 0;

e)y—2=0, z—1=0.

13,1, 2]; <111)} q=
4,0,2), (1, -1,~-1)}.

Uloha 1.42. Napiste rovnicu priecky prlamok p = {
{[-1,2,3]; (—3,2,1)}, leziacu v rovine p = {[—6,4, 3]; (

—

Riesenie: X = [2,0,1] + ¢(—6,4,3).

Uloha 1.43. Napiste vSeobecné rovnice priamok, ktoré si rovnobezné s rovi-
nour+y—+z—1=0apretinaju priamky r+y—2+2=0,r—2y—2+5=0
a r—y—z—12=0,24+y—2=0.

Riesenie: y—1=0,z+y+ 2 — (1+«a) =0, kde a je lubovolné ¢fslo.
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Uloha 1.44. Napiste rovnice priamok, ktoré pretinaju tri priamky: x = 0,
z=0y=2,z2=1ax=—-1,y=1.

Riesenie: a(y —2)+2—1=0, (a4 1)z + z = 0, kde « je lubovolné ¢islo.

Uloha 1.45. Napiste rovnicu priamky prechadzajicej priesecnikom priamok
de+Ty—15=0, 92— 14y —4=0a
a) bodom M = [2,—1];

b) rovnobeznu s priamkou p : 2x — 3y — 9 = 0.

Riesenie: a) Hladand priamka bude mat rovnicu

a(dr + Ty — 15) + 59z — 14y — 4) = 0.
Ked dosadime siradnice bodu M do tejto rovnice dostaneme o — 23 = 0. Ak poloZime
3 =1, potom a = 2 a hladand priamka m4 rovnicu x — 2 = 0.

b) Hladand priamka bude mat rovnicu
(da+98)x + (T — 140)y — 15a — 43 =0

Ak téato priamka ma byt rovnobeznd s priamkou p, tak ich normalové vektory su linedrne
z&vislé, t.j. plati 4o + 98 = 2k, Ta — 143 = —3k. Odtial pre hodnoty « a 3 dostédvame
rovnicu 26a — 3 = 0. Ak poloZzime o = 1, potom 3 = 26 a hladand priamka mé rovnicu
2v —3y+1=0.

Uloha 1.46. Sd dané rovnice priamok z + 2y — 1 = 0, bx + 4y — 17 = 0,
x — 4y + 11 = 0, na ktorych lezia strany trojuholnika ABC. Napiste rovnice
priamok, na ktorych lezia vysky tohto trojuholnika (bez urcenia sturadnic jeho
vrcholov).

Riesenie: 4o — by +22=0, do+y—18=0, 2z —y+1=0.

Uloha 1.47. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza spoloénym bodom
priamok x + 2y +3 = 0, bx — 3y — 11 = 0 a na suradnicovych osiach vytina
useky rovnakej dlzky.

Riesenie: Rovnica hladanej priamky mé tvar a(x + 2y + 3) + 3(5z — 3y — 11) = 0, po tprave

(a+58)z + (2a — 38)y + 3a — 118 = 0.

Ak hladané priamka m4 vytinat na stiradnicovych osiach rovnako velké tseky, tak z
hladiska jej polohy rozlisime nasledujtce tri pripady:

(1) Normalovy vektor priamky méa smer (1,1). Potom plati a + 55 = 2av — 33, t.].
a = 83. Ak polozime 3 = 1, potom o = 8 a hladand priamka m4 rovnicu z +y+1 = 0.

(1) Normalovy vektor je (1, —1). Potom plati a+58 = —(2a—30), t.j. 3a+25 = 0.
Ak polozime o = 2, potom 3 = —3 a rovnica hladanej priamky je z — y — 3 = 0.

(i71) Hladand priamka prechddza priesecnikom stradnicovych osi. Potom absoliitny
¢len v rovnici priamky je rovny nule, t.j. 3a — 113 = 0. Ak polozime a = 11, potom
(8 = 3 a rovnica priamky je 2x +y = 0.
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Uloha 1.48. Rovnica zvizku priamok je a(z — 4y — 6) + 5(8z — 19y +4) = 0.
Napiste rovnicu priamky patriacej danému zvéazku, ktora

a) vytina na suradnicovych osiach rovnaké tseky;
b) mé od bodu M = [6,9] vzdialenost d = 5.

Riesenie: a) x +y+14=0,2 —y+6=0,2x —3y=0; b)4dr—3y+28=0.

Uloha 1.49. NapiSte rovnicu roviny, ktord obsahuje bod M = [1,2,3] a
prechédza priesecnicou rovin 3xr +y—2=0,2z+y+2—1=0.

Riesenie: Hladand rovina patri zvizku rovin, ktory je urceny danymi rovinami, preto méa
rovnicu A\ (3x+y—z)+Xa(22+y+2—1) = 0. Bod M lezi v jednej z rovin zvézku, preto
dosadenim stradnic bodu do rovnice zvizku dostaneme A; (3+2—3)+Ao(24+2+3—1) = 0,
t.j. A1 +3X2 = 0. Ak si zvolime \; = 3, tak Ay = —1 a dosadenim do rovnice zvizku
dostaneme rovinu 7z + 2y — 4z + 1 = 0.

Uloha 1.50. Urcte, pre ktoré hodnoty cisel a, b rovina bx +ay +4z+b =10
patri zviazku rovin uréené¢ho rovinami 3z —7y+z2—-3 =0,z —9y—22+5 = 0.

Riesenie: a = —5, b= —11.

Uloha 1.51. Vo zviizku rovin s osou 2z — 3y+2—5=0, dxr+6y—2+8 =0
urcte rovinu

a) kolmu na rovinu x 4+ 2y — 32 + 7 = 0;

b) kolmu na priamku x — 2y +32 =0, —4dx+y+ 2+ 5= 0;

¢) rovnobeznu s rovinou 2x + 9y — 2z + 5 = 0;

d) rovnobeznu s priamkou z — 2y + 32 =0, —dz+y+ 2+ 5= 0.

Riesenie: a) 22x — 5y + 4z — 13 = 0; b) vo zvézku rovin neexistuje rovina kolmé na dant
priamku; c¢) 2x + 9y — 2z + 13 =0; d) 270z — 141y 4+ 69z — 279 = 0.

Uloha 1.52. Vo zviizku rovin uréeného rovinami 3z -+ y—z—4=0,x—
2y + 4z — 2 = 0 urcte dve navzajom kolmé roviny, z ktorych jedna prechadza
bodom M = [2,—3,4].

Riesenie: Tlx 4+ 12y — 22 — 98 =0, —110x + 493y — 9472z + 298 = 0.

Uloha 1.53. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza priesecnicou dvoch rovin
dr+y+2—2=0, 2+ 32 —4 =0 a vytina na siradnicovych osiach o, a o,
useky rovnakej dlzky .

Riesemie: x+y — 82+ 10 =0.
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Uloha 1.54. Vo zviizku rovin 2z — 3y + 2 — 3+ Az + 3y + 22 + 1) = 0 uréte
rovinu, ktord prechddza bodom M = [1, -2, 3].

Riesenie: 2z + 15y + 72+ 7 = 0.

Uloha 1.55. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza priesecnicou rovin 3z —
y+22+9=0, 2+ 2—3=0 a je rovihobeznd s osou o, (resp. o,, 0,).

Riesenie: y+ 2z —18=0 (resp. 2 +2—-3=0,x—y+ 15=0).

Uloha 1.56. Zistite, ¢i dané tri roviny priestoru tvoria zvéazok alebo trs rovin:
a)3r—y+z+1=0,y—2+6=0, x — 3y + 5z = 0;
b)x=0,y=0, v+y+1=0;
c)r—y+62+3=0,2r—3y—2+1=0, —3x+2y — 31z — 14 = 0;
d)x—2y+2=0,20+y+32—1=0, ba+32—4=0.

Riesenie: a), d) trs rovin - roviny prechadzajice jednym bodom;
b) trs rovin - roviny si rovnobezné s jednym smerom;

¢) zvazok rovin.

Uloha 1.57. Napiste rovnicu roviny, ktora patri trsu rovin uré¢eného rovinami
2 —y+2+1=0,z+y =0, y+ 22z =0 a prechadza bodmi M = [1,1,1],
N =[0,0,1].

Riesenie: Rovnica trsu rovin je A\ (22 —y + 2 + 1) + Ao(z + y) + A3(y + 22) = 0. Hladand
rovina trsu ma prechadzat bodmi M, N, teda plati 3\; + 2X\s +3X3 = 0, A\; + A3 = 0.
Ak zvolime A\; = 1, potom A3 = —1 a Ay = 0. Dosadenim do rovnice trsu dostaneme
rovinu 2z — 2y — 2+ 1= 0.

Uloha 1.58. Napiste rovnicu roviny, ktora patri trsu rovin urceného rovinami
r—2y+2=0,2xr4+y+32—1=0, bxr+ 32 —4 = 0 a prechadza priamkou
r=2t—1,y=t 2=1+4 3t.

Riesenie: 8x — 31y + 52+ 3 = 0.

Uloha 1.509. Napiste rovnicu roviny, ktora patri trsu rovin uréeného rovinami
r+y—2—3=0,2x+3y—72—10=0,6x — 5y —4z =0 a je

a) rovnobeznd s rovinou x — y + 3z — 4 = 0;

b) kolma na priamku z —22+5=0, z +4y + 52 —8 = 0.

Riesenie: a)x—y+3z+%=0 b) 13$—2?J_2_%'
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Uloha 1.60. Urcte, pre aké hodnoty parametrov b, ¢ rovina x+by+cz+1 =10
patri do trsu rovin urc¢eného rovinami 3z +y—2+4=0,2x —y+2+1=0,
3r+y+ 2+ 3 =0 ajerozna od kazdej z tychto rovin.

Riesenie: b= c.

Uloha 1.61. Uréte stradnice ¢;, ¢z bodu C = [c1,0, c3], ktory lezi v rovine
obsahujucej body A = [0,0,0], B = [5,0, 3], ak tdto rovina patri do trsu rovin
uréeného rovinami x+y =0,z 4+2=1,y+ 2z = 3.

Riesenie: 3¢; — besg = 0.

Uloha 1.62. Napiste rovnicu roviny, ktora patri do trsu rovin z —y = 0,
r+y—22+1=0, 22+ 2—4=0 a prechadza siradnicovou osou o,.

Riesenie: 10x — 7z = 0.

1.1.2 Euklidovsky priestor

Pod n-rozmernym euklidovskym priestorom IE, rozumieme n-rozmerny afinny

priestor, v ktorého vektorovom zamerani V,, je definovany skaldrny sicin (ako
: . — —

zobrazenie V,, X V,, — R, pricom [z,y| — =" - ¥).

Velkost (norma) vektoru z je definovand vzfahom

7] =va 7.
Dva nenulové vektory si ortogondine (kolmé) prave vtedy, ked ich skaldrny
stéin je rovny nule. Ortogondlnym priemetom vektoru 2 do vektora W rozu-
mieme vektor ', pre ktory plati

(1) 2o, U s linedrne zavislé;
(ii) (@ — 7o) L .

Odchyjlku (velkost uhla) nenulovych vektorov 7" a 3/ uréfme pomocou vztahu
H

— — —
cosgpz% resp. gpzarccos%, kde 0 < p <.
[y | Eainisl
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’ s —_— e
Pre skaldrny sucin dvoch vektorov u = (uy,us,u3) a v = (vq,v9,v3) V pravo-
uhlom suradnicovom systéme plati

— =
U . VUV = UiVl + Uy + u3zvs

, v — — — —
Vektorovy sucin w x v dvoch vektorov u = (uy,us,u3) a v = (v, v2,v3) v
pravouhlom pravotoc¢ivom suradnicovom systéme je vektor

v s s —_— — —> — e
Vonkajsi sucin [, v, w| vektorov w = (ug,ug,uz), v = (v1,v9,v3) a
—_— ~ 7 . ’ . 4
w = (wy,ws,ws3) v pravouhlom pravotocivom sturadnicovom systéme je dany
vztahom

Uz U3
V2 U3

Uy us
U1 U3

Up U9
U1 V2

)

— =
UXU:<

up U2 U3
— — —
[U’ y Uy U)] U1 V2 U3
wp Wy Ws

Pod wzdialenostou dvoch bodov A = [a;], B = [b;] euklidovského priestoru E,,
, , —
resp. dlzkou tsecky AB, rozumieme dlzku vektora AB =B — A :

n

d(A,B) = |AB| = |B - 4] =J S (b —ai)?

1=1

Uloha 1.63. Pre vektory @, T plati | @’ = 3, H?H = 4 a ich odchylka je
%w. Vypocitajte

a) @.b; b)) @ bE o) (T—10)% d) 37T +2D)
Riesenie: . a) -6; b)9,16; ¢)37; d) 73.
Uloha 1.64. Vypocitajte skaldrny sicin, velkosti a odchylku vektorov E), ?,
ak viete, ze

a) @ =(8,4,1), b =(2-21); b)) @=(251), b =(3,-2,4).
9, |7 =85 [bll=v0, ©=8355;
0, @) =v30, | V] =29, ¢=90°.

H
Riesenie: a) .
H
a.

b)

N
b
N
b =

—

['Jl())ha 1.65. Uréte, pre aki hodnotu parametra « sd vektory @ +a b, @ —
a b ortogonalne, ak ||a|| = 3, ||b|| = 5.
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Riesenie: a = j:%.

Uloha 1.66. Vypocitajte velkosti vniitornych uhlov trojuholnika s vrcholmi
A=16,-4,6], B=[-1,—-4,5],C =1[2,—4,9].

Riesenie: o = 3 = 45°, v = 90°.

Uloha 1.67. Zistite, ¢ stvoruholnik s vrcholmi K = [5,2,6], L = [6,4,4],
M =14,3,2], N = [3,1,4] je stvorec.

Riesenie: Stvoruholnik je stvorec.

. — . , — -
Uloha 1.68. Vektor 7 je kolmy na vektory @ = (3,2,2), b = (18,—-22, —5)
a s osou o, zviera tupy uhol. Vypoéitajte jeho stradnice, ak || 2’| = 14.

Riesenie: 7 = (—4,—6,12).

Uloha 1.69. Dané si vektory @ = (3,—2,1), b = (2,4, —2). Vypocitajte
a) jednotkovy vektor ¢ kolmy na vektory @ ?;

Y

—
b) sinus velkosti uhla vektorov @, b .

H
Riesenie: a) Vektor kolmy na vektory @, b je ich vektorovym sicinom. Jednotkovy vektor
¢ dostaneme ak vysledny stéin delime velkostou vektora, t.j. plati

@ x b 0,8,6 1
L A _ 086 19
@ > b V320 V5

b) Plati |[@ x b || = || @|.]| D || sing. Odtial sinp = \/20/21.

. — —
Uloha 1.10. D_>okéite, ze ak pre vektory @, b, ¢ plati @ + b + ¢ = F,
tak @ x b =0 xc=7¢xa.

. —
Uloha 1.71. Vektor ¢ je kolmy na vektory @, b
Vypocitajte absolitnu hodnotu vonkajsieho sucinu |

rov, ak | @] =6, | B || = | T] = 3.

, ktorych odchylka je 30°.
b

H
@', b, C] tychto vekto-

Y

Riesenie: |[a, ?, <]l = 27.

Uloha 1.72. Zistite, ¢i vektory w, v, w st komplandrne, ak
a) W =1(2,3,-1), v =(1,-1,3), W = (1,9, —11);
b) W =(3,-2,1), v =(2,1,2), w = (3,—1,-2).
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Riesenie: Nutnéa a postacujica podmienka, aby tri vektory u, v, w boli komplandrne, je

[, v, w] = 0.

a) Komplanarne vektory, b) nekomplanarne vektory.
‘. T o — T =, , . . .
Uloha 1.73. Zistite, ¢i vektory a’, b, ¢ su smerové vektory jednej roviny:

a) @ =(3,5-2), b =(2,-2-1), T = (-4,4,2);
b) @ =(5,10,5), b = (—-1,-2,—1), € = (3,-7,2).

Riesenie: a) ano; b) ano.

Uloha 1.74. Na osi o, uréte taky bod M, aby vektory (M — A) a (M — B)
boli navzajom kolmé, ak

2) A=[0,1], B=[5,6] b) A=[0,1,3], B=[-5.3, 3]
Riesenie: a) M =[2,0], M'=[3,0]; b) M =[-6,0,0], M"=[1,0,0].

Uloha 1.75. Pouzitim skaldrneho sicinu uréte velkost vektora (L — A), ak L
je stred strany BC' rovnobeznika ABCD, |[(B — A)|| =5, ||(C — B)|| =6 a
odchylka vektorov (D — A), (B — A) je 3.

Riesenie: v/19.

Uloha 1.76. Vypoéitajte siradnice bodu M simerného k bodu N = [8, —3]
vzhladom na priamku, ktord prechddza bodmi A = [8,—5] a B = [6, —7].

Riesenie: M = [10, —5].

Uloha 1.77. Na osi 0, uréte taky bod P, ktorého stcet vzdialenosti od bodov
M =[1,2] a N = [3,4] je najmensi.

Riesenie: P = [3,0].

Uloha 1.78. Na priamke 3z —y —1 = 0 urcte taky bod @), pre ktory je rozdiel
vzdialenosti od bodov A = [4,1] a B = [0, 4] najvacsi.

Riesenie: @ = [2,5].

Uloha 1.79. Svetelny 14¢ sa siri po priamke p : x + 3y + 1 = 0. Pri dopade
na priamku q : 3x + 4y + 5 = 0 sa lu¢ odraza. Napiste rovnicu priamky, po
ktorej sa siri odrazeny luc.

RieSenie: 13x + 9y + 25 = 0.
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Uloha 1.80. Jedna strana pravouhlého rovnoramenného trojuholnika ABC
lezi na priamke s parametrickym vyjadrenim x = —6 + 4t, y = —7 + 3t.
Druhd strana trojuholnika lezi na priamke x = —7 — 3s, y = 11 + 4s. Vrchol
B m4 suradnice [6,2]. Urcte suradnice zostdvajucich vrcholov uvazovaného
trojuholnika.

Riesenie: A =1[2,—-1], Cy =[-1,3], Cy =[5, 5], pravy uhol je pri vrchole A.

Uloha 1.81. Vypocitajte suradnice stredu S a polomer r kruznice vpisanej
do trojuholnika ABC, ak A =[-8, 5], B =1[6,—5], C = [-3,7].

Riesenie: S =[-2,—1], r=4.

Uloha 1.82. St dané body A = [—2,2], B = [6,8]. Bodom A ved'te priamku
p a bodom B priamku q tak, aby priamky p, q boli navzajom kolmé a aby
ich priesecnik lezal na osi o,.

Riesenie: p: x4+2y—2=0, q: 20—y —4=0.

Uloha 1.83. Napiste rovnice priamok, na ktorych lezia strany a uhlopriecky
stvorca ABCD, ak
a) D =[1,1] a jedna jeho uhlopriecka lezi na priamke 7x — y — 31 = 0;
b) B=[1,4 a D =8, 3];
c) bod S = [3,2] je stredom Stvorca a jeho jedna strana lezi na priamke
x—2y+16=0.
Riesenie: a) 3x —4y+1=0,4c+3y —7=0,3z —4y — 24 = 0,4x + 3y + 32 = 0,
Tr—y—31=0,x+ 7y — 8 = 0;

b)3xr —4y+13=0,4x+3y — 16 =0,3z — 4y — 12 =0,40 + 3y — 41 =0,
Tx —y—28=0,24+ Ty —29 = 0;

c)2r+y+7=0,x—2y—14=0,20+y—23=0,2+3y—9=0,
3v—y—7=0.

Uloha 1.84. Na priamke 4z — y — 6 = 0 urcte bod M, ktory je rovnako
vzdialeny od bodov A = [0,10], B = [7,9].

Riesenie: Geometrické miesto bodov, ktoré maji rovnaki vzdialenost od bodov A a B je os
usecky AB, ktorej rovnica je 7z — y — 15 = 0. Prienikom tejto osi s danou priamkou je
hladany bod M, ktorého stradnice su [3, 6].

Uloha 1.85. Napiste rovnice osi uhlov, ktorych ramend si na priamkach

a)r—3y+3=0, 3z—y+10=0;
b) z =3 —4t,y=10+5¢, 4z —5y+ 10 = 0.
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Riesenie: a) 4dx — 4y +13 =0, 22+ 2y+7 = 0;
b) 9z —y —45=0, =+ 9y —65=0.

Uloha 1.86. Urcte parametre a, b tak, aby rovina az + by + 3z — 5 = 0 bola
kolma na priamku x =3+ 2t, y =5 —3t, 2z = —2 — 2t.

Riesenie: a = =3, b=1%.
Uloha 1.87. Urcte, pre aké hodnoty parametra c su roviny navzajom kolmé:

a) 3t —by+cz—3=0, z+3y+22+5=0;
b) Tx —2y—2=0, ct+y—32—1=0.

Riesenie: a) c=6; b)c=—

Uloha 1.88. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza zaciatkom suradnicove]
sustavy a je kolma na roviny 2xr —y+32 —1=0, x4+ 2y + 2 = 0.

Riesenie: Tx —y — 5z = 0.
Uloha 1.89. Napiste rovnicu roviny, ktora vytina na osi o, usek ¢ = 2 a

a) je kolméa na vektor n = (3, —4, —1);

b) je kolma na rovinu 2z —y — z — 10 = 0 a tsek na osi o, je p = 3.
Riesenie: a) 3x —4dy —z+8=0; b)2x+3y+2—6=0.

Uloha 1.90. Dokézte, ze existuje kockan ABCDEFGH s vrcholmi A =

[1,—1,3], B=1[3,0,5], D = [—1, 1, 4] a urcte stiradnice jej ostatnych vrcholov.

Riesenie: C = [1,2,6], E=1[0,-3,5], F =[2,-2,7], G=1[0,0,8], H=[-2,—1,6], alebo
C'=[1,2,6], E' = [2,1,1], F' = [4,2,3], G' = [2,4,4], H' = [0,3,2].

Uloha 1.91. Napfste stiradnice bodu @ stimerného s bodom P vzhladom na
priamku p, ak

a) P=[4,1,6], p:rx—y—42+12=0,2x+y —22+3=0;
b) P =1[2,-5,7], p prechddza bodmi A = [5,4,6], B =[-2,—17,—8|.

Riesenie: a) Q =[2,—3,2], b)Q=1[4,1,-3].

Uloha 1.92. Napiste stradnice kolmého priemetu bodu P = [5,2,—1] do
roviny 2z —y + 3z + 23 = 0.

Riesenie: Py = [1,4,—T7].
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Uloha 1.93. Napiste stradnice kolmého priemetu bodu A = [11,17,—9] do
roviny

a) 0: 5+ 8y —62+5=0;

b) o X =[3,1,0] + t(—2,1,3) + 5(0, -2, —1).

Riegenie: a) Ao =[1,1,3], b) Ag= [%, Z—();), —%].

Uloha 1.94. Uréte siradnice bodu @ stimerného s bodom P = [1,3, —4]
vzhladom na rovinu 3z + y — 2z = 0.

Riegenie: Q@ = [-5,1,0].

Uloha 1.95. V suradnicovej rovine R, najdite taky bod P, pre ktory sucet
jeho vzdialenosti od bodov A = [—1,2,5], B = [11, —16, 10] je najmensi.

Riesenie: Pretoze body A, B lezia v jednom polpriestore s hrani¢nou rovinou R, staci urcit
bod stimerny s jednym z tychto bodov podla stiradnicovej roviny (napr. bod B’ stimerny
s bodom B). Hladany bod bude priesetnikom roviny R,, s priamkou prechddzajicou
bodmi A, B’. Vysledok: P = [3,—4,0].

Uloha 1.96. Svetelny 1u¢ vychadzajici z bodového zdroja P sa odraza od
rovinného rozhrania a po odraze dopada do bodu M. Urécte siradnice bodu
odrazu N, ak vo zvolenej sustave suradnic v priestore ma bod P suradnice
[0,0,0], bod M suradnice [1,—2,2] a rovinné rozhranie je uréené rovnicou
r—y—42z—-13=0.

S _ 139 52 718
Riesenie: N = [3—1, —3_1,_5]‘

Uloha 1.97. Napiste rovnicu kolmého priemetu priamky p do roviny p, ak
a)p:x=3—-5s, y=4+6s, 2=6+8s, 0= Ryy;
b)p:2xr+2y—32=0, v—3y—224+5=0, p:3xv+y+22+3=0;
c)p:x=2+4Tt,y=—-1—4t, z=1-6t, p:x—2y—2+8=0.

Riesenie: a) x =3 —5r, y=4+6r, z=0;

b)o=—1-5t y=—1Tt, 2=t
c)r—2y—z2+8=0, 8 —y+ 10z — 18 =0.

Uloha 1.98. Priamka q je dana ako priesecnica dvoch rovin x—3y+2z+4 = 0,
2r +y — 3z — 6 = 0. Napiste rovnice kolmych priemetov priamky q do
suradnicovych rovin R,. a R,..

Riesenie: x =5, y=0, 2=-24s; =0, 2+y—2—2=0.
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Uloha 1.99. Napiste vSeobecné rovnice priamky, ktora je kolma na dvojicu
priamok r =0, y+224+1=0 a y+42—4=0, 4r —y —4 = 0 a prechadza
zaciatkom suradnicovej sustavy.

Riesenie: x +2 =0, v — 2y — 2z = 0.

Uloha 1.100. Uréte vrcholy trojuholnika A'B'CY, ktory je stimerne zdruzeny
s trojuholnikom ABC' podla roviny 3z + 2y — 6 = 0, pricom A = [3,0,5],
B=1[-1,3,0],C =[0,4,0].

Ricsenie: A' = 23, ~12,5], B' = [, 3,01, €' = [~ 12, 4,0}

Uloha 1.101. Napiste stradnice kolmého priemetu bodu
a) P = [22,3,—4] do priamky urcenej bodom A = [8,0,—3] a vektorom
u = (2,5, —4);
b) @ = [8,—3,10] do priamky 2x — 5y — 2 — 21 = 0, 4z + 3y — 6z + 37 = 0.

Uloha 1.102. Bodom A = 2,3, 1] ved'te priamku, ktor4 je kolm4 na priamku
p={A=[-1,0,2; W = (2,—1,3)} a m4 s fiou spoloény prave jeden bod.

Uloha 1.103. Napiste rovnice osi dvoch mimobeznych priamok p, q, ak
a)p:z—1=0,y—1=0, q:2=0, z—1=0;
b)p:x—y—11=0,2y+324+42=0, q:x+y+11=0, 2o+ 2+32=0.

Riesenie: a) Os dvojice mimobeznych priamok je ich priecka kolma na obe priamky, t.j. jej
smer je kolmy na smerové vektory priamok p, q (kde u, = (0,0, 1), u,; = (1,0,0)). Smer
osije v = u, x u, = (1,0,0). Bod osi dostaneme ako priesecnik jednej z priamok (napr.
q) s rovinou o uréenou druhou priamkou (napr. q) a smerom w. Rovina ¢ mé rovnicu
y — 1 =0 a jej priesecnik s priamkou q je [0,1,1]. Hladand os je x = t,y = 1,2 = 1;

b)x=—-12+4t, y=1—2t, z = -8+ 3t.

1.1.3 Vzdialenosti a odchylky euklidovskych podpriestorov

Pod wvzdialenostou dvoch geometrickyjch itvarov F,G C E,, (F,G # 0) rozu-
mieme infimum mnoziny vsetkych ¢isel d(X,Y) = |XY |, kde X € FaY €g.

Nech E,, E, st dva navzajom disjunktné podpriestory euklidovského pries-
toru E,. Potom existuju body A € E, a B € E; tak, ze priamka AB je
kolm4 na oba podpriestory. Vzdialenost podpriestorov E,, E, je rovna velkosti
usecky AB. V pripade mimobeznych podpriestorov, priecku kolmu na oba
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podpriestory nazyvame osou mimobeznich podpriestorov. Vzdialenost mimo-
beznych podpriestorov potom uréime ako velkost usecky, ktorej krajné body
su priesecnikmi podpriestorov s ich osou.

Ak v pravouhlom suradnicovom systéme roviny Es je dana priamka p rovnicou
ax + by +c =0 a bod M ma siradnice [mq, mso], tak plati

_Jamy 4 bmay + ¢

Vzdialenost bodu M = [my,ma,m3] od roviny o0 : ax +by +cz+d =0 v
euklidovskom priestore E3 je dand vztahom

_|amy + bmy + cmg + d|

Va2 + b2+ c2

Nech E,, E; su podpriestory euklidovského priestoru [E,,, ktorych zamerania
st vektorové priestory V.., V. Odchyjlkou (velkostou uhla) podpriestorov E,,
E, rozumieme odchylku ich zamerani V,., V.

Odchylkou jednorozmernych vektorovych podpriestorov () a (@) nazy-
vame Cislo ¢ € (0, §), pre ktoré

d(M, p)

d(M, o)

— —

u - v
COSY = 7= 7= -
eI

Teda odchylkou dvoch priamok rozumieme mensi z dvoch uhlov ¢, m — ¢, kde
¢ je uhol, ktory zvieraju vektory zo zamerani oboch priamok (t.j. uhol ich

smerovych vektorov). ' o ) ~
Pre uhol ¢ dvoch priamok priestoru E,, ktoré maju smerové vektory u =

(u17u2)7 17: (U17U2)7 platl’
[u1v1 + ugvs]
v ud+ud ) o+

Pre uhol ¢ priamky p = {A = [a1,a9,a3); & = (u,uz,u3)} s rovinou o
urcenou vseobecnou rovnicou ax + by + cz + d = 0, plati

CoS p =

lauy + bug + cus|

sin ¢ =
\/a2+b2+02 \/u%+u%+u§

Pre uhol ¢ dvoch rovin, ktoré maju vseobecné rovnice a1z +b1y+ci1z2+d; = 0,
asx + boy + coz + doy = 0 plati

la1ag + b1by + 19
V @+ a3+ ad ) B+ B+ B3

Cos @ =
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Uloha 1.104. Vypocitajte dfiky stran trojuholnika ABC, ak pozname
suradnice jeho vrcholov A = [3,2,—1], B =[4,5,7], C =[-1, 1, 3].

Riesenie: |AB| = /74, |BC|=+/57, |AC|=/33.
Uloha 1.105. Vypocitajte vzdialenost bodu M od roviny o, ak

a) M =1[1,2,-3], 0: 20 +3y —4z+5=0;
b) M =[7,-1,2], o=ABC, A=[-5,0,0],B=1[0,-2,0],C =10,0,3].

2
Riesenie: a) 2 b) 2.

V29

Uloha 1.106. Vypocitajte vzdialenost priamky p : © = 2+4¢t, y =4+ 3t od
priamky s nou rovnobeznej, ktora pretina os o, v bode M = %, 0].

Riesenie: d = 3%.
Uloha 1.107. V rovine st dané body A = [2,3], B = [0, —1]. Napiste rovnicu
priamky, ktord prechddza bodom A a mé od bodu B vzdialenost d = 4.

Riesenie: y—3 =0, 4xr +2y —42—-57=0.

Uloha 1.108. Na priamke p:x+y+2—1=0, 4y — 3z — 2 = 0 urcte body,
ktorych vzdialenost od bodu M = [1,—1,2] je d = 5.

Riesenie: A =1[-3,2,2], B=1[4,—1,-2].

Uloha 1.109. Vypocitajte velkost uhla priamok p, q, ak ich rovnice st:
a)p:r+2y—7=0, q:2r—y+11=0;
b)p:x=2-3t,y=1+4t, q:x=3—4s,y =8 — s.

V1T,

Uloha 1.110. Bod M = [4, 0] leZi na priamke, ktors obsahuje zékladiu rovno-
ramenného trojuholnika ABC. Ramena tohto trojuholnika lezia na priamkach
r—y+8=0,r—2y—12 = 0. NapiSte vSeobecnu rovnicu priamky, na ktorej
lezi zékladna trojuholnika ABC.

ut|co

7, b) cosp =

RieSenie: a) p =1

Riesenie: 3v — (14 +/10)y — 12 = 0.

Uloha 1.111. Dané st vrcholy trojuholnika A = 1,-1,2], B = [5,—6,2],
C = 11,3, —1]. Vypocitajte dlzku jeho vysky na stranu AC'.

Riesenie: v = 5.
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Uloha 1.112. Vypocitajte vzdialenost d vrcholu D od steny ABC' stvorstena
ABCD, ak A=12,3,1], B=[4,1,-2], C =[6,3,7], D = [-5,—4,8].

Riesenie: d = 11.

Uloha 1.113. Dany je pravidelny stvorboky ihlan ABCDV, kde A = 2,3, 0],
B =14,3,0],C =1[4,1,0], D = [2,1,0] a V = [3,2,4]. Vypocitajte vzdialenost
stredu S podstavnej hrany BC

a) od priamky AV b) od roviny ADV.

8v/17

RieSenie: a) g\/i b) BT

Uloha 1.114. Napiste rovnicu roviny kolmej na vektor 7 = (4,5,7), ktorej
vzdialenost od pociatku stradnicového systému je d = 7.

Riesenie: 4x + 5y + 7z — 214/10 = 0.

Uloha 1.115. Dand je rovina g rovnicou 6x — 2y + 3z — 14 = 0. Napiste
suradnice bodu M, ktory lezi

a) na osi o, a d(M, o) = 4;
b) na osi 0, a d(M, 0) = d(M,c), kde 0 mé rovnicu 2x — 2y + z — 8 = 0.
Riesenie: a) My =10,7,0], My = [0,—21,0]; b) M; =1[0,0,-7], My =1[0,0,49/8].

Uloha 1.116. Napiste vSeobecné rovnice rovin, ktoré si rovnobezné s rovinou
2r — 2y — 2z — 3 = 0 a vzdialené od nej o d = 5.

Riesemie: 20 — 2y — 2 —18 =0, 20 —2y — 2+ 12 =0.

Uloha 1.117. Vypocitajte odchylku rovin «, 3, ak

a) a:x+3y—z+8=0, [:2x—>5y— 132+ 10 = 0;
b) a:2x—2z—-7=0, B:y+2+1=0;
c)a:rx+2y—32=0, f:2x+3y+2+8=0.

RieSenie: a) 5; b) F; c¢) cosp = 2.

Uloha 1.118. NapiSte rovnicu roviny, ktord prechadza bodom M = [3,2, —2]
kolmo na rovinu 5x — 2y + 5z — 11 = 0 a zviera s rovinou x —4y — 8z +1 =10
uhol velkosti 7 /4.

Riesenie: x +20y+72—29=0, x —2z—-5=0.
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Uloha 1.119. Uréte mnozinu vSetkych bodov priestoru, ktoré maji rovnaku
vzdialenost od dvoch navzijom rovnobeZnych rovin

a)dr —y—22—3=0, 4o —y—22—5=0;

b) bx —3y+2z+3=0, 10x —6y+22+7=0.
Riesenie: dv —y — 22 —4 =0, 200 — 12y +42+ 13 = 0.
Uloha 1.120. V suradnicovej rovine R, najdite taky bod P, pre ktory rozdiel
jeho vzdialenosti od bodov M = [3,2, —5], N = [8, —4, —13] je najvacsi.
Riesenie: P =[-2,0,3].
Uloha 1.121. Vypocitajte odchylku ¢ priamky z+y+32—-3=0, x—y+
z+1=0srovinouzr —y—+ 2z =0.
Riesenie: ¢ = 0°.

Uloha 1.122. Vypocitajte odchylku dvoch protilahlych hrén pravidelného
stvorstena.

us

Riesenze:

o

Uloha 1.123. Vypocitajte suradnice vrcholov stvorstena ABCD, ak hrana
AC lezi na priamke v = 3+ 2t, y = —1 —t, 2 = —5 — 2t, hrana BD na
priamke x =4, y = s, z = —2+ s, priamka p prechadza bodmi C, D a bodom
M = [-8,12, 18], vzdialenost bodov A, B je v/50 a odchylka priamky p a
priamky ¢ obsahujucej hranu AB je 3.

Riegenie: A =1[-3,2,1], B=[4,3,1], C =[1,0,-3], D =0,0,8], alebo

Al = [%7_?_?7_11_6?]7 B :[ 7_%_37_615—3]7 C' = [1707_3]7 D' = [474’ 2}'

Uloha 1.124. Svetelny ¢ vychédza z bodu M = [5,4], dopada na os o, pod

uhlom %, odrdza sa od nej a potom dopada na os oy, od nej sa tiez odraza.
Urcte rovnice priamok, po ktorych prechadza svetelny 1i¢ a suradnice bodov,

v ktorych sa li¢ odraza od jednotlivych osi.

Riesenie: \/3x — 3y +12 =53 =0, v3z+y—12+5V3 =0, V32 — 3y + 36 — 15/3 = 0;
X =[-4v3+5,0], Y =10,12 — 5V/3].

Uloha 1.125. V ktorom bode a pod akym uhlom sa odraza svetelny luc
vychadzajici z bodu M = [3, —1, 1], ak po odraze od roviny 2x — 2y + z = 0
prechddza bodom N = [8,3,8] ?

Riesenie: Bod odrazu je (2,3, 2]; uhol odrazu: iw.
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Uloha 1.126. Vypocitajte odchylky roviny o : 2x — 2y + z — 6 = 0 a sirad-
nicovych osi o,, 0, 0.

Rieenie: sinp(p,0,) = sinp(p,0,) = 2; singp(o,0.) = 3.

Uloha 1.127. Vypocitajte najvacsiu mozni odchylku hrany a steny stvorste-
na ABCD, ak A =1[-3,-2,5], B=[-3,0,2], C =[-2,4,-3], D =[-7,6,6].
(Odchylkou hrany a steny sa rozumie odchylka priamky v ktorej lezi hrana a
roviny v ktorej lezi stena daného Stvorstena).

Riesenze: %

Uloha 1.128. Vypocitajte odchylku dvoch susednych stien ABE a BCFE
pravidelného osemstenu ABCDEF'.

Riesenie: ¢ = 70°32'.
Uloha 1.129. Vypocitajte vzdialenost bodu M = [—2,4,3] od priamky = —
2y —2+8=0,z4+y—2+2=0.

3

Riesenie: d = —.

V2

Uloha 1.130. Napiste rovnicu roviny obsahujicu stradnicovu os o,, ktord
s priamkou AB zviera uhol velkosti i’ﬂ', kde A =[3,0,0], B = [5,v3,1].

Riesenie: x =0; 3z +4z=0.

Uloha 1.131. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza bodom 1,—-1,—1] a
pretina priamku p = {[0,1,0]; (1,1,2)} pod uhlom velkosti %7?.

Riesenie: X = [1,—1,—1] + (1, -2, —1); X =[1,—1,—1] + s(2, —1,1).

Uloha 1.132. Napiste rovnicu roviny, ktora prechadza priese¢nicou rovin 3z —

dy+2+6 =0, 2r —3y+ 2+ 2 = 0 a ma rovnaki vzdialenost od bodov
A=13,-4,-6], B=11,2,2].

Riesenie: x —5y+42—-20=0; z—2y+2—2=0.

Uloha 1.133. Napiste rovnicu roviny, ktora prechddza bodom A = 1,1, —2]
a mé od priamky p : X = [-2,—2,4] + (0, —2, —1) vzdialenost d = 3.
Riesenie: x —1=0; 20 —y+224+3=0.

Uloha 1.134. Napiste rovnicu roviny «, ktora je kolma na priamku p : 2z —

y+2=0,6—1y+2z—4=0, ak vzdialenost zaciatku stradnicovej stistavy a
roviny « je v/29.
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Riesenie: y+ z £ /58 = 0.

Uloha 1.135. Na osi o, uréte bod M, ktorého vzdialenost od rovin z + 4y —
32z —2=0abdxr+ 2+ 8 =0 je rovnaka.

Riesenie: M = (0,0, 3], M’ = [0,0, —g]

Uloha 1.136. Vypocitajte vzdialenost dvoch rovnobeznych priamok, ktorych
rovnicesix =2t —2,y=t+2,z=t+lax=2s—2,y=s+3,2 =5+ 2.

Riesenie: d = %
Uloha 1.137. Dand je kocka ABCDEFGH so stranou velkosti a. Vy-

pocitajte vzdialenost rovin ACH a BGE.

3
Riesenie: V3a .

Uloha 1.138. Vypocitajte vzdialenost dvoch mimobeZiek p, q, ak
a)p:x+2z—1=0,y—1=0,
q:z2—1=0,z—-1=0;
b)p:x+y=0r—y+2+4=0,
q:x=1-3t,y=t,2=2—1t.
Riesenie: a) Vzdialenost dvojice mimobeziek vypocitame ako vzdialenost Tubovolného bo-
du jednej z priamok od roviny s nou rovnobeznej, ktora prechadza druhou priamkou.
Rovina ¢ obsahujica priamku p a rovnobezna s q ma rovnicu x + z — 1 = 0. Potom

d(p,q) = d(o,q) = d(p,Q), kde @ je lubovolny bod na priamke q. Pomocou zndmeho
vztahu pre vzdialenost bodu od roviny dostaneme d = \/L?

Uloha 1.139. Vypoditajte najvicsiu moznt vzdialenost dvoch mimobeznych
hréan Stvorstena ABCD, ak A = [-3,—-2,5], B = [-3,0,2], C = [-2,4, —3],
D = [-7,6,6]. (Vzdialenostou dvoch mimobeznych hrén Stvorstena rozumie-
me vzdialenost dvoch priamok obsahujicich tieto hrany).

2v/901
53

Riesenie:

Uloha 1.140. Dan4 je kocka ABCDEFGH so stranou velkosti a. Vypoci-
tajte vzdialenost priamky obsahujicej hranu AF a roviny BDG.

.. a
Riesenie: —.

V3
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Uloha 1.141. Dan4 je kocka ABCDEFGH so stranou velkosti a. Vypoci-
tajte vzdialenost telesovej uhlopriecky od

a) hrany s nou mimobeznej;

b) stenovej uhlopriecky s niou mimobeznej.

Riesenie: a) —; b)

V2

2k

1.2 steéky, polpriamky, polroviny

Nech su dané body O, P, P, ....P. € A, a cisla A\, Aa,..., A\ € R. Ak
M+ -+ A =1,resp. A\ + -+ A\ =0, tak nazyvame bod

O+ M(PL—=0)+X(P—O) + -+ NP = 0),
resp. vektor
M(PL—O)+ Xa(Py = O) + - - + (P — O),

linedrnou kombindciou bodov P, ..., P s koeficientami A1, ..., \; a zapisuje-
me

MPL+ XoB+ .. AP

Ak st dané tri kolinedrne body A, B,C' (A # B # C # A), tak reélne ¢islo
A, pre ktoré plati
C— A= \C—B) c——t 4y 2p
- I
nazyvame deliaci pomer bodu C' vzhladom na body A, B (v tomto poradi) a
oznacujeme (ABC).

Usecka AB je mnozina vsetkych bodov X priamky AB, ktoré lezia medzi
bodmi A, B (t.j. (ABX) < 0), zjednotent s dvojprvkovou mnozinou {A, B}.
Usecku AB mozeme popisat rovnicou X = A+ ¢(B — A), kde t € (0, 1).

Polpriamka AB je mnozina vSetkych bodov X, pre ktoré plati X = 1A +
9B, kde x1 + 12 = 1 a 9 > 0. Potom rovnica X = A + t(B — A) vyjadruje
polpriamku AB pre t > 0, resp. polpriamku opa¢nu k polpriamke AB pre
t <0.
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Rovnica polroviny ABC' s hrani¢nou priamkou AB ma tvar
X :A-I-tl(B—A)—I-tQ(C—A), kde t9 > 0.

Pre to < 0 predchadzajica rovnica vyjadruje polrovinu opa¢nu k polrovine

ABC.

Uloha 1.142. Napiste stradnice bodu Q = 2,7,7], ktory lezi na priamke
p prechadzajicej bodmi A = [—4,7,2], B = [—1,3,6] a vypocitajte deliaci
pomer (ABQ).

Riegenie: Q@ = [2,—1,10], (ABQ) = 2.

Uloha 1.143. Na priamke KL, kde K = [1,-3,0], L = [2,1,—1] urcte body
X a X', ktorych deliaci pomer vzhladom na body K, L je £3.

Riesenie: X =[—1,—-11,2], X' = [%7 _

(SN

7_§]

Uloha 1.144. Nech A je deliaci pomer (ABC) bodu C vzhladom na body
A, B. Dokézte, ze plat: (BAC) = 1, (ACB) = 1 - )\, (CAB) = 5,
(BCA) = 21, (CBA) = 2.

Uloha 1.145. Dany je rovnobeznosten ABCDEFGH. Roviny AFH a GDB
pretinaju uhlopriecku EC postupne v bodoch U, V' (v danom poradi). Vypo-
¢itajte deliace pomery (ECU) a (ECV).

Riesenie: (ECU) = -1, (ECV) = -2, t.j. uhlopriecka EC' je bodmi U a V rozdelend na tri
rovnaké Casti.

Uloha 1.146. Dany je trojuholnik ABC'. Pomocou deliaceho pomeru vypo-
¢itajte siradnice taziska T daného trojuholnika.

A+B+C

Riesenie: T = S

Uloha 1.147. Dany je stvorsten ABC'D. Pomocou deliaceho pomeru vy-
pocitajte stiradnice taziska T daného stvorstenu. Dokdite, Ze taZisko je stre-
dom spojnice stredov protilahlych hran.

Riesenie: T = AJ“BT#.

Uloha 1.148. Napiste rovnicu polpriamky uréenej bodmi A = 3,2,—1], B =
4,3, 2] so zaciatkom v bode A.
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Uloha 1.149. Rozhodnite, ktory z bodov K, L, M lezi na polpriamke X =
A+tu,t>0ak A=[3,2,-1], W = (-1,2,3), K =[1,6,5], L = [4,0, —4],
M =1[2,4,-2].

Riesenie: Len bod K.

Uloha 1.150. Rozhodnite, ¢ body A = [2,2,4], B = [—1,8,—2] lezia na
usecke C'D, ak C = [3,0,6], D =[1,4,2].

Riesenie: Bod A lezi a bod B nelezi na tsecke C'D.

Uloha 1.151. Zistite, ¢i polpriamka x = 3 — 2s, y = 1+ s, s > 0 pretina
polpriamku BC, kde B = [—1,0], C = [1,4].

Riesenie: Polpriamky sa pretinaji v bode P = [%, 13]

Uloha 1.152. Zistite, ¢i polpriamka z = 3+4+t, y = 1—t, t > 0 pretina tsecku
AB, kde A =[-2,0], B =[2,8].

Riesenie: Nie.

Uloha 1.153. Zistite, ¢i tsecka M N pretina rovinu o = {R=10,2,0]; W =
(1,0,2), v = (0,4, —5)}, ak

a) M =1,0,3], N = [-1,5,2]; b) M =[3,1,—1],N = [1,2,1].
RieSenie: a) Ano; b) nie.

Uloha 1.154. Uréte vzajomni polohu polroviny ot : X = 3,2,5]4+t(4,5,0)+
s(1,-1,1), s >0, t € R a priamky p = {A; '}, ak

a) A=[-1,-3,5], u = (4,5,0); b) A=1[2,3,4], v = (2,1,0).

Riegenie: a) p C o™; b) ziaden spoloény bod.

Uloha 1.155. M4 polrovina ot : X = [1,1,1] + ¢1(2,1,2) + £5(0,5,4), t, > 0
s rovinou o : X = [1,11,9] + s1(1, 3, 3) 4 s2(3, —2, —2) nejaky spolocny bod ?

Riesenie: Ano, polpriamku X = [1,11,9] + u(2,6,6), u > —2.

Uloha 1.156. Uréte polohu priamky 3z +2y —6 = 0 vzhladom na trojuholnik
ABC, ak A =[-7,0], B=10,0], C' = [4,9].

Riesenie: Priamka pretina strany AC' a BC' daného trojuholnika.

Uloha 1.157. Uréte polohu bodu M = [—4, 2] vzhladom na trojuholnik ABC,
ktorého strany lezia postupne na priamkach p; : 3z+2y—1=0,po : z+y—4 =
Oaps:2z—y+ 11 =0.
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Riesenie: Bod M je vonkajsim bodom trojuholnika, pricom patri do vrcholového uhlu k
vnutornému uhlu trojuholnika pri vrchole p; N p3.

Uloha 1.158. Uréte vzdjomnd polohu roviny 2z +y — z — 3 = 0 a Stvorstenu
ABCD, kde A=1[0,1,7], B=[5,0,-3],C =[3,2,1] a D = [-2,9,1].

Riesenie: Rovina pretina hrany AB, AC a AD Stvorstenu.

Uloha 1.159. Dany je stvorsten ABC'D a bod P = (5,2, 4]. Urcte, ¢i tazisko
Stvorstenu lezi v polpriestore (o, C') alebo (g, D), kde o = ABP a A = |0,0,0],

B=11,0,0],C =[2,3,5], D=[-1,-2,3].

1.3 Konvexné ttvary

Mnozina M bodov afinného priestoru A,, sa nazyva konvexnd, ak s kazdymi
jej dvomi bodmi A, B obsahuje vSetky body usecky s krajnymi bodmi A a
B. Prazdna mnozina, kazda jednobodova mnozina ako aj mnozina vsetkych
bodov priestoru A, su konvexné.

Prienik vSetkych konvexnych mnozin obsahujicich mnozinu M C A,
nazyvame konverny obal mnoziny M a oznacujeme K(M). Bod X € K(M)
prave vtedy, ked existuji body By, Bs, ..., Bi € M a reélne ¢isla \q, ..., A\,
pricom plati A1,... . A\ >0, M +---+ N =1la B+ -+ \Bp € M.

Neprazdna konvexna mnozina M C A, sa nazyva konvexrny mnohosten v
priestore A, ak existuje taka koneénd mnozina M C A,, ze M = K(M).
Konvexny obal n + 1 linearne nezavislych bodov priestoru A, sa nazyva
simplex. Simplex na priamke je wsecka, simplex v rovine je trojuholnik a
v trojrozmernom priestore je simplexom stvorsten.

Kazdy bod trojuholnika ABC sa d4 vyjadrit v tvare

X=A+t(B—A) +t,(C—A), kde t1,t2>0 a t;+t < 1.
Parametrické rovnice Stvorstenu ABCD majui tvar
X = A+t1(B—A)+to(C—A)+t3(D—A), kde ty,to,t3>0 a t;+ta+1t3 < 1.

Pod objemom simplexu, ktory je urceny bodmi Ay, Ao, ..., A1 € E, rozu-
mieme ¢islo

1
V(Al,AQ, . e ,An+1) — E ‘ [Al — An+1, e ,An - An+1]|.
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Ak v pravouhlom sdradnicovom systéme [, maju body A, As, ..., Aniq
suradnice A; = [ai1,...,a;) (@ = 1,2,...,n 4+ 1), tak pre objem simplexu
plati

ai a12 ce QA1p 1

i a921 a929 R A92n, 1
|

V(A1 Aoy .oy Apgr) = "

Ap+11 Ans12 --- Qpein 1

Obsah trojuholnika s vrcholmi A = [ay, as], B = [b1, ba], C' = [c1, ¢o] je urceny

a; a9 1
1 bl—al bg—ag 1
ABC) = = = —||by by 1
P( C) 2‘ Ci — Qa1 Cy — Qa9 | 2‘ Cl 62 1 |
1 2

Uloha 1.160. Body A = [5,1], B = [—2,2] st dva vrcholy trojuholnika,
ktorého obsah je 10. NapiSte sturadnice treticho vrchola, ktory lezi na osi o,.

Riesenie: C'=[-8,0], C" =[32,0].

Uloha 1.161. Napiste rovnicu priamky, ktord prechadza zaciatkom siradni-
covej sustavy a spolu s priamkami x —y + 12 =0, 22 +y + 9 = 0 vytvara
trojuholnik s obsahom P =1, 5.

Riesenie: x + 2y =0, 23x + 25y = 0.

Uloha 1.162. Vypocitajte siradnice vrcholov C', D rovnobeznika ABC' D, ak
poznate jeho obsah P, suradnice vrcholov A, B a viete, ze priesecnik jeho
uhlopriecok lezi na priamke p.

a) P=12, A=[2,5], B=1[1,6], p= 0y

b) P=17, A=[-2,4], B=1[1,0], p =o,.

Riesenie: a) Prieseénik uhlopriecok S mé suradnice [s,0]. Zrejme obsah trojuholnika
P(ABS) = 3 a preto plati

1 2 51
s 01
Odtial uréime dve hodnoty s = 4, s’ = 10. Z toho, 7Ze as = —cy a by = —dy dostaneme

dve riesenia tlohy C = [6, 5|, D = [7,—6] a C' = [18, =5], D' = [19, —6].
b) C=[2,-7], D=[-1,-3]aC’ =[2,43], D =[-1,84].

Uloha 1.163. Vypocitajte obsah rovnoramenného trojuholnika ABC so
zékladnou AB, ak A = [1,1], B = [3,2] abod C' lezi na priamke 3z+4y—2 = 0.
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3v10

Riesenie: P = ——.

8

Uloha 1.164. Uréte analytické vyjadrenie priamky, na ktorej lezi strana troj-
uholnika prechadzajica bodom M, ak ostané dve strany trojuholnika lezia na
suradnicovych osiach a obsah trojuholnika je P:

a) M =[12,6], P = 150; b) M = [3,4], P = 150.
Riesenie: a) x +3y —30=0, 3z +4y—60=0, 3xr —y —30=0, x — 12y + 60 = 0;
b) 4z + 3y —24 = 0.

Uloha 1.165. Vypoéitajte obsah trojuholnika KLM, ak K = [1,2,0], L =
[3,0,=3], M =[5,2,6].
Riesenie: P = 14.
Uloha 1.166. Vypocitajte obsah pravidelného péfuholnika, ak velkost jeho
uhlopriecky je u.

5u?

s 27
8 sin =

Riesenie: P =

Uloha 1.167. Vypocitajte obsah pravidelného desafuholnika, ak velkost polo-
meru jemu opisanej kruznice je r = 26.

Riesenie: P = 260sin T.
Uloha 1.168. Vypocitajte objem Stvorstena, ktorého vrcholy si A =
2,—-1,1], B=[5,5,4], C =[3,2,—1], D = [4,1, 3].

Riesenie: V = 3.

Uloha 1.169. Objem stvorstena je V = 5, tri vrcholy st A = [2,1,—1], B =

3,0,1], C = [2,—1,3]. Vypocitajte siradnice stvrtého vrchola D Stvorstena,
ak viete, zZe lezi na osi o,

Riesenie: D =10,8,0], D' =[0,-7,0].
Uloha 1.170. Stvorsten ABCD m4 objem V = 2 a jeho tri vrcholy si A =

2,1,3], B = [3,3,2], C = [1,2,4]. Vypocitajte suradnice vrchola D, ktory
lezi na osi o,.

Riesenie: D =10,0,9], D" = 10,0, 1].

Uloha 1.171. Dve steny kocky lezia v rovinach 2z — 2y + 2 —1 = 0, 2x —
2y + 2+ 5= 0. Vypocitajte objem tejto kocky.
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Riesenie: V = 8.

Uloha 1.172. Vypoéitajte objem stvorstena ABCD, ak A = [1,1,1], B =
[1,—1,0], C =[0,0,1], D € p, pricom p:x =1+ (V3 —-2)t,y=t, z=1a
odchylka priamky obsahujicej hranu AD a roviny ABC' je .

Riesenie: V = 25(5 — V/3).

Uloha 1.173. Pravidelny stvorboky ihlan ABC'DV mé vrchol V = [3, —1, 6],
hrana C'D lezi na priesecnici rovin 3z +3y+2 =0, x +y+2z—2 = 0. Objem
ihlana je 18, odchylka priamky obsahujicej hranu AV a priamky obsahujtice;j
hranu VC' je 5. Vypocitajte suradnice ostatnych vrcholov daného ihlana.

Riesenie: A =13,2,3], B=16,—1,3], C =[3,-4,3], D =[0,—1,3].






Kapitola 2

Analyticka geometria kvadratickych
utvarov

2.1 Kruznica a zvazky kruznic

Kruznica k(S,r) je mnozina vSetkych bodov X = [z, y] v rovine, ktoré maju
od bodu S = [s1, so] vzdialenost 7 > 0,t.j. | X S| = +/(z —s1)2 + (y — 52)2 = 7.
Rovnica kruznice k(S,r) je

(X =82 =7r% resp. (v —s1)%+ (y —s9)° =12 (2.1)

2

Dan4 je kruznica k(.S,r) rovnicou (X —S)?—r? = 0 a lubovolny bod M roviny.

Realne cislo
(M) = [SM? =1

nazyvame mocnost bodu M vzhladom na kruznicu k.
Zrejme plati:

o up(M)>0 < |SM|>r < M je vonkajsim bodom kruznice k;

o z(M)=0 < |SM|=r < bod M lezi na kruznici k;

o uz(M) <0 < |SM|<r < M jevnutornym bodom kruznice k.
Mnozina vSetkych bodov X = [z,y] v rovine, ktorych stradnice spiﬁajﬁ rov-

nicu tvaru z? + y? + 2azx + 2by + ¢ = 0 je kruznicou, bodom alebo prézdnou
mnozinou, podla toho ¢i a? + b — ¢ je kladné, nula alebo zaporné éislo.

Dotyénica kruznice (2.1) v bode T' = [t1, t5] m& rovnicu

(X =9) (T =8)=r% resp. (x—s1)(t1 — 1)+ (y — 52)(ta — 53) = 1°.
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Ak si do rovnice dotycnice kruznice dosadime namiesto stradnic dotykového
bodu suradnice bodu Z = [z1, 25|, ktory nelezi na kruznici a je rozny od
stredu kruznice, tak dostaneme rovnicu poldry bodu Z. Ak polara bodu Z mé
s kruznicou spolo¢né body, tak tieto su dotykovymi bodmi dotyc¢nic vedenych
z bodu Z k danej kruznici.

St dané dve kruznice k1 : (X —S1)?2 =72 =0, kg : (X —S5)2 —r3 = 0, ktoré
sa pretinaju prave v dvoch bodoch. Zwvdzkom kruznic rozumieme mnozinu
vietkych kruznic, ktorych rovnice sa daju vyjadrit v tvare

)\1 [(X — 51)2 — Tﬂ =+ )\2 [(X — SQ) — 7“2} = O (22)
kde Ai, A2 st Tubovolné redlne &isla, z ktorych aspoin jedno je rozne od nuly.

Pre Ay + Ay = 0 je rovnicou (2.2) urc¢end chorddla daného zvazku kruznic,
t.j. vSetky body tejto priamky maji rovnakid mocnost vzhladom na kruznice
k1, ko, pretoze plati

(X =81 =] = [(X = 82)* =73] =0, & p (X) = pag, (X))

Kruznice k1 (S1,71), k2(S2, r2) nazyvame ortogondlne (ki Lksy) prave vtedy, ked
ich doty¢nice zostrojené v spolocnom bode su navzajom kolmé. Plati

kilky, < (Sl 52) —7"1—7“2—0

Uloha 2.1. Vypoéitajte stradnice stredu S a polomer 7 kruznice z? + y? —
dor — 6y — 12 = 0.

Riegenie: Upravou na tiplné stvorce dostdvame rovnicu (z —2)2 + (y — 3)2 = 25 a z nej uréime
stred S = [2, 3] a polomer r = 5.

Uloha 2.2. Napiste rovnicu kruznice, ak

a) jej stred je S = [3, —4] a polomer r = 3;

b) S = [2,3] a kruznica prechddza bodom A = [5, —1];

¢) prechddza bodmi A =[1,5], B=1[4,4] a C =[5, —3];
d) prechddza bodmi A =[0,8], B=[7,7] a C = [-2,4];
e) prechadza bodmi A = [1,2], B =1[0,4] a C = [3,—2].

Riesenie: a) (x —3)*+ (y+4)>=9; b) (z—2)?+ (y — 3)? = 25;
c) (x—1)+y?>=25 d) (x—3)*+ (y —4)* = 25;

e) body lezia na jednej priamke.
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Uloha 2.3. Napiste rovnicu kruznice, ktorej priemerom je tisecka AB, ak
a) A=1[0,-3], B=[4,3]; b) A=[-3,0], B=]3,6].
Riesenie: a) (x —2)* +y? =13; b) 2®>+ (y —3)? = 18.
Uloha 2.4. Urcte, pre ktoré hodnoty parametra p si dané rovnice rovnicami

kruznice. Urcte suradnice stredu kruznice a jej polomer.
a) 2’ +y? — 2x + 10y +p = 0; b) 2*+y*—x—2y+p=0.

Riegenie: a) p <26, S=[1,-5], r=426—p; b)p< g, S = [%, 1, r= %\/5 — 4p.

Uloha 2.5. Napiste rovnicu kruznice, ktora
a) prechddza bodmi A = [0, 3], B = [0, —3] a dotyka sa kruznice z* + 3> —
8x + 6y + 21 = 0;
b) prechidza bodom C = [5,2], dotyka sa priamky y = 0 a kruznice x? +
y? — 12y + 27 = 0.
Riesenie: a) x* +y* =9, (x — 4)* + y* = 25;
b) Jednym zo $tyroch rieenf je kruznica (z — 3)? + (y — 2)* = 4.

Uloha 2.6. NapiSte rovnicu kruznice, ktord
a) sa dotyka osi o, v pociatku a pretina os o, v bode A =[-8, 0];
b) sa dotyka osi 0, v pociatku a pretina os o, v bode A = [0, 6];
c¢) sa dotyka obidvoch stradnicovych osi a prechddza bodom A = [2,4];
d) prechddza bodmi A = [2,5] a B = [3,2] a jej stred lezi na osi o,.

Riesenie:
a) Stred kruznice je na osi o, a preto jej stred je S = [—4,0] a polomer r = 4;
b) 22 + (y — 3)? = 9;
¢) rovnica hladanej kruZnice mé rovnicu (z — s)? + (y — s)? = s?. Dosadenim stiradnic
bodu A do tejto rovnice a vypoctom dostavame dve hodnoty s =2 a s = 10;
d) stred hladanej kruznice S = [0, s5] je rovnako vzdialeny od bodov A a B. Z rovnice
|SA| = |SB| dostavame, ze s, = 5.

Uloha 2.7. Napiste rovnice kruznic, ktoré sa dotykaju priamok z — 1 =0,
3r+4y—35=0 a 3x—4y —35=0.

Riesenie: (x —5)* +y*> =16, (v +15)*+y*> =256, (v — %)2 +(y %)2 = %24'

Uloha 2.8. Uréte, ¢o je mnozinou vietkych bodov X = [, y] roviny, ktorych
stradnice spliiaji rovnicu 42 + 4y% — 8z + 12y — % = 0.

Riesenie: Upravou na tplny &tvorec dostdvame kruznicu (z — 1)2 + (y + S2=1t
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Uloha 2.9. Dany je rovnoramenny trojuholnik AABC'. Urcte geometrické
miesto vSetkych bodov roviny, ktorych stvorec vzdialenosti od priamky AB
na ktorej lezi zédkladna sa rovna sucinu vzdialenosti od priamok, na ktorych
lezia jeho ramena.

Riesenie: Zvolme siradnicovy systém tak, aby A = [~a,0], B = [a,0] a C' = [0,¢]. Strany
trojuholnika lezia na priamkach cx — ay — ac = 0. Ak X = [z,y] je bod, ktory splia
podmienky tlohy, tak plati

| — cx + ay — ac| |cx + ay — ac| ) a*\2  a*(*+a?)
JZr a2 O J2r2 =l = :E—I—(y—i——) -0 2
cc+a cc+a c c

Uloha 2.10. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza zaciatkom sturadnico-
vého systému a na stradnicovych osiach vytina rovnako velké tseky dlzky d?

Riesenie: (z + g)Q + (y & g)Q — 612_2

Uloha 2.11. Napiste rovnice dotyénic kruznice 2 + y* — 6z + 10y — 66 = 0,
ktoré su kolmé na priamku 4x — 3y + 12 = 0.

Riesenie: Hladdme takid hodnotu ¢, aby priamka 3z + 4y + ¢ = 0 mala s kruZnicou prave
jeden spolo¢ny bod. Riesenim su priamky 3z + 4y — 39 = 0, 3x + 4y + 61 = 0.

Uloha 2.12. Napiste rovnice dotyénic kruznice x? + y* — 2z + 4y = 0, ktoré
st kolmé na priamku x — 2y +9 = 0.

Riesenie: Dotycnica kruznice (v —1)* 4 (y +2)* = 5 v bode [t1, o] md tvar (v —1)(t; — 1) +
(y + 2)(t2 + 2) = 5. Upravou dostaneme rovnicu

(t1 —1) (t; — 2ty)
) R

Pretoze smernica danej priamky je %, bude smernica doty¢nice (kolmej na dani priam-
ku) —2. Z rovnice —i;é = —2 dostaneme vztah t; = 2(ty + 5). Dosadenim do rovnice

(2t — 1)® + (t2 + 2)? = 5 a vypoctom dostaneme druhé stradnice dotykovych bodov
ty = —3 a ty = —1. Hladané dotyénice maji rovnice 2z +y + 5 = 0.

Uloha 2.13. Vypotitajte velkost tetivy kruznice
a) 22 + y? = 25, ktorej stred je v bode S = 1, —2];

b) 522 + 5y — 9y — 38 = 0, ktorej stred je v bode S = [1, %]

Riesenie: a) 45, b) V29

Uloha 2.14. Uréte geometrické miesto vSetky bodov, ktorych vzdialenosti
a) od bodov A =10,0], B=1[0,6] si v pomere 5 : 4;
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b) od bodov A =[5,7], B =[—4,—5] su v pomere 3 : 2.

Riesenie: a) 3(x? + y?) — 100z + 300 = 0.
b) 5(z% 4 y?) + 112z + 146y + 73 = 0.

Uloha 2.15. Uréte vzajomnu polohu kruznice k a priamky AB, ak
a) k: 22 +9y*+6x+6y—7=0, A=[1,0], B=[-3,—4];
b) k: 2> +y? -4 —6y—12=0, A=1[5—1], B=[-3,-17].
Riesenie: a) Rovnica kruznice je (x+3)%+ (y+3)? = 25 a priamky z —y —1 = 0. Vzdialenost
bodu [—3, —3] od priamky je \/Li a tato je mensia ako polomer a preto je to secnica.

b) Spoloéné body st [5,6], [—25, —7%].

Uloha 2.16. Urcte vietky redlne ¢isla a, pre ktoré ma kruznica 22 +y%> =4 a
priamka

a) 2r —y+a=0, b) ar —4y—16=0

prave jeden spolocny bod.

Riesenie: a) a = +24/5; b) a = +44/3.

Uloha 2.17. Napiste rovnicu kruznice simerne zdruzenej s kruznicou, ktora
mé rovnicu 22 + y? — 22 — 4y + 4 = 0 podla priamky z —y — 3 = 0.

Riesenie: a) (x —5)? + (y +2)? = 1.

Uloha 2.18. Napiste rovnicu doty¢nice kruznice 2%+ y? = 65, ktora je rovno-
bezné s priamkou 2z + 3y — 9 = 0.

Riesenie: 2x + 3y +13v/5 =0

Uloha 2.19. Uréte vsetky redlne c¢isla m, pre ktoré je priamka p dotycnicou
kruznice k, ak

a)p:3r+4y+m=0, k:2%+y*=25;

b)p:x=—-7T+mt, y=—17+t, k:2?+y*=169.
Riesenie: a) m = £25; b) m e {—3, 2}
Uloha 2.20. NapiSte rovnicu kruznice, ktord prechddza bodmi A = 3, 0],
B = [—1,2] a mé stred na priamke z —y +2 = 0.

Riesenie: Stradnice [s1, s5] stredu a polomer r st rieSenfm sistavy rovnic (3 — s1)? + 53 = r?,

(—1—=s51)2 4+ (2 —s82)>=71% s — 89 +2=0. Hladan4 rovnica je (z — 8)* + y* = 4.
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Uloha 2.21. Napiste rovnicu kruznice, ktorej stred lezi na priamke x —y+3 =
0 a dotyka sa priamky 3z + 4y — 23 = 0 v bode A[l, 5].

Riesenie: (v +2)* + (y — 1) = 25.
Uloha 2.22. Napiste rovnicu kruznice, ktord prechddza bodom M = [2,1],
dotyka sa kruznice (z —4)? + (y — 2)?> = 1 a m4 polomer r = 1.

Riesenie: Stred hladanej kruznice je priesecnik kruznic (x —4)% + (y —2)? = 4 (lebo sa dotyka
danej kruznice s 7 = 1) a (x—2)2+(y—1)*> = 1 (lebo prechadza bodom [2,1].) Riesenim
st kruznice (x —2)*+ (y —2) =1a (z —2,8)? + (y — 0,4)? = 1.

Uloha 2.23. Napiste rovnicu kruznice vpisanej do trojuholnika, ktorého stra-
ny lezia na priamkach 3z —4y —5 =0, 8¢+ 6y —19=0, 5z + 12y — 27 = 0.
Riesenie: a) (v —2,2)%+ (y — 0,9)* = 0, 16.

Uloha 2.24. Napiste rovnice dotyénic kruznice z2 4+ y? — 10z — 4y + 25 = 0,
ktoré prechadzaju zaciatkom suradnicovej sustavy.

Ndvod: Do rovnice dotycnice kruznice (z —5)(t1 — 5) + (y — 2)(t2 — 2) = 4 dosadime stradnice
zaciatku [0, 0] a dostaneme rovnicu 5(¢; —5) +2(t2 —2) +4 = 0. Pretoze plati (t; —5)* +
(ty — 2)? = 4, rieSenim tychto dvoch rovnic dostaneme siradnice dotykovych bodov.

Uloha 2.25. Vypocitajte odchylku dotyénic vedenych z bodu A = [—2,5] ku
kruznici 2% + y? — 62 — 10y + 29 = 0.

Riesenie: 53°08'.

Uloha 2.26. Napiste rovnicu kruznice, ktord sa dotyka dvoch rovnobeznych
priamok z +y—7=0, x +y —3 =0 a jej stred je na priamke 2x —y —1 =0
Riesenie: (x —2)*+ (y — 3)* = 2.

Uloha 2.27. NapiSte rovnicu kruznice, ktora prechadza bodom A = [6, 1],

stred m4 na priamke 9z+4y—47 = 0 a dotyka sa kruznice 2% +y>—2x+5y—5 =
0.

Riesenie: (x —7)%* + (y +4)* = 26.

Uloha 2.28. Napiste rovnice dotyénic ku kruznici 22 + 3% = 5 prechddzajiice
bodom A = [2, 3]

Riesenie: x —2y —5—0,2x —y —5=0.

Uloha 2.29. Napiste rovnice spoloénych dotyénic kruznic 22+ y2—16 =0 a
22 4+ y? — 162 + 60 = 0.
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Riesenie: Hladame dotycnicu prvej kruznice, ktord ma od stredu druhej kruznice 2%+ (y—8)% =
4 vzdialenost 2. Ak T = [t1,t5] je bod dotyku, tak plati t,z + toy — 16 = 0, pricom

plati t;2 + t,> = 16. Zo vzorca pre vypocet vzdialenosti bodu od priamky dostdvame

% = 2. Rozlisime dva pripady, 8¢; —16 = 8 a —(8t; — 16) = 8. Suradnice Styroch
1 2

dotykovych bodov st [3, £+/7] a [1,4+/17]. Hladané dotycnice st 3x + 7 —16 =0 a
z++/17—16 = 0.
Uloha 2.30. Napiste rovnice spoloénych dotycnic kruznic
a) 22 +y*> =25, (v —6)%+y*=16;
b) 2? +y? —dx —2y+4=0, 2> +y*+4x+2y—4=0;
¢) 2+ y*+ 20 +6y—6=0, 22+9>=09;
d) 22+ 1> +2y —8=0, 22+ 9>+ 8x+ 6y + 16 = 0.
Riesenie: a) x + /35y — 30 =0, 2 — /35y — 30 = 0;
b)dr —3y—10=0, y—2=0, 3x+4y—5=0, . — 1 =0;
c)x—3=0, 4z —3y+15=0;
d)z—-2y—2+3V5=0, v —2y —2—-3V5=0.

Uloha 2.31. Dané st body A = [1,1], B = [5, —2]. Napiste rovnice vietkych
kruznic, ktoré sa dotykaju osi o, a priamky AB v bode A.

Riesenie: (x —4)>+ (y—5)? =25, (v — 22+ (y—2)*=2.

Uloha 2.32. Vypocitajte dizku dotykovej tsecky dotyénice ku kruznici 22 +
y?> +x — 3y — 3 = 0, ktord prechadza bodom A = [1, —2].

Riesenie: Stvorec velkosti dotykovej tsecky je rovny rozdielu stvorcov vzdialenost{ bodu A

od stredu kruznice (z + )%+ (y — 2)? = L a jej polomeru. Velkost danej tisecky je 3.

Uloha 2.33. V zavislosti od parametra p urcte pocet spolocnych bodov
kruznic 2% +y? — 100 — 6y + 18 =0, 22 + 3> — 22 +p = 0.

Riesenie: Pre p > 1 druhou rovnicou nie je uréend kruznica, pre p € (—80,0) dva spolotné
body, pre p € {—80,0} jeden spoloény bod, pre p € (—oo, —80) U (0, 1) ziaden spolocny
bod.

Uloha 2.34. Uréte podmienky, za ktorych sa kruznice (z—s1)2+(y—s2)% = 73
a(z—t1)?+ (y — ta)? = r3 pretinaji pod pravym uhlom.

Riesenie: (s1 —t1)* + (s2 — t2)? =717 +73.

Uloha 2.35. Vypoéitajte, pod akym uhlom sa pretinaji kruznice (x — 3)% +
(y—1?=8a(z—2?>+(y+2)?*=2
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Riesenie: 90°.

Uloha 2.36. Dokézte, ze kruznice 22 + y> — 2ma — 2ny — m? +n? = 0 a
22 + 9% — 2nx — 2my + m? — n? = 0 sa pretinaji pod pravym uhlom.

Uloha 2.37. NapiSte rovnicu priamky, ktord prechédza spoloénymi bodmi
kruznic (z — 1)+ (y+2)2—-9=0 a (x —3)*+ (y —2)2—16 = 0.

Riesenie: Odpocitanim druhej rovnice od prvej dostdvame rovnicu hladanej priamky 4z +
8y —1=0.

Uloha 2.38. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza bodom M = [1,—1] a
spoloé¢nymi bodmi kruznic (z—1)*+(y+2)>—~9 = 0a (x—3)*+(y—2)*—16 = 0.

Riesenie: Hladand kruznica bude mat rovnicu tvaru af(z—1)2+ (y+2)? — 9]+ B[(z —3)*+ (y —
2)2 —16] = 0, tpravou (a+ B)z? + (a+ B)y* + (—2a — 68)z + 4(a — B)y — 4a — 38 = 0.
Ked do tejto rovnice dosadime stiradnice bodu M postupne dostaneme 8a+33 = 0. Ak

polozime o = —3, tak 3 =8 a hladand kruznica ma rovnicu (z — 2)? + (y — 19)? = DL

Uloha 2.39. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza spoloé¢nymi bodmi
kruznic (z —1)2+y*—1=0a (z—3)*+ (y —2)? — 4 = 0 a dotyka sa priamky
x = 0.

Riesenie: Ak do rovnice (o + f)z* + (a + )y — (2a + 66)x — 48y = 0 dosadime = = 0
a ak plati a + 3 # 0, dostdvame kvadraticki rovnicu (a + 8)y*> — 48y + 98 = 0
riesenim ktorej st y-ové stiradnice spoloénych bodov hladanej kruznice a danej priamky.
Pretoze chceme, aby priamka x = 0 bola dotyénicou hladanej kruznice, polozime jej
diskriminant D = (—43)% — 4(a + £)(96) = 0. Upravou dostaneme 3(9a + 53) = 0.
Ak si zvolime o = 1, 3 =0, resp. a = —5, 3 =9, tak hladané kruznice majui rovnice
(e=1?+y’ =1, (e—- 5P+ -3 =7

Uloha 2.40. NapiSte rovnicu kruznice so stredom v bode S = [—4, —3], ktora

prechddza spoloénymi bodmi kruznic (z —2)> + (y —1)2 =9 =10, (z +1)* +
(y+1)2—4=0.

Riesenie: (x+4)* + (y + 3)* = 25.
Uloha 2.41. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza spoloénymi bodmi

kruznic (z —1)>+ (y+5)2 =50 =0, (x +1)*+ (y +1)> — 10 = 0 a jej stred je
na priamke x 4+ y = 0.

Riesenie: (x + 3)* + (y — 3)% = 10.
Uloha 2.42. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechéadza spoloénymi bodmi

kruznic (z +4)%> + (y —3)> =16 =0, (v +2)* + (y — 2)> — 9 = 0 a ktorej stred
lezf na kruznici (z — 4)? + (y +1)> =5 = 0.
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Riesenie: (x —2)? +y® =25, (z—6)%+ (y+2)> = 81.

Uloha 2.43. Napiste rovnicu kruznice, ktorda prechddza spoloénymi bodmi
kruznic (x — 8)? 4+ (y —5)2 — 24 =0, (v + 2)*> + 3*> — 49 = 0 a ktorej polomer
jer =3.

Riesenie: (x —2)*+ (y—2)2=9, (z—6)?+ (y—4)*=09.

Uloha 2.44. Napiste rovnicu kruznice, ktora na priamke y — 1 = 0 vytina
tisecku dlzky 4 a prechadza spoloénymi bodmi kruznic (x —8)%+ (y —6)? = 41,
(z+2)%+ (y — 1)* = 36.

Riesenie: (x —2)+ (y—3)2=8, (x—6)2+ (y—5)% = 20.

Uloha 2.45. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechddza bodmi A = 1, —1],
B = [-3,3] a dotyka sa kruznice (z + 3)?> + (y +6)?> — 1 = 0.

Riesenie: (x+3)%+ (y+1)2 =16, (z+3)? + (y+ 2)? = (%)2.

Uloha 2.46. Napiste rovnicu kruznice, ktord je ortogonalna s kruznicami
(x+4)2+(y—12—-16=0, (x +6)*+ (y — 2)*> — 46 = 0 a prechddza bodom
M = [2,5].

RieSenie: (x —2)? + (y — 3)* = 8L

Uloha 2.47. Napiste rovnicu kruznice, ktora je ortogonalna s kruznicami
(+3)2+(y—22-32=0, (r—1)>+ (y+6)* — 64 = 0 a dotyka sa osi 0,.

Riesenie: (x+7)*+(y+3)*=9, (x—3)*+ (y—2)*=4.

Uloha 2.48. Vypoéitajte vzdialenost dotykovych bodov spoloénej dotyénice
kruznic (z +2)% 4+ (y +2)2 =50 =0a (z — 6)% + (y — 4)> — 50 = 0.

Riesenie: Pretoze kruznice maji rovnaké polomery, hladand vzdialenost je 10.

Uloha 2.49. Vypoéitajte vzdialenost dotykovych bodov spoloénej dotyénice
kruznic 22 +y? —1=0a (v —3)2 + (y —4)2 —4 = 0.

Riesenie: Hladand vzdialenost sa rovnd velkosti odvesny pravouhlého trojuholnika s preponou,
ktorej dlzka je rovné vzdialenosti stredov danych kruznic a velkost druhej odvesny je
rovna rozdielu, resp. suctu ich polomerov. Vysledok: v/24 a 4.

Uloha 2.50. Napiste analytické vyjadrenie vsSetkych stredov tetiv kruznice
22 + y? = 36, ktoré prechadzaji vnitornym bodom M = [3,0] kruZnice.

Riesenie: 2%+ y? — 3z = 0.
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Uloha 2.51. Uréte geometrické miesto vSetkych bodov, z ktorych ”vidime”
dve tsecky AB a BC' jednej priamky pod rovnakym uhlom, ak |[AB| = 5,
|BC| = 3.

Riesenie: Kruznica 22 + y? — 152 = 0.
Uloha 2.52. Bod M = [z,y] sa pohybuje tak, Ze stcet tvorcov jeho vzdia-

lenosti od prieseénika suradnicovych osi a od bodu A = [—a, 0] je stédle rovna
a®. Uréte jeho dréhu.

_a
29

a

Riesenie: Bod M sa pohybuje po kruznici so stredom S = | 0] a polomerom r = §.

Uloha 2.53. Dand je kruznica 22 + 2 = r2. Z bodu A = [, 0] tejto kruznice
st vedené vsetky jej mozné tetivy. Urcte geometrické miesto stredov tychto
tetiv.

Riesenie: Lubovolny bod B danej kruznice m4 stiradnice [z, y], ktoré Spiflajfl rovnicu 22 +y% =
r2. Pre stradnice [X,Y] stredu tsecky AB stcasne plati: X = 2(z+7), ¥ = (y+0).

, , ) .. 2 2
Po dosadeni dostdvame rovnicu kruznice v tvare (X — g) +Y?2 = (%) )

Uloha 2.54. Napiste rovnicu kruznice, ktord prechddza bodom A = [5,2],
dotyka sa priamky y = 0 a zvonka kruznice 22 + y? — 12y + 27 = 0.

Riesenie: Uloha mé dve rieSenia: Sy = [2, 28] r) =28 a G5, =[3,2], ry = 2.

Uloha 2.55. Napiste rovnicu priamky patriacej zvizku priamok s rovnicou
a(z—8y+30)+B(x+5y—22) = 0, ktord na kruznici 2> +y* —22x+2y—14 =0
vytina tetivu dlzky 2+/3.

Riesenie: 2o —3y +8 =0, 342y —14=0.

2.2 Kuzeloseéky

2.2.1 Elipsa

FElipsa je mnozina vsetkych bodov X = [z,y] v rovine, ktoré maji od
bodov F; a F, konstantny sucet vzdialenosti 2a, ktory je vacsi ako |FyFy.
Body Fi, I sa nazyvaju ohniskd elipsy a ¢islo a je velkost hlavnej poloosi
elipsy. Stred S usecky Fi Iy je stred elipsy. Vzdialenost e ohnisk od stredu
elipsy nazyvame excentricita (linedrna vystrednost) elipsy. Symbolom b ozna-
cujeme ¢islo va? — €2, ktoré predstavuje velkost vedlajsej poloosi elipsy.
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Rovnica elipsy so stredom v bode S = [sq, s9], ktorej osi si rovnobezné so
suradnicovymi osami je

2 2

(z ;281) N (y _17282)

= 1. (2.3)
Ak s1 = s9 =0, tak (2.3) je osovou rovnicou elipsy.

Dotyé¢nica elipsy (2.3) v bode T' = [t1, t5] m& rovnicu

(. —s1)(t1 — 51) N (y — 52)(t2 — 52

o 2 = 1.

Ak do rovnice dotycnice elipsy dosadime namiesto suradnic dotykového
bodu sturadnice bodu Z = [z1, 25, ktory nelezi na elipse a je rozny od jej
stredu, tak dostaneme rovnicu poldry bodu Z. Ak polara bodu Z ma4 s elipsou
spolocné body, tak tieto su dotykovymi bodmi dotyc¢nic vedenych z bodu Z k
danej elipse.

Uloha 2.56. Napiste rovnicu elipsy, ktora prechadza danymi bodmi a jej osi
st totoZné so stradnicovymi osami, ked

a) A=1[2,3] a B=[-1,—4];

b) A = [~6,—4] a B = [5, 3]

c) A=[3,%3] a B =[-4,V5.

. . , . . , 2 2 ; P , ’
Riesenie: Osova rovnica elipsy ma tvar %; + % = 1. Dosadenfm stradnic danych bodov do
tejto rovnice a riesenin sustavy dvoch rovnic dostdvame hladané rovnice:

a) 7x? 4+ 3y? =55, b) 2% +4y* = 100, c) 2% + 4y* = 36.

Uloha 2.57. Kolkymi bodmi je jednoznaéne urcens elipsa so stredom
v zaciatku suradnicového systému a osami totoznymi so siradnicovymi osami?

Uloha 2.58. Kolkymi bodmi je jednozna¢ne uréend elipsa s osami rovnobei-
nymi so suradnicovymi osami?

2 2

Uloha 2.59. Vypocitajte siradnice bodov elipsy %()Jrg_(’) = 1, ktorych vzdia-
lenost od jedného ohniska je $tyrikrdt vicsia, ako od druhého ohniska.

Riesenie: [?,i%ﬁ} alebo [— %,i%?].
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Uloha 2.60. Napiste osovu rovnicu elipsy, ktora sa dotyka priamok x+y—5 =
0, x+4y —10=0.

Riesenie: Rovnica hladanej elipsy je b*z% + a?y? = a?b?. Hladdme parametre a? a b* tak, aby
prlamka xr =5 — y mala s nou prave jeden spoloc¢ny bod, t.j. aby rovnica b?(5 y)2 +

a%y? = a2b? mala jediné riesenie. Upravou dostédvame (a2 +172) —10b%*y+(25b* — a?b?) =
0. Diskriminant tejto rovnice je [100b* —4(a? 4+ b*)(25b* — a?b?)] = 4a*b*[ab* —25]. Prva
priamka je doty¢nicou, ak plati a?b?* — 25 = 0. Podobne dostaneme (ak zopakujeme
uvedeny postup pre druht priamku) druhd rovnicu a? + 160> — 100 = 0. RieSenim

dostaneme rovnicu hladanej elipsy % + % =1.

Uloha 2.61. Napiste osovu rovnicu elipsy, ktora sa dotyka priamok
a) x+2y—27=0, Tx + 4y — 81 = 0;
b) x4+y—5=0, x —4y — 10 = 0;
¢) 3z —2y —20 =0, =+ 6y —20=0.

Riesenie: a) 2z +y* =162, b) 2% + 4y* = 20, c) 2% + 4y* = 40.

Uloha 2.62. Napiste rovnice dotyénic elipsy 322 + 8y? = 45, ktorych vzdia-
lenost od jej stredu je 3.

Riesenie: 3v +4y £15=0, 3z —4y £15=0.

Uloha 2.63. Napiste rovnice dotyénic elipsy x? + 2y? = 17, ktorych vzdiale-
nost od jej stredu je 3,4.

Riesenie: 3v +4y £ 17 = 0.

Uloha 2.64. Napiste rovnicu dotycnice elipsy 15 . ?2/5 = 1, ktora je kolma na
priamku 13z + 12y — 115 = 0.

Riesenie: 12x — 13y £ 169 = 0.

Uloha 2.65. NapiSte osovi rovnicu elipsy, ktorej dotyénica v bode T = [5, —3]
je priamka 3z — 4y — 27 = 0.

Riesenie: 922 + 20y? = 405.

Uloha 2.66. Vypoéitajte siradnice bodov elipsy 422 + 9y? = 36, ktoré maju
od priamky 2z + 4y — 15 = 0 najmensiu a najvicsiu vzdialenost.

Riesenie: Hladané body si bodmi dotyku dotyénic elipsy, ktoré si rovnobezné s danou

priamkou. Najmensiu vzdialenost f mé bod (2, 8] a najvicsiu 5\f mé bod [-2, —&].

Uloha 2.67. Napiste siradnice spolocnych bodov elips uréenych rovnicami:
22 4 132 + 24y — 144y + 72 = 0, 2922 — 127z + 120y* — 720y + 720 = 0.
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Riesenie: [3,1], [3,5], [%;%]; [g’%]

Uloha 2.68. Ak sa dve elipsy, ktorych osi si navzajom rovnobezné pretinaju
v Styroch bodoch, tak spolo¢né body lezia na jednej kruznici. Dokézte.

Uloha 2.69. Napiste rovnicu elipsy, ktorej osi si rovnobezné so suradnicovymi
osami a dotyka sa oboch suradnicovych osi, ak

a) jej stred je bod S = [6, —4];
b) osi o, sa dotyka v bode A = [4,0] a osi o, sa dotyka v bode B = [0, 5].

Riesenie: a) % + % =1, b) (113)2 + (y;’)rz = 1.

Uloha 2.70. Napiste rovnice dotyénic elipsy 22 + 4y?> — 8 = 0, ktoré
prechadzaji bodom M = [—2, 3].

Riesenie: Dotycnice danej elipsy v bode T' = [t1, t] maji rovnicu xt; +4yts —8 = 0. Do tejto
rovnice dosadime suradnice bodu M a dostaneme —2t; + 12t, — 8 = 0. Pretoze bod T
lezi na elipse, tak plati t? + 4t2 — 8 = 0. VyrieSenim tejto stistavy rovnic dostaneme
suradnice dotykovych bodov a po ich dosadeni do rovnice dotycnice dostaneme rovnice
hladanych priamok = + 2y —4 =0, 72 — 2y + 20 = 0.

Uloha 2.71. Napiste rovnice dotycnic elipsy E, ktoré prechadzaji danym
bodom Z, ak

a) B: 52 + 9y =45 a Z =[0,—3];
b) E: 922 + 25y — 182 + 100y — 116 = 0 a Z = [~4,7].

Riesenie: a) 2x —3y —9=0,2xr4+3y+9=0, b)z+4=0,4z + 5y — 19 = 0.

Uloha 2.72. Vypocitajte obsah trojuholnika, ktory je urceny priamkou 4x -+
3y — 12 = 0 a doty¢nicami elipsy 422 + 9y?> = 36, v priese¢nikoch s danou
priamkou.

Riesenie: P =0,6.

Uloha 2.73. Napiste rovnice dotyénic elipsy b22? + a®y? — a?b®* = 0, ktoré
vytinajd na kladnych osiach rovnako velké dseky.

b2t - 1

FErs Potom dotykovy bod ma suradnice

Riesenie: Smernica dotycnice elipsy je —
2 2
a b }
, a doty¢nica ma rovnicu z + vy = va? + b2.
[\/a2+b2 Va2 + b2 Y Y

Uloha 2.74. Aky uhol zvieraji dotycnice k elipse 322 + 6y = 18, ktoré
prechddzaji bodom A[4, —1].

Riesenie: o = 56°19'.
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[’Jloha,2.75. Urcte, ¢o je mnozinou vsetkych bodov v rovine, ktorych surad-
nice spliaju rovnicu

a) 25x% + 16y? + 100z — 96y — 444 = 0;

b) 922 + 4y? 4+ 40z — 36y + 152 = 0;

c) x? + 16y* — 162 — 32y + 64 = 0;

d) 222 + 3y? — 4x + 18y + 23 = 0.

Riesenie: a), c), d) elipsy; b) prdzdna mnozina.

Uloha 2.76. V rovnici elipsy ‘;—; + @g—j = 1 urcte parameter b tak, aby priamka
2z + 3y — 12 = 0 bola jej dotycnicou.

V44

Riesenie: b= ——.
iesente 5

Uloha 2.77. Uréte vSetky hodnoty parametra ¢, pre ktoré ma priamka y =
x + ¢ s elipsou 922 + 16y?> = 144 asponi jeden spoloény bod.

Riesenie: q € (—5,5).

Uloha 2.78. Uréte mnozinu vietkych bodov roviny, ktorych vzdialenost od
bodu A = [—6, 0] je dvakrat mensia ako od priamky z + 1 = 0.

Riesenie: 3z° + 4y® + 50z + 143 = 0.

Uloha 2.79. Do elipsy 0’2% + a®y?> = a®V? je vpisany Stvorec (t.j. vsetky
vrcholy Stvorca st bodmi elipsy). Vyjadrite obsah stvorca pomocou dlzok
hlavnej a vedlajsej poloosi.

4a2b?
a?24b2

Riesenie: P =

Uloha 2.80. Do elipsy 2249y = 9 je vpisany rovnostranny trojuholnik ABC,
ktory je stimerny podla jej hlavnej osi. Vypocitajte siradnice jeho vrcholov.

Riesenie: A = [3’ O]’ b= [%’ \/73]’ ¢ = [§ _ﬁ]; A= [_370]7 B' = [_27 \/73]’ ¢ = [_§ _ﬁ]

51 g 20 2
Uloha 2.81. Dans je elipsa b%2 + a2y? = a2b® a bod S = [0,0]. Napiste
rovnicu kruznice, ktora ma s elipsou jeden spoloény bod M,
a) ma maximalny polomer a jej stred lezi na tsecke SM, kde M = [a, 0];
b) mé minimalny polomer a jej stred lezi na polpriamke SM, kde M =
[0, —b.

Ndvod: V rovniciach pre stradnice spoloénych bodov kruznice a elipsy vyjadrite podmienku
pre dvojnasobny koren.
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Uloha 2.82. Elipsa mé rovnicu 922 + 4y? = 36. Napiste rovnicu priamky, na
ktorej lezi tetiva so stredom v bode S = [1, —2].

Riesenie: Rovnica hladanej priamky je x = 1 +tu, y = —2+ tv. Dosadenim do rovnice elipsy
dostaneme rovnicu (9u? — 8v?)t? +2(9u — 8v)t — 11 = 0. Ak 9u— 8v = 0, tak rovnica ma
rieSenie +t (parametre spoloénych bodov priamky a kuzelosecky.) Hladand priamka je
uréend bodom S a vektorom ' (8,9).

Uloha 2.83. Napiste rovnicu priamky, na ktorej lezi tetiva elipsy 2522 +
64y* = 1600 so stredom v bode S = [4, 3].

Riesenie: 25x + 48y — 244 = 0.

Uloha 2.84. Dan4 je elipsa 1222 + 16y* = 192 a priamka 3z + 10y — 24 = 0,
ktora je poldrou bodu P vzhladom na elipsu. Uréte stradnice bodu P.

Riesenie: P = [2,5].

Uloha 2.85. Vypoditajte velkost strany rovnostranného trojuholnika vpisa-
ného do elipsy s poloosami a, b, ktorého jedna strana je rovnobezna s hlavnou
osou elipsy.

Riesenie: Bez ujmy na vSeobecnosti (sta¢i vhodne volit stiradnicovii sistavu) mozeme pred-
pokladat, Ze elipsa m4 rovnicu 2—3 + z—z = 1 a bod C' m4a suradnice = [0,b]. Vrchol
A je prienikom elipsy s priamkou y = v/3z + b, ktord prechddza bodom C a zviera s
hlavnou osou uhol 60°. Dosadenim rovnice priamky do rovnice elipsy dostavame rovni-
cu b2? + a?(3z% 4 2b2+/3 + b?) = a?b?, ktorej riesenim s stiradnice spoloénych bodov
priamky a elipsy. Spolotné body maju suradnice [0, b] a [— ggzi\g’, — 352“32 + b]. Pretoze
body A a B si sumerné podla vedlajsej osi, dizka strany trojuholnika je %.

Uloha 2.86. Vypocitajte velkost strany stvorca, ktory je vpisany do elipsy s
poloosami a, b tak, ze jeho strany si rovnobezné s osami elipsy.

2ab
VT

Riesenie:

Uloha 2.87. Uréte mnozinu stredov vsetkych kruznic, ktoré sa dotykaju

kruznic 22 +y?> =12 a 2®> +y* —rxz = 0.

Riesenie: Dané kruznice majui rovnice k1 (Sy,71) : 224y = 12 a ko(S2,72): (x—5)*+y* = (5)*
Nech k(X,x) je kruznica, ktora sa dotyka kruznice k; z vnutra v bode T a ky v bode
T, z vonku. Plati S, X| = |SiT\| —x =7 —x a [9X]| = § + 2. S¢itanim tychto rovnic
dostdvame |S1.X| + |92 X| = 7 + 5. Na pravej strane je vyraz, ktory nezavisi od bodu
X, t.j. je to elipsa. Stredy kruznic, ktoré sa dotykaju stucasne k; a ks z vonku alebo
z vnutra lezia na osi 0,. Mnozina stredov je zjednotenim elipsy a priamky.
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Uloha 2.88. Dand je kruznica k a vo vnutri bod A. Najdite mnozinu stredov
vSetkych kruznic, ktoré prechddzaji bodom A a dotykaju sa danej kruznice.

Riesenie: Mnozina stredov je elipsa, ktorej ohniskami si bod A a stred danej kruznice.

Uloha 2.89. Dané st vrcholy A, B trojuholnika AABC' a jeho obvod. Uréte
mnozinu vSetkych moznych vrcholov C.

2.2.2 Hyperbola

Hyperbola je mnozina vsetkych bodov X = [z, y]| v rovine, ktoré maji od
bodov F} a F5 konstantny v absolutnej hodnote rozdiel vzdialenosti 2a, ktory
je mensi ako |F1Fy|. Body Fi a F, sa nazyvaju ohniskd hyperboly a ¢islo
a je velkost hlavnej poloosi hyperboly. Stred S tsecky FiF, je stred hyper-
boly. Vzdialenost e ohnisk od stredu elipsy nazyvame excentricita (linedrna
vystrednost) elipsy. Symbolom b oznac¢ujeme ¢islo v/e2 — a?, ktoré predstavuje
velkost vedlajsej poloosi hyperboly.

Rovnica hyperboly so stredom S = [sq, s9], ktorej osi si rovnobezné so surad-

(z — 81)2 (y — 52)2 _
" — 72 =1. (2.4)

nicovymi osami je

Doty¢nica hyperboly (2.4) v bode T = [t1,t5] ma rovnicu

(z—s)(ti—51)  (y—s2)(t2 — 59)

a? b? =1

Ak si do rovnice dotycnice hyperboly dosadime namiesto suradnic dotykového
bodu stradnice bodu Z = [z, 29|, ktory nelezi na hyperbole a je rozny od
jej stredu, tak dostaneme rovnicu poldry bodu Z. Ak polara bodu Z ma s
hyperbolou spolocné body, tak tieto st dotykovymi bodmi dotyc¢nic vedenych
z bodu Z k danej hyperbole.

Asymptoty ap, as hyperboly (2.4) maju rovnice

b
alo . (y — 32) = ig(x — 81).

?

Asymptoty hyperboly zvieraju s hlavnou osou uhol o, pre velkost ktorého plati

tg a = g a osi uhlov urcenych asymptotami st osi hyperboly (tj. asymptoty

hyperboly a;, as dostaneme ako priamky incidentné s uhloprieckami obdfinika,
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ktorého stred je totozny so stredom hyperboly a jeho strany s dizkami 2a a 2b
st rovnobezné s hlavnou a vedlajsou osou hyperboly). Asymptoty rovnoosej
hyperboly su na seba kolmé.

Uloha 2.90. Uréte stradnice stredu, vrcholov a ohnisk hyperboly
a) 22— 9y% + 4o — 5 = 0; b) 2522 — 169> — 150z + 224y — 959 = 0.
Riesenie: a) S = [—2,0], Vi =[=5,0], Vo = [1,0], F} = [-2 —+/10,0], Fy = [-2++/10,0];
b) S =1[3,7, Vi=[-1,7], Va=[7,7], F\ = [3—V41,7], F, = [3 +/41,7].
Uloha 2.91. Napiste osovii rovnicu hyperboly 422 — 9y? 4+ 16z — 18y — 29 = 0.

. o . /. , ;oo 2 2 1 2
Riesenie: Upravou na uplny stvorec dostaneme % — % = 1.

Uloha 2.92. Uréte mnozinu vSetkych bodov v rovine, ktorych suradnice
splnaju rovnicu

2
a)y:—1+§\/5€2—4x—5; b) y:7—;\/x2—6x+13;

3
c) x=9—2y?>+ 4y +8; d) x:5—1\/y2+4y—12.

Riesenie: a) Cast hyperboly 4(z — 2)? — 9(y + 1)* = 36;

b) Vetva hyperboly —9(z — 3)2 + 4(y — 7)? = 36;
¢) Vetva hyperboly 4(z — 9)% — 16(y + 2)? = 64;
d) Cast hyperboly —16(x — 5)? + 9(y + 2)? = 144.

Uloha 2.93. Napiste rovnicu hyperboly, ktord mé ohniska vo vrcholoch elipsy
a vrcholy v ohniskach elipsy

a) 9% + 25y% = 225; b) 92% + 16(y — 3)% = 144;
¢) 5(z — 2)* + 8(y + 6)* = 40; d) b*z* + a*y* = a?b>.
Riesenie: a) 922 — 16y? = 144; b) 922 — T(y — 3)? = 63;
c) 5(z —2)? = 3(y +6)2 =15; d) b*x? — (a® — b*)y* = b*(a® — b?).

Uloha 2.94. Kolkymi bodmi je jednozna¢ne uréend hyperbola, ktorej osi si
rovnobezné so suradnicovymi osami?

Riesenie: 'V osovej rovnici hyperboly st Styri parametre a preto na jej urcenie potrebujeme
Styri rozne body.

Uloha 2.95. Vypocitajte suradnice dotykového bodu dotycnice 2z —y—8 = 0
hyperboly 822 — 18y% — 144 = 0.
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Riesenie: [3,1].

Uloha 2.96. Vypocitajte obsah trojuholnika vytvoreného asymptotami hy-
2
perboly %2 — & =1 a priamkou 9z + 2y — 24 = 0.

Riesenie: P = 12.

Uloha 2.97. Napiste osovu rovnicu hyperboly, ktorej asymptota ma rovnicu
Yy = %:z: a dotyc¢nica je v —y = 3.

Riesenie: Asymptota hyperboly v osovom tvare ma rovnicu y = sx Zo zadania vyplyva, ze
a = 2b. Hladdme taki hodnotu parametra b, aby priamka z—y+3 = 0 mala s hyperbolou
% + i—j = 1 prave jeden spolocny bod, t.j. aby diskriminant tejto kvadratickej rovnice
bol rovny nule. Odtial dostdvame hladantd rovnicu z? — 4g? = 12.

Uloha 2.98. Napiste rovnicu dotyénice hyperboly 922 — 4y?> = 36 v bode
T = [t1,4].

Riesenie: Najskor uréime prvi suradnicu dotykového bodu. Plati 9t — 4.4 = 36 a preto
t1 = £4. Dotyénica v bode T' = [, 4] m4 rovnicu 24z + 45y — 260 = 0.

Uloha 2.99. Napiste rovnice dotyénic hyperboly 622 — 15y2 = 90, ktoré st
rovnobezné s priamkou

a) z+y—T7=0; b) z — 2y = 0.
Riesenie: a) x +y+3=0; b) dotycnice neexistuju.

Uloha 2.100. Napiste rovnice dotyénic hyperboly 2? — y> = 16, ktoré
prechédzaji bodom Z = [—1, —7].

Riegenie: Rovnica dotycnice je t1x — tay = 16, kde [t1,t5] si siradnice dotykového bodu
hyperboly, t.j. plati t? — t2 = 16. Pretoze doty¢nica prechiddza bodom Z dostédvame
—ty + Tty = 18. Dosadenim t; = 7t, — 16 do rovnice hyperboly dostaneme (7t — 16)? —
t2 =16 a z toho ty = _14ivl96 4315 = 22 Body dotyku st [5,3] a [—%2, 3], ktorym
zodpovedaju dotycnice hyperboly Sr — 3y —16=0 a 13z 4+ 5y +48 =0.

Uloha 2.101. Napiste rovnice dotyénic hyperboly 522 — 20y? = 100, ktoré
prechédzaji bodom Z = [—6, —7].

Riesenie: 3v — 4y — 10 =0, 9z — 2y +40 = 0.

Uloha 2.102. Napiste osovi rovnicu hyperboly, ktora sa dotyka priamky
r—y—2=0vbode M = [4,2].

L , , : 22 ) ..

Riesenie: Hladand hyperbola mé rovnicu % — % = 1. JeJ doty¢nica v bode M = [4,2]
, . 2 , .

ma rovnicu i—ﬁ — 2 — 1. Porovnanim koeficientov - =5 = Lg2— % dostavame rovnicu

b2 2 b
22

8
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Uloha 2.103. Vypoéitajte stiradnice bodu P hyperboly 922 — 4y? = 324,
ktorého vzdialenost od priamky 15z — 4y — 60 = 0 je minimé&lna.

10421 —6\/ﬁ]
7 7

Riesenie: P =

Uloha 2.104. Vypocitajte obsah trojuholnika, ktory je ohraniceny asympto-
tami hyperboly 162% — 25y? = 400 a jej dotycnicou v bode T' = [10, 7).

Riesenie:  Asymptoty hyperboly maji rovnice 4x & 5y = 0 a zvieraju uhol velkosti
4 4

tg o = |22 = 7
25

nicu dotyénice 16z — 10v/3y = 40. Vrcholy trojuholnika si A = [5(2—+/3), —4(2—+/3)],

B =[5(2++3),4(2++/3)] a C = [0,0]. Potom obsah trojuholnika je 20.

Dalej vypoéitame stradnice dotykového bodu a napiseme rov-

Uloha 2.105. Napiste rovnicu dotyénice hyperboly 922 — 16y? = 144, ktora
zviera s priamkou y = 5z — 2 uhol velkosti 45°.

Riesenie: 3z + 2y £6v3=0a 3z —y+ 69 = 0.

Uloha 2.106. Napiste osovu rovnicu hyperboly, ktora sa dotyka priamok
5r — 6y —16 =0 a 13z — 10y — 48 = 0.

Riesenie: x* — 4y® = 16.

Uloha 2.107. Napiste rovnicu hyperboly s asymptotami a; o, ktora prechadza
bodom M, ak

a,) 3.1722 y—3::t2(3?+1), M:[4,9],
b) ajp: 3z +2y =0, M=[3,3/5].

Riesenie: a) 4(x+1)%2— (y —3)2 =64; b) 922 — 4y* = 36.

Uloha 2.108. Napiste rovnicu hyperboly, ktora ma asymptoty 2y = +x a
dotyka sa priamky bz — 6y — 8 = 0.
Riesenie: x? — 4y* = 4.

Uloha 2.109. Uréte bod hyperboly 1622 — 49y? = 784, ktorého vzdialenost
od jednej asymptoty je trikrat vacsia ako od druhe;j.

14 4 —14 4
—t—a|— .
[ﬁ’ \/ﬁ} d V3’ 7l
Uloha 2.110. Dand je hyperbola 1622 —9y? = 144. Uréte hodnotu parametra
m tak, aby priamka y = g + m bola jej se¢nicou (dotycnicou).

Riesenze:

Riesenie: Pre |m| > 2 je setnicou a pre m = £ dotyénicou.
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Uloha 2.111. Napiste rovnicu dotyénice a asymptoty hyperboly zy — 1 = 0,

ktoré prechadzaji bodom M = [1, 3].

Riesenie: Do rovnice kuzelosecky dosadime parametrické rovnice priamky =z = 1+ tu, y =
3+ tv a dostaneme rovnicu uwvt® + (3u + v)t + 2 = 0. Jej diskriminant 9u? — 2uv + v?

sa nerovnd nule pre ziaden nenulovy vektor (u,v). To znamend, ze bodom M = [1, 3]
neprechddza ziadna dotyé¢nica ani asymptota (bod je vnitornym bodom hyperboly).

Uloha 2.112. Napiste rovnicu geometrického miesta vsetkych bodov, ktoré
maji rovnaki vzdialenost od kruznice 2 + y* + 4z = 0 a bodu M = [2,0].

Riesenie: Plati |[MX| = |SX|+2. Z toho /(z —2)2 + 42 = /(z +2)2 +y2 + 2. Upravou
dostdvame ¢asti hyperboly 322 — y? = 3.

Uloha 2.113. Uréte mnozinu vsetkych bodov roviny, ktoré maji od bodu
[—6, 0] dvakrat vicsiu vzdialenost ako od priamky xz + 1 = 0.

Riesenie: 9(x — %)* — 3y? = 100.

Uloha 2.114. Dokézte, 7e stu¢in vzdialenosti Iubovolného bodu hyperboly
22 —y? = 1 od jej asymptot je konstantny.

Riesenie: Rovnice asymptot hyperboly si y = x, y = —z a Iubovolny bod hyperboly mé
stradnice [z, vx? — 1]. Pre stcin vzdialenosti tohto bodu od asymptot danej hyperboly

plati:
le+1vVae2—1] le—1vVa2—1] 2*—(2*—-1) 1

V12412 12412 2 2
Uloha 2.115. Napiste ohniskovii rovnicu hyperboly 22 — 4y? — 16 = 0.

5 2
Riesenie: x° +y? = (ga: - 1) .

Uloha 2.116. Urcte asymptoty a dotycnice kuzelosecky danej vSeobecnou
rovnicou 72 — 2xy + 2z + 4y — 5 = 0, ktoré prechadzaji bodom Z = [-2, 1].
Riesenie: Parametrické vyjadrenie priamky prechadzajicej bodom Z je x = —2 + ut, y =
1+ vt. Dosadenim do rovnice kuzelosecky, dostdvame (u? — 2uv)t? + 2(4v — 2u)t + 3 =
0. PretoZe kuZelosecka m4 mat s priamkou najviac jeden spoloény bod, musi byt jej
diskriminant rovny 0, t.j. [2(4v —2u)]? — 4(u* — 2uv)3 = 0. Z toho u* — 10uv + 16v? = 0.
Tejto rovnici vyhovuji rieSenia (8,1) a (2,1). Asymptotické smery s rieSenim rovnice
u? — 2uv = 0. Tito rovnicu spliaju suradnice vektora (2,1) a nespliiaju stradnice
vektora (8, 1).
Bodom [—2, 1] a vektorom (8, 1) je ur¢ena dotycnica x — 8y + 10 = 0.
Bodom [—2, 1] a vektorom (2, 1) je uréend asymptota = — 2y + 4 = 0.
Uloha 2.117. Dokazte, ze ak elipsa a hyperbola maju totozné ohniska, tak
sa pretinaju pod pravym uhlom (doty¢nice v spolo¢nych bodoch si navzajom
kolmé).

Uloha 2.118. Uréte mnozinu stredov vSetkych kruznic, ktoré sa zvonku
dotykajui dvoch danych kruznic.



2.2 Kuzelosecky 63

2.2.3 Parabola

Parabola je mnozina vsetkych bodov roviny, ktoré maju rovnaku vzdia-
lenost od daného bodu F a danej priamky d. Bod F nazyvame ohnisko a
priamku d nazyvame direkénd (riadiaca) priamka paraboly. Na rozdiel od
elipsy a hyperboly, parabola nema stred a ma len jednu os. Priese¢nik V
osi s parabolou je vrchol paraboly. Vzdialenost ohniska od riadiacej priamky
oznacujeme p a nazyvame parametrom paraboly.

Rovnica paraboly s parametrom p, ktorej osou je priamka rovnobezna s osou
0., resp. o, a vrcholom V = [m,n] je

(y —n)? = £2p(x —m), resp. (x—m)?=£2p(y —n).
Dotyénica paraboly (y — n)? = 2p(z — m) v bode T = [t1, t3] m4 rovnicu

(y = n)(t2 = n) = pllx —m) + (11 —m)].

Uloha 2.119. Napiste rovnicu mnoziny vsetkych bodov roviny, ktoré maju
rovnaki vzdialenost od bodu A = [—3,0] a priamky p: z + 6 = 0.

Riesenie: Vzdialenost bodu X = [z,y] od bodu A je |[AX| = /(z +3)2 + y% a od danej

priamky p je | Xp| = |z+6|. Porovnanim +/(z + 3)? + y? = |x+6| a ipravou dostavame
rovnicu paraboly y? = 6x + 27.

Uloha 2.120. Uréte mnozinu stredov vsetkych kruznic, ktoré sa zvonku
dotykaju danej kruznice k(.S,r) a priamky prechadzajicej jej stredom.

Riesenie: Zvolme siradnicovi ststavu tak, aby kruznica mala rovnicu 22 + 4% = r? a priamka
y = 0. Nech X = [z,y] je stred kruznice, ktord sa dotyka danej kruznice aj priamky.
Vzdialenost [SX| = /22 + y% — r a vzdialenost bodu X od priamky y = 0 je |y|. Plati

V1?2 + 3?2 =7+ |y| a odtial dostdvame rovnicu paraboly.

Uloha 2.121. Napiste rovnicu paraboly s vrcholom v zaciatku suradnicového
systému, ktord je simernéd podla osi 0, a na priamke y = x vytina tetivu
dlzky 4/2.

Riesenie: y* = 4x,y* = —4x.

Uloha 2.122. Napiste rovnicu paraboly urcenej ohniskom F' a direkénou
priamkou d, ak

a) FF=[3,-7, d:x—5=0; b) F=[-3,-8], d:y+4=0;
c) F=[-6,4], d:y—6=0; d) F=12,-1], d:x—y—1=0.
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RieSenie: a) x = 1y —y+T7; b) =8(y +6) = (z + 3)%
¢) —4(y—5) = (x+6)% d) 2>+ 2zy+y?—6x+2y+9=0.

Uloha 2.123. Napiste rovnicu paraboly, ktora ma vrchol v pociatku, osou je
os 0, a dotyka sa priamky 3x — 2y +8 = 0.

Riesenie: y* = 24x.

Uloha 2.124. Napiste rovnicu paraboly, ktord méa vrchol
a) V =[3,—7] a prechddza bodom M = [4, —5];

b) V = [5,4] a prechddza bodom M = 0, 173]’

a jej os je rovnobezna s niektorou suradnicovou osou.
Riesenie: a) (y+7)2=4(z—3), (z—-3)2=1(y+7);
b) (z—=5)*=10(y —4), (y—4)* = (= —5).

Uloha 2.125. Parabola m4 os rovnobeznt s osou o, a obsahuje body A, B,
C. Napiste jej rovnicu, ak

a) A=[24],B=[-1,7,C=[1,3; b)A=[3,3], B=][0,12],C = [4,6];

c) A=10,0], B=[3,9], C = [12,-6].
)=(y—135)% b) -9 —4)=(y—06)%
6(z + 3)-

Riesenie: a) —2(x — 4
c) (y—3)*=

Uloha 2.126. Parabola m4 os rovnobeznt s osou o, a obsahuje body A, B,
C. Napiste jej rovnicu, ak
a) A=[-5,3],B=[1,9],C=[-1,6]; b)A=[33],B=][0,12],C = [4,6];
c) A=1[0,6], B=[3,3] a C = [5,4].
Ricsenie: a) —5(y— %) =(z—p*% b) =3y —-%)=(@—-3)>%
c) 3x? — 19z — 10y + 60 = 0.

Uloha 2.127. Vypocitajte siradnice spolocnych bodov priamky xr+y—3 =0
a paraboly z? = 4y.
Riesenie: [2,1], [—6,9].
Uloha 2.128. Napiste rovnicu dotycnice paraboly
a) y? =Tz vbode T = [, 15], 15 > 0;
b) y? = 3z v bode T = [t, 6].

Riesenie: a) dx — 4y +7=0, b)z—4y+12=0.
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Uloha 2.129. Vypoéitajte siradnice spoloénych bodov parabol y = 2?2241
ax=1y>—6y+7.

Riesenie: [2,1], [—1,4],

3+V13 7+V137 3-V13 7-V13
i e e el

Uloha 2.130. Pre akd hodnotu parametra k priamka y = kx + 2 pretina
parabolu y? = 4z.

Riesenie: k < %

Uloha 2.131. Napiste rovnicu dotyénice paraboly 32 = 8z, ktord je rovno-
bezna s priamkou 2x 4 2y — 3 = 0.

Riesenie: Porovnanim koeficientov priamky y = —x + 3 a dotyc¢nice y = %x + %1 dostaneme
vztah % = —1 a teda t, = —4. Zo vzfahu t3 = 8t; dostaneme ¢{; = —4 a rovnica
dotyc¢nice je x +y + 2 = 0.

Uloha 2.132. Napiste rovnicu dotyénice paraboly y?> = 4z, ktord je rovno-
bezna s priamkou 2x — 4y + 7 = 0.

Riesenie: x — 2y +4 = 0.

Uloha 2.133. Napiste rovnice dotyénic paraboly y? = 36z, ktoré prechddzaju
bodom Z = [2,9].

Riesenie: Rovnica polary je zoy = 18(z1 + ) a pre bod Z = [2,9] je y = 2(2+ ). Dosadenim
do rovnice paraboly dostaneme rovnicu (4+2z)% = 36z. Pre x-ové stradnice dotykovych
bodov dostavame 19 = 5i—v225_16 = % Pre 1 =4 je y; = 12 a doty¢nica mé rovnicu
3r —y+3=0aprexy =1 jey, =6 a dotycnica 3z — 2y + 12 = 0.

Uloha 2.134. Na parabole y? = 32z néjdite bod, ktorého vzdialenost od
priamky 4z + 3y + 10 = 0 je rovna 2.

Riesenie: A =10,0] a B = [18, —24].

Uloha 2.135. Napiste rovnicu dotyénice paraboly y? = 12z, ktord zviera
s priamkou 3x — y — 4 = 0 uhol 45°.

Riesenie: 4o +2y+3 =0;20 — 2y +12 = 0.

Uloha 2.136. Na parabole 32 = 64z uréte bod, ktory mé najmensiu vzdiale-
nost od priamky 4z + 3y — 14 = 0. Vypocitajte tito vzdialenost.

Riesenie: Hladanym bodom je bod dotyku dotyénice paraboly rovnobeznej z danou priamkou.
Rovnica dotyé¢nice v bode T' = [t1,ts] je y = %x + %tl a rovnica danej priamky y =
—%:z: + %. Porovnanim koeficientov pri x dostavame % = —% a z toho ty = —24. 7
rovnice (—24)* = 64¢; dostdvame t; = 9. RieSenim je bod T = [9, —24]. Vzdialenost

bodu T' od danej priamky je d = 10.
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Uloha 2.137. Na parabole 1> —10z—2y—9 = 0 uréte bod, ktorého vzdialenost
od priamky x — 3y 4+ 18 = 0 je minimalna.

Riesenie: [%2,16].

Uloha 2.138. Napiste rovnice dotyénic paraboly 3? = 8z vedenych z bodu
a) P=[-17,0]; b) P =[-3,1].

Riegenie: a)2x —3y+9=0,z+y+2=0; b)2x—3y+9=0,z+y+2=0.

Uloha 2.139. Vypocitajte suradnice priesecnika dotycnic v spoloénych bo-
doch paraboly 3? = 8z a priamky 2x — 3y — 10 = 0.

Riesenie: [—5,6].

Uloha 2.140. Napiste rovnice spoloénych dotyénic kriviek
a) >’ =7z a y?> = 11(z —9);
b) > =92 a 2%+ y? = 36.

Riesenie: a) 4r + 12y +63 =10, b) z4+2v2y+ 18 =0.

Uloha 2.141. Uréte vzajomnt polohu priamky a paraboly, ak ich rovnice si:
a) y? =20z, 3z —2y+5=0;
b) 2?2 = =32y, =z — 2y —4 = 0;
c) y> =8z, x+y—3=0.

Rieenie: a) Priamka pretina parabolu v bodoch [5,10] a [2, ];
b) priamka je dotycnica v bode [8, —2];

c¢) priamka nepretina parabolu.

Uloha 2.142. Uréte parameter ¢ tak, aby priamka y = x + ¢ bola doty¢nica
paraboly y?> = 10x.

5

Riesenie: q = 3.

Uloha 2.143. Napiste rovnicu priamky, na ktorej lezi tetiva paraboly y? = «
so stredom v bode S = [3,1].

Riesenie: Parametrické rovnice priamky prechadzajicej bodom S a uréenej vektorom u =
(u,v) dosadime do rovnice paraboly a dostaneme v?*t? + (—u 4 2v)t — 2 = 0. Vektor o
je smerovym vektorom hladanej priamky, ak tdto kvadratickd rovnica mé rieSenie 4t.
Zo vztahu —u + 2v = 0 dostaneme u = (2,1). Potom hladani priamka mé rovnicu
r—2y—1=0.
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Uloha 2.144. Napiste rovnicu priamky, na ktorej lezi tetiva paraboly y? = 4z
so stredom v bode S = [2,1].

Riesenie: 20 —y — 3 =0.

Uloha 2.145. Do paraboly y> = 11z je vpisany rovnostranny trojuholnik,
ktory mé jeden vrchol vo vrchole paraboly. Vypocitajte velkost jeho strany.

Ndvod: Zistite siradnice priesecnikov priamky y = ‘/Tgx s danou parabolou. Rozdiel ich

x-ovych stiradnic je velkost vysky vpisaného trojuholnika.

Uloha 2.146. Ak sa dve paraboly, ktorych osi st navzajom kolmé pretinaju
v Styroch bodoch, tak spoloéné body lezia na jednej kruznici. Dokazte.

Riesenie: Ak si zvolime ich osi za stradnicové osi, tak paraboly majt rovnice y* = 2p(x — m)
a x? = 2q(y —n). Ich séitanim dostaneme rovnicu typu x? + y? + azx + by + ¢ = 0. Toto
je rovnica kruznice, lebo existuju aspon dva body, ktorych siradnice jej vyhovuju.

Uloha 2.147. Napiste rovnicu kuzelosecky, ktord prechddza bodom A[5,1] a
prechddza spoloénymi bodmi elipsy 32(z — 2)? + 9(y — 7)?> = 648 a paraboly
2? —4x — 3y — 3 =0.

(9*21)2 -1

Riesenie: Hyperbola @ —
Uloha 2.148. Dokézte, ze spoloéné body paraboly 22 — 2z —y —1 = 0 a
elipsy 22 4 9y? — 9 = 0 lezia na jednej kruznici.

233
81 °

Riesenie: Rovnica danej kruznice je (x — —)2 + (y — —)2 =
Uloha 2.149. Ak plati ac = b?, tak mnozina bodov X = [z, y] roviny, ktorych
stiradnice splitaji rovnicu ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0 je rovni-
cou paraboly, priamky, dvoch rovnobeznych priamok alebo prazdnej mnoziny.
Dokazte.

Pozndmka: V tomto pripade mézeme rovnicu danej mnoziny bodov X = [z, y] roviny pisat
v tvare (ax + [y)? + 2dx + 2ey + f = 0.
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2.3 Kvadratické plochy

2.3.1 Gulova plocha

Gulovou plochou g(S,r) nazyvame mnozinu vsetkych bodov X = [z, y, 2]
priestoru E3, ktoré maji od bodu S = [sy, s9, s3] vzdialenost r > 0. Pevny bod
S nazyvame stred a ¢islo r polomer gulovej plochy. Rovnica gulovej plochy
g(S,r) vo zvolenej pravouhlej sustave sturadnic je

(X =S =7r% 7tesp. (v —51)*+ (y—52)° + (2 — s3)* =12 (2.5)
Dotykouvd rovina gulovej plochy (2.5) v bode T = [t1, t2, t3] m4 rovnicu
(X —S)(T —S)=r?% resp.
(x — s1)(t1 — 51) + (y — 52)(ta — 82) + (2 — 83)(t3 — s53) = 1°.

Ak si do rovnice dotykovej roviny dosadime namiesto siradnic dotykového
bodu stiradnice Tubovolného bodu M = [my,mo,ms], tak analogicky ako
v pripade kruZnice, dostaneme rovnicu tzv. poldrnej roviny gulovej plochy
g vzhladom na pdl M, v ktorej lezia dotykové body vsetkych dotykovych
rovin vedenych z bodu M k danej gulovej ploche.

Uvazujme v priestore E3 dve neststredné gulové plochy gy : (X —S)?—rf =0,
gy (X —T)?—r3=0. Pod zvizkom gulovijch pléch rozumieme mnoZinu
vietkych gulovych ploch, ktorych rovnice sa daji vyjadrit v tvare

al(X = S1)° =]+ B[(X — S2)* —r3] =0,
alebo po uprave
(o + B) (2 + 17 + 2%) — 2[(asy + Bt1)x + (asy + Bta)y + (ass + fts)z]+
+as] 4 Bt 4+ ass + Bt + asy + B3 — ari — Bri = 0. (2.6)

Ak a+ 3 = 0, tak bez ujmy na vseobecnosti mozeme polozit a = 1, 3 = —1
a (2.6) je rovnicou roviny o v tvare

0: 2(t; — s1)x 4 2(ty — s9)y + 2(t3 — 53)2 + (87 + 55+ 55— 1r7)—

—(t+t3+t3—13) =0,
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ktord je kolmd na spojnicu stredov gulovych ploch a nazyva sa chorddlovd
rovina danych gulovych ploch. Navyse, ak g; a go maju neprdzdny prienik,
suradnice vSetkych spolo¢nych bodov spliiaji rovnicu (2.6).

Ak a+ 3 # 0, tak rovnicu (2.6) upravime na tvar

(x—A)?*+(y—B)?*+(z—C)* =A>+ B*+ (C? - D, (2.7)

kde

_()481+6t1 B_OdSQ"’BtQ 0_0483+5t3

a+f a+p a+f

a(s+ s34 s3) + B(tT + 63 + t3)
a+ 3

Pocet spoloénych bodov gulovych ploch zdvisi od vyrazu na pravej strane

rovnice (2.7). Ozna¢me R = A%* + B? 4+ C? — D.

(i) Ak R < 0, tak rovnici (2.7) nevyhovuje ziaden bod;
(1) Ak R =0, tak rovnici (2.7) vyhovuje jediny bod [A, B, C];

(711) Ak R > 0, tak rovnicou (2.7) je urcena gulové plocha so stredom [A, B, C|
a polomerom VR.

A

Y

D —

Uloha 2.150. N4éjdite stred a polomer gulovej plochy, ak jej rovnica je
a) ©* +y* + 2% + 8z = 0;
b) 22+ 9?4+ 2% — 22 — 4y — 5 = 0;
¢) 224+ %+ 2% — 62 + 2y — 4z — 11 = 0;
d) 22+ 9>+ 22420+ 2y + 42— 15=0.

Riesenie: a) S
d) s

[—4,0,0],r =4; b) S =[-1,2,0,r =3; ¢) S =[3,-1,2],r =5;
[—1,—4,—2],r = 6.

Uloha 2.151. Napiste rovnicu gulovej plochy, ak
a) jej stred je S = [—1,2, —5] a prechddza zaciatkom sturadnicovej sustavy;
b) jej stred je S =[5, —6, 3] a prechddza bodom A = [7,—3,9];
¢) koncové body jedného jej priemeru su A = [3,—5,2], B =[9,7,6];
d) jej stred je S = [—1, 3, 4] a dotykové rovina je 3z + 6y + 2z + 12 = 0;
e) prechddza bodmi A = [4,—1,0], B = [-1,2,4], C = [—4,—2,3] a je]
stred lezi v rovine 2x +y — 2z + 6 = 0;
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f) prechadza bodmi A = [2,—4,2], B = [-4,8,2], C = [5,—1,14] a D =
[_77 _47 5]7
g) jej stred je S = [—7,3,4] a dotyka sa osi o,.

Riesenie: a) (x+1)* + (y — 2)? + )2=130; b) (x—5)*+ (y+6)? + (2 — 3)* = 49;
) (x—6)2+(y—124+(2—4)>=49; d) (x+1)*+ (y — 3)* + (2 — 4)? = 25;
e) (=22 +(y+4)?2+(2—-6)2=49; f) (x+ 1)+ (y — 2)* + (2 — 8)? = 81;
g) (x+7)2+ (y—3)°+ (2 —4)* = 49.

Uloha 2.152. Dani je priamka p : x =4, y =1—6t, z =4 — 6t a bod
A = [-6,6,5]. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktord mé stred v bode A a
s priamkou p méa prave jeden spolo¢ny bod.

Riesenie: (v +6)% + (y — 6)*> + (2 — 5)? = 108.
Uloha 2.153. Medzi gulovymi plochami (z+4)2+ (y —3)2+(z—1)2+d = 0,

kde d € R, urcte tie, ktoré maju s priamkou x =7+ 5t, y =3+ 2t, 2 =6+ 1
prave jeden spolocny bod.

Riesenie: d = —26.

Uloha 2.154. Napfiste rovnicu gulovej plochy, ktord prechadza

a) kruznicou 22 +y?+ 2% = 16, 3v —2y+62—8 = 0 a zaciatkom siradnicovej

sustavy;
b) kruznicou > + (y —2)* + (2 —3)> = 25, x —y — 2 — 1 = 0 a bodom
A=12,2,-2];

c¢) kruznicami 22 +y? + 22 =25, 2 =3 a2’ + 3> + 22 =113, 2 = 7.

Riesenie: a) 2 +y> + 22 — 6z +4y —122=0; b) 22 +y> + 22— — 3y — 5z — 26 = 0;
c) w? +y?+22—222+41=0

Uloha 2.155. Napfiste rovnicu gulovej plochy opisanej stvorstenu s vrcholmi
O = 1[0,0,0], A = [3,0,0], B =10,4,0], C = [0,0,3] a najdite jej stred a

polomer.

Riesenie: (v —3)2+ (y—2)*+ (2 — 22— I =0.

Uloha 2.156. Napfiste rovnicu gulovej plochy, ktoré
a) ma polomer r = 5 a dotyka sa roviny 3z — 6y + 2z — 12 = 0 v bode
M =12,1,6];
b) dotyka sa rovin 2x 4+ 2y + z — 12 =0, 2x + 2y + z + 18 = 0, pricom bod
dotyku je M = [2,—2,12];
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c¢) dotyka sa rovin 2z —y — 2242 =0, 2x —y — 2z — 4 = 0 a jej stred lezi
na priamke r +4y +52 — 14 =0, x — 2y — 42+ 7= 0.

Riesenie: a) (z— 79) (y + 33)2 +(z—2)?=25 (z+2)?+ (y— L)+ (z — £)? = 25;
2, 2

Uloha 2.157. Napiste rovnice vSetkych gulovych ploch, ktoré sa dotykaji
rovin 2z —2y—z—9 = 0, 20 —2y—2+9 = 0 a prechddzaji bodmi M = [0, 1, 2],
N =13,0,2].

Riesenie: (x — 1)+ (y+ 12+ (2 —4)>=9, (x —2)2+(y—2)2+22=09.

Uloha 2.158. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktord ma stred S = [4, —2, 3]
a na priamke r +y — 11 =0, 2x — y — 22 = 0 vytina tetivu dlzky 12.

Riesenie: Vypocitame vzdialenost stredu S od priamky a pouZijeme Pythagorovu vetu.
Hladana rovnica je (x — 4)* + (y + 2)? + (2 — 3)? = 85.

Uloha 2.159. Dané st dve gulové plochy rovnicami 22 4+ 32 + (2 — 2)2 = 16
a(xr—1)>+ (y — 1)* + 22 = 9. Napiste rovnicu
a) roviny, ktord obsahuje ich spolo¢né body;

b) gulovej plochy, ktord prechddza ich spoloénymi bodmi a zaciatkom
suradnicovej sustavy.

Riesenie: a) Odpocitanim druhej rovnice od prvej dostaneme rovnicu roviny 2z+2y—4z—5 =
0, ktora obsahuje ich spolocné body;

b) Kazd4 gulova plocha obsahujica vsetky ich spoloéné body mé tvar afz?+y*+(z —
2)2—16]+ B[(x — 1)+ (y — 1)+ 22— 9] = 0, kde a a 3 st redlne parametre. Dosadenim
stradnic zaciatku sturadnicového systému dostaneme af(—2)? — 16] + B[(—1)? + (—=1)% +
02 —-9] =0 = —12a — 78 = 0. Ak do vysSie uvedenej rovnice dosadime hodnoty
parametrov o = 7 a 3 = —12 dostaneme rovnicu hladanej plochy (z — 22)2 4 (y — )2 +

5 5
(Z—I— 154) (252)2.
Uloha 2.160. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktord je uréené
a) kruznicou 22 +y*+ (2 —2)> =4, x+y—22+1=0abodom M = [1,2,3];
b) kruznicou 22 + 1>+ 22 =22 +3y — 62 —5=0,50+2y —2—3 =0 a
bodom M = [2,—1,1].
Riesenie: a) Hladand gulova plocha m4 tvar [22 +y? + (2 — 2)> —4] + o[z +y — 22 + 1] = 0.

Dosadenim stiradnic bodu M do tejto rovnice dostdvame [1% + 2% + (3 —2)% — 4] + a(1 +
2—2.3+1) = 0 a odtial & = 1. Rovnica gulovej plochy je 22 +y?+ 2> +x+y—62+1 = 0;

b) 22 +y* + 22+ 132+ 9y — 92 — 14 = 0.
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Uloha 2.161. Uréte vzdjomnu polohu priamky a gulovej plochy, ak ich rovnice

su:
r+5 y+3 z2-8

a) - 1 3 2?4y + 22— 120 — 2y — 42+ 16 = 0;
—6 —2 —2

b)x1 =Y 5 :'Zl , Pyt 42— 60+ 2y — 22+ 34 =0;
-5 —1

c)x4 :y2 = Z4, 2?2 4+ y? + 22 + 28z — 22y + 242 — 164 = 0.

Riesenie: a) Priamka pretina gulovii plochu v bodoch M = [2,1,5], N = [9, 5, 2];
b) Priamka nepretina gulovii plochu;

¢) Priamka sa dotyka gulovej plochy v bode M = [1,—1,4].

Uloha 2.162. Uréte vzadjomnu polohu gulovej plochy z? + 3% + 22 = 144 a
roviny

a) 2r+3y—2+6=0;, b)x+y—2—-30=0; c¢)2x+2y+2—36=0.

Riesenie: a) Polomer danej gulovej plochy je r = 12 a vzdialenost roviny od jej stredu je
_ [2043.0-10+6] _ 6 . . . ., oL ,
d= N iavre Pretoze d < r, rovina pretina gulovi plochu v kruznici, ktora

] a polomer r = 310,

6 9 3

lezi v danej rovine, ma stred S = [-2, -2, 2

b) Rovina nemé s gulovou plochou spoloény bod;

¢) Rovina sa dotyka gulovej plochy v bode M = [8,8, 4].
Uloha 2.163. Urcte stred a polomer kruznice, ktora je rezom gulovej plochy
22+ + 22— 14y +22+30=0srovinou 3z +y — 2 — 4 = 0.
Riesenie: S = [1,6,0], r = 5.
Uloha 2.164. Urcte, pre ktoré hodnoty parametra d je prienikom gulovej

plochy 22 4+ 9>+ 22 — 22 — 10y + 82 +28 = 0 a roviny 20 —y + 32 +d = 0
kruznica.

Riesenie: d € (1,29).

Uloha 2.165. Napiste rovnice dotykovych rovin ku gulovej ploche (z — 1)+
(y +3)*+ (2 +2)> = 36
a) v bode M = [3,1,2];
b) v priesecnikoch gulovej plochy s priamkou z —4y —1=0,y+2—1=0.
Riesenie: a) x + 2y + 2z — 9 = 0;
b)2x+2y+2—-12=0, 2r —y—2z+4=0.



2.3 Kvadratické plochy 73

Uloha 2.166. Napiste rovnice dotykovych rovin ku gulovej ploche (x + 3)? +
(y — 7)2 + (2 + 4)* = 49, ktoré st rovnobezné

a) s rovinou 2x — 6y + 3z — 5 = 0;
r—1 y+1 2-3 r y—1 z+41

b) s priamkami

-3 4 2 -3 6

Riesenie: a) 2x — 6y + 3z + 11 =0, 2x — 6y + 3z + 109 = 0;
b) 6x — 2y —32+69 =0, 6x—2y—32—29=0.

Uloha 2.167. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktord prechidza kruZnicami
22+ 22 =25y=2; 22+ 22=16,y = 3.

Riesenie: z% + (y + 2)? + 22 = 41.

Uloha 2.168. Napiste rovnice dotykovych rovin ku gulovej ploche 2% 4 y? +
22 — 10z + 2y + 26z — 113 = 0, ktoré si rovnobezné s priamkami z = 5 + 2t,
y=1—-3t,2=—-134+2t; x=-T7T+3t,y=1-2t, 2 =28.

Riesenie: 4o + 6y + 5z — 103 =0, 4x + 6y + 52z + 205 = 0.

Uloha 2.169. Dokéazte, ze priamkou 8x—11y+8z = 30, z—y—2z = 0 mozeme
viest jedint dotykovi rovinu ku gulovej ploche z2 412+ 22 +2x—6y—42z—15 = 0
a napiste jej rovnicu.

Uloha 2.170. Dokéazte, ze cez priamku 8x—11y+8z—30 = 0, x—2z = 0 mozno
viest dve roviny dotykajtce sa gulovej plochy 2?41+ 2242z —6y+42—15 = 0.
Napiste ich rovnice.

Riesenie: 20 — 3y +42—10=0, 3z —4y + 2z —10=0.

2.3.2 Kvadriky v E3

V priestore majme dani rovinu x, v nej kuzelosecku K a bod V' mimo nej.
Mnozina bodov vsetkych priamok VX, kde X € K, sa nazyva kvadratickd
kuZelovd plocha. Volme stradnicovy systém tak, aby V =1[0,0,0] a k : 2 = ¢,
kde ¢ # 0. Potom rovnice kvadratickych kuzelovych ploch budu:

T — mz 2 . QZ 2 2
( c?) + (v —¢2) L 0 ... eliptickd kuzelové plocha,
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cly — %z)2 — 2p(x — %z)z =0 ... parabolickd kuzelovd plocha.

V priestore majme dant rovinu s, v nej kuZelosecku K a priamku p
roznobeznui s rovinou x mimo nej. Mnozina bodov vSetkych priamok, ktoré
st rovnobezné s p a pretinaji K sa nazyva kvadratickd valcovd plocha. Volme

siradnicovy systém tak, aby p = {P; v
dratickych valcovych ploch budu:

(x—22)?  (y—22)°

= (v1,v2,v3)}. Potom rovnice kva-

5 7 =1 ... elipticka valcova plocha,
a
(0- 82 (y— )
o = b23 =1 ... hyperbolickd valcova plocha,
a
(y — —=2)? — 2p(x — ﬂ) =0 ... parabolickd valcova plocha.
U3 U3

Elipsoid je stredova kvadrika s tromi rovinami siumernosti, ktoré pretinaju
plochu v elipsach. Kanonické rovnice elipsoidu su

Ak a = b, tak dany elipsoid je rotacny. V pripade a = b = ¢ je dany elipsoid
gulovou plochou.

Kanonické rovnice hyperboloidu su

22y 2
—+55— 5 =1 ... jednodielny hyperboloid,

a’> b P

2 2 2
—% — % + i—2 =1 ... dvojdielny hyperboloid.

Jednodielny resp. dvojdielny hyperboloid su stredové kvadriky s tromi rovi-
nami simernosti, pricom roviny x = 0 a y = 0 pretinaju plochu v hyperbolach

a rovina z = 0 v elipse resp. nema s plochou ziaden spolo¢ny bod. Hyperbo-
loidy, pre ktoré plati a = b, su rotacné hyperboloidy.

Paraboloid je nestredova kvadrika s dvomi rovinami stmernosti, ktoré
pretinaju plochu v parabolach. Kanonické rovnice paraboloidu st

22 P
— + > =2z ... elipticky paraboloid,
p q
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Y
— — = =2z ... hyperbolicky paraboloid,

p q
kde p, g su kladné ¢isla.

Dotykové rovina kvadratickej plochy a(z —s1)?+b(y —s2)?+c(z—s3)°+d =0
v dotykovom bode M = [my, my, m3] ma rovnicu

a(my — s1)(x — s1) + b(ma — s2)(y — s2) + ¢(m3 — s3)(2 — s3) +d = 0.
Dotykové rovina ku kvadratickej ploche a(z —s1)? +b(y — s2)* —2¢(2z —s3) = 0
v dotykovom bode M = [my, my, m3] ma rovnicu

a(my — s1)(x — s1) + b(mg — s9)(y — $2) + ¢(z +mg — 2s3) = 0.
Uloha 2.171. Zistite, aka plocha priestoru [E3 je danda rovnicou:

a) 22 +y>=16; b)92? — 162> =144; c¢) y* = 6u;
d) 2~y =0; e +y’+8=0; -y +20+2y=0.

Riesenie: a) Rotacnd valcova plocha s osou o, a uréujticou kruznicou z = 0, 22 +y* = 16; b)
Hyperbolickd valcové plocha s osou o, a uréujicou hyperbolou y = 0, 2%/16 —y?/9 = 1.
c¢) parabolickd valcové plocha, ktord méa povrchové priamky rovnobezné s osou o, a
uréujicu krivku parabolu y? = 6z; d) dve roviny x £y = 0; e) prazdna mnozina; f)
dve roviny x —y+2=0,z+y =0.

Uloha 2.172. Zistite, akd mnozina bodov je dané rovnicou:

x2 y2 Z2 513’2 y2 22
T b) — 2 2 g

)Gt ety =% TR
2 2 2

X Yy z 9 9
c) 169 =% d) 2° +y° + 4az = 0;

e) 1622 + 16y> — 8az —a*> = 0; f) 32> — 3y> + a*2 = 0.

Riesenie: a) Rotacny elipsoid s osou rotacie o, a stredom S = [0, 0, 0];
b) jednodielny hyperboloid; ¢) dvojdielny hyperboloid;
d), e) rotacny paraboloid; f) hyperbolicky paraboloid.

Uloha 2.173. Urcte priesecnik danej kvadratickej plochy a priamky, ak ich
rovnice su:

x>y 2P r y—8 z—4
VTt 37 1 - 2
b)a:_Q_y_Q 2_2_17 2T y+3 _z+15

9 -9 —20
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2y r y—10 =z+14
8 5 4 -5 11
Riesenie: a) [6,0,0], [3,4,2]; b) [18,5,6], [9,15,25]; ¢) [4,5,—3], [8,0,8].

Uloha 2.174. Uréte kuzelosecku, v ktorej dand rovina pretina kvadraticki
plochu.

a) v +2z—1=0, 42® —3y* = 24z,

22 2 22
b)dr—-3y—2=0, ——=——=1;
Jdr=3y—2=0 -G~ b
22 22
¢) @ =3y +z 12783
Riesenie: a) Hyperbola +3) y =1, z+y—1=0; b) hyperbola; c) elipsa.
2 2 2
Uloha 2.175. Napiste rovnicu rezu elipsoidu % + 6 + 9 1 rovinou

a) Roy; D) Ry; c)o—=5=0 dja+y=0 eaz+y+z=0

Riegenie: a) Elipsa z = 0, 2”35 + 1%2 =1; b) Elipsa z =0, 1%2 + %2 =1;

¢) Bod M = [5,0,0].

Uloha 2.176. Trojosovému elipsoidu je opisany kvader tak, ze dotykovymi
bodmi si vrcholy elipsoidu. Vypocitajte dlzku tej cast telesovej uhlopriecky
kvadra, ktora lezi vo vnutri elipsoidu.

Riesenie: %.

22 2 2
Uloha 2.177. Napiste rovnicu dotykovej roviny elipsoidu 31 + o + — 36 =1,
pri¢om

a) bod dotyku je M = [6, 2 5, 4];

b) dotykové rovina je rovnobezna s rovinou 25x + 18y + 105z = 0.

Riesenie: a) 10z + 9y + 152 — 135 = 0; b) 25z + 18y £ 675 = 0.

2
Uloha 2.178. Napiste rovnicu tetivy elipsoidu % ?_6 % =1, ktora lezi

v rovine x = 2 a jej stred je v bode S = [2,1, —1].

Riesenie: x =2, y=1+16t, 2z = —1 — 9¢.

2 2 2

Uloha 2.179. Napiste rovnicu rezu hyperboloidu r + ¥y _

z
25 16 9

= 1 rovinou
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2 2
Lo Y z 16 .
Riesenie: a) Hyperbola 16 9 — 95 T = 3,

b) Dve priamky z = =5, y =4t, 2=3t; x+5=0, 3y + 4z = 0;

¢) Hyperbola %2 — 2152 = %, y = —bh;

d) Dve priamky 2 =1 y =4, 2 =s; 92 +100=0, y — 4 = 0;

v
32

z=3.

9
)

e) Elipsa 5%2 +

Uloha 2.180. Uréte povrchové priamky hyperboloidu % —

ktoré prechadzaji bodom M = [—6,2,4].

Riesenie: p1:2x+3y+2+2=0, 20 —3y+ 92 — 18 = 0;
pP2:2x+3y+32—6=0, 20 —3y+32+6=0.

_17

Uloha 2.181. Napiste rovnicu mnoziny bodov vsSetkych priamok, ktoré

prechddzaji bodom V' = [0, 0,0] a niektorym bodom kuzelosecky
a) 22 +yt=1, z=1; b) 22 — 22 =1, y = 1.

Riesenie: a) 22 +y?> — 22 =0; b) 22 +¢? = 22

Uloha 2.182. NapiSte rovnicu rotacnej kuzelovej plochy, ak

a) jej os je o,, prechddza bodom M = [6,8, —3] a vytvarajice priamky

zvieraju s jej osou uhol 7;

b) jej os je 0, a vytvarajice priamky prechadzaji zaciatkom stradnicového

systému a zvieraju s touto osou uhol 7;

c) suradnicové osi o,, 0,, 0, st jej povrchové priamky.

Riesenie: a) Pretoze vzdialenost bodu M od osi o, je v/62 + 82 = 10, vrcholom plochy je bod

[0,0,—13] alebo [0,0,7]. Riadiaca krivka ma potom rovnicu x = z + 13,y = 0 alebo
r=z—"T7,y=0. Jej otdtanim okolo osi o, dostdvame rovnice plochy x*+1* = (2 +13)?
alebo 2? + y? = (2 — 7)%;

b) Plocha vznikne otd¢anim krivky z = z,y = 0 okolo osi 0, a preto jej rovnica je
2+ 22 = o

c¢) Os hladanej plochy je uréend bodom O = [0,0,0] a jednym z vektorov (1,1,1),
(—1,1,1), (1,—1,1) alebo (1,1,—1). V prvom pripade je kuzelovd plocha mnozinou

—

vietkych bodov X = [z,y, 2] takych, ze odchylka vektorov OX = (x,y,2) a (1,1,1)

: ) , ¢ (@) (1,11 1,0,0).(1,1,1
je rovnaka ako odchylka vektorov (1,0,0) a (1,1,1). Plati ‘\(/xy%)yiﬁ\/)% _ U \[)1\(/g )|

ijravou dostaneme rovnicu hladanej plochy zy+zz+yz = 0. V ostatnych pripadoch si
riesenim rotacné kuzelové plochy uréené rovnicami —xy+zz+yz = 0, vy —xz+yz = 0,
Yy +x2z—yz =0.
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Uloha 2.183. Napiste rovnicu kuzelovej plochy, ktorej vrchol je v zaciatku
suradnicového systému, ak urcujica krivka ma rovnice

a) 22 +y*> =16, 2 = 3; b)y*=2x—1, 2—2—1=0;
22 2 2 22

Riesenie: a) 922 + 9y? — 1622 =0; b) 2?2 — 9>+ 22 =0;
c) 4r? 4+ 9y* — 3622 =0; d) 162 —y* — 222 = 0.

Uloha 2.184. Napiste rovnicu kuzelovej plochy, ktord mé vrchol V' a dotyka
sa gulovej plochy g, ak

a) V=10,50], g:2%+y>+2%=16;

b) V=1[0,0,0], g:(z—27°+(y+2°+(z+1)°=4.

Riesenie: a) Otdcanim krivky = = 4(y — 5),2z = 0 okolo osi o, dostaneme kuzelovi plochu
922 + 922 = 16(y — 5)%

b) Plocha je mnozina vsetkych bodov X = [z,y, 2] priestoru takych, ze kosinus
odchylky vektorov VX = (z,y,2) a VS = (2,-2,—1) je ¥2. Z rovnosti (2:p2-C2 D _
o T 3° Va2 g2 +22v/0

*/?5 dostavame rovnicu hladanej kuzelovej plochy 2 + y? + 422 — 8xy + 4wz + 4dyz = 0.

Uloha 2.185. Napiste rovnice kuzelovych ploch opisanych gulovym plochdm
24+ + 22 =36, 2*+y*+ (2 —10)* = 1.

Riesenie: 51x? + 51y* — 49(z — %)2 =0, 322+3y>—(2—12)2=0.

Uloha 2.186. Napiste rovnicu dotykovej roviny k paraboloidu 322 +v? = 12z,
ktord je rovnobeznd s rovinou x —y + 2z + 2 = 0.

Riesenie: x —y+22+2=0.

Uloha 2.187. Urcte kuzelosecku, v ktorej dand rovina pretina hyperbolicky
paraboloid 322 — 4y? = 144z, ak rovnica roviny je

a) x+4=0; b)y—1=0; c) z=0;
d) z —y=0; e) z—1=0; f) 2+ 1=0.
Riesenie: a) Dosadenim x = —4 do rovnice paraboloidu dostaneme rovnicu paraboly y? =
—36(z — %), ktord lezi v danej rovine x + 4 = 0, jej vrchol je V = [—4,0, %], parameter

p = 18 a os je rovnobezna s osou o,;
b) Parabola 2? = 48(z + 55), y = 1, jej vrchol je V = [0,1, —5:], parameter p = 24
a 0s je rovnobezna s osou 0,;

¢) Roznobezky § = 2= =

NS
|
|
<k
w
[k

z
0’
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d) Parabola z = —ﬁ, x =y, jej vrchol je V' =[0,0,0], parameter p = 27;8 a os je

rovnobezna s osou 0.;

2 2 .. . . , A
e) Hyperbola - — 2= =1, z = 1, jej stred je S = [0,0,1] a osi st rovnobezné so
sturadnicovymi osami 0, 0y;
2

f) Hyperbola —4%2 + 45 =1, 2= —1, jej stred je S = [0,0, —1] a osi st rovnobezné
so stradnicovymi osami 0, 0.

Uloha 2.188. Dokazte, ze rovina 2x + y — 3 = 0 pretina hyperbolicky para-
boloid 4x% — y? + 2z = 0 v priamke.

Riesenie: Dosadenim rovnice y = 3 — 22 do rovnice paraboloidu a tipravou dostaneme 4x? —
(9 — 12z + 42%) + z = 0. Toto je rovnica roviny, ktord s rovinou 2x +y — 3 = 0 uréuju
priamku.

Uloha 2.189. Dokazte, ze rovina dx + 2y — z — 10 = 0 pretina hyperbolicky
paraboloid z = zy v dvoch priamkach.

Uloha 2.190. Napiste rovnicu rotac¢nej valcovej plochy, ktora prechadza bo-
dom M =[2,—1,1] a jej osou je priamka z =1+ 3t,y = —2 — 2,2 = 2 + 1.
Riesenie: 2x? + 5y? + 522 + 4oy — 2yz + 4oz — 24 = 0.
Uloha 2.191. Napiste rovnicu rotacnej valcovej plochy opisanej gulovym
plochdm 2% + y? 4 22 — 22 — 2y — 42 = 10, 2%+ ¢ + 2> = 16.
Riesenie: ba? + 5y? + 222 — 2xy — 4oz — dyz — 96 = 0.
Uloha 2.192. Napiste rovnicu rotacnej valcovej plochy, ak
a) prechadza bodom A = [4, 1, 8] a jej os je urend priamkouy = 1, x—z = 2;
b) jej povrchové prlamky su kolme na rovinu 2z —y —z+ 11 = 0 a dotykaju
sa gulovej plochy 2% + y? + 2% = 4.

Riesenie: a) Hladand mnoZina pozostéva zo vsetkych bodov X = [z,y, 2], ktoré maji od
priamky p = {P = [1,1,—1], % (1,0,1)} rovnaki vzdialenost ako bod A od p. Zo
vztahu | X, p| = |4, p| a ipravou dostaneme rovnicu hladanej valcovej plochy x? + 3% +
22— 2xz —4dx — 4y + 42— 30 =0;

b) 222 + 5y* + 52?2 + 4oy — 2yz + 4wz — 24 = 0.
Uloha 2.193. Uréte typ kvadratickej plochy a jej zakladné parametre.
a) bx? + 3y? + 322 — 2y — 2wz + 2yz — 62 + 2y — 22 = 0;
b) 2% —y? +4xz —dyz +4r + 4y + 72— 9 = 0;
c) 22+ y? + 522 + 6y + 222 + 2yz + 20 — 2y + 62 = 0;
d) 72? — 24xz — 38x + 242 + 175 = 0;
)

e) v2 —dxz + 422 —6x + 122 +9 = 0.






Kapitola 3

Zobrazenia v rovine a priestore

3.1 Afinné zobrazenia

Nech A, a A,, si dva afinné priestory. Zobrazenie F : A, — A,, sa nazyva
afinné zobrazenie, ak pre kazdé tri rozne kolinearne body X,Y, 7 € A, a ich
obrazy X'\ Y' , Z' € A,, plati:

(A-1) X', Y’, Z" bud splynu, alebo st tri rozne kolinedrne bodys;

-2) v pripade, ze X', Y"', Z’ su tri rozne kolinedrne body, potom
A-2 ipad XY Z" st tri 16 kolinea bod
(XY Z)=(X'Y'Z".

Afinné zobrazenia su zobrazenia afinného priestoru, ktorych zakladné inva-
rianty st: kolinedrnost, rovnobeznost a deliaci pomer.

Afinné zobrazenie F : A,, — A,,, X — X' jednoznacne indukuje zobrazenie
vektorov (tzv. asociované zobrazenie) F medzi zameraniami danych afinnych
priestorov, ktoré je dané predpisom

—)%

F:V,—V,, O0X =FOX),
kde O' = F(0), X' = F(X).

. . / / /7 v / H H
Nech je v priestore A, dand afinnd ststava suradnic (O;eq,...,¢e,) a
. / 4 d / H ﬁ . / . .
v priestore A,, afinnd sustava suradnic (P; 7y, ..., 7,). Analytické vyjadrenie

afinného zobrazenia F : A,, — A,, v maticovom tvare je

/
Xy ail a2 - Qim x1 by
/
Lo Aol Q22 -+ Q2m x2 by

/
Lo, apl Qp2 - Qpnm Ln bm
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kde b = (b1,ba,...,b,)" st siradnice obrazu povodného zaciatku F(O)
v afinnej stistave stradnic (P;77,...,7m) a A = (a;;) je matica (zobrazenia),
ktorej stfpcové vektory su suradnicové vektory obrazov povodnych bazickych
vektorov F(e1), F(e3), ..., Flen) v baze (v1,...,7).

Afinné zobrazenie F : A,, — A,, s analytickym vyjadrenim (AZ) je jedno-
znacne urcené obrazmi n + 1 linearne nezavislych bodov priestoru A,,.

Bijektivne afinné zobrazenie F (n = m) nazyvame requldrne afinné zobra-
zenie, resp. afinita. Plati, ze obrazom priamky v afinite je priamka a obrazom
k—tice linedrne nezavislych bodov (k < n) je k—tica linedrne nezavislych bo-
dov. Navyse, inverzné zobrazenie k afinite je opét afinita.

Rovnice afinného zobrazenia v afinnej rovine Ay maju tvar
/ /
T = ane + any + asi, Y = a12% + a2y + azz.
Rovnice prislusného asociovaného zobrazenia F su

/ !
U = a11u + a9, VU = Q12U + G290.

A— ( ar as >
aiz2 a22
Nenulovy vektor v je vlastny vektor asociovaného zobrazenia F, ak existuje
taky skaldr \, ze F(0) = A\ V.

Matica zobrazenia v Ay je

Charakteristicka rovnica linedrneho zobrazenia F v afinnej rovine A, je

ap — A as1
alz Qg — A

o

Uloha 3.1. Urcte parametre p,q tak, aby existovala afinna transforméacia
roviny As, ktord zobrazuje body [2, 1], [-2, 3], [4, 0] postupne do bodov [p, 3],

0,4, [1,1]

Riesenie: p =

wlno

, ¢g=1T.

Uloha 3.2. Napiste rovnice afinnej transformédcie, ktora zobrazuje body
A, B, C postupne do bodov A’, B’,C’, ak

a) A=[1,2], B=1[3,0], C =[1,1]; A =[2,0], B' = [3,—1], ' = [5,1];
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b) A=[1,0], B=[0,1], C=[1,1]; A’ =1[2,2], B' = [3,—-1], C" = [4,1];
¢) A=[1,2], B=[3,0], C =[1,1]; A’ =[1,2], B' = [3,0], C' = [3,3].

Riesenie: a) Dosadenim suradnic dvojic bodov (vzor, obraz) do rovnic afinného zobrazenia

dostdavame sustavu Siestich rovnic. Jej rieSenim ziskame rovnice zobrazenia v tvare:

=3 -3y+%, y=—-r—y+3;

b) V rovniciach afinného zobrazenia je
J— — — A
(a11, a12) = -7:(6_{) = F(B_C;) =B'C"=(1,2)
(az,as) = F(e3) = F(AC) = AC" = (2,-1)

(a31, az2) = F(O) = F(A) — F(BC) = A' — (C" — B) = (1,0)

Rovnice afinného zobrazenia si 2’ = x + 2y + 1, v = 2x — y;

c)a'=—-x—-2y+6, y =—-2x—y+6.
Uloha 3.3. Dané st afinity f a g rovnicami f: 2/ =2z —y+1, ¢y =2 +y+3
ag:x =x+4y—1,y =z + 2y. Napiste rovnice afinit go f, fog, f'.

Riesenie: go f:x' =6x+3y+ 12,y =4 +y+ T,
fog:a'=x+4+6y—1,y =2z + 6y + 2;
flhdl =gty -5y = —gr+ 3y -3
Uloha 3.4. V afinnej rovine A, je dany rovnobeznik ABC'D. Napiste rovnice

afinného zobrazenia roviny A, na seba, ktoré zobrazuje bod A na seba, bod
B do bodu C' a bod C' do bodu D.

Riesenie: ¥’ =x—y, y = x.

Uloha 3.5. Uréte, ako sa v afinnom zobrazen( z predchadzajicej ilohy zobrazi
stred tsecky AC.

Uloha 3.6. Dokazte nasledujuce tvrdenia:
a) Kompozicia afinnych transformécii je afinnd transformacia.

b) Inverzné zobrazenie k afinnej bijekcii je afinnd bijekcia.
Uloha 3.7. Dokéite, 7e afinity (prosté afinné transformaécie) vytvéaraju grupu.

Uloha 3.8. Dokazte, ze ku kazdej elipse v euklidovskej rovine existuje afinita,
ktora zobrazi danu elipsu na kruznicu.

Uloha 3.9. Napiste rovnice afinného zobrazenia afinnej roviny A, na afinnt
priamku A;, v ktorom sa body A = [2,1], B = [3,2], C' = [0, 1] zobrazuju do
bodov so stradnicami A" = [2], B’ = [0], C" = [10].

Riesenie: ' = —4x + 2y + 8
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Uloha 3.10. Napiste rovnice afinného zobrazenia F, ktoré je dané maticou
asociovaného zobrazenia F a dvojicou afinne zdruzenych bodov M a M’.

a) A = (g _51) a M =[1,0], M' = [3,8];

MA:<$é>aM:mﬂJW:P&%

@Az(?i)aM:ﬁHJWZMﬂ.

Riesenie: a) @’ =2x —y+1, y =3x+5y+5; b)2' =y—5, ¢y =ux;
c)x' =3x+by—1, vy =x+4y.

Uloha 3.11. Afinné zobrazenie je dané rovnicami 2/ =2z —y+1, v = x+y.

a) Urcte obraz a vzor bodu M = [1, 3];

b) Uréte samodruzné body zobrazenia;

c¢) Urcte obraz priamky x+y — 2 = 0;

d) Uréte vzor priamky x +y+ 1= 0;

e) Urcte vzor a obraz priamky ax + by + ¢ = 0;
f) Urcte samodruzné priamky zobrazenia;

)

g) Uréte obraz kruznice 22+ y? = 9.

Riesenie: a) F(M) = [0,4], F1(M) = [1,2];
b) Podmienke F(X) = X vyhovuje jediny bod [0, 1];

¢) Z rovnic daného afinného zobrazenia vyjadrime x, y a dosadime do rovnice priam-
ky x +y — 2 = 0. Dostaneme priamku y — 2 = 0;

d) Rovnice afinného zobrazenia dosadime do rovnice priamky z +y +1 = 0 a
dostaneme jej vzor 3x + 2 = 0;

e) 2a+bz+(b—a)y+a+c=0, (a—b)x+ (a+2b)y—a+b+3c=0;
f) Zobrazenie nem4 samodruzné priamky;

g) Elipsa 222 + 5y? — 2zy — 4z + 2y — 79 = 0.

Uloha 3.12. NapiSte vSeobecnt rovnicu priamky p’, ktora je obrazom priam-
kyp:x—y+3=0vafinite/ =2 —y+2,y =—2x+3y— 1.

Riesenie: p': x+1=0.

Uloha 3.13. Uréte samodruzné priamky zobrazenia urceného vztahmi

a) @' =y, y = x;
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c) ' =L(x+y), ¥ = L(x—y).

S

Riesenie: a) Nech obraz samodruznej priamky je uréeny rovnicou ax + by + ¢ = 0. Jej vzor
je priamka bx + ay + ¢ = 0. Nakolko obidve rovnice si vyjadrenim tej istej priamky,
mozeme rozlisit dva pripady. Pre ¢ # 0 bude a = b a rovnice samodruznych priamok
maji vyjadrenie x +y + d = 0,d € R. Pre ¢ = 0 bude a = £b a samodruznd priamka
ma rovnicu z —y = 0.

b)z+y—1=0;

¢) Zobrazenie (otacanie o 45°) nemd samodruzné priamky.

Uloha 3.14. Uréte samodruzné smery asociovaného zobrazenia k zobrazeniu,
ktoré je dané rovnicami z’ = x + 4y, v = 2x + 3y.

Riesenie: Smer uréeny vektorom u je samodruzny, ak F(w) = A\u, pricom A je vlastna

(charakteristickd) hodnota prisliichajica vektoru w. Najskér vypocitame korene cha-

rakteristickej rovnice
I-Xx 4 | 0
23— 7

Dvom hodnotdam A; = —1 a Ay = 5 zodpovedaji dva samodruzné smery asociovaného
zobrazenia u; = (—2,1) a uz = (1,1).

Uloha 3.15. Napiste rovnice afinného zobrazenia, v ktorom sa bod M = [0, 1]
zobrazi do bodu M’ = [-3,3] a vektory u = (1,2) a v = (1,0) sa zobrazia
postupne na vetory u’ = (—=7,—-2), v’ = (1, -2).

Riesenie: @' =x —4y+1, y =—2x+ 3.

Uloha 3.16. Napiste rovnice afinného zobrazenia, v ktorom je bod A = 2, 2]
samodruzny a vektory w = (1,0), v = (2, —1) st vlastné vektory prislugného
asociovaného zobrazenia.

Riesenie: ' = ax +2(a— By +2 — 6+ 405, v = fy+ 2 — 20, kde o a (3 si vlastné ¢isla
prislichajtce vlastnym vektorom @ a v'.

Uloha 3.17. Napiste rovnice afinity, v ktorej je os o, priamkou samodruznych
bodov a bod A = [0, 1] sa zobrazuje do bodu A" = [4, 2].

Riesenie: z' = x + 4y, v = 2y.

Uloha 3.18. Napiste rovnice afinného zobrazenia v As, v ktorom vsetky body
priamky = +y — 2 = 0 sd samodruzné a bod A = [0, 1] sa zobrazi{ do bodu
A = [4,2].

Riesenie: o' = —3x — 4y + 8, vy = —x + 2.
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Uloha 3.19. Napiste rovnice afinného zobrazenia, v ktorom je priamka x +
y — 2 = 0 samodruznd a body A = [0,1], B = [2,0] sa zobrazia postupne do
bodov A" = [4,2], B' = [0, 2].

Riesenie: o' = —2x+4, vy = =22 — 4y + 6.

Uloha 3.20. Napiste rovnice afinného zobrazenia v Ay, ktoré zobrazuje priam-
kyp:x+2y—3=0,q:x—y=0,r:2x+y— 6 =0 postupne do priamok
p:br—y—4=0,d:2—2y+1=0,v: 40 +y—14=0.

Riesenie: v’/ =z +y—1, y =2z —y.

Uloha 3.21. V rovine A, je dany rovnobeznik ABC'D. Existuje afinné zob-
razenie, v ktorom bod A je samodruzny, bod B sa zobrazi do bodu C' a bod C'
do bodu D ? Ak ano, ktory bod je obrazom stredu S rovnobeznika ABC'D 7
Napiste rovnice tohto zobrazenia vo vhodnej suradnicovej sustave.

Riesenie: Afinné zobrazenie pozadovanych vlastnosti existuje, pricom stred S rovnobeznika
ABCD (ktory je stredom uhlopriecky AC') sa zobrazi na stred strany AD (zakladny
¢iselny invariant afinného zobrazenia je deliaci pomer trojice kolinedrnych bodov).

Uloha 3.22. Afinnd transformécia ma rovnice @’ = —3z + 4y + 6, y' = 4z +
3y +2. Na priamke 3z —y — 3 = 0 urcte taky bod M, aby jeho obraz M’ lezal
na tej istej priamke.

Riesenie: Nech bod M danej priamky mé suradnice [m,3m — 3] a jeho obraz M’ sturadnice
[m’,3m’ — 3]. Dosadenim do rovnic zobrazenia dostaneme ststavu dvoch rovnic, ktorej
rieSenim su hodnoty m = 1 a m’ = 3. Potom zadaniu tlohy vyhovuje bod M = [1,0].

Uloha 3.23. Dand je afinné transformécia rovnicami @’ = x +y — 3, v =
2r +y + 2 a bod A = [3,3]. Napiste rovnicu priamky obsahujicej bod A,
ktorej obraz prechadza bodom A.

Riesenie: x +y — 6 = 0.

Uloha 3.24. Napiste rovnice afinného zobrazenia v Ay, v ktorom kazdy bod
osi 0, je samodruzny a bod A = [2,6] zobraz{ do bodu A" = [-1, —4].

RieSenie: «' = x — 1y, y = —2y.

Uloha 3.25. Napiste vSeobecné rovnice afinnej transformacie v Ay, v ktorej
kazdy bod osi o, je samodruzny.

Riesenie: ' =z + ay, y' = Py.
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Uloha 3.26. Napiste vSseobecné rovnice afinného zobrazenia v Ay, v ktorom
os 0, je samodruzna priamka a kazdy bod osi o, je samodruzny bod.

Riesenie: ' = ax, vy =y.

Uloha 3.27. Napiste rovnice afinnej transforméacie v Ay, v ktorej kazdy bod
priamky ax + by + ¢ = 0 je samodruzny.

Uloha 3.28. Dokézte, ze v afinnej rovine Ay neeexistuje afinita bez samo-
druznych bodov a smerov.

Uloha 3.29. Napiste rovnice afinnej transforméacie v Ay, v ktorom su osi o, a
o, samodruzné a body A = [2,0], B = [0, 4] zobrazuje do bodov A" = [-6, (],
B =10,8].

Riesenie: Nakolko obidve siradnicové osi st samodruzné, potom ich prieseénik (bod O) je
samodruznym bodom afinnej transformacie. Zobrazenie je teda jednoznacne urcené
tromi nekolinedrnymi bodmi a ich obrazmi. Vysledok: ' = =3z, iy = 2y.

Uloha 3.30. Dan4 je afinnd transformécia rovnicami @’ = 2z +y — 2, ¢ =
r—y—1abod A =[1,1]. Napiste rovnicu takej priamky p, ze bod A lezi na
p a aj na jej obraze p’.

Riesenie: 2o +y — 3 =0.

Uloha 3.31. NapiSte rovnice afinnej transformécie v Ao, v ktorej sa priamky
p:bx—6y—T7=0,q:3x— 4y = 0 zobrazia do priamok p’: 2z +y — 4 =0,
q:x—y+1=0abod A=[6,4] sa zobrazi do bodu A’ = [2,1].

Riesenie: @’ = 5(—22x + 26y + 34), y' = 3(—31z + 38y + 37).

Uloha 3.32. Napiste rovnice samodruznych priamok afinnej transformacie
v Ay danej rovnicami 2’ =T7x —y+ 1, ¢y = 4x + 2 + 4.

Riesenie: 4x —y =10, 20 — 2y — 3 = 0.

Uloha 3.33. V rovine je dany trojuholnik ABC' s faziskom 7. Afinné zob-
razenie F zobrazuje bod C na bod T a body A, B su samodruzné. NapiSte
analytické vyjadrenie tohto zobrazenia vo vhodnej siradnicovej sustave.

Riesenie: Ak zvolime suradnicovi sustavu (A;A—B>,A—(j>, vrcholy AABC' maju siradnice
A =1[0,0], B =1[b,0],C = [0, a tazisko T = [2, £]. Nakolko priamka AB je bodovo
samodruznd, hladané afinné zobrazenie je urcéené rovnicami =’ = z + ay, ¥ = [y.
Dosadenim stiradnic bodov C' a T do tychto rovnic dostaneme o = 3%, 6= % a rovnice

zobrazenia maju tvar 2’ = x + %y, Yy = %y.
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Uloha 3.34. Napiste rovnice afinného zobrazenia, ktoré zobrazuje elipsu 422+
y?> = 4 na elipsu 822 + y* = 8.

Riesenie: ' =z, y' = \/2y.

Uloha 3.35. Napiste rovnice involutérnej osovej afinity, ktorej osou je priam-
ka x —y+1=0abod A =0,0] sa zobrazuje do bodu A" = [4, 7].

Riesenie: ' =bx — 4y +4, vy = 6x — 5y + 6.

Uloha 3.36. Afinné zobrazenie je dané rovnicami ' = \/75(—x +y), ¥y =

\/75(53 + y). Urcte vSetky body, ktorych obraz je totozny s ich vzorom.

Riesenie: Vetky body priamky (14 v/2)z —y = 0.

Uloha 3.37. Afinné zobrazenie F : Ay — Ay je dané rovnicami 2’ = x — v,
v =x+y+3, 2 =y — 2. Uréte obraz zaciatku suradnicoveho systému v A,
a vzor zaciatku v Ajs.

Riesenie: [0,0] — [0, 3, —2]; neexistuje vzor k obrazu [0, 0, 0].

Uloha 3.38. V rovine je dany trojuholnik ABC'. Zvolme suradnicovi ststavu
(A; B — A,C — A). Existuje jediné afinné zobrazenie afinnej roviny A, do
afinného priestoru Ags, ktoré zobrazi bod A do bodu A" = [1,0,0], bod B do
bodu B" = [0,1,0] a bod C' do bodu C" = [0,0,1] 7 NapiSte rovnice tohto
zobrazenia.

Riesenie: 2’ = —x —y+1, vy =z, 2/ =y.

Uloha 3.39. Pre ktoré hodnoty parametrov p, g, r existuje afinné zobrazenie
afinnej roviny do trojrozmerného afinného priestoru tak, aby sa body A =
[1,2], B = [2,0], C = [4,—4] zobrazili postupne do bodov A" = [7,1,-3],
B’ =[2,4,5], C" = [p,q,r]. Napiste rovnice vSetkych takych zobrazeni.

Riesenie: p=—8,q =10,r = 21; 2/ = (2b—5)x+by+12—4b,y' = (2d+3)x+dy—4d—2,2" =
(2f +8)x + fy —4f — 11.

Uloha 3.40. Napiste analytické vyjadrenie afinného zobrazenia, ktoré zobra-
zuje
a) body A =11,2,3], B=1[3,2,1], C [1, —1,1], D = [2,1,0] postupne do
bodov A" =1[0,9,—-1], B'=[2,11,1], C" = [3,4,-2], D' = [2,7,1];
b) body K = [1,2,3], L 1, 1,1] M = [1,0,1], N = [0, 1, 3] postupne do
bodov K’ = [5,4], L' = [2,1], M' = [1,0], N' = [3,2].

=
Q
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Riesenie: a) o’ =x —y+1, Yy =22 +y+2+2, 2/ =y — 2
by =zx+y+z—1, ¢y =x+y+2z—2.

Uloha 3.41. Napiste rovnice afinity F priestoru Az, v ktorej je bod M =
[1,0,2] samodruzny, vektory (1,0,0) a (1,1,0) si vlastné vektory prislusného
asociovaného zobrazenia F (obidva odpovedaji vlastnému ¢&fslu 2) a vektor
(0,1,2) sa zobrazi na vektor opacny.

Riesenie: ' =2x — 1, ¢y =2y — %z +3, 7 =—z2+4.
Uloha 3.42. Uréte samodruzné body a samodruzné smery afinného zobraze-
nia, ktoré je dané transformac¢nymi vztahmi
a) ' =20 —2y+2z+ 1,y =2v+3y—32, 2 = —y— z+4;
b)d'=zx—-—y+2z+1,yY=—2+y+2+2 2 =—-ar—-y+32+3.
Riesenie: a) samodruzny bod [—g, 1 ] samodruzné smery: (—2,2 + V3, -1), (2,2 —
\/37 _1)7 (17 _17 _1)7
b) samodruzné body su vsetky body priamky p : © = 2 +t,y = 1 +1t,2 = ¢;
samodruzné smery: (1,1,1), (1,0,1), (0,1, 1).

Uloha 3.43. Napiste rovnice afinity priestoru As, v ktorej rovina x+y—2z = 0
je rovinou samodruznych bodov a bod M = [1,0,2] zobrazi na bod M' =
2,0, 1].

Riesenie: ©' = —y+ 2z, ¢y =y, 2=z +y.
Uloha 3.44. Uréte vietky body X = [x,y, 2], ktoré sa v afinnom zobrazeni

F : A3 — A, s analytickym vyjadrenim 2’ = 22 — 2 + 1, v = x + y zobrazia
do bodu M = [4, 3].

Riesenie: X = [t,3 —t,—3+2t], t € R.
Uloha 3.45. V afinnom zobrazen{ F : Ay — Ay s analytickym vyjadrenim
¥=x+y—22+1,vy =x— 2, 2 =x—y— 1ndjdite obraz

a) priamky p:x=3+1t, y=—t, z = —1;

b) priamky q:x =1+t y=1t, z=2+1;

c)roviny a:z=14u+v, y=2+v, z=3;

d) roviny f:x=14u+v, y=14+u+v, z=1—u+ 2v;

e) roviny y:x+y+2+3=0.

Riesenie: a)p' :x=6,y=4+t,2=2+2t; b)Q =[-2,-1,0]
o) ix=-2+u+2v, y=-24+u+v, z2=—-2+u;
d)b ix=1+2s,y=s2=—1; e)y 1z —2y+z=0.



90 Zobrazenia v rovine a priestore

Uloha 3.46. Napiste vSetky samodruzné priamky afinného zobrazenia s ana-
lytickym vyjadrenim

a) ' =2 —2, y = —6x —y+ 14, 2/ =192 + 6y + z — 44;
b) ' =2r4+y—z+1,¢y=—2x+2—-1, 7/ =2x+2y+2+2.

Riesenie: a) p : x =2y = 1,z =t q,: 2 =2y =1—1t2z=a—3t a € R;
r,:r=2+t,y=1-2t,2=>b+47t, b €R,

b)pr:z+y+1=0, 2—k=0, keR.

3.2 Zhodné zobrazenia

Nech E,, a E! su dva euklidovské priestory. Afinné zobrazenie Z : E,, — E! sa
nazyva zhodné zobrazenie (resp. zhodnost), ak pre kazdé dva body X,Y € E,
a ich obrazy X' Y’ € E! plati

(Z-1) | XY'| = |XY|.
Zhodnost je afinnym zobrazenim. Navyse z definicie zhodnosti vyplyva:

(Z-2) Zhodné zobrazenia zachovévaju velkosti uhlov;

(Z-3) Zhodné zobrazenia zachovavaji obsahy a objemy.

Afinné zobrazenie s analytickym vyjadrenim (AZ) popisuje zhodnost pries-
toru E, prave vtedy, ked matica zobrazenia A je ortonormélna, t.j. plati
AT A =E.

Zhodnd transformécia euklidovského priestoru E, je sihlasnd [nesihlasnd]
prave vtedy, ked |A| =1 [|A] = —1].

Rovnice zhodného zobrazenia v euklidovskej rovine E, maja tvar

¥ =xcosaFysina+a, ¥y =zsinatycosa-+b

V nasledujicej tabulke je uvedend klasifikdcia zhodnych transformécii v
rovine [Eo:
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hod(A — E) 2 1 0
stihlasné otdtanie; identita
_ pre A = —E _
zhodnosti ,
stredovd
Al =+1 stmernost posunutie

’ e %
0sovd sumernost
(priamka samo-

nesihlasné druznych bodov)

zhodnosti
|A| = -1

7z ’ )

posunutd sumernost
(ziadne samo-
druzné body)

Podobne ako pre zhodnosti v rovine, mozeme vsetky typy zhodnych trans-
formdcii priestoru Es zhrnit do nasledujicej tabulky:

hod(A — E) 3 2 1 0
skrutkovy
pohyb
(ziadne samo-

druzné b.)
suhlasné identita
zhodnosti - otdacanie -
|A| =+1 okolo osi posunutie

(priamky samo-
druznych b.)
resp.osovd

sumernost
rovinovd
sumernost
otocend (rovina samo-
nesthlasné stimernost; druznych b.)
zhodnosti pre A = —E - - —
Al = -1 stredovd posunutd
sumernost sumernost

(ziadne samo-
druzné b.)
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Uloha 3.47. Urcte koeficienty p, ¢ tak, aby existovala zhodnost euklidovskej
roviny E,, pri ktorej sa body K = [3,0], L = [1,2], M = [—1,—1] zobrazia
postupne do bodov K’ = [1,4], L' = [p,2], M' = [2,q] v danom poradi.

Riesenie: p=—1, q=0.

Uloha 3.48. Urécte koeficienty a, b tak, aby rovnice z’ = %az +ay+2,y =

‘/7596 + by vyjadrovali zhodnost v E,.

L emiee g — V3 1 1. — V3 _1
Riesenie: a = —2,b=3; resp. a=%,b=—3.

Uloha 3.49. Urécte koeficienty a, b, ¢ tak, aby rovnice 2/ = gx +ay + 1,
y' = bx + cy vyjadrovali zhodnost v .

Riesenie: a =3, b=F3, c==43

Uloha 3.50. Urcte samodruzné smery a vlastné ¢isla asociovaného zobrazenia
k zhodnosti v E,

a) o' =fr+iy—1, ¥ =dr—dy+2
b) :C’z%:t—k%g—l, y’:—3x+gy+2.
Riesenie: a), b) A= £1; u; = (2,1), uy = (1,—2).

Uloha 3.51. Napiste rovnice vSetkych zhodnosti v 9, v ktorych je bod M =
[4,0] samodruzny a vektory @ = (1,1), v = (1,—1) (resp. (1,1), (1,2))
urcuju samodruzné smery.

Riesenie: Pretoze pre vektory u, v plati: Z(u) = +u a Z(7') = £, existuji préave styri
zhodné zobrazenia s prislusnymi maticami zobrazenia. Pomocou samodruzného bodu
M néjdeme zostavajiice koeficienty a,b zobrazenia. Rovnice hladanych zobrazeni su:
¥ =z, y =y (identita); 2’ =y+4, y =z —4;,2" = —y+4, y = —x + 4 (osové
stimernosti); ¥’ = —x + 8, ¥ = —y (stredova simernost).

Uloha 3.52. Napiste rovnice vSetkych nesihlasnych zhodnosti v rovine Ey,
v ktorych vektory @ = (1,2), ¥ = (2, —1) st vlastné (resp. samodruzné) a
bod A = [0, 0] sa zobrazi do bodu A" = [4,0].

Riesenie: Pre nesihlasné zhodnosti plati, Ze vektorom w a @, ktoré uréujui dva rozne sa-
modruzné smery zobrazenia, prislichaji navzajom opacné vlastné ¢isla (+1) zodpove-
dajuceho asociovaného zobrazenia. Rieseniu Vyhovuju dve zhodnosti:

Ziid =34+ dy+4, y==2x+dy; Zyd=2r-Ily+4, y=-22-3%y

Uloha 3.53. Zistite, ¢i afinita roviny Ey dand rovnicami z’ = §x — —y + 1,

y = %:1: + %y — 2 je stihlasné alebo nesihlasnd zhodnost. Uréte jej samodruzne

prvky.
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Riesenie: Suhlasnd zhodnost; priamka samodruznych bodov je 2x + 4y — 5 = 0; samodruzné
; — —
smery si v = (2,—1), v = (1,2).

Uloha 3.54. Napiste rovnice osovej simernosti v Eo, v ktorej sa bod 4 = [2, 3]
zobrazi do bodu A’ = [—2,5].

edenies 7 = —3 4, _ 16 — 4 3 8
Riesenie: ' = —2x+ 3ty — 2,y =z + 32y +%.

Uloha 3.55. Napiste rovnice osovej simernosti v Ey uréenej priamkou

a) rt+y+1=0; b) ax 4+ by +c=0.
Riesenie: a) @’ = —y—1, v = —x — 1;
, a c ,__é _@
bai= Sy C oy = ta X

Uloha 3.56. Napiste rovnice otacania v Eq, v ktorom sa bod A = [4, 4] zobrazi
do bodu A’ = [7, —3] a jeho stred lezi na priamke = + 2y = 0.

Riesenie: @' =y+3, ¢y =—x+1.

Uloha 3.57. NapiSte rovnice postvania v E,, v ktorom sa bod A = 5, 5]
zobrazi do bodu A’ = [8,1].

Riesenie: ©' =x+ 3, y =y — 4.

Uloha 3.58. Uréte typ zhodnosti danej rovnicami:

a) o = Fo— Pyt 1y =Fot Py, b’ =16y =y
/

c) 7' =—z+1,y =—y; d) 2’ =x+3,y =—y.

RieSenie: a) otdcanie so stredom S = [3, 1+2«/§] o uhol ¢ = +45°;
b) osovd stimernost podla priamky x + 3 = 0;
¢) stredovd simernost podla bodu S = [3,0];

d) posunut4 stimernost dand osou = 0 a vektorom u = (3,0).

Uloha 3.59. Napiste rovnice posunutej simernosti danej osou 2z —y+1 =10
a vektorom u = (2,4).

Riesenie: o' = =3z + 2y + 8 o =tz 4 3y+ 2,

Uloha 3.60. Pomocou vhodnej zhodnosti napiste rovnice priamok, na ktorych

lezia strany rovnostranného trojuholnika, ak jedna strana lezi na priamke x +
3y = 0 a tazisko je T = [2,4].
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Riesenie: Uvazujme dve otacania okolo bodu 7' o uhol +120° s analytickym vyjadrenim
= —%x + %gy +3F2v3, ¢ = ZF‘/Tgx — %y + 6 + /3. Dosadenim tychto rovnic do
rovnice danej priamky incidentnej so stranou trojuholnika, dostaneme hladané rovnice

priamok (3v/3 £ 1)z — (3 F v3)y F42 — 2v/3 = 0.

Uloha 3.61. Napiste rovnice vSetkych zhodnosti v rovine, ktoré zobrazia bod
A =[1,0] na bod A" =[5,—2] a bod B = [2,3] na bod B’ = [2,7].

Riesenie: Najskor uréime y-ovi stradnicu bodu B’. K tomu nam staci vyuzit vlastnost,
7e zhodné zobrazenie zachovdva velkost usecky, teda plati: |A’B’| = |AB|. Potom
suradnice bodu B su [2,—1], resp. [2,—3]. Tymto bodom prislichaji dve zhodnosti:

Ziid=—y+5y=2-3a Z:ad'=-3v—3y+ 2y =—20+3y-2%

Uloha 3.62. Urécte siradnice vrcholov ostrych uhlov rovnoramenného pra-
vouhlého trojuholnika ABC, ak C' = [0,0] a body A, B lezia postupne na
priamkach 8z —y — 20 =0, 7o + 4y — 41 = 0.

Uloha 3.63. Dokazte, ze zlozenim parneho [neparneho] poctu osovych
sumernosti v rovine E; je sihlasna [nesihlasné] zhodnd transformécia.

Uloha 3.64. V rovine je dany rovnoramenny pravouhly trojuholnik ABC.
Aké zobrazenie vznikne zlozenim zobrazeni
a) Sap o Sac o Spe; b) Sap o Regoe © The-

a napiSte ich rovnice (vo vhodnej stiradnicovej ststave).

Riesenie: Nech A =[0,a], B =[—a,0], C =10,0]:

a) posunutd stimernost ¥’ = —y —a, ¥ = —x +a, t.j. zobrazenie zlozené z osovej
stimernosti podla priamky z + y = 0 a postivania v smere vektora (—a,a);

b) posunuté stimernost ¥’ = x, y' = —y +a, t.j. zobrazenie zlozené z osovej stimernosti
podla osi 0, a postivania v smere vektora (0,a).

Uloha 3.65. Stvorec mé vrcholy A = [0,0], B = [1,0], C = [1,1], D = [0,1].
Napiste rovnice vSetkych zhodnosti, ktoré zobrazuji bod A do stredu Stvorca
S a bod D do bodu D' = [d, 0], pricom d > 0.

Riesenie: ' = j:%a: + %gy + %, y = j:\/Tgx — %y + %

Uloha 3.66. Vo vnitri obdiznika ABC' D je dany bod M. Dokazte, ze existuje
stvoruholnik, ktorého ulopriecky s dlzkami |AB|, |BC| st navzdjom kolmé a
ktorého velkosti stréan st |[AM|, |BM|, |CM]|, |DM].

—
Ndvod: Pouzite napr. posivanie v smere vektora BC'.
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Uloha 3.67. V rovine E, je dany obdlznik ABCD, ktory nie je Stvorcom.
Urcte vSetky zhodné zobrazenia, v ktorych obrazom trojuholnika ABC' je
trojuholnik C'DA. Urécte v tychto zobrazeniach aj obrazy vrcholov obdlznika.

Riesenie: Stredova stimernost so stredom S, kde S € ACNBD. A — C, B — D, C — A,
D — B,

Uloha 3.68. Afinné zobrazenie Es na seba zobrazuje postupne vrcholy troju-
holnika ABC do vrcholov B, C, A. Moze byt tato transformécia zhodnostou ?
Ak 4no, napiste jej rovnice vzhladom k vhodnej kartezidnskej siradnicovej
sustave.

Riesenie: Existuje iba v pripade rovnostranného trojuholnika ABC - otacanie:

m’:—%x—\/?quLl, y’:%gx—%y.

Uloha 3.69. Kolko existuje zhodnosti v [y, ktoré zobrazuju zaciatok surad-
nicového systému do bodu [3, 4] a bod [0, 5] do bodu na priamke 4x —3y = 0 ?
Napiste ich rovnice.

Riesenie: Z 4 : x_q: T — y+3, yIZi%x—§y+4
Zyaia' =Fgo iy +3, Yy =ity +4

Uloha 3.70. Napiste rovnice vsetkych zobrazeni, v ktorych je kruznica x? +
y? = 4 samodruzna.

Riesenie: ' = xcosa+ysina , y = Frsina + ycosa.

Uloha 3.71. Zhodné zobrazenie euklidovskej roviny do euklidovského troj-
rozmerného priestoru je dané rovnicami: @’ =z +by — 2,y =3y +1, 2/ =
ar + cy — 3. Urcte koeficienty a, b, c.

Riesenie: a =0, b=0, c= i‘/Tg.

Uloha 3.72. Zistite, ¢i rovnice ' = x 4+ 3,y = —y + 2, 2’ = z — 1 vyjadruji
zhodnu transforméciu v priestore E3. Ak ano, urcte jej zdkladné vlastnosti.
Riegenie: Rovnice vyjadruju nesihlasnti zhodnost v priestore (JA| = —1) zlozentu zo

stimernosti podla roviny ¥ — 1 = 0 a z posunutia v smere rovnobeznom s touto ro-
. . . v , —
vinou. Smer posunutia je ur¢eny vektorom u = (3,0, —1).

Uloha 3.73. Overte ze rovmce = lzzs — —;y+ 2,42 35 y = 2x — —y — —z — %,
7 = —%x — gy — gz + g sd analytlckym vyJadrenlm zhodnostl Y prlestore

Es. Urcte jej samodruzné body a samodruzné smery prislusného asociovaného
zobrazenia.
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Riesenie: Samodruzny bod [1,0,0], samodruzny smer (0, 1,1).

Uloha 3.74. Charakterizujte zhodné zobrazenie v priestore [E3 urcené rov-
nicami r = %x + %y — 1,y = %x — %y + 3, 2/ = —z 4+ 2. NapiSte rovnice
samodruznych rovin tejto zhodnosti.

Riesenie: Nakolko |A| = 1, ide o sthlasnt zhodnost. Pre samodruzné body X zobrazenia plati
Z(X) = X. Tejto podmienke vyhovuju vsetky body priamky p : t—3y+5 =0, 2—1 = 0.
Dané zobrazenie je potom stimernostou podla priamky p. Vsetky samodruzné roviny
tejto nesihlasnej zhodnej transformécie st roviny obsahujtice priamku p (os simernosti)
a roviny kolmé na danu priamku. Nech vSeobecnd rovnica Z(a) je ax +by+cz+d = 0.
Potom jej vzor o mé rovnicu a(3x + 2y — 1) +b(2x — 2y +3) + c(—2+2) +d =0, po
tprave (2a + 2b)z + (2a — 2b)y + (—¢)z + (—a + 3b+ 2¢ 4+ d) = 0. Budeme uvazovat
dva pripady. Ak ¢ =0, porovnanim koeficientov v rovniciach pre o a Z(«), dostaneme
podmienku

a b

Samodruznd rovina g4 (kolmé na priamku p) mé rovnicu 3z +y +d = 0, kde d € R.
Pre ¢ # 0 (porovnanim rovnic o a Z(«)) dostaneme:

4 3 3 4
— _b:_ — ——b:—b b:—3
5a—|—5 a, 5a 5 <~ a

Pre parameter d potom plati —a + 3b + 2c + d = —d, resp. ¢+ d = Ha. Samodruzna
rovina . (prechddzajica priamkou p) ma rovnicu z — 3y +cz+ (5 —¢) =0, kde ¢ € R.

Uloha 3.75. Napiste rovnice simernosti podla roviny z + 2y — z + 4 = 0.

o Somie gl — 2 2 1 4 2 1 2 8 1 _1 2 2 4
Rzeseme.x:§x—§y+§z—§,y:—gx—gy—i—gz—g,z:§x+§y+§z—|—§.

Uloha 3.76. Napiste rovnice rovinovej simernosti, ktora zobrazi bod M =
(1,0, —2] na bod M’ = [3,2,0].

1

eSender 1 = Lo — 2 — 2 4 = _2 1,2 4 2, 2 1 4
Riesenie: ' = v —sy—5z+35, ¥y =—30+3y—352+3, 2 =—30—3y+32+3.

Uloha 3.77. Napiste rovnice stimernosti podla priamky p: 2 = 1+t¢, y =
2—1, z=3t.

o . _ 4 o 4
Riesenie: x' = —%x — 1—21y + %z + %, y = —1—211- — %y — %z + 1_37

) _ 6. 6. T, .6
=gt -yt ar Tt

Uloha 3.78. Aké zobrazenie vznikne zlozenim dvoch rovinovych simernosti,
ktorych osi st navzajom
a) kolmé; b) rovnobezné.

Riesenie: a) Osova sumernost podla priamky, ktord je priese¢nicou rovin danych rovinovych
simernosti; b) posivanie.

Uloha 3.79. Dokézte, ze zhodnost zobrazuje priamku na priamku.



3.3 Podobné zobrazenia 97

3.3 Podobné zobrazenia

Nech E,, a E/ st dva euklidovské priestory. Afinné zobrazenie P : E, — E/

sa nazyva podobné zobrazenie (resp. podobnost), ak existuje také redlne ¢islo
k > 0, ze pre kazdé dva body X,Y € E,, a ich obrazy X' Y’ € E! plati

(P-1) |X'Y'| = k- | XY].

Zhodnosti su podobné zobrazenia s koeficientom podobnosti k = 1 (tzv.
nevlastnd podobnost), pre k # 1 hovorime o tzv. vlastnej podobnosti.

Podobnost je afinné zobrazenie, t.j. spfﬁa vSetky vlastnosti afinit. Navyse
z definicie podobnosti vyplyva:

(P-2) Podobné zobrazenia zachovdvaji velkosti uhlov;

(P-3) Podobné zobrazenia zachovavaji pomery obsahov a objemov.

Afinné zobrazenie s analytickym vyjadrenim (AZ) popisuje podobnost
priestoru E,, prave vtedy, ked matica A je ortogonélna, t.j. AT.A = k? E.

Nech S je Tubovolny pevny bod euklidovského priestoru E, a x Tubovolné
pevné nenulové redlne ¢islo. Zobrazenie H : E, — E,, H: X — X' = H(X),
kde

X' =5+k(X-09)

sa nazyva rovnolahlost so stredom S a charakteristikou k.
Zobrazenie H je rovnolahlost s koeficientom x prave vtedy, ked plati A = KE.

Kazdt vlastnt podobnost euklidovského priestoru E,, s koeficientom podob-
nosti k moézeme vyjadrit ako zloZenie rovnolahlosti s kladnou charakteristikou
k a nejakej zhodnosti.

Rovnice podobného zobrazenia v euklidovskej rovine Es st

¥ =kxcosaFkysina+a, oy =kxsinaxk.ycosa-+b.

Uloha 3.80. Napiste rovnice rovnolahlosti v Es, v ktorej sa body A = 1,2],
B = [3, —2] zobrazia postupne do bodov A" = [3,5], B’ = [7,2].
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Riesenie: Rovnice rovnolahlosti maji tvar 2’ = kx + a, ' = ky + b. Dosadenim stradnic
dvojic bodov A, A’; B, B" (vzor, obraz) do tychto rovnic dostaneme systém rovnic 3 =
k+a,b =2k +0bb = 3k+a,2 = -2k + b, kde b; je z-ova suradnica bodu B. Jej
rieSenim ziskame rovnice hladanej rovnolahlosti 2’ = Z%x + %, y = %y + %

Uloha 3.81. Uréte koeficienty a, b tak, aby rovnice 2’ = 2z +ay + 2, ¢ =
3z — by vyjadrovali podobnost v Es.

Riesenie: Staéf vyriesit maticovd rovnicu AT.A = k2E. Zadaniu tlohy vyhovuji dve dvojice
cisel a =3, b= —2, resp. a = -3, b= 2.

Uloha 3.82. Dokézte, ze afinné zobrazenie v Eo, ktoré je vyjadrené rovnicami
¥ =2x+5y—1, y = —5x + 2y + 4 je podobnost . Uréte samodruzné body
a samodruzné smery asociovaného zobrazenia.

RieSenie: Zobrazenie je podobnost s koeficientom v/29 a samodruznym bodom [, 7).

Prislusné asociované zobrazenie nemd samodruzné smery (podobnost je zlozenim rov-
nolahlosti a otdcania okolo stredu rovnolahlosti).

Uloha 3.83. Dokéazte, ze ku kazdym dvom parabolam existuje podobné zob-
razenie, ktoré zobrazuje jednu parabolu do druhe;j.

Uloha 3.84. V rovine je dany bod S = [1, —1] a priamky p : 3z 46y —1 = 0,
q: 2+ ay—3 = 0. NapiSte rovnice rovnolahlosti H so stredom S, ktord
zobrazi priamku p na priamku q.

Riesenie: ' =3x —2, y =3y +2.

Uloha 3.85. V rovine je dany bod S = [1,0] a bod M = [—1,1]. Napiste
rovnice rovnolahlosti so stredom v bode S, ktoré zobrazi priamkup : z—y = 0
do priamky p’ prechadzajicej bodom M.

Riesenie: Rovnice hladanej rovnolahlosti budi: x = kx + a, ¥ = ky + b. Priamka p (ne-
prechddzajica bodom S) sa v tejto rovnolahlosti zobrazi na priamku p’ prechadzajiicu
bodom M, pricom p || p’, t.j. na priamku z —y +2 = 0. Dalej bod O = [0,0] € p sa
zobrazi na bod O' = [—2,0] € p/, odkial dostdvame hodnoty a = —2, b = 0. Pre cha-
rakteristiku & rovnolahlosti plati O’ = S+k.(O — S), teda k = 3. Rovnice rovnolahlosti
su: ' =3x — 2, iy = 3y.

Uloha 3.86. V rovine je dany bod S = [0,2] a priamka p : 2z +y — 1 = 0.
Napfiste rovnice rovnolahlosti sa stredom v bode S, ktora zobrazuje bod M =
[—3,2] do bodu M’ leziaceho na priamke p.

Riesenie: ©’ = tx, y =gy + 3.

Uloha 3.87. Napiste rovnice vietkych podobnosti, ktoré zobrazuji bod [1,1]
do zac¢iatku suradnicového systému a zaciatok do bodu [0, 2].
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Riesenie: Py o' =2 —y, ¥ =—x—y+2; Pyiad'=—a+y, vy =—2r—y+2.

Uloha 3.88. Napiste rovnice vsetkych podobnosti v K, v ktorych sa bod
A = [1,0] zobrazi na bod A" = [4,—2] a bod B = [2,3]| na bod B’ = [2, —8§].

Riesenie: Py :x' = —2x 46, y = —2y—2; Py:a' = %:c— gy—i-%, Yy = —gx— %y— %.

Uloha 3.89. Napiste rovnice podobnosti, v ktorej je zaciatok suradnicového
systému samodruzny bod a obrazom bodu M = [5, —3] je bod M’ = [1,1].

oo Dol — Lo A s Ao 1 A S I S N}
Riesenie: P2’ = o — -y, ¥ = o+ 17y, Po ' =+ 32y, ¥ = 52 — 1y

Uloha 3.90. Uréte vietky podobnosti v rovine, pre ktoré je bod M = [1,1] a
vektor @ = (1,1) samodruzné.

Riesenie: ' =ar+1—a, yy =ay+1—a alebo 2’ =by+1—-05b, y =bxr+1—0.

I'J'lo@> 3;9>1. V rovine je dany sStvorec ABCD. V suradnicovej sustave
(A; AB, AD) napiste rovnice podobného zobrazenia, ktoré zobrazuje body

A, B, C' postupne do bodov D, S, A, kde S je stred stvorca ABC'D. Rozlozte
tuto podobnost na zhodnost a rovnolahlost, ktoré navzdjom komutuju.

Riesenie: Podobnost P je dand jednoznacne trojicou nekolinedrnych bodov a ich obrazov:
A =100, AA=D=1[0,1; B=1[1,0,B =5=1[3,3; C=1[0,1,0=4=
[0,0]. Rovnice si: 2’ = %x — %y, Yy = —%x — %y + 1. Koeficient podobnosti je k =
¥2 'V rozklade podobnosti na zhodnost a rovnolahlost musi platit, ze tieto navzdjom
2
komutujice zobrazenia maji rovnaky samodruzny bod, ktory je sicasne samodruznym

bodom vyslednej podobnosti. V nasom pripade je to bod [—1,1]. Tymto bodom a
koeficientom k je uréend rovnolahlost H : z = ‘/TEx + ‘/75 -1,y = gy +1- ‘/75 Potom

rovnice zhodného zobrazenia Z, pre ktoré ZoH =P, su x’' = \/Tizv — ‘/TEy—l— V2—1, ¢y =

—%ix— %ﬁy—l— 1.

Uloha 3.92. Rozlozte podobnost 2/ =2z —y + 5, ¥ = ¥ + 2y — 1 na rovno-
lahlost a zhodnost.

Riesenie: H : o' = /5x,y =by; Z:2' = \/lg:c— \/igy—l—5,y’ = \%x—l— \/lgy— 1.
Uloha 3.93. Rozlozte podobnost 2/ = 2z —y+5, ¥ = x + 2y — 1 na ot4canie
a rovnolahlost tak, aby ich stredy boli totozné.

Riesenie: H: x' = v5x — 2+ 2v5,y = Vby + 3 — 3V5;

Col 2 1 7 _ 1 2 4
Z.x’—Tgx—jgy—l—jg—ly’—jgx—l—jgy—l—?)—%.

Uloha 3.94. Dokazte, ze kazd4 vlastnd podobnost mé prave jeden samodruz-
ny bod.
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Uloha 3.95. Uréte stred rovnolahlosti, ktord je zlozend z rovnolahlosti H:
¥ =2x+1,y =2y—1aposuvania7: 2’ =x+ 3,9y =y.

Riesenie: S = [—4,1].

Uloha 3.96. Urcte koeficienty a, b, tak, aby rovnice 2’ = 2z +ay, y' = z+ by,
7' = y vyjadrovali podobné zobrazenie z euklidovskej roviny do trojrozmer-
ného euklidovského priestoru.

2v/5 %

5
RieSenie: a = £——, b=
iesente: a = F 3

Uloha 3.97. Uréte koeficienty p, ¢, r tak, aby rovnice 2’ = x — 2y + 2z + 4,
Y =pr+2y+z2—2, 2 = qgr+ry+2z—2 vyjadrovali podobnost v E3. Néjdite
jej samodruzné body a samodruzné smery.

Riesenie: p =2,q = —2,r = 1; samodruzny bod [0, 2, 0], samodruzny smer (0, 1, 1).

Uloha 3.98. Napiste rovnice rovnolahlosti v Es, ktord zobrazuje bod M =
2,0, —1] do bodu N = [0,1,3] a ma koeficient kK = —2. Urcte stred tejto
rovnolahlosti.

Riesenie: Pretoze pre kazdy bod X € E3 je H(X) = H(B)—2(X — B), bude pre dvojicu bodov
X =[z,y,2], H(X) = [2/,y, 7] platit: 2’ = =2(z —2),y =1—2y, 2/ =3—-2(z+1).

Po tprave dostaneme rovnice hladanej rovnolahlosti 2’ = —2z + 4, v = —2y + 1,

2/ = —2z + 1. Sturadnice stredu rovnolahlosti (samodruzného bodu zobrazenia) musia

411].

spfﬁat’ rovnice 3z = 4, 3y = 1, 3z = 1. Potom stred m4 siradnice [3, 3, 3
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