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PREDSLOV

Tieto uc¢ebné texty vznikli z druhého vydania Geometrie I a IT oddelenim ¢asti I a jej niektorymi zmenami
(hlavne pridanim tloh v cviceniach kazdej kapitoly, spolu je ich cez 300, a pridanim ¢ldnku Vektorovy
sucin). Tematicky pokryvaju afinné a euklidovské priestory a predstavuji deduktivnu vystavbu afinnej a
euklidovskej geometrie podla H.Weyla.

Pre pochopenie obsahu sa od ¢itatela vyzaduji elementdrne znalosti z teérie mnozin a linedrnej algebry.
Potrebné partie z tedrie vektorovych priestorov a tedrie grip su zaradené do Prilohy, ktord je na konci
textov.

Povazujem za svoju mild povinnost podakovat sa rencenzentovi Doc.RNDr. Maridnovi Trenklerovi, CSe.
z Prirodovedeckej fakulty UPJS Kosice za precitanie rukopisu a poskytnutie cennych rad a pripomienok,
ktoré prispeli k vylepSeniu tychto ucebnych textov.

UVOD

V stcasnej dobe existuje niekolko roznych ciest axiomatizécie elementérnej geometrie. Historicky jednou
z prvych bola axiomatika, predlozend vynikajicim nemeckym matematikom Davidom Hilbertom v knihe
7Zéklady geometrie”, ktord vysla v roku 1899. V tejto knihe je dand sistava axiém, postacujica na
logicka vystavbu euklidovskej geometrie. Obsahuje 20 axiém rozdelenych do piatich skupin nazvanych
axiomy incidencie, axiémy usporiadania, axiémy zhodnosti, axiémy spojitosti a axiéma rovnobeznosti.

Zo stcasného pohladu hilbertova axiomatika je neobyéajne zlozité a tazkopddna. Treba vela tsilia, trpez-
livosti, aby sa s pomocou tejto axiomatiky dokazali najdolezitejsie vety elementarnej geometrie. Nedostat-
kom hilbertovej axiomatiky je tiez i to, ze vnitorne nesivisi s pojmom vektorového priestoru, ktory hraje
v st¢asnosti v matematike i ostatnych vednych disciplinach pouzivajicich matematické metédy velmi
vaznu ulohu. Nemecky matematik Hermann Weyl, v roku 1917 predlozil svoju axiomatiku, zalozenu na
pojme vektorového priestoru. Stustava axiém predlozend Weylom obsahuje 15 axiém, v ktorych ako pri-
mitivne pojmy vystupujui vektor, sucet vektorov, sucin vektora a ¢isla, skalarny sucin vektorov a sucet
bodu a vektora a nie bod, priamka, rovina ako u Hilberta. Lahkost aritmetizécie vektorového priestoru
zavedenim suradnic i moznost pouzitia vektorového apardtu od samého zaciatku robia weylovski cestu
velmi efektivnou a jednoduchou. V stvislosti s tym sa této axiomatika pouziva i na strednej skole.

Po formalnej stranke je ”weylovska” cesta jednou z moznych ciest axiomatizacie geometrie, ekvivalentnd
hilbertovskej, t.j. umoziujtica dokazat tie isté vety. Iné sposoby axiomatizacie euklidovského pries-
toru, vyznamné z metodologického i metodického hladiska, predlozili nemecky matematik F.Bachmann
a francizky matematik G.Choquet. Za zdklad svojich konstrukcii F.Bachmann kladie osové a stredové
simernosti a geometriu rozvija ako “kalkul symetrii”. Axiomatika G. Choqueta je zalozend na pojmoch
rovnobeznosti, kolmosti a vzdialenosti.

Presov, februdr 2004 Autor



AFINNE PRIESTORY

1 Elementarne vlastnosti afinnych priestorov

Pojem afinného priestoru

Definicia 1.1 Uspom'adanu trojicu (P,—, V) nazgvame afinny systém, ak V je konecénorozmerny vekto-
rovy priestor nad polom F charakteristiky 75 2, P je nepmzdna mnoZina (jej proky budeme nazyvat body)

a — (¢itame $ipka) je zobrazenie P x P—V, (X,Y) — Xy spliiajiice podmienky

(A1)  pre kazdyg bod X € P a kaZdy vektor ¥ € V existuje prdve jeden bod Y € P tak, e XY =0
(A2) XY +YZ=XZ pre lubovolné body X,Y,Z € P .

MnozZinu P nazgjvame afinny priestor, vektorovy priestor V nazgvame zameranie afinného priestoru P.
Pole F nazyjvame pole skaldrov afinného priestoru P a hovorime, Ze P je afinny priestor nad polom F.
Dimenzia (alebo rozmer) afinného priestoru je ¢islo, ktoré je dimenziou jeho zamerania. Afinny priestor
dimenzie 0,1,2 budeme v poradi nazjvat bod, priamka, rovina. (n—1)-rozmerny podpriestor n-rozmerného
afinného priestoru P nazyvame nadrovina priestoru P.

V nasledujicej leme je pouzitd struénd formuldcia, namiesto afinného systému (P, —, V) sa hovori ”len”
o afinnom priestore P. Tu (v podobnych situdcidch aj dalej) predpokladdme, ze P je prvkom nejakého
afinného systému (P, —, V).

Lema 1.2 Nech O, X,Y,Z A, B,C, D st body afinného priestoru P; potom

XX = g (1.1)
XY = -vX (1.2)
AX=AY = X=Y (1.3)
XB=YB = X=Y (1.4)
XZ=6 = X=2 (1.5)
AB = OB-0A (1.6)
AB-CD = AC-BD (1.7)

Dokaz. (1.1) Podla A2 YX+XX YX odklal XX

(12) d=XX=XY +YX, cize XY = —YX.

(1.3) Vyplyva priamo 2! Al.

(1.4) XB = YB: XB——YB:>BX BYavzhladom na (1.3) X =Y.

(1.5) Nech XZ = 0 Pretoze aJ XX =0, tak XZ XX odkial podia (1.3) X = Z.
(1.6) AB = AO + OB = —OA + OB OB OA

(1.7)  Je zrejmé, ze AB - CD = (AC’ + CB) - (C'B + ﬁ)) — AC - BD.

Nech (P, —,V) je afinny systém. Ak M je neprdzdna podmnozina afinného priestoru P, oznac¢ujeme
M = {XY; X,Y € M}. (1.8)
Z A1 priamo vyplyva, ze F =V a tiez, ze pre kazdy bod A € P

P ={AY; Y e P}. (1.9)



Sdradnicovy systém

Nech O je Tubovolny bod afinného priestoru P a nech €1, ..., &, je bza jeho zamerania P . Usporiadani
(n + 1)-ticu (0,é1,...,6,) = E budeme nazyvat repér (alebo siradnicovy systém) afinného priestoru
P:; O nazyvame zaciatok repéra E. Pre kazdy bod X € P existuje jedind usporiadand n-tica skaldrov
T1,...,T, tak, ze

—_—
OX =xe1+...4+x,6,.
Tito n-ticu skaldrov budeme nazyvat sistavou suradnic bodu X v repére E a tiez ststavou suradnic

vektora OX v repére E. Symbolicky to budeme zapisovat pomocou matic

Xg=[x1,..., %] (OX)g = (z1,...,2n) (1.10)
T s T
XF=1 : ox =\ : (1.11)
In T
alebo skratene X|[x1,...,2,], OX(z1,...,2,), ak v nasich ivahéch nebudu vystupovat dva rozne repéry.
Plat{ aj obrdtene, t.j. ku kazdej usporiadanej n-tici [x1,...,2z,] (resp. (z1,...,2,)) existuje jediny bod

X € P (resp. vektor OX € ?) tak, ze Xgp = [r1,...,2y] (resp. (OX)g = (1,...,2y,). To znamend, ze
ak Xg =[z1,...,20] , Yo = [11,-.-,yn] @ X, Y sd dva rozne body, tak x; # y; pre aspon jedno i.

Nech (P,—,V) je afinny systém. Axiéma Al umoziiuje definovat zobrazenie

T:PxV—-P, [X,9]—Y <& XY =4 (1.12)
Ztzenie tohto zobrazenia na mmnozinu P x {#} = P X ¥ budeme nazyvat translicia (o vektor ¥);
oznacenie: 7.

Lema 1.3 Nech P je afinng priestor, E = (O,¢},...,€,) jeho repér, X, Y € P, @,V € ﬁ, d je skaldr a
nech

XE:[l‘l,...,.’En] YE:[ylazyn] UE:(uh...,un) _‘E:(Ul,...,vn).
Potom
(U+ P = (u+v,...,uy,+v,) =1Ug+Tg (1.13)
(dﬁ)E = (dul, ,dun) = d(ﬁE) (114)
(XY)eg = (1 =21, Yn —2n) =Y — Xp (1.15)
(X)) = (r1+v1,...,2n+v,) =Xgp+Ug (1.16)
Dokaz. Rovnosti (1.13), (1.14) vyplyvaji z teérie vektorovych priestorov. (1.15): podla (1.6) XY =

OT’ — 0X = OY + (-1)0X, ¢o implikuje XY p =Yg — Xp. Podla (1.12) 7(X,%) =Y = XY =7,
odkial vzhladom na (1.15) y; — x; = v; t.j. y; = z; + v; pre vSetky i.

Sicet bodu a vektora

Z identity (1.16) vyplyva, ze siradnice obrazu bodu X v transldcii o vektor ¥ dostaneme, ak sc¢itame
"rovnomenné” stradnice (t.j. prvii s prvou, druhd s druhou atd.) bodu X a vektora @. Pre tiito vlastnost
budeme miesto 7(X, ¥) pisat X + @, ¢ize definujeme

—

X+0=Y & XY =7, (1.17)
odkial pre kazdé dva body X,Y

X+ XY =Y. (1.18)



Z tejto rovnosti za predpokladu )5} = U vyplyva
VXY I : X47=Y, (1.19)
X+iv=X+1u =v=u (1.20)

Nech X, u,v si lubovolne zvolené. Podla Al existuje jediny bod Y tak, ze XY = v tj. X + 17' =Y a

jediny bod Z tak, zeYqut‘] Y +i = Z. Potom X + (¥ + 1) = X+(XY+YZ) X+XZ Z.
Dalej (X 4+ 7) 4+ @ =Y + @ = Z, ¢ize pre lubovolné X, @, ¥ plati

X+ @F+a) = (X +0) +4. (1.21)
Preto mozeme vo vyrazoch X + (7 + @), (X + 0) + @ vynechdvat zétvorky a pisat X + ¢ + 4.

Zrejme X +0= X + XX = X, ¢ize pre kazdy bod X plati

X+6=X. (1.22)

Ak dalej Y + 7 =Y, tak podla (1.18) # _YY &ize 5 = 0; to dokazuje
Y+ov=Y=v=0 (1.23)
Podla (1.15), stiradnice vektora )5} st rozdiely rovnomennych siradnic bodov X,Y. Preto budeme
niekedy miesto XY pisat Y — X, t.j. kladieme
XY=Y-X (1.24)
odkial vzhladom na (1.18)

X+7=Y & #=Y-X (1.25)

Nech (P, —, V) je afinny systém, 4 zobrazenie definované podia (1.17) anech A € P, L,M c P, U,W C V.
Je uzitocné zaviest nasledujiice oznacenia

L+U={X+70, XeL, ve€U}

M-L={Y-X;YeM XeL}={XY: XeL, YeM)
U+W={d+w; aeU, W €W}

V pripade, ze L = {A}, miesto M — {A} , resp. {A} + U skrétene piseme M — A resp. A+ U.
Lema 1.4 Nech (P,—,V) je afinnyg systém, A,B € P, L,M C P a U W CV. Potom

(B+7)—(A+@) = AB+o-@ (1.26)
B+i=A+@ & AB+i=41 (1.27)
M-A=U & M=A+U (1.28)
A+U+W) = (A+U)+W (1.29)
(A+TU)N(A+W) = A+ (UNW) (1.30)
A+UCA+W & UcCW (1.31)
LcM & L-ACM-A (1.32)
(LUM)—A = (L—A)U(M— A) (1.33)
M-A = (M—-B)+(B-A) (1.34)

A+ (M—4) = M (1.35)
A+DHUA+W) = A+ (UUW) (1.36)

Dokaz. Dokézeme len (1.26), ostatné prenechavame éitatelovi. Oznacme (B 4 %) — (A + @) = @. Potom

B+7=(A+i)+w odkial B=A+ @+ @ —7tj B—A=1ud+w—7, cize W = AB + 7 — 1.

Identitu (1.30) mozno rozsfrit na prienik lubovolného poétu podmnozin A+ U, A+ W, ... afinného pries-
toru P.



Stred dvojice bodov

Bod S nazyvame stred dvojice bodov A, B ked A*;S’ = S@; oznacCenie S = A + B.
Priklad 1.5 Dokdazte, Ze pre kazdi dvojicu bodov A, B afinného priestoru P existuje prave jeden ich stred.

Riesenie. Nech S je stred dvojice A B. Pole skalérov aﬁnného priestoru P ma charakteristiku roznu od
2, preto ex1stuJe skaldr £. Potom AB = AS + SB = AS + AS = 248 odkial § = A + 1AB Obratene, ak

S = A+1AB tak2AS AB 9248 = AS+SB AS = SB.

Priklad 1.6 Nech X, Y, Z, A si body afinného priestoru P. Dokdzte, Ze nasledujice tvrdenia st ekvi-
valentné

(i) AX =Y Z; (i) AX + AY = AZ; (i) A+ Z =X +Y.
Dokaz. (i) = (ii) AX +AY =YZ+ AY = AZ.
(i1) = (ii1) A+7Z = A+1AZ X+XA+ (AX+AY)
= X+1AX+1AY AX =X + 1 (AY AX) = X+1iXy=X=+VY
(i) & (i) A+3AZ = X+1XY @ AX=LAX-2Y)es AX=YZ.

Priklad 1.7 Nech A,B,C si body afinného priestoru P a nech X,Y,Z si v poradi stredy dvojic
(A,B), (A,C), (B,C). Dokdzte, 2¢ 2YZ = AB a AX=YZ .

Dokaz. Podla predpokladu Y = A+ LAC, Z = B + 1BC, odkial
— 1 — — — — —
2YZ = 2Z = Y) = 2(B~ 4)+ 5(BC - AC)) = 24B — AB = AB,

¢o je prva rovnost, ktort bolo treba dokédzat; z nej vyplyva YZ = %%Té Kedze X = A+ B, tak X =
A+ %AB a tiez AX = %AB.
Aritmeticky afinny priestor

Jednym z modelov tedrie afinnych priestorov (neskoér uvidime, ze je najdolezitejsi) je tzv. aritmeticky
afinng priestor , ktory teraz definujeme. Nech (F,+,.) je pole charakteristiky roznej od 2, n > 0 a nech

Fn:{[alv"'7an]; a/zeF pre Véetky 7,}

ﬁn = {(ala"-yan); a; el pre Véetky Z}

Prvky mnozin F, F,, F » budeme v poradi nazyvat skaldry, body, vektory. Na mnozine F, resp. F' x F n
definujeme operacie + (t.j. stcet vektorov) a (.) (t.j. skaldrny ndsobok) obvyklym spésobom

(Utyeoytpn) + (V1,0 0n) = (U1 F V1,00, Up +0p)
d.(v1,...,v) = (dvy,...,dvy,).

Usporiadana trojica (ﬁ ny+,.) je vektorovy priestor nad polom F (aritmeticky vektorovy priestor). Dalej
definujeme zobrazenie

— Fy X FysFp, ([a1,. .. an), [b1,...,bn]) — (b1 — a1, ... by — an).

Lahko sa dé overit, ze (Fn, —, ﬁn) je afinny systém a preto F), je afinny priestor. Tento priestor nazyvame
aritmeticky afinng priestor nad polom F. Ak F je pole redlnych (resp. komplexnych ¢isel), F,, nazyvame
redlny (resp. komplexny) aritmeticky afinng priestor a oznacujeme R, (resp.C,,).

Nech (V,+,.) je vektorovy priestor nad polom F. Definujme zobrazenie — : V x V=V, [i,9] s ¥ — 1.
Potom (V,—,V) je afinny systém. V tomto pripade je kazdy bod zdroven aj vektorom a obrétene.

Ak R,, je aritmeticky afinny priestor, potom R, je n dimenziondlny vektorovy priestor a preto R, je
n-dimenzionalny afinny priestor. To znamend, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n existuje n-dimenziondlny
afinny priestor.



Zmena repéra

Nech n > 0 je prirodzené ¢islo a nech E = (O,é1,...,6,), F = (Q,ﬁ, e f;L) st dva repéry afinného
priestoru P. Nech vektory repérov E, F st viazané rovnostami

fi=fu€i+ -+ faifa L. (fi)e = (fiis- - fui) (1.37)
pre i =1,...,n, ktoré budeme prehladnejsie pisat v tvare
Jiu oo fin
FE = : : (1.38)
fnl s fnn

, S E - - .
i-ty stlpec tejto matice je matica f, . Nech (¥;)p = (v1,...,vn) t.j. T = v1f1 + -+ + vnfn, odkial po
dosadeni z (1.37)

U= Ul(fllgl ++fn1€n) 4 +'Un(f1n81 + - +f7Ln€n)

a po uprave

17: (Ulfll +---+ Unfl7L)€1 +--- (Ulfln +---+ U7Lfnn)€na

¢o znamena, ze koeficienty v linedrnej kombindcii vektorov €7, - - -, €, su siradnice vektora ¥ v béze F
vifin+ -+ vnfin

vlfln + -+ vnfnn
Thito rovnost mozno skratene pisat v maticovom tvare

7F = FPgT, (1.39)

Maticu F¥ nazyvame matica prechodu od bazy F ku béaze E. Rovnost (1.39) vyjadruje zavislost siradnic
toho istého vektora v dvoch roéznych bazach.

Ak G je Iubovolna siistava vektorov priestoru ﬁ, ktorych sturadnice v baze E tvoria stfpce matice G,
potom z rovnosti 1.39 (kumuldciou vektorov do matice G¥) vyplyva

Veta 1.8 Nech E,F si lubovolné bizy a G lubovolnd sustava vektorov vektorového priestoru V , potom
G¥ = FEGT. (1.40)

Ak v poslednej rovnosti nahradime ststavu G bazou E dostaneme E¥ = FFEF a pretoze EF je zrejme
jednotkova matica, musi byt F'F inverzna matica k matici E¥.

Vzorec (1.39) staci aj na vyjadrenie zdvislosti stradnic toho istého bodu v dvoch repéroch E, F. Ukazuje
to nasledujuci priklad.

Priklad 1.9 Nech E = (0,&y,6, ), F = (Q, f1, f2. [) st dva repéry,
Qe =(2,-40) (fOr=(1,23) (f)e=(0,-12) (f3)r=/(0,1,0).

Vypoéitajte siradnice bodu Ag = [2,2,4] v repére F.

_,F _E 5
Riegenie: Zrejme AY = QA = FEFQA = EF(AF — QF). Kedze st dané siradnice vektorov repéra F v
repére E, mame dant maticu F¥, treba vsak k nej inverzni maticu EF.

1 0 0 1 0 0 1 0 0 2-9 0
FE=|2 -1 1| E=| -3 0 3 AF=| -3 0 3 2+4 | = 2
3 2 0 _% 1 % _% 1 % 4 8



Cvicenie
1.1 Dokéite, 7 pre lubovolné body X, Y, Z platf X +YZ = Z + Y X.

1.2 Dokéite, ze pre lubovolné body A, B, D, E, F, G afinného priestoru P plati
9FB = FA, 2BD = AE, 2DG = EG = F=G.
1.3 Dokézte rovnost A + %/Té + %BC =B+ %BC + %C’A.

1.4 Nech A’, B’, C’ st v poradi stredy dvojic (B,C), (C,A), (A, B). Dokazte, ze body A’ + %A’A,
B+ %B'B, C'+ %C”C st totozné (taky bod nazyvame tazisko trojice bodov A, B, C).

ai + by an + by,
Ty

1.5 Dokazte, ze stred dvojice bodov Alaq,...,ay], Blb1,...,b,] je bod C

1.6 Nech A’, B, (', D’ si v poradi stredy dvopc (A B) (B ), (C D), (D, A). Dokazte rovnosti
()A—i— (AD—I—D’B’) B+3 (BC+BD’) (AB+A’C’)
(i )A’B’ D’C’ BC'=A'D.

1.7 Nech S = (0,0,...,0,) je takd usporiadand mnozina bodov afiného priestoru P, ze O?) = é;

E = (0,é1,...,¢e,) je repér prlestoru P (takd mnozinu S nazyvame simplex priestoru P) Nech
Xg = [x1,...,2y] ; to znamend, ze OX =x1€1 + ...+ J;nen Pre 1ub0volny bod @ € P je OQ+QX

= 21(0Q + QOy) + - + £,(0Q + Q0,), odkial QX = 2,Q0 + #1Q0; + -+ + ,Q0,, kde

o =1— (21 + -+ x,). Pretoze tieto rovnosti nezdvisia na volbe bodu Q mobzeme skratene pisat
(i) X=2,04+2101+ -+ 2,0,, To+a1+ -+, =1,

kde pod z;0; rozumieme stcin skaldra a matice riadok alebo stlpec. To znamend, ze ku kazdému

usporiadanému simplexu S a bodu X afinného priestoru P existuje jedina sustava skalarov x,, ..., T,
tak, ze plati (i). Sustavu tychto skaldrov nazyvame barycentrické siradnice bodu X v simplexe S
a zapisujeme Xg = [T,,%1,...%y,]. Zrejme plati i obratene, ze kazda sustava skaldrov o, ..., Tn,

To+x1+ -+ x, =1, jednoznacne urcuje bod X € P tak, ze plati (). Nech S = (A, B,C) je
usporiadany simplex afinného priestoru Ry. Dokazte, ze

% %, 0] je ststava barycentrickych stradnic stredu dvojice bodov A, B v simplexe S.
% %7 %] je ststava barycentrickych siradnic taziska trojuholnika ABC v simplexe S .

2 Podpriestory afinného priestoru

Definicia podpriestoru

Definicia 2.1 Nech P je afinng priestor. Neprdzdnu podmnoZinu L mnoZiny P nazjvame podpriestorom
afinného priestoru P (oznacenie: L CC P), ak pre nejaky bod A € L je L — A podpriestor zamerania
priestoru P. Nenulovy vektor zamerania L — A podpriestoru L nazgvame smerovy vektor podpriestoru L.

Nech (P, —, V) je afinny systém a nech L je podpriestor afinného priestoru P. Podla definicie 2.1  existuje
A € L tak, ze L — A = U je podpriestor priestoru V. Uvazujme o trojici (L, —,U) (ziZenie zobrazenia
— : P x P—V na mnozinu L x L sme oznadili tym istym znakom —). Ked X,Y € L, potom XY =
AY — AX € U preto L = U. Lahko sa overi, ze zobrazenie — : L x L — U m4 vlastnosti Al, A2, preto
(L,—,U) je afinny systém. Takyto systém budeme nazyvat podsystém afinného systému (P, —, V). To
néds opravituje povazovat podpriestor L afinného priestoru P za afinny priestor. Plati teda: Ak L C P
a (P,—,V) je afinny systém, tak L je podpriestor afinného priestoru P prave vtedy, ked (L,—, L) je
afinny systém.

Veta 2.2 Nech P je afinny priestor a L podmnoZina P; potom



(i) L je podpriestor priestoru P prdve vtedy, ked existuje A € L a podpriestor U priestoru P tak, Ze
L=A+U

(i) Ked L = A+ U je podpriestor afinného priestoru P, potom pre kazdij bod B € L je L = B+ U.

Dékaz. (i) vyplyva z definicie 2.1 a ekvivalencie (1.28). (ii) Nech B € L; zrejme AB=1¢ U, potom
b+U=UaA+b=DB. Preto B+U=(A+b)+U=A+(b+U)=A+U = L.

Veta 2.3 Neprdzdny prienik lubovolného systému podpriestorov afinného priestoru P je podpriestor pries-
toru P. Zameranie tohto prieniku je prienik zamerani tijchto podpriestorov.

Dékaz. Vyplyva z (1.30) a z Vety B.4.

Dosledok 2.4 Ak prienik podpriestorov K, L afinného priestoru P je neprdzdny, tak
dimKNL>dimK+dimL — dim P.

Dokaz. J = K N L implikuje 7 = KN f ana J, K, L sta¢f aplikoval Vetu B.11(ii).

Veta 2.5 Ak sa podpriestor K a nadrovina N afinného priestoru P pretinaji a neinciduji, tak dim K N
N =dimK — 1.

Dékaz. Je zrejmé, ze K # P (inak by N C K). Pretoze K, N neinciduju dim K N N < dim K. Podla
Dosledku 2.4, dim KN N >=dim K +dim N —dim P =dim K +dim P — 1 —dim P =dim K — 1.

O tom aké s nutné a postacujice podmienky, aby sa dva podpriestory afinného priestoru pretinali (t.j.
aby ich prienik bol neprézdny), hovor{

Veta 2.6 (O prieniku podpriestorov afinného priestoru). Nech L, M si podpriestory afinného priestoru
P. Nasledujice tvordenia su ekvivalentné:

(i) L, M sa pretinaju
(ii) XY € I + M pre kazdé dva body X € L a Y € M
(iii) existuji dva body A € L, B € M tak, Ze A_D eL+M

Dékaz. (i) = (i )NechCGLOM XEL Y e M. PotomXY XC+CY€ L +M ( i) = (ui1)
je zrejmé. (iii) = (i) Pretoze AB B ¢ L + M eXlStuJU. vektory AD € L=L- A FB € M=M- A
(prltom D E L, F € M) tak, ze AB AD + FB odkial po tprave lavej strany AD + DB AD + FB
Cize DB FB a preto F' = D, ¢o implikuje D € LN M.

Désledok 2. 7 Nech L, M st podpriestory afinného priestoru P. Potom
L + M = P = L, M sa pretinaju.

Lahko sa da na konkrétnom priklade ukézat, ze obratena veta k Dosledku 2.7 neplati.

Afinny obal

Definicia 2.8 Nech M je neprdzdna podmnozina afinného priestoru P. Prienik vsetkyjch podpriesto-
rov priestoru P obsahugicich mnoZinu M nazgvame afinny obal (alebo linedrny obal) mnoziny M a
oznacujeme M.

Veta 2.9 Nech M je neprdzdna podmnozina afinného priestoru P, A € M je lubovolny bod. Potom

M=A+ (M- A, (2.1)

Dokaz. Najprv dokdzeme, ze M C A+ (M — A); nech X € M, potom X = A+1& €EA+(M—-A)C
A+ (M — A). Dalej nech K CC P a M C K, stacf dpkézaf, 7e A+ (M — A) C K; pretoze M C K, tak
aj M —ACK—-Aatiez (M — Ay C (K —A),odkial A+ (M —A) CA+(K-A) =K

Z rovnosti (2.1) sa lahko d4 uréit aj dimenzia afinného obalu mnoziny M. Této dimenzia sa rovna dimenzii
zamerania afiného obalu mnoziny M. Tym zameranim je vektorovy priestor (M — A) , ktorého dimenzia
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sa rovnd maximélnemu poétu linedrne nezavislych vektorov mnoziny (M — A) pre lubovolné A € M, t.j.
dim (M — A) sa rovna hodnosti sustavy vektorov M — A.
Ked M = {Ag, Ay,..., A}, potom M — Ay obsahuje aj vektor AgAg = &, preto

—

M= A+ <A;41,A:42, oy AoAy). (2:2)

7 Vety 2.9 vyplyva, Ze bod Ay mozno v tomto vzorci zamenit, hociktorym inym bodom z M. Tym je
dokazana

Lema 2.10 Nech S je lubovolnd koneénd sistava bodov, A € ‘S: anechV ={AX;X € 5,X # A}. Potom
linedrna zdvislost (resp. mezdvislost) sistavy V nezdvisi na volbe bodu A.

Definicia 2.11 Sistavu bodov Ay, Ay, ..., As (s > 1) afinného priestoru P nazgvame afinne nezdvisld
— —_—
(resp. afinne z&visld), ak sistava vektorov AgAy,..., AgAs je linedrne nezdvisld (resp. linedrne zdvisld).

Jednoprvkovd sistava bodov je afinne nezdvisld.

Pripominame, Ze afinne nezdvisli sustavu (n + 1) bodov n-rozmerného afinného priestoru P nazyvame
stmplex priestoru P (alebo n-rozmerny simplex).

Veta 2.12 Nech P je afinng priestor, s > 0 je prir.¢islo. Potom

(i) mnoZina s bodov afinného priestoru P je afinne nezdvisld prdve vtedy, ked dimenzia jej afinného
obalu je s — 1.
(ii) konecnd sustava bodov je afinne zdvisld, ak aspori jeden z nich je z afinného obalu ostatnych.
(iii) nech Ag, ..., As st afinne nezdvislé body afinného priestoru P. Ezxistuje prdve jeden s-dimenziondlny
podpriestor L priestoru P tak, Ze {Ag,...,As} € L (L.j. s-rozmerny podpriestor afinného priestoru
je jednoznacne uréeny s + 1 afinne nezdvislgmi bodmsi).

Tri (resp. $tyri) body tvoriace afinne zévisli sistavu bodov budeme nazyvat kolinedrne (resp. kom-
plandrne). Teda tri (resp. styri) body si kolinedrne (resp. komplandrne) prave vtedy, ked lezia na jednej
priamke (resp. v jednej rovine). Dva body si afinne nezdvislé prave vtedy, ked st rozne.

Priklad 2.13 Dané si body afinného priestoru Ry :

A[2,4,5,6] B[-7,4,5,6] C[6,11,3,7] D[-3,-10,9,4] E[-3,11,3,7].

Zistite, ¢i sustava bodov M = (A, B,C,D,E) je afinne zdvisld a vypocitajte dimenziu afinného obalu
sustavy M.

Riesenie. Podla Definicie 2.11 mnozina M je afinne zdvisld, ak sistava vektorov (AB,AC,AD,AE) =W
je linedrne zavisld. Podla (1.15)

AB=B - A=(-9,0,0,0), AC = (4,7,-2,1), AD = (1,—14,4,~2), AE = (-5,7,~2,1).

Aby sme zistili ¢ stistava vektorov AB, AC, AD, AFE je linedrne z4visl4, najdeme hodnost matic

9 0 0 0 -9 0 0 0 90 0 0
4 7 —2 1 0 7 -2 1 07 -2 1
1 —-14 4 -2 |~ 0 -4 4 —2 |~ 00 00

-5 7 -2 1 0o 7 -2 1 00 00

—_— — — —

Hodnost je dva, t.j. je mensia ako pocet vektorov, preto sistava (AB, AC, AD, AE) Je hnearne zavisla a
teda body A B, C D, E s afinne zavislé. Z poslednej matice vyplyva, ze vektory AB AC sd linedrne
nezavislé a AD AE su ich linedrne kombinécie, preto

(AB,AC) = (AB, AC, AD, AE) = (W).

To znamené, ze M = A + <E,R’>, takze dim M = 2. Body A, B,C, D, E lezia v rovine ABC = M.
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Priklad 2.14 V R4 su dané roviny M = A+ < &',5 > N=B+< BC > . Zistite, ¢i priestory M, N

—

sa pretinaji, ked A[—1,4,0,6], B[-2,—4,5,7], C[6,7,3,7], @—3,—10,9 4) b(—3,11,3,7), €(0,-7,2,1).

Rieéenie Podla Vety 2.6 je M N N # () prave vtedy, ked vektor AB je linedrnou kombinéciou vektorov
b BC , tieto vektory totlz generuju spojenie zamerani rovin M, N Vytvorime preto maticu, ktorej

posledny rladok je vektor AB a ostatné riadky tvoria vektory a,b, BC, d. Pri Uprave tejto matice na
trojuholnikovy tvar zistime, ze posledny riadok nie je linedrnou kombinaciou prvych styroch, preto M, N
sa nepretinaju.

-3 —-10 9 4 -3 —-10 9 4
-3 11 37 0 —47 66 32
8 11 -2 0 | ~ 0 0 368 271
o -7 21 0 0 0 0
-1 -8 5 1 0 0 0 1

Spojenie priestorov
Veta 2.15 Nech L = A+ (iy,...,Us), M = B+(¥1,...,9,) st podpriestory afinného priestoru P. Potom

—

N = A+ (AB,y,...,Us,V1,...0)
je afinny obal mnoziny L U M, ktory nazijvame spojenie afinnych priestorov L, M.

Dokaz. Nech K je taky podpriestor priestoru P, ze obsahUJe mnozinu LUM. Sta¢f dokézat, ze (LUM) C N
aNCK.Z predpokladov vyplyva A, B € K, AB € K L M C K L + M C K. Preto
N = A+<ABU1,.. Uy Uty vy Up) = A+<AB>+L+MCA+K K.

Veta 2.16 Nech Q je neprdzdna mnozina bodov afinného priestoru P a nech U je mnoZina vektorov z P.
Potom afinnyg priestor

L=Q+(U)

je prienik vsetkych podpriestorov K priestoru P takyjch, Ze Q C K, U C ? Taky priestor L nazyvame
afinnym obalom mnoZiny bodov Q a mnoziny vektorov U.

—

Dokaz. Nech K je taky podpriestor afinného priestoru P, ze Q C K aU C ?; potom aj {( Q) C ?, takze
(Q)+(U) C K. Nech A e Q (teda aj A € K) je lubovolny bod; potom L = A+( Q )+(U) C A+ K =K.

Cvicenie

2.1 Zistite, ktoré z nasledujicich podmnozin redlneho afinného priestoru Ry st jeho podpriestory:

2t — 3u, 4t + bul; t,u su také redlne &isla, ze tu = 0}
2t,4t); t € R]}

+bt,c+dt]; t € R} a,b,c,d € R st také, ze b* + d* > 0;
4]}

+4t,1 —2t]; t >0}

+4t,1-2t]; te€<0,1>};

Tyl 2 +y? < 1)

x,yl; x,y si raciondlne &isla}.

2
2

QTN ®n=ZE X
I

{
{[
{[a
B
{
{[
{l
{

Urcte afinny obal kazdej z tychto mnozin.
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2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.12

Zistite, ktoré z nasledujicich podmnozin afinného priestoru R4 si jeho podpriestory:

3
K = {[ +26.3 .4+ 51,5 ]}); t € R}
3
L = {[ +2t,3—t,4+§t,5—t];t20}
M= {[2,3,1,0], [071,0 1] [7,3,5,6]}
N = {lz,y 2t 22 +y>+224+t2 <1}
S {[1+2t+4u,2 —t+5u,4 —t —u,—1+ 2t — 3ul; t,u € R}.

Urcte afinny obal kazdej z tychto mnozin.

Nech Q5 je aritmeticky afinny priestor nad polom vsetkych racionslnych éfsel Q. Je Qo podpriestor
priestoru Ry?

Nech P je dvojrozmerny aritmeticky afinny priestor nad polom Zs (t.]. polom zvyskovych tried
modulo 3). Zistite, ktoré z nasledujicich mnozin st podpriestory priestoru P:

K {1 +2t;2+1¢]; t € Zs}
L = {[0,0],1,2],2,1]}
M= {[0,1],[1,1], [1,2]}

N = {[07 1])[ ) ]7[ ]}

S = {[271]7[ ) ]}

Ku kazdej z tychto mnozin, ktoré netvoria podpriestor priestoru P pridajte tolko bodov, aby vznikol
podpriestor priestoru P. Pri mnozine S néjdite dve rieSenia. Ktord z nich je afinnym obalom
mnoziny S? Kolko prvkov méze mat podpriestor priestoru P? Uréte pocet vsetkych priamok
priestoru P. Urcte, ktoré z mnozin M, N, L, S su afinne zavislé mnoziny bodov.

Dokazte, ze pre kazdé t,u € R mnozina bodov
{[1,0,1],[3,3,5],[4,1,6],[1 + 2t + 3u, 3t + u, 1 + 4t + 5u|}
priestoru R3 je afinne zavisla. Akd dimenziu ma jej afinny obal?

Dokazte, ze neplati veta: Nech M je takd podmnozina afinného priestoru P, ze M je podpriestor
priestoru P; potom M je podpriestor priestoru P.

Nech E = (O, é1, ..., €,) je repér afinného priestoru P. Sturadnym priestorom nazyvame podpriestor
S = O+ (€pq),---,€p(s)) priestoru P, kde ¢ je zobrazenie mnoziny {1,...,s} — {1,...n}. Nech
Xg =[x1,...,2,) a g = (v1,...,v,). Dokézte, ze

(i) XeS<eux,=0prekazdéi ¢ {p(1),...,0(s)}
(i) 7eS e v =0prekazdé i & {p(1),...,0(s)}

Nech L, K si podpriestory afinného priestoru P, ktoré sa pretinaju. Dokazte, ze
LcK & L[ CK.
Nech L, K su podpriestory afinného priestoru P. Dokézte:
LT CcK = LNK=0aleboLCK.

Dokézte, ze ak prienik podpriestorov K, L, M afinného priestoru P je neprazdny, tak
dmKNLNM >dimK + dim L+ dim M — 2dim P.

Nech M je neprézdna podmnozina afinného priestoru P. Dokézte, Ze ked pre kazdé dva rozne body
A, B € M priamka AB lezi v M, potom M je podpriestor priestoru P.

Dokézte, ze pre kazdd neprézdnu mnozinu bodov M afinného priestoru P (nad polom F)a lubovolny
bod A € M je

<M—A):{tlﬂ(1+-~-+ts/6(5; seN, X, €M, ty,...,t; € F}
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2.13 Nech L17 Lo, L3, Ly st navzajom rozne priamky roviny P prechadzajuce bodom F Nech FX1 € L1 ,

FX2 € Lg, FX3 € L3 su také nenulové vektory, ze FX1 +FX2 = FX3 a rFXl +FX2 € L4
Dokézte, ze skaldr r nezdvisi na volbe bodov X1, Xo, X3 (skaldr r nazyvame dvojpomer $tyroch
priamok Ly, Lo, L3, Ly a oznacujeme r = (L1 LaLsLy)).

2.14 Nech ABCD je §tvorsten a T resp. R je tazisko AABC resp. ABCD. Dokazte, ze dim ADTR = 2.

2.15 Nech body Ay,...,As st afinne nezavislé. Zistite, ¢i vektory AgAy, A1 Ao, ... As_1As s linedrne
zavislé.

3 Rovnice podpriestorov afinného priestoru

Parametrické rovnice podpriestoru

Vieme uz, ze pre kazdé s € {1,...,n} je s-rozmerny podpriestor n-rozmerného afinného priestoru jed-

noznacne uréeny s + 1 afinne nezévislymi bodmi. Nech L je afinny obal afinne nezavislej stustavy bodov
M ={A, Ay,..., A} afinného priestoru P, dim P = n. Potom

L:A+</§11,...,I45>.

To znamena, ze X € L < existuju skalary ¢q,...,ts tak, ze
X=A+tAA +---+1t;AA,. (3.1)
Thito rovnicu nazyvame vektorovd rovnica priestoru L (daného afinne nezdvislymi bodmi A, A;,..., A;).
Ak
Alay, ... apn], X[x1,... 2], Ailari,..,an), i=1,...,n

mozno vektorovi rovnicu (3.1) rozpisat do stiradnic

r1 = a1 +t1(a11—a1)+...+ts(a13—a1)
To = (12—|—t1((121 —a2)+...+t3(a23 —a2)

: (3.2)
Tpn = ap+ti(an —an)+ ... +its(ans —ay)

Stustavu tychto rovnic nazyvame parametrické rovnice podpriestoru L (daného afinne nezavislymi bodmi
A, Aq,..., As) afinného priestoru P (v prislusnom repére, ktorého znak sme vynechali). Z rovnice (3.1)

vyplyva, ze priestor L méze byt jednoznaéne uréeny bodom A a linedrne nezavislymi vektormi i, = AA;,

..y = AAs. V tom pripade L = A + (dy,...,Us), ¢ize X € L < existuju skaldry t1,...,ts tak,
ze X = A+ t1uy + ...+ tsus. Tuto rovnicu tiez nazyvame vektorova rovnica podpriestoru L afinného
priestoru P daného bodom A a bézou 1, ..., 4is svojho zamerania.

Vseobecna rovnica nadroviny

Nech L je nadrovina afinného priestoru P, dim P = n. Ak Alaq,...,a,], X[z1,..., 2], @i(v1i,. .., Uni),
i=1,....,.n—1, L = A+ (uy,... s Up— 1), tak X € L & ststava vektorov AX,dy,...,U,—1 je linedrne

zav1sla a to nastane prave vtedy, ked hodnost matice

r1—ay ... Tp — Qp
U1 . Un1
Ul,n—1 v Un,n—1

je mensia ako pocet vektorov (je ich n). Kedze tdto matica je stvorcova typu n X n, jej hodnost je mensia
ako n prave vtedy, ked determinant tejto matice je 0, t.j. ked
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Tl — a1 Ty — Gn
U1l Uln
=0
Up—1,1 oo Up—1,n

Ak determinant na lavej strane tejto rovnice rozvinieme podla prvého riadku dostaneme rovnicu

dixy + -+ dpxy, + dn+1 =0 (33)

kde d; # 0 pre aspon jedno ¢ = 1,...,n. Ak by totiz d; = 0 pre vSetky i = 1,...,n, rovnica (3.3) by mala
tvar dp4+1 = 0. Ked d,, 41 nie je nula, potom nadrovina L neobsahuje ziadny bod (neexistuje bod, ktorého
suradnice vyhovuju rovnici d,,+1 = 0), to vSak nie je mozné, preto aj d,+1 je nula. Potom rovnica (3.3)
maé vsak tvar 0 = 0 a takej rovnici vyhovuje kazdy bod priestoru P, teda L = P a to tiez nie je mozné.
Tym je dokazana

Veta 3.1 Nech P je afinny priestor, dim P = n,n > 1. Pre kaZdiu nadrovinu N priestoru P, ezistuji
skaldry, dy,...,dnt1 tak, Ze (dy,...,ds) # (0,...,0) pricom bod X|xy,...,2,] leZf v N prdve vtedy, ked
plati (3.3). Rovnicu (3.3) nazyvame vieobecnd rovnica nadroviny N (v danom repére).

Je zrejmé, ze ked (3.3) je rovnica nadroviny N, potom aj ddix1 + -+ - + ddpx,, + dd,, = 0 je rovnicou tej
istej nadroviny N pre vSetky d # 0.

Veta 3.1 nehovori, Ze kazd4d rovnica tvaru (3.3) je rovnicou nejakej nadroviny; Ze je to skutocne tak,
potvrdzuje

Veta 3.2 Nech di, ... ,dny1 st lubovolné skaldry n-rozmerného afinného priestoru P, n > 1, d; # 0 pre
asponi jedno i = 1,...,n. Potom existuje prdve jedna nadrovina N priestoru P tak, Ze jej vseobecnd
rovnica (v danom repére) je (3.3).

Dokaz. Nech d; # 0 (v opacnom pripade precislujeme indexy v (3.3)); mozeme dokonca predpokladat
d; = 1. Hladajme vSetky rieSenia rovnice

x1 +doxo+ -+ dpry +dpy1 =0.

Jedno riegenie je D = [—d;41,0,...,0]. Ostatné rieSenia néjdeme pomocou rieSeni homogénnej rovnice

x1 4+ doxo + - - - + dpzy, = 0.

Je zrejmé, ze linedrne nezavislé riesenia su

i = (—ds,1,0,...,0)
Up—1 = (—dn,0,0,..,0,1)
Nech N = D + (dy,...,Un—1). To znamensd, ze N je nadrovina, ktorej rovnicu dostaneme, ak v rovnici
T +dn+1 T2 ... Tp—1 Inp
—ds 1 ... 0 0
. =0
—d,, 0o ... 0 1

rozvinieme determinant podla prvého riadku a potom vzniknuté minory podla riadku, kde je najviac jeden
prvok nenulovy; je to rovnica x1 +dsze+- - - +dypx, = 0 akedze dy =1, tak aj dyx1+- - -+dpxp+dne1 = 0.

Veta 3.3 Nech N je nadrovina o rovnici dixy + -+ + dp®y + dpy1 = 0. Potom 0(vy,...,v,) € ﬁ prdve
vtedy, ked
dlvl +-- dn’Un =0. (34)

T4to rovnicu nazgvame roviica zamerania nadroviny N .
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Dokaz. Nech Alay,...,a,] € N. Ak ¥ € ﬁ: tak A+ ¥ € N a preto di(a; + v1) "Z""’Jd”(a" +v,) +
dpt1 = 0, po uprave (diay + -+ + dpan + dpy1) + (div1 + -+ - + dpv,) = 0, odkial vzhladom na to, ze
diay + -+ dpapn + dp1 = 0, dostdvame (3.4). Opaénym postupom dostaneme obratené tvrdenie.

Priklad 3.4 V R3 st dané body A[2,5,1], B[1,—1,0] a vektor @ (—1,0,1). Vypoéitajte vseobecni rovnicu
roviny N tak, aby 4 bol jej smerovy vektor a aby prechddzala bodmi A, B.

Riesenie. Zrejme N = A + (AB,u). Vektory AB(—1,—6,—1), @ st linedrne nezdvislé, preto rovina N
existuje jeding, jej rovnicu (ako nadroviny) ndjdeme, ak rozvinieme determinant v rovnici

331—2 J)g—5 .133—1

-1 —6 -1 |=0.
-1 0 1

Hiadan4 rovnica je 3y —xo+3x3—4=0.

Geometricky vyznam rieSenia sistavy linearnych rovnic

Neprazdny prienik lubovolného poétu nadrovin afinného priestoru P je podpriestor afinného priestoru P.

Preto neprazdna mnozina vsetkych riesenf [x1,...,x,] sistavy linedrnych rovnic
diuzi 4+ +dpty+dpyin = 0
: (3.5)
dlsml +---+ dnsxn + dn+1,s =0

je podpriestor L afiného priestoru P; je to totiz prienik nadrovin, uréenych rovnicami (3.5). Preto mdézme
definovat
dll e dnl dn+1,1

dls e dns dnJrl,s

Z toho vyplyva , 7e kazdy podpriestor afinného priestoru P (ro6zny od P) sa d4 jednoznaé¢ne uréit pomocou
vSeobecnych rovnic. Nadrovina mé 1-vSeobecni rovnicu, (n — 2)-rozmerny podpriestor n-rozmerného
afinného priestoru P mé dve vSeobecné rovnice o n-neznamych, atd.

Priklad 3.5 Vypocitajte vseobecné rovnice priamky AB, ked A[—2,4,5], B[—8,1,3] (rovnic md byt éo
najmenej).

Riesenie. Ak dix1+doxo+dszrz+dy =0 je hladans rovnica, tak siradnice bodov A, B jej musia vyhovovat,
preto riesime sustavu linedrnych rovnic  —2d;+4ds+5d3+dy =0, —8dy+ds+3d3+ds = 0. Jej rieSenim
st napr. dve stvorice (7,—34,30,0), (—1,2,0,—10), takze hladané rovnice st 7z — 34zs + 30z3 = 0,
-1 + 2262 —10=0.

Veta 3.6 Ak podpriestor L n-rozmerného af.pr. P je dany sustavou h-linedrne nezdvislych rovnic, tak
dim L =n — h (= poétu volitelngch nezndmych v danej sustave linedrnych rovnic).

Dékaz. Pre n =1 je aj h = 1, tvrdenie je teda trividlne, majme preto n > 1. Pretoze L # ), dan4 sistava
lin.rovnic m4 rieSenie, ¢o implikuje h <= n. Ak h = 1, L je zrejme nadrovina, ¢ize dimL =n—1=n—h.
Nech £ <= n a nech tvrdenie vety plati, pre kazdé h < k. Ukazeme, ze tvrdenie plati aj pre h = k.
Nech dand sustava linearnych rovnic je Ry, ..., Ry. Nech rieSenie stustavy Ry,..., Ry,_1 je priestor K. Jeho
dimenzia je podla predpokladu n— (h—1). Priestory K a nadrovina o rovnici Rj, sa pretinaji a neinciduj,
preto podia Vety 2.5 dimenzia ich prieniku (ten je riesenfm ststavy Ry, ..., Ry) jen—(h—1)—1=n—h.

Priklad 3.7 Nech M je prienikom nadrovin Ny = 3x1 + 2z — bxg + T4 — 3 = 0, Ny = 221 — x9 +
3x3 — 2x4 + 5 = 0. Vypocitajte vSeobecni rovnicu nadroviny N, ktord obsahuje M a prechddza bodom
Al—-4,1,-1,-1].

Riesenie. Podla predoslej vety, dim M = 2. Kedze M C N, prienik nadrovin Ny, No, N je M a teda opét
podla Vety 3.6, rovnica N musi byt linedrnou kombindciou rovnic Ny, Na, hladand nadrovina bude maf
teda rovnicu p(3x1 +2xe —bx3+ 714 — 3)+ q(2x1 — 9+ 323 —2:U4+5) = 0. Ak siradnice bodu A dosadime do
tejto rovnice, dostaneme 3p = —gq, odkial p = —1, ¢ = 3. Hladan rovnica je 31 —5zo+14x3—1324+18 = 0.
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Cvicenie

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.12

3.13

3.14

3.15

V Ry st dané priamky
L:xzi =2+t x29=—-1+1t x3=5+10t; x4 = —16 — 45t
K:x1 =347t 2o =—-2t; x3=15+4t; x4 =61+1

a podpriestor M rovnicami

201 +3xo + 43+ 24 — 5 =
3r1+7x9 —x3 +6
51 4+ 1022 + 33+ 24 +1 =
Ty + 4re — Dz — x4 + 11 =

o O o o

Vypocitajte dimenziu a linedrne nezavislé rovnice M a dokazte, ze priamka L lezi v M a priamka
K nelezi v M. Vypocitajte suradnice bodu, ktory lezi v .M i na priamke K.

Vypocitajte vseobecnu rovnicu roviny IV, v ktorej lezia priamky
L:xy =243t 2o =3+4+Tt, x3=—-2—2t, K = AB, A[-1,3,2], B[5,10,—4].

Zistite, ¢ priamky K, L lezia v jednej rovine, ked
K = AB, A[1,0,1], B[0,1,0], L:xi=1—-Tt 2o =—3+5t x3=1+2t.

Dokéazte, ze parametrické rovnice x1 = 2 — 3t, xo = 3+ 4t, x3 = 7—t su rovnice priamky
K:x1=—-1—-6t, 2o =T7T+8t, v3=06—2t.

Zistite, ¢i body A[5,0,1,2], B[7,4,8,3], C[11,12,22/5], D[1,—8,—13,0] lezia na jednej priamke.

Zistite, ¢i existuje rovina, v ktorej lezia body A[1,0,1,0], B[0,1,1,0], C]0,2,4,0], D[-1,-1,1,2].
Vypocitajte vSeobecné rovnice afinného obalu mnoziny A, B, C, D.

Zistite, ktory z vektorov @(—2,0),7(—3,6) je smerovym vektorom priamky 2z +y — 6 = 0.
Dokézte, ze bod C[4, —3] lezi na priamke AB, A[2,1], B|0,5].

x x

V Ry, st dané body A[p, 0], B[0,q],pq # 0. Dokdzte, ze rovnica LR R ) (nazyvame ju
p

dsekovy tvar rovnice priamky v rovine, p je isek na osi x1, ¢ je Usek na osi x2) je vSeobecnd rovnica

priamky AB.

—

Dané st body A[3,1,17,5], B[8,8,5, 2], C[2,—5,7,4] a vektory d(2,4,5,0),b(—1,2,5,1). Zistite, ¢i
prienik priamky K = AB a roviny N = C + (@, b) je prazdny a najdite jeho dimenziu.

Vypocitajte parametrické rovnice priamky K prechadzajucej bodom C, pretinajicej priamku AB a
rovinu N, ak A[2,1,4, 3], B[2,-1,5,3], C[10,3,—-9,—13], N : x1+z2—x3 =0, 2x0+223—24+3 = 0.

Dokéazte, ze parametrické rovnice roviny x1 = 2 — 3t +2s, 20 = =142t —3s, x3 =1+t + s st
rovnice roviny K : 1 =—-3—t—s, zo=4—t+s, xs3 =14 2t.

V R,, n > 1 je dand nadrovina N = (1,1,1,...,1,—5). Vypocitajte pocet vsetkych bodov
X[z1,...,2,] nadroviny N, ktorych stradnice si celé nezédporné ¢isla.

Dané st body R[0,13], P[10,9], Q[4,5] véetko v repére E. Nech F = (R, RP, RQ) je novy repér a
nech Mp = [?,1/4], M lezi na priamke PQ. Vypocitajte vSeobecnd rovnicu priamky MR v repére
E.

Vypoéitajte maticu prechodu EF tak, aby priamka L = AB, Ag[1,2], Bg|-5,4] mala v F rovnicu
21‘17313276:0.
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4 Vzajomna poloha podpriestorov afinného priestoru

Definicia vzajomnej polohy

Ak prienik dvoch mnozin bodov je neprédzdny (resp. prazdny) hovorime, Ze tieto mnoziny sa pretinaju
(resp. nepretinaji). Ak LNS = M hovorime, ze L a S sa pretinaju v M. Vetu ”existuje bod A, s ktorym
podpriestory L, M afinného priestoru P inciduji” budeme éasto nahriddzat vetou ”podpriestory L, M
prechadzaji bodom A” podobne maji rovnaky vyznam formulédcie ”dve priamky lezia v jednej rovine”,
”existuje rovina incidentnd s dvomi priamkami” atd.

Pripomenme zname reldcie rovnobeznosti, réznobeznosti a mimobeznosti priamok a rovin v priestore
(”skolskom”) E3. Dve priamky L, M si rovnobezné, ak si totozné alebo disjunktné a lezia v jednej
rovine. Je zrejmé, ze v tomto pripade zamerania priamok L, M inciduju. Nech priamka L je rovnobezna
s rovinou N. Podla zndmeho kritéria (zo strednej skoly) rovnobeznosti priamky s rovinou, priamka L je
rovnobezna s IV, ak v rovine existuje priamka M rovnobeznd s L a obratene. Tu plati znova L=>Ma
pretoze M C N tak L C N &ize L N incidujua. To isté plati o zameraniach dvoch rovnobeznych rovin.
Dve pr@mky L, M st mimobezné, ak sa nepretinaju a nelezia v jednej rovine. To znamend, ze LN M = ()
aLNM=o0.

7 tychto uvah vyplyva, ze na ”vzdjomnu polohu” dvoch podpriestorov afinného priestoru ma vplyv len
ich prienik a prienik ich zamerani. Nasledujica definicia zovSeobeciiuje vyssie uvedené relacie vzajomnej
polohy dvoch podpriestorov priestoru E3. Rovnobeznost priestorov L, M symbolicky zapisujeme L||M.
Ak dve priamky su rovnobezné aj o ich smerovych vektoroch hovorime, Ze st rovnobezné.

Definicia 4.1 Dva podpriestory afinného priestoru P su rovnobezné, ak ich zamerania inciduji. Dva
podpriestory (kladnyjch dimenzii) afinného priestoru P st roznobeiné, ak sa pretinaji a neincidujd, mi-
mobezné, ak sa nepretinaji a ich zamerania maji trividlny prienik (t.j. nulovy vektor je jediny prvok
prieniku ich zamerant), ¢iastotne mimobezné, ak sa nepretinaji a nie si rovnobezné ani mimobezné.

Priklad 4.2 Dané si body A[0,2,4,8,0], B[8,5,—4,1,1], a wvektory d(1,3,5,7,5), g(—5,4,7,2, 1),
a(—3,5,4,—-7,2), d(—9,2,-8,1,0), é(—8,10,—11,12,15). Zistite, akd je wvzdjomnd poloha roviny
K = A+ < d,€> a trojrozmerného priestoru M = B+ < d,b,¢ > .

Riesenie. O vzdjomnej polohe dvoch podpriestorov rozhoduje ich prienik a prienik ich zamerani. Preto
vytvorime maticu, ktorej riadky budd v poradi vektory zo zamerania priestoru M (lebo dim M > dim K

), potom vektory zo zamerania roviny K a nakoniec vektor AB (urceny je jednym bodom z K a jednym
bodom z M). Tuto maticu upravujeme na trojuholnikovy tvar tak, ze nemenime poradie jej riadkov
, 7zhora dole” (t.j. k riadku pripo¢itavame len linedrnu kombindciu riadkov nad nim) a nulové riadky
nevynechavame:

1 3 ) 7T 5 1 3 ) 7 5
-5 4 7 2 1 0 14 19 14 17
-3 5 4 -7 2 1 0 0 =33 490 137 (4.1)
-9 2 =8 1 0 0 0 0 1213 316 '
-8 10 —-11 12 15 0 0 0 0 0

8§ 3 -8 -7 1 0 0 0 0 1

Tieto matice st ekvivalentné, z poslednej z nich vyéitame: dim ( K + M) = 4 t.j. hodnost matice zloZenej
z prvych piatich riadkov je 4, preto z formuly Grasmanna vyplyva, ze dim (K N M) =3+2—-4 =1,
teda zamerania priestorov K, M neinciduju a nemaju trividlny prienik; posledny riadok nie je linedrnou
kombinaciou predoslych preto sa podla Vety 2.6 priestory K, M nepretinaju. Znamend to, ze K, M sa
¢iastotne mimobezné.

Veta 4.3 Nech L, N st podpriestory afinného priestoru P, N je nadrovina v P. Potom L,N st bud
rovnobezné alebo roznobeiné. Ak su roznobeiné tak dim LN N =dim L — 1.

Dokaz. Nech L, N nie st rovnobezné; potom existuje @ € I_:, ktory nie je z N, preto < @ > +N = P ¢o
implikuje L + N = P a podla Désledku 2.7 L, N sa pretinaji; Zvysna éast tejto vety vyplyva z Vety 2.5.

Veta 4.4 Nech L, M si disjunktné podpriestory af.pr. P a A€ L, B € M si lubovoiné body. Potom
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(i) A+ L+ M, B+ L+ M si disjunktné rovnobeziné podpriestory
(ii) A+ L+ ]\;i, M si disjunktné rovnobezné podpriestory.

Dékaz. (i) Urobime nepriamo; nech priestory z (i) nie st disjunktné. Podla Vety 2.6 AB € L+ M + L+
M=L+ M, odkial opéf podla tej istej vety sa l_:, M pretinajd ¢o odporuje predpokladu. Tvrdenie (ii)
vyplyva priamo z (i) je totiz M C B+ L+ M.

Konstrukcia podpriestorov

Podpriestor L afinného priestoru P povazujeme za zostrojeny, ak je dana jeho neprazdna mnozina bodov Q
a mnozina vektorov U jeho zamerania tak, ze L = Q-+ (U). Z Vety 2.16 vyplyva, ze podpriestor L afinného
priestoru P budeme povazovat za zostrojeny, ak je dand mnozina jeho bodov a mnozZina jeho smerovych
vektorov, ktoré ho urcuji jednoznacéne. To Specidlne znamend, ze priamku povazujeme za zostrojent,
ak st dané dva jej rozne body alebo je dany jeden jej bod a jeden jej smerovy vektor (priamka nie je
jednoznaéne uréend jednym smerovym vektorom!). Dalej podpriestor L afinného priestoru P povazujeme
za zostrojeny, ak pozname jeho parametrické alebo vSeobecné rovnice.

Priamku, ktord pretina kazdy z podpriestorov L, M af.pr. P nazyvame priecka priestorov L, M.

Priklad 4.5 V Rj3 zostrojte priecku L priamok BC, DE prechddzajicu bodom A, ak si dané body
A[2,1,0], B[0,2,-1], C[-3,-4,11], D[1,4,1], E[-3,-3,5] .

Riegenie. Nech N = ABC. Pretoze A € L a L pretina BC C N, tak L C N (priamym vypoétom
mozno zistit, ze A, B, C st nekolinedrne body). Ak G = DEN L, tak G € N, ¢ize G € DEN N. Preto
hladajme prieseénik priamky DE s rovinou N. Vieobecnii rovnicu nadroviny N dostaneme, ak rozvinieme
determinant v rovnici

T — 2 T — 1 I3

—9 1 -1 |=o0,

=5 -5 11
je teda N : 6x1 + 27x5 + 1523 — 39 = 0. Ak parametrické rovnice 1 = 1 —4t, 290 = -4+ t,x3 = 1 + 4t
priamky DE dosadime do rovnice nadroviny N, dostaneme 6(1 — 4t) + 27(—4 4+ t) + 15(1 + 4¢) — 39 = 0,
odkial t = 2, takze G[—T7, —2,9]. Vektor AG(-9, -3, 9) nie je rovnobezny s vektorom BC(—3, —6,12) preto
priamka L = AG pretina priamku BC, ¢ize L je hladand priecka.
Priklad 4.6 Nech kazdy z réznych bodov A, B afinného priestoru R, neinciduje s podpriestorom L pries-
toru R,. Dokdzte, Ze existuje nadrovina N, v ktorej L lezi a body A, B neleZia.

Dokaz. Predpokladajme, ze L = C + (a1, ..., ds), dim L = s. Budeme postupovat podla vzéjomnej polohy
priamky AB a priestoru L :

AB||L: bez ujmy na vieobecnosti polozme @; = AB; nech @y, ...,ds,...,d,_1,CA je baza priestoru R,;
staci definovat N = C + (@1, ..., @n_1)-
ABN L je jeden bod, ozna¢me ho C. Nech ai,...,ds,...,dn—1,CA je baza priestoru R,. Teraz staéi

polozit N = C + (@y,...,d,_1).

AB, L stt mimobezné: potom L' = L + (AB) mé dimenziu 1 + dim L a A, B ¢ L', ABJ||L’ a tak stacf
pouzit prvy pripad.

Zvazok nadrovin, trs nadrovin, trs priamok

Definicia 4.7 Nech P je afinng priestor o dimenzii n > 2. MnoZinu vsetkych nadrovin priestoru P, ktoré
incidugi s nejakym jeho podpriestorom L dimenzie n — 2, nazgvame vlastny zvazok nadrovin priestoru P;
L sa nazyjva stred tohto zvazku. MnoZinu vsetkych navzdjom rovnobezniych nadrovin priestoru P nazjvame
nevlastny zvazok nadrovin priestoru P. Zvazkom mnadrovin nazyvame takid mnoZinu nadrovin, ktord je
bud vlastnym alebo nevlastngm zvazkom nadrovin. Vlastnym trsom priamok (resp. nadrovin) nazjvame
mnoZinu vietkych priamok (resp. nadrovin) priestoru P, ktoré inciduji s nejakym bodom priestoru P.
Nevlastnym trsom priamok (resp. nadrovin) nazgvame mnozinu vietkych priamok (resp. nadrovin) rov-
nobeznych s danou priamkou priestoru P. Trsom priamok (resp. nadrovin) nazgvame takid mnoZinu pria-
mok (resp. nadrovin), ktord je bud vlastnym alebo nevlastnym trsom priamok (resp. nadrovin). Nevlastn
trs priamok nazgvame aj smer.
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Je zrejmé, ze ak dimenzia afinného priestoru P je 2, kazdy jeho trs priamok (nadrovin) je zvizkom nadrovin
a obratene. Pretoze neprazdny prienik dvoch réznych nadrovin n-rozmerného priestoru P ma dimenziu
n — 2 tak, kazdé dve rozne nadroviny urcujui zvéizok nadrovin jednoznacne. V pripade, ze tieto nadroviny
su rdznobezné (resp. rovnobezné) uréuji vlastny (resp. nevlastny) zvézok nadrovin.

Veta 4.8 Nech Ny, ..., N, st nadroviny afinného priestoru P, dim P = n, n > 2, v poradi dané rovnicami
diuzi+ ... +dnzp +dpt1n = 0
: (4.2)
dlszl —+ ... +dnsxn+dn+1,s = 0.
(i) Sistava {Ny,..., Ny} inciduje so zvizkom nadrovin priestoru P prdve vtedy, ked
dll ... dnl dn+1,1
hodnost <2 (4.3)
dls e dns dn+1,s
(ii) Sistava {Ny,..., N} inciduje s trsom nadrovin prdve vtedy, ked hodnost matice
dll A dnl
; (4.4
dis ... dps

je mensia ako n alebo sa rovnd hodnosti matice zo (4.3).

Dékaz. (i) Hladajme prienik danych nadrovin patriacich zvizku; ak je prazdny, moze sa jednat len o
nevlastny zvizok nadrovin, v tom pripade musf byt hodnost matice (4.4) rovn4 1 a teda hodnost matice
(4.3) je < 2. Ak ten prienik je neprézdny, je bud nadrovina (nadroviny st vtedy totozné - ide o nevlastny
zviizok nadrovin) vtedy sa hodnost matice (4.3) rovnd 1 alebo prienik nie je nadrovina a vtedy to musf byt
podpriestor dimenzie n — 2. Z Vety 3.6 vyplyva, ze hodnost matice (4.3) musi byt n — (n — 2) = 2. Dokaz
obratenej vety je evidentny. (ii) Dané nadroviny patria vlastnému trsu prave vtedy, ked hodnosti matic
(4.3), (4.4) sa rovnaji; dané nadroviny patria nevlastnému trsu jedine vtedy, ked prienik ich zameran{ je
netrividlny a to nastane prave vtedy, ked hodnost matice (4.4) je < n.

Doésledok 4.9 Nadrovina
N:ajz1+ -+ apry +aps1 =0

patri do zvazku nadrovin daného nadrovinami
Ny:czi+--+epxp+cpy1 =0
Ny :dyxi+ - +dpxn +dpy1 =0
prave vtedy, ked existuji skaldry t1,ts tak, Ze
ty N1+ taNy = N.
(t1 N1 je rovnica, ktord dostaneme z rovnice nadroviny N1 vyndsobenim skaldrom ty,...).

Priklad 4.10 Vypocitajte rovnicu nadroviny N, ktord prechddza bodom A a patri do zvazku nadrovin
Nla N2; ak A[577a 76>95]a N1£(3371707135)7 NQE(2,37733077)'

Riesenie. N md rovnicu ¢(3z1 — 2 + x4 + 5) + s(221 + 3z2 — 3x3 + 7) = 0. Tejto rovnici musia Yyhovovaf
suradnice bodu A, preto t(15—7+95+5) + s(10+ 21 + 18+ 7) = 0, ¢ize 108t + 56s = 0, odkial t = —14,
s=27, N =(12,95,—81,—14,119).
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Cvicenie

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5
4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

Zistite, ¢i roviny DAC, BEF st rovnobezné, ked D[4,9,13,10], A[2,3,5,4], C[1,6,9,9], B[-1,0,1, 3],
E[4,15,26,11], F[7,6,14, —4].

Zistite, ¢i priamka AC je rovnobeznd s rovinou BDF, ked A[0,4,9,6], C[5,0,1,—1], F[0,0,5,8],
B[1,-2,1,3], D[1,~1,3,6].

Zistite, ¢i priamky K, L si mimobezné, ked
KZ £C1:2+3t £U2:2+4t $3:—1+5t
L: 1 =—14+t x0=2+4t x3=-—-1-+5t

Zistite, ¢ roviny M, N st ¢iastoéne mimobezné, ked
M: x1=2+2s x9=2t r3=1—t+s z4=-14+1t+2s
N: z1=4—2s x9=t+4s x3=—-3s ry=1—1

Vysetrite vzajomnu polohu rovin K : 2z1 + 322 + 423 —7=0, L:3x1 —22+5=0.

Vypoéitajte m, n tak, aby priamky AB, CD, EF patrili trsu priamok, ked A[2, —1,0], C[-1,0, —12],
E[0,1,0] B[3,2,6], D[3,14, —12], F[0,m,n).

Vypocitajte parametrické rovnice priecky mimobeziek AB, CD rovnobeznej s priamkou, ktorej
smerovy vektor je h, ked A[2,4,8,7], C[-1,0,2,0], B[3,5,—3,4], D[-3,1,0,2], h(—3.5,1, —18,—2.5).

Vypocitajte p tak, aby priamka AB bola rovnobezna s rovinou CDE, ked A[2,4,5], B[2,—1,p],
C[Oa Oa 1]7 D[717 717 3}, E[Qa 47 5]3

Zostrojte priecku priamok AB,CD tak, aby prechddzala bodom @, ak st dané body Q[1,0,0],
A[2,4,1], B[-1,0,1], C[0,1,0], D[2,4, —2].

Zistite, ¢i existuje priamka prechddzajica bodom C' rovnobezne s rovinami N = ABD,
M = FE + (4,?), ked A[2,4,5,0], B[-1,2,3,-1], D[2,2,2,2], E[2.4,3.7,—-12.5,0], C[1,-1,2,12],
(=9, —2,0,-7), ¥(-3,2,4,—5).

Zistite, ¢i priamka AB je mimobeznd s rovinou CDE, ked A[2,0,0,—1], B[-1,2,0,3], C[2,2,1,0],
D[L,6,6,—1], E[~2,4,2,0].

Dokézte, ze roviny K, L sa pretinaju v priamke; najdite jej vSeobecné i parametrické rovnice.
(1 -3 2 0 3 (1 1 =3 1 0
KZ(O 3.2 —4 4) L:(oo 23 —19 7)
VysSetrite vzajomnu polohu rovin K, M C R4 danych maticami
(2 3 4 -7 5 (3 -1 7 -5 -1
K:<4—10 53) M:<3 12 -1 5>
Zistite, ¢i rovina N : 2x1 4 329 + 4x3 — 7 = 0 je rovnobeznd s priamkou L : —x1 + dxe — x5 +4 = 0,

8r1 — a9+ 143+ 1 =0.

V Ry st dané priamky K, L vSeobecnymi rovnicami (v smernicovom tvare) y = kx + q, y = ax + b.
Dokéazte, ze k = a < K || L.

Nech A, B, C s nekolinedrne body. Hovorime, ze body A, B, C, D si vrcholy rovnobeznika ABCD,
ak AB||DC a AD||BC. Dokézte, ze nasledujtce tvrdenia si ekvivalentné

(i) A, B,C, D st vrcholy rovnobeznika
(i) AB = DC

) BC = AD

(iv) A~-C=B+D.

(ii

Vypocitajte vieobecnii rovnicu priamky N tak, aby N, L, K patrili zvizku priamok a aby N| M ,ak
L:2x14+3x2—1=0, K:3x1 +52,+5=0, M : 221 —3=0.
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Vypoditajte a tak, aby K, L, N patrili zviizku rovin, ked

N :2x14+3x9—23+4 = 0
K :3x1 —2x9+8x3+17 = 0
L:11xzy — 1629 + Tazxs + 17 = 0.

Vypocitajte parametrické rovnice priamky K, ktord lezi v rovine R = Q@ N P a je rovnobeznd s
rovinou M = A+ < d,b >, ak P=(2,-1,2,0,7), Q = (3,—-4,2,1,-1), d(-7,4,1,1), b(0,4, -2, 3).

8,0,5], B[9,12,1,—1],
8,0,5,2).

Vypocitajte siradnice vrcholov rovnobeznika ABCD tak, aby body A,B lezali v rovine
v >,

N =(8,2,-7,0,1)N(13,-2,0,7,2) a body C,D v rovine M = E+ < 4, ked E[1,0,1,0],
@(2,5,6,—3), 9(1,9,6,0).

Vypocéitajte vieobecni rovnicu nadroviny N rovnobeznej s priamkou AB, A[1,
patriacej zvazku nadrovin uréeného nadrovinami K = (5,0,4,1, 1), L = (7,

Dané sd nadroviny M || N a priamky K = AB Cc M, L = CD C N. Vypocitajte parametrické
rovnice priestoru R=NNK UL, ked M = 2z + 322 + 323+ 324 + 325 — 20 =0, C[0,1,-1,1, 1],
A2, 1,1,1,1), BP,1, 1,1, —1], D[?,1,1,1, —1].

Dand je rovina ABC, A[0,1,2,0], B[-1,2,1,3], C[2,1,0,1] a body FEI[3,4,5,7], F[2,1,3,-5].
Vypocitajte suradnice bodu G tak, aby roviny ABC, EFG boli ¢iastoéne mimobezné.

Dané si body A[3, 5], Ag[—1, 3], A1[500,1000], A2[—3,2]. Nech Ay, € AAg, Aapi1 € AA; pre vietky
n € N a nech AoAl H A2A3 || A4A5 P A1A2 || A3A4 || A5A6 e Vypoéftajte suradnice bodu
A50.

Dokézte, 7ze ked K = A+ < @ >, L = B+ < b > sd mimobezky, ¢ # 0 a a, g,é’, st komplandrne
vektory, potom neexistuje priecka mimobeziek K, L rovnobeznd s C.

Ak priamka je roznobezné s jednou z rovnobeznych nadrovin, je roznobeznd aj s druhou nadrovinou.
Dokézte!

Dan4 je rovina N a bod A. Nech M je zjednotenie vsetkych priamok prechddzajicich bodom A
rovnobezne s N. Dokazte, ze M je rovina rovnobezna s N.

Ak L, M, N st také podpriestory afinného priestoru P, ze L|M, M||N a dim L < dim M < dim N,
tak L||N. Dokézte.

Dokéite, ze rovnobeznost podpriestorov afinného priestoru nie je reldcia ekvivalencie!

Nech S je mnozina vetkych podpriestorov afinného priestoru, ktorych dimenzia je rovnaka. Dokazte,
ze rovnobeznost je na S reldcia ekvivalencie.

Dané st tri priamky, kazdé dve z nich si réznobezné. Dokéazte, ze dané priamky lezia v jednej rovine
alebo inciduji s nejakym trsom priamok.

Dané st dve mimobezky K, L a ich rozne priecky M, N. VySetrite vzdjomnu polohu priamok M, N.

N4jdite najmensiu dimenziu afinného priestoru tak, aby v iom existovali mimobezné roviny. Preco
v trojrozmernom afinnom priestore nemézu byt dve roviny mimobezné?

AKké& je najmensia moznéd dimenzia afinného priestoru P, ak v fiom existuju mimobezné priestory
dimenzii r, s 7

Nech K, L st podpriestory af. pr. P a nech K U L je podpriestor priestoru P. Dokazte, ze K, L
inciduja.

Dokézte, ze ked nadrovina N je disjunktns s podpriestorom K, tak N|K.

Nech K, L st podpriestory af. pr. P. Dokézte, ze K+f je najmensi podpriestor (t.j. ma najmensiu
moznu dimenziu) af.priestoru P, ktory obsahuje K a je rovnobezny s L.

V Rg zostrojte taky trojrozmerny podpriestor K a rovinu N, aby
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(i) K NN bola priamka, alebo

(ii) K, N boli ¢iastoéne mimobezné.

Dokazte, ze ak dva podpriestory afinného priestoru su ¢iastoéne mimobezné, tak ani jeden z nich
nie je priamka.

Dokazte, ze ak podpriestory K, L afinného priestoru P si mimobezné, ani jeden z nich nie je nadro-
vina priestoru P.

Dokazte, ze ak K, L, M st podpriestory afinného priestoru, plati implikacia:
LNnM#QaK|LaK|M= K|LUM.

Dokézte, ze neplati veta: Ak priamka je roznobeznd s jednym z rovnobeznych podpriestorov, tak je
roznobeznd aj s druhym podpriestorom.

Dokéazte, ze ked existuje priamka rovnobeznd s dvomi réznobeznymi rovinami, potom dimenzia
prieniku tychto rovin je aspon 1.

Nech K, L su podpriestory priestoru R, a nech n < dim K + dim L. Dokazte, ze K, L nie su
mimobezné.

Nech M je neprdzdna podmnozina afinného priestoru P. Dokéazte, ze pre kazdé A € P a kazdé
BeM

(M —A)=(M-B)+ (B—A).
Nech K, L, M su také podpriestory afinného priestoru P, ze L, M pretinaju K. Dokazte, ze

LIM = (KNL)| (KnM).

Nech M, N su dve roviny v Ry, ktoré sa pretinaji v bode O. Nech A je Iubovolny bod z Ry,
A ¢ MUN. Nech B € N, C € M st také body, ze AB || M a AC | N. Dokédzte, ze BACO je
rovnobeznik.

Nech L, M CC R,,. Dokéazte, ze

L || M & dim(L 4+ M) = maz{dim L, dim M}.

Roviny M, N v R4 sa nepretinaju; dokazte, ze v kazdej z nich existuje priamka rovnobezné s druhou
z nich. Ak4 je vzajomnd poloha tychto rovin?

Nech podpriestory M, N afinného priestoru P nie st rovnobezné, N je nadrovina. Dokéazte, ze
dim(M NN)=dimM — 1.

Dokazte, ze ak existuje priamka rovnobeznd s 2-mi disjunktnymi nerovnobeznymi rovinami, tak
tieto roviny su ¢iastocne mimobezné.

Dokézte, ze v R, n > 3 neplati veta: Ak je rovina roznobeznd s jednym z dvoch rovnobeznych
podpriestorov priestoru R,, tak je roznobezna aj s druhym podpriestorom.

Deliaci pomer

Deliaci pomer ako invariant

Definicia 5.1 Nech A, B,C si tri navzajom rézne kolinedrne body afinného priestoru P. Skaldr d
nazgyvame deliaci pomer (alebo podielovy pomer) usporiadanej trojice (A, B,C), ak

CA=dCB  (tj AC =dBO); (5.1)

oznacenie: (ABC) = d.
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Z tejto definicie pr1amo Vyplyva ze deliacim m pomeront méze byt lubovolny skaldr rézny od 0 a 1. Ked

(ABC)=21t] AC = QBC’ potom OB =2CA t.j. (BAC) =271, To znamen4, 7e zmena poradia bodov
mé vplyv na deliaci pomer. Pre tri kolinedrne pevne zvolené body A, B,C mozno uvazovat o tychto
deliacich pomeroch: (ABC), (ACB),(BAC),(BCA),(CAB),(CBA). V akom vztahu si lubovolné dva z
nich, d4 sa zistit pomocou nasledujicich dvoch rovnosti, dékaz ktorych prenechdvame Eitatelovi.

(BAC) = (ABC)™* (5.2)
(ACB) = 1-(ABCQ),

Uloha 5.2 Dokazte, ze pre kazdé tri rézne kolinedrne body A, B, C

(BCA) = 1-(ABO)™!
(CBA) (ABC)((ABC) —1)~!
(CAB) = (1—(ABC))™!

Uloha 5.3 Dokdzte, ¢ (ABX) = (ABY) = X =Y.
Ak (ABS) =d, (BCS) = ¢, tak AS = d.BS = ¢d.CS a to znamens, ze
(ABS).(BCS) = (ACS) alebo (ABS).(BCS)=1 (5.4)
pre lubovolné kolinedrne body A, B, C, D, S, pre ktoré si definované prislusné deliace pomery.
Je zrejmé, 7ze ked bod S je stred dvojice réznych bodov (A, B), potom (ABS) = —1 a obrétene.

Nech (ABE)=d, C = A+4+4, D=1B + v, F = E + v tJ body C, D, F si v poradl obrazy bodov

A, B, E v translacii o vektor ¢/; potom AC EF a BD EF odkial AE CF BE DF takze
(ABE) (CDF). To znamend, ze plati

Veta 5.4 Deliaci pomer je invariant kaZdej transldcie.

Veta 5.5 Nech na roznych priamkach K resp. K', pretinajicich sa v bode A, si dané body B, C resp.
B’, C' rézne od A tak, Ze BB'||CC’; potom

(i) AC = kAB = AC' =kAB' a CC' = kBB
(i) (ABC) =d = (AB'C") = d

Dékaz (i) Z predpokladov vyplyva 7e eX1stuJu skalary r,m tak, Ze AC’ = rAB’ C’C’ = mBB’ Potom
(AB’ AB) mBB'—CC” AC’ AC_T'AB/ k‘AB odkial (m — r)AB’ +(k— m)ABfo A,B,B’

st nekolinearne body, preto AB AB st linedrne nezavislé vektory. To znamena, ze m —r =0 =k — m,
¢ize k =r =m. (ii) Je zrejmé.

Nasledujiicu vetu mozno v istom smere chépat ako obratentd vetu k predoslej Vete 5.5.
Veta 5.6 Nech (ABC) = (AB'C") a B' ¢ AB; potom BB'||CC".

Dokaz. Nech D € AB' je taky bod, ze BB'||CD. Podla Vety 5.5(ii) (ABC) = (AB'D) a tak aj (AB'C") =
(AB'D), odkial ¢' = D, ¢ize BB'|CC'.

Nech priamka K je roznobezna s nadrovinou NN v af.priestore P. Zobrazenie P— P, ktoré priradi bodu X
bod (X 4+ N) N K nazyvame rovnobeiné premietanie s priemetniou K a smerom N.

Veta 5.7 Rovnobeznym premietanim sa deliaci pomer nemens.
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Dokaz. K voli presnosti treba doplnit, ze v texte tejto v <

vety mlcky predpokladdme, ze obrazy uvazovanych bo- B //
dov nesplyvaju. Nech 7 je rovnobezné premietanie s pri- AT—— | L
emetiou K a smerom N, nech rézne body A’, B', C" st | ¢ B |
rovnobezné priemety kolinedrnych bodov A, B,C € L. K,

Nech dalej Al, By, Cl st v poradi priesecniky nadrovin |
A+N B+N C+Nspr1amk0uK1 A+ K. Potom /
KJ||K; a to znamend, ze body A;, By, C; si obrazy B' A

bodov A’, B, C' v translicii o vektor A’A; dalej pri- R_/ ¢ -
amky K5, L lezia v jednej rovine a tak na body A = Ay,

B, C; abody A, B,C mdzme pouzit Vetu 5.5. Tym je

dokaz skonceny.
Nech K || K’ s rozne priamky a S bod na nich neleziaci. Nech A, B,C' € K a A’, B',C’ € K’ s1i také body,
ze priamky AA’, BB’, CC’ prechddzaji bodom S (vtedy hovorime, ze A’, B',C" st stredové priemety

bodov A,B C) potom (ABC) =d = (A’B C’) = d. Skuto¢ne, nech SA’ = kSA. Podla Vety 5.5
SB’ = kSB SC’ = kSC’ C"B’ = kC'B C”A’ — kCA. Z rovnosti (ABC) = d vyplyva CA = dCB . Méme
C'A' = kCA = kdCB = dkCB = dC'B' t.j. (A'B'C") = d. T¢m je dokézand

Veta 5.8 Stredovym premietanim priamky na priamku s nou rovnobezni sa deliaci pomer nement.

Niekolko viet

Veta 5.9 (Desarguesova mald) Nech na navzdjom réznych rovnobeznych priamkach K, L, M si v poradi
dané body A, A’ resp. B, B’ resp. C, C' tak, ze AB||A’B" a BC||B'C"; potom AC|A'C".

Dokaz. Zrejme BC = B'C’', AB = A’ B’; s¢itanim tychto rovnosti dostaneme AC = A'C".

Veta 5.10 (Desarguesova ve[kci) Nech na navzdjom réznych priamkach K, L, M prechddzajicich bodom
S st v poradi dané body A, A’ resp. B, B’ resp. C, C' tak, Ze AB||A’B’' a BC||B'C’; potom AC|A'C".

Dokaz. Podla Vety 5.5 SC' = kSC, SB' = kSB, SA' = kSA, preto C'A’ = SA' — SC" = kSA — kSC =
K(SA - 5C) = kCA.

Veta 5.11 (Menelaova) Nech A, B,C si nekolinedrne body afinného priestoru P a nech A" € BC,
B' € AC, C' € AB si také body, zZe {A,B,C} N{A’',B',C'} = 0. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné

(i) A',B’,C" su kolinedrne

(ii)) (BCA")(CAB')(ABC") = 1.
Dékaz. Oznaéme (BCA') = a, (CAB') = b,(ABC") = c. (i)=(ii) Nech D € AB je taky bod, ze A’C"||C'D;
potom (DAC”) = (C’AB’) = b (BDC”) = C

(BCA") = q; BC' = a.DC’ = abAC’ = achC’
odkial abc = 1. (ii)=(i) Nech B’A’ N AB = C’”.
Podla (i)=(ii) (BCA')(CAB')(ABC"') = 1 a po
porovnani s (i) dostavame (ABC'') = (ABC’)
teda C' = C"".
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Veta 5.11(i)=-(ii) je zndma pod menom Menelaova a Veta 5.11(ii)=(i) pod menom obrétend veta Mene-
laova.

Veta 5.12 (Cevova) Nech A, B, C' si nekolinedrne body afinného priestoru P a nech A" € BC, B' € AC,
C' € AB st také body, ze {A,B,C}N{A",B’,C"} = 0. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné

(1) priamky AA’, BB’, CC’ inciduji so zvazkom priamok

(ii) (BCA')(CAB')(ABC') = —1.

Dokaz. (i)=(ii) Dokaz prevedieme len pre vlastny zvézok priamok. Predpokladajme, Ze
M = AA’ N BB’ N CC'’. Podla Menelaovej vety pre body B, B’, A resp. B, B’, C je

(BB'M)(B'AC)(ABC') = 1 = (B'CA)(CBA")(BB'M)
(ABC')(BCA') = (AB'C)(B'CA)

1 1
/= - <1(CAB’))1—(CAB’)
1
/= T (CAB)
(ABC')(BCA')(CAB') = -1

(ii)=(i) dokézeme analogicky ako obratenu vetu Menelaovu.

Lema 5.13 Nech K| L su rézne rovnobeiné priamky afinného priestoru P a nech Ay, Ay, As € K,
B1,Bs,Bs € L su také body, zZe (A1A3A3) = (B1BaBs); potom priamky A1Bi, AsBs, AsBs inciduju
so zvazkom priamok.

Dokaz. Nech AlBl ﬁAng =5 3571430.[/ =D. Podia Vety 58, (AlAQAg) = (BlBQD), takze (B1B2B3) =
(B1B2D), ¢o implikuje By = D, ¢ize S € A3Bs. Ak by niektoré dve z priamok A; B, A3 Bs, A3Bs boli
rovnobezné, tak st rovnobezné kazdé dve. V opacnom pripade by sa dve pretinali (v bode S) a podia
prvej casti tohto dokazu by aj tretia prechadzala bodom S.

Veta 5.14 (Mald Pappova) Nech na réznych rovnobezngjch priamkach K, L si dané body A, B,C resp.
A, B',C" tak, Ze AB'|A’B, BC'||B'C; potom AC'||A'C.

— _— =

Déokaz. Zrejme AB’ = BA' a B'C = C'B, séitanim tychto rovnosti dostdvame AC = C'A’, odkial
AC' =CA.

Veta 5.15 (Ve[kd Pappova) Nech na réznobezngch priamkach K, L pretinajicich sa v bode S st dané
body A, B,C resp. A',B',C" rézne od S tak, ze AB'||A’B, BC"||B'C; potom AC'||A'C.

Dokaz. Zrejme S_B) = pS_A = SA" = pSB’ a S_C)' = qS—B) = SB’ = ¢SC’'. Potom S—C>’ = qS—B> = qu—A,
SA" = pSB’ = pqgSC’.
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Cvicenie
5.1 V R3 st dané body A[2,5, 3], B[—1,2,3]. Vypocitajte deliace pomery (ABX;), ak X;, je priesec¢nik
priamky AB so siradnou rovinou w; : x; =0, i =1,2,3.

5.2 Dané st deliace pomery (ABC) = 2,(BCD) = 5. Vypotitajte (DAC), (ABD).

5.3 Dané st body A, B,C. Nech D, E, F st v poradi stredy dvojic (4, B), (B,C), (C, A). Dokézte, ze
stredy dvojic (D, C), (F, E) splyvaju.

5.4 V Rj3 (resp. Ry) je dand priamka K a rovina N. Akt mnozinu tvoria stredy vsetkych dvojic (X,Y),
X e K, Y € N ? Urobte diskusiu vzhladom na vzajomnu polohu priamky K a roviny N.

5.5 V Ry st dané body A, B,C,D. Nech E, F,G,H st v poradi stredy dvojic (4, B), (B,C), (C, D),
(D, A). Dokézte, ze E, F, G, H st vrcholy rovnobeznika alebo lezia na jednej priamke.

5.6 Dané st nekolinedrne body A, B,C. Nech X, Y st také body, ze (ABX).(CAY) = —1. Dokézte,
ze vsetky priamky XY patria trsu priamok.

5.7 Nech A # B st body afinného priestoru R,,. Dokazte, ze AB = {A, B} U{X;(ABX) € R}.

5.8 Nech A, B, C si nekolinedrne body a nech X, Y si také body, ze (BCX)(CAY) = 1. Dokdzte, ze
XY||AB.

5.9 Nech A, B,C, D st po dvoch rézne body priamky L leziacej v rovine P. Skalar

(ABC)
(ABD)

= (ABCD)

nazyvame dvojpomer stvorice bodov A, B, C, D v tomto poradi. Nech F ¢ L jeviubovoiny bod,
Ly =FA Ly=FB, Ly =FC, Ly = FD. Dokdzte, ze (ABCD) = (L1LyL3L4) (vid cvicenie 2.13).

AC AD CDA
5.10 Nech A, B,C, D su po dvoch rézne kolinedrne body a nech |BC’|| = ||BD|' Vypocitajte EC’DB%

6 Usporiadané afinné priestory

Relacia ”lezi medzi”

Nech (ABC) = d (¢ize AC = dBC), kde A, B, C st body roviny (skolskej) Ez. Ak bod C ”lezi medzi”

bodmi A, B, vektory AC, BC st ”opaéne orientované” a preto d je zdporné ¢&islo. Aby sme mohli hovorit
o reldcii ”lezi medzi” musia existovat zdporné a teda aj kladné skaldry. Také polia skaldrov sa nazyvaji
usporiadané. Medzi polia, ktoré sa daji usporiadat patri napriklad pole vetkych redlnych éisel, medzi
polia, ktoré sa nedaji usporiadat patria vsetky polia zvyskovych tried podla prvoéiselnych modulov a pole
komplexnych ¢isel.

Uloha 6.1 Nech d je prvok usporiadaného pola. Dokdzte, Ze

d
d — < 1
<0 < 0<d—1<

Uloha 6.2 Dokdzte, Ze v usporiadanom poli plati
0<d<1l A 0<e<l = 0<(l—-e)4+ed<l.

Definicia 6.3 Nech pole skaldrov afinného priestoru P je usporiadané a nech A,B,C € P. Budeme
hovorit, Ze bod C lezi medzi bodmi A, B, ak (ABC) < 0; symbolicky zapisujeme C m AB. Ak B nelei

medzi A, C, piseme B m AC.

m je teda ternarna reldcia na afinnom priestore; nazyvame ju relacia usporiadania; symbol CmAB zna-
mend, ze body A, B,C si kolinedrne a po dvoch rézne. Afinny priestor, v ktorom je definovand reldcia
usporiadania nazyvame usporiadany. afinny priestor. V celom tomto ¢lanku predpokladame o afinnych
priestoroch, ze su usporiadané reldciou usporiadania m.
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Veta 6.4 Nech A,B,C si body usporiadaného af.priestoru. Potom

CmAB < C(CmBA (6.1)
CmAB = AmBC A BmAC (6.2)
CmAB & 3ke(0,1): AC = k.AB (6.3)

Dokaz. Dokazeme len (6.3) (ostatné prenechdvame citatelovi): (ABC) = d < (CBA) =d(d—1)"' &
AC = d(d — 1)"*.AB; teraz sta¢i pouzit tilohu 6.1.

Veta 6.5 Reldcia usporiadania afinného priestoru je invariant transldcie o lubovolny vektor.
Dokaz. Priamo vyplyva z Vety 5.4.

Definicia 6.6  Podpriestor L afinného priestoru P oddeluje body A, B € P, ak existuje prdve jeden bod
C € L tak, ze CmAB; oznacenie LmAB. Podpriestor L afinného priestoru P neoddeluje body A, B € P,

ak nie je pravda, Ze ich oddeluje; oznacenie L m AB.

Pretoze v usporiadanom poli je 1 # —1, tak pre kazdé dva rézne body A, B afinného priestoru P existuje
bod C tak, ze (ABC) = —1, ¢ize existuje stred dvojice A, B, ktory nesplyva ani s jednym z nich. Ak
dalej D je stred dvojice A,C, tak DmAC, D ¢ {A, B,C}. Takto mézeme postupovat neobmedzene. To
znamend, ze medzi dvomi réznymi bodmi existuje nekoneé¢ne mnoho bodov. Teda usporiadany afinny
priestor md oo mnoho bodov.

Ak podpriestor L afinného priestoru P oddeluje body A, B, tak A ¢ L, B¢ LaA+#B. Ak by totiz
A€ L acC €L tak, ze CmAB, potom B € L a preto medzi bodmi A, B by existovalo co mnoho bodov
priestoru L.

Polpriestory

Nech A, C st body usporiadaného afinného priestoru P. Budeme pouzivat tieto oznacenia

(AC)Y* = {d.AC;d >0} (AC)™ = {d.AC;d < 0}.

lahko sa dé overif, ze

(AC)T U(AC)™ = (AC) (6.4)
(AC)* +(AC)~ = (AC) (6.5)
(AC)t N (AC)" = {o} (6.6)
<6+17>+ C <ﬁ>++<17>+ (6.7)
U+~ C (@)~ + @)~ (6.8)
t>0 = (tu)" = (@)" (6.9)

Definicia 6.7 Nech L je podpriestor afinného priestoru P, A € L a nech C € P nelezi v L. MnoZinu

L+ (AC)™ nazjvame polpriestor (v priestore P). L je hranica, kaZdy jej bod je hraniény, ostatné body si
vnutorné body tohto polpriestoru. MnoZinu vsetkych vnutorngch bodov polpriestoru nazgvame vnuitro tohto

polpriestoru alebo otvoreny polpriestor. Ked L oddeluje body C,E, potom polpriestory L + (AC)T, L +

(AE)™T, nazgvame opaéné polpriestory. Polpriestor, ktorého hranica je bod, priamka, v poradi nazjvame
polpriamka, polrovina.

Nech N je nadrovina o rovnici dyxy + - - +dp @ +dpi1 = 0. Pre kazdé X = [z1,...,x,] budeme oznacovat

fX)=diz1 + ...+ dpzy F(X)=diz1+ ...+ dpxp + dpyr.

Priamym vypoctom sa lahko ukéze



28

Lema 6.8 Pre lubovoini konecni sistavu bodov A, B,C,D,E, ... € P a lubovolné skaldry t,s, ...

F(A+tBC + sDE +...) FIA) +t(F(C) — F(B) + s(f(E) — (D)) +...
F(A+tBC+sDE+...) = F(A)+t(F(C)— F(B)+s(F(E)— F(D)) +....

Veta 6.9 Nech N = (dy,...,d,+1) je nadrovina afinného priestoru P a nech
K:{X[ml,...,xn]; d1$1+'~'+dn$n+dn+120}
M:{X[xl,...,;vn]; d1$1++dn$n+dn+1§0}

Potom K, M si polpriestory so spoloénou hranicou (je niou nadrovina N ), ktorych zjednotenie je P, prienik
N a ktoré su mavzdjom opacéné polpriestory.

Dokaz. Nech N = A+ < AA,,...,AA, , > a C e K\ N. Potom F(A) = F(A}) = ... = F(A,_1) =0,
F(C)>0a A, Ay,...,A,—1,C je simplex priestoru P. Preto pre kazdé X € P plati

X A+t AAy 4. 4ty 1 AA, 4+ 1, AC
FX) = F(A)+6(F(A) = F(A) 4 ...+ tn1(F(An_1) — F(A)) + tn(F(C) — F(A)) = t,F(C)

Je zrejmé, ze

XeEN+ (AT &, >0, F(O)>0o F(X)>0e XK
odkial N+ (A—C)’>+ = K, ¢ize K je polpriestor. Mnozina K = N+ <A—C)’>+ nezavisf teda na volbe bodov A4, C

— — .
(A volime v N, C v int K), preto kladieme NC' = N + (AC)™T. Dalej dokdzeme, Ze M je polpriestor; zrejme
M ={X;—F(X) > 0} apreto podla prvej casti dokazu M je polpriestor s hranicou N = (—dy, ..., —dn41)-

Aby sme ukézali, ze K, M st opaéné polpriestory zvolme body C' € int K, D € int M. Nech X = D+tDC,

FO) 1 -
F(D) - F(C)  1-F(C)/F(D) € (0,1), ¢ize N oddeluje body

potom rovnica F'(X) = 0 m4 riesenie t =
C, D.

Dosledok 6.10 Nech N je nadrovina afinného priestoru P. Existuji prdave dva polpriestory s hranicou
N. S to opacné polpriestory; ak C je vnitorny bod jedného z mich a D vnitorny bod druhého z nich,
existuje prdve jeden bod nadroviny N, ktory lezi medzi C, D.

Veta 6.11 Kazdy polpriestor je jednoznacéne uréeny svojou hranicou a lubovolngm svojim vnitorngm bo-

. . — — i p— , . . . , . ., .
dom (t.j. D € int LC = LC = LD). K danému polpriestoru existuje prdve jeden opacny polpriestor;
ich zjednotenie je afinny priestor, ich prienik je spoloénd hranica.

— . . . [
Dokaz. Nech LC' je lubovolny polpriestor a Q = LU C. Zrejme LC lezi v () a jeho hranica je nadro-
vina v Q; mozno preto pouzit dosledok 6.10.

Rovnice polpriestoru

—
Ak LC je polpriestor a L = A+ (¥, ..,7s), tak z Definicie 6.7 vyplyva

— . . ypoun
LC = A+ (th,...,7s) + (AC)™. (6.10)
}7 7’ X . .7 7z .
To znamenad, ze X € LC prave vtedy, ked existuju skalary tq,...,ts,r, pricom r > 0 tak, ze
X=A+4+tU1+...+t;0, +1AC. (6.11)
V pripade, ze ¥1,...,0s, AC' je linedrne nezévisld ststava, rovnicu (6.11) nazyvame vektorovd rovnica

— —
polpriestoru LC' . Ak ju rozpiseme do suradnic dostaneme tzv. parametrické rovnice polpriestoru LC'.

Ak E je polpriamka, tak podla (6.10) E ={A+ k.z@; k > 0.} Ak L je nadrovina o rovnici dyjz; +
coo+dpx, +dprr =0a F(C) >0, tak

—
X[xl,...,xn]e LC <:>d1$1+"'+dn$n+dn+1207

tito nerovnicu nazyvame vseobecnd nerovnica polpriestoru(ktorého hranica je nadrovina).
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Konvexnost mnozin

Definicia 6.12 Nech A, B st body afinného priestoru P. MnoZinu {A, B}U{X; XmAB} nazgvame tsecka
— —

AB a oznacujeme AB. Body A, B nazjvame krajné body tsecky AB a ostatné jej body su vnitorné.
MnoZinu vietkych vnitorngch bodov iseéky nazgyvame vnutro usecky, alebo otvorena tsecka.

—
Z tejto definicie priamo vyplyva, ze AB = BA. Z ekvivalencie (6.3) vyplyva

— — —
AB ={A+kAB;ke<0,1>}=A+<0,1> AB. (6.12)

i — =
Uloha 6.13 Dokdzte implikdiciu: C,D € AB = CD C AB.

—_

— —
Lema 6.14 Pre kazdé dva rézne body A, B je AB = AB N BA.

. — o —
Dékaz Rovnost dvoch mnozin dokédzeme pomocou dvoch inklazii. Prva inkluzia AB D AB N BA :
X e AB =X =A+ kAB k> O X e BA = X =B+ rBA T2 > 0, odéitanim poslednych dvoch
rovnosti dostavame 0= B — A+TBA k:AB = 0= (1—k;—r)AB = k+r=1=k<1r<1.

Obrétend inklizia AB C AB N BA je evidentna.

—
Definicia 6.15 Podmnozina K afinného priestoru P je konvexnd, ak pre kaZdé dva jej body A, B: AB C
K.

Veta 6.16 KaZdy polpriestor je konvexnd mnoZina.

Dokaz. Podobne ako v dokaze Vety 6.11 predpokladajme, ze hranica daného polpriestoru H je nadrovina;

—A —
nech polpriestor H je dany nerovnicou F(X) >0anech C;D € H, Z € CD. Potom Z=C+1rCD,
€(0,1) a F(Z)=(1—r)F(C) +rF(D), kedze kazdy sé¢itanec je su¢in nezdpornych ¢isel je F(Z) > 0 ¢o
implikuje Z € H.

Dékaz nasledujtcej vety prenechdvame ¢itatelovi .

Veta 6.17 Prienik lubovolného systému konvezngch mnozin je konvexnd mnoZina.

Konvexné obaly

Definicia 6.18 Nech M je podmnoZina afinného priestoru P. Prienik vSetkijch konvexnijch podmmnozin
—

priestoru P, ktoré obsahuji mnoZinu M nazyvame konvexny obal mnozZiny M ; oznacenie M . MnoZina
bodov M je konvexne zavisla, ak aspon jeden jej bod je z konvexného obalu ostatngch jej bodov. MnoZina
je konvexne nezavisld, ak nie je konvexne zdvisla.

Definicia 6.19 Konvexny obal neprdzdnej konecnej mmozZiny bodov nazyvame konvexny mnohosten
(skrdtene len mnohosten). Bod A mnohostena M je jeho vrcholom, ked M\{A} je konveznd mnoZina.
usecka AB, ktorej krajné body su dva rézne vrcholy mnohostena sa nazyva jeho hrana, ak tento mno-
hosten bez usecky AB je konvexnd mnozZina. Mmnohosten, ktory md n vrcholov a lezi v rovine nazgvame
n-uholnik. secka AB je strana n-uholnika, ak A, B si jeho rézne vrcholy a tento n-uholnik leZi v po-
Irovine s hranicou AB; A ... A, je oznacenie n-uholnika, ktory md strany A1 As, AjAs, ..., Ap_1A,,
A A, Ak M je n-uholnik a n = 3,4,5,... potom M je v poradi trojuholnik, §tvoruholnik, patuholnik,

. Trojuholnik oznacujeme tiez ANABC. Stvoruholnik, ktoryj md prdve dve strany rovnobeiné (presnejsie
priamky, na ktorych leZia strany) nazgvame lichobeznik. Stvoruholnik, ktory md dva pdry rovnobezngch
stran nazyvame rovnobeznik.

Definicia 6.20 Nech bod V' nelezi v rovine n-uholnika A; ... A,. Konvexny obal mnoziny V, A1, ..., A,
nazgvame n-boky ihlan; V' je hlavny vrchol, As,..., A, si vrcholy tohto ihlana. Trojuholniky V A; A1
st jeho steny, usecky V A;, A;Aiy1, pre vsetky i (pre indexy plati n + 1 = 1) si jeho hrany, n-uholnik
Ay ... A, podstava. Trojboky ihlan nazgvame Stvorsten.
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Definicia 6.21 Nech A;...A,, Bi...B, su také dva n-uholniky, neleZiace v jednej rovine, Ze A;B; =
A;Bj; pre vsetky i,5. Konvexny obal mnoZiny Ai,...,An, Bi,..., B, nazjvame hranol. Oznacenie:
A1As. .. AyBy...B,. Body A;, B; ... si jeho vrcholy, isecky A; A1, AiB;i, BiBiy1, i =1,...,n, si jeho
hrany. n-uholniky Ay ...A,, Bi...B, st podstavy a rovnobeiniky A;A;y1Bi11B;, i = 1,...,n sd bocné
steny. (pre indexy plati n+ 1 =1). Hranol, ktorého podstavy si rovnobeiniky nazjvame rovnobeznosten.

Definicia 6.22 Konvezny obal (n + 1) afinne nezdvislych bodov Ag, Ay, ..., A, nazjvame n-rozmerny
konvexny simplex.  Body Ag,A1,...,A, si jeho wvrcholy, (n — 1) rozmerné konvexné simplexy
Ak, Akyy ooy Ay, kde {ko k1, ..o ko1t C{0,1,... ,n} st jeho steny. Kazdy bod konvexného simplexu,
ktory nelezi v Ziadnej jeho steme nazyvame vniutorny bod tohto simplexu.

Priklad 6.23 Dokdste, Ze pre lubovoiné body Ao, A, ..., As je

U={Ag+t140A;1 + - +tsAgAg; {t1, ..., ts,t1 + -+ 1t} C (0, 1)} (6.13)
konvexnd mnoZina, do ktorej patria vsetky body Ag, Ay, ..., As.

- - — — —
Dokaz. Nech B, C st lubovolné body mnoziny U a nech X € BC. Potom B = Ag+b1 AgA1+---+bsApAs,
C = A+ c1AgA1 + -+ + cs ApAs, kde vSetky b; a ich stucet je z intervalu < 0,1 > a to isté plati aj pre
vietky ¢; a existuje t € (0,1) tak, ze X = B+ ¢tBC. Z poslednej rovnosti mame

X=B+tC—B) = Ag+ (b +t(cr —b1))AgAy + -+ (bs + t(cs — by))AgAy =

Ao+ (L —=1)by +ter)AgAr + -+ -+ ((1 — t)bs + tes) Ao As,
kde ((1—1¢)b; +tc;) € (0,1) pre kazdé i = 1,...,s (skutocne, (1 —¢)b; +tc; < (1—t¢).14+¢.1 =1). Podobne

S

Z((l_t)bi"‘tci) = (1—t)zsjbi+tzs:ci € <0,1>

i=1
a to znamend, ze X € U. Dalej, zrejme by =1, by =0..., by = 0 implikuje B = A; a teda A; € U, atd.

Veta 6.24 Nech {Ag, A1,...,As} je lubovolnd mnozina bodov afinného priestoru P, s > 0 lubovolné
prirodzené cislo. Konvexny obal tejto mnoziny bodov je mnoZina

{Ag+t1ApA1 + -+ -+t AoAs; {t1,... ts,t1+---+ts} C (0, 1)}

Dékaz. Najprv ukdzeme, ze lubovolna konvexnd mnozina, ktord obsahuje body Ao, A1, ..., As (oznacme
ju K) obsahuje mnozinu U z prikladu 6.23; kedZze U je konvexna, dékaz bude hotovy. Z toho, ze K je
konvexnd vyplyva:

—
Ao, Aie K = U1:A0A1CK
—
Ao, Al, A e K = U;= U{XAQ, X e Ul} CK

' —
Ao, A1, ..., Aye K = U,=U{XA; XeU,_1}CK

Matematickou indukciou (vzhladom na s) dokdzeme, ze U, = U. Pre s = 1 je tvrdenie zrejmé.
Predpokladajme, ze k < s a

Up = {Ao +t1A0A1 + - + tp Ao Ar; {t1,... ts,t1+---+tx} € (0,1)}.
. — — .
Ked Y € Upy1 = U{X Ap11; X € Ui}, existuje t € (0,1) tak, ze Y = X + tX Ag11, kde podla indukéného
predpokladu X = Ag + t1 AgAy + -+ - + tx AgAy; preto
Y = Ag+t1AoAr+ -+t Ao Ap + t((Apyr — Ao) —t1AgAy — - — tpAgAg) =

—

Ag+t1(1 —t)AgAy + .. + (1 — t) Ag Ay + tAgAg i1,

pricom zrejme t;(1 —¢) € (0,1) atiez t1(1 —t) + ... +tx(1 —t)+t=(t1 + - +tx)(1 —t) +t € (0,1).
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Cvicenie
6.1 Zistite, ¢i usecky AC, BD sa pretinaji, ked A[2,3,1], B[-1,0,4], C[-1,0,1], D[1,2,5].

6.2 Zistite, ktory z podpriestorov K, L priestoru R3 oddeluje body A[2,1,—2], B[14,21,—-22], ked
K12$1+3(E2—(E3—10:0; LZ$1:2+3t, 1'2:—1+7t, .’E3:—2—5t.

6.3 Zistite, ¢ polroviny ABC, DEF st totozné, ked A[2,3,1], B[4,5,6], C[2,4,—1], D[0,1,—4],
E[-4,-3,—14], F[4,7,2].

6.4 Zistite, ¢i body A[2,0,1,0], B[-3,1,0,2], C[0,0,1,—1], D[-7,2,—1,5] si konvexne zavislé.

6.5 Zistite, ktory z bodov A[2,4], B[0, 1] je bodom pdsu s hrani¢nymi priamkami
K:3x14+22,—7=0, L:3x1+2x,+5=0.

6.6 Zistite, ¢i D € AABC, ak v Ry st dané body A[2,4], B[2.1,3.9], C[2.04,3.95,] D[2.15,3.97].
6.7 Zistite, ¢i nasledujiica mnozina je pas: {[x1, 23] € Ra; 221 + 322 — 7 < 0 a 21 + 229 — 3 < 0}.

6.8 Nech S je pds s hrani¢nymi priamkami E@ Dokézte, ze mnozina S\ (AB\ {A4}) je konvexna
a ze je konvexnym obalom mnoziny {A} U CD.

6.9 Dané sti body A[2, -1, 3], B[5,0, 3], C[0, 3, —3], D[4, 2,0]. Dokaite, Ze konvexné obaly mnozin ABUC,
_ —
AB U CD st rovnaké.

6.10 Najdite takd konvexni mnozinu M bodov roviny Rs, ze existuju 4 priamky, ktoré pretinaju M v
poradi, v priamke, polpriamke, otvorenej polpriamke a tisecke.

— —
6.11 Nech N A je polpriestor usp.af.pr. P, kde N je nadrovina a nech K CC P. Dokézte, ze ak K, NA
sa pretinaju a neiciduju, tak ich prienik je polpriestor.

6.12 Dokézte, ze neprazdny prienik polpriestoru a podpriestoru priestoru R,, je polpriestor alebo pod-
priestor priestoru R,,.

. }7 }7 . . }7 . s
6.13 Dokézte, ze ak polpriamky ED, DE lezia v polrovine ABC, tak priamky AB, DE si rovnobezné.
Plati aj opa¢né tvrdenie?

6.14 Nech A, B,C, (B # C) st Iubovolné body redlneho afinného priestoru. Dokazte ze
(i) OB = {A+t.AB + (1 - )AC;t € R}
(i) CB = {A+t.AB+ (1-t)AC;t >0}
(ifl) OB = {A+t.AB+ (1—t)AC:t € (0,1)}
(iv) AABC = {A+ t.AB + S.A*C}'; {t +s,t,s} C(0,1)}
(v)

6.15 Dokézte, ze pre lubovolné body A, B, C plati

rovnobeznik ABCD = {A + t.AB + S.E; {t,s} € (0,1)}

CmAB < (CAB) € (0,1)
BmAC a CmAD = BmAD
BmAC a BmAD = BmCCD.

6.16 Dokézte, ze trojuholnik ABC je prienik polrovin ABC, BCA, CAB.

6.17 Vypoctom zistite, ¢i mnozina AABC U AABD je konvexnd, ked A[l,0,2,0], B[0,8,8,—1],
C[4,12,2,-6], D[5,8,—2, —6].

6.18 Vypocitajte vieobecné nerovnice troch polrovin, ktorych prienik je trojuholnik ABC, ked Al7,12],
B[-9,20], C[-1,2].
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6.19

6.20

6.21

6.22

6.23
6.24

6.25

6.26

6.27
6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

6.33

6.34

6.35

Zistite, ¢i prienikom nasledujticich 3-och polrovin je trojuholnik
r1—2x2+3 > 0
xr1 + o — 3 Z 0
8{1,‘1 — T2 — 51 § 0

Vypocitajte druhu a tretiu siradnicu bodu P[1000, 7, ?] tak, aby lezal vo vnutri pasu ohrani¢eného
priamkami K, L ked

K : 2$1+3$2—501=0 n .131—.1‘3:0

L: —2x1—32,+500=0 N 21 —23=0

Napiste parametrické vyjadrenie prieniku konvexného obalu mnoziny bodov A[1,3,1,-3],
B[5,2,3,—1], C[-1,-1,0,—1] s polpriestorom N = (3,2,—1,0,1) > 0.

Dané si priamky Ly : 21 =0, Ly : 321 — 229 =0, L3 : 201 — 520 =0, Ly : x5 = 0. Nech A; € L;, pre
A1 A5A .
vSetky i, si po dvoch rozne kolinearne body. Zistite, ¢i ¢islo @ z&visi na volbe bodov A;.
(A142A4)
Zistite, ¢i pre lubovolné navzdjom rozne kolinedrne body A,B,C,D plati (ABD)(BCD) = (ACD).
Zistite, ¢i prienik nasledujicich 4-och polpriestorov priestoru R3 je Stvorsten
X1 Z 5
T2 2 -1
—2r1 4+ 33 —23+8 > 0.

AY En su dané bOdy Al, AQ, [P tak, ze (A3A2A1) = 3, (A4A3A2) = 37 (A5A4A3) = 3, NN Vypoél’tajte
(A10A2A1)~

Vypoctom dokézte, Ze zjednotenie dutych uhlov BAC, BDC nie je konvexns mnozina, ked Al1,0],
BI[7,9], C[7,5], D[3, 3].
Dokéazte, ze mnozina M = {X[z,y] € Re; 0 <y < 3} U A[0,3]} je konvexn4.
Zistite, ¢ mnozina AABC U ABCD je konvexnd, ak A[2,1,5,7], B[0,0,0,0], C]7,0,0,0],
D[1,2,10, 14].
Dané st body A, B, C, D priestoru R,,. Popiste mnozinu M = {X =Y; X € U,Y € V}, ked
—
(i) U={A}, V =BC
— —
(il) U = AB, V = CD.
(ili) U = {A}, V = ABCD
(iv) U = AABC, V = ADEF.

Dané si body A[0,1,-2], B[1,1,-5], C[4,0,4], G[3,0,7], H[12,—2,16]. Zistite, akd mnoZina je
prienikom dutych uhlov BAC, GAH.

Vypocitajte vieobecné nerovnice troch polrovin, ktorych prienik je mnozina <) BCA — AABC, ked
Al-4,11], B[-9,20], C[-1,2].

N4jdite konvexny obal mnoziny K = {X {ZJ in € N}
n

Zistite, ¢i mnozina M = (AABC U AABD) N DE je konvexni, ked body A[l,1,3], B[5,1,3],
C[5,1,-2|, D[-1,7,5/2], E[1,7,2] lezia v jednej rovine.

Taznica trojuholnika je tsetka, ktorej krajné body su jeden vrchol trojuholnika a stred protilahlej
strany. TaZisko trojuholnika je priesecnik jeho taznic. Taznica §tvorstena je usecka, ktorej krajné
body sti vrchol a tazisko protilahlej steny. Dokézte, ze vietky taznice §tvorstena patria trsu.

Dokézte, ze pre lubovolné mnoziny M, N bodov afinného priestoru P plati

—
MCN= M C N.
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6.36 Nech S je stred rovnobeznika ABCD. Dokéazte, ze konvexny obal mnoziny A, B,C, D je mnozina
{S +tSA+rSB;{|t],|r|, [t| + |r|} < (0,1)}.

6.37 Nech M je podmnozina usporiadaného afinného priestoru. Dokazte, ze konvexny obal mnoziny M
je zjednotenie konvexnych obalov vSetkych kone¢nych podmnozin mnoziny M.

6.38 Nech X = [z1,...z,,] je lubovolny bod priestoru E,,, nech F(X) = 0 je rovnica nadroviny N, kde
F(X)=dyz1+...+dpxy + dpy1. Na priklade pre n = 6 (d; ¢ {0,1} pre vsetky i) overte, ze plati

F(A)

N oddeluj dy A, B -
oddeluje body A, = F{A)— F(B)

€ (0,1)

6.39 Nech priamky AB, C'D sti rovnobezné s rovinou N a nech G, H si také body, ze (ACG) = (BDH).
Dokazte, ze GH || N.

6.40 Stradnicami je danych p nekolinearnych bodov Ay, ..., Ap, ktorych konvexny obal je n-uholnik U.
Napfiste algoritmus (bez vypoctov), pomocou ktorého sa da zistit, & bod A; je vrchol n-uholnika U.

6.41 Nech ABCD je §tvorsten a T resp. R je tazisko AABC resp. ABCD. Dokazte, ze dim ADTR = 2.

R — R
6.42 Dokézte, ze ak priamka F'G lezi v polpriestore M C', tak F'G je rovnobezna s priestorom M.

6.43 Dokézte, ze neplati tvrdenie : Zo Styroch navzdjom réznych konvexne zavislych bodov, prave jeden
z nich je z konvexného obalu ostatnych.

, . —
6.44 Nech U C R, je konvexnd mnozina, A € R,, je lubovolny bod. Dokdzte, ze {UAX;X € U} je
konvexna mnozina.

6.45 V R; st dané body A # B. Vypocitajte limy_g(ABX) (bod X|[x] sa blizi k bodu B[b], ked z sa
blizi k b, z, b st suradnice bodov X, B).

6.46 Dané st body A[—10,2,5], B[-5,—4,4], C[-2,7,8], D[2,7,7], R[—23/4,11/2,35/4]. Zistite, ¢i bod
R je bodom lichobeznika CDAB.

6.47 Dokézte, ze lfea priamka N, leziaca v rovine ABC, neprechddza ziadnym z nekolinedrnych bodov A,
B, C a oddeluje niektoré dva z nich, potom oddeluje prave dva dalsie (veta Paschova).

6.48 Ak st body afine nezdvislé, su aj konvexne nezavislé. Dokézte!

7 Uhly

V celom tomto ¢lanku o afinnych priestoroch predpokladame, ze st usporiadané. Podmnozinu M uspori-
adanej roviny P nazyvame

(i) duty uhol, ak M je polpriamka alebo ak M je prienik dvoch polrovin roviny P s réznobeznymi

— —
hranicami; ak M je polpriamka AB, A nazyvame wvrchol, AB rameno uhla M a M nazyvame
nulovy uhol; ak M je prienik polrovin BAC,CAB kladieme M = < BAC, bod A nazyvame vrchol

—
a polpriamky AB, AC ramend dutého uhla <) BAC; mnozinu vSetkych bodov dutého uhla, ktoré
nepatria ziadnemu z jeho ramien nazyvame wvnutro tohto uhla; kazdy bod vnutra je vniutorny bod
uhla;

(ii) priamy uhol, ak M je polrovina; ak M je priamy uhol s hrani¢nou priamkou L, tak kazdi dvojicu
opacnych polpriamok leziacich na L nazyvame ramend a ich priese¢nik wvrchol priameho uhla M,

(iii) nevypukly uhol, ak M je komplement (do roviny P) vnitra nejakého dutého uhla <) BAC;

— —
v tom pripade bod A nazyvame vrchol a polpriamky AB, AC ramend nevypuklého uhla M;
oznacenie¥ BAC; nevypukly uhol, ktorého ramend splyvaji nazyvame plny uhol,

(iv) whol, ak M je duty, priamy alebo nevypukly uhol.
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Hovorime, ze dva duté uhly su wvrcholové, ak ramend jedného z nich st opa¢né polpriamky k ramenam
druhého z nich. Dva uhly AV B, BV C leziace v jednej rovine nazyvame stycné, ak ich prienik je jedna alebo
dve polpriamky. Dva sty¢né uhly, ktorych zjednotenie je priamy uhol nazyvame vyplnkové. Dva nenulové
duté uhly nazyvame striedavé , ak ich prienikom je tsecka, ktord nie je bodom. Dva duté uhly nazyvame
sthlasné, ak jeden z nich je striedavy uhol s vrcholovym uhlom k druhému z nich. Dva nenulové duté
uhly nazyvame prilahlé, ak jeden z nich je striedavy uhol s vedlajsim uhlom k druhému z nich. Neprézdny
prienik dvoch polrovin (tej istej roviny) s rovnobeznymi hranicami, ktory nie je priamka ani polrovina
nazyvame pds; hrani¢né priamky polrovin nazyvame hraniéné priamky pasu.

vrcholové styéné vyplnkové  striedavé suhlasné prilahlé

LR

Veta 7.1 Pre kazdyj duty uhol 9 BAC plati 9 BAC = A+ (AB)* + (AC)™.

. —
Doékaz. Podla definicie nenulovy duty uhol <) BAC je prienikom polrovin BAC,CAB. To zna-
mend, ze existuju skaldry p,¢,r, s pricom 7, s si nezdporné tak, ze A+tAB+sAC=A+pAC+rAB, odkial
(t—r)AB+ (s — p)AC= 0, ¢ize t = r,s = p, preto p,t su tiez nezdporné. V pripade, ze uhol < BAC je

nulovy, tvrdenie je evidentné.
Cvicenie

7.1 V Ry st dané body A[2,3], B[3,4], C[7,—1]. Zistite, ktory z bodov D[5,7], E[4,2], F[0,1]
(i
(i

(iii) je vnutornym bodom nevypuklého uhla BAC.

je bodom dutého uhla BAC

lezi na niektorom ramene dutého uhla BAC

)
)
7.2 V R3 st dané body A[2,3,4], B[1,0,2], C[0,0,1]. Zistite, ktory z bodov D[-3,—6, 2], E[-2, -3, 1],

F[2,0,3] splita niektord z podmienok (i), (i), (iii) z predoslého cvicenia.

7.3 Zistite, ¢i polpriamka DE lezi v dutom uhle BAC, ked A[3,1,0], BI[1,5,2], CI[5,2,3],
E[~15.6,44.2,24.6], D[4, 4, 4].

7.4 Dané st body A[2,1,0,0], B[0,1,3,1], C[2,2,2,1], D[—4,1,9,7], E[4,2,7,0] leziace v jednej rovine.
Zistite, ¢i mnozina M = 9 ABC U < DBE je priamy uhol.

7.5 Dané si body A(-2,0,1,1), B(-5,1,3,1), C(-2,4,0,4), G(-2,8,-1,7), H(1,3,-2,4). Zistite, ¢i
duté uhly BAC, HAG su vedlajsie.

7.6 Nech A, B, C si nekolinedrne body usporiadaného afinného priestoru P. Dokazte, ze mnozina

7.7 Dokazte, ze kazdy duty uhol je konvexnym obalom svojej hranice.
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— — —
7.8 Dokazte, ze pre kazdy duty uhol BAC plati 9 BAC = U{XY; X € AB,Y € AC'}.

7.9 Néjdite neprazdnu podmnozinu M usporiadaného afinného priestoru tak, aby neplatilo
— —
M =U{XY; XY € M}

7.10 Nech AABC je Iubovolny trojuholnik. Uhol ABC nazyvame vnitorny uhol trojuholnika ABC, ak
AABC je podmnozinou tohto uhla. Uhol vyplnkovy k vnitornému uhlu nazyvame vonkajsi uhol.
Dokazte, ze kazdy vnitorny uhol trojuholnika je duty.

8 Orientacia afinného priestoru
V celom tomto clanku predpokladdme o afinnych priestoroch, ze st usporiadané.

Nech je dany AABC' v rovine P. Zo skisenosti vieme, ze obvod trojuholnika ABC mo6zme ”obiehat” bud
vo smere alebo proti smeru hodinovych ruciciek. Ked zaneme obiehat v bode A, pokracujeme cez B do C
a potom do A, jednoznac¢me sme urc¢ili smer obiehania; predpokladajme, Ze je to proti smeru hodinovych
ruciciek. Ked zaéneme obiehat v bode A, pokracujeme cez C' do B a potom do A, obiehame vo smere
hodinovych ruciciek. Iste sme si v8imli, Ze smer obiehania ovplyviuje volba poradia bodov obiehania;
v prvom pripade to bolo poradie A, B,C, v druhom A, C, B. Body A, B, C' tvoria simplex roviny P, ich
usporiadanie teda uréuje smer otdcania (t.j.orientdciu), preto definujeme

Definicia 8.1 Usporiadant sustavu n+ 1 afinne nezdvislych bodov usporiadaného n-rozmerného afinného
priestoru nazyvame orientovany simplex.

Pokracujme v uvahdch v rovine P. Nech D € P je taky bod, ze orientované simplexy ABD, ABC, su

. [E— —_— —
opacne orientované. Je zrejmé, Zze D musi lezat v opacnej polrovine k ABC. Nech E = (A, AB, AC), je
repér roviny P, nech Dy = [d1,ds] a nech F = (A, AB, AD). Potom dy < 0 a preto

1 dy

0 d2 :d2<0,

det F¥ :‘

¢ize determinant matice prechodu od F ku FE je zaporny; ak by sme bod D volili vo vnttri polroviny ABC,
tak tento determinant by bol kladny a orientované simplexy ABC, ABD by boli rovnako orientované.
Ak menime poradie bodov simplexu, meni sa aj poradie vektorov repérov E, F, ¢ize poradie vektorov
ovplyviiuje orientaciu. To je motivacia pre nasledujice definicie.

Definicia 8.2 Usporiadand sistavu vektorov, ktoré tvoria bdzu vek.priestoru V (nad usporiadangm
polom) nazyvame orientovand bdza.

Definicia 8.3 Orientované bdzy E, F st rovnako (resp. opacne) orientované, ked determinat matice pre-
chodu od E ku F je kladny (resp. zdporny). Dva orientované simplexy AoA; ... A,, BoBi ... B, usporia-
daného n-rozmerného afinného priestoru P, n > 0, si rovnako (resp. opacne) orientované, ak si rovnako
(resp. opacéne) orientované usporiadané (t.j. orientované) bdzy (AoAi, ..., AoAn), (BoBi,...,BoBy). Ak
st dva orientované simplexy E,F (alebo dve bdzy) rovnako orientované budeme pisat E 1 F a E | F, ak
st opacne orientované.

Veta 8.4 Reldcia | je ekvivalencia na kaZdom usporiadanom afinnom (resp. vektorovom) priestore.

Dokaz. Nech E, F,G su tri orientované bdzy vektorového priestoru. Reflexivnost reldcie T vyplyva zo
vztahu detEP = 1 > 0, zatial co symetricnost z detE¥ = 1/det F¥. Ak dalej F 1 E a E 1 G, potom
detE¥ >0, detES > 0 a podla 1.40 aj det GF = det (EFGF) = det E¥det GF > 0 a teda G T F ¢ize | je
tranzitivna relacia.

Mmnozina v8etkych rovnako orientovanych usporiadanych simplexov daného afinného priestoru je trieda
ekvivalencie relacie T. Nech FE, F st opa¢ne orientované simplexy af.pr. P, dim P > 0; také simplexy
vzdy existuji. Nech G je dalsf usporiadany simplex, potom zrejme plati G 1 E alebo G 1 F, ¢ize G
patri bud do triedy v ktorej je E alebo, v ktorej je F. To znamens, ze existuji prave dve triedy rozkladu
relacie T . Jednu z nich prehlasujeme za kladni, druht za zdpornu. Usporiadany simplex, ktory patri do
kladnej (resp. zépornej) triedy nazyvame kladne (resp. zdporne) orientovany usporiadany simplex. Afinny
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priestor, v ktorom je niektory usporiadany simplex prehlaseny za kladny nazyvame orientovany afinny
priestor. Ked orientovany simplex AgA; ... A, je kladne (resp. zdporne) orientovany, potom hovorime, ze

—

—
repér (Ag, AgAi, ... AgA,) je kladne (resp. zdporne) orientovany. To znamend, Ze afinny priestor mozno
orientovat aj pomocou repéra.

Orientéciu simplexov mozno rozsirit i na orientéciu tsecky, trojuholnika, stvorstena, atd. Konvexny obal
simplexu nazyvame konvexny simplex. Konvexny simplex spolu s usporiadanim jeho vrcholov nazyvame
orientovany konvexny simplex. Hovorime, Ze orientovany konvexny simplex AgA; ... A, usporiadaného
afinného priestoru P (dim P = n) je kladne orientovany, ak je kladne orientovany usporiadany simplex
ApA; ... A,. Zndme sa pravidla na urCovanie orientdcie na redlnej priamke, v redlnej rovine a reialnom
priestore trojrozmernom.

Na priamke si dve orientované tsecky AB, AC rovnako orientované, ak A nelezi medzi bodmi B, C'; dve
orientované usecky AB, DE si rovnako orientované, ked si rovnako orientované usecky AB, AC, kde

AC = DE.

V rovine st dva orientované trojuholniky rovnako orientované, ak st obidva orientované bud v smere (teda
zdporne) alebo proti smeru pohybu (teda kladne) hodinovych ruciciek.

Zlozitejsia je situdcia v trojrozmernom priestore. V Rs je orientovany stvorsten ABC'D lavy (resp.pravy),

ked k vektorom AB, AC, AD mozno ”prilozit” v poradi velky palec, ukazovék a stredny palec lavej (resp.
pravej) ruky. Lavy (resp. pravy) je tiez taky orientovany stvorsten ABCD, pre ktory plati: Ak ”po-
zerame” z vrchola A na stenu BCD, tak orientovany ABCD je orientovany proti smeru (resp. vo smere)
hodinovych ruciciek.

Priklad 8.5 Dokdzte, Ze orientované trojuholniky ABC, BC'A, CAB si rovnako orientované a oriento-
vané trojuholniky ABC, ACB si opacne orientované.

Riesenie. Dokéazeme, ze AABC, ABCA su rovnako orientované. To znamend, ze musia byt rovnako

orientované usporiadané sustavy vektorov (AB, A*C’)), (B?’, BTZl) Kedze BC = —AB +AC a BA=—AB
tak matica prechodu od jednej bazy k druhej je

-1 -1
1 0/
Determinant tejto matice je kladny; tym je dokaz skonéeny. Podobne sa dokaze zvysna ¢ast prikladu.

Cvicenie
8.1 Dokazte, ze orientované stvorsteny ABC'D, BC DA s opa¢ne orientované.
8.2 Dokazte, ze orientované simplexy ABCDE, BCDFEA si rovnako orientované.

8.3 Nech ABD, ABC s opacné polroviny. Dokézte, ze orientované trojuholniky ABD, ABC si opacne
orientované.

8.4 Nech ABCD je rovnobeznik. Dokéazte, ze orientované trojuholniky ABC, BCD, CDA, DAC su
rovnako orientované.

8.5 Nech S je priese¢nik uhlopriecok rovnobeznika ABCD. Dokézte, ze orientované trojuholniky
ABS, DCS s opatne orientované.

8.6 Dané st rozne body A, B priamky P. Nech X,Y € P st také body, ze (XmAB = XmAY) alebo
(AmXB = XmY B) alebo (BmAX = XmBY). Dokdzte, ze simplexy (A, B) (X,Y) st rovnako
orientované.

8.7 Nech ABCD je stvorsten a nech R, S si také body, ze (ABS) = —2; (DCR) = i. Vypoctom zistite,
¢i orientované stvorsteny ABC'D, BRSC' st rovnako orientované.

8.8 Zistite, ¢i orientované simplexy Ay AsAs...Aqg0, A2 A3Ay...A190A1 su rovnako orientované.

8.9 Zistite, pre ktoré n € N, si orientované simplexy Ay AsAs... Ay 41, AsAsAy... A1 A7 Tovnako orien-
tované.
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8.10 Nech A, B,C, D st po troch nekolinedrne body leziace v rovine N a nech S = AC N BD. Zvolte
siradnice bodov A, B,C, D tak, aby orientované trojuholniky ABS, C'DS boli opa¢ne oriento-
vané v N.



38

EUKLIDOVSKE PRIESTORY

9 Skalarny sucin
Motivacia a definicia skalarneho sué¢inu

Z analytickej geometrie v rovine (zndmej zo strednej skoly) vieme, Zze ak v kartezidnskej suradnicovej
stistave s osami z,y a zaciatkom O maji body A, B v porad{ stiradnice [u1,us], [v1,vs], vzdialenost bo-
dov A, B (budeme oznacovat |AB| ) je ¢islo \/(ur —v1)2 + (uz — v2)2. Velkost uhla ¢ = < AOB sa
vypoéita pomocou kosinusovej vety takto: |AB|? = |OA|? + |OB|?* — 2|OA||OB|cos ¢, a Vzhladom na to,

ze |OA] = \/ui +u3, |OB| = \/v? + v3 mame (ug —v1)?+ (ug —v2)* = ui +uj+vi+v35 - 2|OA||OB|cosap,
odkial

U101 + U202
2 2 /2 2
\/ul —|—u2\/111 + v3

7Z tohto vzorca vyplyva 7e ak chceme vypoéitat kosfnus uhla priamok OA,OB (a teda aj vektorov

cosp = (9.1)

= OA v = OB) potrebujeme vyraz uivi + ugvz. Tento vyraz je dolezity aj z iného hiadiska. Ak
=90°, tak cosp = 0 a to vzhladom na (9. 1) nastane prave vtedy, ked u1v1 + usve = 0. Pretoze bod
O mé stradnice (0,0), tak vektory @, ¥ majui stiradnice (ui,us), (v1,v2). Vyraz ujv; + ugve je teda
funkciou siiradnic vektorov @, ¥ a ako sme ukazali velmi délezitou. V prlpade 7e u=17 (t.j. A= B)

mame u1v1 + ugvy = u? + u3 = |OA|?, modzeme teda aj dizku vektora @ = OA vyjadrit pomocou vyrazu
ui1u1 + usug. Pre tieto dovody venujeme zobrazeniu
(@, V) — U.U = ugv1 + ugvs (9.2)

vAGsiu pozornost. Priamym vypoétom sa lahko d4 overif, Ze toto zobrazenie spiﬂa nasledujice identity
resp. kvaziidentity:

av = o (S1)
(@+70).2 = @I+ (S2)
d(@s) = (di). (S3)
@i > 0 Gi=0=1=0 (S4)

Definicia 9.1 Nech V je vektorovyj priestor nad polom R redlnych ¢isel. Zobrazenie
:Vx V=R, (u,v)— 4.7,

ktoré splria S1—S4, nazgvame skaldrny sicin na V. Usporiadani dvojicu (V,.), kde (.) je skaldrny sicin na
V., budeme nazjvat redlny metricky vektorovy priestor alebo euklidovsky vektorovy priestor. Fuklidovsky
vektorovy priestor (U,.) nazgvame podpriestor euklidovského vektorového priestoru (V,.), ak U C V.

Definicia 9.2 Afinny priestor, ktorého zameranie je redlny metricky vektorovy priestor, nazgvame eu-
klidovsky priestor; n-rozmerny euklidovsky priestor budeme oznacovat symbolom E,. Podpriestor eu-
klidovského priestoru E, je taky jeho afinng podpriestor, ktorého zameranie je podpriestor metrického
vektorového priestoru (En,.).

O vsetkych afinnych priestoroch tejto kapitoly budeme predpokladat, ze st euklidovské. Preto nie-

kedy miesto formuldcie "nech A, B st body euklidovského...” budeme pouzivat formuldciu "nech A,B
st body...” a podobne.
Veta 9.3 V E,, je dany repér E. Existuje takd redlna matica (a;) typu n x n, Ze skaldrny sucin vektorov
g = (U1,...,Up), Vg = (v1,...,0,) je dany rovnostou
n
U0 = Z iU Vg, (9.3)
ik=1

—

pre vSetky U, v € E,.
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Dékaz. Predpokladajme, ze E = (O, é},...,¢€,). Oznaéme €;€;, = a;; (maticu (a;;) nazyvame gramova
matica sustavy €1,...,e,) a 4.0 = @2 pre lubovolny vektor @. Pretoze @ = w11 + ...+ Upépn, T =
v1€1 + ...+ V€, tak pouzitim S1 — S4 dostdvame

S . . . . ~2 oo o2
U0 = (1€ + ...+ upép)(V1€1 + ... + Vn€n) = U118, + U1V2E1E2 + - -+ + Uy U E, =
n
= w1011 +U1V2a12 + ... F UpUnGpp = E ik UiV -
ik=1
Priamym vypoctom sa lahko overi, ze plati
Veta 9.4 Nech E je repér priestoru Ey,, g = (u1,...,Un), U = (V1,...,0,) a nech (a;;) je takd redlna

matica typu n X n, Ze
(1) (asx) je symetrickd matica, t.j. a;x, = ag; pre vietky i,k
(i7) szzl aipuiu, > 0 pre viethy @ € E,,
(#44) szzl aiptity =0 = up =0,...,u, =0 pre vietky @ € E,,.
Potom zobrazenie . : E‘nHE’n dané rovnostou (9.3) je skaldrny sicin na En

7 tejto vety vyplyva, ze zadat skalarny si¢in mozno pomocou vhodnej matice (nad polom redlnych &isel).
Jednou z takych matic je jednotkovd matica, teda na kazdom redlnom afinnom priestore, (ktory mé
dimenziu aspon 1) existuje skaldrny siéin. Vhodnou gramovou maticou je teda skaldrny siéin lubovolnych
dvoch vektorov jednoznacne urceny, preto nezavisi na volbe bazy, pomocou ktorej sa skaldrny siéin pocita.

Veta 9.5 Siustava vektorov je linedrne zdvisld prdve vtedy, ked determinat gramovej matice tejto sistavy
je 0.

Dokaz. Nech sistava €i,...,€, je linedrne zavisld. Potom existuje aspon jedno ¢; # 0 tak, ze
€1€1+ ...+ €, = 0. Ak tuto rovnost postupne ndsobime (pouzivame skaldrny stucin) kazdym vekto-
rom sustavy €i,...,€, dostaneme

ci1€1€; © Cp€1€, =0

- . -

C1€p€1 ++ Cp€np€n =0
¢o znamend, ze tato sustava linedrnych homogénnych rovnic mé nenulové riesenie (ci,...,¢,); to viak
existuje prave vtedy, ked determinant sistavy (je to determinat gramovej matice stistavy €i,...,€,) sa

rovné nule.

Dizka vektora, vzdialenost dvoch bodov

Definicia 9.6 Dizka (alebo velkost) vektora @ je ¢islo \/i.ii; oznacenie |i@|. Dizka (alebo velkost tsecky)

AB je dizka vektora AB. Vzdialenost dvoch bodov A, B je dizka vektora AB; oznacenie: A - B alebo
|AB|. Vektor, ktorého diZka je 1 nazijvame ort alebo jednotkovy vektor.

—
—

Lema 9.7 Nech A, B si body, @,V € E, a d redlne ¢islo; potom

(4) |di] = |d].|4]

(i%) || >0; wo=0;, [U|=00=0
D) |d)? = a2

(iv) |AB|=|BAlaAd4B=B-HA

(v) u#0 = %je ort.

— -

(vi) 0.0 = (g + 3 — |7 |> = |7]?).



40

Dokaz. Dokézeme len (i) a (vi), ostatné dokazy prenechdvame citatelovi. Pretoze 5 =4 — i, tak |o] =
V(@ —@)2 = i® —2ai+ @° = 0. Pre lubovolné vektory @, plati (@ + 7)% = @2 + 02 + 240, 4.7

%((ﬁ + )% — @? — ¥'?) ¢o znamend, ze skaldrny sicin vektorov sa d4 vyjadrit pomocou ich dizok a dlzky
ich stuctu.

:
| |

Veta 9.8 Pre kazdé tri kolinedrne po dvoch rézne body A, B,C

[AC

pricom znamienko + (resp. -) plati vtedy, ak C nelezi (resp. lezi) medzi bodmi A, B.

Dékaz. (ABC) =d = AC = dBC, odkial |AC| = |dBC| = |d\|BC’| a tak |d| = 14¢] | u
|BC’| |BC|
Schwartzova a Minkowského nerovnosti
Veta 9.9 Nech u,v su vektory priestoru En Potom
|@.v] < |ul.|v]| ( Schwartzova nerovnost ),
pri¢om rovnost nastdva prdve vtedy, ked @,T su linedrne zdvislé a
|@ + U] < || + |V ( Minkowského nerovnost),
pricom rovnost nastdva prdve vtedy, ked ¥ = & alebo @ = & alebo existuje d > 0 tak, e @ = d.

Dokaz. (1) Je zrejmé, ze pre lubovolné vektory @, @ plati (|7].@ — |@].7)?> > 0 a po umocnen{ a daliej
elementérnej dprave 2|4||7| (|4|.|7] — (@.7)) > 0, odkial |i|.|0| > @.7. Tato rovnost plati i vtedy, ked miesto
i, piseme —1i; tak dostaneme |i].|0/] > —1.7, €o spolu s predoslou nerovnostou déva Schwartzovu nerovnost.
Ked @ = a#, potom |@.0] = |a¥.7| = |a.00] = |a|.|0]|7] = |@|.|#]. Ked @, 7 st linedrne nezévislé, potom
@ = |0 — |7 # & a preto @& > 0, éize |@.7] < |i].|7] a to znamens, ze v Schwarzovej nerovnosti nenastava
rovnost. (2) Minkowského nerovnost dokéZeme pomocou nerovnosti |@|.|0] > @.7; pricitame k obom jej
strandm vyndsobenym ¢&islom 2 vyraz @2 + ¥2, dostaneme @2 + ¢2 + 240 < @2 + 2|i||v] + 72, odkial
i + 7% < (|@] + |9])2, o po odmocneni déva Mlnkowskeho nerovnost. Nech ani jeden z vektorov @, ¥ nie
je nulovy (v opaénom pripade zrejme v Minkowského nerovnosti nastava rovnost). Ak |i+7| = |@|+|7], tak
aj (T+0)% = (|ﬁ|—&-‘|z'|)’|)2 odkial .7 = |i]|7] t.j. |a@||v]|—a.7 = 0, 2|||7|(|@||7] —u@.7) = 0, (|7].7—|i].7)> = 0,
U

||.@ = |i|.¥, @ = 1= .0. Obrétene, ked @ = dv,d > 0, zrejme v Minkowského nerovnosti nastava rovnost.

|4
Cvicenie

9.1 V E5 je dany repér E = (O, &1, €3). Nech €;.€; = a;x, kde (a;) je jedna z matic

3 4 1 -1 9 3 0 -1
w3 ) wee(h ) w=(53) m-(0 )
Pre ktoré z tychto matic je zobrazenie definované rovnostou 9.3 skaldrny si¢in na Fy ? Vypoéitajte

skaldrny sucin (ak sa da) vektorov g = (5,—1), 7z = (1,4) a ich dizky pomocou matice Ms.

9.2 Nech skaldrny sic¢in na F5 je definovany pomocou matice Ms z cvicenia 1. Udajte siradnice vektorov
d,b tak, aby |d@| = |b|=1a d.b=0.

_ — — — —— —

9.3 Nech A, B si take body7 ze |AB| =3, |AC’| =4, |BC| = 5. Vypocitajte AB.AC, AB.BC, BC.AC,
(3AB — BC)(AC — TAB).

9.4 Dokézte, ked A, B, C st navzajom rozne body, potom |AB| 4 |[BC| = |AC| < (ACB) < 0

9.5 Dokéite, 7e rozdiel velkosti dizok dvoch strén trojuholnika je mensi ako dizka tretej strany.
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10 Kolmost v euklidovskych priestoroch

Kolmost vektorov

Tak ako dizka vektora a vzdialenost bodov aj kolmost patri k pojmom, ktorym hovorime metrické. Su to
pojmy, ktoré definujeme (&i uz priamo alebo nepriamo) pomocou skaldrneho stcinu.

Definicia 10.1 Vektor @ je kolmy (alebo ortogonélny s vektorom U) na vektor U, ak 4.0 = 0; oznacenie
a1 .
Lema 10.2 Nech @, T st lubovoiné vektory, d skaldr. Potom
(i) tliv=0v1ld
(ii) tlv=duld
(iii) Uli=>u=0
(iv) oL 7.

Dokaz. Prenechdavame citatelovi.

—

1

1
1

Vlastnost (i ) hovori, Ze kolmost (ortogonalnost) vektorov je symetrickd reldcia, preto mozno hovorit, ze
vektory u, ¥ su ortogondlne, namiesto vektor ¢ je ortogondlny s vektorom 7.

Dany je trojuholnik ABC'. Ak niektoré dva z vektorov 1@, 1@, B—CE' sd ortogondlne, trojuholnik AABC

nazyvame pravouhly. Ak v AABC je AC 1 CB, stranu AB nazyvame prepona a strany AC, BC su
odvesny tohto trojuholnika.

Dékaz nasledujicej vety prenechdvame Eitatelovi.
Veta 10.3 (Pythagorova) Nech @, 7 € E,,. Potom @ LT < |d?+ |02 = |@ + 7.
Nech @ L ¥ su nenulové Vektory Potom |i|? + |9]> = |@ + 9|2, odkial |@| < |@ + 9], |#] < |@ + @], ¢o po

oznaceni 4 = AC’ U= C’B déva AB =1+ U, |AB| > |AC], ¢ize prepona pravouhlého trojuholnika je jeho
najdlhsia strana.

Ortogondalna a ortonormalna sustava vektorov

Definicia 10.4 Sistavu vektorov ¥1,...,7Us nazjvame ortogondlna , ak s = 1 alebo ak v; L U; pre
kazdé i # j. Ak kaZdy vektor ortogondlnej sustavy je jednotkovy, takd siustava je ortonormaélna. Repér
(0,é1,...,8,) nazgvame ortogondlny (resp. ortonormélny), ak €i,...,€, je ortogondilna (resp. orto-
normdlna) bdza euklidovského priestoru E,. Simplexr A, Ay, ..., A, nazijvame pravouhly rovnoramenny
simplex s ramenami ﬂi, i=1,...,n, ak (A, AA,,..., AA,) je ortogondlny repér pricom |AA,| = |AA,]|
pre véetky i, j.

—

Veta 10.5 KaZdd ortogondlna sustava nenulovych vektorov priestoru E,

(1) je linedrne nezdvisld

(i) dd sa doplnit do ortogondlnej bdzy priestoru E,,.
Dékaz.(i) Nech é1,...,€s je ortogondlna sistava nenulovych vektorov a cj€; + ... 4 ¢;€s = 0. Potom
aj 0 = @1.(c161 + ... + ¢s€s) = 1612 + ... + ;€165 = c1€1 2, odkial (vzhladom na to, Ze & # 0)
vyplyva ¢; = 0. Podobne dokdzeme ¢y = 0,...,¢s = 0. (ii) NaJprV dokédzeme pomocni vetu: Nech
517 . bS 1 je ortogondlna sustava nenulovych Vektorov priestoru ES7 s > 1; potom existuje vektor b
tak, ze bl, . ,bS je ortogondlna béza priestoru Es. Skuto¢ne, nech b1, e bs,l, b je baza priestoru E; a

nech by = c1b1 +... + 05—155—1 + b. Skalary cq,...,cs_1 vypocitame tak, aby vektory 55, 51 boli kolmé

S .b; .
pre véetky i = 1,...,5—1: z rovnosti bs.b; = 0 dostaneme ¢; = —=—. Dokazat (1), znamend dostatocny
5 i-0;
pocet krat pouzit prave dokdzani pomocni vetu.

Veta 10.6 KazZdd ortonormadlna sustava vektorov je linedrne nezavisld. V kazZdom euklidovskom priestore
ezistuje ortonormdlny repér.
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Dokaz. Prvé cast vety je evidentnd. Ak kazdy vektor ortogonélnej bazy ndsobime prevratenou hodnotou
jeho dlzky, dostaneme ortonormélnu bazu.

Veta 10.7  Nech E = (€1,...,€,) je bdza priestoru E, a nech vp = (V1, .., 0), Ug = (U1, ..., Up).
Nasleduguce tvrdenia si ekvivalentné

(1) E je ortonormdlna bdza

(i) AT =uvy + -+ upvp,.

Dékaz. (i) = (ii) Ak rovnosti €;.€; = 0 pre i # j a €;.€; = 1 uplatnime na (9.3) dostaneme (ii). (ii) = (i)
Staci si uyedomif, ze (€;)p = (0,0,...,0,1,0,...,0), kde jednotka je na i-tom mieste a potom vypocitat
€;.€; podla (ii).

Uloha 10.8 Ak vektor @ je kolmy na kazdy z vektorov @i, ..., ds, tak @ je kolmy na lubovolni linedrnu
kombindciu vektorov dy, . ..,ds. Dokdzte.

Totalna kolmost, ortogonilny doplnok

Definicia 10.9 Vektor & € E,, je kolmy na'V C En, ak U je kolmy na kazdy vektor mnoziny V ; oznacenie

TLV. KedU,V C En, potom U je totdlne kolmd na V', ak kaZdy vektor z U je kolmi na V'; oznacenie
U+V.

Z 1dlohy 10.8 vyplyva

Veta 10.10 Ak kazdy vektor siustavy, ktord generuje priestor V' je kolmyg na kazdy vektor sistavy, ktord
generuje U, tak U £ V.

Veta 10.11 Nech U, V CC En Mnozina {0 € V;T L U} je vektorovy priestor, ktory nazgvame orto-
gondlny doplnok priestoru U vo V; oznacenie: UV . Ked V = En, Kladieme UTEn = U+,

Uj:V

Dokaz. Mnozina je zrejme neprazdna a uzavretd vzhladom na linedrne kombindcie (viél uloha 10.8).

Veta 10.12 Nech U CC En,' potom

dimU +dimU*% = n
UH* = U
unut = a.
Dokaz. Nech dimU = s,s > 0 (ak s = 0, tvrdenia s trividlne), E je ortonormélna baza priestoru E ,,
(@1,...,d4s) =U, d; g = (ays,...,ani); Vg = (v1,...,v,). Potom @ € UF prave vtedy, ked
apvr + - Fanvy, = 0
A1sV1 + +++ F Aps¥Vp = 0.
Pretoze di,...,ds je linedrne nezdvisld sustava, mnozina vSetkych rieSeni tejto homogénnej sistavy

linedrnych rovnic je vektorovy priestor dimenzie n — s. Zvysna cast vety je evidentni.

Nech U, V, W st podpriestory priestoru E,. KeldUCVaweWw je kolmy na V| potom zrejme w je
kolmy aj na U a lezi vo W; tym sme dokazali implikaciu

vcv = VvEWcut?W (10.1)
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Kolmost v En

7 Vety 10.11 Vyplyva 7e priestor VT je maximélny (¢o do usporiadania reldciou C) zo véetkych pod—
priestorov priestoru En7 totalne kolmych na V. To znamend, ze zo vSetkych podpriestorov priestoru E,
totéalne kolmych na V ma V* najvacsiu dimenziu. Preto stucet dimenzii dvoch totélne kolmych podpries-
torov priestoru E, nie je VAGST nez n. Speciélne to znamena, ze dve roviny v E5 nembzu byt totalne kolmé.
Avsak zo stredoskolskej geometrie vieme, Ze existuje pojem ”kolmost dvoch rovin”. Takyto druh kolmosti
zovSeobeciiuje

Definicia 10.13 Nech U, V CC E,aP=UnNV. Hovorime, Ze U je kolmy na V, ak PV, PV s
netrividlne totdlne kolmé vektorové priestory alebo aspon jeden z priestorov U, V je trividlny; oznacenie
UlV.

Této definicia je ”symetrickd” vzhladom na zémenu U « V, preto reldcia L je symetrickd, ¢ize U LV =
V L U; Mézeme preto miesto formuldcie ”U je kolmy na V” pouzivat formuldciu ”U, V si kolmé”.

Veta 10.14 Nech U,V su podpriestory v En, U,V neinciduji a nech P = U NV. Nasledujice tvrdenia si
ekvivalentné

(i) ULV
(ii) UV = pv
(iii) dimU*Y = dimV — dim P

Dékaz. Pretoze P C U, tak podla (10.1) UV < P*. (i) = () U L V = P*V £+ pU =
P + (P + P¥V) = PE £ U = PEV C UV o spolu s inkliziou UV ¢ PV ddva UtV = ptV,
(ii) = (i) je trividlne. (iii) = (i) Kedze U,V neinciduji, P # U, P # V, preto dim P*V > 0
a dim PV > 0, t.j. P*Y, P*V s netrividlne vektorové priestory. Dalej, z U*YV < P*V a
dimU*Y = dimV — dim P = dim P*V vyplyva, ze UtV = P*V ¢o znamend, 7ze kazdy vektor z V
kolmy na P je kolmy aj na U a teda aj na kazdy jeho podpriestor, ¢ize aj na PV ¢o implikuje P+,
P*U 51 totélne kolmé vektorové priestory.

Veta 10.15 Kazdé dva totdlne kolmé priestory siu aj kolmé.

Dékaz. Ked U,V st totélne kolmé priestory ich prienik je trividlny vektorovy priestor, ktorého ortogonalny
doplnok v U je U a vo V je V, znamena to, ze U,V si aj kolmé priestory.

Obratend veta k Vete 10.15 neplati, ukazuje to nasledujici priklad.

-

Priklad 10.16 NechU = (@,b), V = (¢,d), @(1,3,—1,5), b(1,—5,—3,1), &14,5,3,—1), d(14,—3,1,—5).
Dokazte, ze U,V su kolmé ale nie totdlne kolmé vektorové priestory.

-

Riesenie. Oznatme P =U NV. Nech v € U, v L V; potom v = z1d + z2b, v.¢ = 0, v.d = 0, preto

11GC+ 1308 = 0 g 2wy —2lzg = 0
zid@d + zobd = 0 J: 1y + 21z = 0

Hodnost matice tejto sistavy je 1, preto (Vzhiadom na to, ze @, b st linedrne nezavislé) dim VU =1, ¢o

znamend, ze U,V nie st totdlne kolmé. Dalej hodnost kazdej z matic (riadky prvej st vektory @ 5 ¢, d)

1 3 -1 5 1 3 -1 5
1 -5 -3 1 04 1 2
4 5 3 -1 ~ 00 1 -2
14 -3 1 -5 00 0 O

je 3, preto dim (U + V) = 3 a podla formuly Grassmana dimU NV =2+ 2 — 3 = 1, takze dim PTV =
2—-1=1.

Definicia 10.17 Nech K,M CC E,,. Potom M je totélne kolmy (resp. kolmy) na K, ak to isté plati
pre ich zamerania; oznacenia M £ K (resp. M 1L K ).
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Kolmost podpriestoru na nadrovinu

Ortogondlny doplnok zamerania nadroviny mé zrejme dimemziu 1, je teda generovany jednym vektorom,
nazyvame ho normdlovy vektor tejto nadroviny a kazdu priamku kolmu na nadrovinu nazyvame normdla
tejto nadroviny. Teda kazdy nenulovy vektor kolmy na nadrovinu (presnejSie na zameranie nadroviny)
musi byt jej normélovym vektorom.

Veta 10.18 Podpriestor M(dim M > 0) priestoru E,, je kolmy na nadrovinu N priestoru E, prdve
prave vtedy, ked normdlovy vektor nadroviny N je smerovym vektorom M.

Dékaz. Nech 7 je normélovy vektor N. (=) Kedze N, M st kolmé, tak M musi obsahovat aspon jeden

nenulovy vektor kolmy na N, taky vektor je len 7 alebo jeho nenulové ndsobky. (<) Nech 7i € M a nech
L " oM _ =M _ e N o N | M

MNN =YV.Pretoze dimN =1,tak N =V =<a>1N=mnlV*' takze V*' 1L V™.

Lahko sa dokéze

Désledok 10.19 Nech n > 1, N je nadrovina, ktord md v nejakom ortonormdinom repére E rovnicu
dyz1+- - +dpxn +dpy1 = 0. Kazdy vektor kolmg na N je skaldrnym ndsobkom vektora dg = (dy,. .., d,).

Dosledok 10.20 Danym bodom priestoru E,, n > 2 prechddza prdve jedna priamka kolmd ma dani
nadrovinu priestoru E,. Tdto priamka a nadrovina si réznobezné.

Dosledok 10.21 Nech bod A € E,, nelezi v podpriestore K priestoru E,, n > 2. Potom existuje prdve
jedna priamka L kolmd na K prechddzajica bodom A a pretinajica K.

Dokaz. Ijvahy staci zuzit na afinny obal mnoziny AU K. V tomto obale je K nadrovinou a preto mozno
pouzit dosledok 10.20.

Pravouhly priemet

-+
Nech A € E,,, M CC E,. Je zrejmé, ze (A+ M )N M je jediny bod. Tento bod nazyvame pravouhly
priemet bodu A do podpriestoru M; pravouhlym priemetom mnoZiny G nazyvame mnozinu priemetov
vsetkych bodov mnoziny G. Ked G je podpriestor priestoru F,, potom jeho pravouhly priemet je (G +

-+

M) N M je opét podpriestor priestoru E,,.
Priklad 10.22 V E, (v ortonormdlnom repére) je dané: A[2,3,1,5], B[-1,0,2,4], «(1,1,1,-1),
9(1,2,2,0). Vypocitajte siradnice pravouhlého priemetu Ay bodu A do roviny K = B + (i, U).

RieSenie. 1 Kedze AO € K ex1stu3u Skalary dy, do tak, ze (i) Ag = B + dq11 + da7, tJ BAO = dlu + doT.
Pretoze AAO = AB + BAO tak AAO = AB + di T + do¥. Dalej AAO 1 K, preto AAO i =0, AAO v =0;

po dosadeni za AAO dostavame sustavu rovnic

ABG+ d@? +dot@ = 0 Ly Adiesd = 4
AB.G + dy@0 + dot® = 0 5di +9dy = T
-2 1 4
odkial dy = —, dp = Ll a po dosadeni do rovnice (i) dostaneme Ay | — 73943
11’ 11 11711711711

Riesenie 2. Nech M = A—i—[? ; potom M £ K a dim M +dim K = 4. Podla Vety 10.12 M N K je jeden
bod; je to Ag. Ked vektor w(wy,ws, ws,ws) lezi v M, potom @.4 = 0 a w.0 = 0, ¢ize

wy+wy +wg—uy, = 0
wy + 2’(1)2 + 2’(1}3 = 0.
Dve linedrne nezdvislé rieSenia tejto sustavy dostaneme, ak raz polozime wsz = 0, ws = 1 a druhy raz

wg = 1, wy = 0; potom a(2,—1,0,1), b(O —1,1,0) st vektory bézy priestoru M. Parametrické rovnice
priestorov M, K si

r1 = 242t 1 = —1+r+p
. xy = 3—t—s w2 = 0+7r+2p
M: x3 = 1+4+s K r3 = 24r+2p

Ty = H+t Ty, = 4—7r
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Ak korene t, s stistavy linedrnych rovnic

242t = —-14r+p
3—t—s = r+2p

1+s = 2+4+r+2p

5+t = 4—r

dosadime do parametrickych rovnic roviny M dostaneme siradnice bodu Ay.

Os priestorov

Definicia 10.23 Priecku podpriestorov K, M priestoru E,, ktord je kolmd na K i na M nazgvame os
priestorov K, M.

Veta 10.24 Ku kazdym dvom disjunktngm podpriestorom K, M euklidovského priestoru existuje aspon
jedna ich os.

Dokaz. Konstrukcia osi priestorov K, M: Nech E = K UM a nech <l€) je ortogonalny doplnok priestoru
K+ M v E. Nech N = K + (k) anech Be NN M. Potom S = B+ (k) je hladan os.

K

A
K -
N
B
Dokaz konstrukcie: Pretoze K N M = 0, tak dim (K + 1\7[) = dim B, dim(K + M)* = 1. Teda (k)

je ortogonalny doplnok priestoru K + M (V E). Dalej N + M <E> +K+M=E, preto N N M # ().
Existuje teda bod B. Kedze B € N a ke N,tak SC N; K+ 8§ = I?+<k) = N, preto KNS # 0, ¢ize S
pretina aj priestor K.

Priklad 10.25 Vypocitajte vseobecné a parametrické rovnice osi S priamok K = EF, M = CD, ak si
dané body E[8,7,12,2], C[2,-1,0,2], F[6,—3,—4,10], D[3,0,1,1].

Riesenie 1. Nech i, ¥ Je baza ortogonalneho doplnku priestoru <EF CD) Nech N = K + (4, 17) L =
M+ (4,0), E = C + (C’D EF C’E> KUM. Potom S = LN NN E. Skutoéne, nech S =

B € M, Ac K. Pretoze S L K, M, tak AB € (i,7) a kedze A € SN K, tak S C N, podobne
S C L. Pretoze zrejme S C E, tak S C LN N N E. Vseobecné rovnice osi S, to si vSeobecné rovnice

nadrovin L, N, E. Z nich volbou jednej nezndmej ako parametra dostaneme parametrické rovnice osi S:
x1=4+3t, wpa=14+t x3=2+2t, x4=06t kde B=1[4,1,2,0], A[7,2,4,6].
Riesenie 2. Teraz pouzijeme konétrukciu z d()kazu Vety 10. 24 Nech (k) = (K + M )iE kde E = K U M.

To znamena, ze k= dlCD + dgEF + dgCE Kedze kEF =0, ECD =0 a EF( 2,-10,-16,8),
CD(1,1,1,-1), CE(6,8,12,0), dostdvame tak rovnice

—9dy +106dy — 71ds = 0
2d; —18ds +13ds = 0,
odkial dy = 4, dy = —1, d3 = —2 (alebo ich nenulové nésobky). Po dosaden{ do rovnice pre k dostaneme

E(3r,1r,2r,6r). Ked P = K + (k), potom B =P N M a tak S = B + (k).
Riesenie 3. Nech S = XY je os prlamok K M, X ( € K)Y s M, potom

XY =Y — X = €+ tCD) (B TEF) EC +1CD — rEF
XV.CD=0 = BC.OD+tCD —rBF. CD — 0
XV.EF—0 = BC.EF+tCD.EF—+EF - 0.
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Cvicenie

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

10.10

10.11

10.12

10.13

10.14

10.15

10.16

10.17

10.18

10.19

10.20

Nech i, 7 st Iubovolné vektory priestoru E,. Dokézte, ze vektor —(i.7)i + (@.@)7 je kolmy na
vektor .

Dokazte, ze ak u L ¥ su linedarne zavislé vektory, tak « alebo ¥ je nulovy vektor.
Nech u, v, € E,. Dokézte, ze n < 2, ked v E, plati implikécia
UL UANY LW = w4 sa linedrne zavislé.

V E, st dané vektory @(0,1,2,3), b(2,1,3,0), ¢(
aspori jednu ortonormélnu bazu priestoru W = (

1,1,—1) (vSetko v ortonormdlnej baze). Urcte

&),

Zistite, & priestory U = (@,b), V = (¢,d, &) si (i) totdlne kolmé, (ii) kolmé, ak

L

f=al

L
a,

— =

6(37 1a 25 1)7 b(17 17 la 74)7 E(Oa 737 27 71)5 (25 17470)’ é’(17 72a 07 71)

Nech y,...,7s su linedrne nezavislé vektory, ¥ L ¥; pre véetky ¢ = 1,... s, ¥ # 0. Dokézte, ze
sistava 91, ..., Us, U je linedrne nezavisla.
Zistite, ¢i s priamkou K = A + (@) inciduje nejakd rovina kolmd na priamku L = B + (d), ak d,d sd

ako v cviceni 10.5.

V E5 st dané body A[2,—1], C[-3,6]. Néjdite siradnice bodov B, D tak, aby ABCD bol stvorec.
Dokéazte, ze ak priamka L je kolmd na podpriestor M priestoru E,,, tak L je totdlne kolmé na M.
Dokéazte, ze kazdé dve nadroviny kolmé na nejakt priamku st rovnobezné.

Dokazte, ze neplati: ak K 1 M a K nie je totdlne kolmy na M, tak K, M sa pretinaja.

Dokézte, ze ked U,V cC E,, potom U N (UNV)* = (UNV)*V,

Dokézte, ze ked U,V cC En, potom UNV* =V=U,

Dokazte, ze existuje prirodzené ¢islo n tak, ze neplati veta: Ak si dva podpriestory priestoru E,
kolmé na nejaku priamku, potom s rovnobezné.

Nech é1,...,é, (n > 1) je baza priestoru E,, ¥1,...,0,_1 je linedrne nezdvisla sistava vektorov a
nech d > 0 je redlne ¢islo. Dokdzte, 7ze existuje préve jeden vektor ¥ € E,, tak, ze ¥ L (01,...,Tpn-1),
|0] = d a usporiadané bézy (v1,...,0,—1,7), (€1,...,€,) st rovnako orientované.

Zistite dimenzie priestorov E,, v ktorych plati (resp. neplati) veta: Dve roviny st na seba kolmé,
ak v jednej z nich existuje priamka kolmé na druht rovinu.

-

Nech U = (d@,b), V = (i, 7). Dokézte, ze ak dimU =dimV =2 a
ad b
2~ o,
av b.a

existuje nenulovy vektor keU tak, ze kLV.

Nech bod A nelezi na priamke K. Nech B je ortogonalny priemet bodu A na K a nech C je
ortogondlny priemet bodu A na priamku L prechadzajicu bodom B kolmo na K. Dokéazte, ze C je
ortogonalny priemet bodu A do roviny K U L (Veta o troch kolmiciach).

Vypocitajte veobecni rovnicu roviny, ktora inciduje s bodom A, stredom tisecky C B a je rovnobezné
s osou priamok AC, BD, ak C[3,5,4], D[-5,9,4], A[1,2,1], B[-5,7,4].

Dané su body C[-18,0,0,1], T[-1,0,2,3] a vektory &(5,104,5,—10), d@(2,0,4,9), 5(—4,170,2).
Vypocitajte suradnice bodu X € L = C+ < ¢ > tak, aby jeho pravouhly priemet do roviny
T+ < d,b> bol bod T.
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Nech M, N st dve roviny v Ry, ktoré sa pretinaji v bode O. Nech A je Iubovolny bod z Ry,
A ¢ MUN. Nech Be N, C € M st také body, ze AB | M a AC || N. Dokézte, ze BACO je
rovnobeznik.

Vypocitajte suradnice vrcholov kvadra ABCDEFGH tak, aby lezal v nadrovine
N = (-5,1,3,—4,0) a aby priamka AB bola rovnobeznd s vektorom (0,0,7?,7).

Vypocitajte t € R tak, aby existovala rovina patriaca zvézku rovin Ny, Ny a aby bola kolma na
priamku L, ked N; = (10,4, —10,14), Ny = (8,4, -7,1), L =< (1,4,t) > .

Dané si dve nerovnobezné roviny M = A+ < Ei,l_; > N =B+ <, d>. Dokazte, ze v M existuje
priamka, ktorej pravouhly priemet do N je bod préave vtedy, ked

=0.

SHS
SHReT)

ST

SRS

Nech M, N CC F,. Dokazte, ze ak dim M > dim N > 0, v M existuje priamka, ktorej pravouhly
priemet do N je bod.

Nech A, B, C, D si po dvoch rozne body priestoru E,, a nech AB L {AD,BC} aCD L {AD,BC}.
Dokézte, ze body A, B, C, D sd vrcholy pravouholnika (t.j. Stvoruholnika, ktorého vsetky vnitorné
uhly su pravé).

Nech M CC En, A ¢ M,B ¢ M a nech Ag resp. By si pravouhlé priemety A, resp. B do M.
Dokazte, ze ked AgA, BygB nie st rovnobezné priamky, potom M nie je nadrovina.

Dané sa body A[3,-3,0], B[4,—11,1], C[21,8,4], P[3,0,2], Q[—1,—4,12]. Na priamke PQ urcte
bod G tak, aby jeho pravouhly priemet do roviny N = ABC lezal na priamke AB.

Dokézte, ze kazdé dve ¢iastoéne mimobezné roviny maji nekone¢ne mnoho osi.
Dokézte, ze ked je priamka kolma aspon na dve roznobezky roviny, tak je kolma na tito rovinu.

Dané st body A[2,-1,2,3], B[2,4,0,2], C[0,4,7,3]. Urcte aspon jeden ortonormdlny repér roviny
ABC' a vypocitajte siradnice bodov A,B, C' v tomto repére.

—

Rovina N je dand bodom A[2,-—1,2,3] a vektormi d(4,—5,0,1), b(—2,3,1,—1). Vypocitajte
sturadnice troch afinne nezavislych bodov tak, aby ich pravouhlé priemety do N splyvali.

Nech v,, vy, st telesové vysky stvorstena ABCD. Dokéite, 7e vq, vp sa pretinaji prave vtedy, ked
AB 1 CD.

Dané su body A[2,2,1], B[2,6,—-3], C[7,11,2], K[—3,11,6]. Zistite, ¢i pravouhly priemet K, bodu
K do ABC lezi v uhle vrcholovom k dutému uhlu BC A.

V FE, je dany pravouholnik ABC'D a bod F, ktory nie je bodom roviny ABC. Nech ABEH je
rovnobeznik a nech priamka K resp. L je vyska na stranu AB v AABE resp. AABH. Dokazte,ze
dimK UL =2.

Dokazte, ze ked existuju aspon dve rozne osi disjunktnych priestorov, tak tieto osi st rovnobezné.

Dany je bod A a nenulovy vektor ¢. Dokézte, Ze nasledujica mnozina je nadrovina

(X € E,;5.AX = 0).

A

gl >,V =< piv >, dimU = dimV = 2. Dokazte, ze U L V préve

c

<
St

Nech U,V cC E,, U
vtedy, ked pu.pv = p2.4uv.

—

Nech K,M CC E,. Dokéite, e K L M préave vtedy, ked (M N K)* N K, (K N M)* n M si
netrividlne totdlne kolmé priestory.

Nech K, M su disjunktné, kolmé ale nie totdlne kolmé roviny. Dokéazte, ze K, M su Ciastotne
mimobezné.

Nech prienik rovin K, N je priamka, ¥ ¢ K+ N anech M = N +7. Dokazte, ze K, M su ¢iastocne
mimobezné roviny.
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11 Vzdialenost v euklidovskych priestoroch

Definicia vzdialenosti

Zo stredoskolskej geometrie vieme, Ze vzdialenost dvoch rovnobeznych priamok K, L sa rovné vzdialenosti
niektorého bodu A € K od jeho ortogonalneho priemetu Ag do priamky L. Je evidentné, ze ked X € K,
Y e L st lubovolné body, potom vzdialenost bodov A, Ay nie je vacsia ako vzdialenost bodov X, Y. Touto
situdciou je motivovana

Definicia 11.1 Vzdialenost neprdzdnych podmnozin M, N euklidovského priestoru je redlne ¢islo
inf{|IXY|; X € M,;Y € N},
oznacenie M 4 N alebo [M N]|.

7Z tejto definicie priamo vyplyva, ze M 4 N = N 4 M, pre lubovolné neprézdne podmnoziny M, N
priestoru F,.

Z matematickej analyzy je zndma veta, Ze kazda zdola ohrani¢end mnozina redlnych ¢isel ma infimum,
preto existuje vzdialenost dvoch lubovolnych neprazdnych mnozin bodov euklidovského priestoru a pritom
tato vzdialenost je nezdporné éislo. Je zrejmé, ze ked M, N sa pretinajd, potom M - N = 0 (obréitene to
neplati).

Dokaz nasledujticej vety je evidentny.

Veta 11.2 Nech Ay je ortogondlny priemet bodu A do podpriestoru K euklidovského priestoru E,. Potom
AAK =|AAy|.

Veta 11.3 Nech os disjunktnijch podpriestorov K, L euklidovského priestoru pretina K resp. L v bodoch
A resp. B. Potom K 4L = |AB]|.

Dokaz. Nech X € K, Y € L sti lubovolné body, X # A, Y # B (v opaénom pripade |AB| = | XY|

A K

alebo X =AaY # B alebo X 7$ A aY = B a vtedy staci poumt Vetu 11.2); Nech Y’ je taky bod
ze XY’ AB aY’ #£Y, potom BY’ AX. Pretoze vektor AB = XY’ Je kolmy na vektory AX YB
(AX €K, YB € L), tak je kolmy aj na ich linedrnu kombinéciu YB + AX = YB + BY’ YY’ teda
)H/' L ﬁ’, t.j. AXYY’ je pravouhly s preponou XY, preto | XY| > | XY'| = |AB].

Veta 11.4 Ked K, L st podpriestory euklidovského priestoru E,, potom pre kazdé X € K
KAL=X 4 (L+K).

Dékaz: Oznaéme M = L + K. Ked K, L sa pretinaju, potom K 4L =0 a tiez K C M, takze
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B L

pre kazdé X € K je X 1 M = 0. Predpokladajme, ze K N L = @; potom existuje ich os, nech j je to AB,
A€ K, B € L. Zrejme AB je aj os priestorov K, M preto K 4 L = K 4 M. Nech X € K je lubovolny
bod, Xo jeho pravouhly priemet do M. Potom XX, L M a preto XX, je aj osou priestorov K, M. To
znamend, ze X 1 M = X 4 Xg = K - M. Pretoze K c ]\ZI'7 priamka X X je kolma na K a je teda osou
priestorov K, L, tym je dokaz skonceny.

Projekcia vektora

Vety o vzdialenosti podpriestorov priestoruF,,, uvedené v predoslom ¢lanku, neumoziuju priamo tuto
vzdialenost vypoéitat. Pre takéto ticely je uzitoény pojem projekcie vektora.

Definicia 11.5 Nech U je vektor z E,alU je podpriestor priestoru E,. Projekcia vektora ¢ do U je taky
vektor Uy € U, Ze (U— Uy) L U; oznacenie Iyv = 0.

Nech g je projekcia vektora ¢ do U anech 1, .. ., i, je ortogondlna baza priestoru U. Potom (v—1p) L ;
pre vietky i = 1,...,r, ¢ize (U—1y).t4; = 0t.j. U.4; = ¥o.u; pre vietky i = 1,...,r. Kedze ¥y € U, existujfl
skaldry dy, ..., d, tak, ze Ty = dyity +- - -+d, iy, preto 0.d; = (dyiiy +. . +dru,«) = d,;u,;i;, ¢ize d; = 9"%"" ,
i=1,2,...,r. To znamen4, ze
RS U,
To = iy + ... + —il, (11.1)
U1.U1 Uyr Uy
je hladans projekcia vektora @ do U. Pretoze skalary dy,...,d, si uréené jednoznacne, existuje takyto
vektor jediny. Teda projekcia vektora do priestoru je jednoznacne urceny vektor. Ak vektory #/y,...,Us
generuju priestor U, vektor vy = IIy ¥ nazyvame tiez projekciou vektora o na sistavu vektorov ¥/, ..., Us
a piSeme Uy = Il & . Pre s =1z (11.1) dostdvame
U4
-7 =—-=u 11.2
u Ui ( )

projekciu vektora ¢ do priestoru (@) a teda aj na vektor @ a na vsetky jeho nenulové skaldrne nésobky.
v.u AT p—

clze

Pre dizku projekcie vektora na vektor plat 7| = | |_'\ ik

i = 120 (11.3)

Lema 11.6 Nech Ay, By st ortogondlne priemety bodov A, B do priamky L. Potom wvektor AgBy je

projekcia vektora AB na smerovy vektor @ priamky L (¢ize aj do priestoru L ).

Dékaz Staél’ dokézaf ze (AB AOBO) 1L . Vzhladom na (1.7) mézeme pisat (fTé — AEO).ﬁ:
(AAO — BBo) U= AAO U — BB() u=0.

Vektor AgBpy nazyvame tiez projekciou vektora AB do priamky L. Z lemy 11.6 vyplyva, ze projekcia
vektora AB do Iubovolnej priamky rovnobeznej s L je ten isty vektor AgBj.
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Vypocet vzdialenosti

Veta 11.7 Nech K, L su disjunkiné podpriestory priestoru En, U je smerovy vektor osi priestorov K, L.
Nech X € K, Y € L su lubovolné body, potom

KL= XY|.

Dokaz. Nech A, B st priesecniky osi S priestorov K, L s tymito priestormi. Potom ortogonalne priemety
bodov X, Y do S st body A, B a to znamend, ze I1;XY = AB; podla Vety 11.3 je viak K 4 L = |AB].

Veta 11.8 Dang je bod Alay, ... ,ay] a podpriestor K priestoru E,, bodom Blby,...,b,] a bdzou y,...,0,
svojho zamerania (stradnice si dané v ortonormdlnom repére). Potom

G, ..., 5, BA)
G(gla"'agr)

A4K = (11.4)

Dokaz. Nech Ay je ortogondlny priemet bodu A do K. Gramov determinant G(v4,...,7,, BA)
= G(Vy,...,0,, BAy + AgA) upravime podla nasledujiceho pravidla pre determinanty
a11...a1-1 b1+c a11..-a1p-1 b1 a11...a1p-1 €1

= =+ R
an,1---Apn—1 bp + cn ap,1 ... 0pn—1 by Gp1--.-0pn—-1 Cn

s s s

dostaneme tak dva determlnanty, na kazdy z ktorych pouzijeme opit toto prav1dlo (avsak pre riadky).
Potom Vyuzueme fakt, ze AOA v; =0prei=1,...,r apretoze U1, ..., 0, BAO st linedrne zavislé, tak aj

G(ty,..., U, BAO) = 0; dostaneme tak rovnost

G(0y,...,0,., BA) = G(1,...,T,)Ag A2,
odkial vzhladom na Vetu 11.2 uz vyplyva 11.4.

Veta 11.9 Vzdialenost bodu Alay,...,a,] od nadroviny N : dixy + ...+ dpxy + dpyyr = 0 (repér je
ortonormdlny) je dand rovnostou

|d1a1 ++dnan+dn+1‘
A7+t dy,?

AA4N =

(11.5)

Dékaz. Nech Blby,...,by] € N, t.j. diby + -+ dpby, + dpy1 =0, d= (di,...,d,). Potom

|AB.d] | (b — ai)ds|  |diby 4 -+ 4 dnby + dpgr —
|d| |d| |

dlal + -+ dnan + dn+1)‘

A%N:\HJA_B\:

b

&l/-\

odkial dostédvame 11.5.

Désledok 11.10 Nech N : dixy + -+ +dpxy +a =0, M :dixy+ - -+ dyx, +b =0 si rovnobeiné
nadroviny (repér je ortonormdlny). Potom

a — b

NAM = ———..
74+ d?

(11.6)

Dékaz. Nech Alay,...,a,] € N, potom —a = dyay + -+ -+ dpan. Podla Vety 11.4 N 4 M = A - M, preto
mozno pouzit (11.5), takze
|diay + - -+ dnpan +b | —a+0
V& + -+ d2 VB + - +d2
Priklad 11.11 V E4 je dand rovina L = B + (U,
1

priamky K od roviny L, ak je dané A[2,3,1,0], B[—
(repér je ortonormdlny).

A4AM=

) a priamka K = AC. Vypoéitajte vzdialenost
,2,4,2], 71(—1,2,0,0), C[~1,3,0,2], 52(3,2,1,1)
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RieSenie. Nech M = K + E; potom M = A + <,A7},’l71,172>. Podla Vety 11.4 K AL =M 4L =M - B.

Teraz uréfme béazu priestoru M, aby sme mohli pouzit vzorec (11.4). AC(-3,0,—1,2), AB(-3,—1,3,2).
Zistime hodnost matice

-3 0
-1 2
3 2

—_ O

2
0
1

Vynechanim prvého stfpca dostaneme maticu, ktorej determinant je roézny od nuly, preto vektory

AC, U1, U, st linedrne nezdvislé, ¢ize tvoria bézu priestoru M. Mozeme preto pouzit vzorec (11.4):

— — 14 3 -8 10
G(AC, ), 7, AB — —
mMap - |GACTRAB) G s s Ak =] 30 L L Cgg
GUAC, 72, 7) 8 1 15 —6
> UL, 0 1 -6 23
14 3 -8
AC 8281
GAC,5,5) = | 3 5 1 |=533, KAL= /2220 =394,
8 1 15 533

Priklad 11.12 Vypocitajte vzdialenost rovin N = ABC, M, ked je dané A[2,3,1], B[0,3, —3], C[2,2, —2],
M : 2z 4 3x9 — 23+ 5 =0 (vsetko v ortonormalnom repére).

Riesenie 1. Pre vzijomni polohu dvoch rovin v Es st len dve moznosti, bud s réznobezné (a vtedy ich
vzdialenost je 0), alebo rovnobezné. Aby vzdialenost rovin N, M bola rézna od nuly musia byt rovnobezné.

Preto zistime, ¢i smerové vektory AB, fTé roviny N sd kolmé na normalovy vektor (2,3, —1) roviny M.
AB(-2,0,—4), AC(0,-1,-3); AB.(2,3,—1) =0, AC.(2,3,—1) = 0; to znamen4, ze N||M. Preto mézeme
pouzif vzorec (11.5)
22433 —-1.1+5] 17

VAT9+1 V14

Riesenie 2. Vypocitame vSeobecnt rovnicu nadroviny N:

NAM=A-4M =

.’L‘1—2 .1'2—3 1?3—1 331—2 3?2—3 .133—1
0-2 3-3 -3-1|= -2 0 —4 | =221 + 322 —23 —12=0.
2-2 2-3 -2-1 0 -1 -3

Roviny st rovnobezné lebo maji linedrne zévislé normalové vektory. Ich vzdialenost uréime podla (11.6).
—12-5] 17

|
NAM= = —.
V14 V14

Mnoziny bodov definované pomocou vzdialenosti
Kruznica, kruh, gulové plocha st definované pomocou vzdialenosti bodov. Tieto pojmy zovseobeciiuje

Definicia 11.13 Dany je bod C' € E,, a kladné redlne cislo r. MnoZinu

K[C,r] = {X € En; |CX| =1}

nazyvame gulova nadplocha a mnoZinu

kElC,r]={X € E,; |CX|<r}

nadgula v E,, so stredom C a polomerom r. Gulovii nadplochu v Ey resp. Es nazjvame kruznica, resp.
gulové plocha. Nadgulu v Ey, Es, Es nazjvame v poradi uzavrety interval, kruh, resp. gula. Priamku
(resp. podpriestor euklidovského priestoru), ktord pretina gulovi nadplochu prdve v jednom bode (dotyko-
vom) nazgvame dotycnica (resp. dotykovy priestor) tejto nadplochy.

Uloha 11.14 Nech K|[S;r], K1[S1,71] st dve kruznice v Ey. Dve kruznice sa dotykaji, ak ich prienikom
je jeden bod. Vysetrite za akijch podmienok pre |SS1|,r,r1 sa kruznice K, Ky dotgkaji, pretinaji vo dvoch
roznych bodoch alebo nepretinaju.
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Cvicenie

V nasledujticich cviceniach predpokladdme, ze stiradnicovy systém je ortonormaélny.

11.1

11.2

11.3
11.4
11.5
11.6

11.7

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

11.13

11.14

11.15
11.16

11.17

11.18

11.19

11.20

11.21

Nech M,N CC E,, n>0anech A, Cleziav M, B, D v N tak, ze A, B,C su nekolinedrne body,
vektory AB,C'D st kolmé na M a |AC| = |BD|. Dokéazte, ze priestory M, N nie st mimobezné.

Nech A, B, C st lubovolné po dvoch rézne body roviny Fs. Dokézte, ze osi tseciek AB, BC, CA
patria do zvézku priamok.

Zovseobecnite predoslé cvicenie na priestor F,,.
Nech A # B st body priestoru E,,. Dokézte, ze {X € E,; |AX|=|BX]|} je nadrovina v E,,.
Dokézte, ze implikdcia || = |¥] = (@ + ) L (& — ?) je pravdiva.

Dokazte, ze ak existuji aspon dve rozne osi disjunktnych podpriestorov K, L priestoru F,, tak
K||L alebo K, L su ¢iastotne mimobezné.

Dokazte, ze vietky vysky trojuholnika inciduji so zvézkom priamok (vgska trojuholnika je priamka
prechédzajica jeho vrcholom kolmo na protilahld stranu a leziaca v rovine tohto trojuholnika).

V rovine 3z + x2 + 23 — 3 = 0 néjdite taky bod, ktory ma od bodov A[1,2,3], B[-1,1, 0] rovnaké
vzdialenosti; aki mnozinu tvoria vsetky také body ?

Na polpriamke x; = 2+43t, x5 = 1—2t, t > 0 ndjdite taky bod, ktorého vzdialenost od jej hrani¢ného
bodu je 3.

Na priamke AB néjdite vietky také body, ktorych vzdialenost od nadroviny 2z —xo—2x3+4w4+7 =
0jed, ak A[3,1,1,—1], B[4,—-1,—2,-T].

Dokazte, ze mnozina vsetkych bodov roviny Fs rovnako vzdialenych od dvoch danych réznobeziek,
st dve navzdjom kolmé priamky. Napiste rovnice tychto priamok, ak dané roznobezky su 3z +
4o +7=0, =221 + bxeg — 7=0.

N§jdite mnozinu vsetkych bodov priestoru E,, n > 2, rovnako vzdialenych od dvoch danych
nadrovin.
s : . . _ 4. |AB.I|
Dokézte, ze vzdialenost bodu A od nadroviny N = B+ < 71 > je 7]
7

V Ej je dany bod A[0, 0, 1]. Dokézte, ze mnozina vietkych bodov roviny x3 = 0, ktorych vzdialenost
od bodu A je 5 je kruznica. Vypocitajte jej rovnicu.

Bodmi A[1,2], B[3, —1] zostrojte dve priamky, ktorych vzdialenost je 3.

Zostrojte vietky priamky, ktorych vzdialenost od bodov A[7,—4], B[-9,0] je 5 (s $tyri). Dokéazte,
ze su to spolo¢né dotycnice kruznic K[A4,5], H[B,5].

Dané si kladné redlne &isla m, n a dva rézne body A, B roviny Es. Dokdzte, ze {X € Eq; |AX]:
|BX| =m :n} je kruznica, ak m # n a priamka, ak m = n. Tdto kruznica sa nazyva Apolldniova
kruznica.

Dané st dve nestistredné (t.j. S # T') gulové nadplochy K[S,r], H[T,p] v E,, n > 2. Dokézte, 7e
{X € By |XS]?—r*=|XT|* - p°}
je nadrovina, pricom tato nadrovina inciduje s prienikom K N M a je kolméa na priamku ST

Dokézte, ze vsetky osi vnitornych uhlov (osou uhla nazyvame priamku, na ktorej lezia vsetky body
daného uhla, rovnako vzdialené od ramien tohto uhla) daného trojuholnika inciduji so zvizkom
priamok.

Nech priamka L sa dotyka gulovej nadplochy K [C,r] v bode T. Dokézte, ze CT L L.

Dana je priamka L a rovina N v priestore E3. Dokazte, ze ked na priamke L neexistuje bod, ktorého
vzdialenost od N je rovnd 4, potom L||N.
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11.22 Dokdzte, ze mnozina {X € E,; |AX|?> — |BX|? = d} je nadrovina pre lubovolné rozne body A, B
priestoru E,, a lubovolné redlne ¢islo d.

11.23 Dokézte identitu ;v + g = TLz(0 + ).

11.24 Dané st body D|2,9,2,3], B[-1,7,9,9], Q[-1,2,—11, —6]. Dokazte, ze mnozina vsetkych bodov C
roviny BDQ takych, ze ABCD je rovnobeznik, Q € AB a |AB| >= |AD| je polpriamka, ozna¢me

—
ju EF. Vypocitajte siradnice bodov FE, F.

11.25 Dané su body A[-5, —1, 10], B[7, 5, —11], C[4,—4,—11], D[-2,t,10]. Vypocitajte ¢ a siradnice
bodov K, N tak, aby existoval obdlznik KLMN a aby K,M € AB, L,N € CD.

11.26 Vzdialenost rovnobeznych rovin M, N priestoru Es je 10v/2. Vrstva V je prienik polpriestorov N A,
MB, kde A € M B € N. Vypocitajte vieobecni rovnicu roviny M tak, aby bod D|0, 1,1] lezal vo
V,ak N=4z1 4+ 29 —x3+2=0.

11.27 Dané si body A[2,0,4], B[1,—5,0] a rovina N = 2z + 529 + 23 + 5 = 0. Nech K, L si priamky
rovnobezné s N, K prechddza bodom A a L bodom B. Vypocitajte

(i) vzdialenost priamok K, L, ked K, L st mimobezky
(ii) stradnice smerového vektora priamky K tak, aby K || L a aby vzdialenost priamok K, L bola
maximélna
(iii) stiradnice smerového vektora priamky K tak, aby K || L a aby vzdialenost priamok K, L bola
minimaélna.

11.28 V rovine M = A+ < @,b > zvolte body C, B tak, aby trojuholnik AC'B bol rovnoramenny a

—

pravouhly s preponou C'B a aby jeho obsah bol 50, ak A[l1,-3,0,0], @(—3,0,0,4), b(1,2,,3,—1).

11.29 Na uhlopriecke AC' kosostvorca ABCD je dany bod EI[3,7], tak, ze (ACE) = —1/5, C[13,-8].
Vypocitajte vSeobecnu rovnicu priamky AB, ked BEDF je stvorec.

11.30 Dany je kvider ABCDEFGH = K a priamka L = I.J tak, ze I je stred dvojice H,G a (BAJ) = 4.
Vypocitajte dizku pravouhlého priemetu prieniku K N L do roviny ABD, ked AD(0,—5,5,-5,7),
DC(~2,6,4,2,2).

11.31 Dané st po dvoch rozne body Ay, A, As v euklidovskom priestore E4. Dokazte, Zze mnoziny

Ni={XeEs XA =X A}, 4,5,k e€{1,2,3},i# j # k #i, si nadroviny patriace zvizku
nadrovin. Kedy bude tento zvézok nevlastny?

11.32 Nech kazdy z bodov X # Y ma rovnaké vzdialenosti od bodov A, B. Dokéazte, ze kazdy bod priamky
XY ma rovnaké vzdialenosti od bodov A, B.

11.33 Dokézte, Ze neexistuje stvorsten ABCD tak, ze AB L AC 1. CD a |AC| = |BD|.

11.34 Dané su body A[-7,0], B[7,0], C[0,7]. Zistite & existuje X € int(opﬁ) tak, ze

(BHAC) — (B~ BC) # (X 4AC) — (X 4BC).

11.35 Dokazte, ze ku kazdému simplexu priestoru F,, n > 0, existuje prave jeden bod, ktory ma tu istd
vzdialenost od kazdého jeho vrcholu.

11.36 Dokazte, ze pre kazdé n > 1, existuje rovnostranny simplex priestoru E,,.

11.37 Dand je polrovina ABC a priamka DF rovnobeznd s AB a leziaca v rovine ABC. Vypotitajte
suradnice bodu G tak, aby G € DF, G € Q ABC, G ¢ 9 BCA a |AG| = 25, ked A[2,1,0,0],
B[()? 17 37 ]‘}7 0[27 2’ 2’ ]‘:I’ D[O’ O? ?7 ?]'

11.38 Dané su vektory E(Q -3,—-1,2), CD(4,0,-2,0), AC(0,0,5,7). Nech K € AB, L € CD. Nech
KLM je pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou LM a najmen$im moznym obsahom.
Vypocitajte tento obsah.
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11.39 Dané su body A[—4,0], B[4,0], C[0,3]. Dokéazte, ze pre VX € AABC plati

(X4E)+(X4B*C)g?.

11.40 Dané si body A[-8, —15], B[3,2], E[10,21]. Vypotitajte stiradnice vrchola D lichobeznika ABCD,
AB || CD, ked bod E lezi na priamke CD a tri strany lichobeznika ABCD majt rovnaki velkost.
Kolko je takych bodov ?

11.41 Dané su body A[21,20,4], B[25,22,0], C[11,19,14] D[11,21,14]. Vypocitajte siradnice vrcholov
asponi jedného obdlznika K NLM tak, aby {K,L,N,M} C M UN.

11.42 Nech K,L st mimobezné priamky rovnobezné s nadrovinou N priestoru E,,. Dokazte, ze pre kazdé
n>3plati K 4L = (K 4N)+ (LAN)alebo K4L=|(KAdN)—(L-AN)|.

11.43 Dané sd body PI[3,3,-2], Q[4,4,-3], R[12,-5,3], S[—2,11,5]. Vypocitajte stradnice vsetkych
vrcholov jedného zo Stvorcov, ktoré su prienikom takych dvoch kociek, ze na kazdej z priamok
K = PQ, L = RS lezi prave jedna hrana jednej a prave jedna hrana druhej kocky.

11.44 Dané su body A[—4,1], B[6,—14].
(i) Vypocitajte rovnicu mnoziny {X € Eq; | XAl : | XA| =2 :3}. AKk4 je to mnozina?
(ii) Vypocitajte véeobecnt rovnicu priamky L rovnobeznej s osou z-ovou tak, aby na L existoval
prave jeden taky bod, ktorého pomer vzdialenosti od bodov A, B je 2 : 3. Kolko je takych
priamok?

11.45 V R, st dané body A, B, C tak, ze C lezi medzi A,B. Nech Z lezi na osi usecky AC, Y lezi na osi
usecky BC a nech XY CZ je rovnobeznik. Dokazte, ze X lezi na osi usecky AB.

11.46 Dokézte, ze mnozina vSetkych bodov priestoru E,, rovnako vzdialenych od danych bodov A B, C
je bud prazdna mnozina alebo podpriestor priestoru FE,.

11.47 Dané st body A[1,0,1,0], B[0,2,1,3], C[2,2,5,2], D[1,1,1,-7], E[-1,5,1, —1]. Zistite, aky ttvar
je mnozina U = {Z € Ey; X € AB,Y € CDE, Z deli tsecku XY na dve usecky, pomer velkosti
ktorych je 1:2 }.

11.48 Nech R, S st stredy strdn AB, C'D rovnobeznika ABCD. Dokézte, ze priamky DR, BS delia
uhlopriecku AC' na tri rovnako velké usecky.

1149 V E3 je dany AABC. Nech E € AB je taky bod, ze CE je os 9 ACB. Najdite mnozinu
{X € E5; XF je os 9 AXB}.

11.50 Nech ABCD je taky stvorsten v Ej, ze osi uhlov (ako priamky) <) ADB, 9 ACB sa pretinaji v
bode E. Dokazte, ze body F,C, D lezia na gulovej ploche, ktorej stred lezi na priamke AB.

11.51 Ktory z bodov priamky AB mé najmensiu mozni vzdialenost od nadroviny N = CDFG, ked
A[3,7,0,0], B[4,2,1,-2], C[0,5,1,-1], D[1,0,2,-3] F[3,1,-2,3], G[2,—1,1,0].

11.52 Dan4 je nadrovina K = (1,—4,0,2,—1) abod BJ0, 1,5, 1]. Vypocitajte vieobecni rovnicu nadroviny
N tak, aby K, N patrili do toho istého nevlastného zvéazku nadrovin a aby pomer ich vzdialenosti
od bodu B bol (v danom poradi) 3:2.

11.53 Nech C' = A + B s1i body roviny Es. N&jdite mnoziny

M = {X€E;:2|AX|*> +|CX|? = |BX|?*}
N = {X € F,:2/AX|=|BX|}
P = {X€PF,:|AX]? - |BX|* =|ABJ*}.

12 Velkosti uhlov

Vsetky tvahy v tomto ¢ldnku budd v rovine Es, v ktorej E = (O, €1, €3) je ortonormdlny repér a €y, € je
kladnd béza.
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Uhol vektorov

Velkost uhla budeme definovat pomocou goniometrickych funkeii. Predpokladdme preto, ze citatel je
(z matematickej analyzy) oboznameny so zakladnymi vlastnostami goniometrickych funkcii. Pripomenime
len, Ze funkcie sinus, kosinus mozno definovat ako st¢ty nekoneénych radov

20 2?2 2t xt 2 2b

cosm:a—ﬁ—i—z—---, Singyzf—g_f_g_

Potom pre vSetky o, 8 € R a pre vSetky celé ¢isla k plati

cos(a + 2km) = cos cos(a £ 3) = cos a. cos B F sin a. sin 3
sin(a + 2km) = sin « sin(a £ §) = cosa. sin § £ sin a.. cos
sin®a +cos?a = 1 cos(—a) = cosa, sin(—a)= —sina

Veta 12.15 Pre [uboqolhé a € R, ezistuje jediné oy € (—m,m) a k € Z tak, Ze o = o + 2km. Cislo
nazjvame zédkladnd velkost éisla o

Dokaz. Vyplyva z faktu, ze R je zjednotenim disjunktnych intervalov dIZky 2m
(=5, =37 >, (=3m,—7 >, (—m,7w >, (7,37 >, (3w, 5w >, (bw,Tw > ... (12.7)

u.v

- < 1.
vl

Ak @, ¥ st nenulové vektory, Cauchy-Buiijakovského nerovnost mozno prepisat do tvaru —1 < F
.
TA4to nerovnost umoziuje uviest nasledujticu definiciu, motivovant rovnostou (9.1).

Definicia 12.16 Uhol (alebo odchylka) nenulovich vektorov @, @ (priestoru E,) je redine éislo
Quv € (0,7) dané rovnostou

Q 4v = arc cos |_1ﬁ)_,| (12.8)
Ul.|v
Priamym vypoétom mozno dokézat, ze pre lubovolné nenulové vektory @, 7
v = QU (12.9)
Te (@, Te ()T = Quv=<Ty (12.10)
CE(D)T,TE(Y)” = Quu=<97y (12.11)
T (@, Te{)” = Qui=n-7y (12.12)

Ak AB AC’ sd polprlamky, tak z (12.10) vyplyva, ze pre kazdé X € intﬁ Y € int% plati
N AX AY <) ABAC. Preto mozmo definovai uhol (alebo odchylku) polprlamok AB, AC ako reédlne
¢islo < ABAC t.j. uhol polpriamok AB, AC sa rovna uhlu vektorov AB AC

Orientovany uhol

Definicia 12.17 Usporiadand dvojicu (i,¥) nenulovych wvektorov nazgvame orientovany uhol a
oznacujeme uv. KaZdé z ¢isel mnoZiny

{ e W0+ 2km; k je celé éislo}
nazijvame velkost orientovaného uhla WU, éo skrdtene piseme

@0 = 9 v + 2k,

kde € je znamienko determinantu det(_'E _'E) (t.g. ak je tento determinant > 0, kladieme ¢ = +, ak je
zdporny Kladieme ¢ = —); éislo €< 40 nazjvame zdkladnd velkost orientovaného uhla W0 a € znamienko

zdkladnej velkosti. Dva orientované uhly 4v, ab s zhodné (oznadenie 40 = @b), ked ich zdkladné velkosti
su rovnakeé.
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Je zrejmé, ze v uvedenej definicii znamienko € = +, ked #, ¥/, je linedrne zavisld sustava alebo je rovnako
orientovand ako €1, €3 a ¢ = —, ked 4, U je opacne orientovana ako €7, €.

Z tejto definicie a z definicie uhla vektorov vyplyva, ze e v € (—m, 7 > a obratene, o € (—m,m >
implikuje e =+, ked a > 0ae=—, ked @ <0.

Je zrejmé, ze dva orientované uhly ﬁ', @b st zhodné prave vtedy, ked
{ £9 @0+ 2km; k je celé cslo} = { e< @b + 2k; k je celé &slo}.

Doésledok 12.18 Duva orientované uhly si zhodné prdave vtedy, ak rozdiel ich lubovolngch velkosti je 2k,
pre nejaké celé éislo k.

Doésledok 12.19 Relacia =2 je reldcia ekvivalencie.

Veta 12.20 Nech i, v si nenulové vektory. Potom

)

av] = —|v| (12.13)
e @, velpt = Wiy (12.14)
Ge(@) ", Ve ) = uv=Ty (12.15)
Ge (@, ve @ = |uvl=r—|Ty|, pre nejaké velkosti |0, |TF] (12.16)

Dékaz. Vyplyva z (12.9), (12.10),(12.11),(12.12) a z rovnosti

pu.qu Pq.UV uv

pallgw] — Ipalldl|o] " lallo]
ktoré platia pre vSetky nenulové p, q.

Veta 12.20 umoziuje uviest nasledujicu definiciu.

—

Definicia 12.21 Orientovany uhol VAV B budeme oznacovat AVB a hovorit, Ze AVB je orientovany

. . .. . }7 }7 }7 }7 4 . 7’ 7’
uhol usporiadanej dvojice polpriamok (VA,VB); VA (resp.VB) nazgvame zaciatotné (resp. koncové)
rameno orientovaného uhla AV B.

Désledok 12.22 Pre kazdé dve polpriamky VA, VB je
|AVB| = —|BVA| .

V definicii orientovaného uhla sme pouzili oblikovii mieru uhlov. Casto sa vSak pouziva stupiiové miera.
Ked (€1, €2) je kladnd baza, potom

AVB| = k.360°, ak VA = VB

\A/‘-/\B| = 180° + £.360°, ak W, VB st opacné polpriamky

AVB| = 90°+k.360°, ak VA LVB a (VA VB) je kladns béza

AVB| = 270° + k.360°, ak VA L VB a (VA,VB) je zépornd baza.
Ked a« = 9 AV B, potom

AVB| = a+k360°, ak (VA,VB) je kladnd baza

IAVB| = —a+k.360°, ak (VA,VB) je zépornd biza.

Veta 12.23 Nech o € R a nech @ je ort. Potom

ip = (cosa,sina) < |e1d| = a.
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Dokaz. Nech egag, £101 st zdkladné velkosti uhlov «, é’/l\&'. Dékaz implikécie =: Pretoze é1 g = (1,0), tak

g

- 1a
cosay = cos< €1d = B = cosa = coSs Q.
1

Cize a1 = ag. Znamienko €1 sa rovna znamienku determinantu

™

cos o
sin o

det(&1 %@ ) = det ( ;

) =sina = sinegay = €p sin g

odkial vzhladom na to, Ze sinag > 0, znamienko &sla ggsinag sa rovné eg, je teda £1 = €o. Dokaz
1mphkac1e <: Nech @ = (a1, a2); kedze ey je zakladna velkost uhla «, je zdkladnou velkostou aJ uhla
€1a, preto cosa = cosag = cos@ €1a = €1.a = ay. Vektor @ je ort, preto a2 =1- al =1 — cos? oy =
sin? o, az = %sinag. To znamend, ze si dve moznosti @ = (cosa,sina) alebo @ = (cosa, —sina) =
(cos(—a), sin(—a). Obe moznosti splyvaji, ked a = km, k celé. Druhd moznost nenastane, ked a # kn

lebo podla prvej casti dokazu |ela| —a, podla predpokladu je viak |ela| = a, odkial @ = —a ¢o implikuje
a = km, celé k.

Désledok 12.24 Nech o € R. Existuje prdve jeden ort a tak, Ze |e:1\6| = a.
Désledok 12.25 Duva orientované uhly velkosti o, B st zhodné prdve vtedy, ked
cosa=cosf3 a sina=sinf
Veta 12.26 Nech @ = (cosa,sina), by = (cos B, sin 3). Potom |EL/'\I;| =0—- .
Dokaz. Rovnost kosinusov
cos éfl_)’ = (cos a, sin &).(cos 3, sin ) = cos acos § + sinasin f = cos(f — ).

Vzhladom na désledok 12.25 staci dokazat, ze znamienko zékladnej velkosti uhla ab je to isté ako znamienko
¢isla sin(8 — «) :

cosa  cosf
sina  sin (3

det(a@”, EE)

=sin(8 — «)

Désledok 12.27 Nech @, b, sii lubovolné nenulové vektory. Potom |db| + |be] = |dd].
Veta 12.28 Nech @ je ort a v € R. Erxistuje prdve jeden ort b tak, e |ab| = .

Dokaz. Nech @ = (cos av, sin ) a nech b = (cos(a+7), sm(oz+7) podla Vety 12.26 ) je @b = a+y—a=7.
Ak by existoval este jeden vektor, povedzme ¢ tak, ze |aE’\ =7, potom podla 12.27 |ela\+|&’5| = |eic] = a+y

a to znamenad, ze existuju dva rozne vektory b c tak, ze 61b =a+vy= e ¢o odporuje Vete 12.24.

— —
Désledok 12.29 K danej polpriamke VA a a € R existuje prdve jedna polpriamka V B, tak, Ze
|[AVB| = a.

Uloha 12.30 Nech o # kr, pre vietky celé k a nech \A/V\B| =aa |A/‘—/\C| = —a. Dokdzte, Ze polpriamky
VB, VC lezia v opaénych polrovindch s hranicou V A.

Velkost dutého uhla
Definicia 12.31 Velkost

(i) dutého uhla BAC je uhol vektorov fTB>, A*C:; oznacenie | BAC|
(ii) priameho uhla je éislo ®

(iii) nevypuklého uhla BAC je ¢islo 2m — | BAC; oznacenie |% BAC).
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Kvoli jednoduchosti kladieme cos |<) BAC| = cos <) BAC (podobne pre nevypukly uhol). Z definicie 12.31
vyplyva, ze
AB.AC
COS Q BAC = 4}72
|AB|.|AC|

Dva uhly nazyvame zhodné, ak ich velkosti si rovnaké &sla. Duty uhol, ktorého velkost je z intervalu
0,%) (re§p.(g, 7)) nazyvame ostry (resp. tupy uhol ). To znamend, ze uhol « je ostry (resp.itupy)ipréwe
vtedy, ked cosa € (0,1) (resp. cosa € (—1,0)). Duty uhol AV B nazyvame pravy uhol, ak AV L VB. To
znamend, ze duty uhol « je pravy prave vtedy, ked cosa = 0.

7 Ulohy 12.30 priamo vyplyva

. . — —
Veta 12.32 Nech a € (0,m) je lubovolné ¢islo a nech VAB je polrovina. V polrovine VAB ezistuje jedind
polpriamka VX tak, Ze | XV A| = a.

Jednotky miery uhlov

Velkost uhla uvedentd v Definicii 12.31 nazyvame oblikovd miera. Jednotkovym uhlom v tejto miere je
uhol o velkosti 1, ktory nazyvame radidn a skratene oznacujeme rad. Velkost plného uhla je tak 27 rad
(¢astejsie piseme len 27 a symbol rad vynechavame) a velkost priameho uhla je =.

Existuji aj iné miery uhlov. Medzi najpouzivanejsie patri stupnova miera, v nej jednotkovym uhlom je
1° (stupeni). Je to uhol, ktorého velkost v oblikovej miere je

To znamend, ze velkost plného (resp. priameho) uhla v stupfiovej miere je 360 (resp.180). V stuprtiovej
miere sa pouzivaju aj mensie jednotky ako 1°. Su to

1 1
1" mintta = —1°, 1’/ sekunda = —1’.
60 60

Na prevédzanie velkost{ z oblikovej do stupiiovej miery a vice versa slizi rovnost
1rad = 57°17'45"".

Dalsie pouzivané jednotkové uhly si

1R (pravy uhol) = grad
1
19 (grad) = 100
1
1md (matematicky dielec) = 1000
;oo 1
1dc (delostrelecky dielec) = 1500 R

13 Uhol podpriestorov euklidovského priestoru

Definicie vzdialenosti dvoch bodov, bodu od podpriestoru, dvoch podpriestorov atd. sme uviedli v jedinej
vieobecnej definicii. Podobne by sa dal definovat aj uhol (alebo odchylka) dvoch lubovolnych podpriestorov
(kladnej dimenzie) priestoru E,,. Takou definiciou by sa v8ak znaé¢ne skomplikovali vypocty. Preto budeme
postupovat ”individudlne”.

Nech d, ¢ resp. b, d st smerové vektory priamok K resp. L. Z (12.10), (12.12), (12.11) vyplyva, zZe ¢islo

122 nezéavisf na volbe smerovych vektorov @, b priamok K, L. Preto mdze byt uvedens
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Definicia 13.33 Uhol (alebo odchylka) priamok K, L so smerovgmi vektormi @, gje c¢islo

a.b|
9 KL = arccos @ _! € (0, m).

— ‘

Désledok 13.34 Ak K||M, L||N su priamky, KL =< MN.
Je zrejmé, ze ked priamky K, L st kolmé, ich uhol (odchylka) je 7

Definicia 13.35 Uhol (alebo odch}'ilka) priamky K a podpriestoru M priestoru E,, je uhol priamky K a
jej pravouhlého priemetu do M; ked K L M, kladieme < KM = 7.

Definicia 13.36 Uhol (alebo odchylka) dvoch nadrovin priestoru E,, n > 2, je uhol (odchylka) normdl
tychto nadrovin.

Veta 13.37 Nech d(ay,...,a,) je smerovy vektor priamky L, dix1 + ... + dpxyp + dn, = 0 je rovnica

nadroviny N a nech d = (dy, ..., d,) (vsetko v ortonormdlnom repére). Potom
a.d| diay + - +d
<)L]V:arcsinai‘:arcsin [dics + - + dnan| €<0,m/2>.
lal.|d| V@t v a2) e+ a2

Dékaz. Nech A € L\ N a nech Ay je ortogondlny priemet bodu A do N. Nech LN N =B (ak L L N
alebo L||N tvrdenie je zrejmé); potom ABAAg je pravouhly s preponou BA. AAy = Ny je norméla
nadroviny N; < L AAg = |9 BAAo|, 9 LN =< LBAg = | ABAg|, preto 9 LN +< LNy = § odkial
9 LN =% — < L Ny. Zvysok dokazu vyplyva z identity cos(m/2 — a) = sin v a definicie 13.33.

Veta 13.38 Nech N = bijx1 + -+ by + bppy1 = 0, M = dyx1 + -+ + dpxy + dpy1 = 0 sd rovnice

nadrovin N, M v ortonormdlnom repére a nech b= (by, ... by), d = (d,...,dy). Potom
b.d| bidi + - + budy,
cos<)NM:|_,|_,: b £+ | .
bl.|ld] O+ 2B+ d2
Cvicenie

13.1 Nech @ € (¥)* (resp. @ € (¥)7) je nenulovy vektor. Dokézte, ze < 4 = 0 (resp.<) 47 = 7).
13.2 Nech @, 7, w si nenulové vektory a nech w € (@)™ + (0)*. Dokdzte, ze <) 4w + < Wi = < uv.
13.3 Dokazte, ze kazdé dva vrcholové uhly st zhodné.

. —_

13.4 Dokazte, ze striedavé uhly ABC, BCD st zhodné prave vtedy, ked ich ramend BA, CD lezia na
rovnobeznych priamkach (skrdtene ramend si rovnobezné) a obratene.

13.5 Dokézte, 7e sthlasné uhly st zhodné prave vtedy, ked ich neincidujiice ramend st rovnobezné.

13.6 Dokaizte, ze stcet velkosti vsetkych vnitornych uhlov trojuholnika je 7 rad.

13.7 Nech AABC je pravouhly s preponou AB a D je pata kolmice z bodu C' na priamku AB. Dokazte,
—
ze De AB a
|BC|* = |BA|.|BD| ( Euklidova veta o odvesne)
|DC|? = |DA|.|DB| ( Euklidova veta o vyske).
13.8 Nech oo = 9 BAC je vnutorny uhol AABC. Dokézte, ze

|CB|? = |AC|* + |AB|? — 2|AC||AB|cosa ( kosinusova veta)
13.9 Dokéitte, 7e ak ¢ je uhol vektorov @, b, tak @.b = |@||b| cos .

13.10 Dokéazte, ze ak BAC = CAB , tak zTB , A_C" st linedrne zavislé vektory.

13.11 Vypocitajte odchylku hrany BA stvorstena ABCD od podstavy BDC, ak A[-7,0,-1,2],
B[25,-1,0,4], C[0,0,1,—4], D[5,—1,—1,9].
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13.12 Dany je rovnobeznosten ABCDEFGH, ktorého dolnd podstava je ABC'D. Vypocitajte uhol dvoch
telesovych uhlopriecok tohto rovnobeznostena, ak A[2,3,0], B[-1,2,1], C[0,0,4], E[2,3,3]. Dalej
urcte uhol dvoch jeho stien.

—

13.13 Nech @g = (ay,...,ay,) je lubovolny ort euklidovského priestoru E,, E = (&i,...,é,) je orto-
normélna bdza. Nech o; = < dé; pre vsetky i = 1...n. Dokézte, ze

2 2

g = (cosay,...,co8ay), cos“aq + - +cos‘a, =1

(¢isla cos a, cos aa, . . ., cos av, nazyvame smerové kosiny vektora @).

-

13.14 V rovine N = A + (d@,b) zostrojte priamku, ktord prechddza bodom A a ktorej uhol s priamkou

L=A+(C) je 60°, ak A[-1,2,3], d(2,—-1,0), 5(4, 1,1), &—1,3,1). Kolko je takych priamok ?
13.15 Na priamke AB néajdite v8etky také body X, aby uhol priamky DX a roviny N = ABC bol rovny
uhlu priamky CD s rovinou N, ak A[0,0,—10], B[2,—1,5], C[5,0,5], D[5, —10,4].

—A -
13.16 Nech SJ je priemer gulovej plochy G a N jej dotykovd rovina v bode J. Nech T3, T5 st rozne
dotyénice gulovej plochy G v jej bode A a ty, to ich stredové priemety z bodu S do N. Dokéazte, ze
uhol priamok T3, T5 sa rovna uhlu priamok 1, ¢s.

14 Vektorovy sucin

V celom tomto ¢lanku predpokladdme, ze euklidovsky priestor je trojrozmerny a E = (O, €1, €, €3) je jeho
ortonormalny repér.

Definicia 14.1 Nech ig = (u1,u2,u3),0g = (v1,v2,v3) sd lubovolné vektory. Vektor
€1 € €3
up Uy UuUg =
U1 V2 U3

Uz U3
V2 U3

Uy us
V1 U3

Up U2
U1 V2

—

€3

—

€1 —

S
X
<y
I

€ +

nazgvame vektorovy sucin vektorov @,v. Skaldrny sucin W.(4 X ¥) naezgvame zmiesany sucin vektorov
W, U4, U a oznacujeme [W, U, V).

Veta 14.2 Nech Wy = (w1, we,ws), U = (u1,us,us), g = (v1,v2,v3), t st lubovolné vektory, r skaldr.
Potom

(i) axvL<ud>

wy w2 w3 Uy U2 U3
(11) [117, ﬁ, 17] = (5% (5 us = V1 (%) V3
(%4 (%) V3 w1, W2 Ws

(i) [@x 8] = |@ x 7

—

(iv)  ked sustava @, je linedrne nezdvisld, orientované bdzy (€1, €3, €3), (4, 0,4 x ¥) sd rovnako orien-

tované
(v)  ked sistava @, je linedrne zdvisld, @ x 7= &
(vi) dxv=—(Ux1d)
(vii) (@ x¥) = (rd) x ¥ =4 x (rv)
(viii) (@4 9) x W =4 X W+ U X 0, UX (T4+d)=uxT+uxd
I TREETAA
(ix) (@ x 0)(@ x ) = 2122 15,;
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(xii) (@ x7) x W = (dwh)v — (vw)d
(xiil)  |[@, @, ]| je objem rovnobeinostena ABCDEFGH, ked i = E, U= 1@, U= A—D>

Dékaz. Oznaéme @ X 7 = i, ig = (n1,n2,n3). (i) Podla Dosledku 10.19, stiradnice vektora 7 sii stiradnice
norméloveho vektora nadroviny, ktorej zameranie je < @, ¥ > . (ii) Ak rozvinieme prvy determinant v (ii)
podia prvého riadku, dostaneme wnq +wans +wsng = [, @, ¥]. Z prvého determinantu dvojitou vymenou
riadkov dostaneme druhy determinant. (iii) [@ x ¥, @, 0] = (@ x 7).(7 x ©) = (@ x ¥)? = |@ x 7|? (iv) ked
sustava i, U je linedrne nezdvisld, je aj ststava (@, 7, 4 x ¥) linedrne nezdvisld a t4 je rovnako orientovand
ako stistava o x ¥, @, ¥, ktorej determinant je podla (ii) a (iii) |@ x #)|?> > 0 a je teda rovnako orientovani
ako bdza (€7,€3,€3). (v) - (viii) priamo vyplyvaji z vlastnosti determinantov. (ix) Rovnost overime
tak, Ze obidve strany vyjadrime pomocou stradnic vektorov i, ,w,t. (x) Ak v (ix) polozime @ = &,

u.uU  u.v o S o 2.9 N 11 =1\ 2 = N
LT = G = @ - @2 = () - (i cos 3 i) =
(|@]|7))?(1 — cos?® Q @) = (|a]|7])?(sin Q @w)?, odkial vzhladom na to, ze sin<) @7 > 0 dostdvame (x)
(xi) Dokdzeme vymenou riadkov v determinante (ii). (Xii) Postupne podia (xi), (ix) a Elalsuni Upravami
dostavame ((@ x ¥) x ).t = [@ x T, 0, ] = (@ x 7)(0 x 1) = (@) (1) — (00) (@) = ((@w)0 — (@) @)t, odkial
(% T) x @ — (@) — (00) @) ).t = 0 pre lubovolny vektor . Jedlny Vektor kolmy na kazdy Vektor priestoru
E5 je nulovy vektor, preto plati (xii). (xiii) Nech 77 = @ x 0; potom 7 je normdla roviny ABCD a obsah

rovnobeznika ABCD je |£ X A_D>| = |7, vid (x). Objem rovnobeznostena ABCDEFGH (ozna¢me O)
je napr. suéin velkosti vysky na stenu ABCD (t.]. Vzdialenosti bodu E od roviny ABCD, ozna¢me ju d)

‘AE|n| takze O = d.|fi| = |AE.7l| = |@.7i| = |[&, @, 7.

¥ = t, dostaneme (@ x ¥)? =

a obsahu tejto steny. Podla 11.3 je d = Tz AE| =

Cvicenie
14.1 Dokéazte Jacobiho identitu (& x ¥) x W+ (U X W) X 4+ (W X &) X T = 0.
14.2 Dokézte identitu [u, ¥, w] =

14.3 Dokazte identitu [@ + 7,0, ] = [i, w,ﬂ + [, 10, 1).
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PRILOHA

A Relacie, binarne operacie

Zobrazenia

Jeden z najdolezitejsich pojmov matematiky je pojem zobrazenia. Zobrazenia slizia na ”porovnavanie”
dvoch algebraickych struktir, na porovnavamie poc¢tu prvkov dvoch mnozin, v geometrii sa pouzivaji na
zobrazovanie trojrozmerného priestoru na dvojrozmerny, pouzivaju sa aj v konstrukénych tlohéach, atd.

Kartezidnskym sucinom M x N mnozin M, N nazyvame mnozinu vietkych usporiadanych dvojic [m,n] =
{m,{m,n}},m € M, n € N, pricom [m,n| = [a,b] prave vtedy, ked m = a a n = b. Bindrnu reldciu
z mnoziny M do mnoziny N nazyvame kazdd podmnozinu kartezianskeho stuc¢inu M x N; M nazyvame
prvy obor , N druhy obor alebo koobor tejto relacie; ak M = N hovorime o relacii v mnozine M.

Nech M je neprazdna mnozina, n > 0 prirodzené ¢islo; kazdy prvok mmnoziny M™ = M x M x ... x M
nazyvame ststava n prvkov mnoziny M (kratsie: sistava prvkov).

Budeme hovorit, ze mnoziny M, N inciduji, ak M C N alebo N C M.

Nech « je bindrna reldcia z mnoziny M do mnoziny N. Vyraz [x,y] € o budeme pisat tiez v tvare
a(z) = y a hovorit, Ze y je obraz x v reldcii a alebo x je vzor y v reldcii a; pre kazdé y € N, oznacujeme
a"Yy) = {z € M;a(z) = y}. Bindrnu reliciu o budeme nazyvat zobrazenie z M do N, ak kazdy prvok z
M mé najviac jeden obraz v N; skrateny zapis o : M x N. Bindrnu reldciu o budeme nazyvat zobrazenie
mnoziny M do N, ak kazdy prvok z M ma prave jeden obraz v N; skrateny zapis a: M — N.

Nech « je zobrazenie z M do N, L C M, K C N; obraz mnoziny L v « je mnozina o(L) = {a(z);z € L}.
Ak o(L) C K, tak zobrazenie a|L : L — K,z — y < a(x) = y nazyvame ziZenie zobrazenia o : M — N
(na mnozinu L) a obrdtene « nazyvame rozsirenie zobrazenia a|L.

Karteziansky stéin dvoch mnozin mozno zovieobecnit na kartezidnsky sucin lubovolného koneéného poétu
mnozin. Kartezianskym su¢inom My X ... x Mg mnozin My, ..., Mg nazyvame mnozinu vsetkych usporia-
danych s-tic [a1, ... as], kde a; € M; pre vsetky i. Ak M; = --- = My, = M, kladieme My x---x My = M* .
Kazda podmnozinu mnoziny M; X - - - X Mg nazyvame s-drna reldcia . Podmnozinu mnoziny M*® nazyvame
s-arna reldcia v mnozine M. Kazdy prvok mnoziny M?® nazyvame usporiadand sustava s prvkov mnoZiny
M (kratsie: usporiadand sustava).

Bindrnu reldciu R v mnozine M nazyvame reflexivna , ak [a,a] € R pre kazdé a € M; symetrickd, ak
[a,b] € R = [b,a] € R; tranzitivna, ak [a,b] € R a [b,c] € R = [a,c] € R. Reflexivnu, symetrickd a
tranzitivnu reldciu v mnozine M nazyvame ekvivalencia na M. Ak R je ekvivalencia na M a a € M, tak
mnozinu R(a) = {z;[a,z] € R} nazfvame trieda ekvivalencie reldcie R; lahko sa dokaze, 7e kazdé dve
triedy ekvivalencie R st bud disjunktné alebo rovnaké.

Systém neprazdnych podmnozin mnoziny M nazyvame rozklad mnoziny M, ak kazdy prvok z mnoziny M
patri prave do jedného prvku tohto systému. Nech S je rozklad mnoziny M; na M definujeme relaciu R
tak, ze [a,b] € R prave vtedy, ked a,b patria do tej istej mnoziny rozkladu S. lahko sa d4 dokazaf, ze
takto definovand relacia je ekvivalencia na M. Plati aj obratene, ak R je ekvivalencia na M, tak systém
{R(a);a € M} je rozklad na mnozine M.

Reldcia R sa nazyva antisymetrickd, ak [a,b] € R a [b,a] € R = a = b. Reflexivnu, antisymetrickd a
tranzitivnu reldciu na mnozine M nazyvame relacia usporiadania mnoziny M. Mnozinu spolu s relaciou
usporiadania na tejto mnozine, nazyvame usporiadand mnozZina . Ak R je taka reldcia usporiadania na
mnozine M, ze pre kazdé a,b € M bud [a,b] € R alebo [b,a] € R, tak R nazyvame linedrne usporiadanie
a M nazyvame linedrne usporiadana mnozina. Relaciu usporiadania obvykle oznacujeme znakom < . To
znamens, ze ked < je reldcia usporiadania na mnozine M, potom a < a pre kazdé a € M; a <bab<a
= a=ba<bab<c = a<c.

Nech N je podmnozina usporiadanej mnoziny M; prvok d € M nazyvame dolné ohrani¢enie mnoziny N,
ak pre kazdé x € N je d < z; h € M je horné ohranicenie mnoziny N, ak pre kazdé x € N je x < h.
Najvécsie dolné ohranicenie (resp. najmensie horné ohranicenie) mnoziny N nazyvame infimum (resp.
suprémum) mnoziny N; oznacenia: inf N (resp. sup N).
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Grupa zobrazeni

Z danych reldcii mozno utvarat nové reldcie. Jeden z najddlezitejsich sposobov vytvarania novych relécif
je sucin reldcif. Nech « je reldcia z M do N, f3 relacia z N do P. Reléciu {[z,z] € M X P; existuje y € N
tak, ze a(z) =y a B(y) = 2z} nazyvame sucin reldcii a, 8 a oznac¢ujeme a o 8 alebo len af.

Zobrazenie ¢ : My X ... X My — M nazyvame s-arna operacia ; ak M; = --- = My, = M, hovorime,
Ze o je s-drna operdcia na mnozine M. To znamend, ze undrna (t.j. 1-4rna) operdcia na M je zdroven
zobrazenie mnoziny M do M, binarna operacia na M je zobrazenie M x M — M, ternarna operacia na
M je zobrazenie M x M x M do M.

Grupoidom nazyvame dvojicu (G,.), kde G je neprdzdna mnozina, (.) je bindrna operdcia na G; prvok
e € G nazyvame jednotkou (alebo jednotkovy prvok), ak pre kazdé x € G z.e = e.x =z (z.y je obraz
dvojice [z, y] v zobrazeni (.)). Grupoid, v ktorom plati asociativny zdkon (t.j. z.(y.z) = (x.y).z pre vsetky
x,y,2z € G) nazyvame pologrupa. Pologrupu s jednotkou nazyvame monoid. Grupoid (H,x) nazyvame
podgrupoid grupoida (G,.), ak H C G a x xy = z.y pre vSetky =,y € H; v tom pripade miesto (H, %)
piseme (H,.). To znamena, ze grupoid (H,.) je podgrupoid grupoida (G,.) prave vtedy, ked H C G.

Zobrazenie ¢ : M x N nazgvame injekcia (injektivne alebo prosté), ak pa = b implikuje a = b a surjekcia
(surjektivne alebo na mnozinu), ak p(M) = N. To znamend, ze ¢ : M x N je injekcia, ak neexistuji dva
rozne prvky mnoziny M, ktoré maji ten isty obraz alebo mnozina ¢ ~!(y) m4 najviac jeden prvok pre
kazdé y € N; je surjekcia, ak kazdy prvok mnoziny N m4 aspon jeden vzor v M alebo mnozina ¢~ *(y)
ma aspon jeden prvok pre kazdé y € N. Zobrazenie mnoziny do mnoziny, ktoré je injekcia i surjekcia
nazyvame bijekcia. Zobrazenie ¢ : M — N je bijekcia prave vtedy, ked mnozina ¢ (y) mé préave jeden
prvok pre kazdé y € N. Identické zobrazenie alebo identita, t.j. zobrazenie, ktoré kazdy prvok = z oboru
M zobrazi do  budeme oznacovat symbolom 1, alebo len 1.

Ak : MxN, 1 : NxPsu lubovolné zobrazenia, existuje zobrazenie (ako sucin relécif), ktoré je definované
rovnostou (¢ o p)(x) = ¥ (p(x)). Nazyvame ho sicin zobrazeni (v tomto poradi!) alebo zobrazenie zloZzené
70 zobrazeni 1, ¢ a oznacujeme 1 o @ a tiez Y.

)

Mnozina v8etkych zobrazeni M — M spolu s operaciou ” stucin zobrazeni” tvori grupoid. Tento grupoid
je dokonca monoid, jeho jednotkou je identita a asociativnost operacie (o) vyplyva z rovnosti

(pop)od)(z) = (Yop)((x) =d(p(E(x),  (Wolpol))(x)=1v((po)(z)) = ().

Kazdu bijekciu M — M nazyvame transformdcia (alebo permutdcia) mnoziny M.

Veta A.1 Dané je zobrazenie o:M — N. Ak existuje zobrazenie oo : N — M (resp.: N — M) tak, Ze
aop =1y (resp. po B =1n), ¢ je injekcia (resp. surjekcia) a obrdtene.

Dokaz. Nech a o = 1y a wg = ph, potom a(p(g)) = a(p(h)), tj. (ao@)(g) = (ao)(h), odkial
1a(9) = 1a7(h), g = h. Predpokladajme teraz, ze ¢ o 3 = 1y ay € N je lubovolny prvok; potom
©(B(y)) = In(y) = y, takze By je vzor prvku y v zobrazeni ¢ , teda ¢ je surjekcia. Dokaz obratene je
evidentny.

1

Nech ¢ : M — N je zobrazenie; ak existuje také zobrazenie =1 : N — M, 7e ¢ top = 17 a o™t = 1y,

tak ¢ ~! nazyvame inverzné zobrazenie k zobrazeniu .

Veta A.2 Ku kazdej bijekcii ¢ : M — N existuje inverzné zobrazenie ¢ ' : N — M, ktoré je bijekcia;
ak o(x) =y, tak =1 (y) = x a obrdtene.

Dokaz. Vyplyva z predoslej vety.
Grupoid (G, .) nazgvame grupa, ak (G,.) je monoid a ku kazdému z € G existuje 2! € G (t.j. inverzny
prvok) tak, ze z.271 = 27 1.2 = ¢, kde e je jednotka grupoida (G,.). Grupu, ktorej prvkami st zobrazenia

a operaciou je ”sucin zobrazeni” nazyvame grupa zobrazeni.

Veta A.3 Mnozina vietkijch transformdcii neprdzdnej mnoziny M (spolu s operdciou skladania zobrazens)
je grupa zobrazeni. Tito grupu budeme nazjvat iplné transformaénd grupa mnoziny M.
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Dokaz. Je zrejmé, ze mnozina vSetkych transformacii mnoziny M je monoid. Pre zvySok doékazu staci
pouzit vetu A.2.

Nech G je grupa zobrazeni a nech F, H st podmnoziny mnoziny G. Je téelné zaviest oznagenia
FoH={poy;pc F,yeH}, H '={y ¢ecH.
Uloha A.4 Nech F, H si mnoZiny transformdcii. Dokdzte, Ze

(i) FCH=F'cH?' (i) (HY'=H

Ak H je podmnozina grupy zobrazeni G, moéze sa stat, Ze H je tiez grupou zobrazeni (t.j. podgrupou
grupy G). O tom aké podmienky musf spliiat mnozina H aby bola podgrupou grupy G, hovorf

Veta A.5 Nech H je neprdzdna podmnoZina grupy zobrazeni G. Ak

(i) H.H C H t.j. operdcia (.) je vnitornd na H a
(i) H=' C H t.j. ku kazdému prvku z H, je jeho inverzny prvok opdt z H

tak H je podgrupa grupy G.

Dokaz. Z (i) vyplyva, ze H je grupoid (stic¢in dvoch zobrazeni z H je opit z H). Ukazeme, 7e identita je
z H;ak o € H, tak ¢=' € H~! a podla (ii) ¢~ € H, preto podla (i) po o=t € H, t.j. 1 € H. Inklizia
(ii) hovori, Ze inverzny prvok ku kazdému prvku z H je opit z H. Tym je dokaz skonéeny.

Uloha A.6 Nech H je neprdzdna podmnoZina grupy zobrazeni G. Dokdste, Ze ok Ho H™' C H, H je
podgrupa grupy G.

Cvicenie

A.1 Nech (R, +,.) je pole redlnych cisel a nech d € (0,1) = I je lubovolné ale pevne zvolené ¢islo. Nech
* je bindrna operacia na mnozine R, definovans rovnostou a * b = (1 — d)a + db. Dokézte, ze (I,*)
je grupoid (podgrupoid grupoida (R, *)).

A.2 Nech (R,+,.) je pole redlnych éisel, (0,1) = I. Dokézte, Ze terndrna operacia V : [a,b,d] —
V(abd) = (1 — d)a + db definovand na mnozine R je aj terndrnou operdciou na mnozine 1.

A.3 Dokéizte, ze prienik lubovolného poétu podgrip grupy G je podgrupa grupy G.

A.4 Nech (Z,+) je grupa celych ¢isel a n lubovolné kladné celé éislo; na Z definujeme bindrnu reliciu
= nasledovne: a = b < a — b je delitelné éislom n. Dokéite, Ze reldcia = (nazyvana kongruencia
modulo n) je ekvivalencia na mnozine Z. Urcte triedu ekvivalencie =, do ktorej patri ¢islo 3 (tito
triedu oznacujeme 3). Mnozinu vietkych tried reldcie = oznac¢ujeme Z,,. Dokézte, Ze na mnozine Z,,
mozno definovat bindrnu operéaciu nasledovne:

a®db=¢ < a+b—c jedelitelné cislom n.
Dokézte, ze (Z,,®) je grupa.
A.5 Nech R je pole redlnych ¢isel a T(R) jej iplnd transforma¢nd grupa. Dokdzte, ze

e zobrazenie f,, : R — R,z — ax + b je transformdcia mnoziny R, pre kazdé a € R,a # 0
b fc,d © fa,b = fac,bc+d

-1
L4 fa,b = fa_l,—ba_l

o {fap;a,b € R, a0} je grupa zobrazeni, ktora je podgrupou grupy T'(R).



65

B Vektorové priestory

Definicia vektorového priestoru

Definicia B.1 Nech V je neprdzdna mnoZina, prvky ktorej budeme nazijvat vektory a nech F je pole,
ktorého prvky budeme nazyvat skalary. Nech na 'V je definovand bindrna operdcia + a nech (.) je zobrazenie
FxV — V. Kedr,seF,abeV, (V,+) je abelovskd grupa a platia identity

~

V1 (r+s).d = rd+sd Vs r.(s.d
V2 r(@+b) = rd+rb V4 1.

= (r.s).d
a

ST

potom (V,+,.) (strucnejsie budeme pisat len V') nazijvame vektorovy priestor nad polom F (alebo skrdtene,
vektorovyj priestor). Zobrazenie (.) nazgvame skaldrny ndsobok vektora.

Vektor ciiy + - - - + ¢ty nazyvame linedrna kombindcia vektorov i1, ..., U s koeficientami cy, ..., cx; ak
c¢; =0 prevsetky i = 1,..., k, hovorime o trividlnej linearnej kombinécii, v opa¢nom pripade o netrividlnej
linearnej kombin&cii.

Ststavu vektorov iy, ..., %), nazyvame linedrne nezdvisld, ak rovnost cii; + --- + cpily = 0 implikuje
c1 =..=c, =0 a linedrne zdvisld, ak nie je linedrne nezavisld. Sustava vektorov uy,..., U je linedrne
zavisla prave vtedy, ked existuju skalary cq, ..., cg, nie vSetky nulové tak, ze ci1u; +- - -+ ¢ty = 0. Sustava

dvoch vektorov je linedrne zavisla prave vtedy, ked aspon jeden z nich je skalarnym nésobkom druhého
z nich. Ked je vektor linedrnou kombinéciou linedrne nezavislych vektorov, potom skaldry v tejto linedrnej
kombindcii si ur¢ené jednoznacne. Ak vynechdme s (s < k) vektorov zo ststavy linedrne nezavislych
vektorov 1, ..., U} dostaneme opat linedrne nezdvisli sistavu vektorov. Ak ku linedrne zdvislej ststave
vektorov priddme Iubovolny koneény pocet vektorov, dostaneme opét linedrne zévisli sistavu vektorov.

Podpriestory vektorového priestoru

Definicia B.2 Nech (V,4+,.) je vektorovy priestor nad polom F. Kazdy vektorovy priestor (U, +,.) nad
polom F, pre ktory plati U C V nazgvame podpriestor priestoru (V,+,.)

Nech (V,+,.) je vektorovy priestor na polom F, M,N,U C V, R,S C F. Je ticelné zaviest nasledujiice
oznacenia

M+4+U={ui+v, ue M,v€U} SU={rd; re S, aueU}

R+S={r+s reR,seS} R.S={rs; re R, s€ S}

Lahko sa dé overit, ze plati

(M+U)+N = M+ (U+N) (B.1)
M+U = U+M (B.2)
R(SU) = (R.S).U (B.3)

U = U (B.4)
(R+S).U C RU+SU (B.5)
R(M+U) c RM+RU. (B.6)

Veta B.3 Nech (V,+,.) je vektorovy priestor nad polom F a U C V. Nasledujiice turdenia si ekvivalentné

(1) (U, +,.) je podpriestor priestoru (V,+,.)
(ii) U+UcCU a FUCU.

Veta B.4  Prienik lubovolného systému podpriestorov vektorového priestoru je jeho podpriestorom.
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Linearny obal

Definicia B.5 Nech M je neprdzdna podmnozZina vektorového priestoru V.  Prienik vSetkjch pod-
priestorov vektorového priestoru V., ktoré obsahuji mnozZinu M mnazgvame linedrny obal mnoZiny M a
oznacujeme (M). Hovorime, Ze sustava vektorov E generuje vektorovy priestor V, ok (E) =V, Kazdi
sustavu linedrne nezdvislych vektorov, ktord generuje priestor V. nazyvame baza priestoru V. Vektorovy
priestor je kone¢norozmerny, ak je generovany koneénou sustavou vektorov.

(M) je vektorovy priestor pre kazdi neprdzdnu podmnozinu M vektorového priestoru V' a zdroven (M)
je mnozina vSetkych linedrnych kombindcii vektorov z mnoziny M. Ak W je podpriestor vektorového
priestoru V, tak (W) = W.

Veta B.6 Ked U,W si podpriestory vektorového priestoru V, potom {UUW) = U+ W.

Plati teda, ze ak U, W sud podpriestory vektorového priestoru V, potom U + W je podpriestor priestoru
V; U 4+ V nazyvame spojenie priestorov U, W.

Ak M = {uy,...,ux} , kladieme (M) = (i, ..., Uy).
Veta B.7 Kazdy netrividlny koneénorozmerny vektorovy priestor md bdzu.

Veta B.8 (Steinitzova) KaZdi sustavu linedrne nezdvislijch vektorov konecnorozmerného vektorového
priestoru V. mozno rozsirit na bdzu priestoru V.

Veta B.9 Kazdé dve bdzy netrividlneho konecnorozmerného vektorového priestoru maji rovnaky pocet
prokov, ktory nazgvame dimenzia (alebo rozmer) priestoru V- a oznacujeme dim V. Ak V = {0} kladieme

dimV = 0.
Veta B.10 Nech V je vektorovy priestor.

i imV =n, kazdd sistava majica viac ako n vektorov priestoru V je linedrne zdvisld;

i) Ak dimV kazdd sist fica viac ak Kt jestoru V' je lined jvisld

(ii) Ak U je podpriestor priestoru V, dimU < dim V;

(iii) Ak U je podpriestor priestoru V a dimU = dim 'V, tak U = V;
)

(iv) Ststava vektorov ¥y, ..., U, je linedrne nezdvisld prdve vtedy, ked dim(vy,...,0,) = n.

Veta B.11 Ked U, V si podpriestory koneénorozmerného vektorového priestoru W, potom
(1) dim(U +V) =dimU 4+ dimV — dim(U NV) (formula Grassmana)
(ii) dm(UNV) > dimU +dimV — dim W.
Morfizmy vektorovych priestorov
Definicia B.12 Nech (U,+,.), (V,+,.) st dva vektorové priestory nad tgm istym polom F. Kazdé zob-
razenie @ : U — V s identitami
p(U + V) = i + 7, o(rv) = rev (B.7)

nazgvame morfizmus priestoru U do V. Morfizmus, ktory je injekcia (resp. surjekcia, bijekcia), nazgvame
monomorfizmus (resp. epimorfizmus, izomorfizmus) ; morfizmus ¢ : U — U nazyvame endomorfizmus
priestoru U. Vektorovy priestor U je izomorfny s vektorovym priestorom V, ak existuje izomorfizmus U
na V. Izomorfizmus vektorového priestoru U na U nazyjvame automorfizmus priestoru U.

Kazdy morfizmus U — V zobrazi nulovy vektor do nulového vektora: ¢(0) = ¢(d@ — @) = pd — pd = 0.

Veta B.13 Nech U,V si vektorové priestory nad polom F. Nasledujiice turdenia si ekvivalentné

(i) U,V si izomorfné
(ii) dimU = dim V.

Nech ¢ : U=V je morfizmus vektorovych priestorov; mnozinu {#;¢ € U a U = 0} nazyvame jadro
morfizmu ¢ a oznacujeme Ker o.

Veta B.14 Nech ¢ : U=V je morfizmus vektorovijch priestorov; potom
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(i) ¢ je monomorfizmus = ¢ zobrazi kazdu sistavu linedrne nezdvislych vektorov na sistavu linedrne
nezdvislych vektorov

(ii) @ je epimorfizmus = ¢ zobrazi kazdi sistavu vektorov, ktord generuje U na sustavu vektorov, ktord
generuje V

(iii) (U) je podpriestor priestoru V
(iv) morfizmus @ : U=V vektorovgjch priestorov je monomorfizmus prdave vtedy, ked Ker p = &
(v) endomorfizmus ¢ je automorfizmus < Ker ¢ = 0.

Veta B.15 Nech F je lubovolné pole a nech V je mnozina vietkijch usporiadangch n-tic (a,...,an)
prvkov z pola F. Definujeme

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—i—bn).

car,...,an) = (cay,...,cay)
pre lubovolné proky a;, b;, ¢ pola F. Potom (V,+,.) je vektorovy priestor nad polom F a dimV = n. Tento

priestor nazjvame aritmeticky vektorovy priestor (nad polom F).

Aritmeticky vektorovy priestor nad polom redlnych (resp. komplexnych) ¢isel nazyvame redlny (resp.
komplezny) aritmeticky priestor.

Veta B.16 Nech V' je vektorovy priestor. Potom

(i) skaldrne ndsobenie nenulovym skaldrom je automorfizmus vektorového priestoru,
(ii

)

) obraz nenulového vektora v monomorfizme je nenulovy vektor,
(iii) kazdy monomorfizmus V— V je automorfizmus priestoru V,

)

(iv) kazdy epimorfizmus V— V je automorfizmus priestoru V.

Matica endomorfizmu

Nech E = (&1,...,&,), F = (fi,..., fn) st dve usporiadané ststavy vektorov vektorového priestoru V.
Ak f; = fui€1 + - + fni€n, kladieme

. fuuoooo fim
(fi)e = (frise- o fui)y i=1,...,m, FP = ; ; . (B.8)
nl - nm

V pripade, 7e E je béza priestoru V a m = 1, moézeme polozit F = (¥) a ¥ = v18] + ... + v,E,. Vtedy
hovorime, Ze v1, ..., v, si siradnice vektora ¥ v bize F a symbol F¥ nahradzujeme symbolom ¢ ¥, takze
7F je matica-stipec, ktorej prvky sd stradnice vektora ¥ v béze E; tento fakt zapisujeme vzhladom na
(B.8) aj takto g = (v1,...,0,).

Nech p: V—V je endomorfizmus, E = (é1,...,¢&,) je usporiadand sustava vektorov z V, pricom ué; = f;
pre vetky i. Ak ¥ =v1€1 + ... 4+ v,€n, tak pt = vip(€1) + - - - vy u(€y,) Cize

p@':vlﬁJr...Jrvnﬁl (B.9)

Dalej oznaéme v/ = (), o' g = (v'1,...,v',). Ak rovnicu (B.9) prepiSeme do stradnic (vetky v béze E,
t.j. pouzijeme (B.8)), dostaneme stistavu rovnic

vy = fuivr+ -+ fintn
: (B.IO)
Vp = fnlvl+"'+fnnvn7

ktori nazyvame rovnice endomorfizmu p v baze E. Matica pravej strany tejto stistavy je matica F¥,
ktord nazyvame matica endomorfizmu i v baze E a budeme ju oznacovat symbolom p%. Ststavu (B.10)
mozeme prepisat do maticového tvaru
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Ui f11 e fln (%
= : . : (B.11)
’U;L fnl v fnn Un
a v skridtenom tvare
(uo)? = P o ¥ (B.12)

Trto rovnicu nazyvame maticovd rovnica endomorfizmu p (v béze E). Tym je dokdzand

Veta B.17 Ku kaZdému endomorfizmu p vektorového priestoru V a jeho bdze E existuje matica (f;;) tak,
ze (n0)® = (fi;)v".
Veta B.18 Nech pi: V—V je zobrazenie dané maticovou rovnicou (B.12), kde (fi;) je lubovoind matica

(typu n x n) nad polom, skaldrov vektorového priestoru V. Potom u je endomorfizmus priestoru V.

Zmena bazy

Ak E, F st bézy priestoru V, rovnost (B.9) mozeme prepisat do tvaru (u9)" = ¥ ; to aplikujeme na
(B.12) a dostaneme (u®)? = pFof a vzhladom na to, ze p je surjekcia, tak pre kazdé @ = uv’ € V plati

TR R (B.13)

Této rovnica vyjadruje zavislost stiradnic vektora @ v baze E od stiradnic toho istého vektora v baze F,
¢ize umoziiuje prechod od siradnic v bdze F k stradniciam v baze E, preto maticu F¥ nazjvame matica
prechodu od bazy F ku baze E. Této matica je zaroven maticou automorfizmu, ktory zobrazi bazu E na
bazu F (pozri (B.8).

Nech v , ¢ sit endomorfizmy vektorového priestoru V. Podla (B.12)

(Yo ) (@)F = (v(¢0))" =P (e0)" =P (") = (vFp")5 ¥

(yop)? =~".o" (B.14)

a teda matica si¢inu dvoch endomorfizmov vektorového priestoru v baze F je si¢in matic tychto endomor-
fizmov v bdze E. Nech E, I’ si bdzy vektorového priestoru V a a: V—V je endomorfizmus. Postupne
podla (B.12), (B.13), (B.12), (B.13) médme

P F = (m’)’)E :FE(aT)’)F = FEQIGF = FEQFEFGE
odkial

of = FEAFEF. (B.15)

Této rovnost ukazuje ako sa meni matica endomorfizmu, ked sa meni béza.

Ak v (B.15) je « identita, tak vzhladom na to, Ze 17 je jednotkové matica pre lubovolni bazu E, plati
1 =FEEF cize
B = (FE)~1 (B.16)
pre kazdé dve bazy E, F vektorového priestoru V. Ak (B.16) aplikujeme na (B.15) dostaneme
of = (Bl EY. (B.17)
Pretoze determinant sic¢inu matic sa rovnd sucinu determinantov tychto matic z (B.17) vyplyva
det o = det (E¥)~.det o .det E¥ = det (EF)™!.det E¥ .det o = det o,

takze determinant matice endomorfizmu « v baze E sa rovna determinantu tohto endomorfizmu
v lubovolnej inej baze, preto ho nazyvame determinantom endomorfizmu a.
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Cvicenie

B.1

B.2

B.3
B.4

B.5

B.6

B.7

Uréte bézu linedrneho obalu mnoziny nasledujucich vektorov ¥(2,4,5,0), 2(—1,3,5,6),
5(—7,1,5,18), 74(1,0,0,5).

Uréte dimenziu prieniku U NV, ked
U= <ﬁ17ﬁ27ﬁ3> 7‘_[1(1773576771) ﬁ2(5727274) ﬁ3(23137’8)
V = (¥h,72,73) 71(2,0,0,1) a(—1,1,2,0) ¥5(4,1,0,3).
Uréte bazu prieniku U NV ak U,V st dané ako v cviceni B2.

Zistite, ¢i priestory U = (u, Ua), V = (¥, Ua) inciduji (t.j. ¢ U C V alebo V C U), ak
@1 (~1,0,1), By (—1,8, —1), @(2, 4, —3), T2(0,4, —1).

Nech (Ra,+,.) je redlny aritmeticky vektorovy priestor. Zistite, ktoré z nasledujiicich podmnozin
mnoziny Rs st podpriestory priestoru Rs.

Ur = {(z,y);2,y € R} Uy = {(2t,3t);t € R} Ur = {(=,y); 22 — 3y = 0}
Us ={(2t +1,3t);t > 0} Us = {(2t,3s);t.s # 0} Us = {(2t,3s);t.s =0}
Us = {(x,y);22 +y?> =1} Us = {(z,y);2x — 3y + 1 = 0} Ug={(5t — 1,2t +4);t € R }.

Nech U, W st podpriestory vektorového priestoru V, UNW = da dimU +dim W = dim V. Dokéazte,
7ze U+ W =V (v tom pripade hovorime, Ze V sa da rozlozit na priamy siéet svojich podpriestorov
U, W nazyvanych priame séitance; v takom pripade piseme V =U & W).

Nech ¢ : V— U je morfizmus vektorovych priestorov. Dokézte, ze

171,...,179 EV:>§0<171,...,173> = <90171773017g>
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