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Aplikacie vektorového sucéinu
RNDr.Viera Vodickova

U: Povieme si nieco o tom, aky vyznam ma v geometrii a stereometrii. Najdo-
lezitejsi vyznam uz poznés. Vektorovy siéin ndm umoziiuje pomerne rychlo najst vektor,
ktory je kolmy na dané dva linearne nezavislé vektory.

N«

. Ano, vyplijva to z podmienky, Ze vektorovy sucin @x ¥ je kolmy aj na vektor @, aj na vektor
.

U: Pohovorime si o dalsich aplikiciach vektorového siucinu. Vektorovy sucin vyuzijeme na vy-

pocet obsahu trojuholnika i rovnobeznika a na vypocet objemu rovnobeznostena i Stvors-

tena.

: Obsahu? Ako sa dd pouZitim vektora pocitat obsah?

c N

: Uvidis. Za¢neme obsahom trojuholnika. Poznas vzorec na jeho vypocet?

N«

: Pozndm ich niekolko. Napriklad: obsah sa rovnd jedna polovica strany a krdt vyska na tito
stranu v, .

S=ca-v,
26LU

U: Spravne, ale my budeme potrebovat iny.

Z: Este som si spomenul na tento: obsah trojuholnika sa vypocita ako jedna polovica zo sucinu
strany a, strany b a sinusu uhla gama.

1
S=-q-b-si
2a sin y

U: Tento sa nam hodi. Podla pismenok vo vzorci sudim, Ze mame dany trojuholnik ABC
s klasickym oznacenim stran a uhlov. Zavedieme si v trojuholniku dva vektory. Prvy bude
lezat na strane a trojuholnika ABC', oznac¢ime ho preto ako vektor d. Jeho zaciatoény bod
bude C' a koncovy B, preto plati @ = B — C'. Podobne druhy vektor oznac¢ime ako vektor
b a bude zac¢inat v bode C a kon¢it v bode A, plati b= A — (. Pozri si obrazok.

C

S
QL

A B

Z: Stdle nevidim, kde tam budem potrebovat vektorovy siucin.

U: Vydrz este, uz sa k tomu blizime. Po takomto zavedeni vektorov mi urcite das za pravdu,
ze strana a mé taku ista velkost ako vektor d.

Z: S tym suhlasim.
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U: Podobne strana b ma taki istt velkost ako vektor b. Vnutorny uhol 7 trojuholnika ABC' je
zaroven aj uhlom vektorov @ a b. Preto v modrom vzorci na vypocet obsahu trojuholnika
mozeme namiesto a pisat velkost vektora @ a namiesto b velkost vektora b.

1 -
S = §|EL'| - |b] - siny

Z: To sme teraz skomplikovali, nie?

U: Mozno sa to tak zda, no pockaj este. Pozrime sa na definiciu vektorového stucinu, konkrétne
na poznatok, ktory hovoril o velkosti vektorového stucinu vektorov @ a . Ma$ ho v rdmdeku.

=
v

w| = |ul -

- sin @

Velkost vektorového stcinu vypodcitame ako sucin velkosti oboch vektorov a sinusu uhla,
ktory zvieraju.

N«

: To je aj nds pripad! Mdame tam siucin velkosti oboch vektorov @ aj b a je tam aj sinus uhla.
Nie sice ¢, ale . Avsak uhol v je vnutorny uhol trojuholnika pri vrchole C, no zdroven je
to aj uhol vektorov d a b. Vsetko sedi.

U: Vystihol si to spravne. Znamena to, ze vo vzorci pre obsah trojuholnika mdézeme vyraz

|@| - |b] - sin v nahradit velkostou vektorového stcinu vektorov @ a b. Obsah trojuholnika sa

potom rovné jednej polovici z velkosti vektorového stéinu vektorov a a b.

1 -
Obsah trojuholnika S = 5\6 X b|

N(

Je to pekné, ale zatial nevidim vyhodu pocitat obsah takto cez vektorovy siucin.

U: Nezabudaj, ze pracujeme v analytickej geometrii. Trojuholnik nemas narysovany, ale mas
zadané suradnice jeho vrcholov. Ak by si chcel pocitat jeho obsah klasicky, musel by si
zistit dlzky jeho stran a velkost uhla, ktory zvieraji, alebo nedajboze najst velkost vysky.
Vsetko sa to samozrejme d4, len je to kopa roboty. Pomocou vzorca, ktory sme si prave
uviedli, sta¢i vypocitat vektorovy stéin, t. j. jeho stradnice, a potom urcit polovicu velkosti
ziskaného vektora.

Z: Nasiel som predsa jednu slabinu. Co ak budeme mat trojuholnik v rovine?

U: Vidno, zZe si definiciu pozorne pocuval. Nezabudol si na to, ze vektorovy sic¢in mozno
pocitat len v priestore. Tato situdciu vSak moézeme oklamat. Ak mame trojuholnik zadany
v rovine, prenesieme si ho do priestoru tak, Ze bude lezat v rovine xy. To znamend, Ze
tretie (chybajice) stradnice jeho vrcholov budi nulové. Skratka, kazdému bodu priradime
tretiu stiradnicu, ktora je nulova.

Z: Hm ...to je dobrd finta!

U: Podobne mozeme pocitat aj obsah rovnobeznika. Dobre vieme, Ze ho mozeme uhlopriec-
kou rozdelit na dva zhodné trojuholniky, a Ze vzorec na vypocet obsahu sa v porovnani
s trojuholnikom lisi len o jednu polovicu. Preto obsah rovnobeznika ABC'D vypocitame
ako velkost vektorového stucinu vektorov a a I;, pricomd =B — A a b=D— A.

Obsah rovnobeznika S = |d x b
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U: Vektorovy sucin mozeme vyuzit aj na vypocet objemu rovnobezZnostena.

: RovnobeZnostena???

cC N

: Urcite si uz pocul o rovnobeznostene. Pripomeniem ti, Ze rovnobeznosten je priestorové
teleso, ktoré mé Sest stien v tvare rovnobeznikov, pricom kazdé dve protilahlé steny st
rovnobezné a zhodné.

N«

: To bude asi kocka alebo kvdder. ..
U: Ano, kocka aj kvader patria medzi rovnobeznosteny, ale nie st to jedini zdstupcovia.
Rovnobeznosten je skratka stvorboky hranol. Ako sa pocita jeho objem?

Z: Ak je to hranol, tak jeho objem sa pocita ako objem hranolov, obsah podstavy krdt viyska
na tuto podstavu.

V=_5-v

U: Spravne. Nacrtneme si rovobeznosten ABCDEFGH a vyznacime si vysku na dolnd pod-
stavu ABCD. Vyska je vlastne vzdialenost medzi podstavami, preto predizenim steny
EFGH sa nam vytvori pravouhly trojuholnik AEX. Pozri si obrazok.

U: Podstavou rovnobeznostena je rovnobeznik ABC' D, jeho obsah uz pomocou vektorov vieme
vypocitat.

Z: Ano, hovorili sme o tom pred chvilou. Zvolime si dva vektory, vektor @ = B — A a vektor
b= D — A. Potom obsah podstavy vypocitame ako velkost vektorového siucinu d krdt b.

Obsah podstavy S, = |a@ x D)

U: Vyborne. Teraz preskiimame vysku. V trojuholniku AE X ozna¢me uhol pri vrchole A ako
©.

. Pouzijeme goniometrickiu funkciu kosinus v trojuholniku AEX a dostdvame:
Vyska sa rovnd sucinu velkosti strany AE a kosinusu uhla ¢.

N«

v=|AFE|-cosy

U: Este si zavedieme jeden vektor, vektor ¢ = E — A. Velkost vektora ¢ je zrejme taka ista
ako velkost tsecky AFE, preto mdZzeme pisat: vyska sa rovna sucinu velkosti vektora ¢ a
kosinusu uhla ¢.

v=1¢-cosy

N«

: Pomaly uz stracam prehlad.
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U: Neboj sa teraz si to vSetko zhrnieme. V p6vodnom modrom vzorci nahradime obsah pod-
stavy velkostou vektorového stcinu vektorov @ a b a vySku nahradime nasim predchadza-
jacim vyjadrenim.

Z: Dobre. skisim to. Dostdavame: objem sa rovnd sucinu velkosti vektora d x b, velkosti vektora
¢ a kosinusu uhla .

V =@ xb|-|a-cosp

U: Na vysledny vzorec sa pozrieme ocami vektorovej algebry, vSimame si vektory. Mame tam
sucin velkosti dvoch vektorov a to vektora @ x b a vektora ¢, vynasobeny kosinusom uhla
. Kde uz sme sa s nie¢im takym stretli?

Z: To naozaj neviem. Moment, moZno by to mohol byt zase vektorovy sucin? Mdme tam
velkosti dvoch vektorov . .. ale nie je tam sinus uhla, ale jeho kosinus.

U: Bude to nieco podobné. Trochu si zaspominaj. Spomen si na . Skalarny
sucin mozeme vypocitat pomocou stiradnic, ale to ndm teraz nepomoze. Alebo ho mozeme
vypocitat ako stacin velkosti oboch vektorov a kosinusu uhla .

—

w-U=|ul-|v|cose

: Jasné, tak to bude skaldrny siucin.

cC N

: Ano, ale overil si si, ¢ uhol ¢ je ten, ktory potrebujeme?

N«

: Uhol @, to bol uhol medzi vijskou a bocnou hranou AE rovnobeznostena.

: Ano. Na bo¢nej hrane AE je umiestneny vektor ¢ Pozrime sa na druhy vektor, ktory
je vysledkom vektorového stucinu a krat b. Vektorovy sucin je vektor kolmy na rovinu,
v ktorej sa oba vektory nachadzaji. Na obrazku vidime, Ze je to rovina spodnej podstavy
rovnobeznostena. Vektor ax b je teda kolmy na spodnt podstavu, t. j. moéZeme ho umiestnit
na priamku, na ktorej lezi vyska.

Z: Tak je vsetko v poriadku. Uhol ¢ je uhol medzi vyskou a hranou AFE. Vyska predstavuje
vektor @ X b a hrana AE vektor ¢. Uhol ¢ je uhol medzi tymito vektormi.

U: Ano, je to v poriadku, aZ na jednu malickost.

Z: Och, vsetko musi mat nejaky zddrhel.

U: Tento je len malicky. Uhol vektorov méze byt aj tupy. Ako dobre vies, kosinus tupého uhla
je zaporné cislo.

Z: To by sme mali aj zdporny objem! Co s tyym urobime?

U: VyrieSime to velmi jednoducho. Kosinus uhla ¢ ddme do absolitnej hodnoty. Pozri si
vzniknuty vzorec v ramceku.

V= ax5|a-|cosgl

U: Teraz uz len vzorec zapiseme ako skalarny sucin vektorového sucinu @ x b a vektora c,
ktory dame do absoltatnej hodnoty. Objem rovnobeznostena sa rovna absolttnej hodnote
zo skalarneho stcinu vektorov @ x b a ¢.
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=,

objem rovnobeznostena V = |(a@ x b) - €|

N(

: SUéin vektorov

il

S

ST

(

sa nazyva zmiesany sucin vektorov d, b a ¢ (v tomto poradi).

xb)-c

Uf! Trochu by som si odyjchol.

: Este chvilu vydrz. Pomocou tohto vzorca si vieme odvodit vzorec aj na vypocet objemu

stvorbokého ihlana a Stvorstena. Pozri si na obrazku stvorboky ihlan ABC'DV'.

A a B
Objem s$tvorbokého ihlana je jedna tretina z objemu Stvorbokého hranola s rovnakou
podstavou a vyskou. Preto staci do vzorca pridat jednu tretinu. Objem Stvorbokého ihlana:

Objem Stvorstena je zase jedna polovica objemu ihlana, nakolko podstavou Stvorstena je
trojuholnik. Opéit si pozri obrazok.

A a B
% . % = %, staci do vzorca pridaf jednu Sestinu. Objem Stvorstena:
1 -
V= EKG x b) - ]

Vsetky vzorce mas zhrnuté v ramdceku.

Obsah trojuholnika S = 1|@
Obsah rovnobeznika S = |d
Objem rovnobeznostena V =
Objem stvorbokého ihlana V'
Objem $tvorstena V' = ¢[(d@ x b) - |
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Priklad 1: Vypocitajte obsah rovnobeznika ABC D, ak pozndte suradnice troch jeho vrcholov:
Al5;1;4], B[-1;-2;6], C[2;3; —2].

Z: Viem, Ze obsah rovnobeznika moZem vypocitat pouZitim vektorového siucinu. Obsah rov-
nobeznika ABCD wvypocitame ako wvelkost vektorového siucinu vektorov d a b, pricom

G=B—-Aab=D—A.

Obsah rovnobeznika S = |a@ x b

c

: Spravne. Ak vSak chceS postupovat presne podla tohto vzorca, chyba ti bod D.

Dopocéitat sturty vrchol rovnobeZnika nie je Ziadny problém. ..

cC N

: Verim, Ze si Sikovny. Mozno vSak nebude potrebné vypocitat stradnice bodu D.

!\_|<

Samozrejme, spomenul som si, Ze vektory umiestnené na protilahlych rovnobeZnijch stra-
ndch rovnobeznika si tie isté.
: Presnejsie povedané, vektor D — A sa rovna vektoru C' — B.

c

Takze za vektor @ zoberiem B — A a za vektor b zoberiem C' — B. Idem pocitat suradnice.
Nagprv vektor d, ktory sa rovnd B — A, preto bude mat siradnice —1—5, ¢o je —6, —2—1,
co je =3 a 6 —4, co je 2.

Nasleduje vektor b, ktory sa rovnd C — B, preto bude mat suradnice 2 — (—1), c¢o je 3,
3—(-2), cojeb a—2—6, coje—8.

N(

i=B—-A=(-1-5-2-1;6—4) = (—6;-3;2)

b=C—B=(2—(-1);3—(-2); —2— 6) = (3;5; -8)

U: Vyborne. Stradnice uz mame. MoZeme ist na vektorovy suéin.

N«

. Ano, vypocitam vektorovy sicin vektorov @ = (—6;—3;2) a b= (3;5; —8) Pouzijem na to
pomocku. Zapisem si suradnice vektorov do zdakrytov pod seba, prvy riadok budi suradnice
vektora a, teda —6,—3 a 2, priddm este raz prvi a druhtd suradnicu. Pripisem —6 a —3.
V druhom riadku urobim to isté s vektorom l;, budi to cisla 3; 5 a —8 a este 3 a 5.

-6 -3 2-6-3
3 5-8 3 5

Z: A teraz pocitam.
Prva suradnica: —3 - (—8) —2-5 =24 — 10 = 14.
Druhd siradnica: 2 -3 — (—6) - (—=8) = 6 — 48 = —42.
A nakoniec tretia siradnica: —6-5— (—3)-3 = —-30+9 = —21.
Vektorovy sicin @ x b bude vektor so siradnicami (14; —42; —21).
U: Vidim, Ze vypocet stiradnic vektorového stcinu je pre teba hracka.

Z: Ak pouZijem tento zdpis suradnic, naozaj to ide celkom lahko. TakZe, aby sme dokoncili
ulohu, mdme suradnice vektorového sicinu dxb = (14; —42; —21). My vSak mdme vypocitat
obsah. To asi nebude vektor, nejako potrebujem z tohto vektora dostat ¢islo.
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U: Len ti zopakujem, ¢o sme povedali na zaciatku: obsah rovnobeznika vypocitame ako velkost
vektorového sucinu.

Z: Jasné. Vypocitam teraz velkost vektora @ x b. Velkost vektora vypocitame podla vzorca

|| = \/u? + ud + ui.

Nds vektor @ x b md stradnice (14; —42; —21), preto moZeme pisat:

@ x b| = /142 + (—42)2 + (—21)2 = V196 + 1764 + 441 = /2401 = 49.

U: Spravne. Musim vSak poznamenat, Ze ¢iselny vyraz pod odmocninou sa dal vypocitat aj
jednoduchsie. Stacilo si v&imnut, Ze vsetky ¢isla st ndsobkami 7, a teda 72 = 49 sa da
vybraf pred zatvorku. Vypocet potom vyzera takto:

@ x b| = /142 + (—42)2 + (—21)2 = /72(22 + 62 + 32).
7 mozeme vybrat pred odmocninu a zvy$né ¢isla pod odmocninou sa séitaja Tahko:

|G@ % b| = 7v/4+ 36 + 9 = 7v/49 = 49.

Z: Uzndvam, ani netreba kalkulacku. Vyhneme sa tak velkym cislam. DoleZité vsak je, Ze
velkost vektorového sucinu je 49. Rovnobeznik ABCD md obsah 49.

Uloha 1: Vypocitajte obsah rovnobeinika ABCD, ktory je uréeny vektormi i = (—2;-3;2)
avU=(3;4;-2).

Vysledok: 3




VoAg07-2 | | List 8

Priklad 2: Vypocitajte obsah trojuholnika K LM, ak K|[—-3;—1], L[2;—6], M|[1;1].

Z: Obsah trojuholnika vypocitame ako jednu polovicu velkosti vektorového sicinu vektorov @
ab.

—

1 B
—|a@ x bl

Obsah trojuholnika S = 5

U: Vzorec je v poriadku, skiisme vSak blizsie popisat vektory d a b.

Z: Vektory @ a b budi dva vektory, ktoré leZia na dvoch strandch trojuholnika. Napriklad st
zvolim vektor d = L — K a vektor b= M — K.

U: Ano. V§pocet obsahu pouzitim vektorového stéinu je zaujimavy aj tym, Ze nech si zvolim
vektory na ktorychkolvek dvoch susednych stranach, vysledok bude ten isty.

Z: Dobre, pustim sa do vypoctu suradnic vektorov. Najgprv vektor @, ktory sa rovnd L — K,
preto bude mat siradnice 2 — (—=3), ¢o je 5 a —6 — (—1), co je —5.
Nasledugje vektor l;, ktory sa rovna M — K, preto bude mat siradnice 1 — (—3), ¢o je 4 a
1—(-1), co je2.

i=L—-K=(2-(-3);-6—(-1)) = (5;-5)
b=M—K = (1—(-3);1-(—1)) = (4;2)

U: Vyborne. Skor ako sa pustime do vypoctu stiradnic vektorového siucinu, nezabudnime na
to, ze ho mozeme pocitat len v priestore.

Z: Vybabreme s tym tak, Ze obidvom vektorom priradime tretiu siradnicu a to nulu. Vektor @
bude mat siuradnice (5;—5;0). Vektor b bude mat siradnice (4;2;0).

U: Mozeme sa pustit do vypocétu suradnic vektorového stcinu.

Z: PouzZijem na to pomocku. Zapisem si suradnice vektorov do zdkrytov pod seba, prvy riadok
budu suradnice vektora d, teda 5;—5 a 0, pridam este raz prod a druhd suradnicu, t. j. 5 a
—5. V druhom riadku urobim to isté s vektorom b, budu to cisla 4; 2 a 0 a este 4 a 2.

Z: A teraz pocitam.
Prva suradnica: —5-0—0-2 = 0.
Druha suradnica: 0 -4 —5-0=0.
A nakoniec tretia suradnica: 5-2 — (—5) -4 = 10 4+ 20 = 30.
Vektorovy sicin @ % b bude mat siradnice (0;0;30).
Je to ndhoda, Ze je tam tolko nul?

U: Ani nie. Uvedomme si, ze sme vektorom a a b pridali tretiu nulova stradnicu. Tym sme
ich umiestnili v ststave stiradnic do roviny xy.

Z: Aha! Vektorovy sucin je vektor kolmy na rovinu, v ktorej lezia dané vektory. V nasom
pripade to bude vektor kolmy na rovinu xy. Preto musi byt v smere 0si z.
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U: Vyborny postreh. MéZe to byt akési kontrola nasich vypoctov. Vysledny vektor musi mat
prva a druht stiradnicu rovnt nule. Vrafme sa k vypoc¢tu obsahu.

Z: Vieme uz, Ze vektorovy sucin a X b md siradnice (0;0;30). Vypocitame jeho velkost.

|@ x b| = V0% + 02 + 302 = v/900 = 30.

c

: Opéf sa d4 poznamenaft, Ze vypocet je zbytocny. Staci si uvedomit, ze velkost vektora
v smere osi z je rovna absolitnej hodnote jeho tretej nenulovej stiradnici.

. Absolutnej hodnote?

cC N

: Ak by bola tretia stradnica napriklad -30, jeho velkost je predsa 30.

N«

: Jasné. Jeho velkost je to, ako daleko je koniec vektora od roviny xy.
Dokoncime ulohu. Obsah trojuholnika KLM sa rovnd % z velkosti vektorového sicinu.
Preto obsah trojuholnika sa rovnd 15.

Uloha 1: Vypocitajte obsah trojuholnika ABC', ak A[3;—1;2], B[1;3;2], C[5;1;5].
Vysledok: 9

Uloha 2: Vypocitajte obsah trojuholnika KLM, ak K[—1;3], L[5;—3], M[2:;7].
Vysledok: 21
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Priklad 3: Vypocitajte objem rovnobeinostena ABCDEFGH, ak je dané A[1;2;1], B[7;3;0],

cC N

N(

D[-1;5;2],E[1;0;6].

: Na vypocet objemu rovnobeznostena mame taky trosku dlhsi vzorec. Je to tento: objem rov-

nobeznostena sa rovnd absolitnej hodnote zo skalarneho sicinu vektorov d krat (vektorovo)
bac.

—

objem rovnobeznostena V = |(@ x b) - €|

: Spravne. Pustime sa do prace s tymto vzorcom. Najprv potrebujeme vektory.

Vsimol som si, Ze mame dané len styri vrcholy rovnobeznostena. Zvysné sa zrejme daju
dopocitat.

: Ano, s nasimi vedomostami by sme to zvladli. Ale nebude to potrebné. Pozri si obrazok.

Ak si napriklad vrchol A spojime s ostanymi danymi vrcholmi B, D a E, vidime, Ze vSetky
tieto tsecky tvoria hrany rovnobeznostena.

: To je vijborné. Mozeme teda z tychto usecick AB, AD a AE vytvorit vektory, ktoré sa ndm

hodia. Ziadne dalsie vrcholy nepotrebujeme.

: Sprévne. Podme na to.

. Zacnem so suradnicami jednotlivych vektorov. Oznacim si ich d, b a ¢. Vektor d sa bude

rovnat B — A, preto bude mat siradnice 7— 1, ¢o je 6, 3 —2, ¢ojel a 0 —1, ¢o je —1.
Nasleduje vektor 5, ktory sa rovnd D — A, preto bude mat suradnice —1 — 1, ¢o je —2,
0—2,cojed a2—1, cojel.

Poslednym je vektor ¢, ktory sa rovnd E — A a md suradnice 1 — 1, ¢o je 0, 0 — 2, ¢o je
—2a6—1, co je 5.

i=B—-A=(6;1;-1)
b=D—A=(-2:3:1)
F=FE—A=(0;-2;5)

: Vyborne. Ideme na vypocet objemu. Vo vzorci vystupuje zmiesany sucin vektorov a, b a

¢. Znamena to, ze prvé dva vektory a a b vynasobime vektorovo. Tym dostaneme vektor
a x b. A tento vektor skalarne vynasobime s tretim vektorom ¢.

A wvsetko je este v absolutnej hodnote.

: Ano, to preto, ak by skalarny stcin bol zaporny. Co sa kfudne moze staf.

Zacnem hdadam s vektorovym sucinom vektorov a@ a b. Pouzijem na to pomocku. Zapisem
st suradnice vektorov do zdkrytov pod seba, prvy riadok budi suradnice vektora @, teda 6;
1 a —1, pridam este raz prvi a druhi suradnicu, t. j. 6 a 1. V druhom riadku urobim to
isté s vektorom l;, budi to cisla —2; 3 a1 a este —2 a 3.
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6 1-1 6 1
-2 3 1-2 3

Z: A teraz pocitam.
Prvd siuradnica: 1-1—(—1)-3=1+3=4.
Druhd siradnica: —1-(=2) —6-1=2—6= —4.
A nakoniec tretia suradnica: 6-3 —1-(—2) =18 4+ 2 = 20.
Vektorovy sucin a x b bude mat siiradnice (4; —4;20).

U: Vyborne. Prvi ¢ast mame za sebou. Ostava nam skalarny sacin.

Vypocitat skaldrny sucin je uz lahké. Iba vynasobim prislusné suradnice a vsetko scitam.
Pocitame teda skalarny sicin vektora d x b = (4; —4;20) a vektora ¢ = (0; —2;5). Dostd-

vame, Ze objem sa rovnd 4 -0+ (—4) - (—=2) +20-5. A to sa rovnd 0+ 8 4+ 100, co je 108.
Objem rovnobeznostena je 108.

-

V=|(@xb)-d
V = |(4;—4:20) - (0; —2:5)| = [4-0+ (—4) - (—2) +20- 5|
V =10+ 8+ 100| = 108

Uloha 1: Vypocitajte objem rovnobeinostena ABCDEFGH, ak je dané All; —2; -3],
B[4;1;—1], D[-3;3;1],E[2;0;5].

Vysledok: 178
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Priklad 4:  Vypocitajte objem Stvorstena ABCD, ak je dané A|0;0;2], B[l;—1;4],

C N

Cl4;2;4],D[4;1;2].

: Objem Stvorstena moZeme vypocitat vyuZitim vektorového sicinu. Odvodili sme pren vzorec:

Objem svorstena sa rovnd jednej Sestine z absolutnej hodnoty skaldrneho sucinu vektorov
a krdt (vektorovo) b a €.

-

1
objem Stvorstena V = 6|((7 X b) - ]

: Ano, vzorec si uviedol spravne. Dolezité este bude, ako si zvoli§ vektory d, b a C.

. Myslel som, Ze je to uplne jedno, ako si ich zvolim. Len musia leZat na troch roznych
hrandach stvorstena.

: Celkom jedno to nie je. Pozri si obrazok.
D

A a B
Predstav si, ze by si si zvolil napriklad vektory B— A, C' — Aa B —C.

: To by boli vsetky hrany jednej steny! Vrchol D by sme vobec nevyuzili.
: No vidis! Nie je to jedno, ako si zvoli§ vektory. Aby si sa vyhol takymto situadciam, najjed-

noduchsie bude zvolif si tri hrany, ktoré vychédzaji z jedného vrcholu.

: To je dobry ndpad. Zvolim si vrchol A. Vektory budu tieto: vektor @ = B — A, vektor

b=C— A avektor c= D — A. Vypocitam ich suradnice. Vektor a sa rovnd B — A, preto
bude mat suradnice 1 — 0, ¢o je 1, —1 —0, co je —1 a 4 — 2, ¢o je 2.

Nasleduje vektor g, ktory sa rovnd C' — A, preto bude mat siradnice 4 — 0, co je 4, 2 — 0,
coje2 ad—2, coje?2.

Poslednym je vektor ¢, ktory sa rovnd D — A a md suradnice 4 — 0, ¢o je 4,1 —0, c¢o je 1
a2—2, coje.

i=B—-A=(1;-1,2)
b=C— A= (4;2;2)
c=D—-A=(410)

: Vyborne. Ideme na vypocet objemu. Samotny vypocet je taky isty ako pri vypocte objemu

rovnobezZznostena.

: Ano. Vo vzorci vystupuje zmiesany sucin vektorov d, b a ¢. Znamend to, Ze prvé dva vektory

a a b vyndsobime vektorovo. A tento vysledny vektor skaldrne vyndasobime s tretim vektorom
c. Samozrejme, ddme este pozor na absolutnu hodnotu.

. Zacnem s vektorovym sucinom vektorov a a b. PouZijem na to pomocku. Zapisem si si-

radnice vektorov do zdkrytov pod seba, prvy riadok budi suradnice vektora a, teda 1; —1 a
2, pridam eSte raz prvi a druhi suradnicu, t. 7. 1 a —1. V druhom riadku urobim to isté
s vektorom b, budi to c¢isla 4; 2 a 2 a este 4 a 2.
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1-1 2 1-1
4 2 2 4 2

Z: A teraz pocitam.
Prva suradnica: —1-2 —2-2= -2 —4 = —6.
Druhad suradnica: 2-4—1-2 =8 —2=6.
A nakoniec tretia suradnica: 1-2 —(—1)-4 =244 =6.
Vektorovy sucin d x b bude mat stiradnice (—6;6;6).

U: Vyborne. Ostava ndm skalarny sacin.

: Vypocitat skaldrny sicin znamend, vyndsobit prislusné suradnice a vietko scitat. Pocitame
teda skaldrny sicin vektora @ x b = (—6;6;6) a vektora ¢ = (4;1;0). Dostdvame £(—6-4+

+6-1+6-0). A to sa rovnd 5(—24 + 6 + 0), co je —3. PouZijeme absolitnu hodnotu.
Objem stvorstena je 3.

1 .
V= l@xb-d

1 1
V= l(-6:6:6) - (4 1;2)[ = | ~6-4+6-1+6-0]

1 1
V=|-244+6+0/==-18=3
6\ +6+0| 5

Uloha 1: Vypocitajte objem tvorstena ABCD, ak je dané Al5;2; =3], B[-3;4; 1],
C[-1;-1;3],D[—;1;1 —2].

Vysledok: 18
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Priklad 5: Vypoditajte povrch Stvorstena ABCD, ak je dané A[0;0;2], B[l;—1;4],

C N

C N

NS N

C4;2;4],D[4;1;2].

Pourch stvorstena - to je sucet obsahov vsetkych jeho stien.

: Spravne. Aké steny mé Stvorsten?

Stvorsten je vlastne trojboky ihlan. Vsetky jeho steny su trojuholniky.

: Opét spravne.

Mojou ulohou je vypocitat obsahy Styroch trojuholnikov a potom ich scitat.

. Ano. Dtfam, Ze pri praci vyuzijes vektorovy suéin.

Samozrejme. Nezabudol som, Ze obsah trojuholnika, ktorého vrcholy su dané suradnicams,
mozeme vypoclitat ako jednu polovicu velkosti vektorového sucinu vektorov d a b.

: Pricom je potrebné dodat, Zze vektory @ a b st vektory umiestnené vo vrcholoch trojuhol-

nika.

: Zacénem so stenou - s trojuholnikom ABC'. Zvolim si dva vektory, vektor d = B — A a

vektor b = C' — A. Vypocéitam ich suradnice. Vektor d sa rovnd B — A, preto bude mat
suradnice 1 — 0, ¢o je 1, =1 — 0, ¢o je —1 a 4 — 2, co je 2.

Nasleduje vektor l;, ktory sa rovnd C — A, preto bude mat suradnice 4 — 0, co je 4, 2 — 0,
coje2 ad—2, coje?2.

i=B—-A=(1;-1,2)
b=C— A= (4;2;2)

. Vypocitam vektorovy sucin vektorov @ a b. Pouzijem na to pomaocku. ZapisSem si suradnice

vektorov do zdkrytov pod seba, prvy riadok budi suradnice vektora d, teda 1; —1 a 2,
pridam este raz prvi a druhid suradnicu, t. j. 1 a —1. V druhom riadku urobim to iste
s vektorom b, budi to cisla 4; 2 a 2 a este 4 a 2.

1-1 2 1-1
4 2 2 4 2

Z: A teraz pocitam.

uU:

Prva suradnica: —1-2 —2-2= -2 -4 = —0.

Druhd suradnica: 2-4—1-2=8 —2=6.

A nakoniec tretia suradnica: 1-2 — (—1)-4=2+4=6.
Vektorouy sicin @ x b bude maf siradnice (—6; 6;6).

Vyborne. Aky obsah bude mat stena ABC?
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Z: Musim este vypocitat velkost tohto vektora. Velkost vektora vypocitame podla vzorca

|d| = \/u? + ud + u3

Nds vektor @ x b md suradnice (—6;6;6), preto moZeme pisat:

@ x b = /(—6)2+62+62=6V/1+1+1=6V3

Obsah trojuholnika sa rovnd jednej polovici velkosti vektorového sucinu vektorov d a b.
6:2 =3, a preto obsah steny ABC sa rovna 3/3.

U: Dobre. Pokracujeme s ostatnymi stenami.
Z: Ostatné steny su tieZ trojuholniky, preto bude postup uplne rovnaky. Len pouZijeme iné

vektory. Inak to bude to isté: vypocitat suradnice, potom vektorovy sicin a nakoniec jednu
polovicu jeho velkosti.

c

: Este ze ma Stvorsten len $tyri steny. Inak by si sa asi unudil, vSak? Ber to tak, Ze si to
lepSie precvicis.

. Pustam sa do toho. Budem sa teraz venovat stene ABD.

cC N

: Skuis vyuzit vektory, ktoré uz mame. Aby si nemusel dvakrat pocitat to isté.

N«

: Ano. Vsimol som si, Ze vektor @ = B — A uZ mdme. Md siradnice (1;—1;2). Druhym bude
vektor ¢ = D — A, bude mat suradnice (4;1;0). Na vypocet vektorového sicinu @ X ¢ si
zapiSem suradnice vektorov @ a ¢ pod seba:

1-1 2 1-1
4 1 0 4 1

Z: A pocitam. Prvd suradnica: —1-0—2-1=0—2= —2.
Druhd suradnica: 2-4—1-0=8 —0=28.
A nakoniec tretia siradnica: 1-1— (—1)-4=1+44=05.
Vektorovy sicin @ x ¢ md suradnice (—2;8;5).

U: Ost4ava nam velkost vektora. ..
Z: Pocitam velkost vektora d X € :

@ x & =/(—2)2+ 8+ 52 = 4+ 64 + 25 = V/93.

Obsah steny ABD sa rovna 11/93.

: Vyborne. Polovicu prace mame za sebou.

c

: Pokracujem so stenou BCD.

cC N

: V tomto trojuholniku zatial nemame Ziadne vektory.

N«

: Tak si ich vyrobime. Vektor d= B — C md siradnice (—3;—3;0). Druhgm bude napriklad
vektor € = B — D a bude mat suradnice (—3;—2;2). Na vgpocet vektorového sicinu d x €
si zapiSem suradnice vektorov d a € pod seba:
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-3-3 0-3-3
-3 -2 2-3-2

Z: A pocitam. Prvd siuradnica: —3-2—0-(—2) = —6 —0 = —6.
Druhd suradnica: 0-(—3) — (=3)-2=0+6 = 6.
A nakoniec tretia siradnica: —3 - (—2) — (=3) - (=3) =6 — 9 = —3.
Vektorovy siucin d x & md suradnice (—6;6;—3).
Pocitam velkost vektora d x € :

|d x &l = /(—6)2 462+ (—3)2 =36 + 36 + 9 = V81 = 9.

Obsah steny BC'D sa rovna g.

U: Ide ti naozaj vyborne. Ostava posledna stena AC'D.

Z: V trojuholniku AC'D uZ mdme urcené dva vektory. Si to b=C—Aac=D—A. Pocitam
vektorovy sucin b x C.

Z: Prva suradnica: 2-0—2-1=0—-2= —-2.
Druha suradnica: 2-4 —4-0=8 —0 = 8.
A nakoniec tretia suradnica: 4-1—2-4=4—8 = —4,
Vektorovy sticin b x & md siradnice (—2;8; —4).
Pocitam velkost vektora b x € :

b x @ =\/(=2)2 + 82 + (—4)2 = VA + 64 + 16 = V84 = 2V/21.

Obsah steny ACD sa rovna v/21.

U: Povrch stvorstena vypocitame ako stcet obsahov vsetkych jeho stien.

Z: Preto povrch $tvorstena ABC'D sa round suctu obsahov trojuholnikov ABC, ABD, BC'D
a ACD. Povrch sa preto rovnd 3v3 + %\/ 93 + g +v21.




