20

_g: = 461 = 253

b= *€1+382+63

Uloha 1.7.6. Uréte stradnice bodu M v LSS L0, 55,74} 8k
M=A+a+2b

A=0+¢e +2e

0= 2e; + 3ey

b= —€ +¢€ + €3 — 2es.

Uloha 1.7.7. Dané st body M[3;1;1], P[2;—3;1] a vektory :(1;0;0), 82(1;1;0),
3(0;0;1). Uréte siradnice bodu M v LSS danej repérom R = {P; 61,62,63}

Uloha 1.7.8. Napiite vieobecnt rovnicu nadroviny o v LSS L' danej repérom
R = {Q; 01, Uz, Uz, Uas Us };

a:2x1—~$2+x4—3$5—120, B

Q[0; 1;0;-1;0], w1(151;0;031), W2(0;0;2;0;1), ws(0;—1;0;0;0), Wa(0;-1;0;0;2),
15(0;0; 0; —1;2)
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KAPITOLA 2. )
EUKLIDOVSKY PRIESTOR

2.1. SKALARNY SUGIN VEKTOROV

Uloha 2.1.1. Zistite, &i zobrazenie f je skaldrnym sti¢inom vo vektorovom priestore
V = R?, ak

a) f: ((z1511), (%2;92)) = 2191 — 3x1y2 — 32291 + 1022y,

b) f i ((®1;91); (T2542)) = Z122 — 3x1y2 — 3w2y1 + 10y132,

c) £ ((z1391), (z2592)) = 2122 — 3T1Y2 — 3211 + Y190

Uloha 2.1.2. Dany je vektorovy priestor R? s obvyklymi operdciami. Zistite
¢i usporiadand dvojica (R2,.) tvori vektorovy priestor so skaldrnym sdéinom, ak
T(r1;22), Y(y1;92)

a) .Y = T1y1,

b) Z. = m1y1 + T2y,

¢) .Y = Z1y1 — T1Y2 — Tay1 + 2T2ys.

Uloha 2.1.3. Skalarny stcin je definovany T.§ = z1y1 — 221y2 — 2T2y1 + 5T2ys,
Z(z1;2), T(y1; y2). Urcte velkost’ vektora u(2;4).

Uloha 2.1.4. Vypoéitajte skaldrny stéin vektorov @ = 24 + 30, b = 4% — 57, ak 7,
v s kolmé a jednotkové vektory.

Uloha 2.1.5. Nech pre vektory y a, b,
|le]l = 5. Vypoéitajte sicet @.b + b.c + .

plati, a+b+¢ =0, |a|| = 3, 5] = 4,

€
.
Uloha 2.1.6. Urcte skalarny siiin a.b, ak

a) |l = 5,_||b|1 =8, |<1(_a, b)| =T,

b) 2] = I6]] = 3, |<<(a, b)| = 135°;

c) g =1, b= —3a.

Uloha 2.1.7. Nech pre vektory @, b plati, lall =3, ||| = 1, |<(a,b)| = 30°. Uréte
kosinus uhla vektorov

a) @ + 2b, 3g,

b) @+ 2b, @.

Uloha 2.1. 8 Vypotitajte kosinus uhla vektorov @+ b, @ — b, ak ||al| = 3, |6} = 2,
|<(a,b)| = z

Uloha 2.1.9. Zistite, aky uhol zvieraju jednotkové vektory @, b, ak T = @ + 2b,
Y = 5@ — 4b s1i na seba kolmé vektory.

Uloha 2.1.10. Zistite, aky uhol zvieraju vektory @, 7, ak ||[u|| = 2, ||[7|| = 4 a ak
vektory @ = w + ¥, b = 3% s1i na seba kolmé.
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Uloha 2.1.11. Uréte velkost’ vnitorného uhla pri vrchole A v trojuholniku ABC,
ak A[0;1], B[v3;0], C[0;3].

Uloha 2.1.12. Dany je trojuholnik ABC. Vypotitajte skaldrny sGéin a.b, ak
a=B—- A b=C-B, |BC|=5, |AC| =6, |AB| =T.

Uloha 2.1.13. Vypotitajte velkost’ vektora ¢ = 3a + 2b, ak ||a|| = 3, b = 4,
|<I(EL—, b)l = %ﬂ-‘

Uloha 2.1.14. Dokéaste, ze vektory € a T sti na seba kolmé, ak 7 = (b.).a— (a.c).b.

Uloha 2.1.15. Uréte velkosti vnitornych uhlov rovnoramenného trojuholnika,
ktorého taznice z vrcholov zdkladne st navzajom kolmé.

Uloha 2.1.16. Vypocitajte velkost' vektora 3% + 20, ak lal| = 3, ||o| = 4 3
a |<(z,v)| = 30°. -

Uloha 2.1.17. Vypotitajte normu vektora 2u + 3v, ak lz| = 4, |7 = 2
a |<(T,7)| = 3.

Uloha 2.1.18. Nech @ a b tvoria ortonormalnu bazu vektorového priestoru Va(R),
nech 7 = 2@ + 3b, U = 4@ — b. Uréte ;
a) skalarny sucin vektorov @, ;
b) velkost’ vektorov u, v,
¢) kosinus uhla vektorov U, U;
d) zvol'te umiestnenie pre vektory @, b a narysujte situdciu s vektormi u, .

Uloha 2.1.19. Nech plati |[@|| = 7] = @l = 1, w = &+ 7. Vypotitajte
v+ vw+ W

Uloha 2.1.20. Body A[-3;2], B[2;4] su susedné vrcholy stvorca. Pomocou
skalérneho stéinu urcte jeho d’alsie dva vrcholy.

Uloha 2.1.21. Dané st body A[2;1], B[5;5]. Urtte stradnice bodu C, ak vektor
C — A vznikne otocenim vektora B — A okolo bodu A o uhol velkosti %’T pri kladnej

orientacii.

Uloha 2.1.22. Pouzitim skaldrneho sicinu uréte velkost’ vektora@ = AL, kde L je
stred strany BC rovnobeznika ABCD, ak |AB| =5, |BC| = 6, |[<(DAB)| = 60°.

Uloha 2.1.23. Dané st vektory @(1;0;1;1), o(—1;2;1; —2). Néjdite vektor w tvaru
(0;1;0;1) + ku + 17, k, 7 € R tak, aby w bol ortogonélny ku u aj v.
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2.2. SCHMIDTOV ORTOGONALIZACNY PROCES
TOTALNA KOLMOST VO V,,
KoLmosT vo V,,

n

U’loha 2.2.1. Schmidtovym ortogonalizaénym procesom najdite ortonormaélnu
bazu vo Vg4, ak poznéte jeho bazu (ai,a»,as,ds), kde @;(1;1;1;1), a2(1;—-1;1;1)
a3(2;0; —1;1), @a(—1;1;0;1). T

Uloha 2_.2.2. Vo vekEorovom priestore usporiadanych trojic realnych &isel st dané
vektory @i1(1; —1;1), @2(0;1;2), @3(1;1;0). Vykonajte Schmidtov ortogonalizatny
proces. :

leh_a 2.,2.3. Dané st w:ektory a1(1; —2;2; —3), @2(2; —3;2;4). Dokéazte, ze vektory
@1 a @ s na seba kolmé a najdite as, a4 tak, aby {1, @2, @s, @4} bola ortogonélna
baza vo V.

Uloha 2.2.4. Uréte bazu vektorového priestoru V't ak V= ((1;

1 - 10:1:20v yUs 4y 4
ok 34 ((130;13.2;0), (0503 151;2),
Uloha 2.2.5. Zistite, ¢i vektorové priestory V' = (a,b) a V" = (¢, d) sii na seba
kolmé, ak @(1;3;—1;5), b(1; —5;—3;1), g(14;5;3; —1), d(14; —3;1; —5).
Uloha 2.2.6. Dané st vektorové priestory V' = ((1;0; —1;1;0), (0;2;—2;0;0)
(00:3;~1;0)) & ¥ = {(1;1;1;0;0), (~1;0;0:1;1), (050;0;0;1). |
a) Zistite ¢i vektorové priestory V' a V" st na seba kolmé.
b) Urcte vo V5 ortonormalnu béazu (€;, €s, €3, €4, €5) tak, aby V" L= (€1, €2)
a zaroven V"’ = (Eg, E4,E5>. |

Uloha 2.2.7. Uréte jednotkovy vektor kolmy k nadrovine o;

a: T =ut+v+w
zo=14+u—v+w
Iz3=u—v+uw
e =1+u+v+ 3w

2.3. VoNKAJSI sUCIN vo V,
VEKTOROVY SUCIN VO V3

Ulc_rha 2.3.1. Vypotitajte troma spésobmi obsah trojuholnika ABC, ak
a) A[2;3], B[1;-1], C[0;1],
b) A[0;3], B[4;1], C[2;5].
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Uloha 2.3.2. Vypotitajte dvoma spdsobmi obsah trojuholnika ABC, ak A[2;1; —3],
B[4;1;5], C[0;7; —6].

Uloha 2.3.3. Uréte vektorovy stéin vektorov %(3; v/3;0), 9(3; 3v/3;0) aspoi troma
sposobmi.

Uloha 2.3.4. Dané sii vektory a(1; —1;2), b(3; 1; —3). Vypotitajte
a) @ x b,
b) (2@ — b) x (@ + 3b),
¢) overte pomocou vysledku z ¢asti a), ze |[@ x b|| = [[al|.|[b]|. sin .

Ijloha_2.3.5. Pre kolmé vektory @, b plati |@| = 2, ||b]| = 3. Vypotitajte
|(@+ 3b) x (2@ — 5b)||.

Uloha 2.3.6. Pouzitim zmieSaného stéinu uréte vzdialenost’ bodu A[2;3;4] od
roviny p;

¢0: T1=2-—3b+2u
3:2=3+2t—u
x3=2+1t+4u

Uloha 2.3.7. Napiste parametrické vyjadrenie priamky p prechidzajicej bodom
D rovnobeZne s priese¢nicou rovin c, [J;

a=ABC, B:z+2y—2=0, A[1;0;0], B[0; —1;0], C[1;0;1], D[3;0;0]

(rieste aj vyuZitim vektorového sicinu).

2.4. METRICKE VLASTNOSTI EUKLIDOVSKEHO PRIESTORU

Uloha 2.4.1. Napiite vieobecnti rovnicu nadroviny v §tvorrozmerného afinného
priestoru, ktora na stiradnicovych osiach vytina rovnako velké useky dlzky 2. Kolko

rieSeni mé dloha?

Uloha 2.4.2. Napiste vieobecnti rovnicu roviny g, ktord je uréend bodmi A, B a
na stradnicovej osi z vytina usek dlzky 4;
A[-1;3;4], B[2;-3; —1].

Uloha 2.4.3. K priamke iddcej bodmi E[3;4], F[1; —1] vedte priese¢nikom pria-
mok p, ¢ a) rovnobezku, b) kolmicu (zapiste jej vieobecni rovnicu);

p: 6xr—"Ty+23=0, qg: 2r+y+1=0.

Uloha 2.4.4. Dand je priamka p a bod M. N4jdite na priamke p body, ktorych

— e = = —_ e TEE— —
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vzdialenost’ od bodu M sd 4 jednotky;

pige= 144 MI4;1; 3]
y="-2+4t
z2=3—-2{

Uloha 2.4.5. Napiste vieobecnti rovnicu priamky, na ktorej lezi vyska v, tro-
jubolnika ABC; A[2;5], B[4;2], C[1;-2].

Uloha 2.4.6. V euklidovskom priestore E3 je dand rovina o a bod M. Napiste
parametrické vyjadrenie priamky p prechddzajticej bodom M a kolmej na a;
a:2r—22+223~4=0,

A[3;8; —4].

Uloha 2.4.7. V euklidovskom priestore E4 je dany podpriestor a a bod A. Napfste
parametrické vyjadrenie priamky p prechddzajicej bodom A a kolmej na o

o X =[21;0;5] +11(2; —4;6; 1) + t2(4; 1; ~2; 3) + t3(0; 4; 0; 2),

A[-1;4;3;1].

Uloha 2.4.8. Uréte vrcholy B, D stvorca ABCD, ak A[2;1], C[4;5].

Uloha 2.4.9. V E; napite vSeobecni rovnicu roviny 3, ktoré prechidza priamkou
p a je kolma na rovinu «;
p: X =[2;3;0] +t(1;0; 1), o xy—Tog+223—4=0.

Uloha 2.4.10. Uréte velkosti vysok trojuholnika K LM, ak
KL:z4+y—-1=0,

e

KM:2x—y-5=0,

St 4

LM : 3z4+y=0.

Uloha 2.4.11. NapiSte parametrické vyjadrenie priamky, na ktorej lezi vyska vy
(prechadzajtica vrcholm V) stvorstena ABCV a vypocitajte velkost’ tejto vysky;
a) A[-1;0;3], B[4;3;2], C[2;1;1], V[-6;1;0], |
b) A[2;1;1], B[-1;0;3], C[4;3;2], V[-6;1;0).

c) A[1;0;1], B[2;1;1], C[-3;0;2], V[3;1;5],

Uloha ?-.4.12. Urcte analytické vyjadrenie priamky prechddzajiicej bodom L[—4; 3]
a od pociatku suradnicovej sistavy vzdialenej pat’ jednotiek.

.Uloha’ 2.4.13. Uréte analytické vyjadrenie priamky, na ktorej lezi strana tro-
Juho%mka Prechédzajflca bodom M|3;4], ak ostatné dve strany trojuholnika lezia
na suradnicovych osiach z, y a obsah trojuholnika S = 24.

Uloha’ 2.4.14. Dané st body S,[7;8], Sy[—4;5], Sc[l;—4]. Uréte vrcholy tro-
Juholnika ABC, pre ktory su body Sa, Si, S¢ v poradi stredy strén BC, AC, AB.

}Elo}’la 2’.4.15. Napiste vSeobecnii rovnicu priamky prechadzajiicej bodom M [1: 21
tord mé od bodov M;[2;3], M> [4; —5] rovnaki vzdialenost’.
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Uloha 2.4.16. V E; uréte dvoma spdsobmi vzdialenost’ euklidovskych podpriestorov
E' ={M}aE' =[Q;q;
M([5;2;3], Q[1; -3; 1], u(1;2; -1).

Uloha 2.4.17. Uréte vzdialenost’ bodu B[2;3;4] od roviny o
a: bxy —4xe + 3x3 +6 = 0.

Uloha 2.4.18. Uréte stradnice bodu A’, ktory je simerne zdruzeny s bodom
A[-1,2;5; —3] podla nadroviny w : 21 + 222 — 23 — 374 = 5.

Uloha 2.4.19. Uréte vzdialenost’ bodu A[1;2;1; —2] od priamky m,

m::z:1=2—3t

$2=3—2t
:L‘3=—2+3t
ra=5+4t

Uloha 2.4.20. Napiste rovnicu roviny simernosti bodov A, B, ak
a) A2;-2;3], B[3;1; 1],
b) A[2;—1;-4], B[4;-3;2].

Uloha 2.4.21. V E; je dana nadrovina o a bod M. Uréte pravouhly priemet bodu

M do nadroviny «;
o Ty —To+a3— 234 +25—1=0, M1:1: 1 1: 3],

Uloha 2.4.22. Vypo&itajte siradnice vrcholov kosogtvorca ABCD, ktorého jedna
strana obsahuje bod M, protilahld strana lezi na priamke m a uhlopriecka B.D lezi

na priamke p;
m:rx =344t p: 9z +5y—45=0 M]|1;2]
y=6+1

Uloha 2.4.23. Bod S je prieseénikom uhloprieok obdiﬁnika, ktorého jedna strana
lezi na priamke p. Uréte vieobecné rovnice priamok, na ktorych lezia zvysné strany

obdiinika, ak jedna z nich obsahuje bod M;
Skdl, ML priz-y+l=0

Uloha 2.4.24. Dvoma spbsobmi vypoéitajte vzdialenost’ mimobeziek a, b (1.sp.
vyuzite priecku mimobeZiek kolm1 na priamku a aj b, 2.sp. vyuzite tlohu 2.3.6);
a) a: X =[0;0; 3] +#(0; 1;0),
b X =[1;1;1] +4(0;5; 1)
b)
g d=1 b: gl
y=1-1%
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Uloha 2.4.25. Uréte realne &isla a, b tak, aby priamka p bola kolm4 na rovinu a;

p:m=1+2t\ a:Tx+oy+3z2—4=0
y=3+at
z=—1+bt

Uloha 2.4.26. Rieste tlohu 2.2.7 &0 najjednoduchsie (vyuZzitim norméalového vek-
tora nadroviny).

Uloha 2.4.27. Napiste vSeobecni rovnicu nadroviny, ktor4 prechidza bodom M
a je kolma na priamku p;
M[2;-1;1;1], p: X =[71,4 -2+ £(3;2;-2;1).

Uloha 2.4.28. Dany je stvorsten ABCD. Uréte kosinus uhla, ktory zvieraju
roviny ABD a ABC;
A[3; -2;0], B[5;6;0], C[-1;2;0], D[2;2;3].

Uloha 2.4.29. Douréte siiradnice bodov C, D v Ej tak, aby ABCD bol pravidelnym
stvorstenom a aby y-ova stradnica bodu C' aj z-ov4 stiradnica bodu D boli kladné;
A[1;0;0], B[4;4;0], C[7;7;0], D[?; 7; 7).

Uloha 2.4.30. Dani je jednotkova kocka ABCDA'B'C'D’. Vypoéitajte vzdiale-
nost’ bodu B’ od roviny A'CE, ak (DD'E) = —1.

Uloha 2.4.31. Uréte ortogonalny priemet bodu A[5;1;2] do roviny o
a:r—2y+z—-4=0.

Uloha 2.4.32. Uréte ortogonélny priemet priamky p do roviny a;
p: X =[3;1;2] +¢(3;2; 1), a:2r—y+2—4=0,

Ulo‘ha 2.4f.33. Napiste vSeobecné rovnice takych dvoch rovin (v E3), aby orto-
gondlny priemet jednej z nich do druhej bola priamka.

Uloha 2.4.34. Dané s1 roviny a, 8. V rovine G je dany bod B°. Uréte v rovine
o bod B ta,k_, aby jeho ortogonalnym priemetom do roviny g3 bol prave bod BY;
a:3z—y+2z+1=0, B:xz+3y+z—4=0, BY[8; 0; —4].

Uloha 2.4.35. Uréte vzdjomnt polohu priamok p = [A4;T] a ¢ = [B;7] a ich
vzdialenost’;
A[2;0;0], B[0;1;1], (5;0; 1), T(0; 1; 1).

Uloha 2.4.36. Nech priamky a: X = A+ 3, b: X = B+rb st mimoberky.
Ukéite, #e ich vzdialenost je d = (@x0-(B—4)|

[[@xb]|

Uloha 2.4.37. Uréte vzdialenost’ euklidovskych podpriestorov E’ a E”, ak sii dané
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parametricky;
E:zi=r—s E": g1 =k
To=1+r T2 =1
T3 =2+7+2s z3 = —1
Ty = —3s T4 = -1

Uloha 2.4.38. Vypotitajte vzdialenost’ euklidovskych podpriestorov

a) B' = [M;uy,u2] a B’ = [N;7);

M(3;050;0;1], w1 (1; —1;0; 15 2), %(0;0;1;0;0), N[1;1;0;0; 1], 5(1;0;0; 05 1).
b) E' = [4;3,b] a E” = [B;¢, d];

A[1;1;0;0; 1], @(0;0; 0; 1;0), b(1; 0; 0; 0; 1), B[3; 0;0;0; 1], 2(0; 0; 1; 0;0), d(1; —1;0; 15 2).
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- KAPITOLA 3 )
AFINNE ZOBRAZENIA

3.1. ZAKLADNE VLASTNOSTI AFINNYCH ZOBRAZEN{

Uloha 3.1.1. V A, Jje dand LSS a afinné zobrazenie f : Ay — A,

A1) 473 5)

B[5;2] & B'[10; 10]

052 LT,

Uréte f(0), f(&1) a f(&2), ak O[0,0], &,(1;0), 2(0;1).

Uloha 3.1.2. Dané st body A4, B € A, oznatme Tapx) = A+ LB - A)+
%(X — A). Dokézte, e f: X — T(a,B,x) je afinné zobrazenie.

Uloha 3.1.3. V afinnej rovine A, si dané réznobezky p, ¢. Pre Pubovolny bod
X € Ap oznatme qx priamku prechidzajicu bodom X a rovnobesnd s priamkou
g. Dokézte, Ze f : Ay — Ay, kde f(X) = X', X' € gx N p je afinné zobrazenie. Je
f surjekcia?

Uloha 3.1.4. V afinnej rovine A, sd dané réznobeiky p, g. Pre I'ubovolny bod
X € Ay oznaéme gy priamku prechidzajicu bodom X a rovnobeznd s priamkou
q. Dokazte, ze f : Ay — Ay, kde f(X) = X', pricom obraz X’ lez{ na priamke gx
a stred useCky X X' lez{ na priamke p je afinné zobrazenie.

Uloha 3.1.5. Dané st dve mimobezky p,q C Az arovina o C A3 tak, Ze p aj ¢ sd
roznobezné s «. Pre lubovolné X € p oznaéme ax rovinu prechadzajiicu bodom
X rovnobeZne s rovinou a.

Dokézte, ze f:p — g, f : X — ax N g je afinné zobrazenie.

Uloha 3.1.6. Dokézte, Ze kazdé posunutie je afinng transformécia.
Uloha 3.1.7. Dokézte, ze kazdd rovnolahlost’ je afinng transformacia.

Uloha 3.1.8. Nech f: Ay — A’ je afinné zobrazenie. Aké pripady mozu nastat’
pre f, t.j. ¢o mdze byt’ obrazom f(Ag)?

~ 3:2. ASOCIOVANY HOMOMORFIZMUS AFINNEHO ZOBRAZENIA

Uloha 3.2.1. Pre asociovany homomorfizmus f afinného zobrazenia fihAp — Ay
Plati, Ze f(u) =@, F(v) = v'. Uréte obrazy vektorov 1 a (w — 2m).
U2 1), 5(0;1), w (15215 1), 7(1;1;,050), w(1; 1)

Uloha 3.2.2. Afinné zobrazenie f : Ay — Aj je dané predpisom
X[wsy) v X[z +y— 3y — 13— 24). N
Uréte obraz vektorov u(1;2), —u a 3u v asociovanom homomorfizme f.
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Uloha 3.2.3. Dané je afinné zobrazenie f : Az — As tak, Ze f(4) = K, F(B) = L,
F(C) =M a f(D) = N. Uréte obraz vektora ¥ v asociovanom zobrazeni f-
A[3;1;3], B[0;0;2], C[1;0;1], D[3,1, 3], K[~1;2], L[1;1], M[1;2], N[2;4], 9(2,1, -2)

Uloha 3.2.4. Dany je afinny priestor A(A; V; —), body aj vektory afinného priestoru
tvoria polynémy nanajvy$ tretieho stupfia nad realnymi ¢islami, — je operéacia
odéitovania dvoch polynémov. Vyjadrite afinné zobrazenie f : A — A, ak vie-
te, ze f(M) = K, kde M = 2> +2? +2+1, K =2>+2a f(@) =T, kde @
znamené derivaciu polynému .

3.3. ANALYTICKE VYJADRENIE AFINNEHO ZOBRAZENIA

Uloha 3.3.1. V afinnej rovine A, st dané tri linedrne nezdvislé body B, C, D
a repér R = {B;C — B,D — B} uréujici LSS v As. Existuje prave jedno afinné
zobrazenie f : Ay — Ag, také ze f(B) = B', f(C) = C" a f(D) = D". Urtte
analytické vyjadrenie zobrazenia f;

B'[1;0;0], C'[0;1;0], D'[0;0;1]

Uloha 3.3.2. Napiste analytické vyjadrenie afinného zobrazenia f : Ay — Aq, ak
f(A) = K, f(B)=L, f(C) = M.

a) A[2;1], B[3;2], C[0;1], K[2], L[0], M[10]

b) A[2;1], B[3;2], C[0;1], K[2], L[0], M([8]

Uloha 3.3.3. Existuje afinné zobrazenie f : Ay — A1, pre ktoré plati, ze f (A) =
A, f(B) =B, f(C) =C"?

a) Al2;1], B[3:2], C[5;4], A2}, B'[1], C'[-1],

b) A[2;1], B[3; 2]: C15;4], A_’[Z], B'[0], C’[S]‘

V pripade, Ze f je afinné zobrazenie, je urtené jednoznaéne? Zapiste jeho analyticke
vyjadrenie.

Uloha 3.3.4. Uréte analyticke gjadreniewa,ﬁnného zobrazeia f : Ay — Asj, ak
fIK)=K', f(L)=L, f@ =7 f(v) =7 f(W) =,

K[0;1;2;3], L[1;2;1;0], w(1;0;0; 1), 5(0; 0; 1;0), w(0; 0;0; 2), K'[-5;2;2;6;7],
L'[-6;3;2;9;5], @' (2;0;1;0; —1), '(—3;0; 1;0;5), w'(2; 0; 0; 0; —2).

Uloha 3.3.5. V Ay a v Az st zvolené LSS-ic. Zistite, &i existuje afinné zobrazenie
f 1 Ay — Ag, také ze f(B) = B/, f(C) =C', f(D) = D'. Ako zavisi rieSenie 1ilohy
od parametra p?

B[1;0], C[0;1], D[2;p], B'[2;1; 1], C'[3;2;0], D'[1;0;2]

Uloha 3.3.6. Najdite analytické vyjadrenie afinného zobrazenia, ktoré
A[1;2;3] — A'[0;9; —1],

B[3;2;1] — B'[2;11;1],

Cl;-1;1] — C'[3;4; -2,

D[2;1;0] — D'[2;7;1].

Uloha 3.3.7. Najdite analytické vyjadrenie afinného zobrazenia, ktore
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K[1;2;3] — K'[5;4],

L{1;1;1] — L'[2;1],

M[1;0;1] — M'[1;0],

N[0;1; 3] — N'[3;2]. n

Uloha 3.3.8. Njjdite analytické vyjadrenie afinného zobrazenia f, ktoré
P[3;3]% P/[7;0],
Q1L Q1]
w(2;1) D @ (3;1).

3.4. SKLADANIE AFINNYCH ZOBRAZENI
INVERZNE ZOBRAZENIE AFINNEHO ZOBRAZENIA

Uloha 3.4.1. Dokazte, Ze f je afinna transformécia Ay a uréte analytické vyjadre-
nie zobrazeni f~1 a f?, ak

Al0;2] 5 A'[1;4), B[2;2] 5 B'[3;4], ¢[2;0] & ¢'[3;0).
Uloha 3.4.2. Néjdite analytické vyjadrenie afinného zobrazenia f o g, ak
a) F oo =gt} g2 =z—y+z+1

y =y—1 Y =+ 2+ 22
2 =2z +y

B =2 g:x' =z
y’:$+3 y’:{[;——-y

Uloha 3.4.3. Dané je afinné zobrazenie fiAg — Aj

[ =z+y—22+1

Y =z —=z
Z=r—y-1
Néjdite obraz afinného podpriestoru
a) p:x =3+t : b) a:z=14+u+tv
y=—t y=2+uv
V| z=3
c)v:xz+y+z+3=0, d) 0 = A
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3.5. SAMODRUZNE PRVKY AFINNEHO ZOBRAZENIA

Uloha 3.5.1. Dané je afinné zobrazenie f : A3 — Aj
f: £=z—-y+2+1

Yy =—z+y+z+2

Z=—z—y+32+3

Uréte samodruzné body a samodruzné smery afinného zobrazenia f.

Uloha 3.5.2. Dané je afinné zobrazenie f : Ay — Ay
fo w'=% -yl
v =r+2y+3

Urcte samodruZné body a samodruzné smery afinného zobrazenia f.

Uloha 3.5.3. V A, st dané nekolinedrne body A, B, C. N&jdite samodruzné body
a samodruzné smery afinného zobrazenia f, ak

a) f(A) =B, f(B) = 4, f(C) =C;
b) f(4) =B, f(B)=C, f(C) = A.

Uloha 3.5.4. Dané je afinné zobrazenie f : Ay — Ay
froal=y
y=z
Urcte samodruzné body a samodruzné smery a samodruzné priamky afinného zob-

razenia f.

Uloha 3.5.5. Uréte samodruzné body, samodruZné smery a samodruzné priamky
afinného zobrazenia f;

f: 22=z+2y+3
Yy =2z —y+1

Uloha 3.5.6. Uréte samodruzné body, samodruzné smery a samodruzné priamky
afinného zobrazenia f;
[ o=—z+4y-2
y =2z —3y+2

Uloha 3.5.7. Uréte samodruzné body, samodruzné smery a samodruzné priamky
afinného zobrazenia f;

f: 2=22-2
y =—6z—y+ 14
' =19z + 6y + z — 44
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Uloha 3.5.8. Napiste analytické vyjadrenie afinného zobrazenia f v afinnom
priestore Ag, ak M je samodruiny bod af. zobrazenia f au, U, w st charak-
teristické vektory asociovaného homomorfizmu f, pricom @ a v prislichaju charak-
teristickému ¢islu A; = 2 a vektor w prislicha charakteristickému &islu Ay = ~1;
M(1;0;0], @(1;0;1), 5(1;0; 1), w(0; 1; -2) |

Uloha 3.5.9. Dokézte, Ze vSetky smery afinného priestoru A, st samodruzné
smery kaZzdého posunutia v A,,.

Uloha 3.5.10. Dokéite, ze kazdy smer v A, Je samodruznym smerom kazdej
rovnolahlosti v A,,.

3.6. HOMOTETICKE TRANSFORMACIE

Uloha 3.6.1. Rovnolahlost’ je dand rovnicami
g =8x—4
Y =3y+1

Najdite jej stred S a charakteristiku A.

Ulollla .3.6..2. Rovnolahlost’ s je dan4 charakteristikou h = —% a dvojicou odpo-
vedajucich si bodov A[3;1], A’[2; 4]. Urcte stradnice stredu S rovnolahlosti s.

Uloha 3.6.3. V rovine je dany bod S[1; —3] a priamky p, p’
p:3r+5y—15=0,
pPraz+Ty—1=0.
Uréte @ € R tak, aby obrazom priamky p v rovnolahlosti s so stredom $ bola
priamka p’ a uréte jej charakteristiku. '

Uloha 3.6.4. Uréte stred a charakteristiku rovnolahlosti s a reilne &isla, r, § tak
aby H[1;7?] bol jej samodrusnym bodom, bod M’[3;1] bol obrazom bodu M[2; 4] a:
priamka a’ obrazom priamky a v rovnolahlosti ; ,

a: g—y=0,

1’

a:rr+4y+s=0.

Ploha 3.6.5. Uréte stred rovnolahlosti s, ktorej charakteristika h = 3, ak viete,

ze priamka m sa v nej zobrazi do priamky m’ a Ze priese¢nik priamky m s osou z

sa zobrazi do bodu, ktorého y-ova stradnica je rovnd %;
m: 2z —3y+1=0,

/

m:rz+ty+1=0.

]IJJ_tha 8.6.6. Urcte p tak, aby existovala rovnolahlost’ so stredom S [3;2], ktora
od A[1;4] zobraz{ do bodu B [2; p]. Napiste rovnice tejto rovnolahlosti.
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Uloha 3.6.7. Napiste analytické vyjadrenie rovnol'ahlosti v Az, ak charakteris-
tické &islo A = —2 a obrazom bodu B[2;0; —1] je bod C[0;1;3]. Urcte stred tejto

rovnolahlosti.

Uloha 3.6.8. Napiste analytické vyjadrenie homoteticke] transformaécie f, pre
ktort f(K) = K' a f(L) = L'. Urcte samodruzné body zobrazenia f.
K1[3;2], L[1;-1], K'[2;1], L'[0;7]

Uloha 3.6.9. Dané je afinné zobrazenie

f: #’=42+3
y =4y
2 =42—-6

Zistite, & f je homotétia. Ak &no, urcte presnejsie o aku homotétiu ide.

Uloha 3.6.10. V afinnom priestore Az sii dané robnol'ahlost’ f so stredom S[1;—-2; 3]
a koeficientom A = % a posunutie g, vektorom posunutia je u(0;1; —1).

a) Urtte aké transformacia vznikne zloZenim f o g,

b) Uréte aka transformacia vznikne zloZenim g o ¥,

¢) Overte, Ze rovnolahlost’, ktoru ste dostali v a) mé stred H = 5 + 1—1~Xﬁ,

d) Overte, ze rovnolahlost’, ktort ste dostali v b) méa stred U = §' + 1=5T.

3.7. ZAKLADNE AFINNE ZOBRAZENIA

Uloha 3.7.1. Napiste rovnice osove] afinity, ktorej osou je siradnicovd os T a
zobrazuje bod [0; 1] na bod [3;5].

Uloha 3.7.2. Napiste rovnice zakladnej afinity f priestoru Az, ktorej mnozinou
samodruznych bodov je rovinaw : z +2y—2+1=0a potiatok LSS P sa zobrazi

do bodu Q[0;0;2].

Uloha 3.7.3. Napiste analytické vyjadrenie afinného zobrazenia f, ak body A[1;2;3],
BI0;1;0], C[~1;0;1] st samodruzné a bod D[2;0;1] sa zobrazi do pociatku LSS.
(Mozeme vyuzivat) 7e f je zakladna afinita? Preco?)

Uloha 3.7.4. Napiste rovnice involutérnej osovej afinity, ktorej osou je priamka
z —y -+ 1 =0 a potiatok LSS sa zobrazi do bodu 4; 7).
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KAPITOLA 4.
ZHODNE ZOBRAZENIA

4.1. ZAKLADNE VLASTNOSTI ZHODNYCH ZOBRAZEN{

/

Uloha 4.1.1. Zistite, ¢ existuje zhodné zobrazenie z E; do Ej, priéom f(A) = A’,
f(B) =B, Al1;2], B[2;-3], A'[41;0], B'[6;5;0].

Uloha 4.1.2. a) Uréte a,b € R tak, aby existovalo zhodné zobrazenie z E; do Es
ori ktorom f(A) = &', £(B) = B', f(C) = C'; ’
A[0;0], B[2;1], Cl4a], A'[1;2], B'[3;1], C'[5; 4]

b) Je zobrazenie f urcené v a) jednoznaéne? Svoju odpoved zdovodnite.

Uloha 4.1.3. Uréte a,b € R tak, aby existovalo zhodné zobrazenie f : E; — Eo,
pre ktoré

[0;0] = [1;2], [2;1] — [3;1], [4;a] > [6;0].

Je takto uréené zobrazenie f dané jednoznacne?

Uloha 4.1.4. V zhodnom zobrazeni f : E3 — Es st body K/0;0;0], L[1;1; 1]
samodruzné a bod A[1l; —1;0] sa zobraz{ do roviny « : = = 0. Uréte suradnice bodu

f(A).

Ul(')ha 4.1.5. V Es je dany §tvorec ABCD. Kolko zhodnych zobrazeni euklidovskej
roviny E, do seba reprodukujicich storec ABCD existuje? Vypiste ich.

Uloha 4.1.6. Kolko zhodnych zobrazeni f v E3 existuje, ak
[=1;2;1] = [15—2; —1]

[0;0;3] = [0;0;7], r € R

[0; 3;0] — [0; —3;0]

WEis] — [—1;~1;t], t,s € R

Ulollui zi.l.7. Urcte s,r € R tak, aby f : E3 — Ej bolo zhodné zobrazenie, pre
ktoré (m) = —7, /() =¥/, f(4) = P, f(P) = A
u(l; —2;0), 9(1;0;2), v'(s;1;7), A[3;2;1], P je potiatok KSS;

Uloha 4.1.8. Uréte r,p,q € R tak, aby f : E3 — E3 bolo zhodné zobrazenie, v
ktorom body A, B, C st samodruzné a bod D sa zobrazi do bodu D’;
A[L;0;0], B[0;0;1], C[1;1;1], D[0;1;0], D'[r; p; q]
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4.2, ANALYTICKE VYJADRENIE ZHODNEHO ZOBRAZENIA

Uloha 4.2.1. Dané je analytické vyjadrenie zobrazenia

f: '=z+by—2

i
/
e 1
y =gyt
Z=ax+cy—3

Dourcte a, b, c € R tak, aby f bolo zhodné zobrazenie.

Uloha 4.2.2. Dané je zobrazenie

f : ]EQ = ES!

A[3;0] — A'[1;5;1], B[0;3] — B'[-3;4;p], C[3;3] — C'[-1;6;3].
a) Uréte p € R tak, aby f bolo zhodné zobrazenie.

b) Napiste rovnice zobrazenia f.

c) Uréte obraz pociatku P[0;0] v zobrazeni f.

Uloha 4.2.3. Napiste analytické vyjadrenie vSetkyjch zhodnych zobrazeni repro-
dukujucich stvorec. Zvolte vhodne KSS.

Uloha 4.2.4. V zhodnom zobrazeni f st body A[0;0;0], B[1;1;1] samodruzné a
bod C[1;—1;0] sa zobrazi do roviny v : y + 1 = 0. Uréte obraz bodu C. Kolko
rieSeni ma 1iloha?

Uloha 4.2.5. a) Urtte parameter s tak, aby existovala zhodnost’ f v E, taks, 7e
f(A) = B a f(C) = D; A[0;0], B[5;0], C[3;4], D[9;s].

b) Napiste analytické vyjadrenie zhodnosti f.

¢) Uréte obraz bodu B v zhodnosti f.

4.3. SAMODRUZNE PRVKY ZHODNEHO ZOBRAZENIA

Uloha 4.3.1. Dané je zobrazenie

f+ (30— [1;4]
[1;2] = [p; 2]
[-1;~1] = [2;4]

Uréte p,q € R tak, aby f bolo zhodné zobrazenie a uréte jeho samodruzné body a
smery.

37

Uloha 4.3.2. Overte, & rovnicami

oy By 1 2y 2
=8 grrtEeTy

P < g B B 2
LR LA

& Ea; 2 1 " 2
377 3Y7 3773
je dané zhodn¢ zobrazenie E; na seba. Uréte jeho samodruzné body, smery a
priamky.

Uloha 4.3.3. Uréte koeficienty 7, s, p, g € R v analytickom vyjadren{

/
fizy=—za+p
:\52:7'55'1
$3=—$2

Ty = 823 +¢

tak, aby f bolo zhodné zobrazenie, pre ktoré
a) [1;1;1;1] & [0;—1; —1; 4],

b) [1;1;1;1] 5 [0;0; ~1; 0]

a urcte jeho samodruzné prvky.

4.4. SUMERNOST PODL’A NADROVINY

Uloha 4.4.1. Napiste analytické vyjadrenie simernosti podla priamky
p:2x—-3y+1=0.

Uloha 4.4.2. Uréte analytické vyjadrenie simernosti podla nadroviny, v ktorej sa
bod A[0; 2; 9] zobrazi do bodu A'l4;2; 7). :

Uloha 4.4.3. Uréte obraz M’ bodu M [6;3;2] v zhodnosti f, v ktorej body
A[8;0;0], B[8; 100; 0], C[8; —1; 50] sii samodruzné.

Uloha 4.4.4. Zistite, v ktorom z pripadov a), b), ¢) sa bod Q[1;0;2] zobrazi do
bodu R[0; 0;4] v stimernosti podla nadroviny w;

B)w: z+y—2z41=0,

b) w: £—=2x-41=],

) w: 2r— 42411 = 0.

1I)J'loha 4.4.5. Napiste analytické vyjadrenie neidentickej zhodnosti v Eg, v ktorej
ody A[-2;0;0], BI[0;0;5], C[—1;-3; 1] st samodruzné. (Kolko zhodnost1 s danou
vlastnost’'ou existuje?) '
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Uloha 4.4.6. Napiste analytické vyjadrenie simernosti podla roviny (ak takd
neexistuje, zdévodnite preco), v ktorej body A[3;2;1], B[1;2;3] st samodruzné a
bod C([1;0; 3] sa zobrazi do bodu C’[1; 0; 1].

Uloha 4.4.7. Napiste analytické vyjadrenie neidentickej zhodnosti v Es, v ktorej
body A[1;0;0;1;0], B[2;0;1;0;0], C[0;1;0; 3; 0], D[0;0;0;0; 4], E[0;0;0;2;0] st sa-
modruzné.

Uloha 4.4.8. Napiste analytické vyjadrenie siimernosti podPa nadroviny v E4 (ak
neexistuje, zdovodnite preco), v ktorej M, N sii samodruzné body a bod A sa zob-
razi do bodu A" a bod B do bodu B’.

a) M[10;0;0;0], N[5;0;0;0], A[0;0;0;2], A'[2;0;0;0], B[0;1;0;1], B'[1;1;0;0],

b) M([7;5;0;2}, N[1;3;-2;0], A[0;0;1;2], A’[2;2;2;2], B[1;-1;0;1], B[1;1;1;1],

¢) M[0;5;0;2], N[0; 3; —-2; 0], A[2;0; —1; 3], A'[-2;0;1;1], B[7;0; —3; 3], B'[-5;0; 3; —3].

Uloha 4.4.9. Vhodne zvolenou dvojicou bodov L, L' z euklidovského priestoru Er,

je jednoznacne zadand sumernost’ podla nadroviny, v ktorej sa bod L zobrazi do

bodu L'.
Zavisi pravdivost’ tohoto tvrdenia od dimenzie euklidovského priestoru E,? Svoju

odpoved’ zdévodnite.

4.5. ZHODNOSTI V EUKLIDOVSKEJ ROVINE

Uloha 4.5.1. Uréte o ktorti zhodnost’ v E, ide, ak

Uloha 4.5.2. Zhodnost' v E; je dand obrazmi bodov A, B, C'. Uréte analytické

- vyjadrenie f a zistite o ktora zhodnost’ v E; ide;

A[-1;3] — A'[3;-1],
B[0;1] — B'[1;-2],
C[0;0] — C'[0; —-2].

Uloha 4.5.3. Overte, e

f:o2=-x

y =-y+2

je zhodné zobrazenie a zistite, o ktori zhodnost’ v rovine ide.
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Uloha 4.5.4. Napiste analytické vyjadrenie zhodnosti f, ak
J 105 =3] = [4;1]
[1;1] — [0; 0]
a bod [3; —2] je samodruZny. Uréte o ktoré zobrazenie ide.

Uloha 4.5.5. Uréte o ktord zhodnost’ f ide, ak

A[10; —1] V5 A'[7;1],
B0;1] & B'[-3;3],

a(1;7) s a(1; 7).

Uloha 4.5.6. Zistite, ¢i zobrazenie f, ktoré bod B; zobrazi do bodu Bl 4 =
1,2,3 je zhodnym zobrazenim, ak ano, uréte o ktort zhodnost’ ide. Situdciu potom
nacrtnite.

Bi1[4;1], Bs[5;1], Bs[3; 2], B{[0; 3], By[~1; 3], B4[1;0]

Uloha 4.5.7.

a) NapiSte analytické vyjadrenie posunutej simernosti ¢ = o, o 7 a uréte v nej
obraz pociatku P siradnicovej stistavy, ak o : 4z + 3y—12=10,w = (3;4).

b) Overte, Ze ide o zhodnost’.
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KAPITOLA 5. '
PODOBNE ZOBRAZENIA

5.1. PODOBNOST Vv Ep A v [Eg

Uloha 5.1.1. V afinnej transformécii g uréte a € R tak, aby g bola podobnostou,

g:x =ax—4y+3
y =4z + 3y — 1.

Zistite, é1 g ma samodruzny bod.

Uloha 5.1.2. Uréte realne &isla a,c € R tak, aby afinnd transformécia g bola
podobnost'ou,

g: 7 =ax—4y+3
y =cx + 3y + 1.

Uloha 5.1.3. V afinnej transformacii g uréte r € R tak, aby g bola podobnostou,

g: 2 =4z —4y+3
Yy =3z —ry+1.

Uloha 5.1.4. Uréte vietky podobnosti v Eg, ktoré bod o stradniciach [1; 0] zobrazia
do bodu o siradniciach [4, —2] a bod o stiradniciach [2; 3] do bodu o siradniciach
[2; 8.

Uloha 5.1.5. Uréte a,b € R tak, aby zobrazenie g roviny a, o C Ea, do E3 bolo
podobné zobrazenie a urc¢te jeho koeficient podobnosti,

g: ¢ =2z +ay-—1
Y =x+by+2
2 =y+1.

Uloha 5.1.6. Uréte p,q,7 € R tak, aby zobrazenie g bolo podobnostiou,

g:x' =z —-2y+22+4
Y =pr+2y+z-—2
2 =qx+ry+22-2.

Uréte jej samodruzny bod a samodruzné smery.
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Uloha 5.1.7. Zistite, ¢i zobrazenie g je podobnost’, ak dno uréte zlozenim ktorej
rovnolahlosti a zhodnosti ju mézeme dostat’. Uved'te dve rézne moznosti;

n 1
E w'=§a:+1

1
?J'“‘—*§y+2

Uloha 5.1.8. Overte, 7e zobrazenie g je podobnost’ a napiste analytické vyjadrenia
zobrazeni, zlozenim ktorych zobrazenie g vzniklo v pripade, Ze prave samodruzny
bod podobnosti bude stredom rovnol'ahlosti, ktora je jednou z komponent zloZenia;

g:z'=z—-2/2+1
v =2V2z+y—-2

Uloha 5.1.9.Dané je zobrazenie g v Eo;

o

H‘h

Il
B = b =

8

|
S ol =

<
I
<
I

a) Overte, Ze ¢ je podobnost’.

b) Napiste analytické vyjadrenia rovnol'ahlosti #g;x) a zhodnosti g, ktorych zlozenim
vznikne g, ak stredom rovnolahlosti « je bod S[1;4]. Urcte koeficient k rovnolahlosti
k. A uréte ktorym zo Siestich typov zhodnosti v Ey je g.

c) Rieste t1i isti 1ilohu ako v asti b), ale za stred rovnol'ahlosi zvolte bod rézny od
bodu S|1;4].




