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1 Pripomenuti vybranych pojmu

1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnozinu M spolu
s operact x na M, kterda ma tyto vlastnosti:

) Ve,ye M; xxy e M,
Operace x je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci x.)

i) Va,y,2 € M; xx (yx2z) = (xxy) * 2,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vex e M; xxe=exx =z,
Existuge neutrdalni prvek vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s neutrdlnim prokem.)

iv) Vee M,Jy e M; zxy=yx*x=e.
Ke kazdéemu prvku existuje prvek inverzni vzhledem k .
(Jednd se o strukturu s inverznimi proky.)

Je-li struktura (M, *) navic komutationi, nazyvd se komutativni grupa nebo téz Abe-

lova grupa.
Piiklady grup

L (Z.+), (Q,+), (R, +), (C, +),

2. (Q —{0},), (R—A{0},), (C—{0},),

3. Mnozina povelu {stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad} spolu s operaci sklé-

dani.
‘ o H pozor ‘ vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ celem vzad ‘
pozor pozor vlevo v bok | vpravo v bok | celem vzad
vlevo v bok vlevo v bok celem vzad pozor vpravo v bok
vpravo v bok || vpravo v bok pozor Celem vzad vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vpravo v bok

vlevo v bok

pozor

4. Uvazujme rovnostranny trojiuhelnik ABC v roviné p. Grupou je potom mnozina
vSech transformaci roviny, v nichz se trojuhelnik zobrazi sdm na sebe, spolu
s operaci skladani transformaci (hovorime o tzv. dihedralni grupé, viz téz/grupy symetrii

).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dihedral_group
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_group

1.2 Téleso

Télesem jako algebraickou strukturou rozumime strukturu jejiz vlastnosti jsou zo-
becnénim vlastnosti mnoziny redlnych cisel spolu s operacemi s¢itani a nasobeni, tj.
struktury (R, +, ).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyva téleso, pravé kdyz je (+,-)-distributivni,
kdyz struktura (T, +) je komutationi grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T'—{0},-), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikativni
grupa télesa T'). Je-li navic grupa (T'— {0}, -) komutativni, nazyvd se T komutativni
teleso.

Priklady téles

L. (Qv‘h ')7
2. (R,+,"),
3. (C,+,").

1.3 Vektorovy prostor

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutativni téleso. Mnozinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T', prave kdyz jsou na V' definovany dvé operace:
(1) scitani: libovolné dvojici @ € V, U € V je jednoznacné pfitazen prvek i + v €
V, (i) ndsobeni prokem z télesa T (skaldrem): vysledkem ndsobeni vektoru @ € V
skalarem a € T je vektor au € V, které splnuji nasledugici vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutationi grupa.
b) Distributivnost: (a + b)u = aud + bu, a(u + V) = at + av.

c) Ezistence jednotkového prvku skaldrniho ndsobeni: 1 -4 = .
Priklady vektorovych prostora

1. Mnozina R? viech uspotradanych dvojic redlnych ¢isel s operacemi séitani uspoia-
danych dvojic a nasobeni redlnym cislem definovanymi nasledujicim zptsobem:
(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a9 + b2), k - (a1,a2) = (kay, kay) (jedné se o tzv.
aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem realnych &isel).

2. Mnozina geometrickych vektort v roviné (orientovanych usecek) spolu s operaci
skladani vektort a nasobeni vektoru realnym cislem, jak jsou znamy ze skolské
matematiky.



1.4 Afinni bodovy prostor

Definice 4 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnozinu A, (jeji proky jsou tzv.
body) nazveme afinnim! bodovym prostorem dimenze n, jestlize je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni

g: A, x A, =V,
téchto vlastnosti: 1. Pro kaZdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny
bod B € A, tak, Ze
g(A,B) =17 t.]. B=A+17.
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, zZe
9(A, C) = g(A, B) + g(B,C).

(Jedna se o tzv. [Chaslesuv vztah. Jeho platnost poZadujeme v kazdém afinnim bodo-
vém prostoru®.)

Vektorovy prostor V,, nazyvame vektorovym zamérenim afinniho prostoru A,.

C

8l
8
)

Priklady afinniho bodového prostoru

1. Jednoprvkovd mnozina se zamérenim Vi = {07} je afinni bodovy prostor dimenze 0.

2. Fukleidovsky bodovy prostor E,, jehoz formy pro n < 3 nazyvame dle dimenze
bod (znacime Fy), primka (znacime Ei), rovina (Es) a trojrozmérny prostor (E3).

3. Samotny vektorovy prostor V,, spliuje definici afinniho bodového prostoru®. Plati

g(u,v) = U — 1.

L Affinis znamené latinsky pribuzny. Poprvé tento pojem pouzil Leonhard Euler (1707-1783) pro oznaceni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomeér. Takovym zobrazenim se zacalo fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrii rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

’Dalsi vlastnosti operaci odcitdni bodi a scitdni bodu a vektoru jsou uvedeny v [1] PECH, P. (2004)
Analytickd geometrie linedrnich dtvari, Ceské Budé&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupné na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 15.

2Naopak to samozfejmé neplati, nelze ¥ici, ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_de_Chasles
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf

1.5 Afinni souradnice bodu

Definice 5 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0. Necht (€1, e, ..., €,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru
A,. Potom usporadanou (n + 1)-tici

Y = (P7 517 527 ceey gn)
nazyvame afinni soustavou soutadnic ¢ (t€Z repérem ) v prostoru A,,.

Souradnicemi bodu X € A, v soustavé souradnic ¢ budeme rozumet souradnice
vektoru X — P v bazi (€1, €y, ..., €y).

Obrézek 1: Afinni soustava sourfadnic v roviné

Jak je naznaceno na Obr. [, dosud zavedené pojmy ndm dovoluji priradit souradnice
bodu prostrednictvim jeho priuvodice. Konkrétné se jedna o bod A s pruvodicem 7.
Muzeme psat 7= 1, +1,. Jisté existuji takova cisla ay, Ay € R, pro ktera r, = ay - b1
arTy,=a- bg Potom plati "= 7, + 7, = a; - 61 + as - bg Vektor 7 mé tak vzhledem
k dané bazi {bl, bz} souradnice aq,as. Bod A = P + 7 je potom pri pevné daném
bodé P a bézi {by, b}, tj. pii daném repéru {P, by, by}, rovnéz jednoznacéné urcen
dvojici ¢isel a;,as. Rikdme, ze bod P méa vzhledem k danému repéru soutradnice
la1, as], piseme Play, as).



Definice 6 (Kartézska soustava soufadnic). Kartézskou soustavou soutadnic rozu-
mime afinni soustavu soutadnic (P; €y, e, ..., €,), kde (€1, €y, ..., €,) je ortonormdlni

baze.

A 4

Obrazek 2: Kartézskd soustava souradnic v roviné

1.6 Eukleidovsky bodovy prostor

Definice 7 (Eukleidovsky bodovy prostor). Eukleidovskym bodovym prostorem E,,
rozumime afinni bodovy prostor, na jehoZ zamereni je definovan skalarni souéin.

Definice 8 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd kazdé
dvogici vektord u,v € V pritazuje redlné cislo (skaldr) i - v € R tak, Ze plati:

I. @-7=%-@ (SYMETRIE)
2. Uu-(V+w)=u-v+u-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)
8. (ku)-v=k

J. @-@>0 Ali-@=0sd=3d. (POZITIVITA)



2 Geometricka zobrazeni

Definice 9 (Geometrické zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zobrazenim) rozu-
mime predpis, ktergm je libovolnému bodu X (ktery je prukem dané mnoZiny, napf.
roviny) jako jeho obraz jednoznacné pritazen bod X' = f(X).

Definice 10 (Vzajemné jednoznacné zobrazeni). Vzdjemné jednoznacnym zobraze-
nim rozumime zobrazeni, které je prosté a zdroven je zobrazenim na mnozinu (tj. Ze
dvéma riznym boddim (vzorum) jsou pFitazeny dva rizné obrazy a zdroven plati, Ze
kazZdy bod mnoziny, do niz zobrazujeme, je obrazem néjakého bodu z mnoziny vzori).

Priklady geometrickych zobrazeni

Stredova soumérnost, viz Obr. gl

Obrézek 3: Stfedova soumdérnost se stifedem S

!Stiedovd soumérnost je prikladem vzdjemné jednoznacného geometrického zobrazeni (stejné jako viechna ostatni
shodné zobrazeni i stejnolehlost).



Stejnolehlost (dana stfedem S a koeficientem x), viz Obr. @

K=-2
@

Obrazek 4: Stejnolehlost se stiedem S a s koeficientem k = —2

Rovnobézné promitini do primky (dané smérem § a primkou p), viz Obr. s

Obrazek 5: Rovnobézné promitani ve sméru § z roviny do piimky p

2Rovnobézné promitani do pifmky neni prosté. Z obrazku je patrné, ze viechny body pifmky rovnob&zné se smérem
5 se zobrazuji do jednoho bodu. Napiiklad body piimek k,m, q se v uvedeném pofadi zobrazuji do bodt K’, M’ , Q’.

10



Rovnobézné promitani se smérem s mezi dvéma riznobéznymi rovinami v pro-
storu E3, viz Obr. [l

Obrazek 6: Rovnobézné promitani mezi dvéma riznobéznymi rovinami (dalo vznik osové afinité)

Osova afinita (dané osou o a dvojici bodi A, A’ ve vztahu vzor a obraz), viz Obr. [

Obréazek 7: Osova afinita danéd osou o a dvojici bodia A, A’

11



Stredové promitani se stfedem S mezi dvéma riznobéznymi rovinami v prostoru
Ej3, viz Obr. Bl

Obrazek 8: Stredové promitani mezi dvéma riznobéznymi rovinami (dalo vznik stiedové kolineaci)

Stifedova kolineace (dana osou o, sttedem S a dvojici bodu A, A" ve vztahu vzor
a obraz), viz Obr.

Obrazek 9: Stredova kolineace dand stfedem S, osou o a dvojici bodu A, A’

12



Rovnobézné promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané smérem §),

viz Obr. [I0L

\

Obrazek 10: Rovnobézné promitani trojrozmérného utvaru do roviny

Stfedové promitini (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané stredem 5), viz

Obr. [I1

Obrazek 11: Stfedové promitani trojrozmérného utvaru do roviny

13



Kruhova inverze (dand uréujici kruznici w = (S,r) a vztahem |[SX]| - [SX'| = r?
mezi vzorem X a obrazem X'), viz Obr.

Obrazek 12: Kruhova inverze dané kruznici w

Stereograficka projekcél, viz Obr.

Obrazek 14: Stereografickd projekce: obrazem kruznice je kruznice, velikost thlu se zachovava (tzv.
konformni zobrazeni).

PRIKLAD 2.1. Pomoci programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v ndsledugicich
zobrazenich zobrazi stred usecky zase na stred usecky: stejnolehlost, osova afinita,
stredova kolineace, kruhovd inverze.

3Stereograficky priimét kulové plochy je stiedovym primétem kulové plochy pro st¥ed promitani S lezici na kulové
ploSe w a pro primeétnu 7 rovnobéznou s te¢nou rovinou kulové plochy ve stfedu promitani S

14



3 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni v roviné je prikladem transformace roviny na sebe. Kazdému bodu
X roviny FEs priradi bod X' = f(X) téze roviny pfi zachovani urcitych vlastnosti.
Dtlezitym pojmem pri zavedeni afinniho zobrazeni je délici pomér. Jedna se o tzv.
invariant afinniho zobrazeni.

3.1 Délici pomér

Délicim pomeérem zde rozumime cislo, které jednoznacné udava polohu bodu na
primce vzhledem ke dvéma pevné danym bodim této primky.

A C B

Obrazek 15: TTi kolinedrni body

Definice 11 (Délici pomér I). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tr1 kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodum A,
B rozumime redlné cislo \, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoZ absolutni hodnotu

plati
_|AC]

| 1
) 1)
pritom pro bod C' lezici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' leZici uvvniti AB
je (ABC) < 0. Pro C' = A je zieymé (ABC) = 0.

((ABC)]

Poznamka. Uvedend definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu
C od danych bodu A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, neprinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku délictho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni cast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici
pomeér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici bodi, viz Obr 16l

Nas

A “C B

Obrazek 16: Délici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B

Definice 12 (Délici pomeér II). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tFi body leZici
na primce (tj. tr1 kolinedrni body). Potom ¢islo A definované rovnict

C—-—A=)\C-B) (2)
znacime (ABC) a nazyvame délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodim A, B.

15



Poznamka. Ve vztahu (2)) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si muzeme (2)) prepsat
do tvaru

_C-A

~ C-B

ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem (I). Smysl ziska
az dosazenim souradnic bodu A = [ay; as], B = [b1; bs], C = [c1;¢9] :

A

1 —ax Co — Qg

\ =

c1—b o —by

PRIKLAD 3.1. Urcete délici pomér (ABS) stiedu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 3.2. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci \ délici po-
mery (BAC), (CBA),(ACB),(CAB) a (BCA).

Reseni: Vztah (2) pro (ABC) = X ptepiseme do tvaru A = AB + (1 — \)C. Odtud
1 1 1
po vydéleni \ dostaneme B = XA + (1 — X)C’ Odtud je zfejmé, ze (BAC) = T

Poznamenejme jesté, ze ke stejnému vysledku vede také toto odvozeni: (BAC) =
C—-B 1 1

C-A 4 X

Analogicky odvodime vyjadreni dalsich délicich poméri v ramci dané trojice bodi:
A 1 1

PRIKLAD 3.3. V roviné jsou ddny dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vsech

bodu X této roviny, pro ktere plati

kde k je realnd konstanta.

Reseni: Hledanou mnozinou je kruznice, které je znama jako ,, Apolloniova kruznice®,
viz Obr. [I7. Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodia A, B

vzhledem k soufadnicovym osdm. Konkrétné je umistime na osu z tak, ze A = [—a, 0]
AX
a B =la,0], kde a € R. Vztah ﬁ = k prepiSeme do tvaru
|AX| = k|BX]|

a dosadime uvedené souradnice bodia A, B, X. Dostaneme
V(e +a)+ 2 =ky/ (@ —a)? + 12

16




Po umocnéni obou stran rovnosti na druhou a po nékolika tpravach, mimo jiné
také pouzijeme doplnéni na ctverec, dostavame rovnici vysetrované mnoziny bodi
X = [z,y] ve tvaru
2 2 27.2
a(k*+1) L2 4a°k
r— —" = —,
K21 YT ko)

ktery odpovida rovnici (z — s1)? + (y — s2)* = r? kruZnice se stiedem S = [s1, s9] a
polomérem 7.

A
Obrazek 17: Apolloniova kruznice jako mnozina bodu X, pro které plati \|BX|\ =3

3.2 Afinni zobrazeni

Definice 13 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho
prostoru A’ se nazyvd afinni, jestlize md tuto vlastnost: LeZi-li navzdjem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvaji,
nebo jsou navzajem riznée, leZi na jednée primce a jejich délici pomeér se rovna déli-
cimu pomeruy jejich vzori, tj.:

(f(B), f(C); (D)) = (B, C; D).

PRIKLAD 3.4. Pomoci konkrétniho prikladu afinniho zobrazeni (napt. rovnobéz-
ného promitdni krychle do roviny) ilustrujte obé situace tykajici se obrazi f(B),
f(C), f(D), které definice zminuge.

17



4 Afinni transformace roviny (Afinita)

Budeme uvazovat specialni pripad afinniho zobrazeni, kdy prostory A a A’ splynou.
Pujde nam tak o vzdjemné jednoznacné zobrazeni prostoru A (v nasem pripadé E»)
na sebe.

Definice 14 (Afinita). Vzdjemné jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru
E5 na sebe nazyvame afinitou prostoru Eo nebo afinni transformaci prostoru
Es.

Poznamka. Vzajemné jednoznacnym zobrazenim rozumime zobrazeni, které je za-
roven prosté a na mnozinu.

Véta 1. Vsechny afinity prostoru Ey tvori pri obvykléem skladani grupu, tzv. afinni
grupu prostoru Fs.

Dukaz. Slozenim dvou afinit prostoru Esy vznikne opét afinita prostoru Es. K afinité
[ existuje inverzni afinita f~! (afinita je vzajemné jednozna¢né zobrazeni). Neutral-
nim prvkem je ziejmeé identita. ]

4.1 Analytické vyjadreni afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Fs, které bodu X = [z,y] pfifazuje obraz X' =
[2', 4], je mozné zapsat rovnicemi

fi x’ = annx + a1y + bl
;o (3)
Yy = anx + axny + b

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic (3)), je afinitou
v roviné. Soustavu (B]) mizeme zapsat také pomoci matic

@ a; a x b
/1 _ 11 12 . 1 4+ 1 . (4)
Ty as1 99 X9 b2
Potom rekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou rovnici

X' =A-X+B,
/
kde X' = {x}],X:[‘m],A:[a” “12] 2B = {bll.
Ty T a1 a2 by

18



PRIKLAD 4.1. Maticovou rovnici ve tvaru (@) zapiste tyto afinity: (i) osovd sou-
meérnost podle osy vy, (ii) stredovd soumeérnost podle pocdtku, (iii) Stredovd soumer-
nost se stiedem v bodé [0,5]. Vyuzijte: tube.geogebra.org/student/mUcquE9uT
Véta 2 (O urcenosti afinity v roviné). Necht K,L,M o K',/ L', M’ jsou dvé
skupiny nekolinedrnich bodi v roviné. Pak existuje jedina afinita f této roviny, kterd
body K, L, M zobrazuje v daném poradi na body K', L', M.

Diikaz. Vyuzijeme (3). Afinita f musi byt dana takovymito rovnicemi. Ukazeme,
ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jednoznacné, tj. existuje
jedina Sestice ai1, ai9, a1, ase, by, be, kterd tuto afinitu specifikuje.

Pro jednotlivé dvojice bodl ,,vzor — obraz“ dostaneme nasledujici rovnice:
K |ky, ko] = K[k, Ky

arrky + argky + by = ki, (5)
as ki + ageks + by = k. (6)
L[y, 5] — L'[1}, 1]
a11l1 + a12l2 + bl = lll, (7)
a21l1 + a22l2 + b2 = l’2 (8)
Mmy, ma] — M'[m}, m}):
ayymy + ajgms + by = mj, (9)
ao1M1 + asome + by = m'2 (10)

Pro zndmé sourfadnice bodu K, L, M, K’ L', M’ tak mame soustavu 6 rovnic o 6
neznamych aq1, a9, as1, ass, b1, bo. Zajima nas, za jakych podminek ma jediné reseni.
Tyto podminky by se mély shodovat s obsahem véty 2. Po detailnim prozkoumaéani
rovnic (B)—(L0) je patrné, ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné neza-
vislé soustavy 3 rovnic o 3 nezndmych: soustavu rovnic ([Bl), () a (@) o neznamych
a1, a2, by a soustavu rovnic (@), () a (I0) o nezndmych ag, ase, be. Pritom prvni
z téchto soustav ma rozsirenou matici

ki ko 1| K
Lo L 110 |, (11)
my me 1 |m}

druha ma potom rozsirenou matici



http://tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT

Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych stran).
Aby meély obé soustavy jediné reseni, musi byt determinant této matice rizny od
nuly, tj.

ki ke 1
L b 1|+#0. (13)
my1 Mo 1

Determinant v (I3) snadno spocitdme eliminaci jednic¢ek na pozicich (2,3) a (3, 3)
postupnym odectenim prvniho radku od druhého a tretiho radku a naslednym rozvo-
jem takto upraveného determinantu podle tretiho sloupce. Dostaneme tak podminku

lh—Fk  lo—
ml—kl mo —

ki
]?2 40, (14)

ktera je splnéna prave tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé, tj. body
K, L, M nelezi v primce.

Ted zbyva dokazat, ze kdyz body K, L, M nelezi v pfimce, ani body K’ L', M’
nemohou lezet v piimce. Tentokrat vyuzijeme maticovou rovnici afinity X' = A -
X + B. Pro uvedené dvojice bodt plati:

K'=A-K+ B, (15)
L'=A L+ B, (16)
M =A-M+ B. (17)

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze K, L, M nelezi v primce a zaroven
body K', L', M’ lezi v pfimce. Potom existuje j € R takové, ze L' — K' = j(M'— K').
Po dosazeni z (I5)—(I7) a vyndsobeni obou stran rovnice zleva matici inverzni k A
dostaneme L — K = j(M — K), coz je spor s predpokladem nekolinedrnosti bodi
K,L,M. Body K', L', M’ tedy také nemohou lezet v primce.

[l
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4.2 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transfor-
mace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich () maji by = by = 0.

PRIKLAD 4.2. Jsou ddna linedrni zobrazeni f,q
el Bl el ]-le s )
Y c d y Y C D y
Urcete matict M sloZeneho zobrazeni
[ ls)
Reseni: Uvazujme situaci zndzornénou na Obr.[77. Bod X[z, 9] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obrazek 18: Sklddani afinit f a g v roviné

na bod Xj[z1,y1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z/,1]. Tuto skutecnost
muzeme zapsat rovnicemi

can [3]- [ 1) wee [7]-(22] (2]

1

odkud po dosazeni za [ ] z prvni rovnice do druhé dostavame

,
g N G CHRH R

Skladani afinit znazornéné Obr.[[1 ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

—_

f r1 = ar + by 9 s = Axr1 + By
X = Xy ; X1 = X" :
Yy = e+ dy ! y = Cx1 + D

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

x oL xr ¥ = A(ax+by) + Blcx+dy) = (Aa+ Bco)x + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)xr + (Cb+ Dd)y’
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po prepsani do maticového tvaru

of v | 2| | Aa+ Bc Ab+ Bd |
XA {y’]_{Ca—l—Dc C'b-i—Dd] [y] (19)

Z porovnani (63) a (64)) je zrejmé, ze pro matici M slozené afinity g - f plati:

M:[A B]_[a b]_{Aa—l—Bc Ab+Bd].

cD| |ed|l™|carDe CbrDd (20)

Rovnost (63)) tak prindsi znamy algoritmus pro nasobeni dvou matic.
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5 Shodna zobrazeni v roviné

Nejbéznéjsimi zastupci afinnich zobrazeni ve skolni matematice jsou shodna a po-
dobné zobrazeni. Témi se ted budeme podrobné zabyvat. Nejprve shodnymi zobra-
zenimi, potom podobnymi. Jiz vime, ze pokud se omezujeme na zobrazeni v ramci
jednoho prostoru, konkrétné pak roviny, mutzeme hovorit zkracené o shodnostech
a podobnostech v roviné. Na Obr. [I9 vidime rozdil mezi shodnosti a podobnosti.
Zatimco shodnost zachovava rozmeéry i tvar utvaru, podobnost (presnéji vlastni po-
dobnost, viz dale) zachovava jenom tvar.

MG Me

Obrazek 19: Dvojice shodnych (vlevo) a podobnych (vpravo) ttvart

Zjednodusené muzeme shodnosti charakterizovat jako transformace (zobrazeni), ktera
zachovavaji vzdalenosti bodi (tj. vzdalenost obrazi je stejné jako vzdalenost vzori).
Rikdme, Ze vzdalenost je invariantem shodného zobrazeni (které proto nazyvdme
také izometrické zobrazeni). Shodné zobrazeni tak muzeme definovat nasledujicim
zpusobem.

Definice 15 (Shodné zobrazeni). Zobrazeni v roviné, které kazdym dvéma bodim
X, Y pritazuje body X',Y' tak, Ze

XY = XY

se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (téz izometrické zobrazent), viz Obr. [20.

X
3.694
3.694 y'

Obrazek 20: Vzdalenost se zachovava
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PRIKLAD 5.1. S pouZitim definice dokazte nasledujici vlastnosti shodného
zobrazeni:

1. KazZdé shodne zobrazeni je prosté a afinni.
Usecka se zobrazi na dsecku.

Poloptimka se zobrazi na poloprimku.
Primka se zobrazi na primku.

Rovnobezky se zobrazi na rovnobezky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

NS =

Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 5.2. Urcete mnoZinu moznych poloh obrazu X' bodu X[4,1] ve shod-
nosti f, pokud o tomto zobrazeni mate nasledugici informace:

a) Bod A[l,3] a jeho obraz A'[—2,1].
b) Body A[l, 3], B[3,0] a jejich obrazy A'[—2,1], B'[-5,3].
c) Body A[l,3], B[3,0], C[2,—1] a jejich obrazy A’'[—2,1], B'[-5, 3], C'[-6,2].

Reseni zobrazte v programu GeoGebra, umistéte na svij profil na [geogebra.org a
sdilejte ve skupiné PLA 2020.

Z, teseni prikladu vyplyva, ze shodnost v roviné je jednoznacné urcena trojici
nekolinearnich bodi a jejich obrazy. To je obsahem nasledujici véty.

Véta 3 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné). Shodné zobrazeni v ro-
viné je jednoznacné urceno libovolnymai tremi nekolinedrnimi body A, B, C' a trems
nekolinedrnimi body A’', B, C', které jsou po Tadé jejich obrazy.

Diikaz: NaznacCte pomoci obrazku.

(Inspirujte se pfi tom apletem https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw). Detail-
néjsi rozbor dukazu této véty je proveden na str. Q6L

Poznamka. Jiz vime, ze analogicka véta plati pro vSechna afinni zobrazeni v roviné
(viz véta 2l o urcenosti afinniho zobrazeni v roving).
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5.1 Rovnice shodnosti v roviné

V kapitoled.I] jsme si uvadéli, ze kazdou afinitu f v roviné muzeme zapsat soustavou

rovinic /
f: 2 = anxr + apy + b
, (21)

Yy = anx + axny + b,

kterou lze prepsat uzitim matic do tvaru

e [n]=[e e 2]+ ] @

a strucné vyjadrit maticovou rovnici

f: X'=A-X+B. (23)

Mezi vSsemi moznymi afinitami se nachazeji i shodnosti, viz Obr 21l kde vlevo je
,néjaka” afinita, zatimco vpravo je afinita, kterd je shodnosti. Ukazuje se, ze viibec
neni tézké zjistit, zda afinita danad nékterym z vyse uvedenych zapist je shodnosti.
Jak je detailné vysvétleno dale, staci jednoduché posouzeni matice A.

o P e e
,_( -28 39 —0.8 . . _ (-1 0), -3
Pl X (—18 (15)“(*( 1:;) v P % X’( 0 -1 ))‘4’(71)

S s 9 % 5 % 5 % a0 i 2 S T S S S

Obrazek 21: https://www.geogebra.org/m/UcqvE9uT)

Jak pozname, ze afinita dana rovnicemi (2I)) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vSechny dvojice bodtd X [x1, x5, Y[y1, y2] a jejich
obrazy X'z, zb], Y[y}, v4] vztah | X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni souradnic
uvedenych bodi dostaneme

V=22 4+ (6 — 25)* = o — 11 + (42 — 22)", (24)

po umocnéni obou stran na druhou

(v — )% + (yh — 25)* = (11 — 21)" + (y2 — 22)°. (25)
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Nyni do levé strany (25)) dosadime z (2I)) (protoze se body X|x1, 2], Y[y1, y2] zob-
razuji v daném poradi na body X'[z], z5], Y[y}, v5], dosazujeme takto: 2} = ay121 +
a1px2 + b1, xh = anxy + agers + by Y1 = anyr + anyz + b1, Y5 = ag1y1 + agys + bo).
Dostaneme rovnost

(anyr + ar2ye — anwy — a1982)? + (a21y1 + aseyo — a21®1 + azews)’ (26)
= (1 — 21)° + (g2 — 22)%,
kterou postupné upravime na tvar obsahujici vyrazy (y; — 1) a (y2 — x2). Nejprve
vytkneme spolecné koeficienty
la11(y1 — 21) + ara(yo — 22))° + a1 (y1 — 21) + asa(y2 — z9))° (27)
= (1 — 21)° + (32 — 22)°,
potom umocnime zavorky na levé strané a zjednodusime ji na tvar polynomu s pro-
ménnymi (y; — x1) a (Y2 — 72)
(afl + a%l)(yl — 331)2 + 2(ariaz + agia)(y1 — 1) (y2 — v2) + (a%2 + Cl%z)@z - $2)2
= (g1 — 21)° + (2 — 22). (28)

Nyni diskutujeme, za jakych podminek je v (28)) splnéna rovnost levé strany s pra-
vou stranou (vyuzijeme toho, Ze dva polynomy jsou si rovny pro vSechny hodnoty
z prislusného oboru pravé tehdy, kdyz se rovnaji koeficienty u sobé odpovidajicich
¢lent). Zjistime tak, ze rovnost | X'Y’| = | XY| nastava pravé tehdy, kdyz jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (21))) splnény vztahy

af, + a3 =1,

ajy + a5y = 1, (29)

aiiai + asage = 0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti
[an a21].[a11 &12]:[1 0]. (30)
a2 a2 a1 a2 01
Odpovéd na vyse uvedenou otdzku je tedy takova, ze rovnice (2I)) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati
AT A=F, (31)

kde F je jednotkova matice. Matici A, kterd spliuje vztah (BIl), nazyvame or-
tonormdlni matici. Struéné proto mizeme konstatovat, ze afinita dand rovnici (21)
je shodnosti praveé tehdy, kdyz je matice A ortonormalni.
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Poznamky.

1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A- AT = E.

2. Zobrazeni, pro kterd plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, struc¢né
ekviafinity. Je ziejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cene? Miizeme Tici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pri shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ctvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti zfistava pouze piivodni podminka AT - A = E.

PRIKLAD 5.3. Zapsdnim formou rovnic ve tvaru (2I) uvedte alespor tii piiklady
ekviafinity, ktera neni shodnosti.

PRIKLAD 5.4. Rozhodnéte, zda je afinita dand rovnicemi x' = —%er 2y+8,y =
gx + %y — 6 shodnosti.

(SR

Reseni: Viz (B1) na str.26. Matice uvedené transformace je A = [
AT a dle (BI) rozhodnéte.

(NG { [V

3 ] . Vytvorte
5

PRIKLAD 5.5. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazugjici
body [0,0], [3,4] po Tadé na body [5,0], [9,s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a
urcete soutadnice obrazu bodu [5,0].

Reseni: Vyjdeme z definice shodného zobrazeni, viz str. 23l Ozna¢me si dané
body A = [0,0], B = [3,4] a jejich obrazy A" = [5,0], B = [9, s]. Potom plati
|A'B'| = |ABJ, tj. (9—5)*+(s—0)? = (S_O%f—'_ (4—0)? (ty nuly se tam samozfejmé
psat nemusi, d8ldm to pro vétsi ndzornost)d, po tpravé 16 + s = 25, tj. |s| = 3.
Uloha mé proto dvé Fegeni, jedno pro s = 3, druhé pro s = —3, viz Obr. B2

Nyni urc¢ime rovnice tohoto zobrazeni. Jak uz vime, shodnost patii mezi afinity.
Hledame proto rovnice ve tvaru soustavy (2I). Postupné do této soustavy dosadime
hodnoty znamych bodi a jejich obrazil, pro kazdé ze dvou teSeni zvlast, a hledame
hodnoty koeficientl a;; a b;.

4Pro vzdalenost |AB| bodfi Alas,as], Blb1,bs] plati |AB| = /(b1 — a1)? + (b2 — a2)?.
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B' = (9, 3)

A= (0, 0)

\\\+ B" = (9’ _3)
Obrazek 22: Zadani prikladu vyhovuji dvé hodnoty parametru s, 3 a —3

Nejprve resime pro s = 3. Dostaneme

5 = a0 + a0 + 0y,

0 = a210 + a220 + bg, (32)
9 = a113 + a124 + bl
3 = a3 + axpd + by,

coz jsou jenom Ctyri rovnice pro Sest neznamych a1, aio, asy, ase, by, by. Pridame-li
ale jesté podminky (29), které musi tyto koeficienty spliovat u shodného zobra-
zeni, dostaneme soustavu sedmi rovnic. Pokud se ndm nechce soustavu resit rucné,
miizeme tuto praci prenechat pocitaci. Nize uvadim kod reseni v programu wxMa-
xima, volné stazitelném na strance wxmaxima-developers.github.io. Uvod do prace
s timto programem najdete napt. zde: Program wzMazima ve vyuce matematiky.

(% i14) rl:5=all*0+al2*0+bl;
r2:0=a21*0+a22*0+b2;
r3:9=all*3+al2*4+bl;
r4:3=a21*3+a22*4+b2;
rb:all”2+a2l1"2=1;
r6:a12"2+a22"2=1;
r7:all*al2+a21*a22=0;

5=l

0=1>02
9=101+4a12 + 3all
3=024+4a22 + 3a21
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a21* +all* =1 (r5)
a22? +al12? =1 (r6)
a2l a22 + all al2 =0 (r7)

(% 115) solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7],[all,a12,a21,a22,b1,b2]);

24 7 7 24
11 = —.al2 = — 1 = —— = —.bl = = 1
[a 55 al? 55 a2 55 a22 55 b 5,02 = 0], (% 015)

lall =0,a12 =1,a21 =1,a22 = 0,b1 =5, b2 = (]|

Pro s = 3 tedy existuji dvé shodné zobrazeni, oznacme je f; a fo, kterd zobrazuji
body A0, 0], B[3, 4] na body A’[5,0], B'[9, 3];

24 7

fi: 2 = =7+ 5y 5, for 2l = y+5,
T, y o=
T T4

Tento vysledek je v souladu s vétou [Bl o urcenosti shodného zobrazeni v roviné, viz
str.24]. Dva body a jejich obrazy neurcuji shodnost v roviné jednoznacné. Proto nam
vysla dvé zobrazeni. Jaky je mezi nimi rozdil mlzete zjistit pomoci nasledujiciho
appletu: https://www.geogebra.org/m/ctubxkrv. Zobrazeni f; je primou shodnosti,
zatimco zobrazeni fy je neprimou shodnosti. Pojmy primd a neptimd shodnost jsou
ilustrovany Obr. 23l P¥imo shodné ttvary lze manipulaci v roviné ztotoznit (dostat

Obréazek 23: Shodné trojuhelniky, pfimo i nepfimo

do zékrytu), to je pripad modrého a zeleného trojihelniku. Nepfimo shodné utvary
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nelze ztotoznit manipulaci v roviné, vzdy budou zrcadloveé prevracené, to je pripad
modrého a cerveného trojihelniku, také ale toho zeleného s cervenymd.

Nyni hleddme shodnost pro s = —3, takovou, kterd zobrazi body A|0,0], B[3,4]
postupné v daném poradi na body A’[5,0] a B"[9, —3], viz Obr. 22l Opét dosadime
do soustavy (2I)). Tentokrat dostaneme rovnice

= a110 + a120 + bl,
= a0 + axp0 + by,
= a3 + apd + b
-3 = a213 + a224 + b2,

(33)

O O Ot

které opét doplnime podminkami shodnosti (29), abychom dostali sedm rovnic pro
neznameé a1, ais2, A2, G292, b1, bo. Tuto soustavu zase resime v programu wxMaxima:

(% i14) r1:5=all*0-+al2*0+bl;
r2:0=a21*0+a22*0+b2;
r3:9=all1*3+al2%4+bl;
r4d:-3=a21*3+a22*4+b2;
rb:all”2+a2l1"2=1,
r6:al2"2+a22"2=1,
r7:all*al2+a21*a22=0;

5= b1 (r1)
0=102 (r2)
9= b1 +4al2 +3all (r3)
~3 = b2 + 4a22 + 3421 (rd)
a21* +all*=1 (r5)
a22% 4+ a12? =1 (r6)
a21 a22 4+ all al2 =0 (r7)
(% i15) solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7],[all,a12,a21,a22,b1,b2]);
24 7 7 24
11 =—,al2=—,021 = —,a22 = ——,01 =5,02=0 15
ot = 2012 = Loz = Loaze =2 as 502 -0, (o)

[all =0,a12 =1,a21 = —1,a22 = 0,b1 =5, b2 = (]|

SPiimymi shodnostmi jsou posunuti, otoceni, stredovd soumérnost a identita, nepiimymi shodnostmi jsou potom
0sovd soumernost a posunuté zrcadleni
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Pro s = —3 tak dostavame také dveé shodnosti, g1 a ¢o, které zobrazuji body
A0, 0], B[3,4] na body A'[5,0], B"[9, —3];

;247 ,

: - — 5 cx = y-+5,
g1: x 25x + 25y + o, 92 , ()
, 7 24 y = —Z.
= —r — —
ST RSTLS

Opét pouzijeme applet https://www.geogebra.org/m/ctubxkrv k prozkoumani po-
vahy vyslednych zobrazeni. Zjistime, ze ¢; je neprimou shodnosti a g primou shod-
nosti.

Pti hlubsim studiu afinit bychom odhalili jednoznacnou korespondenci mezi zna-
ménkem determinantu matice A konkrétni afinity a tim, zda se jednd o primé
nebo neprimé zobrazeniﬁ. Vypocitejte determinant matice A kazdeého ze zobrazeni
f1, f2, 91, g2 a vyslovte hypotézu o souvislosti znameéenka determinantu s tim, zda je
zobrazeni primou nebo neprimou shodnosti.

Jesté zbyva posledni ukol z prikladu B.5], urc¢it souradnice obrazu bodu [5,0]. Sa-
moziejmeé ve vSech ¢tyrech zobrazenich fi, fo, g1, go. Najdéte tyto obrazy!

3
PRIKLAD 5.6. Urcete a, b, ¢ tak, aby rovnice 2’ = 1x+by+ 1, v =ar+cy—1
vyjadrovaly shodnost.

Reseni: Na str. je uvedeno, ze matice A shodnosti je ortonormalni. Kdyz se
podivate na dosud uvedené matice shodnosti, urcité si vSimnete, ze se v nich, az
na znaménko, vyskytuji jako prvky jenom dvé hodnoty. Které maji navic pomérné
uzky vztah. Vyuzijte toho!

PRIKLAD 5.7. Urcete koeficienty a,b, c tak, aby bylo wvedenymi rovnicemi ddno
shodné zobrazeni:

1
a) ' =ax+by+1, y’zcx+§y—1.
b)) =x+by—2,y =axr+cy+ 1.

Reseni: Stejné jako predchozi piiklad [5.6!

6Determinant matice A afinity nazyvame modul afinity §. Zatimco jeho znaménko koresponduje s tim, zda se jednd
o pfimou (6 > 0) nebo nepiimou (§ < 0) afinitu, jeho absolutni hodnota udava pomér mezi obsahem (objemem)
vysledného atvaru a jeho vzoru, viz napt. http://home.pf.jcu.cz/ hasek/GEO2/AfinitaModul.pdf.
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PRIKLAD 5.8. Urcete p, q tak, aby eristovala shodnost zobrazujici body [3,0],
[1,2], [-1,—1] po Tadé na body [1,4], [p,2], [2, q]. Najdéte samodruzné body a sméry
tohoto zobrazeni.

Reseni: Vyjdeme z definice [[5 shodného zobrazeni, viz str. 23, Ozna¢me dané body
A[3,0], B[1,2], C[—1,—1]. Potom jejich obrazy jsou dle zadéni postupné body
A'[1,4], B'[p,2] a C"[2,q]. Musi tedy platit |AB| = |A'B|, |BC| = |B'C'| a |CA| =
|C" A'|. Prislusné rovnice, jejichz tvar vychézi ze vztahu pro vypocet vzdalenosti dvou
bodi, resime opét v programu wxMaxima:

(% i16) rl:(p-1)"244=8;
r2:(p-2)"24(2-q) " 2=13;
r3:14(q-4) " 2=17,;

(p—17+4=38 (r1)
(2-q)" +(p—2)"=13 (r2)
(q—4)*+1=17 (r3)
(% i7)  solve([r1,r2,r3],[p,q]);
lp=-1,¢4=0]] (% oT)
Hledana shodnost existuje pro hodnoty parametri p = —1 a ¢ = 0. Dle véty

o urcenosti shodného zobrazeni v roviné, uvedené na str. 24], je trojici nekolinearnich
bodi a jejich obrazu shodnost urc¢ena jednoznacné. Pojdme tedy najit jeji rovnice. Do
obecného vyjadreni afinity v roviné (21)), viz str. 25, dosadime postupné souradnice
dvojic bodu ve vztahu vzor a obraz, tj. A[3,0] — A'[1,4], B[1,2] — B'[-1,2] a
C[—1,—1] — C'[2,0]. Dostaneme soustavu Sesti rovnic o Sesti neznamych a1, a2,
a91, 99, b1, bo. V nasledujicim kédu reseni ve wxMaximeé jsou oznaceny r1,72, ..., r6.

(% i112) rl:1=all*3+al2*0+bl;
r2:4=a21*3+a22*0+b2;
r3:-1=all+al2*2+bl;
r4:2=a21+a22*2+b2;
rb:2=-all-al2+bl;
r6:0=-a21-a22+b2;

1= b1+ 3all (r1)
4= b2+ 3a21 (r2)
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—1=0b1+2a12 + all (r3)
2=102+2a22 + a21 (r4)
2= bl —al? — all (x5)
0=0b2 — a22 — a2l (x6)

(% 113) solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6],[all,a12,a21,a22,b1,b2]);
a1l = 0,012 = —1,a21 = 1,a22 = 0,01 = 1,52 = 1]] (% 013)

Prislusna shodnost ma tedy rovnice

fral = —y+l,
y = x4+ 1.

O tom, ze funguje tak, jak pozaduje zadani, se mutzeme presvédcit opét pomoci
interaktivniho appletu https://www.geogebra.org/m/kwcbrrsw, jak zndme z pred-
chozich prikladt. Zobrazeni prislusnych tri bodu je zachyceno také na Obr. 24l Pri

(1.4)

(-1,-1)
Obrazek 24: O jakou ze shodnosti se jednd?

pohledu na néj se nabizi otédzka, o jakou shodnost se jednd (posunuti ani identita
to urcité nebude, na stfedovou soumérnost to také nevypada, ze by tedy otoceni?).
Otazkou, jak urcit, o jakou konkrétni shodnost se jedna, zname-li rovnice zobrazeni,
se budeme zabyvat v dalsich kapitolach a B3l Potrebujeme k tomu umeét urcit
z rovnic afinniho zobrazeni jeho samodruzné body a samodruzné smery.
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5.2 Samodruzné body a samodruzné smeéry shodnosti v roviné

Ze zakladni a stredni skoly si urcité pamatujete vétsinu ze shodnosti v roviné. Jsou
to wdentita, osovd soumeérnost, stredovd soumeérnost, otoceni, posunuti a posunuté
zrcadlent. Vite, ze stred stfedové soumeérnosti, pripadné stied otoceni, se zobrazi
sam na sebe. Také bezesporu vite, ze ve stredové soumérnosti, pripadné v posunuti,
se primka zobrazi na primku s ni rovnobéznou. Jedna se o vlastnosti, které se popisuji
pomoci pojmu samodruzny bod a samodruzny smer.

Samodruznym bodem (afinniho) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sam
na sebe, tj. pro jeho soufadnice X[z,y] a souradnice jeho obrazu X'[z/,y/] plati
=,y =y.

Pokud do rovnic (21 dosadime o’ = x a ¢y =y, je zfejmé, Ze souradnice samodruz-
nych bodd daného zobrazeni jsou resenim soustavy rovnic

(I—an)r—any = b
34
—a91 T + (1 - agg)y = bg. ( )

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi
sdm na sebe.

Pro vyjadreni sméru pouzivame vektor, napt. 4. Prislusny ,,smér“ potom muze re-
prezentovat kazdy jeho nasobek Au, kde A € R. Ma-li tedy byt smér reprezentovany
vektorem # samodruzny, musi pro vektor ', ktery je obrazem vektoru , platit, ze
reprezentuje stejny smér, tj. @' = A\, kde A € R. Jak je uvedeno vy$e, samodruzné
body vypocitame reSenim soustavy B4. Abychom dokazali vypocitat i samodruzné
sméry, musime si nejprve zavést pojem asociovany homomorfismus, viz str. 36l Tomu
se budeme vénovat az v dalsi kapitole, kde se na detailni vypocet samodruznych bodi
a smérli zamerime.

Pro kazdou shodnost v roviné je typicka kombinace samodruznych bodt a sméri.
Je to jakysi jeji unikétni identifikdtor. Jako priklad si uvedme osovou soumérnost
O(0), viz Obr. 28 Ta ma nekoneéné mnoho samodruznych bodt, které tvoii osu o
soumeérnosti, viz napr. bod B na Obr. 5] vlevo. Samodruzné sméry ma potom dva,
kolmy na osu osové soumeérnosti a rovnobézny s osou osové soumernosti, viz primky
P, q a jejich obrazy.

Na Obr. 25 také mtizeme pozorovat rozdil mezi pojmy primka samodruznych bodi a
samodruznad primka. Piimkou samodruznych bod je osa o osové soumeérnosti, kazdy
jeji bod je totiz samodruzny. Samodruznou primkou je potom primka p, ktera se
zobrazuje sama na sebe, kromé priseciku s osou o ale nemé zadny dalsi samodruzny
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A

B=B'

+
|
fA

p=p'
+ A
q
o]
q + A'

Obrazek 25: Samodruznym bodem je kazdy bod osy osové soumérnosti (osa soumérnosti je tzv. piim-
kou samodruznych bodi). Samodruzné sméry osové soumérnosti jsou dva, kolmy na osu soumérnosti

a rovnobézny s osou soumeérnosti.

bod. Vsechny jeji ostatni body se zobrazuji jako bod A, do jiného bodu, ale opét

leziciho na primce p, viz obraz A’.

PRIKLAD 5.9. Vyplite ndsledujici tabulku samodruznich bodd a sméri pro viechny
shodnosti v roviné. U kazZdeho zobrazeni uvadéjte pocty samodruznych bodi a smeéri
(je-li sméri vice, tak jejich vzdjemné odchylky).

shodnost

samodruzné body

samodruzné smery

identita

0S50Ua4 SOUMETNOSt

stredova soumeérnost

otoceni

posunuti

posunute zrcadlent

Reseni: Nize uvadim tabulku vyplnénou. Prosim, abyste s ni pracovali ku prospé-
chu svého poznani. Pouzijte ji pro kontrolu svého teSeni, nebo jako zdroj pro dalsi

studium, premysleni a dotazovani.

shodnost H samodruzné body

‘ samodruzné smeéry

identita

kazdy bod roviny

kazdy smér

0SOvVa souinérnost

kazdy bod osy o

dva, vzajemné kolmé (kolmy na o a rovnobézny s o)

stfedova soumeérnost

jeden (stfed soumérnosti)

kazdy smér

otoceni

jeden (stfed otoceni)

7adny

posunuti

Zadny

kazdy

posunuté zrcadleni

Zadny

dva, vzajemné kolmé (kolmy na o a rovnobézny s o)
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5.3 Linearni zobrazeni asociované s afinnim zobrazenim (asociovany ho-
momorfismus)

Na str. B4l je uvedeno, ze samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim)
zobrazeni zobrazi sam na sebe. Protoze smér je v geometrii reprezentovan vektorem
(jakymkoliv vektorem daného ,sméru®), jednd se vlastné o zobrazeni vektoru. Jak se
ale zobrazuji vektory? Dosud jsme se prece zabyvali jenom zobrazenim bodi! Afinni
zobrazeni v roviné (afinita) pfifazuje bodu X roviny jako jeho obraz X’ zase bod této
roviny. Ukazeme si, ze odpovéd je jednoduché. Existence zobrazeni, které prifazuje
vektoru jako jeho obraz zase vektor, je primym disledkem existence afinniho zob-
razeni. Uvazujme afinitu f, kterd dvojici bodu A, B priradi v daném poradi jejich
obrazy A’, B’, viz Obr. 26l Usporddanou dvojici bodi A, B ale miZeme ztotoznit

S

A

Obrazek 26: Ke kazdému afinnimu zobrazeni f je pfidruzeno (asociovano) linearni zobrazeni ¢

s orientovanou useckou ﬁ, ktera je umisténim vektoru @ = B — A. Dvojici bodi
A, B je tak urcen vektor. Stejny pfistlmplatnime k jejich obrazim A’, B’. Opét
je ztotoznime s orientovanou tseckou A'B’, kterd je tentokrat umisténim vektoru
' = B'— A’. Je pak celkem nasnadé uvazovat vektor @’ jako obraz vektoru # v zob-
razeni, jehoz mechanismus byl pravé ted popsan a nazorné je zobrazen na Obr. 26|
Toto zobrazeni zna¢ime @, tj. 4’ = ¢(u), a nazyvame ho linedrni zobrazeni asocio-
vané s afinnim zobrazenim (asociovany homomorfismus). Pojmem linedrni zobrazeni
(cizim slovem homomorfismus) je vyjadirena skutecnost, ze pfedmétné zobrazeni ma
vlastnosti popsané definici [16]

Definice 16 (Homomorfismus). Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V' do wvektoro-
vého prostoru V' se nazgvd homomorfismus (linedrni zobrazent), jestlize pro vsechna
u,v €V, k€T (misto obecného télesa T mizeme uvazovat R) plati:

(1) (i +7)
2)  plka)

() + (),
k().
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Definice 17 (Asociovany homomorfismus afinity f v roving). UvazZujme afinni trans-
formaci f prostoru Fy. Potom asociovanym (tj. jednoznacné prifazenym) homo-
morfismem afinity [ rozumime linearni zobrazeni , které zobrazuje zamerent| V,
prostoru Fo do sebe takto:

=Y =X — pu) = f(Y) - f(X), (35)
kde X,Y a f(X), f(Y) jsou body z Es, U, p(1) € V.
Zajimaji nas rovnice zobrazeni ¢. Ziskdme je dosazenim z (23)) do (B5) (akorat misto
f(X), f(Y) budeme pro zjednoduseni pracovat s X', Y'), konkrétné
p(@) =Y — X' =AY + B—AX ~B=A(Y - X)=A-1. (36)
Analogicky s rovnici (23) mtzeme psat

o: U =A-1, (37)

/
°F uy | _ | a1 a2 | | W
. / — .
Uy 21 Q22 U2

Asociovany homomorfismus ¢ afinity f mtzeme zadat také soustavou

maticové pak ve tvaru

Q. Ull = a11u1 + aiaug, (38)
Uy = auui + aaua.
Vratme se nyni k drive nastolené otazce vypoctu samodruznych sméra afinity
(zaméfujeme se konkrétné na shodnosti) v roviné. Pouzijeme k tomu soustavu (38)).
Jak je uvedeno jiz na strané [34] je-li smér reprezentovany vektorem « samodruzny,
zobrazi se ¢ homomorfismem ¢ na vektor A\, kde A € R (Za promysleni stoji, jakych
hodnot muze v pripadé shodnosti A vlastné nabyvat!). Dosadime-li proto do (B8] za
u) a ufy v uvedeném poradi souradnice A\uj a Aug, dostaneme, po drobnych tGpravach,
homogenni soustavu

()\ - Cbll)ul —apuy = 0,

—anuy + (A —ag)us = 0. (39)

Samodruzné smeéry shodnosti, tj. vektory téchto smért, pro které plati @' = i,
jsou potom netrivialnim reSenim této soustavy rovnic. Pro¢ netrivialnim? Protoze

" Zamétenim rozumime vektorovy prostor (tj. mnozinu vektorid splimjici definici Bl uvedenou na str. B, ktery
je tvofen vektory urcenymi dvojicemi bodi zptsobem, ktery znazoriuje Obr. Zjednodusené muzeme zameéreni
bodového prostoru popsat jako mnozinu vsech smeri, které lze v.daném bodovém prostoru urcit dvojicemi bodi.
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trividlnim resenim je nulovy vektor o a ten nikam neukazuje! Nereprezentuje zadny
smér. Zajima nas tedy, za jakych podminek ma soustava (B9) netrividlni feSeni,
jinak receno, kdy ma nekone¢né mnoho reSeni. Uplatnime pri tom své poznatky
z linearni algebry.

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n neznadmych ma netrivialni reseni prave
tehdy, kdyz je determinant matice soustavy roven nule. Soustava (B9) mé tedy ne-
kone¢né mnoho reseni, jestlize plati rovnost

A—an)  —az | _ 4

—asz1 ()\ - 6622) (40)

Rovnici (40) fikame charakteristickd rovnice ptislusného zobrazeni, v tomto pii-
padé shodnosti v roviné. Kazdy vektor w, pro ktery plati @' = ¢(@) = A, nazyvame
vlastnim vektorem homomorfismu ¢, ¢islo A, které je reSenim charakteristické rov-
nice, pak nazyvame vlastni ¢islo homomorfismu ¢, odpovidajici vektoru «. Misto
vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji terminy charakteristicky vektor a
charakteristické cislo.

5.4 Vypocet samodruznych boda a smért shodnosti v roviné

Postupy urceni samodruznych bodt a smérii shodného zobrazeni si budeme ilustro-
vat na konkrétnich shodnostech, na stredové a osové soumérnosti.

Stredova soumérnost se stfedem v bodé S = [2, —3| je ddna rovnicemi (viz

str. B8)

/
r =—x+4,
r_
Yy = —y—06.
Predstavme si, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme zjistit.

-1 0

Matice tohoto zobrazeni je A = [ 0 —1

] , soucin AT A je roven AT-A = [ (1) (1) ],

jedna se tedy o shodnost.

Nyni uré¢ime samodruzné body daného zobrazeni FeSenim soustavy (34])

2x = 4,
2y = —0.
Ta ma jediné feSeni [x,y] = [2, —3]. Jednda se tedy o shodné zobrazeni s jedinym

samodruznym bodem S = [2, —3|. V tvahu tak pfipada otoceni nebo stfedova sou-
meérnost, viz tabulka na str. B3l
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K rozhodnuti, ktera z téchto dvou moznosti je spravna, nadm pomiize urceni samod-
ruznych sméra daného zobrazeni. Resime proto homogenni soustavu (39)

(A+ 1Duy; =0,
(A+ 1Dus =0,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A+1) 0

0o o+n |0
po tpravé (A+1)% = 0. Jejim jedinym Fesenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime
do prislusné homogenni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic
Ou; =0,
Oug = 0,

jejimz feSenim je kazdy vektor v = (uy,us) € R X R. VySetfovand shodnost ma
tedy vSechny sméry samodruzné. Jedna se proto o stredovou soumeérnost se stredem
S =12,-3].

Osova soumeérnost s osou v souradnicové ose x je dana rovnicemi

Opét predstirame, ze nevime, o jaké afinni zobrazeni se jedna a teprve to chceme
zjistit.
1

0

Matice tohoto zobrazeni je A = [ 0 1

0 .. . 10
| |+ soucin AT Ajeroven AT A = :

jedna se tedy o shodnost.
Nyni urc¢ime samodruzné body daného zobrazeni fesenim soustavy

Ox =0,

2y = 0.
Ta ma nekonecné mnoho reSeni. Jsou jimi vSechny usporadané dvojice ve tvaru
[z,0]; z € R. Jedna se tedy o shodné zobrazeni, jehoz vSechny samodruzné body lezi
v primce o rovnici ¥y = 0. V avahu tak pripada jedind moznost, osova soumeérnost
s osou v souradnicové ose x, viz tabulka na str. 33l

Prestoze jsme dané zobrazeni jiz identifikovali, dokonc¢ime analyzu jeho vlastnosti
urcenim samodruznych smérti. Resime proto homogenni soustavu

()\ — 1)U1 = 0, (41)
(A + Duy = 0, (42)
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které prislusi charakteristicka rovnice

A—1) 0

o +n |0

po upravé (A —1)(A+1) = 0. Charakteristickd rovnice ma dva kotfeny (vlastni ¢isla)
A1 = 1, Ay = —1, které postupné dosadime do prislusné homogenni soustavy (42)) a
vypocitadme souradnice odpovidajicich vlastnich vektort daného zobrazeni.

Pro A\; = 1 dostavame soustavu

0u1 = 0,
QUQ = 0,

jejimz fesenim je kazdy vektor 7 = (u1,0) € R?. Samodruzny smér uréeny témito
vektory je rovnobézny s osou x (tj. s osou soumérnosti).

Pro Ay = —1 dostavame soustavu

—2U1 = O,
OUQ = 0,

jejimz fefenim je kazdy vektor 5 = (0,u) € R%. Samodruzny smér urceny témito
vektory je kolmy k ose z (tj. k ose soumérnosti). Urceni dvou na sebe kolmych
samodruznych sméri je v souladu se skutecnosti, ze uvazované shodné zobrazeni je
osova soumeérnost.

PRIKLAD 5.10. Rozhodnéte, zda je afinita dand rovnicemi ¥’ = —%x—l—%y—l—& y =
gx + %y — 6 shodnosti. Pokud ano, urcete jeji samodruzné body a sméry a uvedte, o
jakou shodnost se jednd.

Reseni: Reste sami. Pokud nevite jak, pomfize VAm jednak pozorné prostudovani do-
savadniho textu kapitoly [, jednak prostudovani feSeni néasledujiciho prikladu G.111

Nasledujici priklad je urcen k dobrovolnému studiu. Je kompletné vytesen. K zapisu
reSeni je pouzit kod reseni v programu wxMaxima, doplnény zevrubnymi komentari
jednotlivych krokii. V reseni prikladu jsou nazorné pouzity vSechny postupy, které
jsou popisovany v kapitole [4. Shodna zobrazeni v roviné.
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PRIKLAD 5.11. Zjistéte, zda ezistuje shodnost Es, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném

pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzne body a sméry.

Reseni: Zacéneme tim, ze si ovéfime, zda zadané body spliuji definici shodného
zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|. V pfipadé této ulohy zvladneme ovéreni provést
zpaméti. Vysledkem je, ze zadani vyhovuje definici shodnosti.

Dalsi postup Feseni ulohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/)

(%1i1) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(Yeol) (a21 a22>

(%02) (Z;)

Rovnici X = A - X + B vyjadfime ve tvaru A- X + B — X’ = O a dosadime
souradnice danych dvojic bodia K, K’ a L, L'. Potom zapiSseme podminku (31]) pro
to, aby bylo afinni zobrazeni shodnosti ve tvaru AT - A — E = O. (V programu
wxMaxima zapiSeme jenom levé strany uvedenych rovnic.)

(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 10all
(%603) (52 +10 a21>

((7 4) bl +20al2+25all
00 b2 + 20 a22 + 25 a2l — 25

a21? +all? —1 a21a22 + allal?
(%05) ) 2
a2l a22 +allal2 a22°+al2°—1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Proc¢?). Dostaneme tak
soustavu sedmi rovnic pro Sest neznamych aq1, a9, ast, aso, by, bo.

(%i6) rov:[si[1,1],s1[2,1]1,s2[1,1],82([2,1],s3[1,1],s3[1,2],83[2,2]];

(%06) [b1410all,b2+10a21, b1 +20al24 25 all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all? —1,a21a22 + all al2,a22® + al2® — 1]

Tato soustava ma nasledujici dvé feseni (nejednd se o soustavu linedrnich rovnic,
proto mtze mit dvé feseni):
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(%17) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 3 3 4
(%07) [[all = g,a12 = —g,a21 = 5,@22 = g,bl = —871)2 = —6],
4 3 3 4
all = —Z,al2 = = a2l = - a22 = -, bl = 8,62 = 6]

Dvéma reSenim odpovidaji dvé rtzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’/ L' (Coz se, vzhledem ke vété
o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat. Proc?). Pokracujeme v feSeni
ulohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz radky jsou rovnice afinity v obecném
tvaru (tato matice neni nutnou soucéasti postupu feseni, jednd se jenom o usnadnéni
vizualni prezentace rovnic v programu).

(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allx+ 01
(7608) (yl = a22y + a2l x + b2>

Reseni ¢. 1:

O

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

o ({7)

(%010) (:2)

Prislusna shodnost méa rovnice

GOUT i~

(%i11) Rl:ev(RovTr,res[1]);

(%om( R )

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet souradnic samodruz-
nych bodt daného zobrazeni tak do rovnice X’ = A- X + B (pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0) za X’ dosadime X a feSime
odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, ¥.
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(%112) RovSB1:Al.[x,yl+Bl-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

(%012) ( +_§ B 2)
(%013) [[z =5,y = —15]]

3

<

ke

Protoze tato soustava ma jediné reseni, ma dana shodnost jediny samodruzny bod
S =1[5,—15].

Pro vySetreni samodruznych smért daného zobrazeni resime charakteristickou rov-

nici (@)

(%114) CharM1:A1-%lambdax*ident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4y 3
o) (10, 7F)

) )
A
(%015) AQ—%H:O
31 —4 31+4
(%o16) [\ = —= = = 2

Charakteristickd rovnice neméa rfeseni v oboru realnych cisel. Danad shodnost tak
nema zadny samodruzny smer.

Protoze uvazované zobrazeni ma prave jeden samodruzny bod a nemé zadny samod-
ruzny smeér, jedna se o otoceni se stfedem S = [5, —15].

Poznamka. K aplné identifikaci daného zobrazeni ndm zbyvéa urcit tthel otoceni .
Jak to udélame? K vyreseni této otazky se vratime v kapitole 5. 10 vénované otoceni.

Regeni ¢&. 2:
Postupujeme analogicky s resenim ¢. 1.

(%117) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);

)

_4
5

(%o17) (%

(%018) (i)

GO w
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Rovnice zobrazeni

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

rl =234 _4r g
1 5 5
ot9) <y1:4—5”+%’”—6>

Samodruzné body:

(%120) RovSB2:A2. [x,y]+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2([2,1]], [x,y]);

H -y

5 5
(%020) (_% it 6)
(%021) |

Toto zobrazeni tedy nema zadny samodruzny bod.

Samodruzné smery:

(%122) CharM2:A2-%lambda*ident(2) ;
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

y_4 3
(%0022) ( A é.E.A>
5 5
(%023) \* —1 =0
(%024) (A= —1,A = 1]

(%125) RovSS2:A2.[u,v]-[)lambda*u,¥lambda*v] ;
3U N\ g — Au

o) (5, L)
—Av+ %+

(%1i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,1]], [u,v]);

iy%_ﬂ

(%026) <9_2 n i) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 T 5

(%027) [[u = —3%r1,v = %rl]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,J%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1],RovSS22[2,11]1, [u,v]);
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3v du

(%028) (gu >
5

) solve : dependentequationseliminated : (2)
Su
%or2

(%029) [[u =

Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné sméry v = (—3,1),4 = (1,3). Jedna
se proto o posunuté zrcadleni.

, v = Y%r2]]

Poznamka. K tuplné identifikaci vysledného zobrazeni nam zbyva urcit osu o a
vektor posunuti t. Jak to udélame? Mame k tomu vsechny potiebné informace?
K vyreseni téchto otazek se vratime v kapitole [5.14] vénované posunutému zrcadleni.
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5.5 Symetrie

V nasledujicich pasazich se budeme detailné vénovat jednotlivym shodnostem v ro-
viné; osoveé soumeérnosti, otoceni, stredové souméernosti, posunuti, posunutému zr-
cadlent a identz’tﬁ. Za zamysleni stoji otazka, jak se tato zobrazeni zrodila. Témér
s jistotou se da rici, ze k tomu vyznamné prispély symetrie, které clovék ve svém
okoli rozeznaval, pripadné i vytvarel, viz Obr. 27 V souvislosti se shodnostmi v ro-

Obrazek 27: Symetrie kolem nas (zdroj: archiv autora)

viné se konkrétné zameérime na symetrie rovz'ngﬁ, tj. takové transformace roviny, pri
nichz bud zustava zachovan néjaky rovinny obrazec, nebo zlustava zachovana néjaka
jeho vlastnost (napf. tvar u stejnolehlosti). Ve svém okoli mizeme vypozorovat na-
sledujici symetrie:

e zrcadleni (osova symetrie),
e otoceni (rotacni symetrie),
e posunuti (translacni symetrie),
e stejnolehlost (podobnost).
PRIKLAD 5.12. Pozorné si prohlédnéte vsechny fotografie na Obr. [27. U kazdé

z nich popiste alesponi jednu symetrii, kterou na ni pozorugete (v pripadé kytek, které
jsou redlné trojrozmérné se soustiedte na tvar jejich zachyceni do roviny fotografie).

8Pro detailni prehled shodnosti v roviné viz napt. [Wikipedia: Euclidean plane isometry
9Pro podrobné pojedndni o symetrii v geometrii viz napi. | Wikipedia: Symmetry (geometry)

46


https://en.wikipedia.org/wiki/Euclidean_plane_isometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_(geometry)

PRIKLAD 5.13. Nechte se inspirovat Obr. [27 a potidte sami fotografii néjakého
realneho objektu, ktery vykazuje vlastnost symetrie. Tuto symetrii, nebo symetrie,
ge-li jich vice, popiste a nalezité prezentujte zpracovanim fotografie v GeoGebre, tak,
jak je provedeno v Tesent nasledujictho prikladu vz Obr. UpTavo.

Pro znazornéni symetrii nebo shodnosti zachycenych na obrazku mtzeme dobie
pouzit program GeoGebra. Na Obr. 28 je zobrazena dlazba z kostela sv. Jana Nepo-

Obrazek 28: Kostel sv. Jana Nepomuckého, Zelena hora u Zdaru nad Sazavou

muckého na Zelené hote u Zdaru nad Sazavou, vlevo na prosté fotografii, vpravo pak
na této fotografii doplnéné obrazci sestrojenymi v GeoGebre, jejichz uvedenim jsou
naznaceny vybrané shodnosti, které mtzeme v motivu dlazby mezi urcitymi dlaz-
dicemi vypozorovat (konkrétné se jedna o osovou soumérnost, posunuti a stredovou
soumérnost, urcité ale odhalite i dalsi). Obrazek umistime na pozadi ,,Nakresny“
GeoGebry pomoci néstroje Obrazek (Image).

PRIKLAD 5.14. Na fotografii, viz Obr. 28, vlevo, je zachycena ¢ast dlazby po-
loZené na podlaze kostela Sv. Jana Nepomuckého na Zelené hove u Zdaru nad Sdza-
vou. Najdéte a znazornéete konkrétni shodnosti, v nichz se vybranda dleZdice zobrazuje
na Jine.

Reseni: Resent je uvedeno v online materidlu na adrese https: / /www.geogebra.org/m/NatBC
a zachyceno na Obr. 28 vpravo. Z materialu si mtzete stdhnout zdrojovy soubor k
tomuto zobrazeni symetrii do fotografie. Je v ném také naznacen postup vlozeni ob-

razku na pozadi Ndkresny GeoGebry. Pro podrobnéjsi navod jak vkladat obrazek na

pozadi Nakresny lze potom doporucit v1deo|Y0uTube Importzng an Image in Geo G’ebraj
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5.6 Osova soumérnost

Osovd soumernost je urcena primkou, které rikdme osa soumérnosti. Osovou sou-
mérnost s osou o znac¢ime S(0). Jedna se o nepiimou shodnost.

Obréazek 29: Osova soumérnost (zrcadleni)

Jak uz bylo feceno v kapitole B.5, geometrické zobrazeni osovd soumernost sou-
visi s osovou symetrii. V pripadé osové symetrie konkrétniho obrazce hovorime téz
0 0sov€ soumérném obrazci, viz napiiklad fotografie na Obr. 29 (v pfipadé vlastnich
trojrozmérnych objekti, na fotografiich zachycenych, bychom hovorili spise o zrca-
dleni nebo o rovinové symetrii (soumérnosti)). Osové soumérny je potom takovy
utvar, ktery se v osové soumérnosti dle urcité osy zobrazi (viz Def. [[8) sam na sebe.
Prikladem takového obrazce je srdce. Praktickym uplatnénim osové soumeérnosti, se
kterym se vétsina z nas setkala, je postup pfi ,,vyrobé“ takovéhoto srdce z papiru,
aby mélo co nejdokonalejsi tvar (viz Obr. B0). Z papiru prelozeného naptl vystiih-
neme polovinu srdce, kterd se po rozevieni papiru ,zobrazi“ v osové soumérnosti
kolem osy prelozeni. Takto ziskané srdce je prikladem osove soumerného utvaru, tj.
utvaru, ktery se v osové soumérnosti s osou jdouci prehybem zobrazi sdm na sebe.

Obréazek 30: Osova soumérnost v praxi
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Definice 18 (Osova soumérnost). Osovd soumérnost je urcena primkou, oznacme
71 0, kterou nazgvdme osa soumérnosti, viz Obr. [31. Obrazem libovolného bodu M
této primky o je bod M sdm, tj. pro obraz M' bodu M € o plati M = M (Tikame,
Ze kazdy bod osy soumérnosti je samodruzny). Ke kazdému bodu X, ktery nelezi na
ose o, sestrojime obraz X' takto: Bodem X vedeme kolmici k na pFimku o a jeji patu
oznacime Xo. Na polopFimce opacné k poloptimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze
| X' Xo| = | X Xo|. Osovou soumeérnost s osou o znacime O(0).

Obrazek 31: Definice osové soumérnosti

Poznamka. O bodech X, X’ fikdme, ze je to dvojice bodi soumérné sdruZengch
podle osy o.

Involutorni zobrazeni (involuce). Osova soumérnost je prvnim piikladem tzv.
wnvolutorniho zobrazeni, téz nazyvaného involuce, se kterym se setkavame. Involutor-
nimi zobrazenimi jsou takova zobrazeni, u kterych lze zaménit role vzoru a obrazu.
To znamena, ze je-li bod L obrazem bodu K, je bod K zaroven obrazem bodu L.

Involutorni zobrazeni muzeme také poznat podle toho, ze slozime-li ho samo se
sebou, dostaneme identitu. Asi nikoho nepiekvapi, ze kdyz obraz X’ bodu X v osové
soumérnosti O(o) zobrazime opét v této soumérnosti, dostaneme se zpét do bodu

X, viz Obr. 311

PRIKLAD 5.15. Jaké dalsi shodnosti v roviné jsou involutornimi zobrazenimi?
Pokuste se je vyymenovat a svou volbu zdivodneéte.

PRIKLAD 5.16. Je ddna piimka p a body A, B v téze poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vSechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX]| je
minimalngi.
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Resfen@: Uzitim osové soumeérnosti prevedeme reseni tohoto prikladu na jednodu-
chou 1lohu najit nejkratsi spojnici dvou bodu v roviné. Vtip je v tom, ze pro obraz
A" bodu A v O(p) plati |[A'Y| = |AY| (kde Y je libovolny bod, pro ktery Y € p).
Miuzeme tedy misto s A pracovat s A’. Pak je jasné, ze tsecka A'B je kratsi nez
lomend cara A'Y B. Protoze samoziejmeé také |A’X| = |AX], je hledanym bodem X,
prusecik primky A'B s pfimkou p.

Obrazek 32: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému teseni prikladu

Samodruzné body a sméry osové soumeérnosti, samodruzné pirimky

Jak vime, kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodl a smérii,
viz tabulka na str. B3l Proto si tuto urcujici vlastnost u kazdé shodnosti jesté
pfipomeneme.

Osovd soumérnost ma primku samodruznych bodi, osu, a dva na sebe kolmé sa-
modruzné smery, jeden rovnobézny se smerem osy, druhy na néj kolmy. Samodruzné
primky osove soumeéernosti jsou potom primky kolmé na jeji osu.

Nabizi se otazka, kolik samodruznych bodl a jak rozlozenych potrebujeme identi-
fikovat, abychom urcili osu osové soumérnosti. Vime, ze primka je urcena dvéma
body. Staci tedy k urceni osy najit dva samodruzné body? A co kdybychom nasli
t1i, které nelezi v primce, o jaké zobrazeni by se potom jednalo?

PRIKLAD 5.17. Dokaste ndsledujici dveé turzeni: ,JestliZe existuji na piimce dva
rizne samodruznée body shodnosti, pak kazZdy bod této primky je samodruzny. , Ma-
v shodnost aspon tri nekolinedrni samodruzne body, je to identita.“

Z pravdivosti tvrzeni uvedenych v prikladuB.I7 vyplyvé, ze md-li shodnost dva rizné
samodruzné body a neni identitou, pak je osovou soumernosti.

10Tato tloha je zndma také jako [Herontv problém| (Hérén Alexandrijsky, piibl. 10-70 n.1.).
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Analytické vyjadieni osové soumeérnosti O(o) v roviné

PRIKLAD 5.18. Napiste analytické vyjadieni osové soumérnosti O(x) s osou
v soutadnicové ose x a 0sové soumernosti O(y) s osou v soutadnicové ose y.

Reseni: Dle Obr. [33] je ihned ziejmé, ze zadané osové soumérnosti maji nize uvedena
analyticka vyjadreni.

Xx,-y]

Obrazek 33: Odvozeni rovnic osové soumérnosti s osou v souradnicové ose x (y)

Osovd soumeéernost s 0sou x: Osovd soumérnost s osou y:
=z ¥ =—x
/ I
=Y y =Yy

Ne vzdy je ale mozné osu soumeérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ax+by+c=0
Dle Obr. B4l je ziejmé, ze vektor X' — X je dvojnasobkem vektoru Xy — X a vektor
Xo — X je (stejné jako X' — X) kolmy k ose o, tj. je k-ndsobkem (k € R) jejiho
normalového vektoru 77 = (a, b). Tyto skutec¢nosti zapiSeme rovnostmi

X'~ X =2(Xy - X), (43)
Xo— X =k(a,b), (44)
kde pro soutradnice uvedenych bodiu plati X[z,y], X'[2',¢'] a Xo|zo, yo]. Protoze

Xy € o, musi jeho souradnice x, 3y spliovat obecnou rovnici osy o : ax+ by +c = 0.
Souradnice bodu X proto z (44)) vyjadiime jako zy = x+ka, yy = y+ kb a dosadime
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X[x,y]

Xo[xo, Yol

!/
o:ax+by+c=0 X=X

X,[X/, y/]
Obrazek 34: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(o)

do obecné rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odtud potom vyjadiime
ar + by + ¢

, ktery dosadime do rovnice
a® + b? Y

parametr k = —

X' — X = 2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkidch dostavame rovnice osové soumeérnosti O(o):

, 2a

2b

PRIKLAD 5.19. V eukleidovské rovin€ je ddna soumérnost podle primky p : 3x —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeérnosti.

Reseni: 7 obecné rovnice osy 3z — 4y + 1 = 0 si vyjadiime a = 3, b = —4 ac = 1.
2a
Potom vvraz ficurujici v rovnicich osové soumeérnosti maji hodnot
a/ J—

= o= = . Hledané ‘ t daii takt
a2+b2 o5 a a2+62 o5 edane rovinice potom vypada]jl takto

6
- 2 (Br—dy+ 1
¥ =x 25(Sx y+1),

8
= — — 4y +1).
Y y+25(3:z: y+1)

Po tpravé dostavame konec¢nou podobu rovnic
, T 24 6

x:%xntgy—%,
Y =957 T 95Y Ty
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5.7 Cviceni: Osova soumeérnost
1. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2z — 3y +1 = 0.
2. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li dan obvod 0 = 12 cm a thly a = 60°, 5 = 45°.

Napoveda: Viz Obr. 35l

L

Obrazek 35: Sestrojte trojuhelnik, znate-li jeho obvod a vnitini thly

3. Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € ¢
tak, aby obvod trojuhelniku ABC' byl minimalni.

Napovéda: Viz Obr. 36l

Obrazek 36: Sestrojte trojuhelnik 0ABC'; B € p, C' € ¢, minimalniho obvodu

4. Sestrojte konvexni ¢tyrihelnik ABC'D se stranami dané velikosti, je-1i poloprimka
— AC osou vnitiniho thlu pri vrcholu A.

Poznamka (Konvezni a nekonvezni (konkdvni) ﬁtva,). Utvar (mnozina bodi) je

Obrazek 37: Konvexni utvar (vlevo) a nekonvexni, téz konkavni, Gtvar (vpravo)

1 Pro konvexni mnohothelniky viz téz | Wikipedia: Convez polygon
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konvezrni, jestlize pro kazdé dva jeho body je tisecka, kterd je spojuje, jeho podm-
nozinou, viz Obr. 37, vlevo. Nekonverni, téz konkdvni, je potom utvar, v némz se
nachazeji takové body, Ze jejich spojnice neni jeho podmnozinou, tj. nendlezi mu
cela, viz Obr. 37, vpravo.

5. Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a + e = 10 cm.
6. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e =7cm, a — b= 1cm.

7. Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||/CD), je-li ddno b = 3¢e¢m, ¢ = 2.5ecm, d =
2.6cm, a— [ = 20°.

8. Dokazte vétu: ,)V kazdém trojuhelniku déli osa libovolného vnitiniho thlu protéjsi
stranu v poméru stran prilehlych.*

Napoveda: Viz Obr. 38|

Oq.\\A SABP i %C'U _ %lBPVl |BP| - C

bv  LlCPh |CP| b

Obrazek 38: Osa uhlu « rozdéluje stranu BC' prusec¢ikem P na dveé ¢asti s pomeérem délek % =7

9. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 4 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojihelniku je hodnota souctu vzddle-
nosti libovolného bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

Ndpovéda: Resili jsme na semindfi.

Dalsi zdroje viz napt. https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Viviani.shtml
nebo https://mathworld.wolfram.com/VivianisTheorem.html. Dynamické dikazy Vi-
vianiho véty najdete v.GeoGebra knize |[Dynamicke dukazy. Néktery z nich muzete

vzit jako zaklad svého reseni, pokud ho nalezité zobrazite, klidné i ,staticky®, a
okomentujete.
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Osova soumérnost — Priklady pro dobrovolné reseni

10. Reste Fagnantv problém!
,Danému ostrothlému trojtuhelniku vepiste trojihelnik o nejmensim obvodu.“

Ndpovéda: Viz napt. https://www.cut-the-knot.org/triangle /Fagnano.shtml nebo
https://mathworld.wolfram.com/FagnanosProblem.html.

11. Provedte nasledujici tzv. Mascheroniovu konstrukci':

,Je dana kruznice k(S;7); dale je ddna dvéma body A, B (body nelezi na kruznici)
jeji secna p, ktera neprochazi stredem S. Sestrojte priseciky primky p s kruznici £,
aniz pritom pouzijete pravitka.“

12. Dokazte nasledujici vlastnost prisec¢iku vysek (ortocentra) trojihelniku:
,2Body soumérné sdruzené s priusecikem vysek podle stran trojuhelnika, lezi na kru-
znici trojihelniku opsané.*

Napovéda: Resili jsme v seminéii, dalsi informace viz napf.
https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Altitude AndCircumcircle.shtml

13. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici poc¢atek na bod [1, 5].

14. Je déna primka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic ki, ko byl jeden vrchol a jedna
z vysek lezela na primce p.

15. Jsou dany tfi rizné primky p1, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC', jehoz osy vnitinich uhla lezi v primkach pq,
D2, P3.

16. Jsou dany tti primky 01, 02, 03 prochézejici bodem O. Na 0; dan bod A;. Sestrojte
AABC tak, aby o1, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stfedem strany BC'.

17. Jsou dany body X, Y a primka p, kterd je oddéluje. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC', jehoz hlavnim vrcholem je bod C', osou soumérnosti primka p a
jehoz ramena maji danou velikost a. Pfimka AC' necht prochazi bodem X a primka

BC bodem Y.

18. Je dana primka p a body A, B lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |ZAXp| = 2|£BXp|.

! Lorenzo Mascheroni (italsky matematik, 1750-1800) dokézal ve své knize Geometria del Compasso (1797), Ze
kazda konstrukce realizovatelnd uzitim kruzitka a pravitka bez méritka se da provést pouze pomoci kruzitka. Proto se
takovym konstrukcim rika Mascheroniovy konstrukce. Nutno vsak uvést, ze diikaz téhoz tvrzeni publikoval vice nez
sto let pred Mascheronim dansky matematik Georg Mohr.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fagnano%27s_problem
https://www.cut-the-knot.org/triangle/Fagnano.shtml
https://mathworld.wolfram.com/FagnanosProblem.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Mohr%E2%80%93Mascheroni_theorem
https://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/AltitudeAndCircumcircle.shtml

19. Jsou dany body A, B, C' a primka p kolma k primce AB tak, ze prochazi bodem
C abody A, B lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na primce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét usecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

20. Obrazy stredu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle primek BC, AC, AB jsou vrcholy trojihelniku A; B;C. Dokazte, ze je tento
trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.
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5.8 Stredova soumeérnost

Stredova soumeérnost je urcena bodem, kterému rikame stred soumeérnosti. Stredovou
soumérnost se sttedem S zna¢ime S(5). Jednd se o primou shodnost. Stied S je je-
jim jedinym samodruznym bodem. Stredova soumeérnost je involutornim zobrazenim
(involuct), viz str. [49.

W& KT kT

Obrazek 39: StFedova symetrie; Alhambra, kachel (https://openclipart.org/detail/224123/alhambra-ti.

Definice 19. Stredova soumeérnost se stredem S je shodné zobrazeni, kterée bodu
S pritazuje tyz bod S (jednd se o samodruiny bod) a libovolnému bodu X # S
pritazuje bod X' tak, Ze bod S je stredem tusecky X X'. Zobrazeni znacime S(S).

Obrazek 40: Stfedova soumérnost S(.5)

Poznamka. Stredova soumeérnost je jednoznacné urcena svym stfedem. Mizeme ji
chapat téz jako specidlni pripad otoceni (rotace) R(S,a) pro o = 180°, tj. S(S5) =
R (S, 180°). Otoceni je vénovana kapitola 5.10] viz str. 64l

Samodruzné body, primky a sméry strfedové soumérnosti

Stredova soumeérnost ma jediny samodruzny bod, stfed S. Samodruzné jsou v ni
vSechny smeéry, tj. obrazem kazdé primky je primka s ni rovnobézna, viz Obr. 41l
Samodruznou primkou stfedové soumérnosti, tj. primkou, kterd se zobrazuje sama
na sebe, je kazda primka, ktera prochazi stredem S.
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https://openclipart.org/detail/224123/alhambra-tile

Obréazek 41: Ctyithelnik ABCD a jeho obraz A’B'C'D’ ve stfedové soumérnosti S(.9)

Analytické vyjadreni stfedové soumérnosti S(S) v roviné

Hleddame rovnice, které popisuji vztah souradnic obrazu X'[z’, '] k souradnicim
vzoru X|z,y| ve stfedové soumérnosti se stfedem S[si, so]. K rychlému nalezeni
téchto rovnic postaci zvolit spravny thel pohledu. Prislusnou konfiguraci téchto
bodu, viz napr. Obr. 0, totiz muzeme chapat tak, ze S je stfedem usecky X X'.

X+ X' : s
Potom ale S = T, po upravé a po dosazeni souradnic dostavame postupné

X' = —X 428, (46)

[, y'] = —[z, y] + 2[s1, 52]. (47)

Po rozepsani po slozkach tak ziskdme pozadované rovnice analytického vyjadreni
stfedové soumérnosti S(5) se stredem S[sy, s9):

o' = —x + 28y, (48)

/

Yy = —y+ 2ss.

12Ke stejnému vysledku se dostaneme pouzitim vektord, bez znalosti vztahu pro vypocet soufadnic stiedu tsecky

(vlastné si ho pomoci vektort odvodime). Vyjdeme z Obr. Uvazujme vektory @ = X' — X a ¥ = S — X. Potom

je ziejmé, ze 4 = 20U, tj. X' — X = 2(S — X), po tpravé X’ — X = 25 — 2X a nakonec X’ + X = 25. Z posledniho
X+ X'

vztahu jiz jasné plyne, ze S = 5
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3
PRIKLAD 5.20. Urcete rovnice stiedové soumérnosti S(R) pro R [—2, Z] :

D) ’ . ’ ’ ’ . 3
Reseni: Do rovnic (48) dosadime za s1, s2 v daném potadi souradnice —2, 1 bodu R:

v =—x—4,
8
y="v75

PRIKLAD 5.21. Je ddn trojuhelnik ABC a jeho vnitini bod M, viz Obr. [{3.
Sestrojte vsechny usecky XY se stredem M a s krajnimi body X, Y na hranict
trojuhelniku.

M

A B

Obréazek 42: Zadani prikladu 5.2

Reseni: Viz Obr. @3. Usecku, jejiz krajni body lezi na hranici trojuhelniku, nazy-
vame prickou troj'dhelnik. Mé-1i byt bod M strfedem hledané pricky XY, jsou
body X a Y ve vztahu vzor-obraz stfedové soumérnosti S(M). Jednou z vlastnosti
afinnich zobrazeni je zachovani incidenc. Pokud bod X, jako jeden z krajnich
bodt hledané pricky, nalezi hranici trojihelniku AABC, potom bod Y, jako druhy
krajni bod té pricky a zaroven obraz bodu X ve stfedové soumérnosti S(M), nalezi
hranici trojuhelniku AA'B'C’, ktery je obrazem AABC. Zaroven vSak bod Y jako
druhy krajni bod hledané pricky nalezi i hranici AABC'. Patii tedy prtiniku hranic
trojuhelniki AABC a AA'B'C’. Postup reseni je tak ziejmy z Obr. @3l Trojihelnik
AABC zobrazime v §(M) na trojuhelnik AA’B’'C’. Krajni body hledanych pricek
pak nalezi priiniku hranic téchto dvou trojthelnikd. Vidime, Ze pro danou polohu
bodu M ma tloha tii reseni. Miize mit pro jiné polohy M jiné pocty reseni?

137Zname napi. stiedni pricky trojahelniku, které spojuji stedy jeho stran.
1 Pojem incidence mizeme pielozit jako ndlefeni. Potom zachovani incidence v néjakém zobrazeni znamend, ze
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Obrézek 43: Regeni piikladu [5.21]

Nyni se budeme vénovat souvislosti stredové soumeérnosti s osovou soumérnosti. Po-
divejme se na Obr. 44l Vidime na ném obrazek vitrazového okn ve trech polohach

Obrazek 44: Slozeni dvou osovych soumérnosti s kolmymi osami

viici dvéma na sebe kolmym osam oy a 09. Dvé dvojice oken jsou postupné ve vztahu
vzor a obraz v osovych soumérnostech podle os 01 a 0y (jdeme-li v kladném smyslu,
tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek, muizeme rici, ze prvni okno se zobrazi
na druhé v O(o;) a druhé okno na tieti v O(09)), jedna dvojice je pak ve vztahu
vzor a obraz ve stfedové soumérnosti podle stiedu S, pruseciku uvedenych os (jedné
se o prvni a tfeti okno, tj. prvni okno se zobrazi v §(S) na tfeti okno). Jedna se

pokud négjaky bod ndlezi urcitému utvaru, napi. bod X nalezi Gsetce AB, potom obraz tohoto bodu nalezi obrazu
toho obrazce, oboji v tom predmétném zobrazeni, tj. v nasem prikladé bod X’ jako obraz bodu X nélezi tsecce A’ B/,
kterd je obrazem usecky AB.

15Kostel sv. Jana Nepomuckého, Zelend hora u Zd4aru nad Sazavou
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o ilustraci toho, ze stredova soumérnost se da ,vytvorit® slozenim dvou osovych
soumernosti se vzajemné kolmymi osami.

5.8.1 Skladani zobrazeni

Abychom zavrsili své zkoumani vénované skladani osovych soumeérnosti v souladu
s metodou budovani matematické teorie, musime si radné definovat operaci skladdani
zobrazeni. Zde se zabyvame konkrétné skladanim geometrickych zobrazeni, z mate-
matické analyzy ale zname i skladani funkci.

Definice 20 (Skladéani zobrazeni). Necht f,g jsou dvé zobrazeni, viz Obr. [[5.
Jestlize bod X je obrazem bodu X v zobrazeni f (tj. X1 = f(X)) a bod X' je obrazem
bodu Xy v zobrazeni g (tj. X' = ¢g(X1)), potom je kaidému bodu X pritazen bod
X"'=g(f(X)). Tim je definovano zobrazeni h pFirazujict bodu X bod X' = g(f(X))
o kteréem rikame, Ze vzniklo sloZenim zobrazeni f a g. Zapisujeme h = g-f, h = gf,

h=go f neboh=g(f(X)).

Xl

Obrazek 45: Skladani zobrazeni f a g

5.8.2 Stredova soumeérnost jako slozené zobrazeni

To, co muzeme pozorovat na konkrétnich prikladech, viz Obr43 a 6], nyni zformu-
lujeme jako obecnou vlastnost stredové soumérnosti.

Obsah definice 200 je ilustrovan Obr. 46|, analogii obrazku s okny, ktera jsou tentokrat
nahrazena trojihelniky. Opét se tedy jedné o skladani dvou osovych soumérnosti se
vzéajemné kolmymi osami. Zobrazeni f je reprezentovano osovou soumeérnosti O(oy),
zobrazeni ¢ je reprezentovano osovou soumérnosti O(o02) a jejich slozenim g o f je
potom stfedova soumeérnost S(5).
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Obrazek 46: f : AABC — AABIC, g : AAB,Cy — AA'B'C', go f: AABC — AA'B'C"

Mizeme fici, ze kazda stredova soumeérnost vznikne sloZenim libovolnych dvou oso-
vych soumeérnosti, jejichz osy jsou k sobé kolmé. Stred soumeérnosti S odpovida pri-
seCiku téchto os. A naopak, stifedovou soumeérnost lze rozlozit na dvé osové soumeér-
nosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé a prochazeji stfedem soumérnosti S. Pritom
jedna z os (prvni, kterou budeme rysovat) je volitelna, druhd je potom na ni kolma
v bodé, ktery je stfedem dané stredové soumérnosti. Na Obr. (interaktivni va-
rianta je dostupna na adrese https://www.geogebra.org/m/hekv2tye) vidime jednu
stfedovou soumérnost S(S), ve které se AABC' zobrazuje na AA'B'C’| rozlozenou
na dveé osové soumernosti dvéma rliznymi zpisoby. Jediné, co je treba pti takovém
rozkladu dodrzet je to, aby osy prochéazely stfedem S a byly na sebe kolmé.

Obréazek 47: Rozklad stfedové soumérnosti S(S) je dan pouze polohou S a kolmosti os

Jak se budeme seznamovat s dalsimi shodnostmi v roviné, ukazeme si, ze kazda z nich
se da slozit z osovych soumeérnosti. O tom, kolik jich k tomu nejvyse potrebujeme,
hovori nasledujici véta Bl K jejimu dikazu se vratime pozdéji.

Veéta 5. Kazda shodnost v rovin€ se da sloZit z nejuyse tri osovych soumérnosti.
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5.9 Cvicéeni: Stredova soumeérnost

1. Napiste rovnice stFfedové soumérnosti v roviné se stredem S[—3,4].

2. Je dana kruznice k(S,7). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte piimku p,
ktera protina kruznici v bodech A, B tak, ze A je stredem tsecky BP.

3. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a na
rameni V' B bod Y tak, aby bod S byl stfedem tsecky XY.

4. Je dana tsecka AA; (JAA;| = Bem). Sestrojte vsechny trojahelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4em, b = Tem.

5. Je déna tsecka AA; (JAA;1| = 5em). Sestrojte vsechny trojihelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, = 60°.

6. Jsou dany dvé kruznice kq, ko, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem
() vedte primku, kterd vytind na obou kruznicich tétivy stejné délky.

Stredova soumérnost — Priklady pro dobrovolné reseni

7. Napiste rovnice shodnosti roviny FEjs, ktera vznikne slozenim tii osovych soumeér-
nosti s osami o rovnicich: z =0, y =0, z — 2y = 0.

8. Je déna kruznice k(O;r) a piimka p, kterd mé od stiedu O vzdélenost v > 0;
dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tisecku se stredem .S,
ktera ma krajni body K, P po radé na kruznici k£ a na primce p.

9. Je dan trojuhelnik ABC a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny tsecky XY se
sttedem M a s krajnimi body X, Y na hranici trojuhelniku.

10. Vepiste danému rovnobézniku ABC' D c¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané
rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce.

11. Je dan tthel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a na ra-
meni V' B bod Y tak, aby XY S byl rovnoramenny pravothly trojihelnik s preponou
XY.

12. Je ddna tsecka AAj; |[AA | = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravouhlé trojuhelniky
ABC' s pravym thlem pri vrcholu C, v nichz AA; je téznici t, a t, = 6¢cm.
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5.10 Otoceni

Otoceni (téz rotace) je urc¢eno bodem, stredem otocent, a orientovanym thlem, dhlem
otoceni. Otoceni se stiedem S a tthlem « znac¢ime R(S, «). Jednd se o primou shod-
nost. Stred S' je jejim jedinym samodruznym bodem. Samodruzné sméry nema. Stie-
dova soumérnost neni tnvolutornim zobrazenim, viz str. [49.

Obrazek 48: Rotac¢ni symetrie

Orientovany uhel

V definici otoceni pracujeme s pojmem orientovany uhel. Jedna se o tihel, ktery neni
dan jenom svou velikosti, ale také smyslem nanaseni, zda prot: nebo ve sméru pohybu
hodinovych rucicek. Z praxe, konkrétneé pravé ve spojeni s otdcenim, vime, ze tato
informace je dilezita, ze zalezi, v jakém smyslu otacime zarovkou, vrutem, dvermi
apod. Orientaci uhlu rozliSujeme znaménkem, otaceni proti sméru pohybu hodino-
vych rucicek prisuzujeme kladné znaménko (+), otdceni ve sméru pohybu hodinovych
rucicek prisuzujeme zdaporné znameénko (—). U orientovaného thlu rozlisujeme mezi
pronim a druhym ramenem. Uhel nanisime od prvnfho ramene ve sminl daném
orientaci. Na Obr. 49 vlevo je kladny thel o = 65°, s prvnim ramenem V A, vpravo
potom zaporny tthel @ = —65°, s prvnim ramenem V' B.

o = 65O o = _65O

V A \V;

A

Obréazek 49: Orientovany thel «

Definice 21. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcene stredem S a orientovanym
tuhlem velikosti o, které bodu S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S
prirazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a orientovany thel Z X SX" ma velikost o, viz
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Obr. [50. Zobrazeni znacime R(S, ), bod S se nazyvd stied otoceni a orientovany
uhel velikosti o je uhel otoceni.

Obréazek 50: Otoceni R(S, )

Samodruzné body, primky a sméry otocCeni

Otoceni ma jediny samodruzny bod, stied S. Samodruzné smery ani samodruzné
primky nema.

Analytické vyjadieni otoceni R(S,«) v roviné

Hleddme vztah mezi souradnicemi bodu X[z, y| a jeho obrazu X'[2’,¢/] v otoceni
daném stredem S[sy, $2] a orientovanym thlem «, viz Obr. BIl. Nejprve se budeme
zabyvat specialnim pripadem, kdy je stfed otaceni S totozny s pocatkem soustavy
souradnice, tj. S[0, 0], ktery vidime na Obr. 51l vpravo, potom teprve, s vyuzitim vy-
sledkti tohoto jednodussiho pripadu, odvodime rovnice otaceni se stredem S v obecné
poloze, které vidime na stejném obrazku vlevo.

y

Obrazek 51: Otoceni R(S, «), vlevo pro S[si, sq], vpravo pro S|0, 0]
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Rovnice otoceni se stiredem v pocatku

Postupujeme podle obrazkub2l (Jak to tak byva, zamérné volime pro odvozeni rovnic
idealni konfiguraci bodt v prvnim kvadrantu. Nijak tim vSak nedochéazi k Gjmé
na obecnosti vztaht, které ziskdme.). Bod X|[z,y] je zobrazen do bodu X'[z', ]
v otocCeni R(S[0,0],«). Nasim cilem je vyjadrit soufadnice obrazu z’,3" pomoci
soufadnic vzoru z,y. Vyuzijeme k tomu pravotuhly trojihelnik ASz’'X’, na obrazku

1Y

vyl oo X

r/
Yo X

r 3

a M 1

B\ X
S X' X

Obrazek 52: Otoceni R([0,0], ) : X — X'

zvyraznény zelenou barvou. Tento trojuhelnik mé preponu SX’, jejiz délku oznacime
r, a odvésny velikosti 2" a 1/, vnitini thel pfi vrcholu S mé velikost o + 3. Plati
2’ =rcos(a+f), (49)
y = rsin(a+ 3).
K tpravé pravych stran rovnic (49) pouzijeme zndmé souctové vzorce sin (a + ) =
sin awcos 8 + cosasin f a cos (o + ) = cosacos f — sin asin . Dostaneme
2’ = rcosacos 3 — rsinasinf3, (50)
y' = rsinacos 8 4 r cosassin 5.
Nyni si vSimneme druhého pravouhlého trojuhelniku ASxzX na Obr. 52, vybarve-
ného modfe. Jeho prepona SX ma rovnéz délku r (vime, ze |SX'| = |SX]), odvésny
maji délky = a y a vnitini thel pfi vrcholu S mé velikost § (tento dhel je Cisté
pomocny, jak uvidime za chvili, splni svou roli a zmizi). Pro tento trojihelnik plati
r = rcosf, y = rsinf. Pfi pozorném prozkoumdani rovnic (50) si vSimneme, Ze
souciny rcos 3 a rsin se vyskytuji na jejich pravych stranach. Uplatnime proto
ziskané rovnosti a nahradime tyto souciny odpovidajicimi proménnymi x, y, v uve-
deném poradi. Vysledkem je konec¢na podoba rovnic otoceni o uhel o kolem pocatku:
2’ =z cosa — ysina, (51)

y = xsina + ycos a.
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Rovnice otocCeni se stifedem mimo pocatek

Klicovym tkonem odvozeni rovnic otoceni se stfredem mimo pocatek je prevedeni
tohoto problému na jiz vyreSeny jednodussi problém odvozeni rovnic otoceni se
sttedem v pocatku. Postup je naznacen na Obr. B3l Nejprve celou rovinu posuneme
y X

Sps = (s1,52)
Slsy.8,] 5 3[31'52/]/’/ x ~ Sls;.8,]

Ssp = (—s1, —s2)

P X' X P

Obrazek 53: Otoceni R([s1, $2),0) : X — X'

o vektor Sgp = (—s1, —S2), aby se stfed otoceni dostal do poc¢atku (viz prostfedni
obréazek). Nové souradnice stiedu S jsou proto [0, 0] a nové soufadnice bodu X jsou
[ — $1,y — s9]. Tim jsme tlohu prevedli na pfipad otoceni se stfedem v pocatku.
Mizeme tak provést otoceni bodu X v nové poloze kolem pocatku a uzitim ([5I)
vyjadrit souradnice jeho obrazu

' = (r —s1)cosa — (y — s9)sina, (52)
y = (x — s1)sina+ (y — sq) cos a.

Potom ale musime rovinu posunout o vektor Spg = (s1, s2) zpét, aby se stied otaceni
dostal do puvodni polohy (viz pravy krajni obrazek). Soufadnice obrazu se tak zvétsi

o souradnice tohoto vektoru. Tim ziskdvame rovnice otoceni o thel o se stredem

S = [81, 82]
' = (r—s1)cosa — (y — s9)sina + sy, (53)
Y = (z— s1)sina+ (y — s3) cosa + s,

po upraveé pak ve tvaru

X =xcosa —ysina + §; — §1 cosa + Sysinq, (54)

Yy = xsina 4+ ycosa + Sg — S1Sin v — S9 COS Q.

67



PRIKLAD 5.22. Napiste rovnice otoceni

2) R((0.0], 7).
b) R((2,~3]. 5):
Reseni:

Ad a) Jedna se o otoceni kolem pocatku, proto dosadime do (1I).

V3 1

r= g gy

1 V3
/
= -+ —Y.
y=3 5 Y
Ad b) Uhel otodeni ztistava stejny, ale st¥ed je tentokrat mimo pocatek. Dosadime

do (B3)

TEgro ity Ve
1 V3 3v/3

/

_ _ __4 _

y=grt gy 2

R([0.01.7): [y][f i[y] (55)

0 x VER T ]
R(@B}—):[,]:[? “ +
9 9 1 \/g
67 LY 2 2 ] LY
Vidime, Ze rovnice (B3)) a (56]) se 1isi pouze pritomnosti matice (sloupcového vektoru)
posunuti u druhé z nich. Obecné muzeme otoceni R([s1, 2], @) zapsat maticové takto

R([s1, 53], ) : [x:] _ [cosoz —sinoz] ' [x] n lsl—slcosoz—l—szsinoz].

Y sina  cosa Y S9 — §1SIN v — S9 COS (v
(57)

Ve

| (56)
—4+ 3
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PRIKLAD 5.23. Napiste rovnice otoceni
a) R([0,0],60°),
b) R([?’? _%]a 600)

5.10.1 Otoceni jako slozené zobrazeni

V kapitole na str. [6I] jsme se zabyvali slozenim stredové soumérnosti ze dvou
osovych soumeérnosti s osami vzajemné kolmymi. Protoze stfedovou soumérnost
miizeme interpretovat také jako otoceni kolem stredu soumeérnosti o 180°, nabizi
se otazka, zda i otoceni o jiny uhel lze ziskat slozenim dvou osovych soumérnosti.
Ano, lze. Na Obr. b4 je naznaceno, jak 1ze slozenim dvou osovych soumérnosti se
spole¢nym bodem os S a thlem mezi nimi ¢ ziskat rotaci R(S, a = 2¢p).

Obrazek 54: O(Ol) . AABC — AAlBlCl, 0(02) . AAlBlCl — AA/B/C/, R(S, Oé) . AABC —
AA'B'C’

SloZenim dvou osovych soumeérnosti s ruznobéznymi osami vznikne otoceni, jehoZ
stredem je prisecik téchto os a uhlem je dvojndsobek uhlu, ktery sviragi.

A naopak, kazZdé otoceni lze sloZit ze dvou osovych soumeérnosti, jejichZ osy jsou
riuznobezky prochdzejici stredem otoceni. Jednu z téchto os lze volit libovolne tak, Ze
prochazi stiedem otoceni. Druhd je touto volbou uréena jednoznacné. Na Obr. B3 (in-
teraktivni varianta je dostupnd na adrese https://www.geogebra.org/m/sgwnuvjg)
vidime otoceni R(S, ), ve kterém se AABC zobrazuje na AA'B'C’| rozlozené na
dvé osové soumérnosti O(o01), O(02) dvéma riznymi zpusoby. Jediné, co je tfeba pri
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takovém rozkladu dodrzet je to, aby osy prochazely stfedem S a thel ¢ mezi nimi

1

byl roven ;a.

Obréazek 55: Rozklad otoceni R(S, «) je dan pouze polohou S a tthlem os ¢ = %a

PRIKLAD 5.24. Dokazte ndsledujici vétu:

Véta 6. Otoceni se stredem S a thlem velikosti o pfevddi primku p v primku p'
ruznobéZnou s p; pritom dva vrcholové uhly, které p a p' tvori, maji velikost o.

Reseni: Vlastnost popisovana vétou [ je zachycena na Obr. B8l Pii feseni tikolu
vyjdéte z tohoto obrazku.

Obrazek 56: Rozklad otoceni R (S, «) je ddn pouze polohou S a tihlem os ¢ = %oz

Poznamka. Na Obr. vidime mozny postup pri zobrazeni primky p v otoceni
R(S, ). Ze stiedu otoceni S spustime na primku p kolmici s patou P, tuto patu
zobrazime v daném otoceni a jejim obrazem P’ vedeme kolmici na tsecku SP’. Tato
kolmice p’ je obrazem priimky p v daném otoceni. Dalsi mozny zptisob zobrazeni
primky je zaloZen na zobrazeni jejich dvou libovolnych bodi, feknéme A a B. Primka
urcend jejich obrazy A’, B’ je potom obrazem dané primky.
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PRIKLAD 5.25. Afinni zobrazeni eukleidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A
trojuhelniku ABC na bod B, bod B na bod C' a bod C na bod A. Muze to byt zobra-
zeni shodnée? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolen€ kartézske
soustave soutadnic.

Reseni: Viz Obr. 57 Trojthelnik AABC se zobrazuje sdm na sebe, vrchol a strana,

C

A\/B

Obrazek 57: Existuje takové f,ze f: A— B, B— C, C — A?

vzdy na vrchol a stranu néasledujici. Nemiize se proto ménit jeho tvar. Navic, aby
se mohly sousedni strany s rtiznymi pomeéry délek na sebe zobrazovat, zirejmeé plati

AB| = |BC|, |BC| = |CAl, |CA| = |AB.

Trojuhelnik AABC' je proto rovnostranny a hledanym zobrazenim je otoceni kolem
jeho téziste o thel 120°, viz Obr. (Jak vime, jedna se o projev rotacni symetrie
rovnostranného trojihelniku). Napiste rovnice této shodnosti!

Obrazek 58: Rovnostranny trojuhelnik se v otoceni R(7,120°) zobrazi sam na sebe.
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5.11 Cviceni: Otoceni

1. Najdéte soufadnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E5 kolem stiedu S =
[3, —4] o thel a = 420°. Napiste rovnice této shodnosti.

2. Rotace kolem bodu S = [2;1] v F5 zobrazuje bod A = [1;1] na bod A’. Najdéte

2

souradnice bodu A’, jestlize pro uhel rotace o plati o = 2.
3

3. Najdéte soufadnice st¥edu a thel rotace, ktera je ddna rovnicemi: ¢’ = 3z — 3y +

5
1, y’z%x+%y—2.

(S

4. Jsou dany dveé shodné tsecky AB, C'D. Urcete otocCeeni, které zobrazi A na C a
B na D.

5. Je ddna kruznice k(S;r) a bod P # S. Bodem P vedte pfimku, na které kruznice
vytinad tsecku dané velikosti d.

6. Jsou dany ruzné rovnobézné primky a,b,c a bod A, ktery lezi na primce a.
Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC), jejichz vrcholy B, C' lezi po radé
na primkach b, c.

Otoceni - Priklady pro dobrovolné reSeni

7. Najdéte rovnice obrazu primky p v rotaci v Ey kolem stfedu S = [—2;1] o thel
a =g, jestlizep:x—y+1=0.

8. Je dana kruznice k(S;7), bod B a tsecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.

9. Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po radé na primkach a, b.

10. Jsou dany kruznice k, primka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p.

11. Je dana kruznice k(S;3cm) a bod A (|[SA| = 1.5¢m). Sestrojte vSechny tétivy
XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A.

12. Pri odvalovani kruznice po primce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji
po trajektoriich, kterym se rika cykloidy. RozliSujeme tti typy cykloid, v zavislosti
na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvnitt kruznice. Zobrazte tyto krivky pomoci
programu GeoGebra.
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5.12 Posunuti (Translace)

(téZ translace) je urceno smérem a velikosti (tj. kam a jak daleko rovinu
posuneme). Oba tyto tdaje se daji vyjadrit jednim vektorem, vektorem posunuti.
Posunuti s vektorem posunuti p’ znac¢ime 7 (p). Pokud je posunuti dano orientova-
nou useckou AB , s poc¢atecnim bodem A a koncovym bodem B, znacime ho T(/@)
Posunuti je pfimou shodnosti. Nema Zddny samodruzny bod (vsechny body se posu-
nou), ale ma samodruzné vsechny sméry (primka se posunutim zobrazi na primku
s ni rovnobéznou). Posunuti neni involutornim zobrazenim, viz str. 49l

Obrézek 59: Posunuti 7 (p)

Definice 22 (Posunuti). Posunuti (téz t%lace) je zobrazeni, které kazdému bodu
X roviny pritazuje bod X' tak, Ze plati XX = p, tj. X' = X + p, kde p, vektor
posunuti, je vektor vyjadrujict smer a velikost posunuti, ktery je urcen orientovanou
useckou AB, tj. plati p= B — A, viz Obr. [60. Zobrazeni znacime T (p).

goll
>

Obrézek 60: Posunuti 7 (p)
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Samodruzné body, sméry a primky posunuti

Posunuti (translace) nema Zddny samodruzny bod a zobrazuje pfimku do piimky
s ni rovnobézné, tj. ma vsechny sméery samodruznée. Samodruznymi primkamsi, tj.
primkami, které se posunutim zobrazi samy na sebe, jsou primky rovnobéziné se
smeérem posunuti.

Analytické vyjadireni posunuti T(p) v roviné

Pro 7 : X — X', kde p' = (p1,p2) je nalezeni rovnic, které popisuji vztah mezi
souradnicemi vzoru X [z, y] a jeho obrazu X'[2/,3/] velmi jednoduché. Jak je uvedeno
v definici 22] a jak je vidét z Obr. 61l pro vzor X a jeho obraz X' plati

X' =X +7p. (58)
Po dosazeni soufadnic bodi X, X’ a vektoru p dostaneme rovnost
[xla yl] - [xa y] + (p17p2)7 (59)

kterou kdyz upravime
[xlv yl] = [aj +P1,Y + p2]

a rozepiSeme po slozkich, dostaneme analytické vyjadieni posunuti T (p) daného
vektorem p'= (p1, p2)

=z + py, (60)
v =y+p.

Obrazek 61: Posunuti 7(p) : X' =X +p, Y =Y +p, 2/ =Z+7¢
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PRIKLAD 5.26. Napiste rovnice posunuti T (i), je-li @ = (—3,7).

Reseni: Jednoduse dosadime do rovnic ([60):

¥ =z -3,
v =y+7.

PRIKLAD 5.27. V posunuti T je obrazem bodu K|[2,—4] bod K'[—9,3]. Napiste

rovnice posunuti T .

PRIKLAD 5.28. Sestrojte lichobéznik, jsou-li ddany velikosti jeho stran a, b, c, d.

Reseni: Obecny ¢tyrthelnik neni ddn svymi stranami jednoznacné, viz Obr. 62
V pripadé lichobézniku, do jehoz zadani automaticky patii pozadavek na rovno-

TN

Obrézek 62: Ctyithelnik neni dan délkami svych stran jednozna¢éné

béznost protilehlych zdkladen (zbyvajici dvé strany nazyvame ramena), je tomu ale
jinak. Lichobéznik je svymi stranami urcen jednoznacné, viz Obr. [63] vlevo. Tato
informace sama o sobé nas ale k reSeni nedovede. Mame-li tii délky, trojuhelnik
z nich sestrojime snadno, pokud spliiuji trojuhelnikovou nerovnost@. V pripadé ctyr
délek clovek nemusi hned védeét, jak zacit. Ukazeme si proto, ze k danému cili nas
dovede tivaha zalozena na posunuti, kterou mizeme uplatnit pravé diky rovnobéz-

D c C D

A a B A E a a—c B
Obrazek 63: Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany jeho strany a, b, ¢, d

nosti zakladen lichobézniku. Viz Obr. 63 vpravo. Posuneme-li stranu AD délky d

16Soucet dvou stran libovolného trojthelniku je v&t$i nez strana zbyvajici.
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v posunuti daném vektorem 58 , zobrazi se vrchol D do vrcholu C a vrchol A do
bodu E. Vznikne tak trojihelnik AEBC, jehoz vSechny strany zname a umime
ho proto sestrojit. Plati totiz, ze |EB| = a — ¢, |[BC| = b a |CE| = d. Postup
konstrukce lichobézniku ABCD je proto zrejmy. Nejprve sestrojime AB, potom
trojuhelnik AEBC', jeho vrcholem C' vedeme rovnobézku s AB a naneseme na ni
délku c. Tim dostaneme posledni vrchol lichobézniku D, ktery tak dokonc¢ime spo-
jenim D a A a nélezitym zvyraznénim jeho stran. Poznamenejme jesté, ze stejného
vysledku bychom samoziejmeé dosahli i posunutim strany BC' ve sméru vektoru C

a naslednym uplatnénim postupu analogickému tomu, ktery je vyse popsan.

5.12.1 Posunuti jako slozené zobrazeni

Pripomenme si vétu Bl na str. 62] ktera rika, ze kazdd shodnost v rovin€ se da slozit
z nejvyse tri osovych soumeérnosti. Dosud jsme se zabyvali tim, jak lze z osovych
soumérnosti slozit stredovou soumeérnost a otoceni. V obou ptipadech jsme vystacili
se dvéma osovymi soumeérnostmi, v pripadé stredové soumérnosti byly jejich osy
kolmé, v pripadé otoceni se pak jednalo o osy rtznobézné, svirajici hel polovi¢ni
oproti hlu otoceni. Nyni si ukazeme, ze se dvéma osovymi soumérnostmi vystacime
i v pripadé posunuti. Tentokrat vsak budou jejich osy rovnobézné. Na Obr. je

Obrazek 64: O(Ol) . AABC — AAlBlCl, O(Og) . AAlBlCl — AA/B/C/, T(m . AABC —
AA'B'C’

—

naznaceno, jak lze posunuti 7 (p), kde p'= AA’, ziskat postupnym uplatnéni dvou
osovych soumérnosti O(o1), O(02), jejichz osy jsou rovnobézné, kolmé na smér po-
sunuti a jejichz vzdalenost je polovicni oproti velikosti posunuti.

Posunuti (translaci) miuzeme definovat téz jako shodnost, kterd vznikne sloZenim
dvou osovych soumeérnosti s rovnobéznyma a ruznymsi osami. Smer posunuti je pritom
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kolmy na smer téchto os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich vzdalenosti.

A naopak, kazdou translaci lze rozloZit na dvé osové soumeérnosti s rovnobéznyma
osamz, z nichZ jednu lze volit libovolne, kolmo na smer translace a druhd je touto
volbou urcena jednoznacné. Na Obr. (interaktivni varianta je dostupna na ad-
rese https://www.geogebra.org/m/taa48mfx) vidime posunuti 7 (p), ve kterém se

Obréazek 65: Rozklad posunuti 7(p) je dén pouze polohou smérem a velikosti posunuti

AABC zobrazuje na AA'B'C’| rozlozené na dvé osové soumérnosti O(o1), O(02)
dvéma riznymi zpusoby. Jediné, co je tieba pri takovém rozkladu dodrzet je to,
aby osy byly rovnobézné a kolmé na smér posunuti a jejich vzdalenost byla rovna
poloviné velikosti vektoru posunuti p.

PRIKLAD 5.29. Uvazujte dvé riznd posunuti T, a Tz. Jakd vsechna zobrazeni Z
mohou vzniknout jejich sloZenim?

Reseni: K vysetfovani skladani dvou riiznych posunuti miizete vyuzit néasledujici
applet: https://www.geogebra.org/m/ajffjgam

Bl

Obrézek 66: 71 (1) : AABC' — AA,B,Cy, Ta(s) : AABCy — AA'B'C’, 2 AABC — AA'B'C'
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5.13 Cviceni: Posunuti

Instrukce: Cuviceni ¢. 1 1este pro Vami zvolené hodnoty. U zbyvajicich cviceni potom
vZdy provedte rozbor prislusné ulohy, popiste jeji konstrukci a nakonec ulohu vyreste
pro Vamu zvolenée konkrétni zadani.

1. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

2. Jsou dény primka p a dvé nesoustfedné kruznice ki(Si,71), k2(S9,72). Vedte
primku rovnobéznou s primkou p tak, aby na ni kruznice ki, ko vytinaly shodné
tétivy.

3. Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany délky obou jeho zédkladen a, c a obou
jeho uhlopricek e, f.

4. Jsou dany dvé riznobézky a, b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice £ se
sttedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r.

Posunuti - Priklady pro dobrovolné reSeni

5. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost tthlu jeho thlo-
pricek.

6. Sestrojte ctyruhelnik ABCD, jehoz uhlopricky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti thlopricek |AC| = e, |BD| = f a velikosti thla |ZABC| = 90°, |ZADC| =
0.

7. Sestrojte ¢tyruhelnik ABCD, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b,|CD| =c,|DA| = d a odchylka w primek AD, BC.
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5.14 Posunuti soumérnost (Posunuté zrcadleni)

Posunuta soumeérnost (téz posunuté zrcadleni) je shodné zobrazeni, které vznikne
slozenim osové soumérnosti a posunuti (pfitom nezavisi na jejich poradi). Jeho vér-
nou analogii z realného svéta je vztah mezi otisky nohou pfi chiizi po primce, viz
Obr. 671 Leva stopa se nejprve zobrazi v osové soumérnosti podle osy o (na obrazku

Obréazek 67: Posunuté zrcadleni

viz X — X), potom se jeji obraz posune ve sméru této osy v posunuti popsaném
vektorem p; p|| o (na obrazku viz X; — X'). Nejedna se tak o zddné ,,umélé“ zob-
razeni, ale naopak, o geometricky jev, se kterym se setkavame doslova na kazdém
kroku. Posunuta soumeérnost je urcena osou soumeérnosti a vektorem posunuti s ni
rovnobéznym. Posunuta soumeérnost je neprimou shodnosti, neméa Zadné samodruzne
body a ma dva samodruzné sméry, jeden rovnobézny s osou soumeérnosti (tj. smérem
posunuti), druhy na néj kolmy. Pro oznaceni posunuté soumérnosti neni jeden za-
zity symbol, v rtiznych publikacic se setkame s oznacenim Ps, Z nebo s. V tomto
textu pouzijeme pro posunutou souméernost oznaceni Ps.

Definice 23 (Posunutd soumérnost). Zobrazeni sloZené z posunuti ve sméru
dané primky o a 0sové soumérnosti podle osy o se nazyvd posunutd soumeérnost (téz
posunuté zrcadlent), viz Obr. [68.

X

P,

|Xl

+

|

|

I

|

|

|

[

|

|

:

|
-3
1

X

Obrazek 68: Posunuté zrcadleni Ps: X — X’

17V daném poradi se jedné o tyto publikace:
POLAK, Josef. Piehled stfedogkolské matematiky. 10. vydani. Praha: Prometheus, 2015.
POMYKALOVA, Eva. Matematika pro gymnézia: planimetrie. 4., upr. vyd. Praha: Prometheus, 2000.
KURINA, Franti$ek. Deset geometrickych transformaci. Praha: Prometheus, 2002.
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Samodruzné body, sméry a primky posunuté soumeérnosti

Posunuta soumérnost nemd samodruzné body. Samodruznou primkou tohoto zobra-
zeni je osa o. Samodruzné sméry ma dva, na sebe kolmé, smér kolmy na osu a smeér
rovnobézny s osou.

Analytické vyjadreni posunuté soumérnosti Ps

Posunutou soumérnosti se nebudeme zabyvat nijak detailné, proto nam staci, kdyz
si zde odvodime jeji analytické vyjadreni jenom pro specialni pripad, kdy je osa
soumernosti o totozna se souradnicovou osou z, a odvozeni rovnic pro obecnou
polohu osy prenechame ctenéri.

Vse pottrebné je znazornéno na Obr. 69, kde je zachyceno zobrazeni trojuhelniku
AABC v posunuté soumérnosti Ps definované osu o; 0 = x, a vektorem p'= (p1,0).
Pro odvozeni rovnic popisujicich vztah mezi soufadnicemi vzoru X[z,y] a obrazu
X'[2",y] v Ps se zaméfime specidlné na vrchol X trojuhelniku a jeho zobrazeni
v O(0) na X a nésledné zobrazeni X; na X', obraz bodu X v Ps. Postupnym uplat-

Z
Y
X[x,y]
Xi[x, —y] X'[x + p1, —Y]
Y, Y
Z, VA
5 = (p17 O)

Obrazek 69: Posunuté zrcadleni Ps: X — X’

nénim vztahl pro zobrazeni v osové soumeérnosti a v posunuti dostaneme analytické
vyjddreni posunuté soumérnosti (posunutého zrcadleni) dané osou soumérnosti o v
ose x a vektorem posunuti p = (p1,0), viz Obr. 69

Ps: o' =x+p,

/

y' = —y.
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PRIKLAD 5.30. Je ddna primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p Na primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmensi, viz Obr. [70,

Regeni: Uloha velmi pfipomind Herontv problém, ktery byl ndmétem piikladu
na str. 49 Jediny rozdil je v tom, ze ,kovboj se chce s koném jesté projit podél
reky“, budeme-li se drzet oblibené interpretace tohoto problému pomoci pribéhu
kovboje a koné, kteri se vraceji do staje.

p X Y
Obrazek 70: |[AX| + | XY|+ |Y B| = min

Navrhnéte kompletni postup reseni této tlohy!

5.14.1 Posunuta soumeérnost jako sloZzené zobrazeni

Véta Bl na str. [62] 1ika, ze kaZda shodnost v rovinée se da slozit z nejvyse tri osovych
soumeérnosti. Zatim jsme pouzili jednu, na samotnou osovou soumernost, nebo dvé,
na vytvoreni stfedové soumérnosti (dvé kolmé osy), otoceni (dvé riznobézné osy) a
posunuti (dvé rovnobézné osy). Nyni, v souvislosti s posunutou soumérnosti, koneéné
prichazi chvile pro tti osy.

Posunutou soumeérnost lze slozit ze tri osovych soumernosti s ruznobéznymi osams,
které vsechny tri nemaji spolecny bod. Tuto skutecnost ilustruje Obr. [[1] (Interak-
tivni obrazek viz https://www.geogebra.org/m/avrrbx2j). Jsou zde zobrazeny tii
(Cerné) riznobézné osy oj, 09, 03, které prisluseji osovym soumérnostem O;(01),
Os(09) a Os(03), a jedna (Cervend) osa o, kterd prislusi posunuté soumérnosti Ps
vytvorené slozenim O30 Oy0O; (skladani zobrazeni viz definice 20 na str. [61]). Troj-
thelnik AABC' se zobrazi v O1(0;) na trojuhelnik AA;B1Cy, ten potom v Os(0)
na AA;ByCy a ten nakonec v Osz(03) na vysledny trojihelnik AA'B'C’. Stejny troj-
thelnik AA'B'C" je pak také vysledkem zobrazeni AABC v posunuté soumérnosti
Ps s osou o a vektorem posunuti p. Jako mezikrok tohoto zobrazeni je znazornén

AA,B,C,, obraz AABC v O(0).
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Obrazek 71: Posunuta soumérnost vznikne slozenim tii osovych soumérnosti s riznobéznymi osami,
které nemaji spolecny bod

Specidlnim pripadem popsaného slozeni posunuté soumérnosti ze tri riznobéznych
os je situace, kdy thel a mezi osami 01 a 0y je 90° a jejich slozenim tak vznikne
stredova soumeérnost. Tomu je vénovana nasledujici véta

Véta 7. Posunuté zrcadleni se da slozit z osove a stredove soumernosti, pricemz
stred stredove soumernosti nelezi na ose 0soveé soumernosti.

PRIKLAD 5.31. Necht AB, A'B’ jsou riznobéiné a shodné dsecky. Dokaste, Ze
existuje posunuté zrcadleni nebo osovd soumeérnost, které prevadéji body A, B po
radé v body A', B'.

Reseni: To, ze pro dvé stejné dlouhé riiznobézné tisecky je vzdy mozné najit posunu-
tou soumérnost, kterd jednu tsecku zobrazuje na druhou, je zfejmé z Obr. [[2l Osa
o prochézi stfedem F' Gsecky spojujici A a A’ rovnobé&zné s osou u thlu pfimek AB
a A’'B’. Velikost posunuti je rovna vzdélenosti bodi A; a A’, kde A; je obrazem A
v O(o).
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Obrazek 72: Posunuté zrcadleni Ps: AB — A'B’

5.15 Cviceni: Posunuta soumérnost

1. Jsou dany dvé riznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a déle aby:

a) XY || p, kde p je dané primka,;
b) XY =d, kde d je predem dana tsecka;

c) stied tsecky XY lezel na dané primce q.

2. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, ktera vznikne slozenim tii osovych soumeér-
nosti s osami 01, 0y, 03 postupné o rovnicich: x =0, y =0, x — 2y = 0.
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5.16 Identita

Identita je shodnosti, v niz se kazdy bod roviny zobrazi sdm na sebe. Identitu zna-
¢ime Z a pro vSechny body X roviny platiZ : X — X. V identité jsou tedy vsechny
body v sméry samodruzne.

Obrazek 73: Identita; vSechny body roviny jsou samodruzné

Identita je neutrdalnim prvkem grupy shodnosti v roving, viz str. [ a9 Je vysledkem
slozeni libovolné shodnosti se zobrazenim k ni inverznim.

Inverzni zobrazeni k zobrazeni Z zna¢ime Z~!. Pfitom inverznim zobrazenim k osové
soumérnosti O(o) je sama tato soumérnost, tj. O(o) o O(0) = Z, inverznim zobraze-
nim ke stfedové soumérnosti S(5) je opét sama tato soumérnost, tj. S(5)oS(S) = Z.
V pripadé otoceni R (S, «) je inverznim zobrazenim otoceni se stejnym stiedem, ale
opa¢nym thlem R71(S, o) = R(S, —a), tj. R(S, —a) o R(S,a) = Z a pro posunuti
T (p) je inverznim zobrazenim posunuti s opacnym vektorem 7 '(p) = T (—p), tj.
T (—p) o T(p) = Z. Konecné pro posunutou soumérnost Ps(o,p) je inverznim zob-
razenim posunuta soumérnost Ps™ (o, p) = Ps(o, —p), tj. Ps(o, —p) o Ps(o,p) = T.

Obréazek 74: Identita Z jako vysledek O(0) o O(0)
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Z vyse uvedenych vztaht pro vznik identity slozenim shodnosti s k ni inverznim
zobrazenim vyplyva, ze identita muze sehrat vyznamnou roli také pri identifikaci
involutorniho zobrazeni (involuce), viz str. 9. Muzeme Fici, ze shodnost v roviné je
wnvoluct prave tehdy, kdyz vysledkem jejiho sloZeni sama se sebou je identita, jinak
receno, kdyz je shodnost sama sobé inverznim zobrazenim. Viz Obr. [(4. Trojuhelnik
AABC se nejprve v O(0) zobrazi na AA; B1Cy, ktery se nasledné opét v O(0) zobrazi
zpét na AABC'. Plati tedy, ze O(0) o O(0) =7

PRIKLAD 5.32. Pro zbyvajici involuce z mnoZiny shodnosti v roviné sestrojte
v GeoGebre obrazky ilustrugici jejich sloZeni sama se sebou analogicky Obr. [7).
(Ulozte na svij profil a poslete odkaz)
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6 Skladani shodnosti v roviné

Skladanim zobrazeni jsme se zacali zabyvat v souvislosti se shodnostmi v roviné,
konkrétné vlastnosti, ktera rika, ze kazZdou shodnost v roviné lze slozit z nejvyse tri
osovych soumérnosti (viz véta bl na str. [62).

Skladani zobrazeni jsme proto definovali jiz v kapitole B.81 (definice 20). V kapi-
tolach po ni nasledujicich jsme pak zkoumali situace, ve kterych slozenim osovych
soumernosti ziskame konkrétni shodnosti.

Zde své seznamovani se sklddanim shodnosti zavrSime tim, Ze na operaci skladani
a na mnozinu shodnosti budeme nahlizet jako na algebraickou strukturu. Prostred-
nictvim reSeni nékolika prikladd budeme zkoumat vlastnosti vybranych podmnozin
mnoziny shodnosti v roviné. Uvedeme si téz dlouho slibovanou souvislost skladani
zobrazeni s nadsobenim matic.

PRIKLAD 6.1. V Eukleidovském prostoru Ey jsou ddny dvé stiedové soumérnosti
S1 a Sy. Urcete zobrazent Z1 =Sy -8 a Zo =81+ Ss.

Reseni: Pro detailni priizkum vysledkt skladani dvou stiedovych soumérnosti pou-
zijte applet https:/ /www.geogebra.org/m/kenjwtuy. Slozenim stfedové soumérnosti
S1 se stredem 57 a stredové soumérnosti Sy se stredem Sy # S vznikne posunuti 7,
viz Obr. [(3l Je-li S7 = 55 je S28 identita.

yd

Obrazek 75: Skladani dvou stfedovych soumérnosti Sa(.Sz) o S1(5h)

PRIKLAD 6.2. Resenim predchdzejiciho prikladu gsme dosli k poznatku, Ze
slozenim dvou stredovijch soumeérnosti s ruznymi stredy soumeérnosti S1 a Sy, So #
S1, vznikne posunuti T . Urcete velikost a smér tohoto posunuti! Mizete vyuzit applet
https://www.geogebra.org/m/kenjwtuy.
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PRIKLAD 6.3. Mize v roviné existovat utvar, ktery md dva stiedy soumérnosti?

PRIKLAD 6.4. V prostoru E,, je ddno posunuti T a stiedovd soumérnost S Urcete
zobrazenit Zy =T oS a Zo = ST.

Reseni: Vyuzijte applet https://www.geogebra.org/m/qjhsdabm. Jeho nahled pou-
zijte pro ilustraci svého tvrzeni (pripadné si vytvorte vlastni).

PRIKLAD 6.5. Rozhodnéte, jaké zobrazeni vznikne sloZenim translace T a rotace
R, ktera neni stredovou soumeérnosti. Uvazujte obé poradi skladani téchto zobrazeni.

Reseni: Slozenim (v libovolném pofadi) translace 7~ a rotace R, ktera nenf stfedovou
soumérnosti, vznikne rotace téhoz smyslu i thlu jako R (ovSem ne se stejnym stie-
dem). Tuto skutecnost si dokdzeme opét s vyuzitim toho, ze dané shodnosti mtizeme
rozlozit na osové soumérnosti. Vyuzijeme pri tom moznost svobodné volby prvni osy,
samozrejme pri zachovani urcujicich charakteristik prislusného zobrazeni. V pripadé
otoceni mizeme volit prvni osu libovolného smeéru, ovsem tak, aby vzdy prochazela
sttedem otoceni S, druhd osa je pak dana jednoznacné, prochazi S a s prvni osou
svird thel /2, kde « je thel otoceni, vice viz kapitola B.I0.1l V pripadé posunuti
zase muzeme volit prvni osu libovolné, ovSsem tak, aby byla kolma na smér posunuti,

druhd osa je s ni potom rovnobézné ve vzdalenosti p/2, kde p je velikost posunuti,
vice viz kapitola B.12.11

Postupujeme dle Obr. [76l Otoceni R(S.a) je ddno dvéma riznobéznymi osami oy,

Obrézek 76: T () o R(S, )

09, prochézejicimi bodem S a svirajicimi thel «/2. Posunuti 7 (p) je potom dano
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dvéma rovnobéznymi osami 03 a o4, kolmymi na smér p'a vzdalenymi od sebe p/2, viz
Obr. [76], vlevo nahote. S cilem ziskat zobrazeni, které vznikne slozenim téchto dvou
(vime, ze muze byt tvofeno maximalné tfemi osami), budeme nyni tato zobrazeni
rozkladat na osové soumeérnosti s jinak, pro nas vhodnéji, orientovanymi osami.

Zacneme tim, Ze otoceni R(S.«v) rozlozime na osové soumérnosti s osami oy, 0y (asi
bych mél pro tyto osy pouzivat jina oznaceni, kdyz se jedna o nové primky, ale ctenar
mi jisté promine toto zjednoduseni) tak, aby os||os, viz Obr. [[6], vpravo nahore.

Nyni navidzeme zménou reprezentace posunuti 7 (p). Osu o3 volime tak, aby byla
totozna s 09, tj. 03 = 0o. Nova osa o4 je s ni pochopitelné rovnobézna ve vzdalenosti
p/2, viz Obr. [[6, vlevo dole. Zduraznéme, %e v disledku rovnobéznosti s o3 svira
i osa 04 s 07 uhel a/2.

Jak vime z kapitoly [5.16], slozenim dvou osovych soumérnosti s totoznymi osami (tj.
slozenim osové soumérnosti sama se sebou) vznikne identita Z. Protoze identita je
neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci skladani zobrazeni (stejné jako 0 vzhledem
k s¢itani, nebo 1 vzhledem k nasobeni), mizeme pii skladani jeji pritomnost potlacit
(stejné jako a+0 = a nebo 1-a = a). Totozné osy 09, 03 proto z obrazku ,,odstranime*.
Ztstanou tam jenom osy 07 a o4 svirajici tthel a/2 ve stejném smyslu jako tomu bylo
u 01 a 09, ale, pozor, prochéazejici jinym spoleénym bodem S’, viz Obr. [76, vpravo
dole. Slozenim osovych soumérnosti s témito osami tak vznikne rotace R(S’, ). Tim
jsme potvrdili spravnost tvrzeni uvedeného na zacatku tohoto reseni.

6.1 Shodnosti pirimé a neprimé vs. skladani zobrazeni

Shodnosti rozdélujeme na primé a nepiimé, viz str. 29 Primgmi shodnostmi jsou
identita, stredova soumernost, otoceni a posunuti. Neprimymsi shodnostmzi jsou osova
soumeéernost a posunutd soumernost.

Zajima nas, jak se vlastnost prima/neprimd shodnost reprodukuje skladanim zob-
razeni.

Opét vyuzijeme skutecnost, ze shodnosti v roviné lze skladat z osovych soumeérnosti.
Porovname-li vyse uvedeny prehled primych a neprimych shodnosti s tim, co vime
o kazdé z nich z hlediska jejiho skladani z osovych soumeérnosti, mizeme rici, ze
primou shodnost lze rozloZit na sudy pocet osovych soumeérnosti, zatimco neprimou
shodnost lze rozlozit na lichy pocet osovych soumérnosti.

Z teSeni prikladu vyplyva, ze pri skladani vétsiho poctu osovych soumeérnosti
dokazeme nékteré z nich vzajemné ,anihilovat®, vzdy se vSak musi jednat o dvo-
jici sousednich os, viz osud os 0y a o3 v feseni prikladu. Pocet skladanych osovych

88



soumeérnosti jsme tedy schopni snizovat vyhradné po dvou! Odtud plyne tento za-
ver: SloZime-li dve shodnosti prime nebo dve shodnosti neprimé, dostaneme shodnost
primou, sloZime-li shodnost primou a neprimou, vznikne shodnost neprima.

PRIKLAD 6.6. Zdivodnéte vyse uvedené turzeni: ,Slozime-li dvé shodnosti primé
nebo dvé shodnosti neprimé, dostaneme shodnost primou,; sloZime-li shodnost primou
a neprimou, vznikne shodnost neprima.“

6.2 Grupa shodnosti v roviné

Nase dosavadni poznatky ziskané resenim prikladi vénovanych skladani shodnosti
v roviné nasvédcuji tomu, ze mnozina shodnosti v rovin€ spolu s operact skladani
zobrazeni tvori grupu'. Nékteré podmnoziny mnoziny shodnosti navic tvoii spolu
s operaci skladani zobrazeni podgrupy, tj. podmnoziny mnoziny shodnosti v rovine,
ktere samy splnuji definicit grupy.

PRIKLAD 6.7. Vyslovte argumenty poturzujici pravdivost alespori dvou z ndsle-
dujicich ctyr turzeni:

(a) Viechny shodnosti v roviné tvori grupu Gyg.

(b) Viechny primé shodnosti tvori podgrupu G'g grupy Gs.

(¢) Mnozina vsech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
grupy primych shodnosti.

(d) Mnozina vsech translact a stredovijch soumérnosti, doplnénd identitou, tvori pod-
grupu grupy G's.

PRIKLAD 6.8. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte vsechny shodnosti,
které prevadeji tento trojuhelnik do neho samého. Zkoumejte vlastnosti mnoziny
techto shodnosti spolu s operaci skladani shodnosti.

!Mnozinu G, v niZ je definovana operace o nazyvame grupou vzhledem k operaci o (znac¢ime (G, o)), pravé kdyz:
a) Vysledek operace o je pro kazdou dvojici prvki G opét prvkem G (fikdme, Ze operace o je na G neomezend
definovand, nebo, ze mnozina G je uzaviend vzhledem k operaci o).
b) Operace o je asociativni v mnoziné G.
¢) Operace o ma neutralni prvek n € G.
d) Ke kazdému prvku k € G existuje inverzni prvek k~! € G vzhledem k operaci o.
Je-li navic operace o komutativni v mnoziné GG, nazyvame algebraickou strukturu (G, o) komutativni grupou.

(viz té7 definice [l na str. [
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6.3 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

V linearni algebre jsme se naucili algoritmus nasobeni matic, uzivatelskym zpiiso-
bem, bez zdivodnéni, proc se tato operace provadi zrovna danym zptiisobem. Nyni si
ukazeme, ze postup nasobeni dvou matic je prirozenym disledkem sklddani afinnich
zobrazeni

f: X' =AX + B. (61)

Pro zjednoduseni budeme uvazovat pouze linedarni zobrazent, tj. afinni transformace
s nulovym vektorem posunuti, v jejichz rovnicich (1)) je B = 0 (nulova matice)

f: X' =AX. (62)
PRIKLAD 6.9. Jsou ddna linedrni zobrazeni f, g :
rl=lal Gl e B=le sl )
Y c d y Y C D y
Urcete matict M sloZeného zobrazeni
SHVIRERH]
Reseni: Uvazujme situaci zndzornénou na Obr.[77. Bod X[z, ] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obréazek 77: Sklddani afinit f a g v roviné

na bod Xj[z1,y1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z’,1]. Tuto skutecnost
muzeme zapsat rovnicemi

v [2]-[ A G) se e [31-[2 215

odkud po dosazeni za [

[t

z ] z prvni rovnice do druhé dostavame
of v |2 | | A B a b T
ot [2]-[A ) e8] 2] "
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Skladani afinit znazornéné Obr.[71 ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

f r1 = ar + by 9 s = Axr1 + By
X = Xy ; X1 = X" :
! 1 = cr + dy ! y = Cx1 + D

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

¥ oy r = A(ax+by) + B(cx+dy) = (Aa+ Bo)x + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y’

po prepsani do maticového tvaru

gf . | @] _ | Aa+Be Ab+Bd| |z
XA [y’]_[Ca—l—Dc C’b-l—Dd] [y] (64)

Z porovnani (63) a (64)) je zrejmé, ze pro matici M slozené afinity g - f plati:

M:[A B]_[a b]_[Aa+Bc Ab+Bd].

C D c d| | Ca+ De Cb+ Dd (65)

Rovnost (63)) tak prindsi zndmy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

PRIKLAD 6.10. Reseni prikladu vyuzigte ke zdivodnéni skutecnosti, Ze skla-
dani afinit v roviné neni komutativni. Zobecnéte na E,,.
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7 Klasifikace shodnosti roviny

V kapitolach B.IH5.4l jsme se zevrubné zabyvali algebraickou reprezentaci afinit v ro-
viné a podminkami, kdy se jedna o shodnosti. Vénovali jsme se vypoctim samod-
ruznych bod@ a smért shodnosti a zminili jsme jejich dilezitost pro identifikaci
konkrétni shodnosti z jejich rovnic. Zde na toto snazeni navazeme, abychom si ukéa-
zali prekvapiveé jednoduchy obecny zapis shodnosti v roviné, a abychom si nasledné
ukazali, jak 1ze z rovnic afinity, pouzitim nastroji linedrni algebry a uplatnénim zna-
losti o samodruznych bodech a smérech, ziskat kompletni prehled shodnosti v roviné,
o kterém hovorime jako o upiné klasifikaci shodnosti v roviné.

Myslenka tuplné klasifikace shodnosti

Klasifikace shodnosti roviny je zalozena na vypoctu samodruznych bodi a smeéri
zobrazeni, které je dano rovnici

f: X'=A-X+B. (66)

Viz téz (21)) a (22) na strané 25l Postup tohoto vypoctu a zpisob identifikace piislu-
sného zobrazeni pomoci jeho samodruznych bodi a smért je ilustrovan podrobnym
reSenim prikladu B.11] na stranach 4T3l

Dilezitym poselstvim této kapitoly je predstaveni jednoduchého zapisu shodnosti
v roviné ve formé soustavy rovnic, ve kterém jsou jiz zohlednény podminky (29) (viz
str. 26) za kterych jsou rovnice afinity (3]) (viz str. [I8) rovnicemi shodnosti. Toto
zjednoduseni dostaneme uplatnénim zndmé jgoniometrické identityl sin® a + cos? o =

1. Kazda prima shodnost je dana rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa — xasina + by, (67)
xh, = wpsina + x9cosa + by,

zatimco kazda neprimé shodnost je dana rovnicemi
Ty = zpcosa + xgsina + by (68)
rh = mpsina — xocosa + by

PRIKLAD 7.1. Vypocitejte determinanty matic transformaci danych soustavamsi
©7) a (68)). Dejte do souvislosti znaménko tohoto determinantu a otdzku, zda se
jednd o primou nebo neprimou shodnost.
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Klasifikace shodnosti roviny
Z podminky AT - A = F plyne, ze afinni zobrazeni urcené rovnicemi
/

¥ = apnr + apy + b

/

Yy = anx + axny + b,
je shodnosti prave tehdy, kdyz plati rovnosti
2 2 2 2
aj; + a3 = ajs+azy =1
a11a12 + 21022 = a12a11 + azeaz; =0

Vzhledem k platnosti vztahu sin?a + cos?a = 1 je zfejmé, Ze existuje thel a €

(0°;360°) takovy, ze lze napsat

a1 = COSs(,
as = sinaq,
a2 COS QL + ag sina = 0,
g9 = £COS,
a;s = —esina,kde e = £1.
Hodnota ¢ urcuje, zda se jedna o shodnost primou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).

I. Pfimé shodnosti

Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa — xgsina + by,
/ o .
Ty = x1siha + xgcosa + bo.

Samodruzné body

Samodruzné body primé shodnosti jsou resenim soustavy rovnic

r1(l —cosa) + xosina = by,

—x1sina + xQ(l — COS cg) = by. (69)

Nejprve nas bude zajimat primé shodnost v roviné, kterd ma prave jeden samodru-
zny bod. Soustava (69) méa prave jedno reseni, pokud je reguldrni, tj. pokud pro jeji
determinant plati
(1 — cos ), sin «
—sina, (1 —cosa)

£ 0.
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Po tpravé dostaneme
2(1 — cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
1) OTOCENI (ROTACT).
Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni otoceni kolem pocatku o thel a:
Ty = r1cosa — rasina,

Ty = r18ina + xa cos a.

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) pfimé shodnosti jsou netrividlnim
reSenim soustavy homogennich rovnic

U (A —cosa) +ugsina = 8, (70)

—up sina + ug(A — cosa) =

Ta mé netrividlni (tj. nekonecné mnoho) reseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristicka rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cosa), sin «

—sina, (A—cosa)| 0. (71)

Upravou (7)) dostaneme rovnici

(A —cosa)? +sin®a = 0,
ktera je splnéna za predpokladu, Ze sin o = 0 a zdroven cosa = \, kde A = £11.
Pro cosa = —1 dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadrenim
1y = —x1 + by,
33’2 = —x9 + bo.

'Pro shodné zobrazeni je |A\| = 1. Jinak by vektor # samodruzného sméru v zobrazeni ¢(i#) = A\ nezachoval svou
velikost.
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Je-li cosa = 1, dostaneme pro by = by =0,
3) IDENTITU

T, = @1
xrh = 19
aprob 0V by #0
4) POSUNUTI
Ty = 11 + b
x’2 = X2 -+ bg

II. Nepiimé shodnosti

Kazdou neprimou shodnost v roviné muzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa + xgsina + by
/ . .
Ty = wxipsina — x9cosa + Do

Samodruzné sméry

K vySetteni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. Resenim charakte-
ristické rovnice
(A —cosa), —sina | 0 (72)
—sina, (A +cosa) ’

dostaneme podminku
A= =1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smery. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme
soustavu souradnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak

ziejmeé odpovida A = —1. Potom je neprima shodnost popsana rovnicemi
/
= 11 + b
x’2 = —I9 + bg.

Pokud je b; = 0, ma uvazované zobrazeni prfimku samodruznych bodu a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

Ty = 1
/
Ty = —X9 + bs.

Pokud je ale b; # 0, mé pouze samodruznou primku a jedna se o
6) POSUNUTE ZRCADLENI.
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7.1 TTi osové soumérnosti staci

Nez opustime téma shodnosti v roviné, naznacime si zde dikazy dvou ,ikonickych*
vét o shodnostech v roviné. Konkrétné se jednd o vétu B (O urcenosti shodného
zobrazeni v roviné) na str. 24, kterd ve strucnosti rika, ze k zavedeni shodnosti
v roviné (shodné transformace roviny na sebe) nam stac¢i umistit do ni odpovidajicim
zpusobem dvojici shodnych trojihelniki, které jsou ve vztahu vzor a obraz v této
shodnosti, a o vetu ], viz str. 62, ke které jsme se v minulych partiich hojné obraceli,
a ktera rika, ze kazdou shodnost v roviné lze slozit z nejvyse ti osovych soumérnosti.

Véta. Shodné zobrazeni v roviné je jednoznacné urceno libovolnyma tremi nekoline-
arnimi body A, B, C' a tremi nekolinearnimi body A', B', C', které jsou po Tad€ jejich
obrazy.

Diikaz. Myslenka diikazu je zachycena v appletu https:/ /www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw.
Déj, ktery je obsazen v tomto dynamickém obrazku si nyni rozdeélime do jednotli-
vych fazi, viz Obr. [[§. Mame na mysli néjakou shodnost v roviné a chceme najit

Obréazek 78: K zavedeni shodnosti v roviné potiebujeme t¥i nekolinearni body A, B, C' a jejich obrazy
A, B, C" v této shodnosti.

obraz bodu X v této shodnosti, viz Obr. [[§], vlevo nahore. Ptame se, kolik dvojic
bodl ve vztahu vzor—obraz v uvazovaném zobrazeni musime znat, abychom mohli
libovolny bod X bezpe¢né zobrazit. Uvazujeme-li jednu dvojici, A a A, je to malo.
Aby byla splnéna definice shodnosti, musi platit |A’X’| = |AX]|. Takovych bodu je
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ale nekonecné mnoho, vypliuji celou kruznici se sttedem A’ a polomérem |AX|, viz
Obr. [78 vpravo nahore. Pridame tedy dalsi dvojici B, B’. Potom musi platit neje-
nom |A'X'| = |AX], ale také |B’X'| = |BX]| a samoziejmé rovnéz |A'B’'| = |AB].
Pocet moznosti pro umisténi X’ se tim podstatné snizil, uz jsou jenom dvé, viz
Obr. [8], vlevo dole, porad to ale neni jednoznacné urceni obrazu X', které pozadu-
jeme. To nastane az pridanim treti dvojice C, C’, tak aby ani A, B, C, ani A", B, C’
nelezeli v jedné primce, viz Obr. [[§], vpravo dole. Shodné zobrazeni v roviné je tedy
jednozna¢né urceno dvojici shodnych trojuhelniki AABC a AA'B'C’. Co by na-
stalo, kdyby body A, B,C, resp. A’, B, C’ byly kolinedrni snadno zjistite pomoci
vyse uvedeného appletu. ]

Pravé dokdzanou vétu o urcenosti shodného zobrazeni v roviné (jinak se jedna o
vétu Bl ze str. 24) nyni pouzijeme pii dikazu véty nésledujici (uvedena jako véta

na str. [62]).

Véta. Kazdda shodnost v rovinée se da slozit z nejvyse tri osovych soumeéernosti.

Diikaz. 7, véty o urcenosti shodného zobrazeni v roviné vime, ze shodnost v roviné
je jednoznacné urcena dvojici shodnych trojtuhelnik ve vztahu vzor a obraz v této
shodnosti. Staci tedy dokazat, ze pro zobrazeni trojihelniku, feknéme AABC, na
jakykoliv jiny s nim shodny trojihelnik potifebujeme nejvyse tii osové soumérnosti.
Jak vidime na Obr. [[9], kde je postup tohoto dikazu znazornén pro primo i neprimo
shodné trojuhelniky AABC a AA'B'C’, nejedné se o nic slozitého. Stac¢i postupovat

Obrazek 79: K ,prechodu* mezi dvéma trojihelniky AABC a AA'B'C’ pouzijeme v piipadé primé
shodnosti dvé osové soumérnosti (vlevo), v pripadé nepiimé shodnosti tfi osové soumérnosti (vpravo).

systematicky. Cilem je, skladat osové soumérnosti dokud se kone¢ny obraz AABC
nebude kryt s AA'B'C’. Zafneme sestrojenim osy o; Usecky AA’, potom v osové
soumeérnosti O(o;) zobrazime AABC na AA;B;C;. Tim jsme bod A jiz ,dovezli“
do cile, protoze A; = A’. Pokracujeme sestrojenim osy o, tsecky By B’ (v pripadé
primé shodnosti je zaroven osou C;C"). Potom zobrazime AA; B1Cy v O(02). V pii-
padé primé shodnosti jsme jiz doséahli cile, vysledny trojthelnik se kryje (je totozny)
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s AA'B'C’, viz Obr. [[9, vlevo. V pripadé nepiimé shodnosti musime jesté sestro-
jit osu o3, aby se v O(03) trojuhelnik AAyByCy zobrazil na AA'B'C’, viz Obr. [[9,
vpravo. Uvedeny postup konstrukce os a zobrazovani trojihelnikti si prakticky vy-
zkousejte pomoci appletu https://www.geogebra.org/m/erviiUBL.

[l
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8 Podobna zobrazeni

V tvodu kapitoly [l na str. je TecCeno, ze zatimco shodnost zachovava rozméry
i tvar atvaru, podobnost, presné€ji vlastni podobnost, jak si za chvili upfresnime,
zachovava jenom tvar, rozméry se méni. Jak ale matematicky postihnout ,,zachovani
tvaru“? Misto zachovani tvaru mizeme hovorit také o zachovani proporci, tj. pomért

Obrazek 80: Podobné utvary

rozméri utvaru. Napriklad oba obdélniky ABC'D a EFGH na Obr. I maji shodny

H 6 G
D 3 C 3 8
4 4
A 3 B E 6 F

Obrazek 81: U podobnych utvari se shoduji poméry sobé odpovidajicich rozméri

pomeér vysky a Sirky,
b 4 f 8 4

a 3 e 6 3
Jsou tedy podobné. Rekli bychom, ze ,vypadaji stejné“, akorat jsou ,riizné velké®,
EFGH je vétsi nez ABCD. Tento jejich vzajemny vztah vyjadiime koeficientem
(pomérem) podobnosti, ¢islem, které udava, kolikrat jsou zménény rozmeéry jednoho
z nich vici odpovidajicim rozmértim toho druhého. Pomér podobnosti obdélniku

EFGH vzhledem k ABC'D je roven



kazdy jeho rozmeér je tedy dvakrat vétsi nez odpovidajici rozmeér ABC' D. Trojuhel-

B M

Obrazek 82: U podobnych utvari se shoduji poméry sobé odpovidajicich rozméri

niky AABC a AK LM na Obr. 82 jsou také podobné. Snadno ovérime, ze poméry
odpovidajicich si dvojic stran (strandm a,b, ¢ odpovidaji v daném poradi strany
k,l,m) jsou i v jejich pripadé shodné

a k a k 4 b 2
————2’ ———:—’ _ = — = —
b 1 c m 3 ¢ m 3
Pomeér jejich podobnosti, pokud uvazujeme, ze AK LM ,vznikl“ z AABC, je
kKl m 3
a b ¢ 2

Na str. 23] jsme v souvislosti se shodnosti uvedli, ze invariantem shodného zobrazeni
je vzdalenost, zde tedy mizeme prohlasit, ze tnvariantem podobného zobrazeni je
pomer vzdalenosti.

PRIKLAD 8.1. Urcete poméry obsaht dvojic podobnych utvard na Obr. 81 o [82.

Koeficient podobnosti je klicovym pojmem nasledujici definice podobného zobrazeni.
Pozorny Ctendr si jisté vsimne, ze je to také jediny pojem, kterym se tato definice
odlisuje od definice shodného zobrazeni [13] na str. 23l

Definice 24 (Podobné zobrazeni). Geometrické zobrazeni f se nazyvd ,podobné
zobrazent”, jestlize existuje kladne realné cislo k tak, Ze pro kazZdé dva body X,Y
uvazZovaného prostoru (v nasem pripadé se bude jednat prevdiné o rovinu) a jejich
obrazy X', Y plati:

| X'Y'| = k| XY]. (73)

Cislo k se nazyjvd koeficient podobného zobrazeni f.
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Poznamka. Podobné zobrazeni, u nichz vzory i obrazy patii do téhoz prostoru,
napr. roviny, nazyvame podobnée transformace roviny zkracené podobnosti. Potom
hovorime napt. o podobnostech v rovindd nebo o podobnostech v trojrozmeérnem
prostoru.

Vlastni podobnosti

Jak uz bylo receno, definice podobného zobrazeni24] se od definice shodného zobra-
zeni [15] lisi pouze pritomnosti koeficientu podobnosti k. Protoze hodnota k = 1 neni
definici 24] vyloucena, je ziejmé, ze pro toto k se podobnost stava shodnosti. Proto
podobnosti s koeficientem k& # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

Samodruzné body vlastni podobnosti Prestoze pojem vlastni podobnost pred-
stavuje pomeérné obecné vymezeni zobrazeni v roviné, mizeme jiz na této drovni
odhalit zajimavou skutecnost o samodruznych bodech. Plati totiz nasledujici véta.

Veéta 8. KazZda vlastni podobnost ma prave jeden samodruzny bod.

Dukaz. Dikaz této véty se provadi ve dvou krocich. Nejprve dokazeme, ze vlastni
podobnost (tj. podobnost s koeficientem k& € R* — {1}) nemize mit vice nez jeden
samodruzny bod, potom dokazeme, ze musi mit aspon jeden. Dohromady nam tedy
vyjde, ze vlastni podobnost musi mit pravé jeden samodruzny bod. Myslenka dikazu
prvniho dil¢iho tvrzeni je naznacCena v komentari reSeni nasledujiciho prikladu 8.2
Dikazem druhého tvrzeni se zde zabyvat nebudeme (To vSak neznamend, Ze se o to
¢tenadl nemuze pokusit sam). O

PRIKLAD 8.2. Pokuste se najit argumenty pro viie uvedené turzeni, Ze vlastni
podobnost nemize mit vice nez jeden samodruzny bod

Reseni: Pravdivost tvrzeni snadno dokazeme sporem. Predpokladejme, ze plati ne-
gace tohoto tvrzeni, tj. vlastni podobnost ma vice neZ jeden samodruzny bod. Uva-
zujme dva takovéto body, X a Y. Kazdy z nich se zobrazuje sam na sebe, tj. X' = X,
Y’ = Y. Potom ale musi platit |[X'Y'| = | XY, coz je ve sporu s definici 24 ze
které vyplyva, Ze pro vlastni podobnost plati |X'Y’| = Ek|XY|, kde k # 1, tj.
| X'Y'| # | XY|. Negace dokazovaného tvrzeni, ktera je takto ve sporu s definici,
nemuze platit. Plati tedy ono tvrzeni. Tim je dikaz proveden.

18 Mzeme také rovnou definovat tyto podobné transformace roviny, tj. podobnosti v roviné, takto:
Definice (Podobmnost) Zobrazeni f roviny (eukleidovského prostoru E3) na sebe se nazyva ,podobnou transformaci
roviny“ (téz ,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné redlné ¢islo k tak, Ze pro kazdé dva body X,Y roviny a
jejich obrazy X', Y’ plati |X'Y’| = k|XY|. Cislo k se nazyva koeficient podobnosti f.

101


https://en.wikipedia.org/wiki/Proof_by_contradiction

Podobnosti v roviné jako slozena zobrazeni

Na Obr. vidime dva podobné trojihelniky AABC ~ AA'B'C’. Predstavme
si, ze chceme, geometrickymi prostiedky, z AABC ,vytvorit® (tj. zobrazit ,na“)
AA'B'C’'. Mozny postup je naznac¢en na Obr. B3] Nejprve zvétsime AABC na ve-
likost AA’B'C’. K tomu pouzijeme stejnolehlosi@ s libovolné zvolenym stiedem S
a koeficientem k, jehoz absolutni hodnota je rovna koeficientu podobnosti k& pred-

A'B| . , ,
AB) Vysledkem zobrazeni AABC' v této

stejnolehlosti je Cerveny trojuhelnik AA;B,CY, shodny s AA'B'C’, tj. AABCy =
AA'B'C'. 7 véty Bl o uréenosti shodného zobrazeni v roviné, viz str. 24 vime, Ze
dvojici shodnych trojuhelnikl je shodnost urcena jednoznacné. Existuje tedy jedina
shodnost, v niz se AA;B1C; zobrazuje na AA’B'C’. Mlizeme proto vyslovit nésle-
dujici vétu.

métnych trojuhelniki, tj. napr. k£ =

Véta 9. Kazdou podobnost v rovine s pomérem podobnosti k lze rozloZit na stejno-
lehlost H(S, k) a shodnost Z. PrFitom stied stejnolehlosti muzeme volit libovolné a
shodnost Z je tim urcena jednoznacne.

CI

s~

Obrazek 83: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

PRIKLAD 8.3. Pokuste se popsat stejnolehlost a shodnost, jejichz sloZenim vznikne
podobnost zachycend na Obr. 8.

190 stejnolehlosti pojednava kapitola [ zac¢inajici na str. [[08 kde je uvedena téz jeji definice
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Obrazek 84: Podobné utvary v roviné

PRIKLAD 8.4. Vite v jakém vztahu jsou papiry rizngch velikosti formdtu A? Jsou
vzajemné podobné?

Reseni: Pro archy formatu A je typickou vlastnosti to, ze kazdy z nich je polovi-
nou toho vétsiho. Prehneme-li napriklad papir formatu A& na polovinu podél osy
rovnobézné s kratsi stranou, dostaneme format A4, viz Obr. B3] prelozime-li A/,
dostaneme A5 atd. VSechny archy forméatt A jsou tedy podobné. Oznacime-li =,y

Obrazek 85: Papir formatu ,,A*

strany obdélniku formatu A, viz Obr. B3, musi dle vySe uvedeného platit g _
x

odkud po jednoduché tpravé dostavame y?> = 222, tj. y = v/2z. Pomér délky delsi
strany ku délce kratsi strany archu A4 je v/2: 1.

)

k| &

PRIKLAD 8.5. V eukleidovské roviné je din ctverec ABCD se stiedem S. Euxis-
tuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S

zobrazi po 1adé na body D, B,C'. Rozlozte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazeni.

Reseni: ReSeni si usnadnime vhodnym umisténim daného ¢tverce do kartézské sou-
stavy souradnic Ozy, vrcholem B do pocatku, vrcholem A na zapornou poloosu z,
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A B
Obrazek 86: Zobrazte ABCD na DEFG

viz Obr. B6l Potom je evidentni, ze prislusné podobné zobrazeni mizeme rozlozit na
stejnolehlost H(B,k = \/i) (nejprve ctverec ABCD zvétsime \/§—krét) a otoleni
R(B, —45°) (zvétseny Ctverec otoCime kolem B o 45° po sméru pohybu hodinovych
rucicek).

PRIKLAD 8.6. Sestrojte alespori jeden trojihelnik ABC, pro ktery plati |AB] :
|AC| =3:5, a =60° p=1,8cm (polomeér kruznice vepsané).

Reseni: Konstrukce krok za krokem je online zde https://www.geogebra.org/m/p43wpafh.
Na Obr. 8T jsou vybrany jeji tii klicové kroky. Nejprve sestrojime pomocny trojuhel-

Obrazek 87: Konstrukce AABC

nik AAB;CY, jehoz rozméry jsou |AB;| = 3cm, |AC| = 5cm, a = 60° (vime tedy,
ze je podobny s hledanym trojthelnikem, tj. ma stejny tvar, ale jinou velikost), a
vepiSeme mu kruznici k1, jejimz bodem dotyku se stranou B1C} je P;, viz prvni ob-
razek zleva. Nyni sestrojime kruznici k, ktera bude vepsana hledanému trojihelniku.
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Protoze se kruznice k musi dotykat primek ABy, ACY, je ziejmé, Ze je stejnolehld s
k1 ve stejnolehlosti se sttedem v A. Stfed S kruznice k, ktery je obrazem S; v této
stejnolehlosti, potom najdeme jako prusecik primky AS; (tj. pfimky prochézejici
stfedem stejnolehlosti A a vzorem S) s pfimkou 7 rovnobéznou s AB; a vzdalenou
od ni p = 1,8 cm. Analogicky najdeme bod P. Jako priisecik uvedené rovnobézky
r s piimkou AP;. Mame-li stfed S kruznice vepsané a jeden jeji bod P (ktery je
bodem jejiho dotyku se stranou BC' hledaného trojihelniku), mame tim kruznici k
jednoznacné urcenou, viz prostiedni obrazek. Nyni zbyva doplnit stranu BC' troja-
helniku AABC, coz je snadné, protoze vime, ze P je jejim bodem dotyku s k a ze
bude rovnobézna s B1(CY, viz obrazek vpravo.

PRIKLAD 8.7. Sestrojte kosodélnik ABCD, je-li dino |/DAB| = «, |ZABD| =
e, |AC| =e.

Reseni: Opét pouzijeme pomocny Gtvar, ktery umime sestrojit a je podobny hleda-
nému utvaru nebo jeho ¢asti. Konkrétné se jedna o trojuhelnik AA By Dy, viz Obr. 88|
ktery je stejnolehly s trojuhelnikem AABD ve stejnolehlosti se stiedem A. ReSeni
krok za krokem je uvedeno v online appletu https: / /www.geogebra.org/m/g74dbhwp.
Klicovou roli pro vyteseni tlohy hraje skutecnost, ktera souvisi s tim, ze podobna

Obréazek 88: Sestrojte kosodélnik ABC' D

zobrazeni patii mezi afinni zobrazent, viz definice [[3 na str. [[7. Konkrétné se jedna
o to, ze stred S tsecky B;Dq se zobrazi na stred S tsecky BD.

V planimetrii se vénujeme geometrii v roviné, v eukleidovském prostoru dimenze 2,
to ale neznamena, ze shodna nebo podobna zobrazeni a jejich definice, které jsme
si uvedli, jsou omezena jenom na tento prostor. Jak ukazuje nasledujici priklad, je
zcela prirozené, zabyvat se podobnosti i v prostoru dimenze 3.
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PRIKLAD 8.8. Jsou krabice na Obr. [89 geometricky podobné?

Obréazek 89: Jsou z pohledu geometrie vzajemné podobné tyto krabice mléka?

8.1 Véty o podobnosti trojuhelniku

Trojthelnik je jednoznacné urcen délkami svych stran. Pokud tri tisecky spliiuji troj-
uhelnikovou nerovnost, viz Obr. @0, téz str. [(3], existuje jediny trojuhelnik, ktery je
ma jako strany. Délkami stran je tak jednoznacné dan tvar trojuhelniku, tj. i veli-

Obrazek 90: Soucet dvou stran trojihelniku musi byt vétsi nez strana tieti (vlevo), pokud tomu tak
neni, nelze trojihelnik sestrojit (vpravo).

kosti jeho vnitrnich thli. Trojthelnik jemu podobny ma stejny tvar, tj. i velikosti
vnitinich uhld, 1isi se svou velikosti. Kazda jeho strana je k-nasobkem (k je koeficient
podobnosti) velikosti odpovidajici strany puvodniho trojtahelniku.

Dva trojuhelniky jsou podobnée, jestlize se shoduji pomeéry délek dvojic jejich odpo-
vidagicich si stran. Zaroven se shoduji velikosti jejich vnitrnich whli.

Pro usnadnéni identifikace dvojice podobnych trojuhelnik byla vytvorena dil¢i kri-

téria, ekvivalentni s vySe uvedenym tvrzenim, ktera jsou znama jako vety o podob-
nosti trojuhelniki: sss, sus, wu, Ssu, viz Obr. @1H94]
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a b
al
C 1
C

Obrazek 91: sss: @' /Ja=1V/b={/c

] 7

Obrazek 92: sus: V' /b= /¢, a = o/

Obrazek 93: uu: o = o/, B = '

Obrazek 94: Ssu: ¢ > a, d'Ja = [c, v =7

Analogicky s vétou Bl o urcenosti shodného zobrazeni v roviné, viz str. 24, mutzeme
vyslovit nasledujici vétu o o urcenosti podobného zobrazeni v roviné, kterou miizeme
ve strucnosti interpretovat tak, ze podobnost v roviné je jednozna¢né dana (usta-
vena) dvojici podobnych trojuhelniki.

Véta 10 (O urcenosti podobnosti v roviné). Kazdd podobnost v roviné je jed-
noznacné uréena trojuhelnikem ABC a jeho obrazem A'B'C' takovym, Ze |A'B'| =

k|AB|, |B'C'| = k|BC|, |A'C'| = k|AC|, kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.
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9 Stejnolehlost

Stejnolehlost je podobné zobrazeni, které je urceno svym jedinym samodruznym bo-
dem, kterému rikame stred stejnolehlosts, a redlnym c¢islem riznym od 0 a 1, kterému
rikame koeficient stejnolehlosti. Protoze jsou ve stejnolehlosti vsechny sméry samod-
ruzné, fadi se mezi tzv. homotetid™], jak se zobrazeni s touto vlastnosti nazyvaji
(dalsimi homotetiemi jsou identita, posunuti a stfedova soumérnost). Stejnolehlost

Obréazek 95: — mechanick realizace stejnolehlosti

se stfedem S a koeficientem x (malé fecké pismeno kappa, tradi¢ni symbol pro koe-
ficient stejnolehlosti, samoziejmé lze ale pouzit i jind pismena) zapisujeme H (S5, k).
Konkrétni vztah mezi vzorem a obrazem v tomto zobrazeni je popsan jeho definici.

Uvedeme si dvé definice stejnolehlosti. Prvni z nich, definice 5] popisuje krok za
krokem postup zobrazeni bodu roviny v dané stejnolehlosti. Je to ta definice, ktera
se vétsinou uvadi ve stredoskolskych ucebnicich. Jeji vyhodou je, ze poskytuje jasny
algoritmus nalezeni obrazu pro libovolny bod roviny. Druha z definic, definice 26],
je podstatné strucnéjsi, maximalneé tézi z vlastnosti geometrickych vektort. Jejim
prinosem je strucné vyjadreni podstaty vztahu mezi obrazem a vzorem ve stejno-
lehlosti, které ocenime treba pri hledani jeho analytického vyjadreni.

Zobrazeni usecky XY ve dvou stejnolehlostech lisicich se znaménkem koeficientu
vidime na Obr. 0@

Definice 25 (Stejnolehlost I). Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a
1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazeni, které kaZdému
bodu X roviny priradi bod X' timto zpisobem:

1. Pro X =S je X' = X,

20 Anglicky je stejnolehlost homothety, téz dilation, vizhttps://en.wikipedia.org/wiki/Homothetic_transformation
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2. Pro X £ 5 je | X'S| = |k| - | XS],
pro k > 0 leZi X' leZi na polopFimce 57 a
pro k < 0 lezi X' leZi na polopFimce opacné k S‘X>

Obrazek 96: Stejnolehlost H (S, k = 1.6) (vlevo) a H(S,x = —1.6) (vpravo)

Definice 26 (Stejnolehlost II). Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od 0 a
1). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazeni, které kaZdému
bodu X roviny priradi bod X' tak, Ze

SX' — kSX, (74)

PRIKLAD 9.1. Sestrojte obraz trojihelniku AABC ve stejnolehlosti H(S, k).

Reseni: Zobrazeni trojuhelniku AABC ve stejnolehlostech H s riznymi koeficienty
Kk si vyzkousejte v online appletu https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6.

Vlastnosti stejnolehlosti H (S, k)

—

. Vzor, jeho obraz a stied stejnolehlosti lezi v jedné primce.
2. Obrazem primky je primka s ni rovnobézna.

3. Obrazem tusecky AB je tsecka A’B’ s ni rovnobéznd; A'B'||AB A |A'B'| =
k] - [AB].

4. Obrazem poloprimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesouhlasné
(k < 0) rovnobézna.

5. Obrazem tihlu ZAV B je hel ZA'V'B'; |/A'V'B/|=|/AVB].
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6. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(.S; k) je stejnolehlost se stejnym stiedem

1 1
S, ale s prevracenym koeficientem —, tj. H~* (S; —).
K K

7. Stejnolehlost s koeficientem k = —1 je stfedovou soumérnosti, H(S, x = —1)

S(S).

PRIKLAD 9.2. Jsou ddny dvé vzdjemné rovnobézné dsecky riznych délek. Urcete
stredy stejnolehlosti, v nichZ se jedna z nich zobrazuje na druhou.

Reseni: Viz Obr. @7l Vyuzijeme vyse uvedenou vlastnost ¢. It Vzor, jeho obraz a
stred stegnolehlosti lezi v jedné primce. Protoze je stejnolehlost afinnim zobrazenim,
zobrazi se Uisecka zase na usecku, konkrétné krajni body zase na krajni body a vnitini
body zase na vnitini body. Zamérime se na krajni body usecek. Bud se body K, L
zobrazi po radé na M, N, nebo na N, M. Spojime-li dvojice bodl vzor—obraz, napr.
K — M, L — N, primkami, jejich prusecikem je stred prislusné stejnolehlosti
(protoze musi lezet na kazdé z téchto primek), v daném pripadé S;. Pro dvojice
K — N, L — M dostavame stred Ss. Koeficienty prislusnych stejnolehlosti se
lisi pouze znaménkem, jejich absolutni hodnota je rovna poméru délek tsecek, pro

KL
pripad zobrazeni usecky K L na M N, resp. NM je |k| = \‘]\4]\7‘\’ v opa¢ném pripadé
" IMN|
e |kl = ——
J KL
~ - \Al.§1\- o

Obrazek 97: Stredy stejnolehlosti dvou rovnobéznych tsecek

PRIKLAD 9.3. Uvazujte variantu predchoziho prikladulZ.3, v niz jsou dané usecky
v jedné pFimce, viz Obr.

Reseni: Tentokrdt nadm postup pouzity pro feseni piikladu @2, kde byly tusecky
v obecné poloze, nepomtize. Primky spojujici koncové body tsecek spolu splyvaji.
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Obrazek 99: Dané tsecky jako zakladny stejnolehlych trojihelniki

Pomiizeme si tim, ze si dané tsecky predstavime jako soucasti n€jakych rovinnych
vzajemné stejnolehlych utvard, napriklad trojuhelnika, jak vidime na Obr. Q9. Mo-
hou to byt ale libovolné vzajemneé stejnolehlé utvary, tj. utvary, které jsou podobné
a jejichz sobé odpovidajici usecky (napiiklad strany n-tihelniku) jsou rovnobézné.
Omezime-li se na trojuhelniky, z Obr. Q9 vidime, ze existuji dvé dvojice, které splhuji
dana kritéria. Je to v souladu s tim, ze ocekavame existenci dvou stejnolehlosti, v
nichz se jedna usecka zobrazi na druhou, stejné jako tomu bylo v pripadé prikladu
0.2 Online verze Obr. Q9 je zde https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP.

Koeficient stejnolehlosti vs. délici pomér

Vratme se jesté k definici [I2 stejnolehlosti. Vektorovou rovnost ([74), kterad je v ni
uvedena, muzeme piepsat do tvaru

X'~ §=#r(X—S9) (75)

Porovndme-li nyni ([73]) s rovnosti (2] uvedenou v definici 26 délictho poméru, viz
str. [15], zjistime, Ze vztah mezi vzorem X, obrazem X' a stfedem S ve stejnolehlosti
H(S, k) se d& jednoduse zapsat pomoci déliciho poméru, plati

(X'XS) = k. (76)

I takto tedy mutzeme definovat stejnolehlost.

PRIKLAD 9.4. Jsou ddany dva rizné body A, B a redlné ¢islo A # 0, 1. Najdéte na
primce AB bod C' tak, aby platilo (ABC) = \.
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Al
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/ Crcor /15 Crs0

Obrazek 100: (ABC) = A

Reseni: Viz Obr. [00. Vyuzijeme souvislost mezi délicim pomérem a koeficientem
stejnolehlosti. Online verze je na adrese https://www.geogebra.org/m/f{j34fcqh.

9.1 Analytické vyjadreni stejnolehlosti

Usilujeme o nalezeni rovnice, kterd by vyjadrovala vztah mezi souradnicemi vzoru
X[z, y] a obrazu X'[2,y'] ve stejnolehlosti H dané stfedem S|s1, so] a koeficientem
k # 0,1. Vyuzijeme k tomu vektorovou rovnost X’ — S = k(X — S) uvedenou na
str. [[11] v souvislosti s délicim pomérem. Z ni tpravami postupné dostaneme nejprve

X' =S+ kX — kS,
potom hledanou rovnici stejnolehlosti H(S, k):
X' =rX +(1-r)S. (77)
Po dosazeni souradnic bodi muzeme (1) psat ve tvaru jedné rovnice
[,y = Kz, y] + (1 = K)[s1, 5] (78)
nebo jako soustavu dvou rovnic

o' = kx4 (1 — K)sq, (79)

PRIKLAD 9.5. Napiste rovnice stejnolehlosti Eukleidovské roviny Ey, kterd zob-
razuje bod B = [2,0] na bod C = [0,1] a md koeficient kK = —2. Najdéte souradnice
gegiho stredu.

Reseni: Souradnice bodi B, C jako vzoru a obrazu, spolu s k = —2, dosadime do
4 1
(79) a fesime jako rovnice s neznamymi s; a sg. Dostaneme feSeni s = 3 S9 = 3
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Opét dosadime do ([79), tentokrat vsak za sq, ss a k, abychom dostali hledané rovnice
prislusné stejnolehlosti

¥ = —2x + 4,

y = =2y + 1.
I kdyz je tloha snadno fegitelna ru¢né, pro zajimavost si uvedme kdéd jejiho feseni
v programu wxMaxima:

(% i3) B:[2,0]$ C:[0,1]$ S:[s1,s2]$
(% i4) H:C-S=-2*(B-S);
[—s1,1—s2]=[-2(2—s1),252] (H)

(% i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H),[s1,s2])[1];

4 1
[s1 = 3 s2 = §] (res)

(% 16)  S:ev(S,res);

9.2 Skladani stejnolehlosti

Zajima nas, jakd zobrazeni mohou vzniknout slozenim dvou stejnolehlosti. Oznacime-
li je H1 a Ho, hledame vysledek jejich slozeni HooH; (a v obraceném poradi HioHs),
viz Obr. [[0Il V dvodu této kapitoly os stejnolehlosti jsme na str. zminovali
skutecnost, ze stejnolehlost spolu s identitou, posunutim a stfedovou soumérnosti
(coz je ale vlastné stejnolehlost s koeficientem k = —1) tvofi mnozinu tzv. homo-
tetit, zobrazeni, v nichz jsou vSechny smeéry samodruzné. Mnozina homotetii, spolu
s operaci skladani zobrazeni, tvori grupu (viz napft. zminka o group of dilations or
homothety-translations v ¢lanku Wikipedia: Homothetic transformation). Vysledky
naseho nésledujiciho zkouméni budou této skutec¢nosti odpovidat (dikaz zde prova-
dét nebudeme).

Uvazujme dvé stejnolehlosti Hi(S1, k1), Ha(S2, ko) s rovnicemi Hy : X' = k1 X +
(1—k1)S1, Ho : X' = ko X + (1 — K2)Ss. Jestlize, v duchu Obr. [[0T] stejnolehlost H;
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Ho-Hi

Xl
Obrazek 101: Skladani zobrazeni H; a Ho

zobrazuje bod X na X a stejnolehlost Hs zobrazuje bod X; na bod X', mizeme
tato zobrazeni popsat rovnicemi

Hl(X — Xl) : X1 = /€1X + (1 — /431)81, (80)
Hg(Xl — X/) X' = /€2X1 + (1 — KJQ)SQ. (81)

Potom pro slozené zobrazeni Hs o H; plati nasledujici rovnice, ktera vznikne prislu-
Snym slozenim (80) a (&7),

Hs 0 Hl(X — X,) X = /€2(/€1X + (1 — Hl)Sl) + (1 — Hg)Sg. (82)
Po jeji Gpraveé dostavame konecny tvar rovnice slozeného zobrazeni Hs o Hy

X, = /€1/€2X + (1 — /€1/€2)Sl + (1 — /432)(82 — Sl), (83)

ve kterém lze za uvedenych podminek identifikovat rovnice konkrétnich zobrazeni:

1. /€1/€2:1/\51582

HooHy: X' = X. (84)

Jednd se o identitu.

2. /4311432:1/\517552

Hoo H; - X =X+ (1 — /412)(82 — 51) (85)

Vyslednym zobrazenim je v tomto pripadé posunutis vektorem p'= (1—ks)(So—

Sy).

3. /{1/{2751/\51552

HQ O Hl . Xl = /€1/€2X + (1 — /€1/€2)Sl. (86)

Tentokrat je vyslednym zobrazenim stejnolehlost se sttedem S = S = 55 a
koeficientem k = k1ks.
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4. /€1/€J27§1/\517é82

1—/%2

HooHi: X' = k1koX + (1 — K1ko) (51 + (Sy — Sl)> . (87)

1— R1K2

I v tomto nejobecnéjsim pripadé je vyslednym zobrazenim stejnolehlost, tento-
. . I — ko
krat se stfedem S = S; +
1 — Kik9
slozitého vyrazu pro stred S vysledné stejnolehlosti lze vycist, ze vznikne po-

sunutim bodu 57 ve sméru vektoru Sy — 5. Stred nové stejnolehlosti tedy lezi
na primce spojujici stredy stejnolehlosti, ze kterych vznikla.

(55— .571) a koeficientem k = KiK. Z ponékud

Ziskané poznatky shrneme do nasledujici véty, vyse provedenou analyzou skladani
dvou stejnolehlosti jiz dokazanou.

Véta 11 (O skladani stejnolehlosti). SloZenim dvou stejnolehlosti Hi(S1, k1),
Ho (S, ko) vznikne

1. IDENTITA, jestlize kiko =1 a S7 = 5o,
2. POSUNUTI, jestlize kiko =1 a S; # 59,

3. STEJNOLEHLOST H(S, k) s koeficientem k = Kika, jestliZe k1ky # 1. Pritom,
pro S1 = Sy je také S = S1 = Sy, pro S1 # Sy lezi bod S na primce S1.9.

Zcela analogicky, tentokrat zkoumanim rovnice zobrazeni slozeného ze stejnolehlosti
a posunuti, bychom dospéli k potvrzeni spravnosti tvrzeni nize uvedené véty. Tuto
¢innost jiz prenechame laskavému ctenari jako cisté dobrovolnou.

Véta 12 (O skladani stejnolehlosti a translace). Zobrazeni sloZené ze stejno-

— 1 —
lehlosti H(S; k) a translace X' = X+t je stejnolehlost H'(Q; k), kde Q = S+ 1715.
— K

9.3 Stejnolehlost kruznic

Ze maji vSechny kruZnice stejny tvar, a mohou se lisit jenom svou velikosti, viz
Obr. 102, tedy, ze vSechny kruznice jsou podobné, neni nic prekvapivého. Jednak
je to zrejmé od pohledu, jednak vime, ze pro kazdou kruznici, bez ohledu na jeji
velikost, je pomér obvodu a primeéru roven .

Stejné prirozenou, ale mozna méné ziejmou, je skutecnost, ze kazdée dvé kruznice jsou
stegnolehle. U ostatnich tvart nelze predpokladat, ze podobnost s sebou automa-
ticky prinasi i stejnolehlost. Viz naptiklad trojuhelniky na Obr. [[03. Obé zobrazené
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Obrazek 102: Kruznice jsou podobné

dvojice trojuhelniki AABC a AA'B'C' predstavuji dvojice podobnych trojtihelniki
(konkrétné s koeficientem k = 0, 7), pfitom jenom dvojice vpravo je zaroven i dvojici
stejnolehlych trojihelniki (sobé odpovidajici tsecky jsou rovnobézné).

Al

* B 'B

Obrazek 103: Ne kazda dvojice podobnych trojihelniki je stejnolehld

Pro dvé kruznice k1(S1;71) a kao(S9;72) s riznymi poloméry, viz Obr. [[04] existuji
pravé dvé stejnolehlosti, které prevadéji kruznici ky do kruznice ko: Hq(E,1m9/11) a
Ho(I, —19/71). Pritom E se nazyva vnéjsi (externi) stied stejnolehlosti a I se nazyva
vnitini (interni) stied stejnolehlosti. Jestlize se kruznice dotykaji v bodé T', potom
v pripadé jejich vnéjsiho dotyku je 1" = [ a v pripadé jejich vnitiniho dotyku je
T =FE.

PRIKLAD 9.6. Jsou ddny dvé kruznice ki(S1,71), ko(Sa, 12), které magi rizné polo-
meéry, nejsou soustiedné (tj. r1 # 9, S1 # So) a nemaji Zadny spolecny bod. Najdéte
stredy a koeficienty stejnolehlosti, v nichZ se jedna z nich, reknéme ki, zobrazuje na
druhou, k.

Reseni: Vyuzijeme postup, ktery jsme uplatnili pfi feseni prikladu 0.2 Hledani
stfedl stejnolehlosti dvou kruznic prevedeme na hledani stredt stejnolehlosti dvou
usecek. Samozrejmé se musi jednat o tseCky, mezi kterymi je vztah stejnolehlosti
ustaven stejnym zobrazenim, jako u kruznic. Pouzijeme vzajemné rovnobézné po-
loméry danych kruznic, viz Obr. [[03l Nejprve dvojici lezici v souhlasné polorovine
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Obrazek 105: Urcete stiedy stejnolehlosti danych kruznic

vzhledem k 5155, viz Obr. [I03] vlevo, potom u jedné z kruznic pridame polomér
lezici v opacné poloroviné, viz Obr. [105], vpravo. Primky P P, a P;()s spojujici je-
jich krajni body néalezejici kruznicim svymi pruseciky s primkou 5.5 urcuji hledané
stredy stejnolehlosti £ a I. Mohli bychom pracovat i s rovnobéznymi primeéry, ale
protoze vime, ze hledané stredy stejnolehlosti téch kruznic musi, s ohledem na sy-
metrii, lezet na spojnici stfedd, poloméry staci (mtzeme ale argumentovat i tim,
ze stred kazdé z kruznic je jednim z krajnich bodt jejiho poloméru uvazovaného
jako tsecka). Stredy uvazovanych stejnolehlosti jsme nasli, zbyva tedy urcit jesté
koeficienty téchto stejnolehlosti. Uvazujeme-li, ze k; se zobrazi na ks, pomér jejich

f
podobnosti je k = =y Stejnolehlost H; se sttedem E bude mit koeficient stejny, t;j.
r1
r r
K] = —2, stejnolehlost H, se sttedem I bude mit ale koeficient opacny, tj. ko = — 2
™ "

PRIKLAD 9.7. Jsou ddny dvé nesoustiedné kruznice ki(Sy,71), ko(Sa,1m2) 0 riiz-
nych polomeérech ri,ry, viz Obr. [106. Sestrojte jejich spolecné tecny!

Reseni: Klicem k feseni této tlohy je poznatek, ze spole¢né te¢ny dvou kruznic pro-
chazeji stredy jejich stejnolehlosti. Dvé nesoustiedné kruznice v poloze naznacené
Obr. maji CtyTi spolecné tecny, dvé vnéjsi, jejichz spolecnym bodem je vnéjsi
stted stejnolehlosti kruznic F, a dvé vnitini, se spolecnym bodem ve vnitinim stredu
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Obrazek 106: Sestrojte spolecné tecny danych kruznic

stejnolehlosti 1. Ze spole¢né teény kruznic museji prochézet stiedy jejich stejnoleh-
losti, lze vysvétlit uplatnénim postupu reseni prikladu 0.6l Z Obr. [I07 je patrné, ze
spolecné tecny dvojice kruznic jsou vlastné primky spojujici koncové body dvojic
rovnobéznych poloméra téchto kruznic, analogicky s resenim prikladu [0.6, akorat
vyjimecnych tim, Ze jsou na tyto primky kolmé.

Obrazek 107: Spolecné te¢ny danych kruznic prochézeji stredy I, E jejich stejnolehlosti

Spolecné tecny dvojice kruznic tedy sestrojime tak, Ze nejprve najdeme stredy
E, I stejnolehlosti, v nichz se jedna z kruznic zobrazuje na druhou. To provedeme
postupem predstavenym v reSeni prikladu 0.6l Potom z téchto bodu sestrojime
tecny ke kruznicim. Sestrojeni tecny z bodu ke kruznici je klasicka tloha vyuzivajici
Thaletovu vétu, ktera se vyskytuje v ucivu matematiky pro zakladni i stfedni skolu.
Thaletovy kruznice jesou v Obr. [I07 naznaceny ruzovymi prerusovanymi c¢arami.

Nasledujici priklady patti do kategorie tzv. Apolloniovyc uloh. Ptvodnim Apollo-

2Apolldnios z Pergy, 3.-2. stol. pf. n. 1., Fecky geometr a astronom
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niovym probléme je ukol sestrojit vSechny kruznice, kterée se dotykaji tri danych
kruznic. Postupem casu se v zadani jako kruznice zacaly uznavat i body a primky,
protoze bod miizeme chapat jako kruznici s nulovym polomérem a pfimku naopak
jako kruznice s nekonec¢né velkym polomérem. V soucasnosti se Apolloniovou tilohou
rozumi tkol sestrojit kruznici, ktera se dotyka tri objekt, které mohou byt vybran
z mnoziny t¥i typu objektu {kruznice, bod, prFimka}. Existuje tak celkem dese
typa Apolloniovy tlohy, tfi z nich si nyni predstavime.

PRIKLAD 9.8. Je ddna krusnice k, pFimka p, kterd je vnéjsi primkou kruznice
k, a bod A € p. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primky p v bodé A a
kruznice k.

Reseni: Zadani a feseni viz Obr. [[08. Je ziejmé, Ze body dotyku hledanych kruznic
a dané kruznice k jsou stredy jejich stejnolehlosti. Diky tomu je najdeme. Vime, ze
musi lezet na k a zaroven, dle vlastnosti stejnolehlosti ¢. [ (viz str. [09), jimi musi
prochazet primky spojujici vzory a obrazy v prislusnych stejnolehlostech. Ted uz
staci jenom si uvédomit, ze bodu A odpovidaji v danych stejnolehlostech postupneé
body K; a K, které umime sestrojit. Pak uz je postup jasny. Konstrukce krok za
krokem viz https://www.geogebra.org/m/d9KBGDA]j. Uloha m4 dvé feseni, jednu
kruznici s vnéjsim dotykem s k, druhou s vnitinim dotykem s k.

m
pl
k | k
p" 2
p A p )
b=

Obrazek 108: Apolléniova tloha bod-primka-kruznice, vlevo zadani, vpravo reseni

PRIKLAD 9.9. Jsou ddny dvé riznobézky a,b a bod M, ktery lezi uvniti jednoho
jejich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, ktere prochdzeji bodem M a dotykaji se pri-
mek a,b.

22Viz (Wikipedia: Problem of Apollonius
20dpovéd na otdzku ,Pro¢ 107“ pienechdvam laskavému ¢tendii jako zajimavou kombinatorickou tlohu.
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Reseni: Viz Obr.[I10. Vime, Ze spolecné tecny dvojice kruznic prochézeji stredy jejich
stejnolehlosti. VSechny kruznice, které se dotykaji dvou rtiznobézek jsou stejnolehlé
ve stejnolehlostech, jejichz stfedem je prusecik riznobézek, v nasem pripadé bod A.
Tuto znalost stredu stejnolehlosti nalezité vyuzijeme. Sestrojime si libovolnou ,,po-
mocnou” kruznici, ktera se bude také dotykat danych rtiznobézek, viz kruznice [. Na
ni musi lezet obraz (nebo vzor, zélezi, v jakém sméru zobrazeni uvazujeme) bodu M
ve stejnolehlosti se stredem A. Staci sestrojit primku m =< AM a najit jeji pri-
seCiky s [, body U, V. Ty spojime se stfedem () pomocné kruznice. Obrazy (vzory)
téchto polomért s nimi musi byt rovnobézné (viz vlastnost stejnolehlosti ¢. B na
str.[109) a musi mit jako jeden krajni bod bod M a jako druhy krajni bod stfedn hle-
dané kruznice S, resp. So. Sestrojime proto rovnobézky s tiseckami QU a QV jdouci
bodem M. Jejich priiseciky Si, S9 s osou riiznobézek o jsou potom stredy hledanych
kruznic. Konstrukce krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/CSW7xumC.
Uloha ma dvé Feseni.

Obrazek 109: Apolléniova tloha bod-primka-kruznice, vlevo zadani, vpravo reseni

PRIKLAD 9.10. Jsou ddny dvé riznobézky m,n a krugnice k lezici uvniti jednoho
jegich uhlu. Sestrojte vsechny kruznice, které se dotykaji primek m,n 1 kruznice k.

Reseni: Viz Obr. [[I0. Protoze hleddme kruznice, které se dotykaji dané kruznice k,

Obrazek 110: Apolléniova tloha bod-primka-kruznice, vlevo zadani, vpravo reseni

budeme stejné jako pri reseni prikladu pracovat se stejnolehlostmi, jejichz stredy
jsou (ndm dosud nezndmé) body dotyku. Nalezeni téchto bodu je klicem k feseni
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tlohy. Opét vyuzijeme vlastnost stejnolehlosti ¢. [l (viz str. [109), kterd tika, ze vzor,
obraz a stied lezi v jedné primce. Staci uvédomit si, ze hledané kruznice maji jako
tecny dané primky m, n. Jejich obrazy v uvazovanych stejnolehlostech musi byt zase
tecnami, tentokrat kruznice k, a musi byt rovnobézné s m nebo n. Pritom prisecik
tecen m,n, bod M, se zobrazi na prisecik obrazi téchto tecen, bod M, resp. Ms.
Postup nalezeni bodt dotyku hledanych kruznic s £ je tedy na svété. Sestrojime tecCny
k rovnobézné s m,n a pruseciky jejich dvojic, body M, My spojime primkamis M.
Priiseciky téchto primek s k£ budou hledané body dotyku 77, Ts, T3, T4. Dalsi postup
je zfejmy. Konstrukce krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/tccEujny.
Uloha mé ¢tyfi feseni, dvé kruznice s vnéjsim dotykem s k (na Obr. jsou to
¢ervené kruznice), dvé s vnitinim dotykem s £ (na Obr. [[10 jsou to zelené kruznice).

9.4 Mongeova véta

Jsou-li dany tri rlizné kruznice v roviné, vnitini a vnéjsi stiedy prislusejici kaz-
dym dvéma z nich jsou dohromady spjaty zajimavymi geometrickymi vztahy, viz
Obr. [[11I. Ty jsou predmétem Mongeovy véty. Véta je pripisovana francouzskému
matematikovi Gaspardu Mongeovi, ktery polozil zaklady deskriptivni geometrie.

Obrazek 111: Mongeova véta o tiech kruznicich v roviné

Véta 13 (Mongeova véta). Jsou-li ki, ko, ks 7 kruznice, které maji rizné poloméry
a jejichz stredy nelezi v primce, plati pro vnéjsi a vnitrni stredy stegnolehlosti kazdych
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dvou z nich nasledujici vztahy:
i) Vsechny tri vnéjsi stiedy stejnolehlosti Eyo, Ers, Fas leZi v primce.
it) Kazdé dva vnitrni stiedy stejnolehlosti a jeden vnéjsi lezi v primce.

i11) Tri vnitrni stredy stejnolehlosti 1o, 113, Io3 nelezi v primce.

Dikaz. V dikazu vyuzijeme tvrzeni véty [l ze slozenim stejnolehlosti s rtznymi
stredy vznikne pro kike # 1 stejnolehlost, jejiz stfed lezi na primce urcené stredy
téchto stejnolehlosti. Pak uz staci mezi danymi tfemi kruznicemi najit tii stejno-
lehlosti takové, ze jedna z nich je slozenim zbyvajicich dvou. Dynamicky GeoGebra
aplet k dikazu je na adrese https://www.geogebra.org/m/osROmHs8. ]

9.5 Kruznice deviti bodu

V této a v nésledujici kapitole si predstavime dvé spolu souvisejici véty tykajici
se zajimavych vlastnosti trojuhelniku. Kromé zjevné souvislosti jejich obsahti maji
spolecné i to, ze k dikazu kazdé z nich lze efektivné vyuzit stejnolehlost.

Véta 14 (Kruznice deviti bodt). V trojuhelniku ABC' oznac¢me O prisecik vy-
sek, S, stred kruznice opsane, C1, Ay, By stredy stran AB, BC' a C'A. Jestlize kg je
kruznice prochazejict body Ay, By a Cy, potom na ni lezi také paty Ay, By, Cy vysek
Vg, U, Ve a stredy usecek AO, BO,CO. Stred kruznice kq je stredem tusecky S,0, jeji
polomer je roven polovin€ polomeéeru kruznice trojuhelniku ABC opsané.

Obréazek 112: Kruznice deviti boda
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Ve vété uvedend kruznice se nazyva lkruznice deviti bodi (téz Feuerbachovd & Eu-

lerovd?3 kruznice), viz Obr. [[12.

Konstrukce kruznice deviti bodi a jeji souvislost s Eulerovou primkou (viz str. 123)
je znazornéna v apletu ,, Bulerova primka. Kruznice deviti bodu.

9.6 Eulerova primka

Véta 15 (Eulerova ptrimka). V trojihelniku ABC oznacme T tézisté, O pri-
secik vysek a S, stred kruznice trojuhelniku opsané. Potom bud vsechny tyto tii body
splyvajgi v jediny, nebo jsou navzajem rizne a lezi na spolecné primce tak, Ze plati

(S,0T) = —3 Tuto primku nazyvame Eulerova primkad, viz Obr. [113.
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Obrazek 113: Eulerova primka

Diikaz. K dikazu vyse uvedeného tvrzeni vyuzijeme stejnolehlost H ( T, —3 ) Z

Obr. 114 je patrné, ze v této stejnolehlosti se AABC zobrazi na AA;B;C4. Pro-
toze vyskami (vysky ted chapeme jako primky) AA;B1Cy jsou osy stran ptuvodniho

1
AABC, muzeme rici, ze vysky trojuhelniku ABC' se ve stejnolehlosti H (T, —§>

zobrazi na osy jeho stran. Potom se ale prisecik vysek O zobrazi na prusecik os stran

24 Karl Wilhelm Feuerbach, 18001834, némecky matematik, bratr filozofa [Ludwiga Feuerbachal.
[ Leonhard _Euler, 1707-1783, §vycarsky matematik s pfesahy do dalich disciplin, povaZovany za jednoho z nejvétsich
a nejvsestrannéjsich matematiks historie této védy.
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Obréazek 114: H (T, —%) : NABC — NA B C,

(tj. stfed kruznice opsané AABC') S,. Z vlastnosti stejnolehlosti plyne, ze prislusné
tfi body O, S,, T lezi v piimce a plati pro né (S,0T) = —3 ]

Konstrukce Eulerovy primky a jeji souvislost s kruznici deviti bodu (viz str. 122)) je
znazornéna v apletu |, Fulerova primka. Kruznice devitt bodu.
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9.7 Podobnosti eukleidovské roviny

Zde zakonc¢ime svou exkurzi do svéta podobnosti v roviné. Uvedeme si, ze spolu
s operaci skladani geometrickych zobrazeni tvori grupu a naznacime si klasifikaci
podobnosti roviny v duchu klasifikace shodnosti roviny na str. 02 s vyuzitim rovnic
(&), (68)) pro primou a nepiimou shodnost, které jsou tam uvedeny.

Grupa podobnosti roviny
Mnozina vSech podobnosti eukleidovského prostoru E5 spolu s operaci skladani tvori
grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru Ey (téZ grupu podobnosti roviny).

Dikazem uvedeného tvrzeni se zabyvat nebudeme. Je vSak zrejmé, ze plyne z toho,
co nasleduje.

Na str. je uvedena véta [0, ktera rika, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské
roviny do sebe lze slozit ze stejnolehlosti a shodnosti. Tuto skutecnost nyni, spolu
s analytickym vyjadfenim primé a neprimé shodnosti, viz str. 02 a analytickym
vyjadrenim stejnolehlosti, viz str. 112, vyuzijeme k tomu, abychom popsali rovnicemi
1 podobnost v roviné.

Ze skutecnosti, ze kazZdou podobnost v rovine lze slozit ze steynolehlosti a shodnosts,
ziskdme rovnice podobnosti nasledujicim zptsobem.

1. Stejnolehlost ‘H volime pro jednoduchost se stfedem v poc¢atku soustavy souradnic
a s koeficientem x > 0 (pfipomenme si, ze stfed stejnolehlosti mizeme pii rozkladu
podobnosti volit libovolné):

kx
ky.

H: X — X;

s
|

<
I

2. Shodnost Z (kterd je vyse zminénou volbou stejnolehlosti uréena jednoznacné)
je bud pfima nebo nepiimd, plati tedy jedna ze sad rovnic (67)), (68)):

Z:X— X

¥ =Tcosa Fysina+p

Yy =ZTsina £ycosa + q.

Vysledkem slozeni Z o ‘H je potom primd nebo neprimda podobnost. Rovnice pro
oba pripady jsou prehledné uvedeny v nasledujici tabulce. Kromé tvart s goniome-
trickymi funkcemi sinus a kosinus jsou pouzity i tvary s parametry a,b na mistech
koeficientii.
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Prima podobnost Nepiima podobnost

¥ =krcosa — kysina +p ¥ =kxcosa+ kysina+p
Yy = kxsina + kycosa + q. Yy = kxsina — kycosa + q.
¥ =ax—by+p ¥ =ar+by+p
y =bxr+ay+q. Yy =br —ay+q.

Na str. 26]jsme si uvedli kritérium (31)) pro rozhodnuti, zda je dané afinita shodnosti.
Pro matici A soustavy rovnic prislusné afinity musi platit A” - A = E. Zajima nés,
zda se podobnym zptsobem dé identifikovat také podobnost. Jak pozname, ze afinita
dand rovnici X’ = A- X + B je podobnosti? Vzhledem k evidentni souvislosti mezi
podobnosti a shodnosti v roviné, kterd je naznacena vyse uvedenymi rovnicem, je
ziejmé, ze aby uvazovana afinita byla podobnosti, musi platit

k> 0

T.:
AT A {01{2

] = k*- F, (88)

kde |k| je koeficientem této podobnosti.

Vztah mezi podobnostmi a shodnostmi, dosud vyjadieny slozenim stejnolehlosti
a shodnosti, se da popsat jesté detailné€ji, konkretizaci shodnosti, které pripadaji
v uvahu. O tom hovori nasledujici véta, kterou zde uvadime bez dikazu.

Véta 16. Kazdd vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo
stegnolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost sloZena
s 0sovou soumernosti, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlosti.
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9.8 Cviceni: Stejnolehlost. Podobnost.

1. Do pitlkruhu s primérem AB vepiste ¢tverec K LM N tak, aby strana K L lezela
na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na dané pilkruznici.

2. Je dana primka p, kruznice k a bod A. Sestrojte vSechny usecky XY tak, aby
platilo: X € p, Y € k, A € XY, |AY| = 3|AX].

3. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze a je secnou a b je vnéejsi primkou
kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji primek a, b i kruznice k.

4. Sestrojte trojuhelnik ABC', je-li dano:

a) vy =bem, a:b:c=2:3:4,

b) 047671}07
C) 0{767t07
d)a:b=3:5,v=060°t.=6cm.

5. Urcete p tak, aby existovala stejnolehlost se stiedem [3, 2], zobrazujici bod [1, 4]
na bod [2, p|. Napiste rovnice této stejnolehlosti.

6. Je dana kruznice k a bod M uvnitt této kruznice. Sestrojte vSechny tétivy kruz-
nice, které jsou bodem M rozdéleny na ¢asti v pomeéru 2 : 3.

7. Narysujte libovolny trojuhelnik ABC'. Uvnitr strany AC' sestrojte bod X a uvnitr
strany BC' bod Y tak, aby platilo |[AX| = |XY]| a XY || AB.

8. Najdéte vsechny podobnosti euklidovské roviny, pri kterych se bod [1, 0] zobrazi
na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2, —8].

9. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pri které se zobrazi pocatek na bod |0, 2],
bod [1, 1] na pocatek a bod [2,0] na bod [2, p]. Urcete p a najdéte samodruzné body
a smeéry nalezené podobnosti.

10. Najdéte rovnice podobnosti, pti které je pocatek samodruzny a obrazem bodu
[5,—3] je bod [1,1].

11. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1,1] a smér vektoru (1, 1) sa-
modruzné.

12. NapisSte rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0, 1] po fadé na
body [3, —1], [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.
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13. V roviné je dan ¢tverec ABC'D se stredem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti,
ktera zobrazuje body A, B, S po fadé na body B, D, C'. Urcete samodruzny bod této
podobnosti.

14. Je dana kruznice k£ a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte
vSechny sec¢ny kruznice k, které prochéazeji bodem A a pro jejichz pruseciky X,Y
s kruznici plati |[AX| = 2|AY|.

15. Je déana kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm.
Sestrojte usecku XY prochéazejici bodem M tak, aby X € kY € t a |[MX]| :
IMY|=3:2.

16. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini
oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji primek a, b i kruznice

k.
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10 Mocnost bodu ke kruznici

Mocnost bodu ke kruznici je redlné cislo, oznacme ho m, které je dano polohou bodu
vzhledem k prislusné kruznici; pro body vné kruznice je kladné, pro body uvnitr
zaporné a pro body na kruznici je rovno nule. Toto ¢islo je zajimavé a uzitecné i tim,
ze jeho hodnota souvisi se vzdalenostmi predmétného bodu od priseciki libovolné
seCny z néj vedené s prislusnou kruznici. Souvislosti, které prinasi mocnost do vztahi
kruznic a bodi, se vyuzivaji pri reseni rozlicnych geometrickych problémi.

Obrazek 115: [MX,| - |MY;| = [MX,| - |MYs| = |MT)? = |m|, m=d?— 1>

Nyni si odvodime hodnotu tohoto cisla a ukazeme si vsechny jeho geometrické sou-
vislosti. Uvazujme kruznici k(S;r) a bod M, viz Obr. I18. Nejprve se zaméfime na
dvé libovolné se¢ny vedené z bodu M ke kruznici k, které maji s k£ po radé dvo-
jici prusecika X, Y7 a Xy, Y5, viz Obr. [I18] vlevo. Snadno zjistime, ze trojuhelniky
AMY1 Xy a AMY5X, jsou dle véty uu podobn@, AMY Xy ~ AMY5X;. Potom
ale plati

(MY [MX,|
[MYs| | MX
po Upravée
IMXq| - |MY1| = |MXs| - |MYs]. (90)

Souciny na obou stranach rovnice jsou stejné. Protoze jsme prislusné dveé tétivy volili
nahodné, muzeme tento poznatek zobecnit. Hodnota souc¢inu |[M X |-|MY |, kde X, Y
jsou priiseciky tétivy z bodu M ke kruznici &, je pro dany bod M a danou kruznici

k konstantni,
|MX]| - |MY| = konst. (91)

26Vnit¥n{ thel pii vrcholu M je trojthelnikiim spoleény, vnitini Ghly ZX,YoM, ZMY; X5 jsou shodné, protoze se
jedné o obvodové thly prislusejici stejnému oblouku X; X5

129


https://en.wikipedia.org/wiki/Power_of_a_point
https://en.wikipedia.org/wiki/Inscribed_angle

Pokud toto plati pro libovolnou tétivu, musi to platit i pro takovou, jejiz priseciky
s kruznici k jsou od sebe velmi blizko, nekonecné blizko. Tj. plati to i pro tec¢nu,
kterou muzeme chapat jako tétivu, jejiz body X, Y splynuly v jeden bod T,

IMX|-|MY|=|MT|* = konst. (92)

Z Obr. [I15, vpravo, je patrné, ze ASMT je pravouhly trojahelnik, v némz plati
ISM|?> = |MT|* + |ST|?. Pfitom |ST| = r. Pokud navic vzdalenost |M S| ozna¢ime
d, muzeme psat

IMX|-|MY|=|MT}*=d*—r* (93)

Timto, nutno Tici, ze misty povrchnim, rozborem situace jsme odkryli zakladni
vztahy pro mocnost bodu M vzhledem ke kruznici k. Nyni se budeme vénovat jejich
blizsi specifikaci.

Definice 27 (Mocnost bodu ke kruznici). Mocnosti bodu M ke kruznici k(S;r)
rozumime realnée cislo m, pro ktere plati:

(1) |MX|-|MY| =|m|, kde X,Y jsou priseciky kruznice k s jeji libovolnou secnou
prochdzejici bodem M.
(2) Je-li M vnéjsim bodem kruznice k, je m > 0.

(8) Je-li M wvnitinim bodem kruznice k, je m < 0.

(4) Je-li M € k, je m = 0.

Obrazek 116: Mocnost bodu M ke kruznici k
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Véta 17. Je dana kruznice k(S;r) a bod M, ktery na ni nelezi. Potom pro libo-
volne dvée secny kruznice k, ktere prochazeji bodem M, jejichZ priseciky s kruznict
k oznacime X1, Y1 a Xo, Ys, plati

[MXq] - |MY1] = [MX,] - [MYs].

Dikaz. Viz odvozeni vztahu (O0) na str. 129 O

Véta 18. Necht je dana kruznice k(S;r) a bod M. Potom pro mocnost m bodu M

ke kruznict k plati

m=d* —r?,

kde d = |MS)| je vzddalenost bodu M od stredu kruznice k.

Dukaz. Vétu dokazeme zvlast pro pripad, kdy je bod M vné k a zvlast pro pripad,
kdy je M uvnitt k.

[. Bod M lezi vné k: Viz Obr. 17 Plati |MX|- |MY| = (|IMQ| — |QX]) - (|IMQ| +
|QY|). Protoze |QY| = |QX| (Q je stfedem tétivy XY'), mizeme pii postupném
uplatnéni vztahu pro rozdil ctvercli a Pythagorovy véty psat

IMX]- MY | = (IMQ| = |QX]) - (IMQ] + [QX])
= |MQP - |QXP=d* -1 —r* + K =d* —r%.

(94)

Obrazek 117: |[MX| - |MY| = d*> — r?

II. Bod M lezi uvnitf k: Viz Obr. [I8. Plati [MX]|-|[MY] = (|QX|—|QM]|)-(|QY|+
|QM]|). Protoze |QY| = |QX]| (Q je stfedem tétivy XY'), mizeme pii postupném
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uplatnéni vztahu pro rozdil ¢tvercti a Pythagorovy véty psat

(MX|-[MY] = (|QX]—[QM]) - (|QX] + [QM])
= QX — QM =1 =W — >+ ht =12 - d%

Obrazek 118: |[MX|- | MY | =r? — d*

Dame-li vztahy ([04) a (93) dohromady, mizeme ucinit nésledujici zavér. Pro bod
M vné kruznice k je m = d*> —r* > 0, pro bod M uvniti k¥ je m = d*> —r? < 0
a nakonec, pro bod M lezici na kruzmici k je m = d*> — r?> = 0. Vzdy je pfitom
im| = |[MX|-|MY]|. Tim je véta dokazana. O

Véta 19. Necht M je vnéjsi bod kruznice k(S;r), m jeho mocnost ke kruznici k.
Jestlize T je dotykovy bod tecny vedené z bodu M ke kruznici k, tak plati |MT|> = m.

Diikaz. Viz odvozeni vztahu (03) na str. 130 O

Souvislost hodnoty mocnosti bodu M ke kruznici s jeho vzdalenostmi od priisecikii
X,Y jim vedené pfimky s kruznici, vyjadiend vztahem (Q1), znamend, ze dany bod
M ma stejnou mocnost ke vS§em kruznicim, které body X, Y prochazeji, bez ohledu
na jejich poloméry. Na Obr. vidime cCtyri takové kruznice, k, [, m a n. Mame-li
na mysli vSechny kruznice prochazejici body X,Y, hovorime o svazku kruznic. Na
Obr. jsou zobrazeny i tecny z M ke vsem kruznicim k, [, m, n. Diisledkem vztahu
(@3) je to, ze body dotyku vSech téchto teCen jsou od M stejné daleko, lezi tedy na
kruznici se stredem M.
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Obrazek 119: Bod M mé stejnou mocnost ke vSem kruznicim s tétivou XY

10.1 Chordala a potencni stired

Je zfejmé, ze kdyz posuneme bod M podél piimky p =< XY, viz Obr. 119, hodnota
jeho mocnosti vzhledem ke kruznicim k, [, m, n (a vSem ostatnim z téhoz svazku) se
zmeéni, opét ale bude ke vsem stejna. Primka p je tedy mnozinou bod, které maji ke
kruznicim k, [, m,n stejnou mocnost. Pfimku s touto vlastnosti vzhledem ke dvéma

kruznicim nazyvame chordala.

Obrazek 120: Chordala h kruznic kq, ko, potencni bod P kruznic ky, ko, [

Véta 20 (Chordala dvojice kruznic). Necht jsou ki(S1;71), ko(So;12) dvé nesou-
stredne kruznice. Mnozina bodu X, které maji k obéma kruznicim stejnou mocnost,
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je primka h L S1Ss. Jestlize kruznice ky, ko maji spolecny bod M, potom primka h
prochazi timto bodem.

Poznamka. Primka h, ktera je mnozinou bodt X, majicich stejnou mocnost k ne-
soustfednym kruznicim ki, k2 se nazyva chordala (téz potencni primka) kruznic
k1, ko.

Poznamka. Bod, ktery méa ke tfem vzajemné riznym kruznicim stejnou mocnost
se nazyva potenéni bod (téz potencni stied).
Analytické vyjadreni chordaly

Chordalu kruznic ky(Si[m1,n1],71), k2(Sa[ma,ns],r9) s rovnicemi ky : (x — my)? +

(y—m)?=rfaky: (x—ms)?+ (y —n2)? = r3 mizeme analyticky vyjadrit rovnici:

(z—m1)* 4+ (y —m)? = rf = (z —ma)* + (y — na)* — 13 (96)
PRIKLAD 10.1. Sestrojte chorddlu dvou nesoustiednyjch kruznic ki, ks, které ne-
maji spolecny bod.
Reseni: Pokud maji kruznice dva spole¢né body, jiz vime, Ze chordéla prochézi té-

mito body. Pokud maji spolecny jenom jeden bod, ve kterém se dotykaji, chordala

h

Obrazek 121: Chordala h kruznic k1, ko

prochazi timto bodem, kolmo na primku spojujici stfedy kruznic. V pripade, ze
kruznice nemaji zadny spole¢ny bod, pomtzeme si tim, ze tilohu prevedeme na prti-
pad dvou spole¢nych bodt. Pro tento ucel pouzijeme pomocnou kruznici [, kterd
ma s kazdou z danych kruznic dva priseciky, viz Obr. [I2Il Snadno pak sestrojime
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dvé chordaly, vzdy pro pomocnou kruznici [ a jednu z danych kruznic kq, ko. Tyto
chordaly se protnou v bodé P (potenc¢ni bod), ktery ma stejnou mocnost ke vsem
trem kruznicim, tedy i k danym dvéma ki, k3. Timto bodem potom musi, kolmo na
spojnici S, So, prochazet hledana chordala h.

PRIKLAD 10.2. Sestrojte kruznici k, kterd prochdzi danymi body A # B a dotykd
se dané€ primky t.

Reseni: Viz Obr.[[22 Vyuzijeme pomocnou kruznici [ prochézejici body A, B. Potom
bod P = AB [t m4 k této kruznici stejnou mocnost jako k té hledané, tedy i délku
tetny (vzdalenost M a bodu dotyku). To ndm pomize najit body dotyku T, 7"
hledanych kruznic s t. Uloha méa dvé feSeni. Kompletni postup krok za krokem je v
appletu https:/ /www.geogebra.org/m/p8lwmKv4.

\
4S'
:
\
LN

Obréazek 122: Vyuziti pomocné kruznice [
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10.2 Cvicéeni: Mocnost bodu ke kruznici

1. Je dan thel ZAV B a uvnitt ného bod M. Sestrojte kruznici, ktera prochazi
bodem M a dotykéa se primek AV, BV.

2. Obdélnik ma velikosti stran a, b. Mame sestrojit

a) libovolny obdélnik stejného obsahu,

b) obdélnik stejného obsahu, jehoz jedna strana ma danou velikost c.

3. Jsou dany dvé nesoustredné kruznice ki, ko a primka p. Na této primce urcete
bod P tak, aby tecny z ného vedené ke kruznicim ki, ks meély stejnou délku.

4. Sestrojte kruznici, ktera se dotykd dané kruznice k(S;r) a prochazi dvéma riz-
nymi body A, B, které lezi vné dané kruznice k.

5. Je dan lichobéznik ABC'D se zakladnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitf asecky
AD sestrojte bod P a uvnitt usecky BC' bod @ tak, aby platilo zdroven PQ||AB a
PC||AQ.

6. Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| = 4.5¢m,
|IDA| = 3em a velikost 75° thlu, ktery sviraji pfimky BC a AD, plati-li navic
|AB||CD] = |AC|%.
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11 Osova afinita

Urceni osové afinity. Charakteristika a rovnice osové afinity. Elace. Zakladni afinity.

Involuce.

11.1 Zakladni afinity

,Zakladnimi afinitami® nazyvame afinity, jejichz vSechny samodruzné body tvori
nadrovinu prostoru A,,. Priklady zakladnich afinit jsou ,,osova afinita v As“, ,0sova
soumérnost v £>“ nebo ,rovinova soumeérnost v E3“.

Zakladni afinita takova, ze primka spojujici vzor a obraz je rovnobézna s nadrovinou
samodruznych bodi, se nazyva ,elace®.

Obrazek 123: Osova afinita v roving, jejiz smér je rovnobézny s jeji osou, jako piiklad elace

11.2 Osova afinita v roviné

Osova afinita je urcena osou o, smérem s a charakteristikou x. Smér a charakteristika
jsou vetSinou zadéany dvojici sobé odpovidajicich boda A, A’.

PRIKLAD 11.1. V 0sové afinité urcené osou o a dvojici sobé odpovidagicich bodd
A, A" zobrazte bod X a pFimku p.

Reseni: Viz Obr.[124. Pri urceni obrazu bodu a primky vyuzijeme

Vlastnosti osové afinity

(1) Pfimka spojujici sobé odpovidajici body je rovnobézné se smérem afinity.

(2) Sobé odpovidajici ptfimky se protinaji na ose afinity.
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(3) Incidence se zachovava.

(4) Osa afinity a primky rovnobézné se smérem afinity jsou samodruznymi prim-
kami.

Obrazek 124: Osova afinita v roving, FeSeni piikladu I1.1]

Postupujeme tak, ze sestrojime primku p = ﬂ a urcime jeji prusecik I s osou afinity
0. Z vlastnosti (2) vyplyvéa, ze piimka p’, kterad je obrazem primky p, také prochazi
bodem [. Z vlastnosti (3) pak plyne, Ze p’ prochéazi rovnéz bodem A’. Sestrojime
tedy primku p’ = A'[. Obraz bodu X, bod X', pak ur¢ime podle vlastnosti (1) jako

prisecik p’ s pfimkou jdouci bodem X rovnobézné s AA’.

Charakteristika osové afinity

Charakteristikou osové afinity x rozumime délici pomeér
(A'AAY) = k,

kde body A, A’ jsou ve vztahu ,vzor a obraz“ a bod A; je prusecik primky AA’ s
osou afinity o, viz Obr.[124. Charakteristika osové afinity je rovna jejimu modulu,
proto se k nazyva také modul osové afinity.

Poznamka. ,,Osova soumérnost v roviné® je zvlastnim pripadem osové afinity, jejiz
smér § je kolmy na osu o (5Lo) a jejiz charakteristika s je rovna —1 (k = —1).

PRIKLAD 11.2. Je ddna primka o, trojihelnik ABC a dvojice bodi X, X'. Se-
strojte obraz trojuhelnika ABC' v osove afinit€ s osou o, v niz je obrazem bodu X
bod X'.
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Véta 21. Rovnobézné primky allb se v osové afinité zobrazi opét na rovnobéziné
primky a'||b'.

Dikaz. Dtkaz provedeme sporem. Predpokladame, ze obrazy rovnobéznych primek
jsou rtiznobézky. Dostaneme se do sporu s definici charakteristiky afinity. ]

Véta 22. Délici pomér se v 0sové afinité zachovdva, tj. (ABC) = (A’B'C").
Diusledky véty 22k

1) Stred tsecky se zobrazi zase na stied usecky.

2) Zachovavéa se usporadani bodu na primece.

PRIKLAD 11.3. Je ddna pFimka o a trojihelnik ABC. Sestrojte obraz A'B'C’
trojuhelnika ABC' v takové osové afinité s osou o, aby byl trojihelnik A’B'C’ rovno-
stranny.

(Postup konstrukce viz http: // tube. geogebra. org/ student/mni2IYHIc|)

Véta 23. Necht P je obsah trojihelnika ABC a P’ obsah jeho obrazu A'B'C’ v osové
afinité s charakteristikou k. Potom P’ = |k| - P.

Z vyse uvedenych vét 211, 22 23] plyne, ze osova afinita ma nasledujici invarianty.
Invarianty osové afinity

(1) Rovnobéznost primek.

(2) Délici pomér.

(3) Pomeér obsahu obrazci.

Charakteristika zakladni afinity
Charakteristiku prirazujeme kazdé zakladni afinité, kterd neni elaci. Plati
k= (X'XX1),

. o v/ H . v 4 o v / / /7
kde X je prusec¢ik XX’ s nadrovinou samodruznych bodd uvazované zékladni afi-
nity.

Zakladni afinita jako involuce

yInvolutorni zobrazeni®, téz ,involuce“, je kazdé zobrazeni afinniho bodového pro-
storu na sebe, které neni identitou, ale slozeno samo se sebou je identité rovno.

Zakladni afinita je involuci tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika je rovna —1.
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11.3 Cvicéeni — Osova afinita

1. Pomoci vysledku Prikladu [I11.3] dokazte tvrzeni: Teznice trojuhelnika se protinaji
v jednom bode, ktery je déli v pomeru 1 : 2.

2. Dokazte Vétu 23
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12 Analytické vyjadieni afinniho zobrazeni v roviné

Odvodime si analytické vyjadreni afinniho zobrazeni f roviny na sebe (zkracené
yafinity v roving). Zakladni myslenka tohoto odvozeni je ilustrovana Obr. 125l
V roviné Ay mame dvé afinni soustavy soutradnic (repéry), ,soustavu vzori* o =
{P;é1, e} (je urCena pocatkem P a bazi {é, €} vektorového zaméreni prostoru As)
a ,soustavu obrazi“ w = {Q; di, d;} (urcena pocatkem @) a bazi {d:, d;} vektorového
zaméreni prostoru As). Pritom repér {P;é}, é&;} se pusobenim uvazované afinity f
zobrazi na repér {f(P);p(€1),¢(€2)}, kde ¢ homomorfismus (linearni zobrazeni)
asociovany k f. Obrazem bodu X = [z1, 9] je bod f(X) = X' = [2], x5]. Vztah
mezi souradnicemi f(X) a X najdeme tak, ze bod f(X) vyjaddiime vzhledem k
ob&ma repérim {Q:dy, do} a {f(P): ¢(&)), o(é)} (viz Obr. [125]) a tato vyjadieni

porovname.

Obréazek 125: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru As na sebe a ¢ je homomorfismus asociovany
k f. Potom obrazy ¢(€7), p(€s) vektoru baze {é1, &} muzeme vyjadrit rovnicemi

p(61) = and; + ands, (97)

—

(&) = arad; + ads, (98)

kde koeficienty a;; jsou souradnice vektort ¢(€7), ¢(€2) vzhledem k bazi {d1,d>} a
pro obraz f(P) pocatku P repéru o mizeme psat

F(P)=Q +bid, + bads, (99)

kde [b1, bs] jsou jeho souradnice vzhledem k repéru w.

Nyni ur¢ime vztah mezi souradnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
X' = f(X) € As. Nejprve kazdy z téchto bodu zapiseme v prislusném repéru, bod
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X v repéru a, bod f(X) pak v repéru w,
X = P+ x1€] + 1965, (100)

F(X) = Q + 2dy + xyds. (101)

Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni f a ¢, zapiSeme obraz bodu X ve tvaru
f(X) = (P + 181 + 2263) = [(P) + p(21€1 + 2262) = f(P) + 210(€1) + 220(€2).
Po dosazeni z (7)), (98) a (99) dostavame

[(X)=Q+ bld_; + 52072 + $1(a11a71 + CL21GT2) + 332(a12a71 + &22072)-

Po tpravé a porovnani koeficienti pii d; s vyjadienim (I0I]) dostdavame hledané
rovnice afinity f v roviné

[ @) =anzy + appxs + by,
33/2 = a91x1 + a9y + bo. (102)

Nyni jesté urc¢ime rovnice asociovaného zobrazeni . Necht vektor « € V5 se zobrazi
do vektoru (i) € Va. Pro soufadnice vzoru @ a obrazu ¢(u) plati

U = U1€1+UQ52, (103)
o(@) = u\dy + ubds. (104)

Na (I03) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle (@7) a (98). Dostaneme
(i) = u1p(81) + u2p(ér) = ur(andi + asida) + up(arady + asds).
Po tpravé a srovnani s ([I04)) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni ¢:

/
@ U = a11U] + a12U,

u’2 = a91U] + a922Us. (105)

Soustavu rovnic afinity v roviné (I02) mizeme zapsat také pomoci matic, takto

Q?ll | a1r a2 1 bl
2l | ay a o + by |’
9 21 (22 2 2
struc¢néji pak ve tvaru

X' =A-X+ B.
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