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1 Pøipomenutí vybraný
h pojmù

1.1 Grupa

De�ni
e 1 ((Komutativní) grupa). Grupou (M, ∗) rozumíme mno¾inu M spolu

s opera
í ∗ na M , která má tyto vlastnosti:

i) ∀x, y ∈M ; x ∗ y ∈M,
Opera
e ∗ je neomezenì de�novaná na M .

(Mno¾ina M je uzavøená vzhledem k opera
i ∗.)
ii) ∀x, y, z ∈M ; x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z,

Opera
e (struktura) je aso
iativní.

iii) ∃ e ∈M, ∀x ∈M ; x ∗ e = e ∗ x = x,
Existuje neutrální prvek vzhledem k ∗.
(Jedná se o strukturu s neutrálním prvkem.)

iv) ∀x ∈M, ∃y ∈M ; x ∗ y = y ∗ x = e.
Ke ka¾dému prvku existuje prvek inverzní vzhledem k ∗.
(Jedná se o strukturu s inverzními prvky.)

Je-li struktura (M, ∗) naví
 komutativní, nazývá se komutativní grupa nebo té¾ Abe-

lova grupa.

Pøíklady grup

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+),

2. (Q− {0}, ·), (R − {0}, ·), (C − {0}, ·),
3. Mno¾ina povelù {stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad} spolu s opera
í sklá-

dání.

◦ pozor vlevo v bok vpravo v bok èelem vzad

pozor pozor vlevo v bok vpravo v bok èelem vzad

vlevo v bok vlevo v bok èelem vzad pozor vpravo v bok

vpravo v bok vpravo v bok pozor èelem vzad vlevo v bok

èelem vzad èelem vzad vpravo v bok vlevo v bok pozor

4. Uva¾ujme rovnostranný trojúhelníkABC v rovinì ρ. Grupou je potommno¾ina

v¹e
h transforma
í roviny, v ni
h¾ se trojúhelník zobrazí sám na sebe, spolu

s opera
í skládání transforma
í (hovoøíme o tzv. dihedrální grupì, viz té¾ grupy symetrií

).
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1.2 Tìleso

Tìlesem jako algebrai
kou strukturou rozumíme strukturu její¾ vlastnosti jsou zo-

be
nìním vlastností mno¾iny reálný
h èísel spolu s opera
emi sèítání a násobení, tj.

struktury (R,+, ·).

De�ni
e 2. Struktura (T,+, ·) se nazývá tìleso, právì kdy¾ je (+, ·)-distributivní,
kdy¾ struktura (T,+) je komutativní grupa (tzv. aditivní grupa tìlesa) a kdy¾ struk-

tura (T − {0}, ·), kde 0 je nulový prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikativní

grupa tìlesa T). Je-li naví
 grupa (T −{0}, ·) komutativní, nazývá se T komutativní

tìleso.

Pøíklady tìles

1. (Q,+, ·),
2. (R,+, ·),
3. (C,+, ·).

1.3 Vektorový prostor

De�ni
e 3 (Vektorový prostor). Ne
h» T je komutativní tìleso. Mno¾inu V nazveme

vektorovým prostorem nad tìlesem T, právì kdy¾ jsou na V de�novány dvì opera
e:

(i) sèítání: libovolné dvoji
i ~u ∈ V, ~v ∈ V je jednoznaènì pøiøazen prvek ~u + ~v ∈
V, (ii) násobení prvkem z tìlesa T (skalárem): výsledkem násobení vektoru ~u ∈ V
skalárem a ∈ T je vektor a~u ∈ V, které splòují následují
í vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutativní grupa.

b) Distributivnost: (a+ b)~u = a~u + b~u, a(~u+ ~v) = a~u+ a~v.


) Existen
e jednotkového prvku skalárního násobení: 1 · ~u = ~u.

Pøíklady vektorový
h prostorù

1. Mno¾inaR2
v¹e
h uspoøádaný
h dvoji
 reálný
h èísel s opera
emi sèítání uspoøá-

daný
h dvoji
 a násobení reálným èíslem de�novanými následují
ím zpùsobem:

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2), k · (a1, a2) = (ka1, ka2) (jedná se o tzv.

aritmeti
ký vektorový prostor R2
nad tìlesem reálný
h èísel).

2. Mno¾ina geometri
ký
h vektorù v rovinì (orientovaný
h úseèek) spolu s opera
í

skládání vektorù a násobení vektoru reálným èíslem, jak jsou známy ze ¹kolské

matematiky.
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1.4 A�nní bodový prostor

De�ni
e 4 (A�nní bodový prostor). Neprázdnou mno¾inu An (její prvky jsou tzv.

body) nazveme a�nním

1

bodovým prostorem dimenze n, jestli¾e je dán vektorový

prostor Vn dimenze n a zobrazení

g : An × An → Vn

tì
hto vlastností: 1. Pro ka¾dý bod A ∈ An a pro ka¾dý vektor ~x ∈ Vn existuje jediný

bod B ∈ An tak, ¾e

g(A,B) = ~x t.j. B = A+ ~x.

2. Pro ka¾dé tøi body A,B, C ∈ An platí, ¾e

g(A,C) = g(A,B) + g(B,C).

(Jedná se o tzv. Chaslesùv vztah. Jeho platnost po¾adujeme v ka¾dém a�nním bodo-

vém prostoru

2

.)

Vektorový prostor Vn nazýváme vektorovým zamìøením a�nního prostoru An.

Pøíklady a�nního bodového prostoru

1. Jednoprvková mno¾ina se zamìøením V0 = {~o} je a�nní bodový prostor dimenze 0.

2. Eukleidovský bodový prostor En, jeho¾ formy pro n ≤ 3 nazýváme dle dimenze

bod (znaèíme E0), pøímka (znaèíme E1), rovina (E2) a trojrozmìrný prostor (E3).

3. Samotný vektorový prostor Vn splòuje de�ni
i a�nního bodového prostoru

2

. Platí

g(~u,~v) = ~v − ~u.

1

AÆnis znamená latinsky pøíbuzný. Poprvé tento pojem pou¾il Leonhard Euler (1707-1783) pro oznaèení vztahu

vzoru a obrazu v zobrazení, které za
hovává dìlí
í pomìr. Takovým zobrazením se zaèalo øíkat a�nní zobrazení. A�nní

geometrií rozumíme geometrii bez vzdáleností a od
hylek.

2

Dal¹í vlastnosti opera
í odèítání bodù a sèítání bodu a vektoru jsou uvedeny v [1℄ PECH, P. (2004)

Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupné na adrese

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 15.

2

Naopak to samozøejmì neplatí, nelze øí
i, ¾e a�nní bodový prostor je zároveò vektorovým prostorem.
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1.5 A�nní souøadni
e bodù

De�ni
e 5 (A�nní soustava souøadni
 - repér). Ne
h» P je libovolný bod z a�nního

prostoru An, n > 0. Ne
h» (~e1, ~e2, ..., ~en) je báze vektorového zamìøení Vn prostoru

An. Potom uspoøádanou (n+ 1)-ti
i

ϕ = (P,~e1, ~e2, ..., ~en)

nazýváme a�nní soustavou souøadni
 ϕ (té¾ repérem ϕ) v prostoru An.

Souøadni
emi bodu X ∈ An v soustavì souøadni
 ϕ budeme rozumìt souøadni
e

vektoru X − P v bázi (~e1, ~e2, ..., ~en).

Obrázek 1: A�nní soustava souøadni
 v rovinì

Jak je naznaèeno na Obr. 1, dosud zavedené pojmy nám dovolují pøiøadit souøadni
e

bodu prostøedni
tvím jeho prùvodièe. Konkrétnì se jedná o bod A s prùvodièem ~r.
Mù¾eme psát ~r = ~rx+~ry. Jistì existují taková èísla a1, a2 ∈ R, pro která ~rx = a1 ·~b1
a ~ry = a2 ·~b2. Potom platí ~r = ~rx + ~ry = a1 ·~b1 + a2 ·~b2. Vektor ~r má tak vzhledem

k dané bázi {~b1,~b2} souøadni
e a1, a2. Bod A = P + ~r je potom pøi pevnì daném

bodì P a bázi {~b1,~b2}, tj. pøi daném repéru {P,~b1,~b2}, rovnì¾ jednoznaènì urèen

dvoji
í èísel a1, a2. Øíkáme, ¾e bod P má vzhledem k danému repéru souøadni
e

[a1, a2], pí¹eme P [a1, a2].
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De�ni
e 6 (Kartézská soustava souøadni
). Kartézskou soustavou souøadni
 rozu-

míme a�nní soustavu souøadni
 (P ;~e1, ~e2, ..., ~en), kde (~e1, ~e2, ..., ~en) je ortonormální

báze.

Obrázek 2: Kartézská soustava souøadni
 v rovinì

1.6 Eukleidovský bodový prostor

De�ni
e 7 (Eukleidovský bodový prostor). Eukleidovským bodovým prostorem En

rozumíme a�nní bodový prostor, na jeho¾ zamìøení je de�nován skalární souèin.

De�ni
e 8 (Skalární souèin). Skalárním souèinem rozumíme opera
i, která ka¾dé

dvoji
i vektorù ~u,~v ∈ V pøiøazuje reálné èíslo (skalár) ~u · ~v ∈ R tak, ¾e platí:

1. ~u · ~v = ~v · ~u, (SYMETRIE)

2. ~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. (k~u) · ~v = k(~u · ~v),
4. ~u · ~u ≥ 0 ∧ [~u · ~u = 0⇔ ~u = ~o] . (POZITIVITA)
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2 Geometri
ká zobrazení

De�ni
e 9 (Geometri
ké zobrazení). Zobrazením (geometri
kým zobrazením) rozu-

míme pøedpis, kterým je libovolnému bodu X (který je prvkem dané mno¾iny, napø.

roviny) jako jeho obraz jednoznaènì pøiøazen bod X ′ = f(X).

De�ni
e 10 (Vzájemnì jednoznaèné zobrazení). Vzájemnì jednoznaèným zobraze-

ním rozumíme zobrazení, které je prosté a zároveò je zobrazením na mno¾inu (tj. ¾e

dvìma rùzným bodùm (vzorùm) jsou pøiøazeny dva rùzné obrazy a zároveò platí, ¾e

ka¾dý bod mno¾iny, do ní¾ zobrazujeme, je obrazem nìjakého bodu z mno¾iny vzorù).

Pøíklady geometri
ký
h zobrazení

Støedová soumìrnost, viz Obr. 3

1

Obrázek 3: Støedová soumìrnost se støedem S

1

Støedová soumìrnost je pøíkladem vzájemnì jednoznaèného geometri
kého zobrazení (stejnì jako v¹e
hna ostatní

shodná zobrazení i stejnolehlost).
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Stejnolehlost (daná støedem S a koe�
ientem κ), viz Obr. 4

Obrázek 4: Stejnolehlost se støedem S a s koe�
ientem κ = −2

Rovnobì¾né promítání do pøímky (dané smìrem ~s a pøímkou p), viz Obr. 52

Obrázek 5: Rovnobì¾né promítání ve smìru ~s z roviny do pøímky p

2

Rovnobì¾né promítání do pøímky není prosté. Z obrázku je patrné, ¾e v¹e
hny body pøímky rovnobì¾né se smìrem

~s se zobrazují do jednoho bodu. Napøíklad body pøímek k,m, q se v uvedeném poøadí zobrazují do bodù K ′,M ′, Q′
.
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Rovnobì¾né promítání se smìrem ~s mezi dvìma rùznobì¾nými rovinami v pro-

storu E3, viz Obr. 6.

Obrázek 6: Rovnobì¾né promítání mezi dvìma rùznobì¾nými rovinami (dalo vznik osové a�nitì)

Osová a�nita (daná osou o a dvoji
í bodù A, A′ ve vztahu vzor a obraz), viz Obr. 7

Obrázek 7: Osová a�nita daná osou o a dvoji
í bodù A, A′
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Støedové promítání se støedem S mezi dvìma rùznobì¾nými rovinami v prostoru

E3, viz Obr. 8.

Obrázek 8: Støedové promítání mezi dvìma rùznobì¾nými rovinami (dalo vznik støedové kolinea
i)

Støedová kolinea
e (daná osou o, støedem S a dvoji
í bodù A, A′ ve vztahu vzor

a obraz), viz Obr. 9

Obrázek 9: Støedová kolinea
e daná støedem S, osou o a dvoji
í bodù A, A′
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Rovnobì¾né promítání (z trojrozmìrného prostoru do roviny; dané smìrem ~s),

viz Obr. 10.

Obrázek 10: Rovnobì¾né promítání trojrozmìrného útvaru do roviny

Støedové promítání (z trojrozmìrného prostoru do roviny; dané støedem S), viz
Obr. 11

Obrázek 11: Støedové promítání trojrozmìrného útvaru do roviny
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Kruhová inverze (daná urèují
í kru¾ni
í ω = (S, r) a vztahem |SX| · |SX ′| = r2

mezi vzorem X a obrazem X ′), viz Obr. 12

Obrázek 12: Kruhová inverze daná kru¾ni
í ω

Stereogra�
ká projek
e

3

, viz Obr. 13

Obrázek 13: Stereogra�
ká projek
e

Obrázek 14: Stereogra�
ká projek
e: obrazem kru¾ni
e je kru¾ni
e, velikost úhlu se za
hovává (tzv.

konformní zobrazení).

PØÍKLAD 2.1. Pomo
í programu GeoGebra vyzkoumejte, zda se v následují
í
h

zobrazení
h zobrazí støed úseèky zase na støed úseèky: stejnolehlost, osová a�nita,

støedová kolinea
e, kruhová inverze.

3

Stereogra�
ký prùmìt kulové plo
hy je støedovým prùmìtem kulové plo
hy pro støed promítání S le¾í
í na kulové

plo¹e ω a pro prùmìtnu π rovnobì¾nou s teènou rovinou kulové plo
hy ve støedu promítání S
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3 A�nní zobrazení

A�nní zobrazení v rovinì je pøíkladem transforma
e roviny na sebe. Ka¾dému bodu

X roviny E2 pøiøadí bod X ′ = f(X) té¾e roviny pøi za
hování urèitý
h vlastností.

Dùle¾itým pojmem pøi zavedení a�nního zobrazení je dìli
í pomìr. Jedná se o tzv.

invariant a�nního zobrazení.

3.1 Dìli
í pomìr

Dìli
ím pomìrem zde rozumíme èíslo, které jednoznaènì udává polohu bodu na

pøím
e vzhledem ke dvìma pevnì daným bodùm této pøímky.

A C B

Obrázek 15: Tøi kolineární body

De�ni
e 11 (Dìli
í pomìr I). Ne
h» A,B, C; A 6= B, C 6= B, jsou tøi body le¾í
í

na pøím
e (tj. tøi kolineární body). Dìli
ím pomìrem bodu C vzhledem k bodùm A,

B rozumíme reálné èíslo λ, které zapisujeme (ABC), a pro jeho¾ absolutní hodnotu

platí

|(ABC)| = |AC||BC| , (1)

pøitom pro bod C le¾í
í vnì úseèky AB je (ABC) > 0 a pro bod C le¾í
í uvnitø AB
je (ABC) < 0. Pro C = A je zøejmì (ABC) = 0.

Poznámka. Uvedená de�ni
e zavádí dìli
í pomìr pomo
í podílu vzdáleností bodu

C od daný
h bodù A, B. Proto¾e vzdálenosti jsou kladné, nepøiná¹í jeji
h podíl

¾ádnou informa
i o znaménku dìli
ího pomìru, kterému pak musí být vìnována

zvlá¹tní èást de�ni
e. Tomu se vyhneme, pokud pou¾ijeme k zavedení pojmu dìli
í

pomìr odpovídají
í vektory de�nované pøíslu¹nou troji
í bodù, viz Obr.16.

A C B

Obrázek 16: Dìli
í pomìr bodu C vzhledem k bodùm A, B

De�ni
e 12 (Dìli
í pomìr II). Ne
h» A,B, C; A 6= B, C 6= B, jsou tøi body le¾í
í

na pøím
e (tj. tøi kolineární body). Potom èíslo λ de�nované rovni
í

C − A = λ(C −B) (2)

znaèíme (ABC) a nazýváme dìli
ím pomìrem bodu C vzhledem k bodùm A,B.
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Poznámka. Ve vztahu (2) je obsa¾ena kompletní informa
e o èísle λ, tj. o jeho

absolutní hodnotì i o znaménku. Pro snaz¹í zapamatování si mù¾eme (2) pøepsat

do tvaru

λ =
C −A

C − B
,

který si
e není formálnì správnì, ale jasnì koresponduje se vztahem (1). Smysl získá

a¾ dosazením souøadni
 bodù A = [a1; a2], B = [b1; b2], C = [c1; c2] :

λ =
c1 − a1
c1 − b1

=
c2 − a2
c2 − b2

.

PØÍKLAD 3.1. Urèete dìli
í pomìr (ABS) støedu S úseèky AB vzhledem k jejím

krajním bodùm A, B.

PØÍKLAD 3.2. Pro body A,B, C platí (ABC) = λ. Zapi¹te pomo
í λ dìli
í po-

mìry (BAC), (CBA), (ACB), (CAB) a (BCA).

Øe¹ení: Vztah (2) pro (ABC) = λ pøepí¹eme do tvaru A = λB + (1− λ)C. Odtud

po vydìlení λ dostaneme B =
1

λ
A + (1 − 1

λ
)C. Odtud je zøejmé, ¾e (BAC) =

1

λ
.

Poznamenejme je¹tì, ¾e ke stejnému výsledku vede také toto odvození: (BAC) =
C − B

C −A
=

1
C−A
C−B

=
1

λ
.

Analogi
ky odvodíme vyjádøení dal¹í
h dìli
í
h pomìrù v rám
i dané troji
e bodù:

(CBA) =
λ

λ− 1
, (ACB) = 1− λ, (CAB) =

1

1− λ
a (BCA) = 1− 1

λ
.

PØÍKLAD 3.3. V rovinì jsou dány dva pevné body A, B. Urèete mno¾inu v¹e
h

bodù X této roviny, pro které platí

|AX|
|BX| = k,

kde k je reálná konstanta.

Øe¹ení: Hledanou mno¾inou je kru¾ni
e, které je známá jako þApolloniova kru¾ni
eÿ,

viz Obr. 17. Nalezení její rovni
e si usnadníme vhodným umístìním bodù A, B

vzhledem k souøadni
ovým osám. Konkrétnì je umístíme na osu x tak, ¾e A = [−a, 0]
a B = [a, 0], kde a ∈ R. Vztah

|AX|
|BX| = k pøepí¹eme do tvaru

|AX| = k|BX|

a dosadíme uvedené souøadni
e bodù A,B,X. Dostaneme

√

(x+ a)2 + y2 = k
√

(x− a)2 + y2.
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Po umo
nìní obou stran rovnosti na druhou a po nìkolika úpravá
h, mimo jiné

také pou¾ijeme doplnìní na ètvere
, dostáváme rovni
i vy¹etøované mno¾iny bodù

X = [x, y] ve tvaru
(

x− a(k2 + 1)

k2 − 1

)2

+ y2 =
4a2k2

(k2 − 1)2
,

který odpovídá rovni
i (x− s1)
2 + (y − s2)

2 = r2 kru¾ni
e se støedem S = [s1, s2] a

polomìrem r.

Obrázek 17: Apolloniova kru¾ni
e jako mno¾ina bodù X , pro které platí

|AX|
|BX| = 3

3.2 A�nní zobrazení

De�ni
e 13 (A�nní zobrazení). Zobrazení f a�nního prostoru A do a�nního

prostoru A′ se nazývá a�nní, jestli¾e má tuto vlastnost: Le¾í-li navzájem rùzné body

B,C,D z prostoru A na pøím
e, pak jeji
h obrazy f(B), f(C), f(D) buï splývají,

nebo jsou navzájem rùzné, le¾í na jedné pøím
e a jeji
h dìlí
í pomìr se rovná dìlí-


ímu pomìru jeji
h vzorù, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B,C;D).

PØÍKLAD 3.4. Pomo
í konkrétního pøíkladu a�nního zobrazení (napø. rovnobì¾-

ného promítání kry
hle do roviny) ilustrujte obì situa
e týkají
í se obrazù f(B),

f(C), f(D), které de�ni
e zmiòuje.
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4 A�nní transforma
e roviny (A�nita)

Budeme uva¾ovat spe
iální pøípad a�nního zobrazení, kdy prostory A a A′ splynou.
Pùjde nám tak o vzájemnì jednoznaèné zobrazení prostoru A (v na¹em pøípadì E2)

na sebe.

De�ni
e 14 (A�nita). Vzájemnì jednoznaèné a�nní zobrazení a�nního prostoru

E2 na sebe nazýváme a�nitou prostoru E2 nebo a�nní transforma
í prostoru

E2.

Poznámka. Vzájemnì jednoznaèným zobrazením rozumíme zobrazení, které je zá-

roveò prosté a na mno¾inu.

Vìta 1. V¹e
hny a�nity prostoru E2 tvoøí pøi obvyklém skládání grupu, tzv. a�nní

grupu prostoru E2.

Dùkaz. Slo¾ením dvou a�nit prostoru E2 vznikne opìt a�nita prostoru E2. K a�nitì

f existuje inverzní a�nita f−1 (a�nita je vzájemnì jednoznaèné zobrazení). Neutrál-

ním prvkem je zøejmì identita.

4.1 Analyti
ké vyjádøení a�nity v rovinì

Ka¾dé a�nní zobrazení f v rovinì E2, které bodu X = [x, y] pøiøazuje obraz X ′ =
[x′, y′], je mo¾né zapsat rovni
emi

f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2

(3)

a naopak, ka¾dé zobrazení v rovinì, které je dáno soustavou rovni
 (3), je a�nitou

v rovinì. Soustavu (3) mù¾eme zapsat také pomo
í mati


[

x′1
x′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x1

x2

]

+

[

b1
b2

]

. (4)

Potom øekneme, ¾e a�nitou je ka¾dé zobrazení, které lze zapsat mati
ovou rovni
í

X
′ = A ·X+ B,

kde X ′ =

[

x′1
x′2

]

, X =

[

x1

x2

]

, A =

[

a11 a12
a21 a22

]

a B =

[

b1
b2

]

.
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PØÍKLAD 4.1. Mati
ovou rovni
í ve tvaru (4) zapi¹te tyto a�nity: (i) osová sou-

mìrnost podle osy y, (ii) støedová soumìrnost podle poèátku, (iii) Støedová soumìr-

nost se støedem v bodì [0, 5]. Vyu¾ijte: tube.geogebra.org/student/mU
qvE9uT

Vìta 2 (O urèenosti a�nity v rovinì). Ne
h» K,L,M a K ′, L′,M ′
jsou dvì

skupiny nekolineární
h bodù v rovinì. Pak existuje jediná a�nita f této roviny, která

body K,L,M zobrazuje v daném poøadí na body K ′, L′,M ′.

Dùkaz. Vyu¾ijeme (3). A�nita f musí být dána takovýmito rovni
emi. Uká¾eme,

¾e za podmínek uvedený
h ve vìtì je tato a�nita urèena jednoznaènì, tj. existuje

jediná ¹esti
e a11, a12, a21, a22, b1, b2, která tuto a�nitu spe
i�kuje.

Pro jednotlivé dvoji
e bodù þvzor → obrazÿ dostaneme následují
í rovni
e:

K[k1, k2]→ K ′[k′1, k
′
2]:

a11k1 + a12k2 + b1 = k′1, (5)

a21k1 + a22k2 + b2 = k′2. (6)

L[l1, l2]→ L′[l′1, l
′
2]:

a11l1 + a12l2 + b1 = l′1, (7)

a21l1 + a22l2 + b2 = l′2. (8)

M [m1, m2]→M ′[m′1, m
′
2]:

a11m1 + a12m2 + b1 = m′1, (9)

a21m1 + a22m2 + b2 = m′2. (10)

Pro známé souøadni
e bodù K,L,M,K ′, L′,M ′
tak máme soustavu 6 rovni
 o 6

neznámý
h a11, a12, a21, a22, b1, b2. Zajímá nás, za jaký
h podmínek má jediné øe¹ení.

Tyto podmínky by se mìly shodovat s obsahem vìty 2. Po detailním prozkoumání

rovni
 (5){(10) je patrné, ¾e jeji
h soustava se dá rozdìlit na dvì vzájemnì nezá-

vislé soustavy 3 rovni
 o 3 neznámý
h: soustavu rovni
 (5), (7) a (9) o neznámý
h

a11, a12, b1 a soustavu rovni
 (6), (8) a (10) o neznámý
h a21, a22, b2. Pøitom první

z tì
hto soustav má roz¹íøenou mati
i





k1 k2 1 k′1
l1 l2 1 l′1
m1 m2 1 m′1



 , (11)

druhá má potom roz¹íøenou mati
i





k1 k2 1 k′2
l1 l2 1 l′2
m1 m2 1 m′2



 . (12)
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Soustavy se tedy shodují v mati
i soustavy (li¹í se pouze vektory pravý
h stran).

Aby mìly obì soustavy jediné øe¹ení, musí být determinant této mati
e rùzný od

nuly, tj.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1 k2 1

l1 l2 1
m1 m2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0. (13)

Determinant v (13) snadno spoèítáme elimina
í jednièek na pozi
í
h (2, 3) a (3, 3)
postupným odeètením prvního øádku od druhého a tøetího øádku a následným rozvo-

jem takto upraveného determinantu podle tøetího sloup
e. Dostaneme tak podmínku

∣

∣

∣

∣

l1 − k1 l2 − k2
m1 − k1 m2 − k2

∣

∣

∣

∣

6= 0, (14)

která je splnìna právì tehdy, kdy¾ jsou vektory L−K a M −K nezávislé, tj. body

K,L,M nele¾í v pøím
e.

Teï zbývá dokázat, ¾e kdy¾ body K,L,M nele¾í v pøím
e, ani body K ′, L′,M ′

nemohou le¾et v pøím
e. Tentokrát vyu¾ijeme mati
ovou rovni
i a�nity X ′ = A ·
X + B. Pro uvedené dvoji
e bodù platí:

K ′ = A ·K +B, (15)

L′ = A · L+ B, (16)

M ′ = A ·M + B. (17)

Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládáme, ¾e K,L,M nele¾í v pøím
e a zároveò

body K ′, L′,M ′
le¾í v pøím
e. Potom existuje j ∈ R takové, ¾e L′−K ′ = j(M ′−K ′).

Po dosazení z (15){(17) a vynásobení obou stran rovni
e zleva mati
í inverzní k A

dostaneme L − K = j(M − K), 
o¾ je spor s pøedpokladem nekolineárnosti bodù

K,L,M . Body K ′, L′,M ′
tedy také nemohou le¾et v pøím
e.
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4.2 Souvislost mezi skládáním a�nní
h zobrazení a násobením mati


Pro zjednodu¹ení budme uva¾ovat pouze lineární zobrazení. To jsou a�nní transfor-

ma
e s nulovým vektorem posunutí, tj. v rovni
í
h (4) mají b1 = b2 = 0.

PØÍKLAD 4.2. Jsou dána lineární zobrazení f, g :

f :

[

x′

y′

]

=

[

a b

c d

]

·
[

x

y

]

, g :

[

x′

y′

]

=

[

A B

C D

]

·
[

x

y

]

.

Urèete mati
i M slo¾eného zobrazení

g · f :

[

x′

y′

]

= M ·
[

x

y

]

.

Øe¹ení: Uva¾ujme situa
i znázornìnou na Obr. 77. BodX[x, y] je a�nitou f zobrazen

Obrázek 18: Skládání a�nit f a g v rovinì

na bod X1[x1, y1], ten je pak a�nitou g zobrazen na bod X ′[x′, y′]. Tuto skuteènost

mù¾eme zapsat rovni
emi

X
f−→ X1 :

[

x1

y1

]

=

[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

; X1
g−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

x1

y1

]

,

odkud po dosazení za

[

x1

y1

]

z první rovni
e do druhé dostáváme

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B

C D

]

·
[

a b

c d

]

·
[

x

y

]

. (18)

Skládání a�nit znázornìné Obr. 77 ale mù¾eme zapsat i pomo
í rovni
. Platí

X
f−→ X1 :

x1 = ax + by

y1 = cx + dy
; X1

g−→ X ′ :
x′ = Ax1 + By1
y′ = Cx1 + Dy1

.

Potom po dosazení za x1 a y1 z první soustavy rovni
 do druhé dostaneme

X
g·f−→ X ′ :

x′ = A(ax+ by) + B(cx+ dy) = (Aa+ Bc)x + (Ab+Bd)y
y′ = C(ax+ by) + D(cx+ dy) = (Ca+Dc)x + (Cb+Dd)y

,

21



po pøepsání do mati
ového tvaru

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd

Ca+Dc Cb+Dd

]

·
[

x

y

]

. (19)

Z porovnání (63) a (64) je zøejmé, ¾e pro mati
i M slo¾ené a�nity g · f platí:

M =

[

A B

C D

]

·
[

a b

c d

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd

Ca+Dc Cb+Dd

]

. (20)

Rovnost (65) tak pøiná¹í známý algoritmus pro násobení dvou mati
.
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5 Shodná zobrazení v rovinì

Nejbì¾nìj¹ími zástup
i a�nní
h zobrazení ve ¹kolní matemati
e jsou shodná a po-

dobná zobrazení. Tìmi se teï budeme podrobnì zabývat. Nejprve shodnými zobra-

zeními, potom podobnými. Ji¾ víme, ¾e pokud se omezujeme na zobrazení v rám
i

jednoho prostoru, konkrétnì pak roviny, mù¾eme hovoøit zkrá
enì o shodnoste
h

a podobnoste
h v rovinì. Na Obr. 19 vidíme rozdíl mezi shodností a podobností.

Zatím
o shodnost za
hovává rozmìry i tvar útvaru, podobnost (pøesnìji vlastní po-

dobnost, viz dále) za
hovává jenom tvar.

Obrázek 19: Dvoji
e shodný
h (vlevo) a podobný
h (vpravo) útvarù

Zjednodu¹enì mù¾eme shodnosti 
harakterizovat jako transforma
e (zobrazení), která

za
hovávají vzdálenosti bodù (tj. vzdálenost obrazù je stejná jako vzdálenost vzorù).

Øíkáme, ¾e vzdálenost je invariantem shodného zobrazení (které proto nazýváme

také izometri
ké zobrazení). Shodné zobrazení tak mù¾eme de�novat následují
ím

zpùsobem.

De�ni
e 15 (Shodné zobrazení). Zobrazení v rovinì, které ka¾dým dvìma bodùm

X, Y pøiøazuje body X ′, Y ′ tak, ¾e

|X ′Y ′| = |XY |

se nazývá shodné zobrazení v rovinì (té¾ izometri
ké zobrazení), viz Obr. 20.

Obrázek 20: Vzdálenost se za
hovává
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PØÍKLAD 5.1. S pou¾itím de�ni
e 15 doka¾te následují
í vlastnosti shodného

zobrazení:

1. Ka¾dé shodné zobrazení je prosté a a�nní.

2. Úseèka se zobrazí na úseèku.

3. Polopøímka se zobrazí na polopøímku.

4. Pøímka se zobrazí na pøímku.

5. Rovnobì¾ky se zobrazí na rovnobì¾ky.

6. Úhel se zobrazí na úhel s ním shodný.

7. Polorovina se zobrazí na polorovinu.

PØÍKLAD 5.2. Urèete mno¾inu mo¾ný
h poloh obrazu X ′ bodu X[4, 1] ve shod-

nosti f , pokud o tomto zobrazení máte následují
í informa
e:

a) Bod A[1, 3] a jeho obraz A′[−2, 1].
b) Body A[1, 3], B[3, 0] a jeji
h obrazy A′[−2, 1], B′[−5, 3].

) Body A[1, 3], B[3, 0], C[2,−1] a jeji
h obrazy A′[−2, 1], B′[−5, 3], C ′[−6, 2].
Øe¹ení zobrazte v programu GeoGebra, umístìte na svùj pro�l na geogebra.org a

sdílejte ve skupinì PLA 2020.

Z øe¹ení pøíkladu 5.2 vyplývá, ¾e shodnost v rovinì je jednoznaènì urèena troji
í

nekolineární
h bodù a jeji
h obrazy. To je obsahem následují
í vìty.

Vìta 3 (O urèenosti shodného zobrazení v rovinì). Shodné zobrazení v ro-

vinì je jednoznaènì urèeno libovolnými tøemi nekolineárními body A,B, C a tøemi

nekolineárními body A′, B′, C ′, které jsou po øadì jeji
h obrazy.

Dùkaz: Naznaète pomo
í obrázku.

(Inspirujte se pøi tom apletem https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw). Detail-

nìj¹í rozbor dùkazu této vìty je proveden na str. 96.

Poznámka. Ji¾ víme, ¾e analogi
ká vìta platí pro v¹e
hna a�nní zobrazení v rovinì

(viz vìta 2 o urèenosti a�nního zobrazení v rovinì).
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5.1 Rovni
e shodnosti v rovinì

V kapitole 4.1 jsme si uvádìli, ¾e ka¾dou a�nitu f v rovinì mù¾eme zapsat soustavou

rovni


f : x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

(21)

kterou lze pøepsat u¾itím mati
 do tvaru

f :

[

x′

y′

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x
y

]

+

[

b1
b2

]

(22)

a struènì vyjádøit mati
ovou rovni
í

f : X ′ = A ·X + B. (23)

Mezi v¹emi mo¾nými a�nitami se na
házejí i shodnosti, viz Obr.21, kde vlevo je

þnìjakáÿ a�nita, zatím
o vpravo je a�nita, která je shodností. Ukazuje se, ¾e vùbe


není tì¾ké zjistit, zda a�nita daná nìkterým z vý¹e uvedený
h zápisù je shodností.

Jak je detailnì vysvìtleno dále, staèí jednodu
hé posouzení mati
e A.

Obrázek 21: https://www.geogebra.org/m/U
qvE9uT)

Jak poznáme, ¾e a�nita daná rovni
emi (21) je shodností?

Je-li tato a�nita shodností, platí pro v¹e
hny dvoji
e bodùX[x1, x2], Y [y1, y2] a jeji
h
obrazy X ′[x′1, x

′
2], Y

′[y′1, y
′
2] vztah |X ′Y ′| = |XY |, z nìho¾ po dosazení souøadni


uvedený
h bodù dostaneme

√

(y′1 − x′1)
2 + (y′2 − x′2)

2 =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, (24)

po umo
nìní obou stran na druhou

(y′1 − x′1)
2 + (y′2 − x′2)

2 = (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2. (25)
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Nyní do levé strany (25) dosadíme z (21) (proto¾e se body X[x1, x2], Y [y1, y2] zob-

razují v daném poøadí na body X ′[x′1, x
′
2], Y

′[y′1, y
′
2], dosazujeme takto: x′1 = a11x1+

a12x2 + b1, x′2 = a21x1 + a22x2 + b2; y
′
1 = a11y1 + a12y2 + b1, y′2 = a21y1 + a22y2 + b2).

Dostaneme rovnost

(a11y1 + a12y2 − a11x1 − a12x2)
2 + (a21y1 + a22y2 − a21x1 + a22x2)

2
(26)

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2,

kterou postupnì upravíme na tvar obsahují
í výrazy (y1 − x1) a (y2 − x2). Nejprve

vytkneme spoleèné koe�
ienty

[a11(y1 − x1) + a12(y2 − x2)]
2 + [a21(y1 − x1) + a22(y2 − x2)]

2
(27)

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2,

potom umo
níme závorky na levé stranì a zjednodu¹íme ji na tvar polynomu s pro-

mìnnými (y1 − x1) a (y2 − x2)

(a211 + a221)(y1 − x1)
2 + 2(a11a12 + a21a22)(y1 − x1)(y2 − x2) + (a212 + a222)(y2 − x2)

2

= (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2. (28)

Nyní diskutujeme, za jaký
h podmínek je v (28) splnìna rovnost levé strany s pra-

vou stranou (vyu¾ijeme toho, ¾e dva polynomy jsou si rovny pro v¹e
hny hodnoty

z pøíslu¹ného oboru právì tehdy, kdy¾ se rovnají koe�
ienty u sobì odpovídají
í
h

èlenù). Zjistíme tak, ¾e rovnost |X ′Y ′| = |XY | nastává právì tehdy, kdy¾ jsou pro

prvky mati
e A (tj. koe�
ienty soustavy (21)) splnìny vztahy

a211 + a221 = 1,

a212 + a222 = 1, (29)

a11a12 + a21a22 = 0,

které lze struènì vyjádøit rovností

[

a11 a21
a12 a22

]

·
[

a11 a12
a21 a22

]

=

[

1 0
0 1

]

. (30)

Odpovìï na vý¹e uvedenou otázku je tedy taková, ¾e rovni
e (21) je rovni
í

shodnosti, právì kdy¾ platí

AT · A = E, (31)

kde E je jednotková mati
e. Mati
i A, která splòuje vztah (31), nazýváme or-

tonormální mati
í. Struènì proto mù¾eme konstatovat, ¾e a�nita daná rovni
í (21)

je shodností právì tehdy, kdy¾ je mati
e A ortonormální.
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Poznámky.

1. Platí AT · A = E. Potom je ale AT = A−1 a platí tedy i rovnost A · AT = E.

2. Zobrazení, pro která platí | detA| = 1 nazýváme ekvia�nní zobrazení, struènì

ekvia�nity. Je zøejmé, ¾e ka¾dá shodnost je ekvia�nita. Platí toto tvrzení i obrá-


enì? Mù¾eme øí
i, ¾e ka¾dá ekvia�nita je shodností?

3. Je tøeba si uvìdomit, ¾e pøi shodném zobrazení mezi euklidovskými prostory

rùzný
h dimenzí není mati
e A ètver
ová. Potom vý¹e uvedené úvahy o inverzní

mati
i nemají smysl a v platnosti zùstává pouze pùvodní podmínka AT · A = E.

PØÍKLAD 5.3. Zapsáním formou rovni
 ve tvaru (21) uveïte alespoò tøi pøíklady

ekvia�nity, která není shodností.

PØÍKLAD 5.4. Rozhodnìte, zda je a�nita daná rovni
emi x′ = −4
5x+

3
5y+8, y′ =

3
5x+ 4

5y − 6 shodností.

Øe¹ení: Viz (31) na str. 26. Mati
e uvedené transforma
e je A =

[

−4
5

3
5

3
5

4
5

]

. Vytvoøte

AT
a dle (31) rozhodnìte.

PØÍKLAD 5.5. Urèete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazují
í

body [0, 0], [3, 4] po øadì na body [5, 0], [9, s]. Napi¹te rovni
e tohoto zobrazení a

urèete souøadni
e obrazu bodu [5, 0].

Øe¹ení: Vyjdeme z de�ni
e 15 shodného zobrazení, viz str. 23. Oznaème si dané

body A = [0, 0], B = [3, 4] a jeji
h obrazy A′ = [5, 0], B′ = [9, s]. Potom platí

|A′B′| = |AB|, tj. (9−5)2+(s−0)2 = (3−0)2+(4−0)2 (ty nuly se tam samozøejmì

psát nemusí, dìlám to pro vìt¹í názornost)

4

, po úpravì 16 + s2 = 25, tj. |s| = 3.
Úloha má proto dvì øe¹ení, jedno pro s = 3, druhé pro s = −3, viz Obr. 22.
Nyní urèíme rovni
e tohoto zobrazení. Jak u¾ víme, shodnost patøí mezi a�nity.

Hledáme proto rovni
e ve tvaru soustavy (21). Postupnì do této soustavy dosadíme

hodnoty známý
h bodù a jeji
h obrazù, pro ka¾dé ze dvou øe¹ení zvlá¹», a hledáme

hodnoty koe�
ientù aij a bi.

4

Pro vzdálenost |AB| bodù A[a1, a2], B[b1, b2] platí |AB| =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2.
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Obrázek 22: Zadání pøíkladu 5.5 vyhovují dvì hodnoty parametru s, 3 a −3

Nejprve øe¹íme pro s = 3. Dostaneme

5 = a110 + a120 + b1,
0 = a210 + a220 + b2,

9 = a113 + a124 + b1
3 = a213 + a224 + b2,

(32)


o¾ jsou jenom ètyøi rovni
e pro ¹est neznámý
h a11, a12, a21, a22, b1, b2. Pøidáme-li

ale je¹tì podmínky (29), které musí tyto koe�
ienty splòovat u shodného zobra-

zení, dostaneme soustavu sedmi rovni
. Pokud se nám ne
h
e soustavu øe¹it ruènì,

mù¾eme tuto prá
i pøene
hat poèítaèi. Ní¾e uvádím kód øe¹ení v programu wxMa-

xima, volnì sta¾itelném na strán
e wxmaxima-developers.github.io. Úvod do prá
e

s tímto programem najdete napø. zde: Program wxMaxima ve výu
e matematiky.

(% i14) r1:5=a11*0+a12*0+b1;

r2:0=a21*0+a22*0+b2;

r3:9=a11*3+a12*4+b1;

r4:3=a21*3+a22*4+b2;

r5:a11^2+a21^2=1;

r6:a12^2+a22^2=1;

r7:a11*a12+a21*a22=0;

5 = b1 (r1)

0 = b2 (r2)

9 = b1 + 4a12 + 3a11 (r3)

3 = b2 + 4a22 + 3a21 (r4)
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a21
2 + a11

2 = 1 (r5)

a22
2 + a12

2 = 1 (r6)

a21 a22 + a11 a12 = 0 (r7)

(% i15) solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7℄,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

[[a11 =
24

25
, a12 =

7

25
, a21 = − 7

25
, a22 =

24

25
, b1 = 5, b2 = 0], (% o15)

[a11 = 0, a12 = 1, a21 = 1, a22 = 0, b1 = 5, b2 = 0]]

Pro s = 3 tedy existují dvì shodná zobrazení, oznaème je f1 a f2, která zobrazují

body A[0, 0], B[3, 4] na body A′[5, 0], B′[9, 3];

f1 : x′ =
24

25
x+

7

25
y + 5,

y′ = − 7

25
x+

24

25
y,

f2 : x′ = y + 5,

y′ = x.

Tento výsledek je v souladu s vìtou 3 o urèenosti shodného zobrazení v rovinì, viz

str. 24. Dva body a jeji
h obrazy neurèují shodnost v rovinì jednoznaènì. Proto nám

vy¹la dvì zobrazení. Jaký je mezi nimi rozdíl mù¾ete zjistit pomo
í následují
ího

appletu: https://www.geogebra.org/m/
tubxkrv. Zobrazení f1 je pøímou shodnosti,

zatím
o zobrazení f2 je nepøímou shodností. Pojmy pøímá a nepøímá shodnost jsou

ilustrovány Obr. 23. Pøímo shodné útvary lze manipula
í v rovinì ztoto¾nit (dostat

Obrázek 23: Shodné trojúhelníky, pøímo i nepøímo

do zákrytu), to je pøípad modrého a zeleného trojúhelníku. Nepøímo shodné útvary
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nelze ztoto¾nit manipula
í v rovinì, v¾dy budou zr
adlovì pøevrá
ené, to je pøípad

modrého a èerveného trojúhelníku, také ale toho zeleného s èerveným

5

.

Nyní hledáme shodnost pro s = −3, takovou, která zobrazí body A[0, 0], B[3, 4]
postupnì v daném poøadí na body A′[5, 0] a B′′[9,−3], viz Obr. 22. Opìt dosadíme

do soustavy (21). Tentokrát dostaneme rovni
e

5 = a110 + a120 + b1,
0 = a210 + a220 + b2,

9 = a113 + a124 + b1
−3 = a213 + a224 + b2,

(33)

které opìt doplníme podmínkami shodnosti (29), aby
hom dostali sedm rovni
 pro

neznámé a11, a12, a21, a22, b1, b2. Tuto soustavu zase øe¹íme v programu wxMaxima:

(% i14) r1:5=a11*0+a12*0+b1;

r2:0=a21*0+a22*0+b2;

r3:9=a11*3+a12*4+b1;

r4:-3=a21*3+a22*4+b2;

r5:a11^2+a21^2=1;

r6:a12^2+a22^2=1;

r7:a11*a12+a21*a22=0;

5 = b1 (r1)

0 = b2 (r2)

9 = b1 + 4a12 + 3a11 (r3)

−3 = b2 + 4a22 + 3a21 (r4)

a21
2 + a11

2 = 1 (r5)

a22
2 + a12

2 = 1 (r6)

a21 a22 + a11 a12 = 0 (r7)

(% i15) solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6,r7℄,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

[[a11 =
24

25
, a12 =

7

25
, a21 =

7

25
, a22 = −24

25
, b1 = 5, b2 = 0], (% o15)

[a11 = 0, a12 = 1, a21 = −1, a22 = 0, b1 = 5, b2 = 0]]

5

Pøímými shodnostmi jsou posunutí, otoèení, støedová soumìrnost a identita, nepøímými shodnostmi jsou potom

osová soumìrnost a posunuté zr
adlení
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Pro s = −3 tak dostáváme také dvì shodnosti, g1 a g2, které zobrazují body

A[0, 0], B[3, 4] na body A′[5, 0], B′′[9,−3];

g1 : x′ =
24

25
x+

7

25
y + 5,

y′ =
7

25
x− 24

25
y,

g2 : x′ = y + 5,

y′ = −x.

Opìt pou¾ijeme applet https://www.geogebra.org/m/
tubxkrv k prozkoumání po-

vahy výsledný
h zobrazení. Zjistíme, ¾e g1 je nepøímou shodností a g2 pøímou shod-

ností.

Pøi hlub¹ím studiu a�nit by
hom odhalili jednoznaènou koresponden
i mezi zna-

ménkem determinantu mati
e A konkrétní a�nity a tím, zda se jedná o pøímé

nebo nepøímé zobrazení

6

. Vypoèítejte determinant mati
e A ka¾dého ze zobrazení

f1, f2, g1, g2 a vyslovte hypotézu o souvislosti znaménka determinantu s tím, zda je

zobrazení pøímou nebo nepøímou shodností.

Je¹tì zbývá poslední úkol z pøíkladu 5.5, urèit souøadni
e obrazu bodu [5, 0]. Sa-
mozøejmì ve v¹e
h ètyøe
h zobrazení
h f1, f2, g1, g2. Najdìte tyto obrazy!

PØÍKLAD 5.6. Urèete a, b, 
 tak, aby rovni
e x′ =
3

4
x+ by+1, y′ = ax+cy−1

vyjadøovaly shodnost.

Øe¹ení: Na str. 26 je uvedeno, ¾e mati
e A shodnosti je ortonormální. Kdy¾ se

podíváte na dosud uvedené mati
e shodností, urèitì si v¹imnete, ¾e se v ni
h, a¾

na znaménko, vyskytují jako prvky jenom dvì hodnoty. Které mají naví
 pomìrnì

úzký vztah. Vyu¾ijte toho!

PØÍKLAD 5.7. Urèete koe�
ienty a, b, c tak, aby bylo uvedenými rovni
emi dáno

shodné zobrazení:

a) x′ = ax+ by + 1, y′ = cx +
1

2
y − 1.

b) x′ = x+ by − 2, y′ = ax+ cy + 1.

Øe¹ení: Stejnì jako pøed
hozí pøíklad 5.6.

6

Determinant mati
e A a�nity nazýváme modul a�nity δ. Zatím
o jeho znaménko koresponduje s tím, zda se jedná

o pøímou (δ > 0) nebo nepøímou (δ < 0) a�nitu, jeho absolutní hodnota udává pomìr mezi obsahem (objemem)

výsledného útvaru a jeho vzoru, viz napø. http://home.pf.j
u.
z/ hasek/GEO2/A�nitaModul.pdf.
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PØÍKLAD 5.8. Urèete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazují
í body [3, 0],

[1, 2], [−1,−1] po øadì na body [1, 4], [p, 2], [2, q]. Najdìte samodru¾né body a smìry

tohoto zobrazení.

Øe¹ení: Vyjdeme z de�ni
e 15 shodného zobrazení, viz str. 23. Oznaème dané body

A[3, 0], B[1, 2], C[−1,−1]. Potom jeji
h obrazy jsou dle zadání postupnì body

A′[1, 4], B′[p, 2] a C ′[2, q]. Musí tedy platit |AB| = |A′B′|, |BC| = |B′C ′| a |CA| =
|C ′A′|. Pøíslu¹né rovni
e, jeji
h¾ tvar vy
hází ze vztahu pro výpoèet vzdálenosti dvou
bodù, øe¹íme opìt v programu wxMaxima:

(% i6) r1:(p-1)^2+4=8;

r2:(p-2)^2+(2-q)^2=13;

r3:1+(q-4)^2=17;

(p− 1)2 + 4 = 8 (r1)

(2− q)2 + (p− 2)2 = 13 (r2)

(q − 4)2 + 1 = 17 (r3)

(% i7) solve([r1,r2,r3℄,[p,q℄);

[[p = −1, q = 0]] (% o7)

Hledaná shodnost existuje pro hodnoty parametrù p = −1 a q = 0. Dle vìty 3

o urèenosti shodného zobrazení v rovinì, uvedené na str. 24, je troji
í nekolineární
h

bodù a jeji
h obrazù shodnost urèena jednoznaènì. Pojïme tedy najít její rovni
e. Do

obe
ného vyjádøení a�nity v rovinì (21), viz str. 25, dosadíme postupnì souøadni
e

dvoji
 bodù ve vztahu vzor a obraz, tj. A[3, 0] → A′[1, 4], B[1, 2] → B′[−1, 2] a
C[−1,−1] → C ′[2, 0]. Dostaneme soustavu ¹esti rovni
 o ¹esti neznámý
h a11, a12,
a21, a22, b1, b2. V následují
ím kódu øe¹ení ve wxMaximì jsou oznaèeny r1, r2, . . . , r6.

(% i12) r1:1=a11*3+a12*0+b1;

r2:4=a21*3+a22*0+b2;

r3:-1=a11+a12*2+b1;

r4:2=a21+a22*2+b2;

r5:2=-a11-a12+b1;

r6:0=-a21-a22+b2;

1 = b1 + 3a11 (r1)

4 = b2 + 3a21 (r2)
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−1 = b1 + 2a12 + a11 (r3)

2 = b2 + 2a22 + a21 (r4)

2 = b1 − a12 − a11 (r5)

0 = b2 − a22 − a21 (r6)

(% i13) solve([r1,r2,r3,r4,r5,r6℄,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

[[a11 = 0, a12 = −1, a21 = 1, a22 = 0, b1 = 1, b2 = 1]] (% o13)

Pøíslu¹ná shodnost má tedy rovni
e

f : x′ = −y + 1,

y′ = x+ 1.

O tom, ¾e funguje tak, jak po¾aduje zadání, se mù¾eme pøesvìdèit opìt pomo
í

interaktivního appletu https://www.geogebra.org/m/kw
6rrsw, jak známe z pøed-


hozí
h pøíkladù. Zobrazení pøíslu¹ný
h tøí bodù je za
hy
eno také na Obr. 24. Pøi

Obrázek 24: O jakou ze shodností se jedná?

pohledu na nìj se nabízí otázka, o jakou shodnost se jedná (posunutí ani identita

to urèitì nebude, na støedovou soumìrnost to také nevypadá, ¾e by tedy otoèení?).

Otázkou, jak urèit, o jakou konkrétní shodnost se jedná, známe-li rovni
e zobrazení,

se budeme zabývat v dal¹í
h kapitolá
h 5.2 a 5.3. Potøebujeme k tomu umìt urèit

z rovni
 a�nního zobrazení jeho samodru¾né body a samodru¾né smìry.
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5.2 Samodru¾né body a samodru¾né smìry shodností v rovinì

Ze základní a støední ¹koly si urèitì pamatujete vìt¹inu ze shodností v rovinì. Jsou

to identita, osová soumìrnost, støedová soumìrnost, otoèení, posunutí a posunuté

zr
adlení. Víte, ¾e støed støedové soumìrnosti, pøípadnì støed otoèení, se zobrazí

sám na sebe. Také bezesporu víte, ¾e ve støedové soumìrnosti, pøípadnì v posunutí,

se pøímka zobrazí na pøímku s ní rovnobì¾nou. Jedná se o vlastnosti, které se popisují

pomo
í pojmù samodru¾ný bod a samodru¾ný smìr.

Samodru¾ným bodem (a�nního) zobrazení rozumíme bod, který se zobrazí sám

na sebe, tj. pro jeho souøadni
e X[x, y] a souøadni
e jeho obrazu X ′[x′, y′] platí
x′ = x, y′ = y.

Pokud do rovni
 (21) dosadíme x′ = x a y′ = y, je zøejmé, ¾e souøadni
e samodru¾-

ný
h bodù daného zobrazení jsou øe¹ením soustavy rovni


(1− a11)x− a12y = b1
−a21x + (1− a22)y = b2.

(34)

Samodru¾ným smìrem rozumíme smìr, který se v (a�nním) zobrazení zobrazí

sám na sebe.

Pro vyjádøení smìru pou¾íváme vektor, napø. ~u. Pøíslu¹ný þsmìrÿ potom mù¾e re-

prezentovat ka¾dý jeho násobek λ~u, kde λ ∈ R. Má-li tedy být smìr reprezentovaný

vektorem ~u samodru¾ný, musí pro vektor ~u′, který je obrazem vektoru ~u, platit, ¾e
reprezentuje stejný smìr, tj. ~u′ = λ~u, kde λ ∈ R. Jak je uvedeno vý¹e, samodru¾né

body vypoèítáme øe¹ením soustavy 34. Aby
hom dokázali vypoèítat i samodru¾né

smìry, musíme si nejprve zavést pojem aso
iovaný homomor�smus, viz str. 36. Tomu

se budeme vìnovat a¾ v dal¹í kapitole, kde se na detailní výpoèet samodru¾ný
h bodù

a smìrù zamìøíme.

Pro ka¾dou shodnost v rovinì je typi
ká kombina
e samodru¾ný
h bodù a smìrù.

Je to jakýsi její unikátní identi�kátor. Jako pøíklad si uveïme osovou soumìrnost

O(o), viz Obr. 25. Ta má nekoneènì mnoho samodru¾ný
h bodù, které tvoøí osu o
soumìrnosti, viz napø. bod B na Obr. 25, vlevo. Samodru¾né smìry má potom dva,

kolmý na osu osové soumìrnosti a rovnobì¾ný s osou osové soumìrnosti, viz pøímky

p, q a jeji
h obrazy.

Na Obr. 25 také mù¾eme pozorovat rozdíl mezi pojmy pøímka samodru¾ný
h bodù a

samodru¾ná pøímka. Pøímkou samodru¾ný
h bodù je osa o osové soumìrnosti, ka¾dý

její bod je toti¾ samodru¾ný. Samodru¾nou pøímkou je potom pøímka p, která se

zobrazuje sama na sebe, kromì prùseèíku s osou o ale nemá ¾ádný dal¹í samodru¾ný
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Obrázek 25: Samodru¾ným bodem je ka¾dý bod osy osové soumìrnosti (osa soumìrnosti je tzv. pøím-

kou samodru¾ný
h bodù). Samodru¾né smìry osové soumìrnosti jsou dva, kolmý na osu soumìrnosti

a rovnobì¾ný s osou soumìrnosti.

bod. V¹e
hny její ostatní body se zobrazují jako bod A, do jiného bodu, ale opìt

le¾í
ího na pøím
e p, viz obraz A′.

PØÍKLAD 5.9. Vyplòte následují
í tabulku samodru¾ný
h bodù a smìrù pro v¹e
hny

shodnosti v rovinì. U ka¾dého zobrazení uvádìjte poèty samodru¾ný
h bodù a smìrù

(je-li smìrù ví
e, tak jeji
h vzájemné od
hylky).

shodnost samodru¾né body samodru¾né smìry

identita

osová soumìrnost

støedová soumìrnost

otoèení

posunutí

posunuté zr
adlení

Øe¹ení: Ní¾e uvádím tabulku vyplnìnou. Prosím, abyste s ní pra
ovali ku prospì-


hu svého poznání. Pou¾ijte ji pro kontrolu svého øe¹ení, nebo jako zdroj pro dal¹í

studium, pøemý¹lení a dotazování.

shodnost samodru¾né body samodru¾né smìry

identita ka¾dý bod roviny ka¾dý smìr

osová soumìrnost ka¾dý bod osy o dva, vzájemnì kolmé (kolmý na o a rovnobì¾ný s o)

støedová soumìrnost jeden (støed soumìrnosti) ka¾dý smìr

otoèení jeden (støed otoèení) ¾ádný

posunutí ¾ádný ka¾dý

posunuté zr
adlení ¾ádný dva, vzájemnì kolmé (kolmý na o a rovnobì¾ný s o)
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5.3 Lineární zobrazení aso
iované s a�nním zobrazením (aso
iovaný ho-

momor�smus)

Na str. 34 je uvedeno, ¾e samodru¾ným smìrem rozumíme smìr, který se v (a�nním)

zobrazení zobrazí sám na sebe. Proto¾e smìr je v geometrii reprezentován vektorem

(jakýmkoliv vektorem daného þsmìruÿ), jedná se vlastnì o zobrazení vektoru. Jak se

ale zobrazují vektory? Dosud jsme se pøe
e zabývali jenom zobrazením bodù! A�nní

zobrazení v rovinì (a�nita) pøiøazuje boduX roviny jako jeho obrazX ′ zase bod této
roviny. Uká¾eme si, ¾e odpovìï je jednodu
há. Existen
e zobrazení, které pøiøazuje

vektoru jako jeho obraz zase vektor, je pøímým dùsledkem existen
e a�nního zob-

razení. Uva¾ujme a�nitu f , která dvoji
i bodù A, B pøiøadí v daném poøadí jeji
h

obrazy A′, B′, viz Obr. 26. Uspoøádanou dvoji
i bodù A, B ale mù¾eme ztoto¾nit

Obrázek 26: Ke ka¾dému a�nnímu zobrazení f je pøidru¾eno (aso
iováno) lineární zobrazení ϕ

s orientovanou úseèkou

−→
AB, která je umístìním vektoru ~u = B − A. Dvoji
í bodù

A, B je tak urèen vektor. Stejný pøístup uplatníme k jeji
h obrazùm A′, B′. Opìt

je ztoto¾níme s orientovanou úseèkou

−−→
A′B′, která je tentokrát umístìním vektoru

~u′ = B′−A′. Je pak 
elkem nasnadì uva¾ovat vektor ~u′ jako obraz vektoru ~u v zob-

razení, jeho¾ me
hanismus byl právì teï popsán a názornì je zobrazen na Obr. 26.

Toto zobrazení znaèíme ϕ, tj. ~u′ = ϕ(~u), a nazýváme ho lineární zobrazení aso
io-

vané s a�nním zobrazením (aso
iovaný homomor�smus). Pojmem lineární zobrazení

(
izím slovem homomor�smus) je vyjádøena skuteènost, ¾e pøedmìtné zobrazení má

vlastnosti popsané de�ni
í 16.

De�ni
e 16 (Homomor�smus). Zobrazení ϕ vektorového prostoru V do vektoro-

vého prostoru V ′ se nazývá homomor�smus (lineární zobrazení), jestli¾e pro v¹e
hna

~u,~v ∈ V, k ∈ T (místo obe
ného tìlesa T mù¾eme uva¾ovat R) platí:

(1) ϕ(~u+ ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v),

(2) ϕ(k~u) = kϕ(~u).
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De�ni
e 17 (Aso
iovaný homomor�smus a�nity f v rovinì). Uva¾ujme a�nní trans-

forma
i f prostoru E2. Potom aso
iovaným (tj. jednoznaènì pøiøazeným) homo-

mor�smem a�nity f rozumíme lineární zobrazení ϕ, které zobrazuje zamìøení

7 V2

prostoru E2 do sebe takto:

~u = Y −X −→ ϕ(~u) = f(Y )− f(X), (35)

kde X, Y a f(X), f(Y ) jsou body z E2, ~u, ϕ(~u) ∈ V2.

Zajímají nás rovni
e zobrazení ϕ. Získáme je dosazením z (23) do (35) (akorát místo

f(X), f(Y ) budeme pro zjednodu¹ení pra
ovat s X ′, Y ′), konkrétnì

ϕ(~u) = Y ′ −X ′ = AY +B −AX − B = A(Y −X) = A · ~u. (36)

Analogi
ky s rovni
í (23) mù¾eme psát

ϕ : ~u′ = A · ~u, (37)

mati
ovì pak ve tvaru

ϕ :

[

u′1
u′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

u1

u2

]

.

Aso
iovaný homomor�smus ϕ a�nity f mù¾eme zadat také soustavou

ϕ : u′1 = a11u1 + a12u2,
u′2 = a21u1 + a22u2.

(38)

Vra»me se nyní k døíve nastolené otáz
e výpoètu samodru¾ný
h smìrù a�nity

(zamìøujeme se konkrétnì na shodnosti) v rovinì. Pou¾ijeme k tomu soustavu (38).

Jak je uvedeno ji¾ na stranì 34, je-li smìr reprezentovaný vektorem ~u samodru¾ný,

zobrazí se ~u homomor�smem ϕ na vektor λ~u, kde λ ∈ R (Za promy¹lení stojí, jaký
h

hodnot mù¾e v pøípadì shodnosti λ vlastnì nabývat!). Dosadíme-li proto do (38) za

u′1 a u′2 v uvedeném poøadí souøadni
e λu1 a λu2, dostaneme, po drobný
h úpravá
h,

homogenní soustavu

(λ− a11)u1 − a12u2 = 0,
−a21u1 + (λ− a22)u2 = 0.

(39)

Samodru¾né smìry shodnosti, tj. vektory tì
hto smìrù, pro které platí ~u′ = λ~u,
jsou potom netriviálním øe¹ením této soustavy rovni
. Proè netriviálním? Proto¾e

7

Zamìøením rozumíme vektorový prostor (tj. mno¾inu vektorù splòují
í de�ni
i 3, uvedenou na str. 5), který

je tvoøen vektory urèenými dvoji
emi bodù zpùsobem, který znázoròuje Obr. 26. Zjednodu¹enì mù¾eme zamìøení

bodového prostoru popsat jako mno¾inu v¹e
h smìrù, které lze v daném bodovém prostoru urèit dvoji
emi bodù.
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triviálním øe¹ením je nulový vektor ~o a ten nikam neukazuje! Nereprezentuje ¾ádný

smìr. Zajímá nás tedy, za jaký
h podmínek má soustava (39) netriviální øe¹ení,

jinak øeèeno, kdy má nekoneènì mnoho øe¹ení. Uplatníme pøi tom své poznatky

z lineární algebry.

Homogenní soustava n lineární
h rovni
 o n neznámý
h má netriviální øe¹ení právì

tehdy, kdy¾ je determinant mati
e soustavy roven nule. Soustava (39) má tedy ne-

koneènì mnoho øe¹ení, jestli¾e platí rovnost

∣

∣

∣

∣

(λ− a11) −a12
−a21 (λ− a22)

∣

∣

∣

∣

= 0. (40)

Rovni
i (40) øíkáme 
harakteristi
ká rovni
e pøíslu¹ného zobrazení, v tomto pøí-

padì shodnosti v rovinì. Ka¾dý vektor ~u, pro který platí ~u′ = ϕ(~u) = λ~u, nazýváme

vlastním vektorem homomor�smuϕ, èíslo λ, které je øe¹ením 
harakteristi
ké rov-

ni
e, pak nazýváme vlastní èíslo homomor�smu ϕ, odpovídají
í vektoru ~u. Místo

vlastní vektor a vlastní èíslo se také pou¾ívají termíny 
harakteristi
ký vektor a


harakteristi
ké èíslo.

5.4 Výpoèet samodru¾ný
h bodù a smìrù shodnosti v rovinì

Postupy urèení samodru¾ný
h bodù a smìrù shodného zobrazení si budeme ilustro-

vat na konkrétní
h shodnoste
h, na støedové a osové soumìrnosti.

Støedová soumìrnost se støedem v bodì S = [2,−3] je dána rovni
emi (viz

str. 58)

x′ = −x + 4,

y′ = −y − 6.

Pøedstavme si, ¾e nevíme, o jaké a�nní zobrazení se jedná a teprve to 
h
eme zjistit.

Mati
e tohoto zobrazení je A =

[

−1 0

0 −1

]

, souèin AT ·A je roven AT ·A =

[

1 0

0 1

]

,

jedná se tedy o shodnost.

Nyní urèíme samodru¾né body daného zobrazení øe¹ením soustavy (34)

2x = 4,

2y = −6.

Ta má jediné øe¹ení [x, y] = [2,−3]. Jedná se tedy o shodné zobrazení s jediným

samodru¾ným bodem S = [2,−3]. V úvahu tak pøipadá otoèení nebo støedová sou-

mìrnost, viz tabulka na str. 35.
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K rozhodnutí, která z tì
hto dvou mo¾ností je správná, nám pomù¾e urèení samod-

ru¾ný
h smìrù daného zobrazení. Øe¹íme proto homogenní soustavu (39)

(λ+ 1)u1 = 0,

(λ+ 1)u2 = 0,

které pøíslu¹í 
harakteristi
ká rovni
e

∣

∣

∣

∣

(λ+ 1) 0
0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravì (λ+1)2 = 0. Jejím jediným øe¹ením je vlastní èíslo λ = −1, které dosadíme

do pøíslu¹né homogenní soustavy, aby
hom dostali soustavu rovni


0u1 = 0,

0u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v = (u1, u2) ∈ R × R. Vy¹etøovaná shodnost má

tedy v¹e
hny smìry samodru¾né. Jedná se proto o støedovou soumìrnost se støedem

S = [2,−3].
Osová soumìrnost s osou v souøadni
ové ose x je dána rovni
emi

x′ = x,

y′ = −y.
Opìt pøedstíráme, ¾e nevíme, o jaké a�nní zobrazení se jedná a teprve to 
h
eme

zjistit.

Mati
e tohoto zobrazení je A =

[

1 0
0 −1

]

, souèin AT ·A je roven AT ·A =

[

1 0
0 1

]

,

jedná se tedy o shodnost.

Nyní urèíme samodru¾né body daného zobrazení øe¹ením soustavy

0x = 0,

2y = 0.

Ta má nekoneènì mnoho øe¹ení. Jsou jimi v¹e
hny uspoøádané dvoji
e ve tvaru

[x, 0]; x ∈ R. Jedná se tedy o shodné zobrazení, jeho¾ v¹e
hny samodru¾né body le¾í

v pøím
e o rovni
i y = 0. V úvahu tak pøipadá jediná mo¾nost, osová soumìrnost

s osou v souøadni
ové ose x, viz tabulka na str. 35.

Pøesto¾e jsme dané zobrazení ji¾ identi�kovali, dokonèíme analýzu jeho vlastností

urèením samodru¾ný
h smìrù. Øe¹íme proto homogenní soustavu

(λ− 1)u1 = 0, (41)

(λ+ 1)u2 = 0, (42)
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které pøíslu¹í 
harakteristi
ká rovni
e

∣

∣

∣

∣

(λ− 1) 0

0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravì (λ−1)(λ+1) = 0. Charakteristi
ká rovni
e má dva koøeny (vlastní èísla)

λ1 = 1, λ2 = −1, které postupnì dosadíme do pøíslu¹né homogenní soustavy (42) a

vypoèítáme souøadni
e odpovídají
í
h vlastní
h vektorù daného zobrazení.

Pro λ1 = 1 dostáváme soustavu

0u1 = 0,

2u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v1 = (u1, 0) ∈ R2. Samodru¾ný smìr urèený tìmito

vektory je rovnobì¾ný s osou x (tj. s osou soumìrnosti).

Pro λ2 = −1 dostáváme soustavu

−2u1 = 0,

0u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v2 = (0, u2) ∈ R2. Samodru¾ný smìr urèený tìmito

vektory je kolmý k ose x (tj. k ose soumìrnosti). Urèení dvou na sebe kolmý
h

samodru¾ný
h smìrù je v souladu se skuteèností, ¾e uva¾ované shodné zobrazení je

osová soumìrnost.

PØÍKLAD 5.10. Rozhodnìte, zda je a�nita daná rovni
emi x′ = −4
5
x+ 3

5
y+8, y′ =

3
5x+

4
5y− 6 shodností. Pokud ano, urèete její samodru¾né body a smìry a uveïte, o

jakou shodnost se jedná.

Øe¹ení: Øe¹te sami. Pokud nevíte jak, pomù¾e Vám jednak pozorné prostudování do-

savadního textu kapitoly 5, jednak prostudování øe¹ení následují
ího pøíkladu 5.11.

Následují
í pøíklad je urèen k dobrovolnému studiu. Je kompletnì vyøe¹en. K zápisu

øe¹ení je pou¾it kód øe¹ení v programu wxMaxima, doplnìný zevrubnými komentáøi

jednotlivý
h krokù. V øe¹ení pøíkladu jsou názornì pou¾ity v¹e
hny postupy, které

jsou popisovány v kapitole 5. Shodná zobrazení v rovinì.
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PØÍKLAD 5.11. Zjistìte, zda existuje shodnost E2, pøi které se bod K = [10; 0]

zobrazí na poèátek K ′ = [0; 0] a bod L = [25; 20] na bod L′ = [0; 25]. V kladném

pøípadì napi¹te rovni
e tohoto zobrazení a najdìte jeho samodru¾né body a smìry.

Øe¹ení: Zaèneme tím, ¾e si ovìøíme, zda zadané body splòují de�ni
i shodného

zobrazení, tj. zda |K ′L′| = |KL|. V pøípadì této úlohy zvládneme ovìøení provést

zpamìti. Výsledkem je, ¾e zadání vyhovuje de�ni
i shodnosti.

Dal¹í postup øe¹ení úlohy si ilustrujeme pomo
í zápisu v programu wxMaxima (viz

https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/)

(%i1) A:matrix([a11,a12℄,[a21,a22℄); B:matrix([b1℄,[b2℄);

(%o1)

(

a11 a12
a21 a22

)

(%o2)

(

b1

b2

)

Rovni
i X ′ = A · X + B vyjádøíme ve tvaru A · X + B − X ′ = O a dosadíme

souøadni
e daný
h dvoji
 bodù K, K ′ a L, L′. Potom zapí¹eme podmínku (31) pro

to, aby bylo a�nní zobrazení shodností ve tvaru AT · A − E = O. (V programu

wxMaxima zapí¹eme jenom levé strany uvedený
h rovni
.)

(%i3) s1:A.[10,0℄+B-[0,0℄; s2:A.[25,20℄+B-[0,25℄;

s3:transpose(A).A-ident(2);

(%o3)

(

b1 + 10 a11
b2 + 10 a21

)

(%o4)

(

b1 + 20 a12 + 25 a11
b2 + 20 a22 + 25 a21− 25

)

(%o5)

(

a212 + a112 − 1 a21 a22 + a11 a12

a21 a22 + a11 a12 a222 + a122 − 1

)

V¹e
hny prvky vý¹e uvedený
h mati
 musí být rovny nule (Proè?). Dostaneme tak

soustavu sedmi rovni
 pro ¹est neznámý
h a11, a12, a21, a22, b1, b2.

(%i6) rov:[s1[1,1℄,s1[2,1℄,s2[1,1℄,s2[2,1℄,s3[1,1℄,s3[1,2℄,s3[2,2℄℄;

(%o6) [b1+10 a11, b2+10 a21, b1+20 a12+25 a11, b2+20 a22+25 a21−25, a212+
a112 − 1, a21 a22 + a11 a12, a222 + a122 − 1]

Tato soustava má následují
í dvì øe¹ení (nejedná se o soustavu lineární
h rovni
,

proto mù¾e mít dvì øe¹ení):
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(%i7) res:solve(rov,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

(%o7) [[a11 =
4

5
, a12 = −3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = −8, b2 = −6],

[a11 = −4
5
, a12 =

3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = 8, b2 = −6]]

Dvìma øe¹ením odpovídají dvì rùzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ¾e existují dvì

shodnosti, které pøevádìjí body K,L na body K ′, L′ (Co¾ se, vzhledem ke vìtì

o urèenosti shodného (a�nního) zobrazení dalo èekat. Proè?). Pokraèujeme v øe¹ení

úlohy pro ka¾dou z tì
hto shodností zvlá¹». Pro zápis rovni
 uva¾ovaný
h shodností

si nejprve pøipravíme mati
i RovTr, jejími¾ øádky jsou rovni
e a�nity v obe
ném

tvaru (tato mati
e není nutnou souèástí postupu øe¹ení, jedná se jenom o usnadnìní

vizuální prezenta
e rovni
 v programu).

(%i8) RovTr:matrix([x1=a11*x+a12*y+b1℄,[y1=a21*x+a22*y+b2℄);

(%o8)

(

x1 = a12 y + a11 x+ b1

y1 = a22 y + a21 x+ b2

)

Øe¹ení è. 1:

(%i9) A1:ev(A,res[1℄); B1:ev(B,res[1℄);

(%o9)

(

4
5 −3

5
3
5

4
5

)

(%o10)

(

−8
−6

)

Pøíslu¹ná shodnost má rovni
e

(%i11) R1:ev(RovTr,res[1℄);

(%o11)

(

x1 = −3 y
5 + 4 x

5 − 8

y1 = 4 y
5
+ 3 x

5
− 6

)

Samodru¾ný bod je bod, pro který platí X ′ = X. Pro výpoèet souøadni
 samodru¾-

ný
h bodù daného zobrazení tak do rovni
e X ′ = A ·X +B (pro snaz¹í zpra
ování

programem pøepsané do tvaru A · X + B − X = 0) za X ′ dosadíme X a øe¹íme

odpovídají
í soustavu dvou rovni
 s neznámými x, y.
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(%i12) RovSB1:A1.[x,y℄+B1-[x,y℄; solve([RovSB1[1,1℄,RovSB1[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o12)

(

−3 y
5 − x

5 − 8
−y

5 +
3 x
5 − 6

)

(%o13) [[x = 5, y = −15]]

Proto¾e tato soustava má jediné øe¹ení, má daná shodnost jediný samodru¾ný bod

S = [5,−15].

Pro vy¹etøení samodru¾ný
h smìrù daného zobrazení øe¹íme 
harakteristi
kou rov-

ni
i (40)

(%i14) CharM1:A1-%lambda*ident(2);

CharR1:expand(determinant(CharM1))=0;

solve(CharR1,%lambda);

(%o14)

(

4
5
− λ −3

5
3
5

4
5 − λ

)

(%o15) λ2 − 8 λ

5
+ 1 = 0

(%o16) [λ = −3 i− 4

5
, λ =

3 i+ 4

5
]

Charakteristi
ká rovni
e nemá øe¹ení v oboru reálný
h èísel. Daná shodnost tak

nemá ¾ádný samodru¾ný smìr.

Proto¾e uva¾ované zobrazení má právì jeden samodru¾ný bod a nemá ¾ádný samod-

ru¾ný smìr, jedná se o otoèení se støedem S = [5,−15].
Poznámka. K úplné identi�ka
i daného zobrazení nám zbývá urèit úhel otoèení α.
Jak to udìláme? K vyøe¹ení této otázky se vrátíme v kapitole 5.10 vìnované otoèení.

Øe¹ení è. 2:

Postupujeme analogi
ky s øe¹ením è. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2℄); B2:ev(B,res[2℄);

(%o17)

(

−4
5

3
5

3
5

4
5

)

(%o18)

(

8
−6

)
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Rovni
e zobrazení

(%i19) R2:ev(RovTr,res[2℄);

(%o19)

(

x1 = 3 y
5 − 4 x

5 + 8

y1 = 4 y
5 + 3 x

5 − 6

)

Samodru¾né body:

(%i20) RovSB2:A2.[x,y℄+B2-[x,y℄; solve([RovSB2[1,1℄,RovSB2[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o20)

(

3 y
5 − 9 x

5 + 8

−y
5 +

3 x
5 − 6

)

(%o21) []

Toto zobrazení tedy nemá ¾ádný samodru¾ný bod.

Samodru¾né smìry:

(%i22) CharM2:A2-%lambda*ident(2);

CharR2:expand(determinant(CharM2))=0;

solve(CharR2,%lambda);

(%o22)

(

−λ− 4
5

3
5

3
5

4
5 − λ

)

(%o23) λ2 − 1 = 0

(%o24) [λ = −1, λ = 1]

(%i25) RovSS2:A2.[u,v℄-[%lambda*u,%lambda*v℄;

(%o25)

(

3 v
5
− λu− 4 u

5

−λ v + 4 v
5 + 3 u

5

)

(%i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1℄,RovSS21[2,1℄℄,[u,v℄);

(%o26)

(

3 v
5
+ u

5
9 v
5 + 3 u

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o27) [[u = −3%r1, v = %r1]]

(%i28) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);

solve([RovSS22[1,1℄,RovSS22[2,1℄℄,[u,v℄);
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(%o28)

(

3 v
5 − 9 u

5
3 u
5 − v

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o29) [[u =
%r2

3
, v = %r2]]

Zobrazení má dva na sebe kolmé samodru¾né smìry ~u = (−3, 1), ~u = (1, 3). Jedná
se proto o posunuté zr
adlení.

Poznámka. K úplné identi�ka
i výsledného zobrazení nám zbývá urèit osu o a

vektor posunutí

~t. Jak to udìláme? Máme k tomu v¹e
hny potøebné informa
e?

K vyøe¹ení tì
hto otázek se vrátíme v kapitole 5.14 vìnované posunutému zr
adlení.
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5.5 Symetrie

V následují
í
h pasá¾í
h se budeme detailnì vìnovat jednotlivým shodnostem v ro-

vinì; osové soumìrnosti, otoèení, støedové soumìrnosti, posunutí, posunutému zr-


adlení a identitì

8

. Za zamy¹lení stojí otázka, jak se tato zobrazení zrodila. Témìø

s jistotou se dá øí
i, ¾e k tomu významnì pøispìly symetrie, které èlovìk ve svém

okolí rozeznával, pøípadnì i vytváøel, viz Obr. 27. V souvislosti se shodnostmi v ro-

Obrázek 27: Symetrie kolem nás (zdroj: ar
hiv autora)

vinì se konkrétnì zamìøíme na symetrie roviny

9

, tj. takové transforma
e roviny, pøi

ni
h¾ buï zùstává za
hován nìjaký rovinný obraze
, nebo zùstává za
hována nìjaká

jeho vlastnost (napø. tvar u stejnolehlosti). Ve svém okolí mù¾eme vypozorovat ná-

sledují
í symetrie:

• zr
adlení (osová symetrie),

• otoèení (rotaèní symetrie),

• posunutí (translaèní symetrie),

• stejnolehlost (podobnost).

PØÍKLAD 5.12. Pozornì si prohlédnìte v¹e
hny fotogra�e na Obr. 27. U ka¾dé

z ni
h popi¹te alespoò jednu symetrii, kterou na ní pozorujete (v pøípadì kytek, které

jsou reálnì trojrozmìrné se soustøeïte na tvar jeji
h za
hy
ení do roviny fotogra�e).

8

Pro detailní pøehled shodností v rovinì viz napø. Wikipedia: Eu
lidean plane isometry

9

Pro podrobné pojednání o symetrii v geometrii viz napø. Wikipedia: Symmetry (geometry)
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PØÍKLAD 5.13. Ne
hte se inspirovat Obr. 27 a poøiïte sami fotogra�i nìjakého

reálného objektu, který vykazuje vlastnost symetrie. Tuto symetrii, nebo symetrie,

je-li ji
h ví
e, popi¹te a nále¾itì prezentujte zpra
ováním fotogra�e v GeoGebøe, tak,

jak je provedeno v øe¹ení následují
ího pøíkladu 5.14, viz Obr. 28 vpravo.

Pro znázornìní symetrií nebo shodností za
hy
ený
h na obrázku mù¾eme dobøe

pou¾ít program GeoGebra. Na Obr. 28 je zobrazena dla¾ba z kostela sv. Jana Nepo-

Obrázek 28: Kostel sv. Jana Nepomu
kého, Zelená hora u ®ïáru nad Sázavou

mu
kého na Zelené hoøe u ®ïáru nad Sázavou, vlevo na prosté fotogra�i, vpravo pak

na této fotogra�i doplnìné obraz
i sestrojenými v GeoGebøe, jeji
h¾ uvedením jsou

naznaèeny vybrané shodnosti, které mù¾eme v motivu dla¾by mezi urèitými dla¾-

di
emi vypozorovat (konkrétnì se jedná o osovou soumìrnost, posunutí a støedovou

soumìrnost, urèitì ale odhalíte i dal¹í). Obrázek umístíme na pozadí þNákresnyÿ

GeoGebry pomo
í nástroje Obrázek (Image).

PØÍKLAD 5.14. Na fotogra�i, viz Obr. 28, vlevo, je za
hy
ena èást dla¾by po-

lo¾ené na podlaze kostela Sv. Jana Nepomu
kého na Zelené hoøe u ®ïáru nad Sáza-

vou. Najdìte a znázornìte konkrétní shodnosti, v ni
h¾ se vybraná dle¾di
e zobrazuje

na jiné.

Øe¹ení: Øe¹ení je uvedeno v online materiálu na adrese https://www.geogebra.org/m/NatBCaJ


a za
hy
eno na Obr. 28, vpravo. Z materiálu si mù¾ete stáhnout zdrojový soubor k

tomuto zobrazení symetrií do fotogra�e. Je v nìm také naznaèen postup vlo¾ení ob-

rázku na pozadí Nákresny GeoGebry. Pro podrobnìj¹í návod jak vkládat obrázek na

pozadí Nákresny lze potom doporuèit videoYouTube:

_

Importing an Image in GeoGebra.
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5.6 Osová soumìrnost

Osová soumìrnost je urèena pøímkou, které øíkáme osa soumìrnosti. Osovou sou-

mìrnost s osou o znaèíme S(o). Jedná se o nepøímou shodnost.

Obrázek 29: Osová soumìrnost (zr
adlení)

Jak u¾ bylo øeèeno v kapitole 5.5, geometri
ké zobrazení osová soumìrnost sou-

visí s osovou symetrií. V pøípadì osové symetrie konkrétního obraz
e hovoøíme té¾

o osovì soumìrném obraz
i, viz napøíklad fotogra�e na Obr. 29 (v pøípadì vlastní
h

trojrozmìrný
h objektù, na fotogra�í
h za
hy
ený
h, by
hom hovoøili spí¹e o zr
a-

dlení nebo o rovinové symetrii (soumìrnosti)). Osovì soumìrný je potom takový

útvar, který se v osové soumìrnosti dle urèité osy zobrazí (viz Def. 18) sám na sebe.

Pøíkladem takového obraz
e je srd
e. Prakti
kým uplatnìním osové soumìrnosti, se

kterým se vìt¹ina z nás setkala, je postup pøi þvýrobìÿ takovéhoto srd
e z papíru,

aby mìlo 
o nejdokonalej¹í tvar (viz Obr. 30). Z papíru pøelo¾eného napùl vystøih-

neme polovinu srd
e, která se po rozevøení papíru þzobrazíÿ v osové soumìrnosti

kolem osy pøelo¾ení. Takto získané srd
e je pøíkladem osovì soumìrného útvaru, tj.

útvaru, který se v osové soumìrnosti s osou jdou
í pøehybem zobrazí sám na sebe.

o o o

Obrázek 30: Osová soumìrnost v praxi
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De�ni
e 18 (Osová soumìrnost). Osová soumìrnost je urèena pøímkou, oznaème

ji o, kterou nazýváme osa soumìrnosti, viz Obr. 31. Obrazem libovolného bodu M
této pøímky o je bod M sám, tj. pro obraz M ′

bodu M ∈ o platí M ′ ≡ M (øíkáme,

¾e ka¾dý bod osy soumìrnosti je samodru¾ný). Ke ka¾dému bodu X, který nele¾í na

ose o, sestrojíme obraz X ′ takto: Bodem X vedeme kolmi
i k na pøímku o a její patu

oznaèíme X0. Na polopøím
e opaèné k polopøím
e

−−→
X0X sestrojíme bod X ′ tak, ¾e

|X ′X0| = |XX0|. Osovou soumìrnost s osou o znaèíme O(o).

Obrázek 31: De�ni
e osové soumìrnosti

Poznámka. O bode
h X, X ′ øíkáme, ¾e je to dvoji
e bodù soumìrnì sdru¾ený
h

podle osy o.

Involutorní zobrazení (involu
e). Osová soumìrnost je prvním pøíkladem tzv.

involutorního zobrazení, té¾ nazývaného involu
e, se kterým se setkáváme. Involutor-

ními zobrazeními jsou taková zobrazení, u který
h lze zamìnit role vzoru a obrazu.

To znamená, ¾e je-li bod L obrazem bodu K, je bod K zároveò obrazem bodu L.

Involutorní zobrazení mù¾eme také poznat podle toho, ¾e slo¾íme-li ho samo se

sebou, dostaneme identitu. Asi nikoho nepøekvapí, ¾e kdy¾ obraz X ′ bodu X v osové

soumìrnosti O(o) zobrazíme opìt v této soumìrnosti, dostaneme se zpìt do bodu

X, viz Obr. 31.

PØÍKLAD 5.15. Jaké dal¹í shodnosti v rovinì jsou involutorními zobrazeními?

Pokuste se je vyjmenovat a svou volbu zdùvodnìte.

PØÍKLAD 5.16. Je dána pøímka p a body A,B v té¾e polorovinì s hranièní pøím-

kou p. Najdìte v¹e
hny body X ∈ p takové, ¾e souèet vzdáleností |AX| + |BX| je
minimální.
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Øe¹ení

10

: U¾itím osové soumìrnosti pøevedeme øe¹ení tohoto pøíkladu na jednodu-


hou úlohu najít nejkrat¹í spojni
i dvou bodù v rovinì. Vtip je v tom, ¾e pro obraz

A′ bodu A v O(p) platí |A′Y | = |AY | (kde Y je libovolný bod, pro který Y ∈ p).

Mù¾eme tedy místo s A pra
ovat s A′. Pak je jasné, ¾e úseèka A′B je krat¹í ne¾

lomená èára A′Y B. Proto¾e samozøejmì také |A′X| = |AX|, je hledaným bodem X,

prùseèík pøímky A′B s pøímkou p.

Obrázek 32: Vyu¾ití osové soumìrnosti ke geometri
kému øe¹ení pøíkladu 32

Samodru¾né body a smìry osové soumìrnosti, samodru¾né pøímky

Jak víme, ka¾dá shodnost je unikátní svou kombina
í samodru¾ný
h bodù a smìrù,

viz tabulka 5.2 na str. 35. Proto si tuto urèují
í vlastnost u ka¾dé shodnosti je¹tì

pøipomeneme.

Osová soumìrnost má pøímku samodru¾ný
h bodù, osu, a dva na sebe kolmé sa-

modru¾né smìry, jeden rovnobì¾ný se smìrem osy, druhý na nìj kolmý. Samodru¾né

pøímky osové soumìrnosti jsou potom pøímky kolmé na její osu.

Nabízí se otázka, kolik samodru¾ný
h bodù a jak rozlo¾ený
h potøebujeme identi-

�kovat, aby
hom urèili osu osové soumìrnosti. Víme, ¾e pøímka je urèena dvìma

body. Staèí tedy k urèení osy najít dva samodru¾né body? A 
o kdyby
hom na¹li

tøi, které nele¾í v pøím
e, o jaké zobrazení by se potom jednalo?

PØÍKLAD 5.17. Doka¾te následují
í dvì tvrzení: þJestli¾e existují na pøím
e dva

rùzné samodru¾né body shodnosti, pak ka¾dý bod této pøímky je samodru¾ný.ÿ þMá-

li shodnost aspoò tøi nekolineární samodru¾né body, je to identita.ÿ

Z pravdivosti tvrzení uvedený
h v pøíkladu 5.17 vyplývá, ¾emá-li shodnost dva rùzné

samodru¾né body a není identitou, pak je osovou soumìrností.

10

Tato úloha je známa také jako Heronúv problém (Hérón Alexandrijský, pøibl. 10-70 n.l.).
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Analyti
ké vyjádøení osové soumìrnosti O(o) v rovinì

PØÍKLAD 5.18. Napi¹te analyti
ké vyjádøení osové soumìrnosti O(x) s osou

v souøadni
ové ose x a osové soumìrnosti O(y) s osou v souøadni
ové ose y.

Øe¹ení: Dle Obr. 33 je ihned zøejmé, ¾e zadané osové soumìrnosti mají ní¾e uvedená

analyti
ká vyjádøení.

Obrázek 33: Odvození rovni
 osové soumìrnosti s osou v souøadni
ové ose x (y)

Osová soumìrnost s osou x:

x′ = x

y′ = −y

Osová soumìrnost s osou y:

x′ = −x
y′ = y

Ne v¾dy je ale mo¾né osu soumìrnosti takto výhodnì umístit do souøadni
ové osy.

Proto si odvodíme rovni
e osové soumìrnosti s obe
nì umístìnou osou.

Osová soumìrnost podle osy o dané rovni
í o : ax + by + c = 0

Dle Obr. 34 je zøejmé, ¾e vektor X ′ −X je dvojnásobkem vektoru X0 −X a vektor

X0 − X je (stejnì jako X ′ − X) kolmý k ose o, tj. je k-násobkem (k ∈ R) jejího

normálového vektoru ~n = (a, b). Tyto skuteènosti zapí¹eme rovnostmi

X ′ −X = 2(X0 −X), (43)

X0 −X = k(a, b), (44)

kde pro souøadni
e uvedený
h bodù platí X[x, y], X ′[x′, y′] a X0[x0, y0]. Proto¾e

X0 ∈ o, musí jeho souøadni
e x0, y0 splòovat obe
nou rovni
i osy o : ax+ by+ c = 0.
Souøadni
e bodu X0 proto z (44) vyjádøíme jako x0 = x+ka, y0 = y+kb a dosadíme
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Obrázek 34: Odvození rovni
 osové soumìrnosti O(o)

do obe
né rovni
e osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + c = 0. Odtud potom vyjádøíme

parametr k = −ax+ by + c

a2 + b2
, který dosadíme do rovni
e

X ′ −X = 2k(a, b).

Po úpravì a rozepsání po slo¾ká
h dostáváme rovni
e osové soumìrnosti O(o):

x′ = x− 2a

a2 + b2
(ax + by + c) , (45)

y′ = y − 2b

a2 + b2
(ax + by + c) .

PØÍKLAD 5.19. V eukleidovské rovinì je dána soumìrnost podle pøímky p : 3x−
4y + 1 = 0. Napi¹te rovni
e této soumìrnosti.

Øe¹ení: Z obe
né rovni
e osy 3x− 4y + 1 = 0 si vyjádøíme a = 3, b = −4 a c = 1.

Potom výrazy

2a

a2 + b2
,

2b

a2 + b2
�gurují
í v rovni
í
h osové soumìrnosti mají hodnoty

2a

a2 + b2
=

6

25
a

2b

a2 + b2
=
−8
25

. Hledané rovni
e potom vypadají takto

x′ = x− 6

25
(3x− 4y + 1) ,

y′ = y +
8

25
(3x− 4y + 1) .

Po úpravì dostáváme koneènou podobu rovni


x′ =
7

25
x+

24

25
y − 6

25
,

y′ =
24

25
x− 7

25
y +

8

25
.

52



5.7 Cvièení: Osová soumìrnost

1. Napi¹te rovni
e soumìrnosti podle pøímky o : 2x− 3y + 1 = 0.

2. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dán obvod o = 12 cm a úhly α = 60◦, β = 45◦.

Nápovìda: Viz Obr. 35.

Obrázek 35: Sestrojte trojúhelník, znáte-li jeho obvod a vnitøní úhly

3. Jsou dány dvì rùznobì¾ky p, q a bod A mimo nì. Najdìte body B ∈ p, C ∈ q
tak, aby obvod trojúhelníku ABC byl minimální.

Nápovìda: Viz Obr. 36.

Obrázek 36: Sestrojte trojúhelník δABC; B ∈ p, C ∈ q, minimálního obvodu

4. Sestrojte konvexní ètyøúhelník ABCD se stranami dané velikosti, je-li polopøímka

7→ AC osou vnitøního úhlu pøi vr
holu A.

Poznámka (Konvexní a nekonvexní (konkávní) útvar

11

). Útvar (mno¾ina bodù) je

Obrázek 37: Konvexní útvar (vlevo) a nekonvexní, té¾ konkávní, útvar (vpravo)

11

Pro konvexní mnohoúhelníky viz té¾ Wikipedia: Convex polygon
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konvexní, jestli¾e pro ka¾dé dva jeho body je úseèka, která je spojuje, jeho podm-

no¾inou, viz Obr. 37, vlevo. Nekonvexní, té¾ konkávní, je potom útvar, v nìm¾ se

na
házejí takové body, ¾e jeji
h spojni
e není jeho podmno¾inou, tj. nenále¾í mu


elá, viz Obr. 37, vpravo.

5. Sestrojte ètvere
 ABCD, je-li dáno a+ e = 10 cm.

6. Sestrojte obdélník ABCD, je-li dáno e = 7 cm, a− b = 1 cm.

7. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD (AB‖CD), je-li dáno b = 3 cm, c = 2.5 cm, d =
2.6 cm, α− β = 20◦.

8. Doka¾te vìtu: þV ka¾dém trojúhelníku dìlí osa libovolného vnitøního úhlu protìj¹í

stranu v pomìru stran pøilehlý
h.ÿ

Nápovìda: Viz Obr. 38.

Obrázek 38: Osa úhlu α rozdìluje stranu BC prùseèíkem P na dvì èásti s pomìrem délek

BP

CP
= c

b

9. Doka¾te Vivianiho vìtu.

Vìta 4 (Vivianiho vìta). V rovnostranném trojúhelníku je hodnota souètu vzdále-

ností libovolného bodu od stran trojúhelníku konstantní, nezávislá na poloze bodu.

Nápovìda: Øe¹ili jsme na semináøi.

Dal¹í zdroje viz napø. https://www.
ut-the-knot.org/Curri
ulum/Geometry/Viviani.shtml

nebo https://mathworld.wolfram.
om/VivianisTheorem.html. Dynami
ké dùkazy Vi-

vianiho vìty najdete v GeoGebra knize Dynami
ké dùkazy. Nìkterý z ni
h mù¾ete

vzít jako základ svého øe¹ení, pokud ho nále¾itì zobrazíte, klidnì i þstati
kyÿ, a

okomentujete.
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Osová soumìrnost { Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

10. Øe¹te Fagnanùv problém:

þDanému ostroúhlému trojúhelníku vepi¹te trojúhelník o nejmen¹ím obvodu.ÿ

Nápovìda: Viz napø. https://www.
ut-the-knot.org/triangle/Fagnano.shtml nebo

https://mathworld.wolfram.
om/FagnanosProblem.html.

11. Proveïte následují
í tzv. Mas
heroniovu konstruk
i

1

:

þJe dána kru¾ni
e k(S; r); dále je dána dvìma body A, B (body nele¾í na kru¾ni
i)

její seèna p, která nepro
hází støedem S. Sestrojte prùseèíky pøímky p s kru¾ni
í k,

ani¾ pøitom pou¾ijete pravítka.ÿ

12. Doka¾te následují
í vlastnost prùseèíku vý¹ek (orto
entra) trojúhelníku:

þBody soumìrnì sdru¾ené s prùseèíkem vý¹ek podle stran trojúhelníka, le¾í na kru-

¾ni
i trojúhelníku opsané.ÿ

Nápovìda: Øe¹ili jsme v semináøi, dal¹í informa
e viz napø.

https://www.
ut-the-knot.org/Curri
ulum/Geometry/AltitudeAndCir
um
ir
le.shtml

13. Napi¹te rovni
e osové soumìrnosti, zobrazují
í poèátek na bod [1, 5].

14. Je dána pøímka p a dvì kru¾ni
e k1, k2 oddìlené pøímkou p. Sestrojte rovno-

stranný trojúhelník tak, aby na ka¾dé z kru¾ni
 k1, k2 byl jeden vr
hol a jedna

z vý¹ek le¾ela na pøím
e p.

15. Jsou dány tøi rùzné pøímky p1, p2, p3, pro
házejí
í bodem S; na pøím
e p1 je dán
bod A 6= S. Sestrojte trojúhelník ABC, jeho¾ osy vnitøní
h úhlù le¾í v pøímká
h p1,

p2, p3.

16. Jsou dány tøi pøímky o1, o2, o3 pro
házejí
í bodemO. Na o1 dán bodA1. Sestrojte

△ABC tak, aby o1, o2, o3 byly osami jeho stran a bod A1 støedem strany BC.

17. Jsou dány body X, Y a pøímka p, která je oddìluje. Sestrojte rovnoramenný

trojúhelník ABC, jeho¾ hlavním vr
holem je bod C, osou soumìrnosti pøímka p a

jeho¾ ramena mají danou velikost a. Pøímka AC ne
h» pro
hází bodem X a pøímka

BC bodem Y .

18. Je dána pøímka p a body A, B le¾í
í ve stejné polorovinì s hranièní pøímkou p.
Sestrojte bod X ∈ p tak, aby |∠AXp| = 2|∠BXp|.

1

Lorenzo Mas
heroni (italský matematik, 1750{1800) dokázal ve své knize Geometria del Compasso (1797), ¾e

ka¾dá konstruk
e realizovatelná u¾itím kru¾ítka a pravítka bez mìøítka se dá provést pouze pomo
í kru¾ítka. Proto se

takovým konstruk
ím øíká Mas
heroniovy konstruk
e. Nutno v¹ak uvést, ¾e dùkaz tého¾ tvrzení publikoval ví
e ne¾

sto let pøed Mas
heronim dánský matematik Georg Mohr.
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19. Jsou dány body A, B, C a pøímka p kolmá k pøím
e AB tak, ¾e pro
hází bodem

C a body A, B le¾í v té¾e polorovinì urèené pøímkou p. Sestrojte na pøím
e p takový
bod X, aby z nìho byla vidìt úseèka AB pod stejným úhlem jako úseèka BC.

20. Obrazy støedu S kru¾ni
e opsané trojúhelníku ABC v osový
h soumìrnoste
h

podle pøímek BC, AC, AB jsou vr
holy trojúhelníku A1B1C1. Doka¾te, ¾e je tento

trojúhelník shodný s trojúhelníkem ABC.
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5.8 Støedová soumìrnost

Støedová soumìrnost je urèena bodem, kterému øíkáme støed soumìrnosti. Støedovou

soumìrnost se støedem S znaèíme S(S). Jedná se o pøímou shodnost. Støed S je je-

jím jediným samodru¾ným bodem. Støedová soumìrnost je involutorním zobrazením

(involu
í), viz str. 49.

Obrázek 39: Støedová symetrie; Alhambra, ka
hel (https://open
lipart.org/detail/224123/alhambra-tile)

De�ni
e 19. Støedová soumìrnost se støedem S je shodné zobrazení, které bodu

S pøiøazuje tý¾ bod S (jedná se o samodru¾ný bod) a libovolnému bodu X 6= S

pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e bod S je støedem úseèky XX ′. Zobrazení znaèíme S(S).

Obrázek 40: Støedová soumìrnost S(S)

Poznámka. Støedová soumìrnost je jednoznaènì urèena svým støedem. Mù¾eme ji


hápat té¾ jako spe
iální pøípad otoèení (rota
e) R(S, α) pro α = 180◦, tj. S(S) =
R(S, 180◦). Otoèení je vìnována kapitola 5.10, viz str. 64.

Samodru¾né body, pøímky a smìry støedové soumìrnosti

Støedová soumìrnost má jediný samodru¾ný bod, støed S. Samodru¾né jsou v ní

v¹e
hny smìry, tj. obrazem ka¾dé pøímky je pøímka s ní rovnobì¾ná, viz Obr. 41.

Samodru¾nou pøímkou støedové soumìrnosti, tj. pøímkou, která se zobrazuje sama

na sebe, je ka¾dá pøímka, která pro
hází støedem S.
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Obrázek 41: Ètyøúhelník ABCD a jeho obraz A′B′C ′D′
ve støedové soumìrnosti S(S)

Analyti
ké vyjádøení støedové soumìrnosti S(S) v rovinì

Hledáme rovni
e, které popisují vztah souøadni
 obrazu X ′[x′, y′] k souøadni
ím

vzoru X[x, y] ve støedové soumìrnosti se støedem S[s1, s2]. K ry
hlému nalezení

tì
hto rovni
 postaèí zvolit správný úhel pohledu. Pøíslu¹nou kon�gura
i tì
hto

bodù, viz napø. Obr. 40, toti¾ mù¾eme 
hápat tak, ¾e S je støedem úseèky XX ′.

Potom ale S =
X +X ′

2
12

, po úpravì a po dosazení souøadni
 dostáváme postupnì

X ′ = −X + 2S, (46)

[x′, y′] = −[x, y] + 2[s1, s2]. (47)

Po rozepsání po slo¾ká
h tak získáme po¾adované rovni
e analyti
kého vyjádøení

støedové soumìrnosti S(S) se støedem S[s1, s2]:

x′ = −x+ 2s1, (48)

y′ = −y + 2s2.

12

Ke stejnému výsledku se dostaneme pou¾itím vektorù, bez znalosti vztahu pro výpoèet souøadni
 støedu úseèky

(vlastnì si ho pomo
í vektorù odvodíme). Vyjdeme z Obr. 40. Uva¾ujme vektory ~u = X ′ −X a ~v = S −X . Potom

je zøejmé, ¾e ~u = 2~v, tj. X ′ −X = 2(S −X), po úpravì X ′ −X = 2S − 2X a nakone
 X ′ +X = 2S. Z posledního

vztahu ji¾ jasnì plyne, ¾e S =
X +X ′

2
.
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PØÍKLAD 5.20. Urèete rovni
e støedové soumìrnosti S(R) pro R

[

−2, 3
4

]

.

Øe¹ení: Do rovni
 (48) dosadíme za s1, s2 v daném poøadí souøadni
e −2, 3
4
bodu R:

x′ = −x− 4,

y′ = −y + 3

2
.

PØÍKLAD 5.21. Je dán trojúhelník ABC a jeho vnitøní bod M , viz Obr. 42.

Sestrojte v¹e
hny úseèky XY se støedem M a s krajními body X, Y na hrani
i

trojúhelníku.

Obrázek 42: Zadání pøíkladu 5.21

Øe¹ení: Viz Obr. 43. Úseèku, její¾ krajní body le¾í na hrani
i trojúhelníku, nazý-

váme pøíèkou trojúhelníku

13

. Má-li být bod M støedem hledané pøíèky XY , jsou

body X a Y ve vztahu vzor{obraz støedové soumìrnosti S(M). Jednou z vlastností

a�nní
h zobrazení je za
hování in
iden
e

14

. Pokud bod X, jako jeden z krajní
h

bodù hledané pøíèky, nále¾í hrani
i trojúhelníku ∆ABC, potom bod Y , jako druhý

krajní bod té pøíèky a zároveò obraz bodu X ve støedové soumìrnosti S(M), nále¾í

hrani
i trojúhelníku ∆A′B′C ′, který je obrazem ∆ABC. Zároveò v¹ak bod Y jako

druhý krajní bod hledané pøíèky nále¾í i hrani
i ∆ABC. Patøí tedy prùniku hrani


trojúhelníkù ∆ABC a ∆A′B′C ′. Postup øe¹ení je tak zøejmý z Obr. 43. Trojúhelník

∆ABC zobrazíme v S(M) na trojúhelník ∆A′B′C ′. Krajní body hledaný
h pøíèek

pak nále¾í prùniku hrani
 tì
hto dvou trojúhelníkù. Vidíme, ¾e pro danou polohu

bodu M má úloha tøi øe¹ení. Mù¾e mít pro jiné polohy M jiné poèty øe¹ení?

13

Známe napø. støední pøíèky trojúhelníku, které spojují støedy jeho stran.

14

Pojem in
iden
e mù¾eme pøelo¾it jako nále¾ení. Potom za
hování in
iden
e v nìjakém zobrazení znamená, ¾e
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Obrázek 43: Øe¹ení pøíkladu 5.21

Nyní se budeme vìnovat souvislosti støedové soumìrnosti s osovou soumìrností. Po-

dívejme se na Obr. 44. Vidíme na nìm obrázek vitrá¾ového okna

15

ve tøe
h polohá
h

Obrázek 44: Slo¾ení dvou osový
h soumìrností s kolmými osami

vùèi dvìma na sebe kolmým osám o1 a o2. Dvì dvoji
e oken jsou postupnì ve vztahu

vzor a obraz v osový
h soumìrnoste
h podle os o1 a o2 (jdeme-li v kladném smyslu,

tj. proti smìru pohybu hodinový
h ruèièek, mù¾eme øí
i, ¾e první okno se zobrazí

na druhé v O(o1) a druhé okno na tøetí v O(o2)), jedna dvoji
e je pak ve vztahu

vzor a obraz ve støedové soumìrnosti podle støedu S, prùseèíku uvedený
h os (jedná

se o první a tøetí okno, tj. první okno se zobrazí v S(S) na tøetí okno). Jedná se

pokud nìjaký bod nále¾í urèitému útvaru, napø. bod X nále¾í úseè
e AB, potom obraz tohoto bodu nále¾í obrazu

toho obraz
e, obojí v tom pøedmìtném zobrazení, tj. v na¹em pøíkladì bod X ′
jako obraz bodu X nále¾í úseè
e A′B′

,

která je obrazem úseèky AB.

15

Kostel sv. Jana Nepomu
kého, Zelená hora u ®ïáru nad Sázavou
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o ilustra
i toho, ¾e støedová soumìrnost se dá þvytvoøitÿ slo¾ením dvou osový
h

soumìrností se vzájemnì kolmými osami.

5.8.1 Skládání zobrazení

Aby
hom zavr¹ili své zkoumání vìnované skládání osový
h soumìrností v souladu

s metodou budování matemati
ké teorie, musíme si øádnì de�novat opera
i skládání

zobrazení. Zde se zabýváme konkrétnì skládáním geometri
ký
h zobrazení, z mate-

mati
ké analýzy ale známe i skládání funk
í.

De�ni
e 20 (Skládání zobrazení). Ne
h» f, g jsou dvì zobrazení, viz Obr. 45.

Jestli¾e bodX1 je obrazem bodu X v zobrazení f (tj. X1 = f(X)) a bod X ′ je obrazem
bodu X1 v zobrazení g (tj. X ′ = g(X1)), potom je ka¾dému bodu X pøiøazen bod

X ′ = g(f(X)). Tím je de�nováno zobrazení h pøiøazují
í bodu X bod X ′ = g(f(X))
o kterém øíkáme, ¾e vzniklo slo¾ením zobrazení f a g. Zapisujeme h = g · f , h = gf ,

h = g ◦ f nebo h = g(f(X)).

Obrázek 45: Skládání zobrazení f a g

5.8.2 Støedová soumìrnost jako slo¾ené zobrazení

To, 
o mù¾eme pozorovat na konkrétní
h pøíklade
h, viz Obr.45 a 46, nyní zformu-

lujeme jako obe
nou vlastnost støedové soumìrnosti.

Obsah de�ni
e 20 je ilustrován Obr. 46, analogií obrázku s okny, která jsou tentokrát

nahrazena trojúhelníky. Opìt se tedy jedná o skládání dvou osový
h soumìrností se

vzájemnì kolmými osami. Zobrazení f je reprezentováno osovou soumìrností O(o1),
zobrazení g je reprezentováno osovou soumìrností O(o2) a jeji
h slo¾ením g ◦ f je

potom støedová soumìrnost S(S).
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Obrázek 46: f : ∆ABC → ∆A1B1C1, g : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, g ◦ f : ∆ABC → ∆A′B′C ′

Mù¾eme øí
i, ¾e ka¾dá støedová soumìrnost vznikne slo¾ením libovolný
h dvou oso-

vý
h soumìrností, jeji
h¾ osy jsou k sobì kolmé. Støed soumìrnosti S odpovídá prù-

seèíku tì
hto os. A naopak, støedovou soumìrnost lze rozlo¾it na dvì osové soumìr-

nosti, jeji
h¾ osy jsou navzájem kolmé a pro
házejí støedem soumìrnosti S. Pøitom
jedna z os (první, kterou budeme rýsovat) je volitelná, druhá je potom na ní kolmá

v bodì, který je støedem dané støedové soumìrnosti. Na Obr. 47 (interaktivní va-

rianta je dostupná na adrese https://www.geogebra.org/m/hekv2tye) vidíme jednu

støedovou soumìrnost S(S), ve které se ∆ABC zobrazuje na ∆A′B′C ′, rozlo¾enou
na dvì osové soumìrnosti dvìma rùznými zpùsoby. Jediné, 
o je tøeba pøi takovém

rozkladu dodr¾et je to, aby osy pro
házely støedem S a byly na sebe kolmé.

Obrázek 47: Rozklad støedové soumìrnosti S(S) je dán pouze polohou S a kolmostí os

Jak se budeme seznamovat s dal¹ími shodnostmi v rovinì, uká¾eme si, ¾e ka¾dá z ni
h

se dá slo¾it z osový
h soumìrností. O tom, kolik ji
h k tomu nejvý¹e potøebujeme,

hovoøí následují
í vìta 5. K jejímu dùkazu se vrátíme pozdìji.

Vìta 5. Ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osový
h soumìrností.
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5.9 Cvièení: Støedová soumìrnost

1. Napi¹te rovni
e støedové soumìrnosti v rovinì se støedem S[−3, 4].

2. Je dána kru¾ni
e k(S, r). Bodem P, který le¾í vnì kru¾ni
e k, veïte pøímku p,
která protíná kru¾ni
i v bode
h A, B tak, ¾e A je støedem úseèky BP.

3. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitøku. Sestrojte na rameni V A bod X a na

rameni V B bod Y tak, aby bod S byl støedem úseèky XY.

4. Je dána úseèka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte v¹e
hny trojúhelníky ABC, pro
které je AA1 tì¾ni
í ta a pro které platí: c = 4cm, b = 7cm.

5. Je dána úseèka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte v¹e
hny trojúhelníky ABC, pro

které je AA1 tì¾ni
í ta a pro které platí: γ = 45◦, β = 60◦.

6. Jsou dány dvì kru¾ni
e k1, k2, které se protínají ve dvou bode
h Q a R. Bodem
Q veïte pøímku, která vytíná na obou kru¾ni
í
h tìtivy stejné délky.

Støedová soumìrnost { Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

7. Napi¹te rovni
e shodnosti roviny E2, která vznikne slo¾ením tøí osový
h soumìr-

ností s osami o rovni
í
h: x = 0, y = 0, x− 2y = 0.

8. Je dána kru¾ni
e k(O; r) a pøímka p, která má od støedu O vzdálenost v > 0;

dále je dán bod S, který le¾í uvnitø poloroviny pO. Sestrojte úseèku se støedem S,
která má krajní body K, P po øadì na kru¾ni
i k a na pøím
e p.

9. Je dán trojúhelník ABC a jeho vnitøní bod M. Sestrojte v¹e
hny úseèky XY se

støedem M a s krajními body X, Y na hrani
i trojúhelníku.

10. Vepi¹te danému rovnobì¾níku ABCD ètvere
 XY UV tak, aby na ka¾dé stranì

rovnobì¾níku le¾el jeden vr
hol ètver
e.

11. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitøku. Sestrojte na rameni V A bod X a na ra-

meni V B bod Y tak, aby XY S byl rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník s pøeponou

XY.

12. Je dána úseèka AA1; |AA1| = 4.5cm. Sestrojte v¹e
hny pravoúhlé trojúhelníky

ABC s pravým úhlem pøi vr
holu C, v ni
h¾ AA1 je tì¾ni
í ta a tb = 6cm.
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5.10 Otoèení

Otoèení (té¾ rota
e) je urèeno bodem, støedem otoèení, a orientovaným úhlem, úhlem

otoèení. Otoèení se støedem S a úhlem α znaèíme R(S, α). Jedná se o pøímou shod-

nost. Støed S je jejím jediným samodru¾ným bodem. Samodru¾né smìry nemá. Støe-

dová soumìrnost není involutorním zobrazením, viz str. 49.

Obrázek 48: Rotaèní symetrie

Orientovaný úhel

V de�ni
i otoèení pra
ujeme s pojmem orientovaný úhel. Jedná se o úhel, který není

dán jenom svou velikostí, ale také smyslem naná¹ení, zda proti nebo ve smìru pohybu

hodinový
h ruèièek. Z praxe, konkrétnì právì ve spojení s otáèením, víme, ¾e tato

informa
e je dùle¾itá, ¾e zále¾í, v jakém smyslu otáèíme ¾árovkou, vrutem, dveømi

apod. Orienta
i úhlu rozli¹ujeme znaménkem, otáèení proti smìru pohybu hodino-

vý
h ruèièek pøisuzujeme kladné znaménko (+), otáèení ve smìru pohybu hodinový
h

ruèièek pøisuzujeme záporné znaménko (−). U orientovaného úhlu rozli¹ujeme mezi

prvním a druhým ramenem. Úhel naná¹íme od prvního ramene ve smìru daném

orienta
í. Na Obr. 49 vlevo je kladný úhel α = 65◦, s prvním ramenem

−→
V A, vpravo

potom záporný úhel α = −65◦, s prvním ramenem

−−→
V B.

Obrázek 49: Orientovaný úhel α

De�ni
e 21. Otoèení neboli rota
e je zobrazení urèené støedem S a orientovaným

úhlem velikosti α, které bodu S pøiøazuje tý¾ bod S a libovolnému bodu X 6= S
pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e |X ′S| = |XS| a orientovaný úhel ∠XSX ′ má velikost α, viz
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Obr. 50. Zobrazení znaèíme R(S, α), bod S se nazývá støed otoèení a orientovaný

úhel velikosti α je úhel otoèení.

Obrázek 50: Otoèení R(S, α)

Samodru¾né body, pøímky a smìry otoèení

Otoèení má jediný samodru¾ný bod, støed S. Samodru¾né smìry ani samodru¾né

pøímky nemá.

Analyti
ké vyjádøení otoèení R(S, α) v rovinì

Hledáme vztah mezi souøadni
emi bodu X[x, y] a jeho obrazu X ′[x′, y′] v otoèení

daném støedem S[s1, s2] a orientovaným úhlem α, viz Obr. 51. Nejprve se budeme

zabývat spe
iálním pøípadem, kdy je støed otáèení S toto¾ný s poèátkem soustavy

souøadni
e, tj. S[0, 0], který vidíme na Obr. 51 vpravo, potom teprve, s vyu¾itím vý-

sledkù tohoto jednodu¹¹ího pøípadu, odvodíme rovni
e otáèení se støedem S v obe
né

poloze, které vidíme na stejném obrázku vlevo.

Obrázek 51: Otoèení R(S, α), vlevo pro S[s1, s2], vpravo pro S[0, 0]

65



Rovni
e otoèení se støedem v poèátku

Postupujeme podle obrázku 52 (Jak to tak bývá, zámìrnì volíme pro odvození rovni


ideální kon�gura
i bodù v prvním kvadrantu. Nijak tím v¹ak nedo
hází k újmì

na obe
nosti vztahù, které získáme.). Bod X[x, y] je zobrazen do bodu X ′[x′, y′]
v otoèení R(S[0, 0], α). Na¹ím 
ílem je vyjádøit souøadni
e obrazu x′, y′ pomo
í

souøadni
 vzoru x, y. Vyu¾ijeme k tomu pravoúhlý trojúhelník ∆Sx′X ′, na obrázku

Obrázek 52: Otoèení R([0, 0], α) : X −→ X ′

zvýraznìný zelenou barvou. Tento trojúhelník má pøeponu SX ′, její¾ délku oznaèíme

r, a odvìsny velikostí x′ a y′, vnitøní úhel pøi vr
holu S má velikost α + β. Platí

x′ = r cos (α + β), (49)

y′ = r sin (α + β).

K úpravì pravý
h stran rovni
 (49) pou¾ijeme známé souètové vzor
e sin (α+ β) =
sinα cos β + cosα sin β a cos (α+ β) = cosα cos β − sinα sinβ. Dostaneme

x′ = r cosα cos β − r sinα sin β, (50)

y′ = r sinα cos β + r cosα sin β.

Nyní si v¹imneme druhého pravoúhlého trojúhelníku ∆SxX na Obr. 52, vybarve-

ného modøe. Jeho pøepona SX má rovnì¾ délku r (víme, ¾e |SX ′| = |SX|), odvìsny
mají délky x a y a vnitøní úhel pøi vr
holu S má velikost β (tento úhel je èistì

pomo
ný, jak uvidíme za 
hvíli, splní svou roli a zmizí). Pro tento trojúhelník platí

x = r cos β, y = r sin β. Pøi pozorném prozkoumání rovni
 (50) si v¹imneme, ¾e

souèiny r cosβ a r sin β se vyskytují na jeji
h pravý
h straná
h. Uplatníme proto

získané rovnosti a nahradíme tyto souèiny odpovídají
ími promìnnými x, y, v uve-

deném poøadí. Výsledkem je koneèná podoba rovni
 otoèení o úhel α kolem poèátku:

x′ = x cosα− y sinα, (51)

y′ = x sinα + y cosα.
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Rovni
e otoèení se støedem mimo poèátek

Klíèovým úkonem odvození rovni
 otoèení se støedem mimo poèátek je pøevedení

tohoto problému na ji¾ vyøe¹ený jednodu¹¹í problém odvození rovni
 otoèení se

støedem v poèátku. Postup je naznaèen na Obr. 53. Nejprve 
elou rovinu posuneme

Obrázek 53: Otoèení R([s1, s2], α) : X −→ X ′

o vektor ~sSP = (−s1,−s2), aby se støed otoèení dostal do poèátku (viz prostøední

obrázek). Novì souøadni
e støedu S jsou proto [0, 0] a nové souøadni
e bodu X jsou

[x − s1, y − s2]. Tím jsme úlohu pøevedli na pøípad otoèení se støedem v poèátku.

Mù¾eme tak provést otoèení bodu X v nové poloze kolem poèátku a u¾itím (51)

vyjádøit souøadni
e jeho obrazu

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα, (52)

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα.

Potom ale musíme rovinu posunout o vektor ~sPS = (s1, s2) zpìt, aby se støed otáèení

dostal do pùvodní polohy (viz pravý krajní obrázek). Souøadni
e obrazu se tak zvìt¹í

o souøadni
e tohoto vektoru. Tím získáváme rovni
e otoèení o úhel α se støedem

S = [s1, s2]

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα + s1, (53)

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα + s2,

po úpravì pak ve tvaru

x′ = x cosα− y sinα + s1 − s1 cosα+ s2 sinα, (54)

y′ = x sinα+ y cosα + s2 − s1 sinα− s2 cosα.
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PØÍKLAD 5.22. Napi¹te rovni
e otoèení

a) R([0, 0], π
6
),

b) R([2,−3], π
6
).

Øe¹ení:

Ad a) Jedná se o otoèení kolem poèátku, proto dosadíme do (51).

x′ =

√
3

2
x− 1

2
y

y′ =
1

2
x+

√
3

2
y.

Ad b) Úhel otoèení zùstává stejný, ale støed je tentokrát mimo poèátek. Dosadíme

do (53)

x′ = (x− 2)

√
3

2
− (y + 3)

1

2
+ 2,

y′ = (x− 2)
1

2
+ (y + 3)

√
3

2
− 3.

Po úpravì dostáváme výsledné rovni
e

x′ =

√
3

2
x− 1

2
y +

1

2
−
√
3,

y′ =
1

2
x+

√
3

2
y − 4 +

3
√
3

2
.

Pojïme si øe¹ení obou úloh vyjádøit mati
ovì:

R([0, 0], π
6
) :

[

x′

y′

]

=

[ √
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

]

·
[

x
y

]

, (55)

R([2,−3], π
6
) :

[

x′

y′

]

=

[ √
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

]

·
[

x
y

]

+

[

1
2 −
√
3

−4 + 3
√
3

2

]

. (56)

Vidíme, ¾e rovni
e (55) a (56) se li¹í pouze pøítomností mati
e (sloup
ového vektoru)

posunutí u druhé z ni
h. Obe
nì mù¾eme otoèeníR([s1, s2], α) zapsat mati
ovì takto

R([s1, s2], α) :
[

x′

y′

]

=

[

cosα − sinα
sinα cosα

]

·
[

x
y

]

+

[

s1 − s1 cosα + s2 sinα
s2 − s1 sinα− s2 cosα

]

.

(57)
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PØÍKLAD 5.23. Napi¹te rovni
e otoèení

a) R([0, 0], 60◦),
b) R([3,−1

2], 60
◦).

5.10.1 Otoèení jako slo¾ené zobrazení

V kapitole 5.8.2 na str. 61 jsme se zabývali slo¾ením støedové soumìrnosti ze dvou

osový
h soumìrností s osami vzájemnì kolmými. Proto¾e støedovou soumìrnost

mù¾eme interpretovat také jako otoèení kolem støedu soumìrnosti o 180◦, nabízí
se otázka, zda i otoèení o jiný úhel lze získat slo¾ením dvou osový
h soumìrností.

Ano, lze. Na Obr. 54 je naznaèeno, jak lze slo¾ením dvou osový
h soumìrností se

spoleèným bodem os S a úhlem mezi nimi ϕ získat rota
i R(S, α = 2ϕ).

Obrázek 54: O(o1) : ∆ABC → ∆A1B1C1, O(o2) : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, R(S, α) : ∆ABC →

∆A′B′C ′

Slo¾ením dvou osový
h soumìrností s rùznobì¾nými osami vznikne otoèení, jeho¾

støedem je prùseèík tì
hto os a úhlem je dvojnásobek úhlu, který svírají.

A naopak, ka¾dé otoèení lze slo¾it ze dvou osový
h soumìrností, jeji
h¾ osy jsou

rùznobì¾ky pro
házejí
í støedem otoèení. Jednu z tì
hto os lze volit libovolnì tak, ¾e

pro
hází støedem otoèení. Druhá je touto volbou urèena jednoznaènì. Na Obr. 55 (in-

teraktivní varianta je dostupná na adrese https://www.geogebra.org/m/sgwnuvjg)

vidíme otoèení R(S, α), ve kterém se ∆ABC zobrazuje na ∆A′B′C ′, rozlo¾ené na

dvì osové soumìrnosti O(o1), O(o2) dvìma rùznými zpùsoby. Jediné, 
o je tøeba pøi
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takovém rozkladu dodr¾et je to, aby osy pro
házely støedem S a úhel ϕ mezi nimi

byl roven

1
2α.

Obrázek 55: Rozklad otoèení R(S, α) je dán pouze polohou S a úhlem os ϕ = 1

2
α

PØÍKLAD 5.24. Doka¾te následují
í vìtu:

Vìta 6. Otoèení se støedem S a úhlem velikosti α pøevádí pøímku p v pøímku p′

rùznobì¾nou s p; pøitom dva vr
holové úhly, které p a p′ tvoøí, mají velikost α.

Øe¹ení: Vlastnost popisovaná vìtou 6 je za
hy
ena na Obr. 56. Pøi øe¹ení úkolu

vyjdìte z tohoto obrázku.

Obrázek 56: Rozklad otoèení R(S, α) je dán pouze polohou S a úhlem os ϕ = 1

2
α

Poznámka. Na Obr. 56 vidíme mo¾ný postup pøi zobrazení pøímky p v otoèení

R(S, α). Ze støedu otoèení S spustíme na pøímku p kolmi
i s patou P , tuto patu

zobrazíme v daném otoèení a jejím obrazem P ′ vedeme kolmi
i na úseèku SP ′. Tato
kolmi
e p′ je obrazem pøímky p v daném otoèení. Dal¹í mo¾ný zpùsob zobrazení

pøímky je zalo¾en na zobrazení její
h dvou libovolný
h bodù, øeknìmeA a B. Pøímka

urèená jeji
h obrazy A′, B′ je potom obrazem dané pøímky.
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PØÍKLAD 5.25. A�nní zobrazení eukleidovské roviny na sebe zobrazuje vr
hol A

trojúhelníku ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Mù¾e to být zobra-

zení shodné? Jestli¾e ano, napi¹te jeho rovni
e vzhledem k vhodnì zvolené kartézské

soustavì souøadni
.

Øe¹ení: Viz Obr. 57. Trojúhelník ∆ABC se zobrazuje sám na sebe, vr
hol a strana

Obrázek 57: Existuje takové f , ¾e f : A −→ B, B −→ C, C −→ A?

v¾dy na vr
hol a stranu následují
í. Nemù¾e se proto mìnit jeho tvar. Naví
, aby

se mohly sousední strany s rùznými pomìry délek na sebe zobrazovat, zøejmì platí

|AB| = |BC|, |BC| = |CA|, |CA| = |AB|.
Trojúhelník ∆ABC je proto rovnostranný a hledaným zobrazením je otoèení kolem

jeho tì¾i¹tì o úhel 120◦, viz Obr. 58 (Jak víme, jedná se o projev rotaèní symetrie

rovnostranného trojúhelníku). Napi¹te rovni
e této shodnosti!

Obrázek 58: Rovnostranný trojúhelník se v otoèení R(T, 120◦) zobrazí sám na sebe.
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5.11 Cvièení: Otoèení

1. Najdìte souøadni
e obrazu bodu B = [1, 2] v otoèení v E2 kolem støedu S =
[3,−4] o úhel α = 420◦. Napi¹te rovni
e této shodnosti.

2. Rota
e kolem bodu S = [2; 1] v E2 zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A′. Najdìte
souøadni
e bodu A′, jestli¾e pro úhel rota
e α platí α = 2

3π.

3. Najdìte souøadni
e støedu a úhel rota
e, která je dána rovni
emi: x′ = 3
5x− 4

5y+
1, y′ = 4

5x+ 3
5y − 2.

4. Jsou dány dvì shodné úseèky AB, CD. Urèete otoèeení, které zobrazí A na C a

B na D.

5. Je dána kru¾ni
e k(S; r) a bod P 6= S. Bodem P veïte pøímku, na které kru¾ni
e

vytíná úseèku dané velikosti d.

6. Jsou dány rùzné rovnobì¾né pøímky a, b, c a bod A, který le¾í na pøím
e a.

Sestrojte v¹e
hny rovnostranné trojúhelníky ABC, jeji
h¾ vr
holy B,C le¾í po øadì

na pøímká
h b, c.

Otoèení - Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

7. Najdìte rovni
e obrazu pøímky p v rota
i v E2 kolem støedu S = [−2; 1] o úhel

α = π
6
, jestli¾e p : x− y + 1 = 0.

8. Je dána kru¾ni
e k(S; r), bod B a úseèka délky d (d < 2r). Sestrojte tìtivu XY

kru¾ni
e k délky d tak, aby byla vidìt z bodu B pod úhlem 60◦.

9. Jsou dány dvì rovnobì¾né pøímky a, b a mimo nì bod C. Sestrojte rovnostranný
trojúhelník ABC tak, aby jeho vr
holy A,B le¾ely po øadì na pøímká
h a, b.

10. Jsou dány kru¾ni
e k, pøímka p a bod A le¾í
í vnì k. Sestrojte rovnostranný

trojúhelník s vr
holem v bodì A tak, aby zbývají
í vr
holy le¾ely na k a na p.

11. Je dána kru¾ni
e k(S; 3cm) a bod A (|SA| = 1.5cm). Sestrojte v¹e
hny tìtivy

XY kru¾ni
e k o dél
e 5.5cm, které pro
házejí bodem A.

12. Pøi odvalování kru¾ni
e po pøím
e se body soustavy spojené s kru¾ni
í pohybují

po trajektorií
h, kterým se øíká 
ykloidy. Rozli¹ujeme tøi typy 
ykloid, v závislosti

na tom, zda bod le¾í vnì, na nebo uvnitø kru¾ni
e. Zobrazte tyto køivky pomo
í

programu GeoGebra.
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5.12 Posunutí (Transla
e)

Posunutí (té¾ transla
e) je urèeno smìrem a velikostí (tj. kam a jak daleko rovinu

posuneme). Oba tyto údaje se dají vyjádøit jedním vektorem, vektorem posunutí.

Posunutí s vektorem posunutí ~p znaèíme T (~p). Pokud je posunutí dáno orientova-

nou úseèkou

−→
AB, s poèáteèním bodem A a kon
ovým bodem B, znaèíme ho T (−→AB).

Posunutí je pøímou shodností. Nemá ¾ádný samodru¾ný bod (v¹e
hny body se posu-

nou), ale má samodru¾né v¹e
hny smìry (pøímka se posunutím zobrazí na pøímku

s ní rovnobì¾nou). Posunutí není involutorním zobrazením, viz str. 49.

Obrázek 59: Posunutí T (~p)

De�ni
e 22 (Posunutí). Posunutí (té¾ transla
e) je zobrazení, které ka¾dému bodu

X roviny pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e platí

−−→
XX ′ = ~p, tj. X ′ = X + ~p, kde ~p, vektor

posunutí, je vektor vyjadøují
í smìr a velikost posunutí, který je urèen orientovanou

úseèkou

−→
AB, tj. platí ~p = B − A, viz Obr. 60. Zobrazení znaèíme T (~p).

Obrázek 60: Posunutí T (~p)
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Samodru¾né body, smìry a pøímky posunutí

Posunutí (transla
e) nemá ¾ádný samodru¾ný bod a zobrazuje pøímku do pøímky

s ní rovnobì¾né, tj. má v¹e
hny smìry samodru¾né. Samodru¾nými pøímkami, tj.

pøímkami, které se posunutím zobrazí samy na sebe, jsou pøímky rovnobì¾né se

smìrem posunutí.

Analyti
ké vyjádøení posunutí T(~p) v rovinì

Pro T : X −→ X ′, kde ~p = (p1, p2) je nalezení rovni
, které popisují vztah mezi

souøadni
emi vzoruX[x, y] a jeho obrazuX ′[x′, y′] velmi jednodu
hé. Jak je uvedeno

v de�ni
i 22 a jak je vidìt z Obr. 61, pro vzor X a jeho obraz X ′ platí

X ′ = X + ~p. (58)

Po dosazení souøadni
 bodù X, X ′ a vektoru ~p dostaneme rovnost

[x′, y′] = [x, y] + (p1, p2), (59)

kterou kdy¾ upravíme

[x′, y′] = [x+ p1, y + p2]

a rozepí¹eme po slo¾ká
h, dostaneme analyti
ké vyjádøení posunutí T (~p) daného

vektorem ~p = (p1, p2)

x′ = x+ p1, (60)

y′ = y + p2.

Obrázek 61: Posunutí T (~p) :X ′ = X + ~p, Y ′ = Y + ~p, Z ′ = Z + ~p
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PØÍKLAD 5.26. Napi¹te rovni
e posunutí T (~u), je-li ~u = (−3, 7).

Øe¹ení: Jednodu¹e dosadíme do rovni
 (60):

x′ = x− 3,

y′ = y + 7.

PØÍKLAD 5.27. V posunutí T je obrazem bodu K[2,−4] bod K ′[−9, 3]. Napi¹te
rovni
e posunutí T .

PØÍKLAD 5.28. Sestrojte li
hobì¾ník, jsou-li dány velikosti jeho stran a, b, c, d.

Øe¹ení: Obe
ný ètyøúhelník není dán svými stranami jednoznaènì, viz Obr. 62.

V pøípadì li
hobì¾níku, do jeho¾ zadání automati
ky patøí po¾adavek na rovno-

Obrázek 62: Ètyøúhelník není dán délkami svý
h stran jednoznaènì

bì¾nost protilehlý
h základen (zbývají
í dvì strany nazýváme ramena), je tomu ale

jinak. Li
hobì¾ník je svými stranami urèen jednoznaènì, viz Obr. 63, vlevo. Tato

informa
e sama o sobì nás ale k øe¹ení nedovede. Máme-li tøi délky, trojúhelník

z ni
h sestrojíme snadno, pokud splòují trojúhelníkovou nerovnost

16

. V pøípadì ètyø

délek èlovìk nemusí hned vìdìt, jak zaèít. Uká¾eme si proto, ¾e k danému 
íli nás

dovede úvaha zalo¾ená na posunutí, kterou mù¾eme uplatnit právì díky rovnobì¾-

Obrázek 63: Sestrojte li
hobì¾ník ABCD, jsou-li dány jeho strany a, b, c, d

nosti základen li
hobì¾níku. Viz Obr. 63, vpravo. Posuneme-li stranu AD délky d

16

Souèet dvou stran libovolného trojúhelníku je vìt¹í ne¾ strana zbývají
í.
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v posunutí daném vektorem

−−→
DC, zobrazí se vr
hol D do vr
holu C a vr
hol A do

bodu E. Vznikne tak trojúhelník ∆EBC, jeho¾ v¹e
hny strany známe a umíme

ho proto sestrojit. Platí toti¾, ¾e |EB| = a − c, |BC| = b a |CE| = d. Postup

konstruk
e li
hobì¾níku ABCD je proto zøejmý. Nejprve sestrojíme AB, potom

trojúhelník ∆EBC, jeho vr
holem C vedeme rovnobì¾ku s AB a naneseme na ní

délku c. Tím dostaneme poslední vr
hol li
hobì¾níku D, který tak dokonèíme spo-

jením D a A a nále¾itým zvýraznìním jeho stran. Poznamenejme je¹tì, ¾e stejného

výsledku by
hom samozøejmì dosáhli i posunutím strany BC ve smìru vektoru

−−→
CD

a následným uplatnìním postupu analogi
kému tomu, který je vý¹e popsán.

5.12.1 Posunutí jako slo¾ené zobrazení

Pøipomeòme si vìtu 5 na str. 62, která øíká, ¾e ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it

z nejvý¹e tøí osový
h soumìrností. Dosud jsme se zabývali tím, jak lze z osový
h

soumìrností slo¾it støedovou soumìrnost a otoèení. V obou pøípade
h jsme vystaèili

se dvìma osovými soumìrnostmi, v pøípadì støedové soumìrnosti byly jeji
h osy

kolmé, v pøípadì otoèení se pak jednalo o osy rùznobì¾né, svírají
í úhel polovièní

oproti úhlu otoèení. Nyní si uká¾eme, ¾e se dvìma osovými soumìrnostmi vystaèíme

i v pøípadì posunutí. Tentokrát v¹ak budou jeji
h osy rovnobì¾né. Na Obr. 64 je

Obrázek 64: O(o1) : ∆ABC → ∆A1B1C1, O(o2) : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, T (~p) : ∆ABC →

∆A′B′C ′

naznaèeno, jak lze posunutí T (~p), kde ~p =
−−→
AA′, získat postupným uplatnìní dvou

osový
h soumìrností O(o1), O(o2), jeji
h¾ osy jsou rovnobì¾né, kolmé na smìr po-

sunutí a jeji
h¾ vzdálenost je polovièní oproti velikosti posunutí.

Posunutí (transla
i) mù¾eme de�novat té¾ jako shodnost, která vznikne slo¾ením

dvou osový
h soumìrností s rovnobì¾nými a rùznými osami. Smìr posunutí je pøitom
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kolmý na smìr tì
hto os a jeho velikost je rovna dvojnásobku jeji
h vzdálenosti.

A naopak, ka¾dou transla
i lze rozlo¾it na dvì osové soumìrnosti s rovnobì¾nými

osami, z ni
h¾ jednu lze volit libovolné, kolmo na smìr transla
e a druhá je touto

volbou urèena jednoznaènì. Na Obr. 65 (interaktivní varianta je dostupná na ad-

rese https://www.geogebra.org/m/taa48mfx) vidíme posunutí T (~p), ve kterém se

Obrázek 65: Rozklad posunutí T (~p) je dán pouze polohou smìrem a velikostí posunutí

∆ABC zobrazuje na ∆A′B′C ′, rozlo¾ené na dvì osové soumìrnosti O(o1), O(o2)
dvìma rùznými zpùsoby. Jediné, 
o je tøeba pøi takovém rozkladu dodr¾et je to,

aby osy byly rovnobì¾né a kolmé na smìr posunutí a jeji
h vzdálenost byla rovna

polovinì velikosti vektoru posunutí ~p.

PØÍKLAD 5.29. Uva¾ujte dvì rùzná posunutí T1 a T2. Jaká v¹e
hna zobrazení Z
mohou vzniknout jeji
h slo¾ením?

Øe¹ení: K vy¹etøování skládání dvou rùzný
h posunutí mù¾ete vyu¾ít následují
í

applet: https://www.geogebra.org/m/aj�jgam

Obrázek 66: T1(~t1) : ∆ABC → ∆A1B1C1, T2(~t2) : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, Z : ∆ABC → ∆A′B′C ′
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5.13 Cvièení: Posunutí

Instruk
e: Cvièení è. 1 øe¹te pro Vámi zvolené hodnoty. U zbývají
í
h 
vièení potom

v¾dy proveïte rozbor pøíslu¹né úlohy, popi¹te její konstruk
i a nakone
 úlohu vyøe¹te

pro Vámi zvolené konkrétní zadání.

1. Sestrojte li
hobì¾ník, jsou-li dány velikosti jeho stran a, b, c, d.

2. Jsou dány pøímka p a dvì nesoustøedné kru¾ni
e k1(S1, r1), k2(S2, r2). Veïte

pøímku rovnobì¾nou s pøímkou p tak, aby na ní kru¾ni
e k1, k2 vytínaly shodné

tìtivy.

3. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD, jsou-li dány délky obou jeho základen a, c a obou

jeho úhlopøíèek e, f .

4. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a úseèka délky r. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e k se

støedem na pøím
e a, polomìrem r, které na pøím
e b vytínají tìtivu délky r.

Posunutí - Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

5. Sestrojte rovnobì¾ník, jsou-li dány délky jeho stran a velikost úhlu jeho úhlo-

pøíèek.

6. Sestrojte ètyøúhelník ABCD, jeho¾ úhlopøíèky svírají pravý úhel, jsou-li dány

velikosti úhlopøíèek |AC| = e, |BD| = f a velikosti úhlù |∠ABC| = 90◦, |∠ADC| =
δ.

7. Sestrojte ètyøúhelník ABCD, jsou-li dány velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b, |CD| = c, |DA| = d a od
hylka ω pøímek AD, BC.
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5.14 Posunutá soumìrnost (Posunuté zr
adlení)

Posunutá soumìrnost (té¾ posunuté zr
adlení) je shodné zobrazení, které vznikne

slo¾ením osové soumìrnosti a posunutí (pøitom nezávisí na jeji
h poøadí). Jeho vìr-

nou analogií z reálného svìta je vztah mezi otisky nohou pøi 
hùzi po pøím
e, viz

Obr. 67. Levá stopa se nejprve zobrazí v osové soumìrnosti podle osy o (na obrázku

Obrázek 67: Posunuté zr
adlení

viz X −→ X1), potom se její obraz posune ve smìru této osy v posunutí popsaném

vektorem ~p; ~p ‖ o (na obrázku viz X1 −→ X ′). Nejedná se tak o ¾ádné þumìléÿ zob-

razení, ale naopak, o geometri
ký jev, se kterým se setkáváme doslova na ka¾dém

kroku. Posunutá soumìrnost je urèena osou soumìrnosti a vektorem posunutí s ní

rovnobì¾ným. Posunutá soumìrnost je nepøímou shodností, nemá ¾ádné samodru¾né

body a má dva samodru¾né smìry, jeden rovnobì¾ný s osou soumìrnosti (tj. smìrem

posunutí), druhý na nìj kolmý. Pro oznaèení posunuté soumìrnosti není jeden za-

¾itý symbol, v rùzný
h publika
í
h

17

se setkáme s oznaèením Ps, Z nebo s. V tomto

textu pou¾ijeme pro posunutou soumìrnost oznaèení Ps.

De�ni
e 23 (Posunutá soumìrnost). Zobrazení slo¾ené z posunutí ve smìru

dané pøímky o a osové soumìrnosti podle osy o se nazývá posunutá soumìrnost (té¾

posunuté zr
adlení), viz Obr. 68.

Obrázek 68: Posunuté zr
adlení Ps : X → X ′

17

V daném poøadí se jedná o tyto publika
e:

POLÁK, Josef. Pøehled støedo¹kolské matematiky. 10. vydání. Praha: Prometheus, 2015.

POMYKALOVÁ, Eva. Matematika pro gymnázia: planimetrie. 4., upr. vyd. Praha: Prometheus, 2000.

KUØINA, Franti¹ek. Deset geometri
ký
h transforma
í. Praha: Prometheus, 2002.
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Samodru¾né body, smìry a pøímky posunuté soumìrnosti

Posunutá soumìrnost nemá samodru¾né body. Samodru¾nou pøímkou tohoto zobra-

zení je osa o. Samodru¾né smìry má dva, na sebe kolmé, smìr kolmý na osu a smìr

rovnobì¾ný s osou.

Analyti
ké vyjádøení posunuté soumìrnosti Ps

Posunutou soumìrností se nebudeme zabývat nijak detailnì, proto nám staèí, kdy¾

si zde odvodíme její analyti
ké vyjádøení jenom pro spe
iální pøípad, kdy je osa

soumìrnosti o toto¾ná se souøadni
ovou osou x, a odvození rovni
 pro obe
nou

polohu osy pøene
háme ètenáøi.

V¹e potøebné je znázornìno na Obr. 69, kde je za
hy
eno zobrazení trojúhelníku

∆ABC v posunuté soumìrnosti Ps de�nované osu o; o ≡ x, a vektorem ~p = (p1, 0).
Pro odvození rovni
 popisují
í
h vztah mezi souøadni
emi vzoru X[x, y] a obrazu

X ′[x′, y′] v Ps se zamìøíme spe
iálnì na vr
hol X trojúhelníku a jeho zobrazení

v O(o) na X1 a následné zobrazení X1 na X
′
, obraz bodu X v Ps. Postupným uplat-

Obrázek 69: Posunuté zr
adlení Ps : X → X ′

nìním vztahù pro zobrazení v osové soumìrnosti a v posunutí dostaneme analyti
ké

vyjádøení posunuté soumìrnosti (posunutého zr
adlení) dané osou soumìrnosti o v

ose x a vektorem posunutí ~p = (p1, 0), viz Obr. 69.

Ps : x′ = x+ p1,

y′ = −y.
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PØÍKLAD 5.30. Je dána pøímka p a dva body A,B v té¾e polorovinì s hranièní

pøímkou p Na pøím
e p sestrojte úseèku XY délky d tak, aby souèet |AX|+ |XY |+
|Y B| byl 
o nejmen¹í, viz Obr. 70.

Øe¹ení: Úloha velmi pøipomíná Heronùv problém, který byl námìtem pøíkladu 5.16

na str. 49. Jediný rozdíl je v tom, ¾e þkovboj se 
h
e s konìm je¹tì projít podél

øekyÿ, budeme-li se dr¾et oblíbené interpreta
e tohoto problému pomo
í pøíbìhu

kovboje a konì, kteøí se vra
ejí do stáje.

Obrázek 70: |AX|+ |XY |+ |Y B| = min

Navrhnìte kompletní postup øe¹ení této úlohy!

5.14.1 Posunutá soumìrnost jako slo¾ené zobrazení

Vìta 5 na str. 62 øíká, ¾e ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osový
h

soumìrností. Zatím jsme pou¾ili jednu, na samotnou osovou soumìrnost, nebo dvì,

na vytvoøení støedové soumìrnosti (dvì kolmé osy), otoèení (dvì rùznobì¾né osy) a

posunutí (dvì rovnobì¾né osy). Nyní, v souvislosti s posunutou soumìrností, koneènì

pøi
hází 
hvíle pro tøi osy.

Posunutou soumìrnost lze slo¾it ze tøí osový
h soumìrností s rùznobì¾nými osami,

které v¹e
hny tøi nemají spoleèný bod. Tuto skuteènost ilustruje Obr. 71 (Interak-

tivní obrázek viz https://www.geogebra.org/m/avrrbx2j). Jsou zde zobrazeny tøi

(èerné) rùznobì¾né osy o1, o2, o3, které pøíslu¹ejí osovým soumìrnostem O1(o1),
O2(o2) a O3(o3), a jedna (èervená) osa o, která pøíslu¹í posunuté soumìrnosti Ps

vytvoøené slo¾ením O3 ◦O2 ◦O1 (skládání zobrazení viz de�ni
e 20 na str. 61). Troj-

úhelník ∆ABC se zobrazí v O1(o1) na trojúhelník ∆A1B1C1, ten potom v O2(o2)

na ∆A2B2C2 a ten nakone
 v O3(o3) na výsledný trojúhelník ∆A′B′C ′. Stejný troj-

úhelník ∆A′B′C ′ je pak také výsledkem zobrazení ∆ABC v posunuté soumìrnosti

Ps s osou o a vektorem posunutí ~p. Jako mezikrok tohoto zobrazení je znázornìn

∆AoBoCo, obraz ∆ABC v O(o).
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Obrázek 71: Posunutá soumìrnost vznikne slo¾ením tøí osový
h soumìrností s rùznobì¾nými osami,

které nemají spoleèný bod

Spe
iálním pøípadem popsaného slo¾ení posunuté soumìrnosti ze tøí rùznobì¾ný
h

os je situa
e, kdy úhel α mezi osami o1 a o2 je 90◦ a jeji
h slo¾ením tak vznikne

støedová soumìrnost. Tomu je vìnována následují
í vìta

Vìta 7. Posunuté zr
adlení se dá slo¾it z osové a støedové soumìrnosti, pøièem¾

støed støedové soumìrnosti nele¾í na ose osové soumìrnosti.

PØÍKLAD 5.31. Ne
h» AB, A′B′ jsou rùznobì¾né a shodné úseèky. Doka¾te, ¾e

existuje posunuté zr
adlení nebo osová soumìrnost, které pøevádìjí body A, B po

øadì v body A′, B′.

Øe¹ení: To, ¾e pro dvì stejnì dlouhé rùznobì¾né úseèky je v¾dy mo¾né najít posunu-

tou soumìrnost, která jednu úseèku zobrazuje na druhou, je zøejmé z Obr. 72. Osa

o pro
hází støedem F úseèky spojují
í A a A′ rovnobì¾nì s osou u úhlu pøímek AB

a A′B′. Velikost posunutí je rovna vzdálenosti bodù A1 a A′, kde A1 je obrazem A
v O(o).
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Obrázek 72: Posunuté zr
adlení Ps : AB → A′B′

5.15 Cvièení: Posunutá soumìrnost

1. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a na ni
h dva body A 6= B (A na a, B na b).
Urèete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY | a dále aby:

a) XY ‖ p, kde p je daná pøímka;

b) XY = d, kde d je pøedem daná úseèka;


) støed úseèky XY le¾el na dané pøím
e q.

2. Napi¹te rovni
e shodnosti roviny E2, která vznikne slo¾ením tøí osový
h soumìr-

ností s osami o1, o2, o3 postupnì o rovni
í
h: x = 0, y = 0, x− 2y = 0.
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5.16 Identita

Identita je shodností, v ní¾ se ka¾dý bod roviny zobrazí sám na sebe. Identitu zna-

èíme I a pro v¹e
hny bodyX roviny platí I : X −→ X. V identitì jsou tedy v¹e
hny

body i smìry samodru¾né.

Obrázek 73: Identita; v¹e
hny body roviny jsou samodru¾né

Identita je neutrálním prvkem grupy shodností v rovinì, viz str. 4 a 89. Je výsledkem

slo¾ení libovolné shodnosti se zobrazením k ní inverzním.

Inverzní zobrazení k zobrazení Z znaèíme Z−1. Pøitom inverzním zobrazením k osové

soumìrnosti O(o) je sama tato soumìrnost, tj. O(o) ◦O(o) = I, inverzním zobraze-

ním ke støedové soumìrnosti S(S) je opìt sama tato soumìrnost, tj. S(S)◦S(S) = I.
V pøípadì otoèení R(S, α) je inverzním zobrazením otoèení se stejným støedem, ale

opaèným úhlem R−1(S, α) = R(S,−α), tj. R(S,−α) ◦ R(S, α) = I a pro posunutí

T (~p) je inverzním zobrazením posunutí s opaèným vektorem T −1(~p) = T (−~p), tj.
T (−~p) ◦ T (~p) = I. Koneènì pro posunutou soumìrnost Ps(o, ~p) je inverzním zob-

razením posunutá soumìrnost Ps−1(o, ~p) = Ps(o,−~p), tj. Ps(o,−~p) ◦ Ps(o, ~p) = I.

Obrázek 74: Identita I jako výsledek O(o) ◦ O(o)
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Z vý¹e uvedený
h vztahù pro vznik identity slo¾ením shodnosti s k ní inverzním

zobrazením vyplývá, ¾e identita mù¾e sehrát významnou roli také pøi identi�ka
i

involutorního zobrazení (involu
e), viz str. 49. Mù¾eme øí
i, ¾e shodnost v rovinì je

involu
í právì tehdy, kdy¾ výsledkem jejího slo¾ení sama se sebou je identita, jinak

øeèeno, kdy¾ je shodnost sama sobì inverzním zobrazením. Viz Obr. 74. Trojúhelník

∆ABC se nejprve vO(o) zobrazí na∆A1B1C1, který se následnì opìt vO(o) zobrazí
zpìt na ∆ABC. Platí tedy, ¾e O(o) ◦ O(o) = I

PØÍKLAD 5.32. Pro zbývají
í involu
e z mno¾iny shodností v rovinì sestrojte

v GeoGebøe obrázky ilustrují
í jeji
h slo¾ení sama se sebou analogi
ký Obr. 74.

(Ulo¾te na svùj pro�l a po¹lete odkaz)
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6 Skládání shodností v rovinì

Skládáním zobrazení jsme se zaèali zabývat v souvislosti se shodnostmi v rovinì,

konkrétnì vlastností, která øíká, ¾e ka¾dou shodnost v rovinì lze slo¾it z nejvý¹e tøí

osový
h soumìrností (viz vìta 5 na str. 62).

Skládáni zobrazení jsme proto de�novali ji¾ v kapitole 5.8.1 (de�ni
e 20). V kapi-

tolá
h po ní následují
í
h jsme pak zkoumali situa
e, ve který
h slo¾ením osový
h

soumìrností získáme konkrétní shodnosti.

Zde své seznamování se skládáním shodností zavr¹íme tím, ¾e na opera
i skládání

a na mno¾inu shodností budeme nahlí¾et jako na algebrai
kou strukturu. Prostøed-

ni
tvím øe¹ení nìkolika pøíkladù budeme zkoumat vlastnosti vybraný
h podmno¾in

mno¾iny shodností v rovinì. Uvedeme si té¾ dlouho slibovanou souvislost skládání

zobrazení s násobením mati
.

PØÍKLAD 6.1. V Eukleidovském prostoru E2 jsou dány dvì støedové soumìrnosti

S1 a S2. Urèete zobrazení Z1 = S2 · S1 a Z2 = S1 · S2.

Øe¹ení: Pro detailní prùzkum výsledkù skládání dvou støedový
h soumìrností pou-

¾ijte applet https://www.geogebra.org/m/kenjwtuy. Slo¾ením støedové soumìrnosti

S1 se støedem S1 a støedové soumìrnosti S2 se støedem S2 6= S1 vznikne posunutí T ,
viz Obr. 75. Je-li S1 ≡ S2 je S2S1 identita.

Obrázek 75: Skládání dvou støedový
h soumìrností S2(S2) ◦ S1(S1)

PØÍKLAD 6.2. Øe¹ením pøed
házejí
ího pøíkladu 6.1 jsme do¹li k poznatku, ¾e

slo¾ením dvou støedový
h soumìrností s rùznými støedy soumìrnosti S1 a S2, S2 6=
S1, vznikne posunutí T . Urèete velikost a smìr tohoto posunutí! Mù¾ete vyu¾ít applet

https://www.geogebra.org/m/kenjwtuy.
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PØÍKLAD 6.3. Mù¾e v rovinì existovat útvar, který má dva støedy soumìrnosti?

PØÍKLAD 6.4. V prostoru En je dáno posunutí T a støedová soumìrnost S Urèete

zobrazení Z1 = T ◦ S a Z2 = ST .

Øe¹ení: Vyu¾ijte applet https://www.geogebra.org/m/qjhsdabm. Jeho náhled pou-

¾ijte pro ilustra
i svého tvrzení (pøípadnì si vytvoøte vlastní).

PØÍKLAD 6.5. Rozhodnìte, jaké zobrazení vznikne slo¾ením transla
e T a rota
e

R, která není støedovou soumìrností. Uva¾ujte obì poøadí skládání tì
hto zobrazení.

Øe¹ení: Slo¾ením (v libovolném poøadí) transla
e T a rota
eR, která není støedovou
soumìrností, vznikne rota
e tého¾ smyslu i úhlu jako R (ov¹em ne se stejným støe-

dem). Tuto skuteènost si doká¾eme opìt s vyu¾itím toho, ¾e dané shodnosti mù¾eme

rozlo¾it na osové soumìrnosti. Vyu¾ijeme pøi tom mo¾nost svobodné volby první osy,

samozøejmì pøi za
hování urèují
í
h 
harakteristik pøíslu¹ného zobrazení. V pøípadì

otoèení mù¾eme volit první osu libovolného smìru, ov¹em tak, aby v¾dy pro
házela

støedem otoèení S, druhá osa je pak dána jednoznaènì, pro
hází S a s první osou

svírá úhel α/2, kde α je úhel otoèení, ví
e viz kapitola 5.10.1. V pøípadì posunutí

zase mù¾eme volit první osu libovolnì, ov¹em tak, aby byla kolmá na smìr posunutí,

druhá osa je s ní potom rovnobì¾ná ve vzdálenosti p/2, kde p je velikost posunutí,

ví
e viz kapitola 5.12.1.

Postupujeme dle Obr. 76. Otoèení R(S.α) je dáno dvìma rùznobì¾nými osami o1,

Obrázek 76: T (~p) ◦ R(S, α)

o2, pro
házejí
ími bodem S a svírají
ími úhel α/2. Posunutí T (~p) je potom dáno
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dvìma rovnobì¾nými osami o3 a o4, kolmými na smìr ~p a vzdálenými od sebe p/2, viz

Obr. 76, vlevo nahoøe. S 
ílem získat zobrazení, které vznikne slo¾ením tì
hto dvou

(víme, ¾e mù¾e být tvoøeno maximálnì tøemi osami), budeme nyní tato zobrazení

rozkládat na osové soumìrnosti s jinak, pro nás vhodnìji, orientovanými osami.

Zaèneme tím, ¾e otoèení R(S.α) rozlo¾íme na osové soumìrnosti s osami o1, o2 (asi
by
h mìl pro tyto osy pou¾ívat jiná oznaèení, kdy¾ se jedná o nové pøímky, ale ètenáø

mi jistì promine toto zjednodu¹ení) tak, aby o2‖o3, viz Obr. 76, vpravo nahoøe.
Nyní navá¾eme zmìnou reprezenta
e posunutí T (~p). Osu o3 volíme tak, aby byla

toto¾ná s o2, tj. o3 ≡ o2. Nová osa o4 je s ní po
hopitelnì rovnobì¾ná ve vzdálenosti

p/2, viz Obr. 76, vlevo dole. Zdùraznìme, ¾e v dùsledku rovnobì¾nosti s o3 svírá

i osa o4 s o1 úhel α/2.

Jak víme z kapitoly 5.16, slo¾ením dvou osový
h soumìrností s toto¾nými osami (tj.

slo¾ením osové soumìrnosti sama se sebou) vznikne identita I. Proto¾e identita je

neutrálním prvkem vzhledem k opera
i skládání zobrazení (stejnì jako 0 vzhledem

k sèítání, nebo 1 vzhledem k násobení), mù¾eme pøi skládání její pøítomnost potlaèit

(stejnì jako a+0 = a nebo 1·a = a). Toto¾né osy o2, o3 proto z obrázku þodstranímeÿ.

Zùstanou tam jenom osy o1 a o4 svírají
í úhel α/2 ve stejném smyslu jako tomu bylo

u o1 a o2, ale, pozor, pro
házejí
í jiným spoleèným bodem S ′, viz Obr. 76, vpravo

dole. Slo¾ením osový
h soumìrností s tìmito osami tak vznikne rota
eR(S ′, α). Tím
jsme potvrdili správnost tvrzení uvedeného na zaèátku tohoto øe¹ení.

6.1 Shodnosti pøímé a nepøímé vs. skládání zobrazení

Shodnosti rozdìlujeme na pøímé a nepøímé, viz str. 29. Pøímými shodnostmi jsou

identita, støedová soumìrnost, otoèení a posunutí. Nepøímými shodnostmi jsou osová

soumìrnost a posunutá soumìrnost.

Zajímá nás, jak se vlastnost pøímá/nepøímá shodnost reprodukuje skládáním zob-

razení.

Opìt vyu¾ijeme skuteènost, ¾e shodnosti v rovinì lze skládat z osový
h soumìrností.

Porovnáme-li vý¹e uvedený pøehled pøímý
h a nepøímý
h shodností s tím, 
o víme

o ka¾dé z ni
h z hlediska jejího skládání z osový
h soumìrností, mù¾eme øí
i, ¾e

pøímou shodnost lze rozlo¾it na sudý poèet osový
h soumìrností, zatím
o nepøímou

shodnost lze rozlo¾it na li
hý poèet osový
h soumìrností.

Z øe¹ení pøíkladu 6.5 vyplývá, ¾e pøi skládání vìt¹ího poètu osový
h soumìrností

doká¾eme nìkteré z ni
h vzájemnì þanihilovatÿ, v¾dy se v¹ak musí jednat o dvo-

ji
i sousední
h os, viz osud os o2 a o3 v øe¹ení pøíkladu. Poèet skládaný
h osový
h
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soumìrností jsme tedy s
hopni sni¾ovat výhradnì po dvou! Odtud plyne tento zá-

vìr: Slo¾íme-li dvì shodnosti pøímé nebo dvì shodnosti nepøímé, dostaneme shodnost

pøímou; slo¾íme-li shodnost pøímou a nepøímou, vznikne shodnost nepøímá.

PØÍKLAD 6.6. Zdùvodnìte vý¹e uvedené tvrzení: þSlo¾íme-li dvì shodnosti pøímé

nebo dvì shodnosti nepøímé, dostaneme shodnost pøímou; slo¾íme-li shodnost pøímou

a nepøímou, vznikne shodnost nepøímá.ÿ

6.2 Grupa shodností v rovinì

Na¹e dosavadní poznatky získané øe¹ením pøíkladù vìnovaný
h skládání shodností

v rovinì nasvìdèují tomu, ¾e mno¾ina shodností v rovinì spolu s opera
í skládání

zobrazení tvoøí grupu

1

. Nìkteré podmno¾iny mno¾iny shodností naví
 tvoøí spolu

s opera
í skládání zobrazení podgrupy, tj. podmno¾iny mno¾iny shodností v rovinì,

které samy splòují de�ni
i grupy.

PØÍKLAD 6.7. Vyslovte argumenty potvrzují
í pravdivost alespoò dvou z násle-

dují
í
h ètyø tvrzení:

(a) V¹e
hny shodnosti v rovinì tvoøí grupu GS.

(b) V¹e
hny pøímé shodnosti tvoøí podgrupu G′S grupy GS.

(
) Mno¾ina v¹e
h transla
í doplnìná identitou, tvoøí grupu, která je podgrupou

grupy pøímý
h shodností.

(d) Mno¾ina v¹e
h transla
í a støedový
h soumìrností, doplnìná identitou, tvoøí pod-

grupu grupy G′S.

PØÍKLAD 6.8. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC. Najdìte v¹e
hny shodnosti,

které pøevádìjí tento trojúhelník do nìho samého. Zkoumejte vlastnosti mno¾iny

tì
hto shodností spolu s opera
í skládání shodností.

1

Mno¾inu G, v ní¾ je de�nována opera
e ◦ nazýváme grupou vzhledem k opera
i ◦ (znaèíme (G, ◦)), právì kdy¾:
a) Výsledek opera
e ◦ je pro ka¾dou dvoji
i prvkù G opìt prvkem G (øíkáme, ¾e opera
e ◦ je na G neomezenì

de�novaná, nebo, ¾e mno¾ina G je uzavøená vzhledem k opera
i ◦).
b) Opera
e ◦ je aso
iativní v mno¾inì G.


) Opera
e ◦ má neutrální prvek n ∈ G.

d) Ke ka¾dému prvku k ∈ G existuje inverzní prvek k−1 ∈ G vzhledem k opera
i ◦.
Je-li naví
 opera
e ◦ komutativní v mno¾inì G, nazýváme algebrai
kou strukturu (G, ◦) komutativní grupou.
(viz té¾ de�ni
e 1 na str. 4)
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6.3 Souvislost mezi skládáním a�nní
h zobrazení a násobením mati


V lineární algebøe jsme se nauèili algoritmus násobení mati
, u¾ivatelským zpùso-

bem, bez zdùvodnìní, proè se tato opera
e provádí zrovna daným zpùsobem. Nyní si

uká¾eme, ¾e postup násobení dvou mati
 je pøirozeným dùsledkem skládání a�nní
h

zobrazení

f : X ′ = AX + B. (61)

Pro zjednodu¹ení budeme uva¾ovat pouze lineární zobrazení, tj. a�nní transforma
e

s nulovým vektorem posunutí, v jeji
h¾ rovni
í
h (61) je B = 0 (nulová mati
e)

f : X ′ = AX. (62)

PØÍKLAD 6.9. Jsou dána lineární zobrazení f, g :

f :

[

x′

y′

]

=

[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

, g :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

x
y

]

.

Urèete mati
i M slo¾eného zobrazení

g · f :

[

x′

y′

]

= M ·
[

x
y

]

.

Øe¹ení: Uva¾ujme situa
i znázornìnou na Obr. 77. BodX[x, y] je a�nitou f zobrazen

Obrázek 77: Skládání a�nit f a g v rovinì

na bod X1[x1, y1], ten je pak a�nitou g zobrazen na bod X ′[x′, y′]. Tuto skuteènost

mù¾eme zapsat rovni
emi

X
f−→ X1 :

[

x1

y1

]

=

[

a b

c d

]

·
[

x

y

]

; X1
g−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B

C D

]

·
[

x1

y1

]

,

odkud po dosazení za

[

x1

y1

]

z první rovni
e do druhé dostáváme

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

. (63)
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Skládání a�nit znázornìné Obr. 77 ale mù¾eme zapsat i pomo
í rovni
. Platí

X
f−→ X1 :

x1 = ax + by

y1 = cx + dy
; X1

g−→ X ′ :
x′ = Ax1 + By1
y′ = Cx1 + Dy1

.

Potom po dosazení za x1 a y1 z první soustavy rovni
 do druhé dostaneme

X
g·f−→ X ′ :

x′ = A(ax+ by) + B(cx+ dy) = (Aa+ Bc)x + (Ab+Bd)y

y′ = C(ax+ by) + D(cx+ dy) = (Ca+Dc)x + (Cb+Dd)y
,

po pøepsání do mati
ového tvaru

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd
Ca+Dc Cb+Dd

]

·
[

x
y

]

. (64)

Z porovnání (63) a (64) je zøejmé, ¾e pro mati
i M slo¾ené a�nity g · f platí:

M =

[

A B
C D

]

·
[

a b
c d

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd
Ca+Dc Cb+Dd

]

. (65)

Rovnost (65) tak pøiná¹í známý algoritmus pro násobení dvou mati
.

PØÍKLAD 6.10. Øe¹ení pøíkladu 6.9 vyu¾ijte ke zdùvodnìní skuteènosti, ¾e sklá-

dání a�nit v rovinì není komutativní. Zobe
nìte na En.
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7 Klasi�ka
e shodností roviny

V kapitolá
h 5.1{5.4 jsme se zevrubnì zabývali algebrai
kou reprezenta
í a�nit v ro-

vinì a podmínkami, kdy se jedná o shodnosti. Vìnovali jsme se výpoètùm samod-

ru¾ný
h bodù a smìrù shodností a zmínili jsme jeji
h dùle¾itost pro identi�ka
i

konkrétní shodnosti z její
h rovni
. Zde na toto sna¾ení navá¾eme, aby
hom si uká-

zali pøekvapivì jednodu
hý obe
ný zápis shodností v rovinì, a aby
hom si následnì

ukázali, jak lze z rovni
 a�nity, pou¾itím nástrojù lineární algebry a uplatnìním zna-

lostí o samodru¾ný
h bode
h a smìre
h, získat kompletní pøehled shodností v rovinì,

o kterém hovoøíme jako o úplné klasi�ka
i shodností v rovinì.

My¹lenka úplné klasi�ka
e shodností

Klasi�ka
e shodností roviny je zalo¾ena na výpoètu samodru¾ný
h bodù a smìrù

zobrazení, které je dáno rovni
í

f : X ′ = A ·X + B. (66)

Viz té¾ (21) a (22) na stranì 25. Postup tohoto výpoètu a zpùsob identi�ka
e pøíslu-

¹ného zobrazení pomo
í jeho samodru¾ný
h bodù a smìrù je ilustrován podrobným

øe¹ením pøíkladu 5.11 na straná
h 41{45.

Dùle¾itým poselstvím této kapitoly je pøedstavení jednodu
hého zápisu shodností

v rovinì ve formì soustavy rovni
, ve kterém jsou ji¾ zohlednìny podmínky (29) (viz

str. 26) za který
h jsou rovni
e a�nity (3) (viz str. 18) rovni
emi shodností. Toto

zjednodu¹ení dostaneme uplatnìním známé goniometri
ké identity sin2 α+cos2 α =
1. Ka¾dá pøímá shodnost je dána rovni
emi ve tvaru

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1,
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2,

(67)

zatím
o ka¾dá nepøímá shodnost je dána rovni
emi

x′1 = x1 cosα + x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα − x2 cosα + b2.

. (68)

PØÍKLAD 7.1. Vypoèítejte determinanty mati
 transforma
í daný
h soustavami

(67) a (68). Dejte do souvislosti znaménko tohoto determinantu a otázku, zda se

jedná o pøímou nebo nepøímou shodnost.
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Klasi�ka
e shodností roviny

Z podmínky AT · A = E plyne, ¾e a�nní zobrazení urèené rovni
emi

x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

je shodností právì tehdy, kdy¾ platí rovnosti

a211 + a221 = a212 + a222 = 1

a11a12 + a21a22 = a12a11 + a22a21 = 0

Vzhledem k platnosti vztahu sin2 α + cos2 α = 1 je zøejmé, ¾e existuje úhel α ∈
〈0◦; 360◦) takový, ¾e lze napsat

a11 = cosα,

a21 = sinα,

a12 cosα + a22 sinα = 0,

a22 = ε cosα,

a12 = −ε sinα, kde ε = ±1.

Hodnota ε urèuje, zda se jedná o shodnost pøímou (ε = 1) nebo nepøímou (ε = −1).

I. Pøímé shodnosti

Ka¾dou pøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovni
emi ve tvaru

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1,
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2.

Samodru¾né body

Samodru¾né body pøímé shodnosti jsou øe¹ením soustavy rovni


x1(1− cosα) + x2 sinα = b1,

−x1 sinα+ x2(1− cosα) = b2.
(69)

Nejprve nás bude zajímat pøímá shodnost v rovinì, která má právì jeden samodru-

¾ný bod. Soustava (69) má právì jedno øe¹ení, pokud je regulární, tj. pokud pro její

determinant platí

∣

∣

∣

∣

(1− cosα), sinα
− sinα, (1− cosα)

∣

∣

∣

∣

6= 0.
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Po úpravì dostaneme

2(1− cosα) 6= 0,


o¾ vede k podmín
e

cosα 6= 1.

Tak dostáváme

1) OTOÈENÍ (ROTACI).

Staèí volit poèátek soustavy souøadné v onom jediném samodru¾ném bodì a dosta-

neme známé vyjádøení otoèení kolem poèátku o úhel α:

x′1 = x1 cosα− x2 sinα,

x′2 = x1 sinα + x2 cosα.

Samodru¾né smìry

Samodru¾né smìry (tj. vektory tì
hto smìrù) pøímé shodnosti jsou netriviálním

øe¹ením soustavy homogenní
h rovni


u1(λ− cosα) + u2 sinα = 0,

−u1 sinα + u2(λ− cosα) = 0.
(70)

Ta má netriviální (tj. nekoneènì mnoho) øe¹ení právì tehdy, kdy¾ je splnìna 
ha-

rakteristi
ká rovni
e pøímé shodnosti v rovinì

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), sinα
− sinα, (λ− cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0. (71)

Úpravou (71) dostaneme rovni
i

(λ− cosα)2 + sin2 α = 0,

která je splnìna za pøedpokladu, ¾e sinα = 0 a zároveò cosα = λ, kde λ = ±11.

Pro cosα = −1 dostáváme

2) STØEDOVOU SOUMÌRNOST

s analyti
kým vyjádøením

x′1 = −x1 + b1,

x′2 = −x2 + b2.

1

Pro shodná zobrazení je |λ| = 1. Jinak by vektor ~u samodru¾ného smìru v zobrazení ϕ(~u) = λ~u neza
hoval svou

velikost.
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Je-li cosα = 1, dostaneme pro b1 = b2 = 0,

3) IDENTITU

x′1 = x1

x′2 = x2

a pro b1 6= 0 ∨ b2 6= 0

4) POSUNUTÍ

x′1 = x1 + b1
x′2 = x2 + b2.

II. Nepøímé shodnosti

Ka¾dou nepøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovni
emi ve tvaru

x′1 = x1 cosα + x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα − x2 cosα + b2.

Samodru¾né smìry

K vy¹etøení nepøímý
h shodností pou¾ijeme samodru¾né smìry. Øe¹ením 
harakte-

risti
ké rovni
e

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), − sinα

− sinα, (λ+ cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0, (72)

dostaneme podmínku

λ = ±1,
která odpovídá tomu, ¾e uva¾ované zobrazení má dva navzájem kolmé samodru¾né

smìry. Jeden, pro λ = 1, se za
hovává, druhý, pro λ = −1, se mìní v opaèný. Volme

soustavu souøadnou tak, aby osa x mìla smìr odpovídají
í λ = 1. Smìr osy y pak

zøejmì odpovídá λ = −1. Potom je nepøímá shodnost popsána rovni
emi

x′1 = x1 + b1
x′2 = −x2 + b2.

Pokud je b1 = 0, má uva¾ované zobrazení pøímku samodru¾ný
h bodù a jedná

se tedy o

5) OSOVOU SOUMÌRNOST

x′1 = x1

x′2 = −x2 + b2.

Pokud je ale b1 6= 0, má pouze samodru¾nou pøímku a jedná se o

6) POSUNUTÉ ZRCADLENÍ.
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7.1 Tøi osové soumìrnosti staèí

Ne¾ opustíme téma shodností v rovinì, naznaèíme si zde dùkazy dvou þikoni
ký
hÿ

vìt o shodnoste
h v rovinì. Konkrétnì se jedná o vìtu 3 (O urèenosti shodného

zobrazení v rovinì) na str. 24, která ve struènosti øíká, ¾e k zavedení shodnosti

v rovinì (shodné transforma
e roviny na sebe) nám staèí umístit do ní odpovídají
ím

zpùsobem dvoji
i shodný
h trojúhelníkù, které jsou ve vztahu vzor a obraz v této

shodnosti, a o vìtu 5, viz str. 62, ke které jsme se v minulý
h partií
h hojnì obra
eli,

a která øíká, ¾e ka¾dou shodnost v rovinì lze slo¾it z nejvý¹e tøí osový
h soumìrností.

Vìta. Shodné zobrazení v rovinì je jednoznaènì urèeno libovolnými tøemi nekoline-

árními body A,B, C a tøemi nekolineárními body A′, B′, C ′, které jsou po øadì jeji
h

obrazy.

Dùkaz. My¹lenka dùkazu je za
hy
ena v appletu https://www.geogebra.org/m/RYaKE4Jw.

Dìj, který je obsa¾en v tomto dynami
kém obrázku si nyní rozdìlíme do jednotli-

vý
h fází, viz Obr. 78. Máme na mysli nìjakou shodnost v rovinì a 
h
eme najít

Obrázek 78: K zavedení shodnosti v rovinì potøebujeme tøi nekolineární body A,B,C a jeji
h obrazy

A′, B′, C ′
v této shodnosti.

obraz bodu X v této shodnosti, viz Obr. 78, vlevo nahoøe. Ptáme se, kolik dvoji


bodù ve vztahu vzor{obraz v uva¾ovaném zobrazení musíme znát, aby
hom mohli

libovolný bod X bezpeènì zobrazit. Uva¾ujeme-li jednu dvoji
i, A a A′, je to málo.

Aby byla splnìna de�ni
e shodnosti, musí platit |A′X ′| = |AX|. Takový
h bodù je
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ale nekoneènì mnoho, vyplòují 
elou kru¾ni
i se støedem A′ a polomìrem |AX|, viz
Obr. 78, vpravo nahoøe. Pøidáme tedy dal¹í dvoji
i B, B′. Potom musí platit neje-

nom |A′X ′| = |AX|, ale také |B′X ′| = |BX| a samozøejmì rovnì¾ |A′B′| = |AB|.
Poèet mo¾ností pro umístìní X ′ se tím podstatnì sní¾il, u¾ jsou jenom dvì, viz

Obr. 78, vlevo dole, poøád to ale není jednoznaèné urèení obrazu X ′, které po¾adu-
jeme. To nastane a¾ pøidáním tøetí dvoji
e C, C ′, tak aby ani A,B, C, ani A′, B′, C ′

nele¾eli v jedné pøím
e, viz Obr. 78, vpravo dole. Shodné zobrazení v rovinì je tedy

jednoznaènì urèeno dvoji
í shodný
h trojúhelníkù ∆ABC a ∆A′B′C ′. Co by na-

stalo, kdyby body A,B, C, resp. A′, B′, C ′ byly kolineární snadno zjistíte pomo
í

vý¹e uvedeného appletu.

Právì dokázanou vìtu o urèenosti shodného zobrazení v rovinì (jinak se jedná o

vìtu 3 ze str. 24) nyní pou¾ijeme pøi dùkazu vìty následují
í (uvedena jako vìta 5

na str. 62).

Vìta. Ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osový
h soumìrností.

Dùkaz. Z vìty o urèenosti shodného zobrazení v rovinì víme, ¾e shodnost v rovinì

je jednoznaènì urèena dvoji
í shodný
h trojúhelníkù ve vztahu vzor a obraz v této

shodnosti. Staèí tedy dokázat, ¾e pro zobrazení trojúhelníku, øeknìme ∆ABC, na

jakýkoliv jiný s ním shodný trojúhelník potøebujeme nejvý¹e tøi osové soumìrnosti.

Jak vidíme na Obr. 79, kde je postup tohoto dùkazu znázornìn pro pøímo i nepøímo

shodné trojúhelníky∆ABC a ∆A′B′C ′, nejedná se o ni
 slo¾itého. Staèí postupovat

Obrázek 79: K þpøe
hoduÿ mezi dvìma trojúhelníky ∆ABC a ∆A′B′C ′
pou¾ijeme v pøípadì pøímé

shodnosti dvì osové soumìrnosti (vlevo), v pøípadì nepøímé shodnosti tøi osové soumìrnosti (vpravo).

systemati
ky. Cílem je, skládat osové soumìrnosti dokud se koneèný obraz ∆ABC

nebude krýt s ∆A′B′C ′. Zaèneme sestrojením osy o1 úseèky AA′, potom v osové

soumìrnosti O(o1) zobrazíme ∆ABC na ∆A1B1C1. Tím jsme bod A ji¾ þdovezliÿ

do 
íle, proto¾e A1 ≡ A′. Pokraèujeme sestrojením osy o2 úseèky B1B
′
(v pøípadì

pøímé shodnosti je zároveò osou C1C
′
). Potom zobrazíme ∆A1B1C1 v O(o2). V pøí-

padì pøímé shodnosti jsme ji¾ dosáhli 
íle, výsledný trojúhelník se kryje (je toto¾ný)
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s ∆A′B′C ′, viz Obr. 79, vlevo. V pøípadì nepøímé shodnosti musíme je¹tì sestro-

jit osu o3, aby se v O(o3) trojúhelník ∆A2B2C2 zobrazil na ∆A′B′C ′, viz Obr. 79,
vpravo. Uvedený postup konstruk
e os a zobrazování trojúhelníkù si prakti
ky vy-

zkou¹ejte pomo
í appletu https://www.geogebra.org/m/erviiUBL.
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8 Podobná zobrazení

V úvodu kapitoly 5 na str. 23 je øeèeno, ¾e zatím
o shodnost za
hovává rozmìry

i tvar útvaru, podobnost, pøesnìji vlastní podobnost, jak si za 
hvíli upøesníme,

za
hovává jenom tvar, rozmìry se mìní. Jak ale matemati
ky postihnout þza
hování

tvaruÿ? Místo za
hování tvaru mù¾eme hovoøit také o za
hování propor
í, tj. pomìrù

Obrázek 80: Podobné útvary

rozmìrù útvaru. Napøíklad oba obdélníky ABCD a EFGH na Obr. 81 mají shodný

Obrázek 81: U podobný
h útvarù se shodují pomìry sobì odpovídají
í
h rozmìrù

pomìr vý¹ky a ¹íøky,

b

a
=

4

3
,

f

e
=

8

6
=

4

3
.

Jsou tedy podobné. Øekli by
hom, ¾e þvypadají stejnìÿ, akorát jsou þrùznì velkéÿ,

EFGH je vìt¹í ne¾ ABCD. Tento jeji
h vzájemný vztah vyjádøíme koe�
ientem

(pomìrem) podobnosti, èíslem, které udává, kolikrát jsou zmìnìny rozmìry jednoho

z ni
h vùèi odpovídají
ím rozmìrùm toho druhého. Pomìr podobnosti obdélníku

EFGH vzhledem k ABCD je roven

e

a
=

f

b
= 2,
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ka¾dý jeho rozmìr je tedy dvakrát vìt¹í ne¾ odpovídají
í rozmìr ABCD. Trojúhel-

Obrázek 82: U podobný
h útvarù se shodují pomìry sobì odpovídají
í
h rozmìrù

níky ∆ABC a ∆KLM na Obr. 82 jsou také podobné. Snadno ovìøíme, ¾e pomìry

odpovídají
í
h si dvoji
 stran (stranám a, b, c odpovídají v daném poøadí strany

k, l,m) jsou i v jeji
h pøípadì shodné

a

b
=

k

l
= 2,

a

c
=

k

m
=

4

3
,

b

c
=

l

m
=

2

3
.

Pomìr jeji
h podobnosti, pokud uva¾ujeme, ¾e ∆KLM þvzniklÿ z ∆ABC, je

k

a
=

l

b
=

m

c
=

3

2
.

Na str. 23 jsme v souvislosti se shodností uvedli, ¾e invariantem shodného zobrazení

je vzdálenost, zde tedy mù¾eme prohlásit, ¾e invariantem podobného zobrazení je

pomìr vzdáleností.

PØÍKLAD 8.1. Urèete pomìry obsahù dvoji
 podobný
h útvarù na Obr. 81 a 82.

Koe�
ient podobnosti je klíèovým pojmem následují
í de�ni
e podobného zobrazení.

Pozorný ètenáø si jistì v¹imne, ¾e je to také jediný pojem, kterým se tato de�ni
e

odli¹uje od de�ni
e shodného zobrazení 15 na str. 23.

De�ni
e 24 (Podobné zobrazení). Geometri
ké zobrazení f se nazývá þpodobné

zobrazeníÿ, jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro ka¾dé dva body X, Y

uva¾ovaného prostoru (v na¹em pøípadì se bude jednat pøevá¾nì o rovinu) a jeji
h

obrazy X ′, Y ′ platí:
|X ′Y ′| = k|XY |. (73)

Èíslo k se nazývá koe�
ient podobného zobrazení f .
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Poznámka. Podobná zobrazení, u ni
h¾ vzory i obrazy patøí do tého¾ prostoru,

napø. roviny, nazýváme podobné transforma
e roviny zkrá
enì podobnosti. Potom

hovoøíme napø. o podobnoste
h v rovinì

18

nebo o podobnoste
h v trojrozmìrném

prostoru.

Vlastní podobnosti

Jak u¾ bylo øeèeno, de�ni
e podobného zobrazení 24 se od de�ni
e shodného zobra-

zení 15 li¹í pouze pøítomností koe�
ientu podobnosti k. Proto¾e hodnota k = 1 není

de�ni
í 24 vylouèena, je zøejmé, ¾e pro toto k se podobnost stává shodností. Proto

podobnosti s koe�
ientem k 6= 1 nazýváme vlastní podobnosti.

Samodru¾né body vlastní podobnosti Pøesto¾e pojem vlastní podobnost pøed-

stavuje pomìrnì obe
né vymezení zobrazení v rovinì, mù¾eme ji¾ na této úrovni

odhalit zajímavou skuteènost o samodru¾ný
h bode
h. Platí toti¾ následují
í vìta.

Vìta 8. Ka¾dá vlastní podobnost má právì jeden samodru¾ný bod.

Dùkaz. Dùkaz této vìty se provádí ve dvou kro
í
h. Nejprve doká¾eme, ¾e vlastní

podobnost (tj. podobnost s koe�
ientem k ∈ R+ − {1}) nemù¾e mít ví
e ne¾ jeden

samodru¾ný bod, potom doká¾eme, ¾e musí mít aspoò jeden. Dohromady nám tedy

vyjde, ¾e vlastní podobnost musí mít právì jeden samodru¾ný bod. My¹lenka dùkazu

prvního dílèího tvrzení je naznaèena v komentáøi øe¹ení následují
ího pøíkladu 8.2.

Dùkazem druhého tvrzení se zde zabývat nebudeme (To v¹ak neznamená, ¾e se o to

ètenáø nemù¾e pokusit sám).

PØÍKLAD 8.2. Pokuste se najít argumenty pro vý¹e uvedené tvrzení, ¾e vlastní

podobnost nemù¾e mít ví
e ne¾ jeden samodru¾ný bod

Øe¹ení: Pravdivost tvrzení snadno doká¾eme sporem. Pøedpokládejme, ¾e platí ne-

ga
e tohoto tvrzení, tj. vlastní podobnost má ví
e ne¾ jeden samodru¾ný bod. Uva-

¾ujme dva takovéto body,X a Y . Ka¾dý z ni
h se zobrazuje sám na sebe, tj.X ′ ≡ X,

Y ′ ≡ Y . Potom ale musí platit |X ′Y ′| = |XY |, 
o¾ je ve sporu s de�ni
í 24, ze

které vyplývá, ¾e pro vlastní podobnost platí |X ′Y ′| = k|XY |, kde k 6= 1, tj.
|X ′Y ′| 6= |XY |. Nega
e dokazovaného tvrzení, která je takto ve sporu s de�ni
í,

nemù¾e platit. Platí tedy ono tvrzení. Tím je dùkaz proveden.

18

Mù¾eme také rovnou de�novat tyto podobné transforma
e roviny, tj. podobnosti v rovinì, takto:

De�ni
e (Podobnost) Zobrazení f roviny (eukleidovského prostoru E2) na sebe se nazývá þpodobnou transforma
í

rovinyÿ (té¾ þpodobností v rovinìÿ), jestli¾e existuje kladné reálné èíslo k tak, ¾e pro ka¾dé dva body X,Y roviny a

jeji
h obrazy X ′, Y ′
platí |X ′Y ′| = k|XY |. Èíslo k se nazývá koe�
ient podobnosti f .
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Podobnosti v rovinì jako slo¾ená zobrazení

Na Obr. 83 vidíme dva podobné trojúhelníky ∆ABC ∼ ∆A′B′C ′. Pøedstavme

si, ¾e 
h
eme, geometri
kými prostøedky, z ∆ABC þvytvoøitÿ (tj. zobrazit þnaÿ)

∆A′B′C ′. Mo¾ný postup je naznaèen na Obr. 83. Nejprve zvìt¹íme ∆ABC na ve-

likost ∆A′B′C ′. K tomu pou¾ijeme stejnolehlost

19

s libovolnì zvoleným støedem S
a koe�
ientem κ, jeho¾ absolutní hodnota je rovna koe�
ientu podobnosti k pøed-

mìtný
h trojúhelníkù, tj. napø. k =
|A′B′|
|AB| . Výsledkem zobrazení ∆ABC v této

stejnolehlosti je èervený trojúhelník ∆A1B1C1, shodný s ∆A′B′C ′, tj. ∆A1B1C1
∼=

∆A′B′C ′. Z vìty 3 o urèenosti shodného zobrazení v rovinì, viz str. 24, víme, ¾e

dvoji
í shodný
h trojúhelníkù je shodnost urèena jednoznaènì. Existuje tedy jediná

shodnost, v ní¾ se ∆A1B1C1 zobrazuje na ∆A′B′C ′. Mù¾eme proto vyslovit násle-

dují
í vìtu.

Vìta 9. Ka¾dou podobnost v rovinì s pomìrem podobnosti k lze rozlo¾it na stejno-

lehlost H(S, k) a shodnost Z. Pøitom støed stejnolehlosti mù¾eme volit libovolnì a

shodnost Z je tím urèena jednoznaènì.

Obrázek 83: Ka¾dou podobnost lze rozlo¾it na stejnolehlost a shodnost

PØÍKLAD 8.3. Pokuste se popsat stejnolehlost a shodnost, jeji
h¾ slo¾ením vznikne

podobnost za
hy
ená na Obr. 84.

19

O stejnolehlosti pojednává kapitola 9 zaèínají
í na str. 108, kde je uvedena té¾ její de�ni
e 26
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Obrázek 84: Podobné útvary v rovinì

PØÍKLAD 8.4. Víte v jakém vztahu jsou papíry rùzný
h velikostí formátu A? Jsou

vzájemnì podobné?

Øe¹ení: Pro ar
hy formátu A je typi
kou vlastností to, ¾e ka¾dý z ni
h je polovi-

nou toho vìt¹ího. Pøehneme-li napøíklad papír formátu A3 na polovinu podél osy

rovnobì¾né s krat¹í stranou, dostaneme formát A4, viz Obr. 85, pøelo¾íme-li A4,

dostaneme A5 atd. V¹e
hny ar
hy formátù A jsou tedy podobné. Oznaèíme-li x, y

Obrázek 85: Papír formátu þAÿ

strany obdélníku formátu A, viz Obr. 85, musí dle vý¹e uvedeného platit

y

x
=

x
y
2

,

odkud po jednodu
hé úpravì dostáváme y2 = 2x2
, tj. y =

√
2x. Pomìr délky del¹í

strany ku dél
e krat¹í strany ar
hu A je

√
2 : 1.

PØÍKLAD 8.5. V eukleidovské rovinì je dán ètvere
 ABCD se støedem S. Exis-
tuje právì jedno podobné zobrazení roviny ètver
e do sebe, pøi kterém se body A,B, S

zobrazí po øadì na body D,B,C. Rozlo¾te toto podobné zobrazení na stejnolehlost a

shodné zobrazení.

Øe¹ení: Øe¹ení si usnadníme vhodným umístìním daného ètver
e do kartézské sou-

stavy souøadni
 Oxy, vr
holem B do poèátku, vr
holem A na zápornou poloosu x,
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Obrázek 86: Zobrazte ABCD na DEFG

viz Obr. 86. Potom je evidentní, ¾e pøíslu¹né podobné zobrazení mù¾eme rozlo¾it na

stejnolehlost H(B, κ =
√
2) (nejprve ètvere
 ABCD zvìt¹íme

√
2-krát) a otoèení

R(B,−45◦) (zvìt¹ený ètvere
 otoèíme kolem B o 45◦ po smìru pohybu hodinový
h

ruèièek).

PØÍKLAD 8.6. Sestrojte alespoò jeden trojúhelník ABC, pro který platí |AB| :
|AC| = 3 : 5, α = 60◦, ρ = 1, 8 cm (polomìr kru¾ni
e vepsané).

Øe¹ení:Konstruk
e krok za krokem je online zde https://www.geogebra.org/m/p43wpafh.

Na Obr. 87 jsou vybrány její tøi klíèové kroky. Nejprve sestrojíme pomo
ný trojúhel-

Obrázek 87: Konstruk
e ∆ABC

ník ∆AB1C1, jeho¾ rozmìry jsou |AB1| = 3 cm, |AC1| = 5 cm, α = 60◦ (víme tedy,

¾e je podobný s hledaným trojúhelníkem, tj. má stejný tvar, ale jinou velikost), a

vepí¹eme mu kru¾ni
i k1, jejím¾ bodem dotyku se stranou B1C1 je P1, viz první ob-

rázek zleva. Nyní sestrojíme kru¾ni
i k, která bude vepsána hledanému trojúhelníku.
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Proto¾e se kru¾ni
e k musí dotýkat pøímek AB1, AC1, je zøejmé, ¾e je stejnolehlá s

k1 ve stejnolehlosti se støedem v A. Støed S kru¾ni
e k, který je obrazem S1 v této

stejnolehlosti, potom najdeme jako prùseèík pøímky AS1 (tj. pøímky pro
házejí
í

støedem stejnolehlosti A a vzorem S1) s pøímkou r rovnobì¾nou s AB1 a vzdálenou

od ní ρ = 1, 8 cm. Analogi
ky najdeme bod P . Jako prùseèík uvedené rovnobì¾ky

r s pøímkou AP1. Máme-li støed S kru¾ni
e vepsané a jeden její bod P (který je

bodem jejího dotyku se stranou BC hledaného trojúhelníku), máme tím kru¾ni
i k
jednoznaènì urèenou, viz prostøední obrázek. Nyní zbývá doplnit stranu BC trojú-

helníku ∆ABC, 
o¾ je snadné, proto¾e víme, ¾e P je jejím bodem dotyku s k a ¾e

bude rovnobì¾ná s B1C1, viz obrázek vpravo.

PØÍKLAD 8.7. Sestrojte kosodélník ABCD, je-li dáno |∠DAB| = α, |∠ABD| =
ε, |AC| = e.

Øe¹ení: Opìt pou¾ijeme pomo
ný útvar, který umíme sestrojit a je podobný hleda-

nému útvaru nebo jeho èásti. Konkrétnì se jedná o trojúhelník∆AB1D1, viz Obr. 88,

který je stejnolehlý s trojúhelníkem ∆ABD ve stejnolehlosti se støedem A. Øe¹ení

krok za krokem je uvedeno v online appletu https://www.geogebra.org/m/g74dbhwp.

Klíèovou roli pro vyøe¹ení úlohy hraje skuteènost, která souvisí s tím, ¾e podobná

Obrázek 88: Sestrojte kosodélník ABCD

zobrazení patøí mezi a�nní zobrazení, viz de�ni
e 13 na str. 17. Konkrétnì se jedná

o to, ¾e støed S1 úseèky B1D1 se zobrazí na støed S úseèky BD.

V planimetrii se vìnujeme geometrii v rovinì, v eukleidovském prostoru dimenze 2,

to ale neznamená, ¾e shodná nebo podobná zobrazení a jeji
h de�ni
e, které jsme

si uvedli, jsou omezena jenom na tento prostor. Jak ukazuje následují
í pøíklad, je

z
ela pøirozené, zabývat se podobností i v prostoru dimenze 3.

105

https://www.geogebra.org/m/g74dbhwp


PØÍKLAD 8.8. Jsou krabi
e na Obr. 89 geometri
ky podobné?

Obrázek 89: Jsou z pohledu geometrie vzájemnì podobné tyto krabi
e mléka?

8.1 Vìty o podobnosti trojúhelníkù

Trojúhelník je jednoznaènì urèen délkami svý
h stran. Pokud tøi úseèky splòují troj-

úhelníkovou nerovnost, viz Obr. 90, té¾ str. 75, existuje jediný trojúhelník, který je

má jako strany. Délkami stran je tak jednoznaènì dán tvar trojúhelníku, tj. i veli-

Obrázek 90: Souèet dvou stran trojúhelníku musí být vìt¹í ne¾ strana tøetí (vlevo), pokud tomu tak

není, nelze trojúhelník sestrojit (vpravo).

kosti jeho vnitøní
h úhlù. Trojúhelník jemu podobný má stejný tvar, tj. i velikosti

vnitøní
h úhlù, li¹í se svou velikostí. Ka¾dá jeho strana je k-násobkem (k je koe�
ient
podobnosti) velikosti odpovídají
í strany pùvodního trojúhelníku.

Dva trojúhelníky jsou podobné, jestli¾e se shodují pomìry délek dvoji
 jeji
h odpo-

vídají
í
h si stran. Zároveò se shodují velikosti jeji
h vnitøní
h úhlù.

Pro usnadnìní identi�ka
e dvoji
e podobný
h trojúhelníkù byla vytvoøena dílèí kri-

téria, ekvivalentní s vý¹e uvedeným tvrzením, která jsou známa jako vìty o podob-

nosti trojúhelníkù: sss, sus, uu, Ssu, viz Obr. 91{94
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Obrázek 91: sss: a′/a = b′/b = c′/c

Obrázek 92: sus: b′/b = c′/c, α = α′

Obrázek 93: uu: α = α′
, β = β ′

Obrázek 94: Ssu: c > a, a′/a = c′/c, γ = γ′

Analogi
ky s vìtou 3 o urèenosti shodného zobrazení v rovinì, viz str. 24, mù¾eme

vyslovit následují
í vìtu o o urèenosti podobného zobrazení v rovinì, kterou mù¾eme

ve struènosti interpretovat tak, ¾e podobnost v rovinì je jednoznaènì dána (usta-

vena) dvoji
í podobný
h trojúhelníkù.

Vìta 10 (O urèenosti podobnosti v rovinì). Ka¾dá podobnost v rovinì je jed-

noznaènì urèena trojúhelníkem ABC a jeho obrazem A′B′C ′ takovým, ¾e |A′B′| =
k|AB|, |B′C ′| = k|BC|, |A′C ′| = k|AC|, kde k, k > 0, je koe�
ient této podobnosti.
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9 Stejnolehlost

Stejnolehlost je podobné zobrazení, které je urèeno svým jediným samodru¾ným bo-

dem, kterému øíkáme støed stejnolehlosti, a reálným èíslem rùzným od 0 a 1, kterému

øíkáme koe�
ient stejnolehlosti. Proto¾e jsou ve stejnolehlosti v¹e
hny smìry samod-

ru¾né, øadí se mezi tzv. homotetie

20

, jak se zobrazení s touto vlastností nazývají

(dal¹ími homotetiemi jsou identita, posunutí a støedová soumìrnost). Stejnolehlost

Obrázek 95: Pantograf { me
hani
ká realiza
e stejnolehlosti

se støedem S a koe�
ientem κ (malé øe
ké písmeno kappa, tradièní symbol pro koe-

�
ient stejnolehlosti, samozøejmì lze ale pou¾ít i jiná písmena) zapisujeme H(S, κ).
Konkrétní vztah mezi vzorem a obrazem v tomto zobrazení je popsán jeho de�ni
í.

Uvedeme si dvì de�ni
e stejnolehlosti. První z ni
h, de�ni
e 25, popisuje krok za

krokem postup zobrazení bodu roviny v dané stejnolehlosti. Je to ta de�ni
e, která

se vìt¹inou uvádí ve støedo¹kolský
h uèebni
í
h. Její výhodou je, ¾e poskytuje jasný

algoritmus nalezení obrazu pro libovolný bod roviny. Druhá z de�ni
, de�ni
e 26,

je podstatnì struènìj¹í, maximálnì tì¾í z vlastností geometri
ký
h vektorù. Jejím

pøínosem je struèné vyjádøení podstaty vztahu mezi obrazem a vzorem ve stejno-

lehlosti, které o
eníme tøeba pøi hledání jeho analyti
kého vyjádøení.

Zobrazení úseèky XY ve dvou stejnolehloste
h li¹í
í
h se znaménkem koe�
ientu

vidíme na Obr. 96.

De�ni
e 25 (Stejnolehlost I). Budi¾ dán bod S a reálné èíslo κ (rùzné od 0 a

1). Stejnolehlost H(S; κ) se støedem S a koe�
ientem κ je zobrazení, které ka¾dému

bodu X roviny pøiøadí bod X ′ tímto zpùsobem:

1. Pro X ≡ S je X ′ ≡ X,

20

Angli
ky je stejnolehlost homothety, té¾ dilation, viz https://en.wikipedia.org/wiki/Homotheti
_transformation
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2. Pro X 6≡ S je |X ′S| = |κ| · |XS|,
pro κ > 0 le¾í X ′ le¾í na polopøím
e

−→
SX a

pro κ < 0 le¾í X ′ le¾í na polopøím
e opaèné k

−→
SX.

Obrázek 96: Stejnolehlost H(S, κ = 1.6) (vlevo) a H(S, κ = −1.6) (vpravo)

De�ni
e 26 (Stejnolehlost II). Budi¾ dán bod S a reálné èíslo κ (rùzné od 0 a

1). Stejnolehlost H(S; κ) se støedem S a koe�
ientem κ je zobrazení, které ka¾dému

bodu X roviny pøiøadí bod X ′ tak, ¾e

−−→
SX ′ = κ

−→
SX. (74)

PØÍKLAD 9.1. Sestrojte obraz trojúhelníku ∆ABC ve stejnolehlosti H(S, κ).

Øe¹ení: Zobrazení trojúhelníku ∆ABC ve stejnolehloste
h H s rùznými koe�
ienty

κ si vyzkou¹ejte v online appletu https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6.

Vlastnosti stejnolehlosti H(S, κ)

1. Vzor, jeho obraz a støed stejnolehlosti le¾í v jedné pøím
e.

2. Obrazem pøímky je pøímka s ní rovnobì¾ná.

3. Obrazem úseèky AB je úseèka A′B′ s ní rovnobì¾ná; A′B′‖AB ∧ |A′B′| =
|κ| · |AB|.

4. Obrazem polopøímky je polopøímka s ní souhlasnì (κ > 0) nebo nesouhlasnì

(κ < 0) rovnobì¾ná.

5. Obrazem úhlu ∠AV B je úhel ∠A′V ′B′; |∠A′V ′B′| = |∠AV B|.
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6. Zobrazení inverzní k stejnolehlosti H(S; κ) je stejnolehlost se stejným støedem

S, ale s pøevrá
eným koe�
ientem

1

κ
, tj. H−1

(

S;
1

κ

)

.

7. Stejnolehlost s koe�
ientem κ = −1 je støedovou soumìrností, H(S, κ = −1) ≡
S(S).

PØÍKLAD 9.2. Jsou dány dvì vzájemnì rovnobì¾né úseèky rùzný
h délek. Urèete

støedy stejnolehlostí, v ni
h¾ se jedna z ni
h zobrazuje na druhou.

Øe¹ení: Viz Obr. 97. Vyu¾ijeme vý¹e uvedenou vlastnost è. 1: Vzor, jeho obraz a

støed stejnolehlosti le¾í v jedné pøím
e. Proto¾e je stejnolehlost a�nním zobrazením,

zobrazí se úseèka zase na úseèku, konkrétnì krajní body zase na krajní body a vnitøní

body zase na vnitøní body. Zamìøíme se na krajní body úseèek. Buï se body K,L
zobrazí po øadì na M,N , nebo na N,M . Spojíme-li dvoji
e bodù vzor{obraz, napø.

K −→ M , L −→ N , pøímkami, jeji
h prùseèíkem je støed pøíslu¹né stejnolehlosti

(proto¾e musí le¾et na ka¾dé z tì
hto pøímek), v daném pøípadì S1. Pro dvoji
e

K −→ N , L −→ M dostáváme støed S2. Koe�
ienty pøíslu¹ný
h stejnolehlostí se

li¹í pouze znaménkem, jeji
h absolutní hodnota je rovna pomìru délek úseèek, pro

pøípad zobrazení úseèky KL na MN , resp. NM je |κ| = |KL|
|MN | , v opaèném pøípadì

je |κ| = |MN |
|KL| .

Obrázek 97: Støedy stejnolehlostí dvou rovnobì¾ný
h úseèek

PØÍKLAD 9.3. Uva¾ujte variantu pøed
hozího pøíkladu 9.2, v ní¾ jsou dané úseèky

v jedné pøím
e, viz Obr. 98

Øe¹ení: Tentokrát nám postup pou¾itý pro øe¹ení pøíkladu 9.2, kde byly úseèky

v obe
né poloze, nepomù¾e. Pøímky spojují
í kon
ové body úseèek spolu splývají.
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Obrázek 98: Jak urèit støedy stejnolehlostí dvou kolineární
h úseèek?

Obrázek 99: Dané úseèky jako základny stejnolehlý
h trojúhelníkù

Pomù¾eme si tím, ¾e si dané úseèky pøedstavíme jako souèásti nìjaký
h rovinný
h

vzájemnì stejnolehlý
h útvarù, napøíklad trojúhelníkù, jak vidíme na Obr. 99. Mo-

hou to být ale libovolné vzájemnì stejnolehlé útvary, tj. útvary, které jsou podobné

a jeji
h¾ sobì odpovídají
í úseèky (napøíklad strany n-úhelníku) jsou rovnobì¾né.

Omezíme-li se na trojúhelníky, z Obr. 99 vidíme, ¾e existují dvì dvoji
e, které splòují

daná kritéria. Je to v souladu s tím, ¾e oèekáváme existen
i dvou stejnolehlostí, v

ni
h¾ se jedna úseèka zobrazí na druhou, stejnì jako tomu bylo v pøípadì pøíkladu

9.2. Online verze Obr. 99 je zde https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP.

Koe�
ient stejnolehlosti vs. dìli
í pomìr

Vra»me se je¹tì k de�ni
i 12 stejnolehlosti. Vektorovou rovnost (74), která je v ní

uvedena, mù¾eme pøepsat do tvaru

X ′ − S = κ(X − S). (75)

Porovnáme-li nyní (75) s rovností (2) uvedenou v de�ni
í 26 dìli
ího pomìru, viz

str. 15, zjistíme, ¾e vztah mezi vzorem X, obrazem X ′ a støedem S ve stejnolehlosti

H(S, κ) se dá jednodu¹e zapsat pomo
í dìli
ího pomìru, platí

(X ′XS) = κ. (76)

I takto tedy mù¾eme de�novat stejnolehlost.

PØÍKLAD 9.4. Jsou dány dva rùzné body A,B a reálné èíslo λ 6= 0, 1. Najdìte na
pøím
e AB bod C tak, aby platilo (ABC) = λ.
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Obrázek 100: (ABC) = λ

Øe¹ení: Viz Obr. 100. Vyu¾ijeme souvislost mezi dìli
ím pomìrem a koe�
ientem

stejnolehlosti. Online verze je na adrese https://www.geogebra.org/m/fj34f
qh.

9.1 Analyti
ké vyjádøení stejnolehlosti

Usilujeme o nalezení rovni
e, která by vyjadøovala vztah mezi souøadni
emi vzoru

X[x, y] a obrazu X ′[x′, y′] ve stejnolehlosti H dané støedem S[s1, s2] a koe�
ientem

κ 6= 0, 1. Vyu¾ijeme k tomu vektorovou rovnost X ′ − S = κ(X − S) uvedenou na

str. 111 v souvislosti s dìli
ím pomìrem. Z ní úpravami postupnì dostaneme nejprve

X ′ = S + κX − κS,

potom hledanou rovni
i stejnolehlosti H(S, κ):

X ′ = κX + (1− κ)S. (77)

Po dosazení souøadni
 bodù mù¾eme (77) psát ve tvaru jedné rovni
e

[x′, y′] = κ[x, y] + (1− κ)[s1, s2] (78)

nebo jako soustavu dvou rovni


x′ = κx+ (1− κ)s1, (79)

y′ = κy + (1− κ)s2.

PØÍKLAD 9.5. Napi¹te rovni
e stejnolehlosti Eukleidovské roviny E2, která zob-

razuje bod B = [2, 0] na bod C = [0, 1] a má koe�
ient κ = −2. Najdìte souøadni
e

jejího støedu.

Øe¹ení: Souøadni
e bodù B, C jako vzoru a obrazu, spolu s κ = −2, dosadíme do

(79) a øe¹íme jako rovni
e s neznámými s1 a s2. Dostaneme øe¹ení s1 =
4

3
, s2 =

1

3
.
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Opìt dosadíme do (79), tentokrát v¹ak za s1, s2 a κ, aby
hom dostali hledané rovni
e

pøíslu¹né stejnolehlosti

x′ = −2x+ 4,

y′ = −2y + 1.

I kdy¾ je úloha snadno øe¹itelná ruènì, pro zajímavost si uveïme kód jejího øe¹ení

v programu wxMaxima:

(% i3) B:[2,0℄$ C:[0,1℄$ S:[s1,s2℄$

(% i4) H:C-S=-2*(B-S);

[−s1 , 1− s2 ] = [−2 (2− s1 ) , 2s2 ] (H)

(% i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H),[s1,s2℄)[1℄;

[s1 =
4

3
, s2 =

1

3
] (res)

(% i6) S:ev(S,res);

[
4

3
,
1

3
] (S)

9.2 Skládání stejnolehlostí

Zajímá nás, jaká zobrazení mohou vzniknout slo¾ením dvou stejnolehlostí. Oznaèíme-

li jeH1 aH2, hledáme výsledek jeji
h slo¾eníH2◦H1 (a v obrá
eném poøadíH1◦H2),

viz Obr. 101. V úvodu této kapitoly os stejnolehlosti jsme na str. 108 zmiòovali

skuteènost, ¾e stejnolehlost spolu s identitou, posunutím a støedovou soumìrností

(
o¾ je ale vlastnì stejnolehlost s koe�
ientem κ = −1) tvoøí mno¾inu tzv. homo-

tetií, zobrazení, v ni
h¾ jsou v¹e
hny smìry samodru¾né. Mno¾ina homotetií, spolu

s opera
í skládání zobrazení, tvoøí grupu (viz napø. zmínka o group of dilations or

homothety-translations v èlánku Wikipedia: Homotheti
 transformation). Výsledky

na¹eho následují
ího zkoumání budou této skuteènosti odpovídat (dùkaz zde prová-

dìt nebudeme).

Uva¾ujme dvì stejnolehlosti H1(S1, κ1), H2(S2, κ2) s rovni
emi H1 : X ′ = κ1X +
(1−κ1)S1, H2 : X

′ = κ2X+(1−κ2)S2. Jestli¾e, v du
hu Obr. 101, stejnolehlost H1
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Obrázek 101: Skládání zobrazení H1 a H2

zobrazuje bod X na X1 a stejnolehlost H2 zobrazuje bod X1 na bod X ′, mù¾eme

tato zobrazení popsat rovni
emi

H1(X −→ X1) : X1 = κ1X + (1− κ1)S1, (80)

H2(X1 −→ X ′)X ′ = κ2X1 + (1− κ2)S2. (81)

Potom pro slo¾ené zobrazení H2 ◦H1 platí následují
í rovni
e, která vznikne pøíslu-

¹ným slo¾ením (80) a (81),

H2 ◦ H1(X −→ X ′) : X ′ = κ2(κ1X + (1− κ1)S1) + (1− κ2)S2. (82)

Po její úpravì dostáváme koneèný tvar rovni
e slo¾eného zobrazení H2 ◦ H1

X ′ = κ1κ2X + (1− κ1κ2)S1 + (1− κ2)(S2 − S1), (83)

ve kterém lze za uvedený
h podmínek identi�kovat rovni
e konkrétní
h zobrazení:

1. κ1κ2 = 1 ∧ S1 ≡ S2

H2 ◦ H1 : X
′ = X. (84)

Jedná se o identitu.

2. κ1κ2 = 1 ∧ S1 6= S2

H2 ◦ H1 : X
′ = X + (1− κ2)(S2 − S1). (85)

Výsledným zobrazením je v tomto pøípadì posunutí s vektorem ~p = (1−κ2)(S2−
S1).

3. κ1κ2 6= 1 ∧ S1 ≡ S2

H2 ◦ H1 : X
′ = κ1κ2X + (1− κ1κ2)S1. (86)

Tentokrát je výsledným zobrazením stejnolehlost se støedem S ≡ S1 ≡ S2 a

koe�
ientem κ = κ1κ2.
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4. κ1κ2 6= 1 ∧ S1 6= S2

H2 ◦ H1 : X
′ = κ1κ2X + (1− κ1κ2)

(

S1 +
1− κ2

1− κ1κ2
(S2 − S1)

)

. (87)

I v tomto nejobe
nìj¹ím pøípadì je výsledným zobrazením stejnolehlost, tento-

krát se støedem S = S1+
1− κ2

1− κ1κ2
(S2−S1) a koe�
ientem κ = κ1κ2. Z ponìkud

slo¾itého výrazu pro støed S výsledné stejnolehlosti lze vyèíst, ¾e vznikne po-

sunutím bodu S1 ve smìru vektoru S2 − S1. Støed nové stejnolehlosti tedy le¾í

na pøím
e spojují
í støedy stejnolehlostí, ze který
h vznikla.

Získané poznatky shrneme do následují
í vìty, vý¹e provedenou analýzou skládání

dvou stejnolehlostí ji¾ dokázanou.

Vìta 11 (O skládání stejnolehlostí). Slo¾ením dvou stejnolehlostí H1(S1, κ1),

H2(S2, κ2) vznikne

1. IDENTITA, jestli¾e κ1κ2 = 1 a S1 = S2,

2. POSUNUTÍ, jestli¾e κ1κ2 = 1 a S1 6= S2,

3. STEJNOLEHLOST H(S, κ) s koe�
ientem κ = κ1κ2, jestli¾e κ1κ2 6= 1. Pøitom,

pro S1 = S2 je také S = S1 = S2, pro S1 6= S2 le¾í bod S na pøím
e S1S2.

Z
ela analogi
ky, tentokrát zkoumáním rovni
e zobrazení slo¾eného ze stejnolehlosti

a posunutí, by
hom dospìli k potvrzení správnosti tvrzení ní¾e uvedené vìty. Tuto

èinnost ji¾ pøene
háme laskavému ètenáøi jako èistì dobrovolnou.

Vìta 12 (O skládání stejnolehlosti a transla
e). Zobrazení slo¾ené ze stejno-

lehlosti H(S; κ) a transla
e X ′ = X+~t je stejnolehlost H′(Q; κ), kde Q = S+
1

1− κ
~t.

9.3 Stejnolehlost kru¾ni


®e mají v¹e
hny kru¾ni
e stejný tvar, a mohou se li¹it jenom svou velikostí, viz

Obr. 102, tedy, ¾e v¹e
hny kru¾ni
e jsou podobné, není ni
 pøekvapivého. Jednak

je to zøejmé od pohledu, jednak víme, ¾e pro ka¾dou kru¾ni
i, bez ohledu na její

velikost, je pomìr obvodu a prùmìru roven π.

Stejnì pøirozenou, ale mo¾ná ménì zøejmou, je skuteènost, ¾e ka¾dé dvì kru¾ni
e jsou

stejnolehlé. U ostatní
h tvarù nelze pøedpokládat, ¾e podobnost s sebou automa-

ti
ky pøiná¹í i stejnolehlost. Viz napøíklad trojúhelníky na Obr. 103. Obì zobrazené
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Obrázek 102: Kru¾ni
e jsou podobné

dvoji
e trojúhelníkù∆ABC a ∆A′B′C ′ pøedstavují dvoji
e podobný
h trojúhelníkù

(konkrétnì s koe�
ientem k = 0, 7), pøitom jenom dvoji
e vpravo je zároveò i dvoji
í

stejnolehlý
h trojúhelníkù (sobì odpovídají
í úseèky jsou rovnobì¾né).

Obrázek 103: Ne ka¾dá dvoji
e podobný
h trojúhelníkù je stejnolehlá

Pro dvì kru¾ni
e k1(S1; r1) a k2(S2; r2) s rùznými polomìry, viz Obr. 104, existují

právì dvì stejnolehlosti, které pøevádìjí kru¾ni
i k1 do kru¾ni
e k2: H1(E, r2/r1) a
H2(I,−r2/r1). Pøitom E se nazývá vnìj¹í (externí) støed stejnolehlosti a I se nazývá

vnitøní (interní) støed stejnolehlosti. Jestli¾e se kru¾ni
e dotýkají v bodì T , potom
v pøípadì jeji
h vnìj¹ího dotyku je T = I a v pøípadì jeji
h vnitøního dotyku je

T = E.

PØÍKLAD 9.6. Jsou dány dvì kru¾ni
e k1(S1, r1), k2(S2, r2), které mají rùzné polo-

mìry, nejsou soustøedné (tj. r1 6= r2, S1 6= S2) a nemají ¾ádný spoleèný bod. Najdìte

støedy a koe�
ienty stejnolehlostí, v ni
h¾ se jedna z ni
h, øeknìme k1, zobrazuje na

druhou, k2.

Øe¹ení: Vyu¾ijeme postup, který jsme uplatnili pøi øe¹ení pøíkladu 9.2. Hledání

støedù stejnolehlostí dvou kru¾ni
 pøevedeme na hledání støedù stejnolehlostí dvou

úseèek. Samozøejmì se musí jednat o úseèky, mezi kterými je vztah stejnolehlosti

ustaven stejným zobrazením, jako u kru¾ni
. Pou¾ijeme vzájemnì rovnobì¾né po-

lomìry daný
h kru¾ni
, viz Obr. 105. Nejprve dvoji
i le¾í
í v souhlasné polorovinì
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Obrázek 104: Stejnolehlost kru¾ni


Obrázek 105: Urèete støedy stejnolehlostí daný
h kru¾ni


vzhledem k S1S2, viz Obr. 105, vlevo, potom u jedné z kru¾ni
 pøidáme polomìr

le¾í
í v opaèné polorovinì, viz Obr. 105, vpravo. Pøímky P1P2 a P1Q2 spojují
í je-

ji
h krajní body nále¾ejí
í kru¾ni
ím svými prùseèíky s pøímkou S1S2 urèují hledané

støedy stejnolehlostí E a I. Mohli by
hom pra
ovat i s rovnobì¾nými prùmìry, ale

proto¾e víme, ¾e hledané støedy stejnolehlostí tì
h kru¾ni
 musí, s ohledem na sy-

metrii, le¾et na spojni
i støedù, polomìry staèí (mù¾eme ale argumentovat i tím,

¾e støed ka¾dé z kru¾ni
 je jedním z krajní
h bodù jejího polomìru uva¾ovaného

jako úseèka). Støedy uva¾ovaný
h stejnolehlostí jsme na¹li, zbývá tedy urèit je¹tì

koe�
ienty tì
hto stejnolehlostí. Uva¾ujeme-li, ¾e k1 se zobrazí na k2, pomìr jeji
h

podobnosti je k =
r2
r1
. Stejnolehlost H1 se støedem E bude mít koe�
ient stejný, tj.

κ1 =
r2
r1
, stejnolehlost H2 se støedem I bude mít ale koe�
ient opaèný, tj. κ2 = −

r2
r1
.

PØÍKLAD 9.7. Jsou dány dvì nesoustøedné kru¾ni
e k1(S1, r1), k2(S2, r2) o rùz-

ný
h polomìre
h r1, r2, viz Obr. 106. Sestrojte jeji
h spoleèné teèny!

Øe¹ení: Klíèem k øe¹ení této úlohy je poznatek, ¾e spoleèné teèny dvou kru¾ni
 pro-


házejí støedy jeji
h stejnolehlostí. Dvì nesoustøedné kru¾ni
e v poloze naznaèené

Obr. 106 mají ètyøi spoleèné teèny, dvì vnìj¹í, jeji
h¾ spoleèným bodem je vnìj¹í

støed stejnolehlosti kru¾ni
 E, a dvì vnitøní, se spoleèným bodem ve vnitøním støedu

117



Obrázek 106: Sestrojte spoleèné teèny daný
h kru¾ni


stejnolehlosti I. ®e spoleèné teèny kru¾ni
 musejí pro
házet støedy jeji
h stejnoleh-

lostí, lze vysvìtlit uplatnìním postupu øe¹ení pøíkladu 9.6. Z Obr. 107 je patrné, ¾e

spoleèné teèny dvoji
e kru¾ni
 jsou vlastnì pøímky spojují
í kon
ové body dvoji


rovnobì¾ný
h polomìrù tì
hto kru¾ni
, analogi
ky s øe¹ením pøíkladu 9.6, akorát

výjimeèný
h tím, ¾e jsou na tyto pøímky kolmé.

Obrázek 107: Spoleèné teèny daný
h kru¾ni
 pro
házejí støedy I, E jeji
h stejnolehlostí

Spoleèné teèny dvoji
e kru¾ni
 tedy sestrojíme tak, ¾e nejprve najdeme støedy

E, I stejnolehlostí, v ni
h¾ se jedna z kru¾ni
 zobrazuje na druhou. To provedeme

postupem pøedstaveným v øe¹ení pøíkladu 9.6. Potom z tì
hto bodù sestrojíme

teèny ke kru¾ni
ím. Sestrojení teèny z bodu ke kru¾ni
i je klasi
ká úloha vyu¾ívají
í

Thaletovu vìtu, která se vyskytuje v uèivu matematiky pro základní i støední ¹kolu.

Thaletovy kru¾ni
e jesou v Obr. 107 naznaèeny rù¾ovými pøeru¹ovanými èarami.

Následují
í pøíklady patøí do kategorie tzv. Apolloniový
h

21

úloh. Pùvodním Apolló-

21

Apollónios z Pergy, 3.{2. stol. pø. n. l., øe
ký geometr a astronom
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niovým problémem

22

je úkol sestrojit v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají tøí daný
h

kru¾ni
. Postupem èasu se v zadání jako kru¾ni
e zaèaly uznávat i body a pøímky,

proto¾e bod mù¾eme 
hápat jako kru¾ni
i s nulovým polomìrem a pøímku naopak

jako kru¾ni
e s nekoneènì velkým polomìrem. V souèasnosti se Apolloniovou úlohou

rozumí úkol sestrojit kru¾ni
i, která se dotýká tøí objektù, které mohou být vybrány

z mno¾iny tøí typù objektù {kru¾ni
e, bod, pøímka}. Existuje tak 
elkem deset

23

typù Apolloniovy úlohy, tøi z ni
h si nyní pøedstavíme.

PØÍKLAD 9.8. Je dána kru¾ni
e k, pøímka p, která je vnìj¹í pøímkou kru¾ni
e

k, a bod A ∈ p. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímky p v bodì A a

kru¾ni
e k.

Øe¹ení: Zadání a øe¹ení viz Obr. 108. Je zøejmé, ¾e body dotyku hledaný
h kru¾ni


a dané kru¾ni
e k jsou støedy jeji
h stejnolehlostí. Díky tomu je najdeme. Víme, ¾e

musí le¾et na k a zároveò, dle vlastnosti stejnolehlosti è. 1 (viz str. 109), jimi musí

pro
házet pøímky spojují
í vzory a obrazy v pøíslu¹ný
h stejnolehloste
h. Teï u¾

staèí jenom si uvìdomit, ¾e bodu A odpovídají v daný
h stejnolehloste
h postupnì

body K1 a K2, které umíme sestrojit. Pak u¾ je postup jasný. Konstruk
e krok za

krokem viz https://www.geogebra.org/m/d9KBGDAj. Úloha má dvì øe¹ení, jednu

kru¾ni
i s vnìj¹ím dotykem s k, druhou s vnitøním dotykem s k.

Obrázek 108: Apollóniova úloha bod-pøímka-kru¾ni
e, vlevo zadání, vpravo øe¹ení

PØÍKLAD 9.9. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a bod M , který le¾í uvnitø jednoho

jeji
h úhlu. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které pro
házejí bodem M a dotýkají se pøí-

mek a, b.

22

Viz Wikipedia: Problem of Apollonius

23

Odpovìï na otázku þProè 10?ÿ pøene
hávám laskavému ètenáøi jako zajímavou kombinatori
kou úlohu.
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Øe¹ení:Viz Obr. 110. Víme, ¾e spoleèné teèny dvoji
e kru¾ni
 pro
házejí støedy jeji
h

stejnolehlostí. V¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají dvou rùznobì¾ek jsou stejnolehlé

ve stejnolehloste
h, jeji
h¾ støedem je prùseèík rùznobì¾ek, v na¹em pøípadì bod A.

Tuto znalost støedu stejnolehlosti nále¾itì vyu¾ijeme. Sestrojíme si libovolnou þpo-

mo
nouÿ kru¾ni
i, která se bude také dotýkat daný
h rùznobì¾ek, viz kru¾ni
e l. Na

ní musí le¾et obraz (nebo vzor, zále¾í, v jakém smìru zobrazení uva¾ujeme) bodu M
ve stejnolehlosti se støedem A. Staèí sestrojit pøímku m =↔ AM a najít její prù-

seèíky s l, body U, V . Ty spojíme se støedem Q pomo
né kru¾ni
e. Obrazy (vzory)

tì
hto polomìrù s nimi musí být rovnobì¾né (viz vlastnost stejnolehlosti è. 3 na

str. 109) a musí mít jako jeden krajní bod bodM a jako druhý krajní bod støedn hle-

dané kru¾ni
e S1, resp. S2. Sestrojíme proto rovnobì¾ky s úseèkami QU a QV jdou
í

bodem M . Jeji
h prùseèíky S1, S2 s osou rùznobì¾ek o jsou potom støedy hledaný
h

kru¾ni
. Konstruk
e krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/CSW7xumC.

Úloha má dvì øe¹ení.

Obrázek 109: Apollóniova úloha bod-pøímka-kru¾ni
e, vlevo zadání, vpravo øe¹ení

PØÍKLAD 9.10. Jsou dány dvì rùznobì¾ky m, n a kru¾ni
e k le¾í
í uvnitø jednoho

jeji
h úhlu. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímek m, n i kru¾ni
e k.

Øe¹ení: Viz Obr. 110. Proto¾e hledáme kru¾ni
e, které se dotýkají dané kru¾ni
e k,

Obrázek 110: Apollóniova úloha bod-pøímka-kru¾ni
e, vlevo zadání, vpravo øe¹ení

budeme stejnì jako pøi øe¹ení pøíkladu 9.8 pra
ovat se stejnolehlostmi, jeji
h¾ støedy

jsou (nám dosud neznámé) body dotyku. Nalezení tì
hto bodù je klíèem k øe¹ení
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úlohy. Opìt vyu¾ijeme vlastnost stejnolehlosti è. 1 (viz str. 109), která øíká, ¾e vzor,

obraz a støed le¾í v jedné pøím
e. Staèí uvìdomit si, ¾e hledané kru¾ni
e mají jako

teèny dané pøímkym, n. Jeji
h obrazy v uva¾ovaný
h stejnolehloste
h musí být zase

teènami, tentokrát kru¾ni
e k, a musí být rovnobì¾né s m nebo n. Pøitom prùseèík

teèen m, n, bod M , se zobrazí na prùseèík obrazù tì
hto teèen, bod M1, resp. M2.

Postup nalezení bodù dotyku hledaný
h kru¾ni
 s k je tedy na svìtì. Sestrojíme teèny

k rovnobì¾né s m, n a prùseèíky jeji
h dvoji
, body M1,M2 spojíme pøímkami s M .

Prùseèíky tì
hto pøímek s k budou hledané body dotyku T1, T2, T3, T4. Dal¹í postup

je zøejmý. Konstruk
e krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/t

Eujny.

Úloha má ètyøi øe¹ení, dvì kru¾ni
e s vnìj¹ím dotykem s k (na Obr. 110 jsou to

èervené kru¾ni
e), dvì s vnitøním dotykem s k (na Obr. 110 jsou to zelené kru¾ni
e).

9.4 Mongeova vìta

Jsou-li dány tøi rùzné kru¾ni
e v rovinì, vnitøní a vnìj¹í støedy pøíslu¹ejí
í ka¾-

dým dvìma z ni
h jsou dohromady spjaty zajímavými geometri
kými vztahy, viz

Obr. 111. Ty jsou pøedmìtem Mongeovy vìty. Vìta je pøipisována fran
ouzskému

matematikovi Gaspardu Mongeovi, který polo¾il základy deskriptivní geometrie.

Obrázek 111: Mongeova vìta o tøe
h kru¾ni
í
h v rovinì

Vìta 13 (Mongeova vìta). Jsou-li k1, k2, k3 tøi kru¾ni
e, které mají rùzné polomìry

a jeji
h¾ støedy nele¾í v pøím
e, platí pro vnìj¹í a vnitøní støedy stejnolehlostí ka¾dý
h
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dvou z ni
h následují
í vztahy:

i) V¹e
hny tøi vnìj¹í støedy stejnolehlosti E12, E13, E23 le¾í v pøím
e.

ii)Ka¾dé dva vnitøní støedy stejnolehlosti a jeden vnìj¹í le¾í v pøím
e.

iii) Tøi vnitøní støedy stejnolehlosti I12, I13, I23 nele¾í v pøím
e.

Dùkaz. V dùkazu vyu¾ijeme tvrzení vìty 11, ¾e slo¾ením stejnolehlostí s rùznými

støedy vznikne pro κ1κ2 6= 1 stejnolehlost, její¾ støed le¾í na pøím
e urèené støedy

tì
hto stejnolehlostí. Pak u¾ staèí mezi danými tøemi kru¾ni
emi najít tøi stejno-

lehlosti takové, ¾e jedna z ni
h je slo¾ením zbývají
í
h dvou. Dynami
ký GeoGebra

aplet k dùkazu je na adrese https://www.geogebra.org/m/osR9mHs8.

9.5 Kru¾ni
e devíti bodù

V této a v následují
í kapitole si pøedstavíme dvì spolu souvisejí
í vìty týkají
í

se zajímavý
h vlastností trojúhelníku. Kromì zjevné souvislosti jeji
h obsahù mají

spoleèné i to, ¾e k dùkazu ka¾dé z ni
h lze efektivnì vyu¾ít stejnolehlost.

Vìta 14 (Kru¾ni
e devíti bodù). V trojúhelníku ABC oznaème O prùseèík vý-

¹ek, So støed kru¾ni
e opsané, C1, A1, B1 støedy stran AB,BC a CA. Jestli¾e kd je

kru¾ni
e pro
házejí
í body A1, B1 a C1, potom na ni le¾í také paty A0, B0, C0 vý¹ek

va, vb, vc a støedy úseèek AO,BO,CO. Støed kru¾ni
e kd je støedem úseèky SoO, její

polomìr je roven polovinì polomìru kru¾ni
e trojúhelníku ABC opsané.

Obrázek 112: Kru¾ni
e devíti bodù

122

https://www.geogebra.org/m/osR9mHs8


Ve vìtì uvedená kru¾ni
e se nazývá kru¾ni
e devíti bodù (té¾ Feuerba
hova

24

èi Eu-

lerova

25

kru¾ni
e), viz Obr. 112.

Konstruk
e kru¾ni
e devíti bodù a její souvislost s Eulerovou pøímkou (viz str. 123)

je znázornìna v apletu þEulerova pøímka. Kru¾ni
e devíti bodù.ÿ

9.6 Eulerova pøímka

Vìta 15 (Eulerova pøímka). V trojúhelníku ABC oznaème T tì¾i¹tì, O prù-

seèík vý¹ek a So støed kru¾ni
e trojúhelníku opsané. Potom buï v¹e
hny tyto tøi body

splývají v jediný, nebo jsou navzájem rùzné a le¾í na spoleèné pøím
e tak, ¾e platí

(SoOT ) = −1
2
. Tuto pøímku nazýváme Eulerova pøímka, viz Obr. 113.

Obrázek 113: Eulerova pøímka

Dùkaz. K dùkazu vý¹e uvedeného tvrzení vyu¾ijeme stejnolehlost H
(

T,−1
2

)

. Z

Obr. 114 je patrné, ¾e v této stejnolehlosti se △ABC zobrazí na △A1B1C1. Pro-

to¾e vý¹kami (vý¹ky teï 
hápeme jako pøímky) △A1B1C1 jsou osy stran pùvodního

△ABC, mù¾eme øí
i, ¾e vý¹ky trojúhelníku ABC se ve stejnolehlosti H
(

T,−1
2

)

zobrazí na osy jeho stran. Potom se ale prùseèík vý¹ek O zobrazí na prùseèík os stran

24

Karl Wilhelm Feuerba
h, 1800{1834, nìme
ký matematik, bratr �lozofa Ludwiga Feuerba
ha.

25

Leonhard Euler, 1707{1783, ¹vý
arský matematik s pøesahy do dal¹í
h dis
iplín, pova¾ovaný za jednoho z nejvìt¹í
h

a nejv¹estrannìj¹í
h matematikù historie této vìdy.
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Obrázek 114: H
(

T,−1
2

)

: △ABC →△A1B1C1

(tj. støed kru¾ni
e opsané △ABC) So. Z vlastností stejnolehlosti plyne, ¾e pøíslu¹né

tøi body O, So, T le¾í v pøím
e a platí pro nì (SoOT ) = −1
2
.

Konstruk
e Eulerovy pøímky a její souvislost s kru¾ni
í devíti bodù (viz str. 122) je

znázornìna v apletu þEulerova pøímka. Kru¾ni
e devíti bodù.ÿ
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9.7 Podobnosti eukleidovské roviny

Zde zakonèíme svou exkurzi do svìta podobností v rovinì. Uvedeme si, ¾e spolu

s opera
í skládání geometri
ký
h zobrazení tvoøí grupu a naznaèíme si klasi�ka
i

podobností roviny v du
hu klasi�ka
e shodností roviny na str. 92, s vyu¾itím rovni


(67), (68) pro pøímou a nepøímou shodnost, které jsou tam uvedeny.

Grupa podobností roviny

Mno¾ina v¹e
h podobností eukleidovského prostoru E2 spolu s opera
í skládání tvoøí

grupu - tzv. grupu podobností prostoru E2 (té¾ grupu podobností roviny).

Dùkazem uvedeného tvrzení se zabývat nebudeme. Je v¹ak zøejmé, ¾e plyne z toho,


o následuje.

Na str. 102 je uvedena vìta 9, která øíká, ¾e ka¾dé podobné zobrazení eukleidovské

roviny do sebe lze slo¾it ze stejnolehlosti a shodnosti. Tuto skuteènost nyní, spolu

s analyti
kým vyjádøením pøímé a nepøímé shodnosti, viz str. 92, a analyti
kým

vyjádøením stejnolehlosti, viz str. 112, vyu¾ijeme k tomu, aby
hom popsali rovni
emi

i podobnost v rovinì.

Ze skuteènosti, ¾e ka¾dou podobnost v rovinì lze slo¾it ze stejnolehlosti a shodnosti,

získáme rovni
e podobnosti následují
ím zpùsobem.

1. StejnolehlostH volíme pro jednodu
host se støedem v poèátku soustavy souøadni


a s koe�
ientem κ > 0 (pøipomeòme si, ¾e støed stejnolehlosti mù¾eme pøi rozkladu

podobnosti volit libovolnì):

H : X 7→ X ; x = kx

y = ky.

2. Shodnost Z (která je vý¹e zmínìnou volbou stejnolehlosti urèena jednoznaènì)

je buï pøímá nebo nepøímá, platí tedy jedna ze sad rovni
 (67), (68):

Z : X 7→ X ′; x′ = x cosα∓ y sinα + p

y′ = x sinα± y cosα + q.

Výsledkem slo¾ení Z ◦ H je potom pøímá nebo nepøímá podobnost. Rovni
e pro

oba pøípady jsou pøehlednì uvedeny v následují
í tabul
e. Kromì tvarù s goniome-

tri
kými funk
emi sinus a kosinus jsou pou¾ity i tvary s parametry a, b na míste
h

koe�
ientù.

125



Pøímá podobnost Nepøímá podobnost

x′ = kx cosα− ky sinα + p

y′ = kx sinα + ky cosα + q.

x′ = kx cosα+ ky sinα + p

y′ = kx sinα− ky cosα + q.

x′ = ax− by + p

y′ = bx+ ay + q.

x′ = ax + by + p

y′ = bx− ay + q.

Na str. 26 jsme si uvedli kritérium (31) pro rozhodnutí, zda je daná a�nita shodností.

Pro mati
i A soustavy rovni
 pøíslu¹né a�nity musí platit AT · A = E. Zajímá nás,

zda se podobným zpùsobem dá identi�kovat také podobnost. Jak poznáme, ¾e a�nita

daná rovni
í X ′ = A ·X +B je podobností? Vzhledem k evidentní souvislosti mezi

podobností a shodností v rovinì, která je naznaèena vý¹e uvedenými rovni
em, je

zøejmé, ¾e aby uva¾ovaná a�nita byla podobností, musí platit

AT · A =

[

k2 0
0 k2

]

= k2 · E, (88)

kde |k| je koe�
ientem této podobnosti.

Vztah mezi podobnostmi a shodnostmi, dosud vyjádøený slo¾ením stejnolehlosti

a shodnosti, se dá popsat je¹tì detailnìji, konkretiza
í shodností, které pøipadají

v úvahu. O tom hovoøí následují
í vìta, kterou zde uvádíme bez dùkazu.

Vìta 16. Ka¾dá vlastní podobnost eukleidovské roviny je buï stejnolehlost, nebo

stejnolehlost slo¾ená s otoèením kolem støedu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slo¾ená

s osovou soumìrností, její¾ osa pro
hází støedem stejnolehlosti.
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9.8 Cvièení: Stejnolehlost. Podobnost.

1. Do pùlkruhu s prùmìrem AB vepi¹te ètvere
 KLMN tak, aby strana KL le¾ela

na úseè
e AB a dal¹í dva vr
holy M,N na dané pùlkru¾ni
i.

2. Je dána pøímka p, kru¾ni
e k a bod A. Sestrojte v¹e
hny úseèky XY tak, aby

platilo: X ∈ p, Y ∈ k, A ∈ XY , |AY | = 3|AX|.

3. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a kru¾ni
e k tak, ¾e a je seènou a b je vnìj¹í pøímkou

kru¾ni
e k. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímek a, b i kru¾ni
e k.

4. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:

a) va = 5cm, a : b : c = 2 : 3 : 4,

b) α, β, vc,


) α, β, tc,

d) a : b = 3 : 5, γ = 60◦, tc = 6 cm.

5. Urèete p tak, aby existovala stejnolehlost se støedem [3, 2], zobrazují
í bod [1, 4]

na bod [2, p]. Napi¹te rovni
e této stejnolehlosti.

6. Je dána kru¾ni
e k a bod M uvnitø této kru¾ni
e. Sestrojte v¹e
hny tìtivy kru¾-

ni
e, které jsou bodem M rozdìleny na èásti v pomìru 2 : 3.

7. Narýsujte libovolný trojúhelník ABC. Uvnitø strany AC sestrojte bod X a uvnitø

strany BC bod Y tak, aby platilo |AX| = |XY | a XY ‖ AB.

8. Najdìte v¹e
hny podobnosti euklidovské roviny, pøi který
h se bod [1, 0] zobrazí
na bod [4,−2] a bod [2, 3] na bod [2,−8].

9. Najdìte podobnost euklidovské roviny, pøi které se zobrazí poèátek na bod [0, 2],

bod [1, 1] na poèátek a bod [2, 0] na bod [2, p]. Urèete p a najdìte samodru¾né body

a smìry nalezené podobnosti.

10. Najdìte rovni
e podobnosti, pøi které je poèátek samodru¾ný a obrazem bodu

[5,−3] je bod [1, 1].

11. Urèete v¹e
hny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smìr vektoru (1, 1) sa-
modru¾né.

12. Napi¹te rovni
e v¹e
h podobností zobrazují
í
h body [1, 2] a [0, 1] po øadì na

body [3,−1], [4, 2]. Rozlo¾te je na stejnolehlost a shodnost.
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13. V rovinì je dán ètvere
 ABCD se støedem S. Urèete obraz bodu C v podobnosti,

která zobrazuje body A,B, S po øadì na body B,D,C. Urèete samodru¾ný bod této

podobnosti.

14. Je dána kru¾ni
e k a bod A, který je bodem vnìj¹í oblasti kru¾ni
e k. Sestrojte

v¹e
hny seèny kru¾ni
e k, které pro
házejí bodem A a pro jeji
h¾ prùseèíky X, Y
s kru¾ni
í platí |AX| = 2|AY |.

15. Je dána kru¾ni
e k(S; 4cm), její teèna t a bod M ∈ k tak, ¾e |Mt| = 2cm.

Sestrojte úseèku XY pro
házejí
í bodem M tak, aby X ∈ k, Y ∈ t a |MX| :
|MY | = 3 : 2.

16. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a kru¾ni
e k tak, ¾e P ∈ a ∩ b je bodem vnitøní

oblasti kru¾ni
e k. Sestrojte v¹e
hny kru¾ni
e, které se dotýkají pøímek a, b i kru¾ni
e
k.
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10 Mo
nost bodu ke kru¾ni
i

Mo
nost bodu ke kru¾ni
i je reálné èíslo, oznaème ho m, které je dáno polohou bodu

vzhledem k pøíslu¹né kru¾ni
i; pro body vnì kru¾ni
e je kladné, pro body uvnitø

záporné a pro body na kru¾ni
i je rovno nule. Toto èíslo je zajímavé a u¾iteèné i tím,

¾e jeho hodnota souvisí se vzdálenostmi pøedmìtného bodu od prùseèíkù libovolné

seèny z nìj vedené s pøíslu¹nou kru¾ni
í. Souvislosti, které pøiná¹í mo
nost do vztahù

kru¾ni
 a bodù, se vyu¾ívají pøi øe¹ení rozlièný
h geometri
ký
h problémù.

Obrázek 115: |MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2| = |MT |2 = |m|, m = d2 − r2

Nyní si odvodíme hodnotu tohoto èísla a uká¾eme si v¹e
hny jeho geometri
ké sou-

vislosti. Uva¾ujme kru¾ni
i k(S; r) a bod M , viz Obr. 115. Nejprve se zamìøíme na

dvì libovolné seèny vedené z bodu M ke kru¾ni
i k, které mají s k po øadì dvo-

ji
i prùseèíkù X1, Y1 a X2, Y2, viz Obr. 115, vlevo. Snadno zjistíme, ¾e trojúhelníky

△MY1X2 a △MY2X1 jsou dle vìty uu podobné

26

, △MY1X2 ∼ △MY2X1. Potom

ale platí

|MY1|
|MY2|

=
|MX2|
|MX1|

, (89)

po úpravì

|MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2|. (90)

Souèiny na obou straná
h rovni
e jsou stejné. Proto¾e jsme pøíslu¹né dvì tìtivy volili

náhodnì, mù¾eme tento poznatek zobe
nit. Hodnota souèinu |MX|·|MY |, kde X, Y

jsou prùseèíky tìtivy z bodu M ke kru¾ni
i k, je pro daný bod M a danou kru¾ni
i

k konstantní,

|MX| · |MY | = konst. (91)

26

Vnitøní úhel pøi vr
holu M je trojúhelníkùm spoleèný, vnitøní úhly ∠X1Y2M , ∠MY1X2 jsou shodné, proto¾e se

jedná o obvodové úhly pøíslu¹ejí
í stejnému oblouku X1X2
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Pokud toto platí pro libovolnou tìtivu, musí to platit i pro takovou, její¾ prùseèíky

s kru¾ni
í k jsou od sebe velmi blízko, nekoneènì blízko. Tj. platí to i pro teènu,

kterou mù¾eme 
hápat jako tìtivu, její¾ body X, Y splynuly v jeden bod T ,

|MX| · |MY | = |MT |2 = konst. (92)

Z Obr. 115, vpravo, je patrné, ¾e △SMT je pravoúhlý trojúhelník, v nìm¾ platí

|SM |2 = |MT |2 + |ST |2. Pøitom |ST | = r. Pokud naví
 vzdálenost |MS| oznaèíme

d, mù¾eme psát

|MX| · |MY | = |MT |2 = d2 − r2. (93)

Tímto, nutno øí
i, ¾e místy povr
hním, rozborem situa
e jsme odkryli základní

vztahy pro mo
nost bodu M vzhledem ke kru¾ni
i k. Nyní se budeme vìnovat jeji
h

bli¾¹í spe
i�ka
i.

De�ni
e 27 (Mo
nost bodu ke kru¾ni
i). Mo
ností bodu M ke kru¾ni
i k(S; r)

rozumíme reálné èíslo m, pro které platí:

(1) |MX| · |MY | = |m|, kde X, Y jsou prùseèíky kru¾ni
e k s její libovolnou seènou

pro
házejí
í bodem M.

(2) Je-li M vnìj¹ím bodem kru¾ni
e k, je m > 0.

(3) Je-li M vnitøním bodem kru¾ni
e k, je m < 0.

(4) Je-li M ∈ k, je m = 0.

Obrázek 116: Mo
nost bodu M ke kru¾ni
i k

130



Vìta 17. Je dána kru¾ni
e k(S; r) a bod M , který na ní nele¾í. Potom pro libo-

volné dvì seèny kru¾ni
e k, které pro
házejí bodem M , jeji
h¾ prùseèíky s kru¾ni
í

k oznaèíme X1, Y1 a X2, Y2, platí

|MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2|.

Dùkaz. Viz odvození vztahu (90) na str. 129.

Vìta 18. Ne
h» je dána kru¾ni
e k(S; r) a bod M . Potom pro mo
nost m bodu M

ke kru¾ni
i k platí

m = d2 − r2,

kde d = |MS| je vzdálenost bodu M od støedu kru¾ni
e k.

Dùkaz. Vìtu doká¾eme zvlá¹» pro pøípad, kdy je bod M vnì k a zvlá¹» pro pøípad,

kdy je M uvnitø k.

I. Bod M le¾í vnì k: Viz Obr. 117. Platí |MX| · |MY | = (|MQ| − |QX|) · (|MQ|+
|QY |). Proto¾e |QY | = |QX| (Q je støedem tìtivy XY ), mù¾eme pøi postupném

uplatnìní vztahu pro rozdíl ètver
ù a Pythagorovy vìty psát

|MX| · |MY | = (|MQ| − |QX|) · (|MQ|+ |QX|)
= |MQ|2 − |QX|2 = d2 − h2 − r2 + h2 = d2 − r2.

(94)

Obrázek 117: |MX| · |MY | = d2 − r2

II. Bod M le¾í uvnitø k: Viz Obr. 118. Platí |MX|·|MY | = (|QX|−|QM |)·(|QY |+
|QM |). Proto¾e |QY | = |QX| (Q je støedem tìtivy XY ), mù¾eme pøi postupném
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uplatnìní vztahu pro rozdíl ètver
ù a Pythagorovy vìty psát

|MX| · |MY | = (|QX| − |QM |) · (|QX|+ |QM |)
= |QX|2 − |QM |2 = r2 − h2 − d2 + h2 = r2 − d2.

(95)

Obrázek 118: |MX| · |MY | = r2 − d2

Dáme-li vztahy (94) a (95) dohromady, mù¾eme uèinit následují
í závìr. Pro bod

M vnì kru¾ni
e k je m = d2 − r2 > 0, pro bod M uvnitø k je m = d2 − r2 < 0
a nakone
, pro bod M le¾í
í na kru¾ni
i k je m = d2 − r2 = 0. V¾dy je pøitom

|m| = |MX| · |MY |. Tím je vìta dokázána.

Vìta 19. Ne
h» M je vnìj¹í bod kru¾ni
e k(S; r), m jeho mo
nost ke kru¾ni
i k.
Jestli¾e T je dotykový bod teèny vedené z bodu M ke kru¾ni
i k, tak platí |MT |2 = m.

Dùkaz. Viz odvození vztahu (93) na str. 130.

Souvislost hodnoty mo
nosti bodu M ke kru¾ni
i s jeho vzdálenostmi od prùseèíkù

X, Y jím vedené pøímky s kru¾ni
í, vyjádøená vztahem (91), znamená, ¾e daný bod

M má stejnou mo
nost ke v¹em kru¾ni
ím, které body X, Y pro
házejí, bez ohledu

na jeji
h polomìry. Na Obr. 119 vidíme ètyøi takové kru¾ni
e, k, l,m a n. Máme-li

na mysli v¹e
hny kru¾ni
e pro
házejí
í body X, Y , hovoøíme o svazku kru¾ni
. Na

Obr. 119 jsou zobrazeny i teèny z M ke v¹em kru¾ni
ím k, l,m, n. Dùsledkem vztahu

(93) je to, ¾e body dotyku v¹e
h tì
hto teèen jsou od M stejnì daleko, le¾í tedy na

kru¾ni
i se støedem M .
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Obrázek 119: Bod M má stejnou mo
nost ke v¹em kru¾ni
ím s tìtivou XY

10.1 Chordála a potenèní støed

Je zøejmé, ¾e kdy¾ posuneme bodM podél pøímky p ≡↔ XY , viz Obr. 119, hodnota

jeho mo
nosti vzhledem ke kru¾ni
ím k, l,m, n (a v¹em ostatním z tého¾ svazku) se

zmìní, opìt ale bude ke v¹em stejná. Pøímka p je tedy mno¾inou bodù, které mají ke

kru¾ni
ím k, l,m, n stejnou mo
nost. Pøímku s touto vlastností vzhledem ke dvìma

kru¾ni
ím nazýváme 
hordála.

Obrázek 120: Chordála h kru¾ni
 k1, k2, potenèní bod P kru¾ni
 k1, k2, l

Vìta 20 (Chordála dvoji
e kru¾ni
). Ne
h» jsou k1(S1; r1), k2(S2; r2) dvì nesou-
støedné kru¾ni
e. Mno¾ina bodù X, které mají k obìma kru¾ni
ím stejnou mo
nost,
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je pøímka h ⊥ S1S2. Jestli¾e kru¾ni
e k1, k2 mají spoleèný bod M, potom pøímka h

pro
hází tímto bodem.

Poznámka. Pøímka h, která je mno¾inou bodù X, mají
í
h stejnou mo
nost k ne-

soustøedným kru¾ni
ím k1, k2 se nazývá 
hordála (té¾ potenèní pøímka) kru¾ni


k1, k2.

Poznámka. Bod, který má ke tøem vzájemnì rùzným kru¾ni
ím stejnou mo
nost

se nazývá potenèní bod (té¾ potenèní støed).

Analyti
ké vyjádøení 
hordály

Chordálu kru¾ni
 k1(S1[m1, n1], r1), k2(S2[m2, n2], r2) s rovni
emi k1 : (x−m1)
2 +

(y−n1)
2 = r21 a k2 : (x−m2)

2+(y−n2)
2 = r22 mù¾eme analyti
ky vyjádøit rovni
í:

(x−m1)
2 + (y − n1)

2 − r21 = (x−m2)
2 + (y − n2)

2 − r22 (96)

PØÍKLAD 10.1. Sestrojte 
hordálu dvou nesoustøedný
h kru¾ni
 k1, k2, které ne-

mají spoleèný bod.

Øe¹ení: Pokud mají kru¾ni
e dva spoleèné body, ji¾ víme, ¾e 
hordála pro
hází tì-

mito body. Pokud mají spoleèný jenom jeden bod, ve kterém se dotýkají, 
hordála

Obrázek 121: Chordála h kru¾ni
 k1, k2

pro
hází tímto bodem, kolmo na pøímku spojují
í støedy kru¾ni
. V pøípadì, ¾e

kru¾ni
e nemají ¾ádný spoleèný bod, pomù¾eme si tím, ¾e úlohu pøevedeme na pøí-

pad dvou spoleèný
h bodù. Pro tento úèel pou¾ijeme pomo
nou kru¾ni
i l, která
má s ka¾dou z daný
h kru¾ni
 dva prùseèíky, viz Obr. 121. Snadno pak sestrojíme
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dvì 
hordály, v¾dy pro pomo
nou kru¾ni
i l a jednu z daný
h kru¾ni
 k1, k2. Tyto


hordály se protnou v bodì P (potenèní bod), který má stejnou mo
nost ke v¹em

tøem kru¾ni
ím, tedy i k daným dvìma k1, k2. Tímto bodem potom musí, kolmo na

spojni
i S1, S2, pro
házet hledaná 
hordála h.

PØÍKLAD 10.2. Sestrojte kru¾ni
i k, která pro
hází danými body A 6= B a dotýká

se dané pøímky t.

Øe¹ení:Viz Obr. 122. Vyu¾ijeme pomo
nou kru¾ni
i l pro
házejí
í body A,B. Potom

bod P = AB
∫

t má k této kru¾ni
i stejnou mo
nost jako k té hledané, tedy i délku

teèny (vzdálenost M a bodu dotyku). To nám pomù¾e najít body dotyku T, T ′

hledaný
h kru¾ni
 s t. Úloha má dvì øe¹ení. Kompletní postup krok za krokem je v

appletu https://www.geogebra.org/m/p8lwmKv4.

Obrázek 122: Vyu¾ití pomo
né kru¾ni
e l
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10.2 Cvièení: Mo
nost bodu ke kru¾ni
i

1. Je dán úhel ∠AV B a uvnitø nìho bod M. Sestrojte kru¾ni
i, která pro
hází

bodem M a dotýká se pøímek AV,BV.

2. Obdélník má velikosti stran a, b. Máme sestrojit

a) libovolný obdélník stejného obsahu,

b) obdélník stejného obsahu, jeho¾ jedna strana má danou velikost c.

3. Jsou dány dvì nesoustøedné kru¾ni
e k1, k2 a pøímka p. Na této pøím
e urèete

bod P tak, aby teèny z nìho vedené ke kru¾ni
ím k1, k2 mìly stejnou délku.

4. Sestrojte kru¾ni
i, která se dotýká dané kru¾ni
e k(S; r) a pro
hází dvìma rùz-

nými body A,B, které le¾í vnì dané kru¾ni
e k.

5. Je dán li
hobì¾ník ABCD se základnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitø úseèky
AD sestrojte bod P a uvnitø úseèky BC bod Q tak, aby platilo zároveò PQ||AB a

PC||AQ.

6. Sestrojte li
hobì¾ník ABCD, jsou-li dány délky jeho ramen |BC| = 4.5cm,
|DA| = 3cm a velikost 75◦ úhlu, který svírají pøímky BC a AD, platí-li naví


|AB||CD| = |AC|2.
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11 Osová a�nita

Urèení osové a�nity. Charakteristika a rovni
e osové a�nity. Ela
e. Základní a�nity.

Involu
e.

11.1 Základní a�nity

þZákladními a�nitamiÿ nazýváme a�nity, jeji
h¾ v¹e
hny samodru¾né body tvoøí

nadrovinu prostoru An. Pøíklady základní
h a�nit jsou þosová a�nita v A2ÿ, þosová

soumìrnost v E2ÿ nebo þrovinová soumìrnost v E3ÿ.

Základní a�nita taková, ¾e prímka spojují
í vzor a obraz je rovnobì¾ná s nadrovinou

samodru¾ný
h bodù, se nazývá þela
eÿ.

Obrázek 123: Osová a�nita v rovinì, její¾ smìr je rovnobì¾ný s její osou, jako pøíklad ela
e

11.2 Osová a�nita v rovinì

Osová a�nita je urèena osou o, smìrem s a 
harakteristikou κ. Smìr a 
harakteristika

jsou vet¹inou zadány dvoji
í sobì odpovídají
í
h bodù A,A′.

PØÍKLAD 11.1. V osové a�nitì urèené osou o a dvoji
í sobì odpovídají
í
h bodù

A,A′ zobrazte bod X a pøímku p.

Øe¹ení: Viz Obr. 124. Pøi urèení obrazu bodu a pøímky vyu¾ijeme

Vlastnosti osové a�nity

(1) Pøímka spojují
í sobì odpovídají
í body je rovnobì¾ná se smìrem a�nity.

(2) Sobì odpovídají
í pøímky se protínají na ose a�nity.
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(3) In
iden
e se za
hovává.

(4) Osa a�nity a pøímky rovnobì¾né se smìrem a�nity jsou samodru¾nými pøím-

kami.

Obrázek 124: Osová a�nita v rovinì, øe¹ení pøíkladu 11.1

Postupujeme tak, ¾e sestrojíme pøímku p =
←→
AX a urèíme její prùseèík I s osou a�nity

o. Z vlastnosti (2) vyplývá, ¾e pøímka p′, která je obrazem pøímky p, také pro
hází
bodem I. Z vlastnosti (3) pak plyne, ¾e p′ pro
hází rovnì¾ bodem A′. Sestrojíme

tedy pøímku p′ =
←→
A′I. Obraz bodu X, bod X ′, pak urèíme podle vlastnosti (1) jako

prùseèík p′ s pøímkou jdou
í bodem X rovnobì¾nì s

←→
AA′.

Charakteristika osové a�nity

Charakteristikou osové a�nity κ rozumíme dìli
í pomìr

(A′AA1) = κ,

kde body A,A′ jsou ve vztahu þvzor a obrazÿ a bod A1 je prùseèík pøímky AA′ s
osou a�nity o, viz Obr. 124. Charakteristika osové a�nity je rovna jejímu modulu,

proto se κ nazývá také modul osové a�nity.

Poznámka. þOsová soumìrnost v rovinìÿ je zvlá¹tním prípadem osové a�nity, její¾

smìr ~s je kolmý na osu o (~s⊥o) a její¾ 
harakteristika κ je rovna −1 (κ = −1).

PØÍKLAD 11.2. Je dána prímka o, trojúhelník ABC a dvoji
e bodù X,X ′. Se-
strojte obraz trojúhelníka ABC v osové a�nitì s osou o, v ní¾ je obrazem bodu X
bod X ′.
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Vìta 21. Rovnobì¾né pøímky a‖b se v osové a�nitì zobrazí opìt na rovnobì¾né

pøímky a′‖b′.

Dùkaz. Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládáme, ¾e obrazy rovnobì¾ný
h pøímek

jsou rùznobì¾ky. Dostaneme se do sporu s de�ni
í 
harakteristiky a�nity.

Vìta 22. Dìlí
í pomìr se v osové a�nitì za
hovává, tj. (ABC) = (A′B′C ′).

Dùsledky vìty 22:

1) Støed úseèky se zobrazí zase na støed úseèky.

2) Za
hovává se uspoøádání bodù na pøím
e.

PØÍKLAD 11.3. Je dána pøímka o a trojúhelník ABC. Sestrojte obraz A′B′C ′

trojúhelníka ABC v takové osové a�nitì s osou o, aby byl trojúhelník A′B′C ′ rovno-
stranný.

(Postup konstruk
e viz http: // tube. geogebra. org/ student/ mni2IYH1
 )

Vìta 23. Ne
h» P je obsah trojúhelníka ABC a P ′ obsah jeho obrazu A′B′C ′ v osové
a�nitì s 
harakteristikou κ. Potom P ′ = |κ| · P.

Z vý¹e uvedený
h vìt 21, 22, 23 plyne, ¾e osová a�nita má následují
í invarianty.

Invarianty osové a�nity

(1) Rovnobì¾nost pøímek.

(2) Dìlí
í pomìr.

(3) Pomìr obsahu obraz
ù.

Charakteristika základní a�nity

Charakteristiku pøiøazujeme ka¾dé základní a�nitì, která není ela
í. Platí

κ = (X ′XX1),

kde X1 je prùseèík
←−→
XX ′ s nadrovinou samodru¾ný
h bodù uva¾ované základní a�-

nity.

Základní a�nita jako involu
e

þInvolutorní zobrazeníÿ, té¾ þinvolu
eÿ, je ka¾dé zobrazení a�nního bodového pro-

storu na sebe, které není identitou, ale slo¾eno samo se sebou je identitì rovno.

Základní a�nita je involu
í tehdy, kdy¾ není ela
í a její 
harakteristika je rovna −1.
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11.3 Cvièení { Osová a�nita

1. Pomo
í výsledku Pøíkladu 11.3 doka¾te tvrzení: Te¾ni
e trojúhelníka se protínají

v jednom bodì, který je dìlí v pomìru 1 : 2.

2. Doka¾te Vìtu 23.
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12 Analyti
ké vyjádøení a�nního zobrazení v rovinì

Odvodíme si analyti
ké vyjádøení a�nního zobrazení f roviny na sebe (zkrá
enì

þa�nityÿ v rovinì). Základní my¹lenka tohoto odvození je ilustrována Obr. 125.

V rovinì A2 máme dvì a�nní soustavy souøadni
 (repéry), þsoustavu vzorùÿ α =
{P ;~e1, ~e2} (je urèena poèátkem P a bází {~e1, ~e2} vektorového zamìøení prostoru A2)

a þsoustavu obrazùÿ ω = {Q; ~d1, ~d2} (urèena poèátkemQ a bází {~d1, ~d2} vektorového
zamìøení prostoru A2). Pøitom repér {P ;~e1, ~e2} se pùsobením uva¾ované a�nity f

zobrazí na repér {f(P );ϕ(~e1), ϕ(~e2)}, kde ϕ homomor�smus (lineární zobrazení)

aso
iovaný k f. Obrazem bodu X = [x1, x2] je bod f(X) = X ′ = [x′1, x
′
2]. Vztah

mezi souøadni
emi f(X) a X najdeme tak, ¾e bod f(X) vyjádøíme vzhledem k

obìma repérùm {Q; ~d1, ~d2} a {f(P );ϕ(~e1), ϕ(~e2)} (viz Obr. 125) a tato vyjádøení

porovnáme.

Obrázek 125: Zobrazení bodu X v a�nitì f v rovinì

Ne
h» f je a�nní zobrazení prostoru A2 na sebe a ϕ je homomor�smus aso
iovaný

k f. Potom obrazy ϕ(~e1), ϕ(~e2) vektorù báze {~e1, ~e2} mù¾eme vyjádøit rovni
emi

ϕ(~e1) = a11~d1 + a21~d2, (97)

ϕ(~e2) = a12~d1 + a22~d2, (98)

kde koe�
ienty aij jsou souøadni
e vektorù ϕ(~e1), ϕ(~e2) vzhledem k bázi {~d1, ~d2} a
pro obraz f(P ) poèátku P repéru α mù¾eme psát

f(P ) = Q+ b1~d1 + b2~d2, (99)

kde [b1, b2] jsou jeho souøadni
e vzhledem k repéru ω.

Nyní urèíme vztah mezi souøadni
emi libovolného bodu X ∈ A2 a jeho obrazu

X ′ = f(X) ∈ A2. Nejprve ka¾dý z tì
hto bodù zapí¹eme v pøíslu¹ném repéru, bod
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X v repéru α, bod f(X) pak v repéru ω,

X = P + x1~e1 + x2~e2, (100)

f(X) = Q+ x′1~d1 + x′2~d2. (101)

Potom, s vyu¾itím vlastností zobrazení f a ϕ, zapí¹eme obraz bodu X ve tvaru

f(X) = f(P + x1~e1 + x2~e2) = f(P ) + ϕ(x1~e1 + x2~e2) = f(P ) + x1ϕ(~e1) + x2ϕ(~e2).

Po dosazení z (97), (98) a (99) dostáváme

f(X) = Q+ b1~d1 + b2~d2 + x1(a11~d1 + a21~d2) + x2(a12~d1 + a22~d2).

Po úpravì a porovnání koe�
ientù pøi

~di s vyjádøením (101) dostáváme hledané

rovni
e a�nity f v rovinì

f : x′1 = a11x1 + a12x2 + b1,

x′2 = a21x1 + a22x2 + b2. (102)

Nyní je¹tì urèíme rovni
e aso
iovaného zobrazení ϕ. Ne
h» vektor ~u ∈ V2 se zobrazí

do vektoru ϕ(~u) ∈ V2. Pro souøadni
e vzoru ~u a obrazu ϕ(~u) platí

~u = u1~e1 + u2~e2, (103)

ϕ(~u) = u′1~d1 + u′2~d2. (104)

Na (103) aplikujeme zobrazení ϕ a upravíme dle (97) a (98). Dostaneme

ϕ(~u) = u1ϕ(~e1) + u2ϕ(~e2) = u1(a11~d1 + a21~d2) + u2(a12~d1 + a22~d2).

Po úpravì a srovnání s (104) dostaneme hledané rovni
e aso
iovaného zobrazení ϕ:

ϕ : u′1 = a11u1 + a12u2,

u′2 = a21u1 + a22u2. (105)

Soustavu rovni
 a�nity v rovinì (102) mù¾eme zapsat také pomo
í mati
, takto

[

x′1
x′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

x1

x2

]

+

[

b1
b2

]

,

struènìji pak ve tvaru

X
′ = A ·X+ B.
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