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1 Reseni soustav linearnich rovnic

1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici o n neznamych 1, zs, ..., z,, s redlnymi koeficienty rozumime
rovnici ve tvaru
121 + Qg + ... + apx, = b, (1)

kde koeficienty aq,as, ..., a,, b jsou realna cisla.
Oznaceni ,linearni“ vyjadruje skutecnost, ze kazda z neznadmych i, 2o, ..., 2z, se
v rovnici vyskytuje nejvyse v prvni mocniné. Pokud by nejvys$si mocninou, v niz
se v rovnici vyskytuje proménnd, byla mocnina druhad, resp. treti, hovorili bychom
o rovnici kvadratické, resp. kubické (pfipadné o rovnici druhého, resp. tfetiho stupné).

V pripadé rovnic o jedné, dvou ¢i tfech neznadmych pouzivame pro oznaceni ne-
znadmych a koeficienti ¢asto i jiné symboly nez v (), napf. nezndmé oznacujeme x,
y a z a koeficienty a, b, c a d:

ax =D, ax + by = c, ar +by +cz =d.

1.2 Soustava linearnich rovnic

Budeme uvazovat soustavu m linearnich rovnic o n neznamych s redlnymi koeficienty
(obecné s koeficienty z télesa! T; potom hovoiime o soustavé m linedrnich rovnic
o n nezndmych nad télesem T'):
1171 + Q12X + ... + A1,T, = by
911+ a99xo + ... + AopnTy = bg

A1 T1 + QX + ... + QG Xy = by
Se soustavou (2) jsou spojeny nasledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

al a2 ... QAip
A= 21 A2 A2n,
i Am1 Am2 Amn |

L Télesem® zde rozumime algebraickou strukturu (jiz znate algebraickou strukturu zvanou ,grupa“). V kurzu
linedrni algebry a geometrie budeme pracovat vyhradné s télesem redlnych ¢isel R. Definice této algebraické struktury
je uvedena v kapitole vénované vektorovému prostoru.



Rozsirena matice soustavy A*:

ai a2 ... QAip b1
qr 2| @ a2 . am by
| am1 Am2 o Gmp b, ]

Poznamka. Pro oznaceni rozsirené matice pouzivame i jiné symboly nez A*. Na-
priklad Aroz.

1.3 Maticovy zapis soustavy

Uzitim nasobeni matic muzeme soustavu (2) zapsat ve tvaru

A-i =D,
] in
kde A je matice soustavy, & = 33,2 je vektor neznamych a b= b:2 je vektor pravych
b

stran rovnic soustavy.

Vektory 7 a b mtizeme chapat také jako matice. Pak pouzijeme zapis
A-X =B,

kde X =7 a B=b.

Casto je vyhodné hledét na soustavu (Z) jako na rovnost linedrni kombinace
sloupcovych vektort matice A vektoru b:

ari ai2 A1n bl
a21 a2 as by
S Il N PR (Rl NSRS M :n = (3)
_aml_ _am2_ _amn_ _bm_

coz strucnéji zapiseme ve tvaru:

T1-AQ+To Ao+ ...+ X, a, =Db.



Podle vektoru pravych stran b rozlisujeme dva typy soustavy linearnich rovnic (2)):
1) Pro b=5=(0,0,...,0) hovofime o0 homogenni soustavé, symbolicky ji zapiseme

A-Z=06 (nebo A-X=0).

2) Pro b # 6 hovofime o nehomogenni soustavé, kterou symbolicky zapiseme

A-2=b; b6 (nebo A-X=B: B+O0).

1.4 Resitelnost soustavy - Frobeniova véta
Zajima nas, jak pozname, zda ma soustava reseni a kolik riiznych reseni mutze mit.

PRIKLAD 1.1. Rozhodnéte o poctu veseni danijch soustav. Potom je vyieste a
jegich Tresent geometricky interpretuste.

rT+3y+z2=9>5 b dr+3y+2z=1 r+y—-3z=-1
a) 20+y+2=2 r+3y+oz=1 c) 20 +3y—22=1

rT+y+5dz=-7, 3+ 6y +9z =2, x+2y+z=3.
Reseni:

Provedeme Gaussovu eliminaci rozsifené matice kazdé z danych soustav:

ad a)

1 3 1|5 13 115 rT+3Yy+z2=95

2112 |~~|01-2/6 |— y—-2z=6

1157 00 1]|-2 Y9
h(A) = h(A*) =n (poet neznmch), soustava mé jediné feSeni (je regularni)

Obrazek 1: Regeni piikladu 1.1 a - t¥i roviny s jednim spole¢nym bodem



Reseni uré¢ime naptiklad Gaussovou-Jordanovou eliminaci (mtzeme vsak pouzit také
Cramerovo pravidlo, inverzni matici ¢i pfimé reseni soustavy):

1 3 1|5 13 15 1001
21112 |~~]101-2/6 |~-~]1010]2
1 15]-7 00 1]-2 00 1|-2

Resenim soustavy je usporddana trojice X = [1,2, -2]. Geometricky toto feseni inter-
pretujeme jako bod, ktery je spolecny trem rovinam odpovidajicim danym rovnicim,

viz Obr.[Il

ad b)
482l 1 3 5|1 r+3y+bz=1  (4)
13 5/1 |[~een .

h(A) = h(A*) <n (poet neznmch), soustava mé nekonecné mnoho feseni

Obrazek 2: Regeni piikladu 1.1 b - t¥i roviny se spole¢nou piimkou

Reseni ur¢ime ze soustavy (), kterd odpovida matici v Gaussové tvaru ekvivalentni
s rozsirenou matici dané soustavy:

r+3y+5z=1
3y+6z=1

Neznamé z,y, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim kazdého radku matice
v Gaussové tvaru zistanou neznamymi (tzv. ,zédkladni“ neznamé), zatimco nezna-
mou z nahradime redlnym parametrem ¢ (nejsme schopni urcit hodnoty vice nezna-
mych nez je pocet nezavislych rovnic, proto tuto tfeti nezndmou uvazujeme jako

,volnou®):
z=t; teR
r+3y=1-51
3y=1-6t



Regenfm soustavy je mnoZina vSech uspofadanych trojic M = {[t, 3 2t,t];t € R}.
Geometricky toto reseni interpretujeme jako primku, ktera je spolecnad vsem trem
rovindm odpovidajicim danym rovnicim, viz Obr.[2l

ad )
11 -3]1 11 -3]1 r+y-3z=1
23 2[1 |~men|01 421 |— y+dz=-1
12 13 00 0]3 023

h(A) < h(A*), soustava nema FeSeni

Obréazek 3: Reeni piikladu 1.1 ¢ - tii roviny nemaji spoleény priinik

Mnozina teseni dané soustavy je prazdna: M = @. Geometricky lze tento zavér
interpretovat tak, ze roviny odpovidajici danym rovnicim nemaji (vSechny tfi) zadny
spolecny bod, viz Obr.[3l

Véta 1 (Frobeniova véta). Soustava m linearnich rovnic o n nezndmych nad télesem
T ma aspon jedno reseni prave tehdy, kdyZ hodnost matice této soustavy je rovna
hodnosti rozsirene matice soustavy, tj.

h(A) = h(A").

Dikaz. Frobeniova véta ma formu ekvivalence. Mtzeme ji schematicky vyjadrit
takto:
aspo jedno een < h(A) =h(A").

Dokazujeme tedy prislusné dvé implikace:
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(1) aspo jedno een = h(A) = h(A*)

aspo jedno een = ex. xq,x9,...,x, tak, ze x1-a1+x9 Aoy +...+x,-a, =b= b je
linedrni kombinaci vektori ai,ao, ..., a,. Potom se jeho pridanim k matici tvorené
vektory @y, @, ..., a, nemuze zvysit jeji hodnost, tj. h(A) = h(A*). Symbolicky za-
psano: [@y,as, ..., 4, = [@1, a2, ..., Gp, b] = h(A) = h(A*).2

(2) h(A) = h(A*) = aspo jedno een

h(A) = h(A*) = b je linearni kombinaci vektoru @i, as,...,a, = existuje FeSeni
T1,T92,y...,Tp []

Poznamka. Reseni soustavy linearnich rovnic mize dopadnout trojim zptsobem.
Bud ma praveé jedno reSeni, nebo ma nekonec¢né mnoho reSeni a nebo reseni nema.
Jind moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pri oveérovani platnosti Frobeniovy
podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno feSeni (tj. jednu usporddanou
n—tici),
(ii) h(A) = h(A*) <n ... soustava ma nekoneéné mnoho reseni (tj. nekonecné mnoho

usporadanych n—tic, které tvori néjaky , podprostor®, napt. prfimku nebo rovinu),

(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nemé TeSeni.

PRIKLAD 1.2. Rozhodnéte o Fesitelnosti dangjch soustav. U kaZdé z nich rozhod-
néte, zda ma prave jedno resent, nekonecneé mnoho resent, ¢i zda nema Zadné resent.
Sve turzeni zduvodnéte.

2r—y+z=1 3r+y—-z=1 T+yYy—z2=2
a) b) c)

r+2y—2=3 r—-—y+22=0 20 —y+3z=1

dr+3y—z=1, T+ 3y—5z=2, —r+y+2z=4.

2Zapisem [iy, dig, ..., i, | rozumime tzv. linedrni obal mnoziny vektori iy, iz, ..., ii,, cOZ je mnoZina viech line-
arnich kombinaci téchto vektora. Vice v partiich vénovanych pojmu ,Vektorovy prostor®.

10



1.5 Vztah mezi feSenim nehomogenni a prislusné homogenni
soustavy linearnich rovnic
Mnoziny reseni nehomogenni soustavy linedrnich rovnic a k ni ptislusné homogenni

soustavy spolu tzce souvisi. Zajima nas povaha tohoto vztahu, a jak ho miizeme
vyuzit pri reseni nehomogennich soustav.

PRIKLAD 1.3. Reste dané dané dvojice homogennich a nehomogennich soustav
linearnich rovnic.

a) x+2y=0, T+2y=05,
e) —-r+2y+2=0 —T+2y+z=7
r+y+22=0, r+y+2z=11.
Reseni:
ad a)

Regeni homogenni soustavy: W = {[-2t,t];t € R} = {t(-2,1);t € R}.
Reseni nehomogenni soustavy:
M ={[5-2t,t];te R} ={[5,0] +t(-2,1);t € R}.
ad b)
Regeni homogenni soustavy: W = {[~t,~t,t];t € R} = {t(-1,-1,1);t € R}.

Reseni nehomogenni soustavy:

M={[6-t,6-1t,t];te R} ={[5,6,0]+t(-1,-1,1);t € R}.

Véta 2 (Reseni nehomogenni soustavy). Necht R je libovolné Feseni nehomogenni
soustavy AX = B a Wy je vektorovy prostor vsech reseni odpovidajici homogenni
soustavy AX = O. Pak pro mnozinu M vsech teseni soustavy AX = B plati:

M ={R+;teW,).

Dikaz. (1) {R+u}cM; A(R+u)=AR+Ai=AR+06=AR=B

(2) Mc{R+1u}; AQ=B, AR=B = A(Q-R)=0 = existuje i =Q - ReWy
tak, ze AQ =A(R+1) =B. O

Poznamka. Véta2lnam jinymi slovy rika, ze vSechna reSeni nehomogenni sou-
stavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem jednoho konkrétniho reseni
R této soustavy a vSech reSeni u prisluSné homogenni soustavy.
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Zavér: Pri reseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekone¢né mnoha rese-
nimi (tj. h(A) = h(A*) < n) mizeme postupovat takto:

1. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné reSeni oznacme .
2. Najdeme jedno konkrétni reseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me ho R.

3. Mnozinu M vsech feseni dané nehomogenni soustavy vyjadrime jako soucet jejiho
jednoho konkrétniho reSeni a obecného teSeni prislusné homogenni soustavy:

M=R+2

Poznamka. Mnozina vSech feseni nehomogenni soustavy tvori tzv. bodovy pro-
stor (tj. je to mnozina bodt, také mizeme Fici ,mnozina mist*), zatimco mnozina
vSech Tfeseni prislusné homogenni soustavy tvoii tzv. vektorovy prostor (tj. je to
mnozina vektord, také mizeme ¥ici ,mnozina sméra‘).

Prvky bodového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
14 - Def. 2.1) nazyvame body. Kazdy bod, ktery je feSenim nehomogenni soustavy,
se da vyjadrit jako soucet jednoho konkrétniho bodu a linearni kombinace vektori
(které jsou fesenim prislusné homogenni soustavy).

Prvky vektorového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
8 - Def. 1.1) nazyvame vektory. Kazdy vektor se d4 vyjadrit jako linedrni kombinace
skupiny vektoru z téhoz prostoru, kterou nazyvame systém (mnozina) genera-
tort daného vektorového prostoru.

Dimenze vektorového prostoru je cislo, které udava pocet linearné nezavislych
vektort, jejichz linedrni kombinaci mohu vytvorit kazdy vektor uvazovaného pro-
storu. Systém generatorid v.p., ktery je tvoren linedrné nezavislymi vektory se nazyva
baze vektorového prostoru. Dimenze je tak rovna poctu vektort baze daného vek-
torového prostoru. Bod (pocatek) mé dimenzi 0, pfimka dimenzi 1, rovina dimenzi
2 a prostor ma dimenzi 3.
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1.6 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych

Homogenni soustavou rozumime soustavu linearnich rovnic, které maji na pravych
stranach vyhradné nuly (tj. vSechny rovnice v soustavé jsou homogenni). Pro takovou
soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka. Homogenni soustava ma tedy vzdy
reSeni - tzv. ,trivialni reSeni”, které spociva v tom, ze za vSechny nezndmé dosadime
nuly (trividlnim fesenim je tedy usporadand n-tice tvorend samymi nulami, téz
muzeme Tici nulovy vektor).

Pokud je matice homogenni soustavy regularni, tj. h(A) = n, ma soustava jenom
trivialni reseni.

Pokud je matice soustavy singuldrni, tj. h(A) < n, ma homogenni soustava ne-
kone¢né mnoho reseni a trivialni reseni je jenom jednim z nich. Timto pripadem
homogenni soustavy se ted budeme zabyvat.

PRIKLAD 1.4. Reste homogenni soustavu

r + o + I3 + Ty =0
r1 + 2x9 + 3x3 + 4wy = 0 (5)
r1 + 3x9 + drz + Txry = 0
xry + 43}2 + 7333 + 103}4 =0

ReSeni: Mnozina feseni dané homogenni soustavy:
Wa={(s+2t,-2s-3t,s,t);s,t € R},

Mnozina Wy je podprostorem vektorového prostoru R*. MiuZeme ji zapsat jako li-
nearni obal (tj. mnozinu vSech linedrnich kombinaci) dvou nezavislych vektoru:

Wa=[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] cc R*.

Dimenze W4 je potom
dimW 4 = 2.

Véta 3. Necht je dana homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych nad
telesem R a necht matice A této soustavy md hodnost h(A). Potom mnozZina Wy
vsech Teseni této soustavy je podprostor aritmetického vektoroveho prostoru R"™ a ma
dimenzi n— h(A), tj.

dimWy =n - h(A).

K dikazu této véty nemame zatim vytvoreny potiebné teoretické zaklady. Proto
se zde provizorné opreme o své dosavadni zkusSenosti a k rigoréznimu dikazu se
vratime, az budeme pripraveni.

Jiz vime, Ze k nalezeni hodnot k nezndmych potrebujeme k nezavislych rovnic
a neznamé, které jsou nad tento pocet nahrazujeme (vesmés redlnymi) parametry.
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Tim vyjadiujeme, ze jejich hodnoty jsou v daném oboru volné, hovorime o wvolnych
neznamych. Pocet parametri pak urcuje dimenzi prostoru reseni soustavy. A jak
pro tuto dimenzi dostaneme vyjadreni n — h(A)? Je-li hodnost matice (homogenni)
soustavy A rovna h(A), vime, ze nezavislych rovnic soustavy je h(A). Muzeme tedy
urcit hodnoty h(A) neznamych. Z celkového poc¢tu n (n > h(A)) tak zbyva prave n—
h(A) volnych neznamych, které nahradim parametry a jejichz pocet urc¢uje dimenzi
prostou feseni. Pokud napiiklad je h(A) = n, nemam Zadnou volnou neznamou,
reSenim je jedina konkrétni usporadana n-tice, tj. bod, a dimenze prostoru reseni

jen—h(A) =0.

1.6.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vsech feSeni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k reseni prikladu [[L4l Vidéli jsme, ze si ho miizeme zapsat tvaru
Wa=1[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukazeme, jak se daji primo najit vektory baze
podprostoru Wy.

Postup reseni Prikladu [[.4k

1. Urcime tzv. zakladni neznamé
Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:

1] [11 1 111 1]
4 0 1 0123
7 0 2 0000

=~ o N
g Ot W =
—_

N N
S W =
O =
[—= =
(NS
w
—_

1
1
1

1 0] [0369[ 0000

-

Soustava odpovidajici vysledné matici v Gaussové tvaru ma tvar

r1 + 9 + x3 + x4 = 0
ro + 2x3 + 3z4 = 0.

(6)

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim na kazdém radku matice v
Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni nezndmé. V nasem pripadé se
jedna o x1 a xo9. Vzhledem k témto nezndmym pak resime soustavu, kdyz zbyvajici
neznamé (”nezékladni” nebo téz ”volné” nezndmé) nahradime realnymi parametry.
V nasem konkrétnim pripadé tedy

zkladn nezn.: x1, xo; voln nezn.: x3=s, x4=1; s,telR.
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2. Vypocitame dimenzi prostoru reSeni W

dmWy=n-h(A)=4-2=2

3. Hledame dvé nezavisla reSeni b;, by tvorici bazi Wy

Vektory 51, by nejprve volime takto:
by = (21,22,1,0), by = (y1,52,0,1).

Potom je dosadime do soustavy (B)) a dopocitdme ptislusné hodnoty x1, 2, y1, ys
by=(1,-2,1,0), by =(2,-3,0,1).

Obecné feseni & homogenni soustavy (I.4)) pak mizeme zapsat jako linedrni kombi-
naci vektori by, by :

7=s(1,-2,1,0) +#(2,-3,0,1); s,teR.

PRIKLAD 1.5. Reste ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic a urcete
bazi vektoroveho prostoru vsech Tesent teto soustavy:

r1 - 2x9 — x3 + 2x4 + Ddxy =0
3331 — 6332 - 23]3 + T4 + 33]5 =0 (7)
—2371 + 4332 + X3 + T4 + 2375 =0

Reseni:
W4 =1[{(2,1,0,0,0),(3,0,5,1,0),(7,0,12,0,1) }]

Obecné feseni mizeme zapsat ve tvaru
T=r(2,1,0,0,0) +s(3,0,5,1,0) +¢(7,0,12,0,1); r,s,teR. (8)

Poznamka. 7 tvrzeni véty B plynou jasné zavéry o poctu feseni homogenni sou-
stavy linearnich rovnic. Je ziejmé, ze hodnost matice A je vzdy mensi nebo rovna
dimenzi n prostoru neznamych (po¢tu nezndmych). Uvazujme nejprve h(A) =n. Po
dosazeni do vztahu dim Wy =n — h(A) dostaneme pro dimenzi prostoru feseni sou-
stavy dim Wy, = 0. Jedna se tedy o trivialni podprostor obsahujici jediné - trivialni
(nulové) reseni soustavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim Wy # 0. Prostor reSeni
obsahuje tedy nekonec¢né mnoho prvki - soustava ma nekone¢né mnoho reSeni
soustavy.
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1.7 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji nekonecné
mnoho feSeni. Jiz vime, jak spolu souvisi feSeni takové nehomogenni soustavy s
resenim ji odpovidajici soustavy homogenni (viz Véta ). Pokracujeme piikladem
soustavy, ktera se, az na pravé strany, shoduje s homogenni soustavou (7)) z prikladu
1.0l

PRIKLAD 1.6. Reste ndsledujici soustavu linedrnich rovnic:

T1 — 2332 - X3 + 2334 + 53}5 =8
3331 — 6332 - 23]3 + T4 + 33}5 =2 (9)
—2x1 + 4x9 + 13 + T4 + 225 =6

Reseni: Reseni
M ={(-14+2k+3l+7Tm,k,-22+ 50+ 12m,l,m)}

muzeme piepsat do tvaru, v némz je patrné reseni (§) prislusné homogenni soustavy

@:

M = {(~14,0,-22,0,0) + k(2,1,0,0,0) + 1(3,0,5,1,0) + m(7,0,12,0,1)}
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Cviceni:
Homogenni a nehomogenni soustavy linearnich rovnic
1. Reste dané soustavy. Nejprve ovéite platnost Frobeniovy podminky. U kazdé

soustavy urcCete dimenzi prostoru jejich feSeni a bazi (vektorového) prostoru feseni
prislusné homogenni soustavy. Pokuste o geometrickou interpretaci reseni soustav.

(a) x-2y = 1 (b) 2e+y+3z = 1
3r+2y = -3 r+4y—-2z = -3
1 3 {[1_2t7_1+t7t]}

(-5 -3)

(c) r+y-22z = -3 (d) x-2y+z = 6
20 -y+3z = 7 20 +y-3z = -3
r—-2y+5z = 1 r-3y+3z = 10

{} {[17_271]}

(e) r-2y+2z-w = 3 (f) 3r-2y+z = 4

3r+y+6z+ 11w = 16 r+3y—4z = -3
2 —y+4z+w = 9 20 -3y+5z = T
r—-8y+9z = 10

{[5-2t,1,4,0]} {[1,0,1])

(g) 20 -6y +4z = 2 (h) 20 +2y+3z = 1
—-r+3y—2z = -1 y+2z = 3

dr+dy+7z = 15
{[1+3s-2t,s,t]} 15

{[—?, 23,-10]}
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(i) r+2y = 0 (j) r+2y = 3

{[=2t,t]} {[3-2t,1]}

(k) r-3y+2z = 0 (1) x-3y+2z = 3

{[3s - 2t,5,]} {[3+3s-2t,s,t]}

(m) —x+2y+z = 0 (n) —x+2y+z =T
r+y+2z =0 r+y+2z = 12
17 19
— = —t,t
{[~t, -1} F-tg-tl
(o) —T1+x9-313 = -1 (p) 201 —xo+3x3—w4+x5 = 1
201+ 19— 213 = 1 X1+ 2109 — T3+ 204 — 205 = 2
r1+x9+x3 = 3 T +x9+203+T4—25 = 4
$1+2$2—3I3 =1

0 {1

2. Reste soustavy linearnich rovnic, které jsou dany nasledujicimi rozsifenymi ma-
ticemi. U kazdé soustavy urcete dimenzi prostoru jejich feseni a bazi (vektorového)
prostoru reSeni prislusné homogenni soustavy.

(43 21 12 3|-1 (1)_?_‘;’_11_;1
)| 1351, M|-3-6-7 7] /() :
36 9|2 2 4 7|0 13 031
- 0 -7 3 1]-3]
(1 3 2] 2] [ 1 2 -1 3] 1] (1 2 4 -5|1]
2 -1 3| 7 3 -6 5 -10|-1 2 .35 -7|3
(d) 3—5412’(6) 2 4 0 5| 41/ () 2 -2 2 3|7}/
117 4|4 1 2 1 2| 3] |3 -4 6 -10|2 |
a 111 9/8] 2 0 1|-1
O _;“j] M| o112 87| @1 4 -3 2
. 301 -7]9 | 3 -4 5| 3




3 1 0]-2
MHl1 -2 1] 3
2 1 -3 1

RESENI: (a) {[t,% - 2t,t]}, (b) {[-7-2t,t,2]}, (c) {[-8,4+t,8+2t,1+ 1]}, (d)
{[-3 - 11t,-1 - t,4 + 7t]}, (e) {[2-2s—5t,5,1 +1t,2t]}, (f) {[2t,-8 + 3t,t,3]}, (g)
{[1+3s-2t,s,t]}, (h) {[-5-3t,19-4¢,-6-2t,t]}, (i) @, () {[-1,-2,0]}.

3. Urcete mnoziny bodi, které jsou spolecné rovinam «, 3, v, které jsou dany obec-
nymi rovnicemi:

a:3x+y—2-7=0 a:r+y+z2-5=0

a) Bia+2y-52-15=0 b) B3z -2y+2-3=0
v:3r+5y+22-9=0, v:dr-y+22-10=0,
a:r+2y+2-1=0 a:r-2y+2-1=0

c) f:3r-2-6=0 d) B:2x—4y+22-2=0
v:Tr -4y -52-16=0, v: =bx+10y-52+5=0.

4. Reste dané soustavy linearnich rovnic:

1 +332+23}3+3SE4 =1 332—33}3+4£U4 = -5
a) 3r1—xo—x3—-214 = -4 b) x1—2x3+314 = -4
201+ 3x9—x3—214 = —0 3r1+2x9—dxy = 12
T1+209—-3x3—24 = —4 4r1+3xr9—-5xr3 = 5
4xq + 39 + 213 + = -9
or—2y+z = 4 Ttz T s T
c) d) 201+ To +2w3+3x4 = 1
—-r+3y—-2z = -1
Ty +2r9+3x3+4x4 = 5
3r-2y+3z = 8
3r1+2x9+x3+2x4 = 1

1+ Tx9+dbrg+2x4 = 4
201 - 3x9+6x3—24 = 1

T1—2r9—T3—-T4 = O
e) r1+2x9—23 = 0 f)
3r1—2x9+x3—24 = 13
T1+3r9—13—T4 = —2
2$1+9$2+8$3+3$4 =7
911 —x9+ 1523-524 = 1
T1+dOr9+3x3+T4 = O
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—4xo+2x3 = 1 3r1 — 219+ dxz3—6x4 = 0

g) 201 —3x9 — 13+ D1y = -7 h) Try+x9—3w3—4w4 = 1
3ry—Txeg+x3—5x4 = —6 6x1 +5x9—13x3+3x4 = 1
Tog—X3—Ty4 = -1 23}1 — 13332 + 40333 - 16334 = 13
T1— X9 —T3+204—3x5 = -3
r1+3x9+drg+ Ty = 12 ! 2 ! °
) Axy+3x9+ 43+ 204+ 205 = =2
i) 3x1+5x9+Trs+x4 = 0 j)
$1+2$2—3$3+4$4—$5 = -1
Sr1+ Txg+x3+304 = 4
2331 —332+33}3—4334+2335 = 8
Tx1+x9+3x3+bxry = 16

I
w

3T+ X9 — T3+ 204 — T5

RESENT: (a) [-1,-1,0,1]; (b) [1,2,1,1]; (c) [1,2,3]; (d) [-2,2,-3,3]; (¢) @; (f)
[4 t’%’t Qt__] (g) [ 1017+2t _&+t7t7_i]' ( ) [1a1 1 1] () [17_1,072]; (J)
[2,0,-2,-2,1]

)

175 175 175

5. U kazdé z danych soustav nejprve uzitim Frobeniovy véty rozhodnéte o jeji resi-
telnosti, potom, jde-li to, ji vyreste.

b)

a) X1+ 2T+ a3+ Ty = 1, r+3Yy+22 = 2,
3x1+6x9 +4x3+ 2424 + 325 = 0, 20 +y = 1,
r1+4xo +4x3+ 12204 + 325 = 3, rT+2y+z = -3,

r1+4x0 + 3+ 214 = 2,

c) 201 +3x9 + 0623+ 14 = 2, 4 1 gg2+3§c +x4 =0

331+4332+2Q73+2334 = 3, 9p +; +x2+x4 3 3,

Azy + 1lzg + 1023+ 524 = 1, " +;x +23x ‘°’+5x4 7’

1 2 3 4 = 1,

T1+T3+x4 = 2,
P By + 59 + 273+ 374 = 0

e) T1 +2$2+33}3+$4+4$5+3SB6 = —2,
To+3x3+x5+drg = 0,
3r1+To+2x3+ 30y +x5+4r6 = 1.

RESENI: viz https://www.geogebra.org/m/CBDITs5Y
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2 Vektorovy prostor

Pojem ,,vektor® znate ze stredni skoly - z fyziky, kde jste ho pouzivali pro znazornéni
velikosti a sméru vektorové velic¢iny (tzv. ,fyzikalni vektor®), a z geometrie, kde jste
vektor pouzivali k vyjadreni sméru (a velikosti posunuti v tomto sméru) napft. pii
zapisu parametrickych rovnic pfimky (tzv. ,,geometricky vektor®).

Vektory jste znazornovali ,orientovanymi useckami® (Sipkami) konkrétniho sméru
a velikosti. Ve fyzice vétsinou zalezi na umisténi poc¢atecniho bodu této orientované
usecky, jedna se o tzv. ,vazané vektory“. V geometrii vétSinou na umisténi poca-
tecniho bodu nezalezi (vSechny orientované tsecky téhoz sméru a téze velikosti jsou
rovnocenné), hovorime o tzv. ,volnych vektorech”.

Geometrickym vektorem tak vlastné rozumime mnozinu vsech orientovanych tusecek
steyneho smeru a velikosti. Konkrétni orientovanou tsecku z této mnoziny pak nazy-
vame umisténim vektoru. Tohoto vztahu mezi dvojici bodu (tj. po¢atecnim a konco-

B

1
I
S|

A

Obrazek 4: Geometricky vektor #, jehoz umisténim je orientovana tsecka AB

vym bodem orientované usecky) a vektorem budeme déle vyuzivat. Napiiklad vektor
@ na Obr. [, ktery je dan orientovanou tseckou (svym umisténim) AB, budeme za-

pisovat také jako u = AB nebo 7= B- A.

PRIKLAD 2.1. Pro geometrické vektory i, U, které jsou ddny svymi umisténimi
urcete graficky vysledky nasledujicich operaci:

a) U+ 7,

b) ii-7,

1

c) 2+ 30.
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2.1 Vybrané algebraické struktury

Vlastnosti pocetni operace (napf. s¢itani, od¢itani, nadsobeni a déleni) provadéné
s néjakymi ¢isly zavisi na mnoziné, z niz tato ¢isla pochazeji. Lisi se vlastnosti ope-
race sCitani na mnoziné prirozenych ¢isel a na mnoziné celych cisel, lisi se vlastnosti
déleni na mnoziné celych ¢isel a na mnoziné racionalnich cisel apod. M4 proto smysl
hovorit o operaci ve spojeni s mnozinou, na jejiz prvcich operaci provadime.

Algebraickou strukturou rozumime mnozinu spolu s jednou nebo i vice opera-
cemi, které jsou na ni (neomezené) definované. Zapisujeme (M, *) nebo (K, o,0),
kde M, K jsou mnoziny a *, ¢, o jsou operace na nich definované (* je operace na
M a ¢ spolu s o jsou operacemi na K).

Priklady algebraickych struktur
1. Mnozina celych ¢isel (Z) spolu s operaci s¢itani ,+“: (Z,+).
2. Mnozina realnych ¢isel (R) spolu s operacemi s¢itani ,+“ a nasobeni ,-“: (R, +,-).

3. Mnozina M,,, ¢tvercovych matic (konkrétniho) n—tého fadu spolu s operaci
nasobeni matic ,,-“: (Mxp,)-

4. Mnozina M = {1,2,3,...,12} spolu s operacemi s¢itani ,®* a nasobeni ,®" na
hodinovém ciferniku: (M, ®,®).

2.1.1  Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, =) rozumime mnozinu M spolu s
operact * na M, ktera ma tyto vlastnosti:

i) Ve,ye M; xxye M,
Operace % je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci x.)

i) Va,y,ze M; xx(y*2z)=(x*y)*z,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M,Vex e M; x*xe=ex*x =z,
Existuje neutralni prvek vzhledem k *.
(Jednd se o strukturu s neutralnim prokem.)

iv) VeeM,Jye M; zxy=y*x=ec.
Ke kazdéemu prvku existuje prvek inverzni vzhledem k *.
(Jednd se o strukturu s inverznimi proky.)

Je-li struktura (M, *) navic komutativni, nazgvd se komutativni grupa nebo téz
Abelova grupa.
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PRIKLAD 2.2. Rozhodnéte, zda algebraickd struktura (Z,+) je ,komutativni grupou®.
Priklady grup

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+),

2. (@-{0},-), (R-{0},-), (C={0},-),

3. Mnozina povelu {stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad} spolu s operaci sklé-

dani.
‘ o H pozor ‘ vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ Celem vzad ‘
pozor pozor vlevo v bok | vpravo v bok | celem vzad
vlevo v bok vlevo v bok ¢elem vzad pozor vpravo v bok
vpravo v bok || vpravo v bok pozor Celem vzad vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vpravo v bok

vlevo v bok

pozor

PRIKLAD 2.3. Rozhodnéte, zda mnoZina geometrickych vektori v roviné spolu
s operact sklddani (s¢itani) vektori tvori grupu.

2.1.2 Téleso

PRIKLAD 2.4. Urcete vlastnosti algebraicke struktury (R, +,).
Téleso je algebraickou strukturou, jejiz vlastnosti jsou zobecnénim vlastnosti mnoziny

realnych ¢isel spolu s operacemi séitani a nasobeni, tj. struktury (R, +,).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyvd téleso, prave kdyz je (+,-)-distributivni,
kdyz struktura (T,+) je komutativni grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyZ struk-
tura (T —{0},-), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikativni
grupa télesa T). Je-li navic grupa (T'-{0},-) komutativni, nazgvd se T komutativni
téleso.

Priklady téles
L (Q.+,),
2. (R, +,"),

3. (C,+,").
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2.2 Vektorovy prostor

Piiklad: Mnozina vsech vektori v roviné (v prostoru), jak je zndme ze stredoskolské
geometrie (geometrické vektory).

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutativni téleso. Mnozinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T, prave kdyz jsou na V' definovany dvé
operace:

i) séitani: libovolné dvojici i €V, ¥ €V je jednoznacné prirazen prvek i+ v €V,

ii) ndsobeni prvkem z télesa T (skalarem): vysledkem ndasobeni vektoru i € V
skalarem a €T je vektor at €'V,

ktere splnujt nasledujici vlastnosti:
a) Struktura (V,+) je komutativni grupa.

b) Distributivnost:
(a+0b)i = atl + b,

a(d+7) = atl + ad.
c) Existence jednotkového prvku skaldrniho nasobeni:

1-u=ua.

Poznamky.
1. Prvky mnoziny V nazyvame vektory.
2. Vektor 6, tj. nulovy prvek grupy (V,+), nazyvame nulovy vektor.
3. Vektor —i nazyvame opacny vektor k vektoru u,
i+ (i) = 0.

4. Prvky télesa T' se nazyvaji skalary.

PRIKLAD 2.5. Ukaste, Ze mnozina R? viech usporddanych dvojic redlngjch cisel
s operacemi scitani usporadanych dvojic a nasobeni realnym cislem, definovanyms
nasledujicim zpiusobem, je vektorovy prostor:

(CL1,CL2) + (bl,bQ) = (a1 + bl,ag + bg),
k- (a1,az2) = (kay, kas).

Poznamky.

1. Jedna se o tzv. aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem redlnych cisel.

2. Tento prostor mliizeme reprezentovat prostiednictvim bod v roviné, kterou opatrime
soustavou souradnic.
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PRIKLAD 2.6. Zkoumejte ndsledujici podmnoziny R2. Rozhodnéte, zda spliiuji
definict vektoroveho prostoru:

a) Wi ={(z,y) € R*y = 3z},

b) Wa = {(2,y) € R*y = 3x + 2},

¢c) W5 ={(0,0)}.

PRIKLAD 2.7. Ukazte, Ze geometrické vektory v roviné tvoii vektorovy prostor.El

/A
oo

\
P
\/\

B

Obrazek 5: Vektor jako mnozina orientovanych tsecek stejné velikosti a stejného sméru. Orientovana
usecka jako umisténi vektoru.

Poznamka. U geometrickych vektorti nas zajima pouze jejich velikost a smér, ni-
koliv jejich pusobisté, jsou to tzv. volné vektory, viz Obr. Bl Proto je muzeme pri
zachovani jejich sméru a piisobisté libovolné premistovat. Vektorovy prostor si tak
muzeme predstavovat jako mnozinu vsech vektori se spolecnym pocatecnim bodem
(ktery vétsinou volime v pocatku soustavy souradnic).

Neékteré dusledky definice vektorového prostoru

a) 0-9 =0,

b) (-1) 5= -7,

c) c-6=0,
d)c-v=0=>¢c=0vv=0

!Geometrickym vektorem rozumime mnozinu viech orientovanych tsecek stejného sméru a stejné velikosti, viz
skupiny barevnych orientovanych tsecek na Obr.[5l Konkrétni orientovanou Gsecku z této mnoziny, se kterou pracujeme,
potom nazyvame wumisténi vektoru.
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Priklady vektorovych prostora

1.

2.

Vektory v roviné a v prostoru z elementarni geometrie.

Samotné téleso T' spolu s operacemi ,+, -“ definovanymi na 1" tvori vektorovy
prostor nad télesem T

. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnozina vSech uspora-

danych dvojic redlnych cisel s operacemi s¢itani vektorti a nasobeni skaldrem
definovanymi nasledujicim zptsobem:

(al,aQ) + (bl,bQ) = (a1 +bl,a2 +bg),

k- (a1,az2) = (kay, kag).

. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnozina vSech uspora-

danych trojic realnych cisel s operacemi sc¢itani vektorti a nasobeni skaldrem
definovanymi nasledujicim zptsobem:

(a1, a2,as) + (b1, b2,03) = (a1 + b1, a2 + be, a3 + bs),
k- (ay,a9,a3) = (kay, kas, kag).

. Aritmeticky vektorovy prostor R" nad télesem R, tj. mnozina vSech uspora-

danych n—tic redlnych cisel s operacemi scitani vektorti a nasobeni skaldrem
definovanymi nasledujicim zptsobem:

(al,ag, ...,an) + (bl, bg, ey bn) = (a1 + bl,ag + bg, ceey Ay + bn),

k-(a1,a9,...,an) = (kay, kas, ..., kay).

. Prostor Fy vSech redlnych (komplexnich) funkci na néjaké mnoziné X (nad

télesem R).

Mnozina C, ;) vSech spojitych redlnych funkei na intervalu (a,b) (nad télesem

R).

. Mnozina P, vSech polynomt stupné nejvyse n s koeficienty z R tvoii spolu s

operacemi s¢itani polynomii a nasobeni polynomu realnym cislem vektorovy
prostor nad télesem R.

Poznamka. Vektorovy prostor V' nad télesem 1" nékdy znacime takto:

(V,+,T).

PRIKLAD 2.8. Oznac¢me (K, +) mnoZinu vsech komplexnich cisel s obuyklou ope-
ract sc¢itani a za téleso T vezmeme téleso R vsech realnych cisel; rovnéz undarni ope-
ract nasobeni prvkem k € R definujeme obvyklym zpisobem. Ovérte, zda struktura
(K,+, R) je vektorovym prostorem.

26



2.3 Cviceni
Vektorové prostory

1. Ukazte, ze nasledujici mnoziny jsou vektorovymi prostory:

a) Aritmeticky vektorovy prostor R" nad télesem R, tj. mnozina vSech usporadanych
n—tic redlnych cisel s operacemi sc¢itani vektor a nasobeni skalarem definovanymi
nasledujicim zplsobem:

(al,ag, ...,an) + (bl, bg, ceny bn) = (a1 + bl,ag + bg, ceey Ay + bn),

k- (ay,a9,...,ay) = (kay, kas, ..., kay).

b) Mnozina Fj,; vsech spojitych redlnych funkei na intervalu (a,b) (nad télesem

R).

¢) Mnozina P, vSech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R tvori spolu s
operacemi s¢itani polynomt a nasobeni polynomu redlnym c¢islem vektorovy prostor
nad télesem R.

d) Ozna¢me (K, +) mnozinu vSech komplexnich ¢isel s obvyklou operaci s¢itani a
za téleso T vezméme téleso R vSech redlnych cisel; rovnéz unarni operaci nasobeni
prvkem k € R definujeme obvyklym zptsobem. Ovétte, zda struktura (K, +, R) je
vektorovym prostorem.

2. Zkoumejte nasledujici podmnoziny R?. Rozhodnéte, zda spliuji definici vektoro-
vého prostoru:

a) Wi ={(z,y) € R*y =3z},

b) Wy ={(z,y) € R?y =3z +2},

c) W3 ={(0,0)}.

3. Necht pi, po jsou roviny v R3 definované rovnicemi 3x + 2y — 5z = 0, resp. 3z +
2y — 5z = 1. Ukazte, ze p; je vektorovym prostorem, zatimco po nikoliv.

4. Ukazte, ze {[x1,x2, 23, 24] € R 221 — 329 + 23 — 24 = 0} je vektorovym prostorem
dimenze 3. Najdéte bazi tohoto prostoru.
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Algebraické struktury

5. Rozhodnéte o vlastnostech nasledujicich algebraickych struktur (tj. zda se jedna
o grupy ¢i télesa):

a) Mnozina M,,,, Ctvercovych matic n—tého Ffadu spolu s operaci s¢itani matic

14

N

b) Mnozina M, ¢tvercovych matic n—tého fadu spolu s operaci nasobeni matic
[44
» ot
¢) Mnozina M ={1,2,3,...,12} spolu s operaci s¢itani @ na hodinovém ciferniku.
d) Mnozina M = {1,2,3,...,12} spolu s operaci nasobeni ,®“ na hodinovém cifer-
niku.

e) Mnozina M ={1,2,3,...,12} spolu s operacemi s¢itani ,®“ a nasobeni ,®“ na
hodinovém ciferniku.

f) Mnozina K = {1,7,-1,-i} (i je imaginarni jednotka) spolu s operaci ,,-“ naso-
beni.

g) Mnozina zakrytovych pohybt ¢tverce (rovnostranného trojuhelniku) v roviné
spolu s operaci skladani.

14

h) Mnozina celych ¢isel Z spolu s operacemi s¢itani ,+“ a nasobeni ,-“.

i) Mnozina ziamének Z = {+, -} spolu s operaci ,skladani znamének® -.
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3 Linearni kombinace vektoru. Linearni zavislost a nezavis-
lost vektoru.

Pro uskutecnéni ,,pohybu® v bodovém prostoru, tj. pro premisténi z bodu do bodu,
je dilezité mit moznost udat smér (a samoziejmeé také vzdalenost). Smér udavame
pomoci vektoru, potrebnou vzdalenost potom prekondme pomoci jeho nasobku.
Zijeme-li napitiklad na pt¥imce p, viz Obr. B, tj. v prostoru dimenze 1, dostaneme
se z bodu A do bodu B tak, ze se vydame ve sméru vektoru @ a urazime jeho 3.5
nasobek. Do bodu C' se potom vydame ve sméru vektoru opac¢ného k 4 a urazime
jeho 1,7 nésobek (z hlediska geometrického maji vektory i a —i stejny smer, lisi se
orientaci). Mizeme proto psat:

B=A+35i, C=A-17Ti.

Obréazek 6: B=A+35u, C=A-1,7u

Jak tomu bude pri ,,pohybu‘, tj. pfemisténi z bodu do bodu, v roviné nebo
v prostoru (rozuméj v prostoru dimenze 3)7 Potrad stejné, opét budeme z vychoziho

&=—160+3.8V

Obrézek 7: B=A+b=A+150+20, C=A+¢=A—-1,60+ 3,80

bodu mirit vektorem do cilového bodu. Akorat budeme muset néjak postihnout
skutecnost, ze v téchto prostorech je, na rozdil od primky, nekonecné mnoho riiznych
sméri (pfimka ma jenom jeden). Vhodnym nastrojem pro to je linedrni kombinace
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vektorta. Jak vidime na Obr. [7] staci zvolit si v roviné dva rtiznobézné vektory u, .
Kazdy dalsi vektor se da potom vyjadrit jako jejich linearni kombinace. Cestu z A
do B tak mtzeme popsat vztahem

B=A+b=A+150+27,
cestu z A do C pak takto
C=A+¢=A-1,6u+3,80.

Vyrazy 1,5u+20, —1,6u+3,80 predstavuji linearni kombinace vektort 4 a v. Je ziejmé,
ze stejny postup lze pouzit na vSechny cesty. Vyhoda je pak jasna. VSechny vektory
(cesty mezi dvéma body) v roviné mizeme vyjadrit pomoci linedrni kombinace dvou
riznobéznych (hovorime o nezduvislych vektorech, viz dale) vektori. Vektory s touto
roli tvori tzv. systém generdtoru prislusného vektorového prostoru. Samoziejme se
hned nabizeji otazky k jejich poctu. My jsme pro rovinu pouzili dva. Mtze jich byt
ale 1 vice?” Nebo méné? Méné jich byt samoziejmé nemiize. S jednim vektorem a jeho
nasobky bychom neobsahli celou rovinu. Vice jich byt mtze. Pak je ale vyjadifovani
smeéru jako jejich linearni kombinace zbytecné pracné. Proc psat linedrni kombinaci
tri nebo i vice vektori, kdyz nam staci dva? Systém generatort s minimalnim poctem
vektord nutnym pro vytvoreni vsech vektort prislusného vektorového prostoru, tj.
pro ,generovani“ tohoto prostoru, se nazyva bdze vektorového prostoru. Mnozina
{1, 9} nasich dvou vektori 4, ¥ je tak prikladem baze vektorového prostoru dimenze
2. Dalsi otazky se mohou tykat prostoru dimenze 3, tj. prostoru, v némz zijeme.
Pro ,cestovani“ v tomto prostoru nam dva smeéry nestaci. To bychom se omezili
jenom na rovinu. Potfebujeme tedy alespon tri sméry, takové, které nelezi zaroven v
jedné roviné (tj. t¥i nezdvislé sméry, viz dale). Proto je baze tohoto prostoru tvorena
tremi nezavislymi vektory a proto hovorime o dimenzi 3. S linearni kombinaci tii
vektort v trojrozmérném prostoru muzete experimentovat prostrednictvim appletu
https://www.geogebra.org/m/KFL30nqgl. Uvedenymi pojmy se budeme podrobné
zabyvat v nasledujicich pasazich.

3.1 Linearni kombinace vektoru

Definice 4. Necht u, v, 0s, ..., 0p jsou proky vektorového prostoru V. nad telesem T.
Rekneme, Ze vektor i je linearni kombinaci vektora vy, v, ..., ¥,, prave kdyz
existugt prvky ai,as, ...,a, €T tak, Ze plati:

n
U= alﬁl + ag?_jg + ...+ anﬂn = Zalﬁl
=1

Proky a1, ao, ..., a, nazyvame koeficienty [linedarni kombinace. Jsou-li vSechny koe-
ficienty rovny nule, nazyvad se linearni kombinace trivialni, jinak se nazyvd netri-
vialni.
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PRIKLAD 3.1. Ovéite, zda vektor i = (4,-1,3) je linedrni kombinaci vektori
v1=(1,0,2), ¥ = (-2,1,1).

Reseni: ReSime soustavu rovnic, kterd vzejde z vektorové rovnice

1 =) 4
zlol+y| 1 |=]-1
2 1 3

Geometrické znazornéni i algebraické feseni prikladu mizeme provést v programu
GeoGebra, viz https://www.geogebra.org/m/rbsz8eug. Vektor 4 je linedrni kombi-
naci vektorti 1 a ¥y, plati 4 = 207 — Us.

PRIKLAD 3.2. Ovéite, zda vektor © = (=1,1,0) je linedrni kombinaci vektori
v1=(1,0,2), 9o = (-2,1,1).

Reseni: Resime analogicky s piikladem B.Il Geometrické zndzornéni i algebraické

feseni prikladu muzeme opét provést v programu GeoGebra, viz https: / /www.geogebra.org /1
Tentokrat vektor w neni linedrni kombinaci vektord v a ¥y. Geometricky to zna-

mena, ze w nelezi v roviné urcené sméry vektori v a vs. Algebraickou interpretaci

je potom skutecnost, ze prislusna soustava linearnich rovnic nema reseni.

PRIKLAD 3.3. Vymyslete nejméné tii vektory o stejném poctu proki a vytvorte
gegich tri rizné linedrni kombinace.

3.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

S pojmem [inedrni kombinace Gzce souvisi pojmy linedrni zavislost a linedrni neza-
vislost vektori. Tyto pojmy pouzivame ve spojeni se skupinou (mnozinou) vektort

Obrazek 8: Vektory 1, 9, w jsou linearné nezavislé, zadny z nich se neda vyjadrit linedrni kombinaci
ostatnich
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ze stejného vektorového prostoru (tj. vsechny maji napf. stejny pocet soufadnic) a
strucné znamenaji toto: JestliZe se ve skupiné vektori alespon jeden z nich da vyja-
drit linearni kombinaci ostatnich, jedna se o vektory linedarné zavislé. Pokud tomu tak
nent, tj. Zadny vektor ze skupiny se nedad vyjadrit linearni kombinaci ostatnich, ho-
vorime o vektorech linedarné nezawvislych. Prikladem linedrné zavislych vektort jsou
vektory u, v, l;, ¢ na Obr. [l Prikladem linedrné nezavislych vektori jsou potom
vektory 1, ¥, @ na Obr.

Definice 5 (Linearni zavislost a nezavislost vektoru I). Vektory iy, s, ..., Uy,
kde k > 1, z vektorového prostoru V nad télesem T jsou linearné zawvisle prave tehdy,
kdyz aspon jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich. Pokud tomu tak neni, t.
zZadny z vektoru neni linearni kombinact ostatnich, jsou vektory linedarne nezavisle.

Poznamka. Za pozornost stoji skutecnost, ze v definici [6l neni viibec specifikovano,
zda se jednd o linedrni kombinaci trivialni ¢i netrivialni. Jsou tedy pripustné obé
varianty!

PRIKLAD 3.4. Uzitim definice @ a pozndmky, kterd je za ni uvedena, dokazte
nasleduyict tvrzeni:

a) Je-li jeden z vektori nulovy, jsou vektory linedrné zdvislé.

b) Jsou-li aspori dva vektory stejné, jsou vektory iy, Us, ..., U, zdavislé.

PRIKLAD 3.5. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori vy = (1,0,2), 7o = (=2,1,1),
By = (4,-1,3).

Reseni: Dle definice B bychom méli zjistit, zda lze néktery z uvedenych vektorti
vyjadrit linedrni kombinaci ostatnich. Tj. méli bychom prozkoumat, zda ma smysl
alespon jeden z téchto zapisi:

?71 = a’l_jg + b?_jg, ’172 = C’l_jl + d’l_jg, ?73 = 6?71 + f?_jQ,

kde a,b,c,d,e, f € R. Nastésti neni nutné resit kazdou z téchto tii rovnic zvlast.
Protoze kazdou z nich Ize snadno prevést na homogenni tvar, konkrétné v, —avy—bvs =
0, Uy — c¥1 — dU3 = 0, U3 — ety — fUs = 0, staci misto tfi rovnic resit jedinou ve tvaru

x¥y + YUy + 203 = 0, (10)

s neznamymi x,y, z € R. Pti pouziti sloupcovych vektori mtzeme po dosazeni sou-
radnic danych vektort psat rovnici (I0) ve tvaru

1 -2 1 0
z|0)+y| 1 |+2]-1]=]0]. (11)
2 1 3 0
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Po tpravé levé strany vynasobenim a naslednym secteni vektorti obé strany rovnosti
(1) porovname. To vede k homogenni soustavé linedrnich rovnic s matici

1 -2 4
0 1 -1], (12)
2 1 3

jejiz sloupcové vektory odpovidaji danym vektorim (tato matice se tedy da psat
primo ze zadani). Uzitim Gaussovy eliminace dostavame

1 -2 4 10 2 xr+22=0
01 -1 [~ein —

Jestlize zvolime z = k; k € R, pro zbyvajici neznamé plati x = -2k, y = k, tj. mnozinou

reseni homogenni soustavy je W = {(-2k, k,k);k € R}. Pro nase ucely staci pouzit
jedno konkrétni feseni. Napfr. pro k = -1 dostédvame feSeni (2,-1,-1) a prislusna
linearni kombinace méa tvar

20, — Uy — U3 = 0. (13)

Dané vektory ¢y, U, U3 jsou tedy linedrné zavislé. Z rovnosti ([I3)) vidime, ze kazdy
z téchto vektori se da vyjadrit jako linearni kombinace téch zbyvajicich, konkrétné
1_53 = 21_51 —172, 172 = 21_51 —173, 61 = %172 + %173

Je naprosto prirozené pokouset se najit co nejsnazsi cestu vedouci k reseni dané
ulohy. V tomto pripadé, kdy resime otazku, zda je dand skupina vektord linearne
zawsla ¢t nezdvisld, nAm pomtize znalost linearni algebry. Rozhodujici roli hraje ma-
tice (12)). Pokud ma hodnost mensi nez je pocet neznamych, tj. vektoru (neznamymi
jsou sice koeficienty linearni kombinace, téch je ale stejné jako vektoru), ma pfislusna
homogenni soustava i netrividlni feseni a dané vektory jsou proto linedrné zduvisle.
To je pripad feseni tohoto prikladu. Pokud by vsak hodnost matice (I2)) byla rovna
poctu neznamych, prislusnd homogenni soustava by méla pouze trivialni reseni a
dané vektory by byly linedrné nezdvislé (rovnice ([I0) by totiz byla splnéna pravé
jenom tehdy, kdyz jsou vSechny koeficienty x, y, z rovny nule, tj. 00 + 009 + 003 = 6,
pak ale nelze zadny z vektora vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich).

Geometrické znazornéni a algebraické reseni prikladu v programu GeoGebra na-
jdete zde: https://www.geogebra.org/m/aktd8cez. Vsimnéte si, ze vSechny tii vek-
tory lezi v jedné roviné, coz odpovida tomu, ze jsou linedrné zavislé.

Vyznamnym poznatkem ziskanym resenim prikladu je nasledujici efektivni
metoda urceni linearni zavislosti ¢i nezavislosti vektort: Vektory usporddame
do matice (je jedno, zda do sloupci ¢i radki), zjistime jeji hodnost a porovndame ji
s poctem vektoru. Je-li mensi, jsou vektory linedrné zauvisle, je-li steyna jako pocet
vektori, jsou linedarné zavisle.
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Pouceni resenim prikladu 3.5 muzeme vyslovit alternativni definici linearni zavis-
losti a nezavislosti.

Definice 6 (Linearni zavislost a nezavislost vektoru 1I). Vektory iy, s, ..., Uy,
z vektoroveho prostoru V' nad télesem T' se nazyvayji:

a) vektory linedrné nezavislé, pravée kdyz je pouze trividlni linedrni kombinace
techto vektori rovna nulovému vektoru, tj.

n
VCLl,CLQ,...,CLn ET;ZCLiﬂi =0= (CL1 =0/\CL2 =0A... NQ, = 0)
i=1
b) vektory linedarné zavislé, privé kdyz existuje aspomn jedna jejich netrividlni line-
arni kombinace, kterd je rovna nulovéemu vektoru, tj.

n
Elal,aQ,...,aneT;Za,-ﬁ,-=5=>(a1¢0va2¢0v...van¢0).
i=1

Poznamka. Linearni zavislost ¢i nezavislost jednoho vektoru. V obou defi-
nicich se hovori o obecném poctu n vektort, jejichz linearni zavislost posuzujeme.
Co kdyby ale bylo n = 1, tj. kdybychom rozhodovali o linedrni zavislosti jediného
vektoru ;. Pouzijeme k tomu definici 6l Je-li vektor #; nenulovy, tj. 4 # 0, existuje
pouze jeho trividlni linedrni kombinace (rozuméj nasobek), ktera je rovna nulovému
vektoru, tj. pouze Ou; = 6. Jeden nenulovy vektor je tedy vzdy linearné ne-
zavisly! V pripadé nulového vektoru, kdyz i, = 0, existuje samoziejmé nekonecné
mnoho jeho netrividlnich linedrnich kombinaci (nasobkit), které jsou rovny nulovému
vektoru, napt. 20206 = 6. Jeden nulovy vektor je tedy vzdy linearné zavisly!

PRIKLAD 3.6. Mnozina M = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1),(1,2,3)} je tvorena cty-
rmi vektory z vektorového prostoru R3. Rozhodnéte, zda jsou linedrné zdvislé ¢i ne-
zawisle. Pokud jsou linedrné zawvisle, najdéte aspon jednu jejich netrivialni linearni
kombinact, ktera je rovna nulovému vektoru.

Reseni: Reseni prvniho tkolu, tj. rozhodnuti, zda jsou vektory linedrné zavislé ¢i
nezavislé, je snadné. Vidime, ze pocet vektord 4 presahuje pocet jejich slozek 3.
Pokud je tedy uspordddme do matice, jedno zda do sloupci ¢i radku, viz (I4);

ooy [110
110 2], , (14)
111 3 Vol

123

jeji hodnost nebude moci byt vétsi nez 3 (zdivodnéte). Hodnost této matice tedy
bude mensi nez pocet vektord. V souladu se zavérem z reSeni prikladu proto
konstatujeme, ze uvedené vektory jsou linedrné zavislé.
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Reseni druhého tikolu, nalezeni netrivialni linedrni kombinace vektort, ktera je rovna
nulovému vektoru, bude vyzadovat vice tsili. [ kdyz v tomto konkrétnim pripadé ne
zas tak velkého. Oznac¢me dané vektory ¢; = (1,1,1), 95 = (0,1,1), 95 = (0,0,1) a
Uy = (1,2,3). Tyto vektory tvori sloupce levé z matic (I4)). Z té se d& ,,vykoukat®, ze
plati ¥y + ¥ + U3 — ¥4 = 6. (Pokud bychom feSeni nevidéli hned, museli bychom fesit
prislusnou soustavu homogennich rovnic, jako v pripadé predchoziho prikladu
nebo nésledujicitho B7) Je tedy zfejmé, ze kazdy z danych vektoru se da vyjadrit
jako linedrni kombinace téch zbyvajicich, napriklad vy = —9; — 03 + ¥4. Ale pozor, ne
vzdy tomu tak je! Jak zjistime fesenim nésledujiciho prikladu B.7]

PRIKLAD 3.7. Jsou dany vektory ¥, = (1,1,1), ¥, = (0,1,1), #3 = (0,0,1) a
U4 =(0,2,1). Rozhodnéte, zda lze kazZdy z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci téch
zbyvaygicich.

Reseni: Pouceni fesenim piikladu se ptame, zda existuji takové koeficienty
k,l,m,n € R, pro které plati kv + [0y + m¥3 +nvy = 6. Po dosazeni souradnic vektori
muzeme psat

1 0 0 0 0
Ey1l+l]1]+m]O|+n|2]=]0]. (15)
1 1 1 1 0

Po vynasobeni a seCteni na levé strané obé strany rovnosti (I5) porovname. To vede
k homogenni soustavé linearnich rovnic s matici

1000
110 2

1111

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

1000 100 0 k=0
1102(f~-~]1010 2 |— [+2n =0
1111 001 -1 m-n=0

Jestlize zvolime n = t; t € R, pro zbyvajici neznamé plati k = 0,1 = =2t,m = ¢, tj.

mnozinou feSeni homogenni soustavy je W = {(0,-2¢,¢,t);t € R}. Pro nase ucely
staci pouzit jedno konkrétni feseni. Napfr. pro t = 1 dostdvame feseni (0,-2,1,1) a
prislusna linearni kombinace ma tvar

0’171—2?72+?73+?74=5.

7, této rovnosti je zrejmé, ze kazdy z vektort vo, U3, U4 miizeme vyjadrit jako linedrni
kombinaci zbyvajicich, napr. 3 = 209 — U4. Pro vektor ¥7 to vsak neplati! Ten kvtli
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jeho nulovému koeficientu nemtzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vek-
tort. Uvazujte dané vektory jako geometrické vektory reprezentované orientovanymi
tseckami (Sipkami) se spolecnym pocatetnim bodem, totoznym tieba s pocatkem
soustavy souradnic. Jak mizeme vysledek reseni prikladu interpretovat pomoci jejich
vzajemnych poloh? Zobrazeni v GeoGebre: https://www.geogebra.org/m/pbze7qys.

PRIKLAD 3.8. Jsou ddny vektory @ = (1,1,0), b = (0,3,1), & = (1,0,2) a d =
(2,-1,-1). Rozhodnéte, zda lze kazdy z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci téch
zbyvaygicich.

Reseni: Reste sami dle postupti feseni predchozich prikladii. Zde je zobrazeni vektort
v GeoGebre: https://www.geogebra.org/m/dakpt7ps.

PRIKLAD 3.9. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori iy = (1,0,2), iy = (=2,1,1),
is = (~1,1,0).

Reseni: Reste sami. Vyuzijte feseni p¥ikladu B.5l Zde je pro kontrolu feseni v Geo-
Gebre: https:/ /www.geogebra.org/m/za9m7feq.

Jiz umime u dané skupiny vektort urcit, zda jsou linearné zavislé nebo nezavislé,
nyni se jesté zamyslime nad tim, jaky vliv ma na zavislost €i nezavislost sku-
piny vektoru pridani nebo odebrani vektoru. Z definice [l primo vyplyva,
ze pokud ke linedrné nezavislym vektortim pridame vektor, ktery je jejich linearni
kombinaci, vznikne skupina linearné zavislych vektorti a naopak, pokud ze skupiny
linearné zavislych vektori postupné odstranime vsechny vektory, které jsou linearni
kombinaci ostatnich, dostaneme nakonec skupinu linearné nezavislych vektori. Pro
dalsi mozné situace vyslovime nasledujici dvé véty.

Véta 4. Jsou-li vektory iy, g, ..., Ux (k> 1) z vektorového prostoru V nad télesem T
linearne nezawvisle, dostaneme vynechanim kterehokoliv z nich opét linedarné nezavisle
vektory.

Véta 5. Jsou-li vektory tq, s, ..., U z vektoroveho prostoru V- nad 'l linearné zavisle,
gsou zavislé © vektory iy, s, ..., Uk, Ups1, kde g je ltbovolny vektor z V.

PRIKLAD 3.10. Pro kaZdou z vyse uvedengch vét [, [A vytvorte alespori jeden
priklad, ktery ilustruje jeji turzeni. MuzZete k tomu pouzit GeoGebru.

Na zacatku kapitoly [, konkrétné na strané [30, uvadime, Ze v roviné staci zvolit
si dva riznobézné vektory (ted uz vime, Ze to znamena linedrné nezdvislé vektory) a
kazdy dalsi se da vyjadrit jako jejich linearni kombinace. Toto tvrzeni je zalozeno na
geometrické predstavé a je podporeno vizualnim vjemem ziskanym z Obr. [1l Nyni
si, v TeSeni nasledujiciho prikladu B.11], toto tvrzeni dokdzeme uzitim prostiedki
linearni algebry.
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PRIKLAD 3.11. Jsou ddny dva linedrné nezdvislé vektory a,b e Vy. Dokaste, e
kazdy vektor u € Vs lze vyjadrit jako jejich linearni kombinacs.

Reseni: Oznaéme soufadnice vektorti d = (aq,az),b = (by,bs), % = (uy, us). Potom
se ptame, zda existuji takova k,l € R, pro kterad je u = ka + 1b. Po rozepsani této
vektorové rovnice pro jednotlivé souradnice dostavame soustavu dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych k£, :

alk + bll = U

agk + bgl = U9

Tato soustava je pro linedrné nezavislé vektory d, b regularni (proc¢?). Muzeme ji tak

Coen i .y . u1by — byus AUz — U a2
resit treba uzitim Cramerova pravidla. Dostaneme: k = —— [ = ——,
a1b2 - b1a2 a1b2 - b1a2

Koeficienty k,[ jsou tedy pro dané vektory a,bai urceny jednoznacné.

PRIKLAD 3.12. Jsou ddny tii linedrné nezdvislé vektory ZL,B,E € V3. Dokazte, Ze
kazdy vektor u € V3 lze vyjadrit jako jejich linearni kombinacs.

PRIKLAD 3.13. Jaky je mazimdlni pocet linedrné nezdvislych vektord v prostorech
Vo a V3?2 Pro svd turzeni predlozte verohodné argumenty.

3.3 Linearni obal mnoziny vektort

Zajima nas, jak vypada mnozina vSech linedrnich kombinaci danych vektori. Rika se
ji linedrni obal dané skupiny vektori. Linedrnim obalem jednoho vektoru, tj. mnozi-
nou vsech jeho nasobkii, je zrejmé mnozina vSech vektort téhoz smeéru. Mtuzeme ji
znazornit primkou, viz napt. Obr. [@] na str. 29, Linearnim obalem dvou nezavislych
vektorl je zfejmé rovina rovnobézna s jejich sméry. Linearnim obalem t¥i nezavis-
lych vektori je potom trojrozmeérny prostor. Zkoumani téchto mnozin jsou vénovany
nasledujici priklady.

PRIKLAD 3.14. Uvazujte vektory @ = kil + 10 a 7 = kil + [0 zobrazené v appletech
https://www.geogebra.org/m/PsG8FOnH a https://www.geogebra.org/m /hrbzybjg.
Charakterizugte mnoziny vsech takovychto vektori pro vsechny mozné hodnoty koefi-
cienti k,l € R.

Reseni: V obou piipadech se jedna o rovinu. V obou piipadech spliiuji mnoziny véech
vektoru tvoricich tuto rovinu (tj. vSech vektort, které jsou linedrnimi kombinacemi
danych dvou) definici vektorového prostoruf3, viz str. 24l V prvnim pripadé se jedna
o vektorovy prostor, v druhém pripadé jde o tzv. vektorovy podprostor, podmnozinu
prostoru V3 dimenze 3, kterd sama spliiuje definici vektorového prostoru (viz téz
feseni prikladu B.I8).
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PRIKLAD 3.15. Uvazujte vektor § = kii+10+mi zobrazeny v dynamickém appletu
https://www.geogebra.org/m/KFL30nq1. Charakterizujte mnoZinu vsech takoviyjchto
vektorid pro vsechny mozné hodnoty koeficienti k, [, m € R.

Reseni: V tomto pripadé vektory (piedstavujte si jejich koncové body) vypliuji cely
trojrozmérny prostor. Jejich mnozina opét splhuje definici vektorového prostoru.
Jednéa se o vektorovy prostor V3 dimenze 3.

Definice 7 (Linearni obal mnoziny vektort). Necht M = {0y, Uy, ..., U1} je podm-
nozina vektorového prostoru V  (tj. je to mnozZina obsahujici k vektori o stejném
poctu slozek). Linedrnim obalem mnoziny M rozumime mnoZinu vSech line-
arnich kombinaci vektori vy, ¥, ..., 0. Linedrni obal mnoziny M znacime [M] a
plati, Ze [M]c V.

Poznamka. Linearni obal mnoziny M = {¥1,%s,..., 7} znacime dle potreby bud
[M] nebo [{©1, Vs, ..., Tr}].

PRIKLAD 3.16. Urcete linedrni obaly [M] pro ndsledujici mnoZiny M :
a) M ={(0,0)},

b) M = {(172)}7
c) M ={(1,0,0),(0,0,1)}.

PRIKLAD 3.17. Uvazujme mnozinu M = {(2,-3,0),(1,0,3)}. Potom linedrnim
obalem [M] mnoziny M je mnozina vSech vektord U, které se daji zapsat ve tvaru
v =a(2,-3,0)+06(1,0,3), kde a,b € R.

Reseni: Znazornéni v GeoGebie: https://www.geogebra.org/m/wxVwhw9oW

PRIKLAD 3.18. UvaZujte mnoZinu vektori M = {(1,2,0),(0,3,1)}. Rozhodnéte,
jakou strukturu tvori jeji linedrni obal (zndzornéte si ho v GeoGebre). Podle defi-
nice [ ovérte, zda to neni vektorovy prostor. Jaky je vztah [M] k aritmetickému
vektorovému prostoru R3?

Reseni: Linearnim obalem dané mnoziny vektord je, stejné jako v piikladu B.I7,
rovina prochazejici poc¢atkem soustavy souradnic (tj. bodem (0,0,0)) rovnobézné
se smery urcenymi vektory z mnoziny M. Ovérenim jednotlivych vlastnosti uvede-
nych ve definici [3] zjistime, Ze se jednd o vektorovy prostor. Presnéji hovorime
o vektorovém podprostoru vektorového prostoru R3.

Véta 6. Kazdy linearni obal je vektorovym prostorem.

PRIKLAD 3.19. Naznacte mozny postup dikazu pravdivosti turzeni véty (.
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Zjistili jsme, ze linearni obal mnoziny vektori M je vektorovym prostorem, ozna-
¢me ho V. Plati tedy [M]=V. O vektorovém prostoru V' potom miizeme ¥ici, ze je
linearnim obalem mnoziny M. Jak ale popiSseme vztah mnoziny M vzhledem k V7
Pouziva se k tomu pojem mnozina generdtori (téz systém generatori) vektorového
prostoru V.

Definice 8 (Systém generatorti vektorového prostoru). Necht [M]| =V, kde V
je vektorovy prostor. Mnozina M se potom nazyjvé mnozinou (systémem) gene-
ratora vektorového prostoru V. Rikdme, e mnoZina M generuje vektorovy prostor

V.

PRIKLAD 3.20. Najdéte mnoZiny generdtortd pro ndsledujici vektorové prostory.
Pokuste se najit mnoziny generatori o neymensim poctu vektori.

a) Mnozina vsech vektori (Sipek) v roviné a v trirozmérném prostoru.

b) Aritmeticky vektorovy prostor R?.

c¢) Aritmeticky vektorovy prostor R!.

d) Aritmeticky vektorovy prostor R3.

e) Mnozina P, vsech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R.

PRIKLAD 3.21. Rozhodnéte, zda plati wvedend tvrzeni o linedrnim obalu mnoZiny
M :

a) M ={[2,1]} potom [M] = R?,

b) M ={[2,1],[1,3]} potom [M] = R?,

&) M = {[2,1],[4,2]} potom [M] = R?,

d) M ={[1,2],[3,4]. [1,1]} potom [M] = R?,

e) M ={f(x) =3}, V={f(x) =cceR} potom [M] =V,

f) M ={[1,-1,1],[6,1,3],[-2,0,-1]} potom [M] = R3,

g) M ={[1,-1,1],[6,1,3],[8,-1,5]} potom [M] = R3.
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3.4 Cviceni: Linearni kombinace, linearni zavislost a nezavis-
lost vektort

1. Jsou dény vektory @ = (1,2,3,4), b= (1,1,1,-1), ¢=(1,0,-2,-6). Vypocitejte:
a) a+b-¢,

b) (a-0b) +¢,
c) 3d-2b+¢.
2. Zjistéte, ktera dvojice Cisel ¢q, ¢y splhuje vztah
a) c¢1(-3,4) + c2(1,2) = (0,0);
b) c1d + b = 8, jestlize d = (2,~1), b= (~6,3), 6 = (0,0).

3. Zjistéte, pii které hodnoté ¢ je vektor b = (7,-2,¢) linearni kombinaci vektort
al—(235) a2—(378) a3—(1 61)

4. Zjistéte, ktery z vektort d; = (2,2,0,0,-1), d2 = (1,1,5,5,1) je linedrni kombinaci
vektort ds = (1,1,1,1,0), ds = (1,1,-1,-1,-1), @5 = (1,-1,-1,0,0).

5. Urcete koeficienty linedrni kombinace polynomii ¢;(z) = x+1, ¢2(x) = z-1, ¢3(z) =
(z+1)2, qu(x) = (x+1)3, kterd je rovna polynomu p(z) = 23 - 2x + 3.

Ndpovéda: Pri feseni uloh, kde v roli vektort vystupuji polynomy (neni to nic div-
ného, mnozina P, (x) polynomi stupné nejvyse n je vektorovym prostorem) mutzeme
vyuzit izomorfismus (vzajemné jednoznacné zobrazeni) prostoru P,(z) s aritme-
tickym vektorovym prostorem R"*! (Pozor, prostor je dimenze n + 1! Vite proc?).
Kazdému polynomu a, 2" +a,_12" ' +- - -+asx?+a1 2 +ay mizeme, pii dohodé o uspora-
déani jeho ¢lend, jednoznac¢né priradit usporadanou (n + 1)-tici (aritmeticky vektor)
(any@p1,-..,a2,a1,a9) € R™! a naopak, kazdé takové (n+1)-tici polynom stupné n.

Konkrétné pro tento priklad plati ¢;(z) =x+1 — (0,0,1,1), go(z) =2 -1 —
(0,0,1,-1), g3(x) = (x+1)? = 22+2x+1 — (0,1,2,1), gu(x) = (x+1)3 = 23+322+ 32+
1 — (1,3,3,1), p(z) =23 - 22 +3 — (1,0,-2,3). Pivodni zaddni tak nahradime
jinym, ovéem s nim ekvivalentnim, které je pro nas jednodussi. Resime tikol nalézt
koeficienty linedrni kombinace vektoru (0,0, 1,1), (0,0,1,-1),(0,1,2,1) a (1,3,3,1),
kterd je rovna vektoru (1,0,-2,3). Samoziejmé, toto neni jediny mozny postup.
Priklad mtzeme vyftesit i bez vyuziti aritmetickych vektort, primymi vypocty s
danymi polynomy. Pro provedeni linedrni kombinace polynomi potiebujeme akorat
mit definované prislusné dvé operace, nasobeni polynomu realnym cislem a scitani
polynomi (samozfejmé se stejnou proménnou, bavime se stale o polynomech jedné
proménné). Na tom vSak nic neni, operace provadime obvyklym zptisobem, zndmym
ze stfedni Skoly. Jedninou nevyhodou primych vypocti s polynomy je jejich pracnost.

6. Urcete koeficienty linedrni kombinace polynomt a;(x) = 1 — 3z + 222, as(x) =
1+x+42% az(x) =1+ 722, kterd je rovna polynomu b(x) = 3 - 2x + 22
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7. Zjistéte, zda jsou dané vektory linearné zavislé nebo nezavislé. Po zjisténi linearni
zavislosti urcete tu jejich linearni kombinaci, ktera je rovna nulovému vektoru.

a) i=(2,5,7),b=(6,3,4), ¢=(5,-2,3),

b) d=(6,4,2), b=(-9,6,3), ¢= (-3,6,3).

c) a=(-1,0,3), b=(4,2,0), = (-5,-1,9).

d) a=(1,3,5), b=(2,4,6),

e) d=(3,-8,1), b=(-6,16,-2),

f) a=(3,2,7),b=(1,1,1), ¢=(2,0,3),

g) i=(3,2,0),b=(1,1,1), &= (5,4,2),

h) @=(1,0,0,0), b=(2,1,0,1), ¢=(3,2,1,1),

i) @=(3,0,1,0), b=(0,3,0,1), &= (0,1,0,3), d = (1,0,3,0).

8. Necht i, ¥, W jsou linedrné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda jsou linedrné nezavislé i tyto vektory:

=3

U+ 7+, —-Uv-2w, 3u+0.

Napovéda: I kdyz tato tiloha vypada zahadné, jeji reSeni je prekvapivé jednoduché.
Avsak pozor, za touto jednoduchosti se skryvaji solidni znalosti zakladt linearni
algebry! ®

Nejprve si uvazované vektory pojmenujeme: d = %+ 0 + 0, b=1-0-2w, ¢ =3u+0.
Jsou-li linedrné nezavislé, je dle definice [0l (str. B4)) rovna nulovému vektoru pouze
jejich trividlni linearni kombinace, tj. rovnice

Td +yb+2¢ = 6 (16)

ma jediné feseni ve tvaru (x,y, z) = (0,0,0). Nyni se vratime k puvodnim vektorim
a prislusné jejich linedrni kombinace do rovnice ([I6]) dosadime

r(l+0+w)+y(i—7—-2w)+ 2(3U+0) =0, (17)
roznasobime

U+ 20+ 20 + Yyt — Yy — 2yw + 320 + 20 = 0 (18)
a upravime

wrx+y+32)+0(x—y+2)+w(x-2y)=0. (19)

Protoze ze zadéani vime, ze vektory @, ¥, w jsou linedrné nezavislé (o téchto vektorech
to vime, o vektorech @, b, ¢ to zjistujeme), vime také to, Ze rovnice (I9) je splnéna
jediné tehdy, kdyz jsou vSechny tii koeficienty na levé strané rovny nule, tj. kdyz

r+y+3z = 0,
r—-y+z = 0,
r—-2y = 0.
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Této homogenni soustaveé potom prislusi matice

11 3
A=[1 -1 1], (20)
1 -2 0

jejiz hodnost je 2 (spocitejte sami). Zde uvadim vypocet hodnosti v programu
pro algebraické vypocty wxMaxima, ktery si miizete zdarma stahnout na adrese
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima,/:

(% i1)  A:matrix([1,1,3],[1,-1,1],[1,-2,0));

1 1 3
1 -1 1 (A)
1 -2 0
(% i2) rank(A);
2 (% 02)

To, ze hodnost matice je mensi nez jeji fad (tj. matice je singuldrni) ale znamena,
ze vySe uvedend soustava ma i netrivialni feseni pro z,y,z. Potom ale i rovnice
[I6] s niz je soustava ekvivalentni, ma i netrividlni feSeni. Z toho vyplyva, ze dané
vektory 4 + U +w, U -0-2wW, 3u+7v jsou linedrné zavislé!

9. Necht i, 9, w0 jsou linedrné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda jsou tyto vektory linearné nezavislé:

20— 0,0+ 30,U + U+ W.
10. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynomi:
pi(x) =2 -2, po(x) = 2% =5z +4, p3(x) = 32° - 4x.
11. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynomi:
pi(x) =2 -2, po(x) =2% =5z +4, p3(x) =32% -4z, py(x) =2%-1.
12. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynomi:

fi(z) =2® =3, fo(z) =2-2, fa(x)=(z-1)%
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Priklady pro dobrovolné reseni

Nasledujici priklady jsou doplikové, urcené pro dobrovolné reseni. Rozhodné vsak
stoji za pozornost. Pokud Vam budou v souvislosti s pojmy linearni kombinace,
zavislost a nezavislost pripadat podivné, vratte se k podstaté téchto pojmu. Linearni
kombinaci objekt ©, & a & rozumime vyraz kO + [ + m#, kde k,[,m € R.

13. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) mnoziny funkci:

2 2

1, cosx, sinxz, cos“x, cosxsinx, sin”x.

14. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce linearné zavislé ¢i nezavislé:

a) 2-a2% 3z, 2?+x -2,

b) 3z -1, z(2x + 1), z(z-1),

C) ex’ ex+1’

d) sinz, sin(x+1),

e) ex’ ex+1’ ex+2’

f) sinz, sin(z+1), sin(x +2),

g) ev, xe®, x’e”,

}1) ex’ 62x’ e3x’
15. Necht vektory u = cos?x, v = sin® z tvor{ bazi vektorového prostoru V. Zjistéte,
ktery z uvedenych vektori lezi ve V:

a) 2,

b) sin 2z,

c) 0,

d) cos2z,

e) 2+ 3z,

f) 3 —4cos2z.
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4 Baze vektorového prostoru

V kapitole 3l jsme se na strané B0l zamysleli nad tim, Ze je uzitecné uvazovat mnozinu
(systém) generatoriu vektorového prostoru o minimalnim nutném poctu vektor,
ktery je potfebny pro vytvoreni vSech vektori onoho vektorového prostoru (tj. pro
»generovani“ tohoto prostoru). Tuto mnozinu generatori jsme nazvali bdze vektoro-
veho prostoru. V této kapitole se budeme pojmu bdzeﬁ vektorového prostoru vénovat
podrobnéji. Nejprve vyslovime definici baze a dokazeme si, ze kazdy vektor daného
prostoru lze vzhledem k bazi vyjadrit jedinym zptisobem. Tato vlastnost se pozdéji
ukaze jako klicova pro zavedeni pojmu souradnice vektoru vzhledem k bazi. S pojmem
baze souvisi téz pojem dimenze vektorového prostoru. Je to, jednoduse receno, Cislo,
které udava pocet vektorli baze uvazovaného prostoru. Dimenze je pro dany vek-
torovy prostor unikatni. Je to dano tim, ze ackoliv lze pro dany vektorovy prostor
vytvorit nekonecné mnoho bazi, vsechny maji stejny pocet vektort.

Nasledujici definici zavadime bazi vektorového prostoru jako takovou mmnozinu
generatorti tohoto prostoru, ktera je tvorena linedrné nezavislymsi vektory.

Definice 9 (Baze vektorového prostoru). Podmnozina M vektorového prostoru
V' se nazyva baze vektorového prostoru V', prave kdyz:

1. [M]=V (. M je mnozZinou generdtori prostoru V),
2. M je linearné nezavisla mnozina.

Pro pozdéjsi zavedeni pojmu souradnice vektoru vzhledem k bdzi, viz definice [11]
na str. B0 je klicova skutecnost, ze konkrétni vektor lze vzhledem ke konkrétni bazi
vyjadrit jedinym zptisobem.

Véta 7 (O jedinecénosti souradnic vzhledem k bazi). Necht M = {1, Us, ..., Uy, }

je baze vektoroveho prostoru V. Potom kaZdy nenulovy vektor i € V' [ze psat praveé
jednim zpusobem jako linedrni kombinact vektoru baze M, tj.

n
Vﬂl,ﬂz, ,ﬂn € M, 3&1,&2, ey Qpy € T; U= Zalﬁl
i=1

Dikaz. Vétu [l dokdzeme sporem. Predpokladame, ze plati jeji negace, tj., ze kazdy
nenulovy vektor # € V' lze psat asponl dvéma riznymi zptsoby jako linearni
kombinaci vektort baze M, a pokusime se z ni odvodit sporné tvrzeni. Pro zjedno-
duSeni zapisu se omezime na prostor V3, zobecnnéni na V,, bude potom zrejmé. Pro
kazdy vektor u tedy existuji aspon dvé rizné trojice koeficienti ay, as,as a by, by, b3
takové, ze

u = alﬂl + agﬂQ + a3ﬂ3 a zrove U = blﬂl + 627:22 + 537:23.

Pokud od sebe tyto dvé rovnosti odecteme, dostaneme
(bl - al)ﬁl + (b2 - ag)l_ZQ + (b3 - ag)ﬁg = 0. (21)

2Pro dalsi studium viz napt. Wikipedia: Basis (linear algebra)
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Dle predpokladu jsou vektory 1, s, 13 linedrné nezavislé. Jedina jejich linearni kom-
binace, ktera mtize byt rovna nulovému vektoru je tak trivialni linedrni kombinace.
Rovnost (21)) je potom splnéna pravé tehdy, kdyz jsou vsechny t¥i koeficienty by —ay,
by — ag, by —az rovny nule. To mutze ale nastat jediné tehdy, kdyz b1 = a1, by = as
a b = ag. Tim dostavame spor s predpokladem, ze trojice aq,as,ag a by, bo, bs jsou
rlizné. ]

4.1 Dimenze vektorového prostoru

S pojmem dimenzeﬁ jsme se vsichni setkali jiz mnohokrat. Omezme se zde na geome-
tricky vyznam tohoto slova. Dimenzi rozumime cislo, které udava pocet nezavislych
smeérl, které potrebujete pro pohyb v daném prostoru.

Pokud zijete na primce, vystacite s jednim smérem, reprezentovanym jednim
vektorem, napt. i. Veskeré premistovani po primce vyridite potom pomoci nasobkt
ki, viz Obr. [@l na str. 29, Primka ma proto dimenzi 1!

Pokud zijete v roviné, potrebujete k premistovani po ni dva nezavislé sméry, tj.
dva linearné nezavislé vektory, napt. 4 a v. Kazdé presunuti muzete potom vyjadrit
pomoci jejich linedrni kombinace ku + [9, viz Obr. [ na str. 29. Rovina méa proto
dimenzi 2!

Pokud zijete v prostoru, v némz zijeme, potiebujete k premistovani v ném tri
nezavislé sméry, tj. tii linedrné nezavislé vektory, dva pro pohyb v roviné, ten treti
pro pohyb ,nahoru“ a ,dold“, napr. 4, v a w. Kazdé premisténi muzete potom
vyjadrit pomoci jejich linearni kombinace ku + (v + mw. Nas zivotni prostor ma
proto dimenzi 3!

Definice 10 (Dimenze vektorového prostoru). Rekneme, Ze vektorovy prostor
V' nad télesem T ma kone€nou dimenzi, jestlize ve V' existuje konecnd mnozina
generdtori V (tj. mizZeme tici, Ze V je konecné generovany). Dimenzi vektorového
prostoru V' rozumime pocet pruki jeho libovolné baze (tj. jeho systému generdtori
tvoreného linedrné nezavislymi vektory). Znacime

dimV =n nebo V..

Napriklad informaci o tom, ze vektorovy prostor V ma dimenzi 3 zapiSeme ve tvaru
rovnosti: dim V' = 3, nebo zkracené pomoci dolniho indexu: V3.

Véta 8 (O existenci baze). Kazdy netrividlni konecné generovany vektorovy pro-
stor ma aspon jednu konec¢nou bazi.

—

Diikaz. Nazna¢ime pouze mysSlenku dtkazu, viz Obr. @ Vektory d, E, c, J, é, f
predstavuji mnozinu generatorti vektorového prostoru V5. Jsou evidentné linedrné
zavislé. Nyni vezméte tuzku a postupné (po jednom) vyskrtavejte vektory, které se

3Pro dal3i studium viz napt. https://en.wikipedia.org/wiki/Dimension
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daji vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich. Mély by Vam ztstat dva lineadrné
nezavislé vektory, ty tvori bazi prostoru V5. VSimnéte si, ze popsanym zpusobem
miizete dospét k riznym takovymto dvojicim. To je projev toho, Ze neexistuje jenom
jedna baze vektorového prostoru. Vsechny ale, jak vime, maji stejny pocet vektort!

Obrazek 9: Kolik linearné nezavislych vektort ztistane po postupném odstranéni téch, které se daji
vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich?

Dtikaz véty je zalozen na popsaném mechanismu. Mame-li kone¢nou mnozinu ge-
neratort, je jisté, ze drive nebo pozdéji se z ni uvedenym postupem proskrtame az
k bazi. ]

Dusledek 1. Odstranime-li ze systéemu generdtori vektorového prostoru V' wvektor,
ktery je linearni kombinaci ostatnich, pak mnozina zbyvajicich vektoru je opét sys-
témem generatoru vektorového prostoru V.

PRIKLAD 4.1. Rozhodnéte, zda je dand mnoZina vektord systémem generdtord,
nebo primo bdzi, vektorového prostoru R3.

a) (1,2,3),(1,2,1),(-1,1,0), (2,-1,0),
b) (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2),(1,2,-1).

Reseni: Na prvni pohled je zfejmé, Ze ani jedna z uvedenych mnozin neni bazi. Maxi-
malni pocet nazavislych usporadanych trojic redlnych cisel je 3. Je-li jich vice, jsou
vzdycky zavislé (Souvisi to s poctem feSeni prislusné homogenni soustavy rovnic.
Zduvodnéte!). Zbyva vysetrit, zda se jedna alespon o systémy generdtorti prostoru
R3. Zkouméme proto, zda lze kazdy vektor ¢ € R? vyjadrit jako linedrni kombinaci
danych ctyr vektori.
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ad a)

1 1 -1 2 U1
|2 +x ]2 +as| 1 | +aa]-1]=|02]|. (22)
3 1 0 0 V3

Rovnice (22)) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

11 -1 2|y
22 1 -1|v
31 0 Ofwvs

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

11 -1 2|y 11 -1 2 U1
2 2 1 -1 Vo |~ ™ 02 -3 6 3’01—"03
31 0 0]uvs 00 3 -5|-2v+wv

Ma-li mit prislusnéd soustava linedrnich rovnic feseni (protoZe je rovnic méné nez
neznamych, jedno mit nemtze, tak je ve hfe nekonetné mnoho feseni) nezavisle na
volbé vektoru ¢, musi mit matice soustavy dle Frobeniovy véty hodnost 3 (tj. rovnu
dimenzi vektorového prostoru R3, jehoz maji byt vektory systémem generatori).
Tato podminka je evidentné splnéna. Miizeme tedy rici, Ze dand mnozina vektort je
systémem generdtori vektorového prostoru R3. Vektory jsou zobrazeny na Obr. 10l
Viz téz prislusny applet https://www.geogebra.org/m/wptxscy7. Vidime, ze v sou-
ladu s vysledkem algebraického reseni nelezi vSechny v jedné roviné (dokonce zadné
tri nelezi v jedné roviné). V duchu dikazu véty § bychom tak vyskrtnutim jednoho
z nich ziskali t¥i linearné nezavislé vektory.

ad b)
1 1 0 1 U1
2112+ 22 +23]0 )+ 2 |=]0a]. (23)
3 1 2 -1 V3

Rovnice (23]) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

1 1T0 1f|un
2 20 2w
31 2 -1|vs

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

110 1 v 1 10 1 U1
220 2|vy|~>~]0 -2 2 -4|-3v+uv3
31 2 -1 U3 0 00 0 —2U1 + U9
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Obréazek 10: Mnozina vektoru (1,2,3),(1,2,1),(-1,1,0),(2,-1,0) generuje prostor dimenze 3

Matice prislusné soustavy linearnich rovnic ma hodnost 2. Rozsirena matice sou-
stavy mé az na pripad, kdy vs = 2v1, hodnost 3. Dle Frobeniovy véty tedy prislusna
soustava nemd pro vSechny vektory ¢ € R? FeSeni (soustava ma feSeni pouze pro
takové vektory ¢ = (w1, v9,v3), pro které je vo = 2v1, my ale potfebujeme, aby méla
feseni pro jakykoliv vektor ¢). Dand mnozina vektora neni systémem generatori
vektorového prostoru R3. Vektory jsou zobrazeny na Obr. [[1l Viz téz prislusny ap-
plet https:/ /www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. Vidime, ze, opét v souladu s vysledkem
algebraického reseni, lezi vSechny ctyri vektory v jedné roviné. V duchu dikazu véty
bychom tak vyskrtnutim dvou z nich ziskali dva linedrné nezavislé vektory.

Obréazek 11: Mnozina vektoru (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2), (1,2,-1) generuje prostor dimenze 2
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Poznamka. Priklad miizeme Tesit i rychleji, pouze s vyuzitim matic, jejichz
sloupce (nebo radky) jsou dané vektory. Navrhnéte a zdivodnéte postup takového
reSeni.

4.2 Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Jak vime, konkrétni vektor lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektortd konkrétni
baze jedinym zpusobem, viz véta [l na str. 44l Koeficienty takové linearni kombinace
tak dany vektor vzhledem k dané bazi jednoznaéné identifikuji. Rikdme, Ze jsou jeho
soufadnicemi vzhledem k této bazi. Tak mtizeme ici, ze vektor b na Obr. ma
vzhledem k bazi B = {u,0} souradnice (1.5,2), zatimco vektor ¢ ma vzhledem k ni
souradnice (-1.6,3.8). Vime, Ze bazi daného vektorového prostoru mizeme vytvorit
nekone¢né mnoho (naptiklad pro rovinu jsou to vSechny mozné dvojice linedrné
nezavislych vektort). Potom ke kazdé z nich jsou souradnice daného vektoru jiné!
Vzdy je tedy treba védét, vzhledem k jaké bazi jsou prislusné souradnice dany. Pro
prostory R" se pouziva prevazné (ve skolni matematice jeding) tzv. kanonickd bdze,
nejjednodussi baze, jakou miizeme vytvorit. Pro R? je to {(1,0),(0,1)}, pro R? je
to {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} atd.

¢=-160+3.8V

Obrazek 12: Soufadnice vektort b, ¢ vzhledem k bézi {ii,7}.

Dle véty [1 1ze vektor 4 € V' psat jedinym zpisobem jako linearni kombinaci vek-
tort dané baze M = {1, o, ..., i, } vektorového prostoru V. Jinak feceno, koeficienty
1, %o, ...,x, € T linedrni kombinace

jsou pro dany vektor @ a danou bazi M = {uy, s, ..., i, } uréeny jednoznacné. Tyto
koeficienty, konkrétné usporadanou n—tici (tj. aritmeticky vektor) z nich vytvorenou,
nazyvame souradnice vektoru u vzhledem k bazi M.
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Definice 11 (Souradnice vektoru vzhledem k bazi). Necht M = {1y, s, ..., U, }
je baze vektorového prostoru V. Potom kaZdy vektor 1 € V' lze napsat jednoznacné ve
tvary

n
U= .Ilﬁl + .IQI_ZQ + ...+ xnﬁn = Zx,ﬁl
1=1

Vektor (z1,xo,...,x,) € T nazveme soutadnicemi vektoru i vzhledem k bdzi M a
znacime
Upr = (21,2, ., Ty).

PRIKLAD 4.2. Mnozina M = {(1,1),(2,3)} je bdzi vektorového prostoru R2.
Urcete souradnice uys vektoru u vzhledem k této bazi, zndte-li jeho souradnice u =
(7,12) wvzhledem ke kanonické bdzi {(1,0),(0,1)}.

Regeni: Dle definice [T hleddme koeficienty x,y € R linedrni kombinace % = 2(1,1) +
y(2,3). Protoze zaroven plati @ = 7(1,0) + 12(0, 1), mizeme psét

i=x(1,1)+y(2,3) =7(1,0) + 12(0, 1), (24)

po Upravée
u=z(1,1)+y(2,3) = (7,12). (25)

Rovnici (25]) po dalsi apravé muzeme prepsat do podoby s ni ekvivalentni soustavy
dvou rovnic o neznamych z,y

r+2y = 7,
r+3y = 12,
jejimz fesenim je (z,y) = (-3,5). Pro vektor 4 = (7,12) € R? tak plati
i=-3(1,1) +5(2,3).
Hledané souradnice vektoru @ = (7,12) vzhledem k bazi M jsou proto (-3,5), piseme

ﬁM = (_3? 5)

Pripomenme si jesté pojem kanonicka baze, ktery jsme v této kapitole zacali
pouzivat. Jedna se o bazi, vzhledem k niz urcujeme souradnice vektorli, neni-li uve-
deno jinak. Pozdéji si kanonickou bazi uvedeme jako priklad tzv. ortonormalni baze,
jejiz pouziti prinasi urcité vyhody, viz definice [I§ na str. B0l V pripadé vektorového
prostoru R? je kanonickou bazi mnozina {(1,0),(0,1)}. Pro R? je potom kanonickou
bazi mnozina vektorta {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} atd.
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PRIKLAD 4.3. Ovéite, Ze vektory

1 1 1 0
- 1 . 1 . -1 . 0
Ul = 1 9 /02 = _1 9 /U-?) - O 9 /U4 - 1
1 -1 0 -1

tvoti bazi vektorového prostoru R*. Potom urcete souradnice vektoru
7=(4,-2,1,5)"
vzhledem k této bazu.

Reseni: Vyjdéte z definice @ Ovéite, zda jsou dané vektory nezavislé, potom najdéte
koeficienty pozadované linearni kombinace.

Poznamka: Prirazeni souradnic vektoru vzhledem k dané bazi je prikladem izo-
morfismu, tj. linedrniho zobrazeni, které je vzajemné jednoznacné. Pro danou bazi
existuje vzajemné jednoznacna korespondence mezi vektorem a jeho souradnicemi.
Mame-li vektor, lze mu prifadit jediné souradnice vzhledem k této bazi a naopalk,
mame-li souradnice, existuje jediny vektor, které je k dané bazi ma.

4.3 Podprostor vektorového prostoru

Na pojem vektorovy podprostor jsme uz nékolikrat narazili. Jedna se o podmnozinu
vektorového prostoru, ktera sama o sobé splnuje definici [3] vektorového prostoru, viz
str. 24l Vsimnéte si napriklad Obr. 1] na str. 48] nebo si oteviete jemu prislusejici
applet https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. VSechny ¢tyti vektory lezi v jedné
roviné. Predstavuji mnozinu generatori vektorového podprostoru, ktery je tvoren
vSemi vektory majicimi smér rovnobézny s touto rovinou (ta rovina je nazornym
modelem tohoto podprostoru). Kdybychom vhodné odstranili dva z nich, dostali
bychom béazi tohoto podprostoru. Jeho dimenze je 2.

Definice 12 (Podprostor vektorového prostoru). Necht'V je vektorovy prostor
nad télesem T. Rekneme, Ze W je podprostor vektorového prostoru V, pravé tehdy
kdyzZ plati:

1. W je neprdzdnd podmnozina V. W cV AW £3.)

2. W je vektorovym prostorem vzhledem k operacim scitani vektori a ndso-
beni vektoru prvkem z télesa T, které jsou definované na V (tj. spliiuje definici
vektorového prostoru).

Skutecnost, Ze W je podprostorem vektorového prostoru V- znacime takto:

WeccV.

ol


https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs

Poznamka. Vyznam pojmu uvedenych v definici si mizeme ilustrovat na prikladu
mnoziny U = {(z,y) € R?,y = 3z}, kterd je vektorovym podprostorem vektorového
prostoru V = R? definovaného nad télesem T = R, tj. U cc V.

g:y=3x—1

Obrazek 13: Jedna se v obou pripadech o vektorové podprostory?

PRIKLAD 4.4. Rozhodnéte, zda je mnozina W = {(z,y) € R%;y = 3z — 1} vektoro-
vym podprostorem prostoru R? (tj. zda plati W cc R?).

Z definice vektorového prostoru 3 vyplyva nutna podminka existence vektoro-
vého podprostoru: Vektorovy podprostor W cc V' musi obsahovat nulovy vektor
z prostoru V. Jeji uzitecnost se, jak to tak u nutnych podminek byva, projevi v
okamziku, kdy neni splnéna. To mame totiz jistotu, ze vySetrovand podmnozina W
neni vektorovym podprostorem. Pokud splnéna je, zaddnou jistotu nemame.

Nad definici [12] je dobré si promyslet podobu extrémnich podprostori:
»,Nejmensim“ podprostorem je trividlni vektorovy prostor {4}, tj. mnozina ob-
sahujici jediny prvek, nulovy vektor 4.

»Nejvetsim“ podprostorem je potom prostor V samotny (protoze, jak vime, mnozina
je sama sobé podmnozinou).

Obcas se setkame s kolem, rozhodnout, zda je néjakd podmnozina vektorového pro-
storu jeho podprostorem. Je proto dobré, ujasnit si, co je treba pro to udélat. Jak
rika nasledujici véta @, neni nastésti nutné ovéfit celou definici Bl (viz str. 24]). Podm-
nozina totiz prirozené prebird (dédi) nékteré vlastnosti od své materské mnoziny.
Naprtiklad, pokud je sc¢itani vektorti komutativni ve V', je samozrejmé komutativni i
vWccV.

Véta 9 (O urceni vektorového podprostoru). Neprdzdnd podmnozina W vek-
toroveho prostoru V' je podprostorem prostoru V, prave kdyZ plati:

(1) Vi,veW; u+0eW,
(2)VaeT YueW; atie W.
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PRIKLAD 4.5. Ovérte, zda W; cc (R, +, R) :

a) Wi ={[r,2r,5r];r € R},

b) Wy ={[r,2r,r?];r € R},

c) Wi ={[r,2r,1];r € R}.

Reseni: Naznacime si postup feseni pro zadani a). Postupujeme podle véty @ Vyja-

diime si dva vektory z Wy; i = [r1,2r1,5r1], U = [re, 219, 513 a ovéiime, zda spliuji
ony dvé vlastnosti (1) a (2) z véty Ol

Ad (1): Oveérime, zda @ + 9 patii do Wi. Plati
U+0=[r+re,2(ry +r2),5(r1 +19)].

Pokud nahradime r{ + 5 € R symbolem p; p € R, miizeme psat
U+ 0= [p,2p,5p],
coz je predpis pro podobu usporadané trojice patiici do Wi. Proto 4 + v € Wj.
Ad (2): Ovérime, zda ati, kde a € R patii do Wj. Plati
at = [ar,2ar, 5ar].
Pokud nahradime ar € R symbolem ¢; ¢ € R, mtizeme psat

at = [g,2q,5q],
coz je predpis pro podobu usporadané trojice pattici do W;. Proto au € W;.
Tim jsme prokézali, ze W; cc R3,
Zbyvajici dvé zadani prikladu resSte sami.

PRIKLAD 4.6. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoZiny podprostory prostoru R3
nad R.

(a) MnoZina vsech Teseni (x,y,z) rovnice 3x + 2y —z = 0.
(b) Mnozina vsech linedrnich kombinact vektori vy = (2,-3,0), ¥2 = (1,0,3).

Provedte geometrickou interpretaci danych mnozin (podprostori).

V zavéru kapitoly vénované bazi vektorového prostoru je vhodné pripomenout si dvé
vlastnosti baze, na které jsme jiz narazili, ale dosud jsme je nijak nedokazovali:

(i) Dvé baze téhoz vektorového prostoru maji stejny pocet prvka.

(ii) Ve vektorovém prostoru nemuze byt vice linearné nezavislych vektor,

nez je pocet vektort jeho baze.

Dikazy obou téchto tvrzeni se daji elegantné provést jako disledky tzv. Steinitzovy
veta o vymene, které je vénovana nasledujici kapitola. Protoze vsak jeji obsah nebude
kromeé téchto disledkt nijak vyuzit v nasledujicich pasazich, je jeji studium cisté
dobrovolné.
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4.4 Steinitzova véta o vyméné*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Znalosti véty a jejiho dikazu nebudou vyza-
dovany u zkousky. Je treba znat akorat jeji vyse uvedené dusledky.

Tato véta je pro nas dulezitd hlavné svymi disledky. Plynou z ni naptiklad tyto
skutecnosti:
I. Dvé baze téhoz vektorového prostoru maji stejny pocet prvki.

II. Ve vektorovém prostoru nemuze byt vice linearné nezavislych vektori,
nez je pocet vektort jeho baze.

Priklad: Mnozina M je systémem generatort prislusného vektorového prostoru.
Je mozné nahradit nekteré vektory z M vektory z mnoziny N tak, aby vysledna
mnozina opét generovala ten samy vektorovy prostor?

a) M = {(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N = {(1,0,0),(0,1,1)},
b) M ={(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N = {(0,1,2), (2,0,2)}.

Véta 10 (Steinitzova véta o vymeéné). Necht'V je vektorovy prostor nad télesem T.
Necht {iy, s, ..., 1,} je mnozina generatort prostoru V a necht ¥y, ¥, ..., V) jsou
libovolné linearné nezavislé vektory z V. Potom plati:

1) k<n,

2) pri vhodném piecéislovani vektori iy, iy, ..., U, miZeme prunich k z nich nahra-
dit vektory ¥y, Vs, ..., Uy tak, Ze mnozina {1, Vg, ..., Vg, Uk+1, Uks2, ---, Un } j€ Systémem
generatora vektorového prostoru V.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle % (tj. podle poctu linearné
nezavislych vektoru ;).

I. Dokazeme, ze véta je pravdiva pro k=1

Méame tedy dokazat, ze je-li {uy,s,...,1,} mnozina generatort prostoru V a v je
libovolny linearné nezavisly vektor z V., potom:

(1) 1 <n,

(2) pti vhodném usporaddani mohu prvni vektor z mnoziny {1y, s, ..., %, } nahradit
vektorem ;.

Je ziejmé, ze tvrzeni (1) plati; pro vSechna n € N je skutecné 1 < n.

Zamérime se tedy na dikaz tvrzeni (2). To, ze {uy,ds,...,4,} je mnozina genera-
tori prostoru V' lze zapsat rovnosti [y, Us, ..., 4,] = V. Potom chceme dokézat, ze
z predpokladi véty vyplyva, ze plati také rovnost [y, dg, ..., U,] = V' (tj., ze vektor
47 muzeme nahradit vektorem o).
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Protoze v, € V, lze vektor v7 psat jako linedrni kombinaci
”51 = alﬂl + agﬂz + ...+ anﬂn. (26)

Potom ovSem plati
[Uy, o, ..., U] = [U1, U1, U, ..., Up] =V

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud k ni pfidame vektor, ktery je line-
arni kombinaci jejich vektori). Vektor 9; je dle predpokladi véty linearné nezavisly a
proto nemuze byt nulovy. Alespon jeden z koeficient a; linearni kombinace (26) tak
musi byt rizny od nuly. Véta pripousti vhodné usporadani vektort ;, proto lze bez
jakékoliv jmy na obecnosti dikazu predpokladat, ze tim nenulovym koeficientem
je ai. Potom ale mtzeme vektor 4, vyjadrit jako linearni kombinaci

1 as Q, _,

ﬁl = —’171 - Uy — ... — —Up
ai aj aj

a pro vektorovy prostor V' plati
[y, o, ..., Uy ] = [U1, U1, Us, ..., Up ] = [T1, Uy ..., Up] =V

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektoru). Dokazali jsme tak, Ze lze opravdu
pri vhodném usporadani vektoru q, us, ..., U, prvni z nich nahradit vektorem v; a
vyslednd mnozina bude stale mnozinou generatort prostoru V.

II. Dokazeme, ze pokud véta plati pro kK =m, platiipro k=m+1

Méjme na paméti, ze v tomto kroku (¥1ka se mu ,indukéni krok“) dokazujeme prav-
divost implikace SV (m) = SV (m+1) (kde symbolem SV (j) rozumime vyrok , Stei-
nitzova véta je pravdiva pro k = j*) nikoliv pravdivost samotného tvrzeni véty.

Predpoklddame tedy, Zze pro [iy,Us,...,U,] = V a m linedrné nezavislych vektort
V1,02, ...,0pm 2 V je (1) m <n a (2) pfi vhodném precislovani vektora uy, dg, ..., iy
muzeme psat [U1, Vo, ..., Uy Ui, U2, -, U] = V. Checeme dokézat, Ze potom plati
i to, ze mame-lim+1 linedrné nezavislych vektora ¢y, s, . . ., Uy, Ups1 2V, je (1) m+1 <
n a (2) pfi vhodném precislovani vektori iy, s, ..., U, mizeme psat [Ty, Vg, ..., O, Va1, Ums2, -

V.

Protoze v,,,1 € V, lze vektor v,,,1 psat jako linearni kombinaci vektori 91, ¥s, . .., Upn,
um_;,_l’ PP ’urn’ tj.

Opa1 = 0101 + balig + -+« + by Oy + Qa1 Uppat + -+ + Ay, (27)
a plati

[01, U2y vy Oy Urng 1, Uins 2y ooy U] = [01, U2, -vvy iy Vs 1y Ut 1 Urnpg 2y -oes U | = V-
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Protoze vektory vy, ¥s, ..., Um, Ums1 jsou linedarné nezavislé, je ziejmé, ze alespon je-
den z koeficientt a1, @m+2, - - -, @y linedrni kombinace (27)) je rizny od nuly (pro-
myslete si detailni zduvodnéni). Véta pripousti vhodné usporadani vektori mnoziny
generatort, proto lze bez jakékoliv 1jmy na obecnosti dikazu predpokladat, ze tim
nenulovym koeficientem je a,,,1. Potom ale miizeme vektor ,,,1 vyjadrit z rovnosti
(27) jako linearni kombinaci

1 by | by

Um_l,_l_ Ul_ UQ_..._ Um_ Um+2_..._ Un
Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1

ﬁm+1 =
a pro vektorovy prostor V' plati

[U17U27 cony Umyy U1y Um+2, 7un] = [0177}27 vy Umyy Umt 15 U+ 1, Um+2, 7un] =

= [U17U27 cooy Umyy Um+ 15 Um+2, aun] = v

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektori). Opravdu lze pti vhodném uspiadani
vektort vektor ;.1 nahradit vektorem v;,;. Tim jsme dokazali pravdivost implikace
SV (m) = SV (m+ 1), tzv. indukéniho kroku dikazu matematickou indukci. Tim
je tento dikaz kompletni a mizeme proto Fici, ze Steinitzova véta o vymeéné je
dokazana. ]

4.5 Dusledky Steinitzovy véty o vyméné

Véta 11. Kazdé dvé baze konecne generovaného vektoroveho prostoru V maji
tyZz pocet prvki.

Véta 12. KaZda skupina linearné nezavislych vektora libovolného vektorového
prostoru generovaného n—prvkovou mnozinou obsahuje nejvyse n vektoru.

Véta 13. Je-li {uy,1s,...,u,} baze vektorového prostoru V a jsou-li vektory
U1, 02, ..., 0p € V linedrné nezavislé, je mnozina vy, Vs, ..., U, rovnéz baze vektoro-
veho prostoru V.

Véta 14. Necht {iy,1s,...,1U,} je mnozina generatoru vektorového prostoru V,
pak
dimV <n.
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4.6 Cviceni: Baze vektorového prostoru, souradnice vektoru vzhledem
k bazi

1. Rozhodnéte, zda je danid mnozina vektort M; bazi vektorového prostoru R3.
Pokud ano, urcete souradnice vektoru d = (1,-2,5) vzhledem k této bazi. Pokud ne,
uvedte, jaky vektorovy ,podprostor* dand mnozina generuje.
a) My ={(-1,0,2),(3,1,-1),(2,1,1)},
b) M>={(2,1,2),(1,1,-1),(2,1,1)},
c) M;={(5,0,1),(0,1,3),(1,1,1),(1,0,2)},
d) M, ={(2,-4,6),(-1,2,-3),(4,-8,12)},
e) Ms={(1,2,0,1),(2,0,1,-3),(1,1,1,1)},
f) Ms={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
g) Mz = {(17 2)7 (_17 5)7 (17 1)}
2. Jsou uvedené polynomy bézi vektorového prostoru polynomi stupné nejvyse 27
a) 1 -3x+222 1+x+42? 1-"Tx,
b) 4+ 6x + 2%, -1 +4x +2x% 5+ 2x - 22
3. Necht P; je vektorovy prostor polynomt nejvyse tretiho stupné. Ovérte, zda

je mnozina M = x+1, z -1, (x+1)2, (z+1)3 bazl tohoto vektorového prostoru.
Pokud ano, urcete souradnice polynomu p(x) = 23 — 2z + 3 vzhledem k této bazi.

4. Necht Pj je vektorovy prostor polynomu nejvyse tietiho stupné. Ovérte, zda je
mnozina polynomi M = {x3+222+1, 23+ 22 +x, 23+ 1, 22+ 1} bazi tohoto vektorového
prostoru. Pokud ano, uréete souradnice polynomu p(z) = 23 + 22 — x + 2 vzhledem k
této bazi.

Priklady pro dobrovolné reseni

5. Vytvorte bazi vektorového prostoru R, kterd obsahuje vektory (1,2,0,1,2),
(2,3,-1,5,4), (-1,0,-2,0,1). Potom urcete souradnice vektoru (2,1,1,0,1) vzhle-
dem k této, vami vytvorené, bazi.

6. Najdéte bazi vektorového prostoru R, ktera obsahuje vektory (1,2,0,1,2),(2,5,-1,8,4),
(~1,0,-2,3,-1).

7. Najdéte bazi vektorového prostoru V', kterd obsahuje dany vektor :
a) V=[(1,2,3,-1),(1,0,1,-2),(-2,1,4,3)], & = (1,1,7,-3),
b) V =[(2,1,0,1),(-1,1,2,3),(2,3,4,0)], @ = (4,1,0,-6).

8. Urcete dimenzi vektorového prostoru
VvV =1[{(1,1,0,2,3),(2,-1,1,2,3),(-1,0,1,1,2),(2,0,1,-1,0) }]. Pokud to jde, vy-
tvorte jeho bazi tak, aby obsahovala vektor (-4,1,1,0,1).
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5 Skalarni soudin

Skaldrni soucin' je operace, kterd dvéma vektortim prifazuje reélné ¢islo (obecné
skaldr, tj. prvek télesa T'). Protoze do skalarniho souc¢inu vstupuji dva prvky, kon-
krétné vektory, rikdme, ze je to operace bindrni (kdyz do operace vstupuje jeden
prvek, nazyva se undrni, kdyz tii, tak terndrni atd.). Symbolem operace skaldrni
soucin je tecka - (v anglictiné se mu proto fika také ,dot product®). Skalarni sou-
¢in je vyznamny tim, ze se jedna o operaci, kterda nam otevira cestu k méreni, tj. k
urcovani vzdalenosti, odchylek, obsahtl a objemt, v afinnim bodovém prostoru. Ri-
kame, ze umoznuje zavedeni tzv. metriky. Bez skaldrniho soucinu umime vysetrovat
pouze vzajemné polohy bodovych podprostort. Pojem skaldarni soucin se objevuje
jiz. ve stredoskolském ucivu matematiky. Konkrétné se jednd o tzv. Fukleidovsky
skaldrni soucin, ktery je pro vektory 4 = (u1,us), 0 = (vy,v2) z R? ddn vztahem

-0 = U1V + UQV9. (28)
Pro vektory 4 = (uy,us,u3), ¥ = (v1,v9,v3) z R? pak analogicky
uU-0 = U1V + UV + U3V3. (29)

Nasledujici priklad prinasi standardni problém ze stredoskolské matematiky, k
jehoz reseni se skalarni soucin vyuziva.

PRIKLAD 5.1. Je ddn trojihelnik AABC, A[1,-2], B[8,2], C[4,3]. Vypoctéte
velikost jeho vnitrniho uhlu o, viz Obr.[14).

C=(4,3)
a
B=(8,2)

A=(1,-2)

Obrazek 14: Vypoctéte velikost vnitiniho thlu « trojihelniku ABC

Reseni: Pouzijeme znamy vztah pro vypoéet odchylky dvou vektort @ a ¥

<y
Sy

Ccosa =

: (30)

=3
=

'Pro doplitkové studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analy-
tickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budg&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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v némz se skalarni soucin (29) objevuje ve dvou rolich. Jednak je zfetelné pouzit
v Citateli, viz 4 -0, jednak se ponékud skryté uplatiiuje pri vypoctu norem (velikosti)
|i|, |0 vektort @ a ¥ ve jmenovateli lomeného vyrazu na pravé strané (B0). Pro
vypocet normy |i| vektoru i = (uy, ug, uz) totiz plati

|d| = \/u? +ud + u, (31)

kde vyraz pod odmocninou mizeme zapsat pomoci skalarniho soucinu (29) takto

2 2 2 _ _ =~ — 0 v v
Uy + Uy + U3z = UL+ UgUo + UzU3 = U - U. Potom (BII) muzeme piepsat do tvaru

| = Vi - i, (32)

Vratme se nyni k feseni prikladu Bl Pro vyuziti vztahu (B0) budeme uvazovat
orientované usecky AB a ZE’ jako umisténi vektort 4, v, v daném potadi. Tj. u =
B-A=(74)av=C-A=(3,5). Pro normy téchto vektori potom plati |i| =
VT2 +42 = /65 a [o] = V32 + 52 = /34. Po dosazeni do (B0) tak dostavime

B 7-3+4-5 4l
[alls]  V65v/34  V/651/34

Uhel «, ktery spliiuje rovnici (83), ma pii zaokrouhleni na tii desetinné mista velikost
0,511rad, tj. a =29, 29°.

S

cosa = = 0.872. (33)

Puvod skalarniho souc¢inu

Pti pohledu na formuli (29) ¢lovéka pfirozené napadne otazka, jak se tento vypocet
zrodil? Pro¢ zrovna takhle? Moznou odpovéd ndm nabizi nasledujici reSeni pro-
blému nalezeni vztahu pro vypocet velikosti vektoru 4 — ¢, viz Obr. I3 Jiz jsme
si pripomenuli, ze velikost (téz. normu; u geometrického vektoru se jedna o délku
orientované tsecky, ktera je jeho umisténim) vektoru @ = (wy, ws, w3) znacime || a
plati |0] = \/w% + w3 +w3. Potom pro vektor @ — @ plati dle Obr.

i — 9| = \/(u1 —01)? + (ug —v2)% + (ug — v3)?

(jednd se vlastné o opakované uplatnéni Pythagorovy véty v trojrozmérném pro-
storu), odkud po umocnéni obou stran na druhou dostaneme vztah

i — 0] = (ug —v1)% + (ug — v2)? + (uz — v3)?,
jehoz pravou stranu upravime na nésledujici tvar
|t — 0| = u? +u3 +ud + v} + 03+ 02 - 2(ugv; + ugvy + u3v3)
a pomoci vztahi pro velikosti vektort u, v prepiseme do podoby
i — B)? = |u]* + |0 - 2(urv1 + ugvy + uzvs). (34)
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Obrazek 15: Vztah pro velikost vektoru % —9 obsahuje formuli pro vypocet Eukleidovského skalarniho
soucinu

Pozadavek zapisu rovnosti (34) ve tvaru
|t — O = |if* + |9 - 24 - ©

nas potom vede k definovani skalarniho soucinu - ¥ formuli (29). Aby vse ,fungo-
valo“, musi mit tato operace urcité vlastnosti. Ty jsou specifikovany v nasledujici
definici [I3] ktera zavadi skaldrni soucin jako obecnéjsi operaci, nez je vyse uve-
deny Eukleidovsky skalarni soucin. Ten se tak stava jenom jednou z mnoha operaci
vyhovujicich této definici.

Definice 13 (Skalarni souéin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd ka-
Zdé dvogici vektorid u,v € V pritazuje redlné cislo (skalar) -9 € R tak, Ze plati:

[ @-4=0-u (SYMETRIE)

2. U+W)=U-0+U-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)
3. (ku)-v

J. G020 A[d-i=0ea=3]. (POZITIVITA)
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Poznamky.

1. Skalarni soucin je vzdy definovan na néjakém vektorovém prostoru V. Potom
hovotrime o vektorovém prostoru se skalarnim soucinem, nebo strucnéji
o unitarnim prostoru.

2. Nejcastéji se setkame s nékterym z nasledujicich tii zptisobt zapisu skaldrniho
soucinu vektori u, v:

-9 nebo <4,v> mnebo [u,7].

5.1 Priklady skalarnich soucint

Existuji rizné skalarni souciny, vyse uvedeny Eukleidovsky neni jediny. Za skalarni

sou¢in totiz povazujeme kazdou operaci, kterd splinuje definici I3l Uvedme si zde
nekolik prikladi:

1. Eukleidovsky skalarni soucin
U-0 = UiV + UV + U3V3; Pro 1u,v € Vi.
2. Vazeny skalarni soucin
-0 =2u101 + dugVy; pro U, € Vs.

Obecné zapiseme vazeny skalarni soucin vektort u, v € V,, formuli
n
U-0 = ZC,”LL,'UZ',
i1
kde ¢; je vaha soucinu i—tych souradnic téchto vektori.

3. Skalarni soucin
U+ D = UV — U1V9 — UsV1 + dUsVs.

4. Skalarni soucin v prostoru spojitych redlnych funkci na uzavieném intervalu

{a;0)

b
f(@)-g(x) = [ F(2)g(a)du.

PRIKLAD 5.2. Ovéite, Ze operace definovand predpisem @ -0 = 2uivq + Sugve pro
u,v € Vo ge skutecné skalarnim soucinem.

Reseni: Zvolime vektory @ = (uy,us), ¥ = (vi,v2) a W = (wy,ws) a dosazenim je-
jich souradnic dle daného predpisu do obou stran prislusnych rovnosti (v pripadé
vlastnosti 4 nerovnosti) postupné ovérime platnost vSech vlastnosti z definice [I3]
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5.2 Norma (velikost) vektoru

Zde shrneme a zobecnime to, co jsme o normé (velikosti) vektoru zjistili na str (9]
viz formule (B1)), (B2). Zobecnéni spoc¢iva v tom, ze uvedenou definici [4 je norma
vektoru zavedena pro obecny skalarni soucin -, netesi se jeho konkrétni podoba.

Definice 14 (Norma vektoru). Normou (velikosti) vektoru i € V,, rozumime ¢islo

— —

|i| = Vi - 1.

Je tfeba mit na pameéti, ze definice 14l zavadi normu vektoru pomoci obecného pojmu
skalarni soucin. Hodnota normy tedy zavisi na tom, jaky konkrétni skalarni soucin
pouzijeme, tj. podle jaké formule ho budeme pocitat!

PRIKLAD 5.3. Je ddn vektor d = (2,-3,5). Vypocitejte jeho normu pro
a) Bukleidovsky skaldrni soucin i -9 = uqvq + ugve + ugvs; U, 0 € Vi,

b) vdZeny skaldrni soucin i -9 = 2ujv1 + Sugvy —usvs; U,V € V.

Poznamky.

1. Pro normu vektoru pouzivame téz oznaceni ||i| (potfebujeme-li ji odlisit od
absolutni hodnoty realného ¢isla).

2. Vektor s normou [4] = 1 nazyvame jednotkovy vektor.
3. Soucin 4 - i zkracujeme na 1 -4 = 2. Potom je zfejmé, Ze plati
i* = |uf*. (35)
4. Ke kazdému skalarnimu soucinu prislusi dle definice [I4] norma, ale ne kazda
norma je definovana pomoci skalarniho soucinu. Napriklad:

a) |ally = |u1| + || + ... + |uy|,  (tzv. 1-norma)

b) l[tlins = max{fual, fual, ..., [unl},

c) |lif2 = Ju? +u?+ ... + u2, Eukleidovsk4 norma (té% 2-norma)

5.2.1 INormovani vektoru

Jsou situace, kdy je vyhodné nahradit dany vektor jednotkovym vektorem téhoz
sméru. Hovoiime o tzv. normovdni vektoru. Casto se s tim setkdvame v souvislosti
s bazemi. Mame danu bazi B = {u, 0} vektorového prostoru V', jejiz vektory maji
riizné velikosti, a potiebujeme ji nahradit bazi G = {&, f}, jejiz vektory €, f maji
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Obrazek 16: Vztah pro velikost vektoru -2 obsahuje formuli pro vypocet Eukleidovského skaldrniho
soucinu

v daném pofadi stejné sméry jako vektory @,d, ale jsou jednotkové, tj. €] = |f] = 1,
viz Obr. [[6l Normovani vektoru % provedeme konkrétné tak, ze ho vydélime jeho
velikosti (normou), vysledny jednotkovy vektor rovnobézny s i, oznac¢me ho é, je
potom dan vztahem

|§¢

(36)

o
1
&

PRIKLAD 5.4. Normujte vektor d = (3,-4,0).

i 1 3 4
— = —(3,-4,0) = (2,-=,0]).
H 5(3:74.0) (5’ 5’)

Reseni:

€

1 11
PRIKLAD 5.5. Normujte vektor @ = (5, 10 5)
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5.3 DuleZité nerovnosti*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Jeji obsah nebude vyzadovan u zkousky. To
vSak neznamena, ze neni zajimavy a nestoji za nahlédnuti.

Pti zkoumani vlastnosti vektorovych prostort se skalarnim souc¢inem nam vyrazné
pomohou nasledujici dvé nerovnosti:

1) |Cauchyova-Schwarzova nerovnost,
2) [Trojthelnikova nerovnost|.

Ukéazeme si, ze tyto nerovnosti plati v jakémkoliv vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem.

5.3.1 Cauchyova—Schwarzova nerovnost

Véta 15 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory 4,0 €V, a pro
gakykoliv skalarni soucin plati

[@- o] < |l 7] (37)
Rovnost nastdvd prave tehdy, kdyz jsou vektory i, v linedrné zdvislé (tj. rovnobézné).

Dukaz. Uvazujme vektor @ + kv. Potom dle definice skaldrniho soucinu a normy

vektoru plati
i + k9))* > 0,

|@]? + 2kt - 5 + k2| 9] > 0. (38)

Kdyz levou stranu nerovnosti (B8) vhodné preusporadame
|6]1°k* + 24 - § k + [[a@i]|* 2 0,

muZeme na ni nahliZzet jako na kvadraticky trojc¢len Ak? + Bk + C' s proménnou k.
Potom je kvadratickd nerovnost (38)) vzhledem k této proménné splnéna praveé tehdy,
kdyz je diskriminant B? — 4AC tohoto troj¢lenu mensi nebo roven nule

4(a-0)* ~4]al*(|o)* < 0.
Odtud dostaneme po nékolika upravach nerovnost (37), kterou chceme dokazat
(a@-0)* < [af* o],

[ < |l o]
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Poznamka. Pouzivame rizné zapisy Cauchyovy—Schwarzovy (déle jen ,,C—S“) ne-
rovnosti:

PRIKLAD 5.6. Necht a,b,c,d, e jsou redlnd ¢isla, pro kterd plati:
a+b+c+d+e=8
a+ b+ +d?+e® = 16.
Urcete maximalni mozZnou hodnotu e.
Napovéda: Dané rovnice upravte na tvary
a+b+c+d=8-c¢
A+ ++d?=16-¢€%

a uvazujte C—S nerovnost pro vektory @ = (a,b,c,d) a v =(1,1,1,1).

5.3.2 Trojuhelnikova nerovnost

Maji-li t¥i secky a, b, ¢ tvorit strany trojihelniku ABC' (viz Obr. [I7), musi pro jejich
délky platit, ze soucet kazdych dvou z nich je vétsi nez ta treti (tj. a+b>c, a+c> b,
b+c > a). Nastane-li v nékterém z téchto pripadi rovnost, body A, B, C lezi v pfimce

C

A C B
Obrazek 17: Usecky délek a, b, ¢ jsou stranami trojihelniku

(trojuhelnik degeneruje v usecku, viz Obr. [I8). Tyto skutecnosti jsou popsany tzv.
trojuhelnikovou nerovnosti. Pokud do stran trojuhelniku ABC vhodné umistime
vektory 1,7 a 1 + U, jak ilustruje Obr. 19, mizeme tuto nerovnost formulovat i pro
vektory a jejich normy (viz Véta [16]).
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A c B

Obrazek 18: Pro a + b = ¢ lezi vrcholy ,trojuhelniku“ v primce

C

cl

+

<!
<{

A i B
Obrazek 19: Trojuhelnikova nerovnost pro vektory

Véta 16 (Trojuhelnikova nerovnost). Pro kazZdé dva vektory 4,0 € V,, a normu
vektoru prislusnou ltbovolnému skalarnimu soucinu plati

la+ 3] < flaf + 3] (39)
Rowvnost nastava praveé tehdy, kdyz existuje k € R, k > 0 takove, Ze 1 = kv nebo v = k.

Diikaz. Ukézeme, ze platnost nerovnosti (B9) je disledkem platnosti C-S nerovnosti
(B7). Nejprve obé strany nerovnosti (89) umocnime na druhou

@+ o> < (Jaf +[9]),
pravou stranu pri tom vyjadrime ve tvaru ptislusného trojclenu
1%

@+ 3)* < laf® + 2] all 5] + |12

Potom u ¢leni, které jsou druhymi mocninami norem vektort, uzijeme vztah (35) a
zapiseme je ve tvaru skalarni mocniny

(i +0)2 <%+ 2| al|||5]| + 5>

Po tprave levé strany

=2 2

0%+ 24 -5+ 0 < u? + 2)a) |8 + o
a nalezitém zjednoduseni dostavame nerovnost

u-v < fafv,

jejiz pravdivost vyplyva z pravdivosti C—S nerovnosti (|4 - 0| < ||4]|v]) a z definice
absolutni hodnoty (% -9 < |u - 9)). O
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PRIKLAD 5.7. Dokazte ndsledujici nerovnost:
lal - ol <lla-ol; abeV,.

Reseni: Postupujeme tuplné stejné jako pri vyse uvedeném dikazu trojihelnikové
nerovnosti.

PRIKLAD 5.8. Zapiste skaldrni soucin vektord @, ¥ pouze ugitim normy vektoru.
Reseni: Vyuzijeme vztah (BH), tj. toho, ze plati: @- i = 4? = |[il|2. Nejprve uvazujeme
vektor @ — 0. Dle (B3) plati

(i—0)2 =220 5+3 = |a|> - 25+ 3] = |d - 5]

Odtud potom mizeme vyjadrit skalarni soucin @ - ¥ pomoci norem vektort takto:

I . -

-0 = (lal + 12 - la - o). (40)
Dalsi moznosti je uvazovat vztahy ||i—9|? = |@|?-24-0 + |0]? a ||+ 3|? = |al|> + 24
U+ ||0]|?. Odecteme-li prvni od druhého, dostaneme vztah | + 0% - ||t — 0||? = 44 - 0,

ze kterého vyjadrime skalarni soucin 4 - v takto

I 7 T -
-9 = ([ +0) - |a-3]°). (41)
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5.4 Odchylka vektoru

Vztah pro vypocet odchylky dvou vektort (B0), ktery jsme pouzili pfi feseni prikladu
6.1 na str. 68, mtizeme definovat jako disledek Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti
|t - 7]

[al[o]

(B7). Z nerovnosti |u - 9| < |4 |9] vyplyva vztah < 1, ktery miZzeme piepsat do

tvaru

~J]
Sy

<1

=

~J]

Uvazime-li prubéh hodnot funkce cosx, viz graf na Obr. 20, pro které plati
|cosz| <1,

je zrejmé, ze pro kazdé dva nenulové vektory u,v € V,, existuje jediné realné cislo
@ € (0, ), prislusné hodnoty cos ¢ viz Cervena ¢ast grafu na Obr. 20| takové, ze

=
Sy

CoS p =

Sy
=

Toto cislo nazveme odchylkou nenulovych vektort u, .

y f: y = cos(x)

/\ X
- A2 0 n/\Z\Tr/}w{/Z 2m 511\
-1

Obréazek 20: Graf funkce f: y = cosx

Definice 15 (Odchylka vektort). Odchylkou dvou nenulovych vektord u,v € V,,
rozumime realné cislo p € (0, ), které je dano vztahem

=
(4]

(42)

Cos =

=

Sy

PRIKLAD 5.9. Vypocitejte tihel mezi vektory © = (1,0,1), @ = (0,1, 1).
a) Uvazugte Eukleidovsky skaldarni soucin.
b) Uvazujte vazeny skaldrni soucin U - = vjwy + 2vaws + 3vsws.
Zapis skalarniho soucinu pomoci norem vektori

Disledkem vztahu (42]) je moznost zapisu skalarniho soucinu (nezapominejme na to,
ze je to Cislo) vektoru 1, ¥ pomoci jejich norem |il, |¥] a odchylky ¢ takto

U -0 = |u[v|cos . (43)
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5.4.1 Odchylka primek

Vime, ze u kazdé primky lze vyjadrit jeji smér prostrednictvimsmeéroveho vektoru
primky. Nabizi se tak vyuziti znalosti vypoctu odchylky dvou vektort, viz definice
42l k urceni odchylky primek. Samoziejme to jde, odchylku primek skutecné miizeme
spocitat pomoci odchylky jejich smérovych vektort. Musime vsak pri tom dat pozor
na to, ze ne vzdy se tyto dvé odchylky rovnaji. K jejich rozdilnosti miize dojit
v dtsledku toho, ze tyto dva druhy odchylky jsou definovany rtznym rozmezim
uhli. Zatimco odchylka dvou vektord muze byt tihlem ostrym i tupym, odchylka
dvou primek je definovana mensim z Ghla, které primky v roviné vytvareji, tj. je
vzdy thlem ostrym, maximéalné pravym. Viz Obr. 1], kde jsou zobrazeny obé mozné
situace, vlevo je pripad, kdy se odchylka vektort shoduje s odchylkou primek, vpravo
pak pripad, kdy se tyto thly lisi, ovSem tak, ze dohromady tvori tihel ptfimy. Jak

Obréazek 21: Odchylka piimek ¢ vs. odchylka smérovych vektora ¢

tedy budeme pri vypoctu odchylky primek postupovat? Nabizeji se nasledujici dvé
cesty:

(1) Spoc¢itame odchylku smérovych vektort primek. Pokud je mensi nebo rovna 90°,
tj. cosp < 0, je rovna odchylce primek. Pokud vyjde odchylka smérovych vektort
vétsi nez 90°, tj. cosp > 0, odchylka primek bude jejim doplikem do 180°.

(ii) Modifikaci vztahu (42]) vytvorime specialni vztah pro vypocet odchylky dvou
piimek 1. Z grafu funkce kosinus na Obr. 20 je zfejmé, Ze hodnoty cos ¢ a cos (7 — ¢)
se lisi pouze znaménkem, jejich absolutni hodnoty se rovnaji, pritom pro ostry thel ¢
je cosp > 0. Pro vypocet odchylky dvou primek pomoci jejich smérovych vektorti, bez
ohledu na jejich orientaci, se tak nabizi jednoduchd modifikace vztahu (42). Staci,
pridat zavorky pro absolutni hodnotu. Odchylka v dvou primek p, ¢ se smérovymi
vektory u, ¢ je tak dana vztahem

|_' _'|

u-v

cos ) = (44)

[alfo]
PRIKLAD 5.10. Urcete odchylku piimek p, q, pro které plati p: x = 1+ 3t,y =
1+t,z2=1+2t;te R, q: x=2s,y=3+9s,2=-1+6s; se R.

Reseni: Piimky jsou dany parametricky, tj. tak, ze soufadnice libovolného bodu
X[z,y] primky p jsou vyjadfeny pomoci jednoho jejiho zndmého bodu Alaq,as] a
jejiho smérového vektoru i = (uy,us) rovnici ve tvaru

X =A+ti;teR, (45)
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po dosazeni souradnic
[x,y] = [a1,a2] + t(ug,us); t € R, (46)
a rozepsani pro kazdou zvlast dostavame parametrické rovnice primky p

r =ay +tuy, (47)
Y =as+tus; t€R. (48)

Porovnanim téchto rovnic se zadanim prikladu tak ziskame souradnice sméro-
vych vektort danych pirimek, pro p je to i = (3, 1,2), pro ¢ potom 9 = (0,9,6).

Je otazka, zda k vypoctu odchylky téchto dvou primek mizeme pouzit vztah (44),
kdyz jsme ho ilustrovali prikladem v roviné a ted se pohybujeme v trojrozmérném
prostoru. V dimenzi prostoru problém neni, vztah (44)) je univerzalni. Musime si ako-
rat ujasnit, jaké vzajemné polohy dvou primek mohou v prostoru dané dimenze, zde
konkrétné dimenze 3, nastat a jak v kazdé z nich odchylku téchto primek urcujeme.

V pripadé ruznobeznych primek, které maji spole¢ny bod, je to jasné. Takové
primky lezi ve spolecné roviné, odchylku tak urcujeme stejné, jako je naznaceno na
Obr. 211

A jak to bude v pripadé mimobéznych primek? Ten jednoduse prevedeme na
predchozi pripad riznobézek. Primky zadané v prikladu shodou okolnosti mi-
mobézné jsou. Jejich konkrétni situaci miizeme sledovat v tomto GeoGebra appletu:
https://www.geogebra.org/m/gqnf6tst. Viz téz Obr. 221 Postupujeme tak, ze prim-

Obréazek 22: Odchylka dvou mimobéznych primek

kou ¢ prolozime rovinu, rikejme ji p, ktera je rovnobézna s primkou p, do ni potom
primku p posuneme, treba tak, aby jeji obraz prochazel bodem B. Tento primét
primky p do roviny p je s primkou p rovnobézny a s primkou ¢ riznobézny, jeho
odchylka s primkou ¢ je tak stejna, jako odchylka ptivodnich primek. I v pripadé
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mimobéznych primek lze proto pouzit vztah (44]). Dosazenim do néj dostavame

21 |21
V14117 31413

Vidime, ze skalarni soucin smeérovych vektorti primek je kladny, absolutni hodnota
v tomto konkrétnim pripadé zadnou zménu znaménka nezpusobi. Tento pripad od-

cosY =

povida situaci na Obr. 21] vlevo, odchylka primek je totozné s odchylkou smérovych
primek. Velikost tthlu dopocitame treba v programu wxMaximat:

(% i1) uhel rad:float(acos(21/(3*sqrt(14)*sqrt(13))));
1.025262482235325 (uhel_ rad)

(% i2) ﬂoat(uheljad*lgo/%pi);
5H8.74321312519065 (% 02)

Odchylka primek p, q je 58, 74°.

PRIKLAD 5.11. Urcete odchylku piimek k, |, pro které plati k : x = 2 —t,y =
—3+3t,z=1+t;teR,[: x=1+3s,y=-2s,2=5; s€ R.

Reseni: Reste analogicky s prikladem [5.10l Pro informaci o vysledku a pro zajemce
o pouziti matematického software zde uvadim reseni ve wxMaximeé:

(% i2)  w:[-1,3,1]$ v:[3,-2,0]$
(% i3)  %psi:acos((u.v)/(sqrt(u.u)*sqrt(v.v))), float;

2.422825092052891 (% 03)

(% i4) float(%psi*180/%pi);
138.8176522730258 (% 04)
Odchylka primek k, [ je 138, 82°.

Vice o vzajemnych odchylkach bodovych podprostori, tj. primek a rovin, viz kapi-
tola I8 na str. 76l

4Vice o préci s programem wxMaxima viz http://home.pf.jcu.cz/ hasek/VTMI1/wxMaxima ve vyuce.pdf
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5.4.2 Kolmost vektoru

Souvislost mezi skaldrnim soucinem # - ¥ a thlem ¢, presnéji jeho kosinem cos p,
ustavend vztahem (42), ndm poskytuje dilezity nastroj pro identifikaci vzajemné

kolmych vektort. Graf na Obr. 20 ndm pripomind, ze pro 90°, tj. grad, je hodnota
kosinu rovna 0. Dle (42) je pak pro kolmé (nenulové) vektory roven nule i jejich
skalarni soucin 4 - ¥. Plati tedy, ze dva nenulové vektory #,v jsou na sebe kolmé
prave tehdy, kdyz cosy =0, tj.

-0 =0. (49)
Tuto skute¢nost vyuzijeme zanedlouho, konkrétné v kapitole na str. [[8, k zave-
deni obecnéjsiho pojmu ortogondlni vektory.

PRIKLAD 5.12. Urcéete hodnotu parametru c € R tak, aby vektory a = (-2,3,¢),b =
(5,¢,-8) byly na sebe kolmeé.

5.4.3 Kolmy priumét vektoru do sméru jiného vektoru

Ze stredoskolské fyziky zname priklad na vypocet mechanické prace konané tdhnutim
bremene po vodorovné roviné pri pusobeni silou, ktera neni rovnobézna se smérem
pohybu, viz Obr. 23] vlevo, kde je pohyb bfemene ptisobenim sily F znézornén
vektorem posunuti S. Mechanickd prace W je v takovém pripadé kondna pouze

Obrézek 23: W = F - § = |F||3| cos ¢

slozkou sily Fy, kter4 je rovnobézna s vektorem posunuti §, viz Obr. 23| vpravo.
Slozka FQ, kolma na smér pohybu, nemé pohybovy G¢inek (samoziejmé, nepocitame
s tim, ze by se nadm ptlisobenim této slozky bremeno pti posouvani nadzvedavalo,
coz se v praxi bézné déje), proto mechanickou praci nekona.

Velikost prace W konané slozkou F je rovna soucinu velikosti této slozky |F| a
velikosti |3| vektoru posunuti g, tj. W = |F}||3]. Z Obr. 23] vpravo, je ziejmé, ze veli-
kost |Fi| = |F|cos ¢ Je rovna velikosti kolmého primétu vektoru F' do sméru vektoru
s, samotny vektor F| potom miizeme nazvat kolmym primétem vektoru F do sméru
vektoru S. UrCeni kolmého prumétu jednoho vektoru do smeéru druheho i vypocet
velikosti tohoto primétu mé Siroké uplatnéni nejenom ve fyzice, ale i v geometrii,
viz napr. tzv. Gramm-Schmidtiv proces vytvoreni ortonormalni baze predstaveny
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v kapitole 6.2l Proto nyni, inspirovani uvedenym prikladem z fyziky, tyto postupy
zobecnime. Pouzijeme pri tom skalarni soucin a operaci normovani vektoru, tj. na-
lezeni jednotkového vektoru daného sméru, viz (36]) na str. 63l

Nejprve odvodime postup vypoctu velikosti kolmého primétu vektoru u do
sméru vektoru ¥. Na Obr. 4] se jedna o velikost |ty,| vektoru 1y, Vidime, ze podle
velikosti ¢ je orientace #y, bud souhlasnd s ¥, pro ¢ € (0,%), nebo opacnd, pro

'3
@ e (5,m).

<i

> i_h >

s

Obrazek 24: Kolmy primét iy, vektoru @ do sméru @, vlevo pro 0 < o < 7,

Vpravo pro 5 <@ <m

Pro odvozeni vztahu pro |iyg,| se docasné omezime na situaci na Obr. 24 vlevo, kdy
¢ €(0, 3). Potom plati
i) = [ cos . (50)

Porovname-li (50) s (43)), tj. s vyjadienim skalarniho soucinu vektori pomoci jejich
norem a odchylky, které je predstaveno na str. 68, mtzeme psat

Sy

. . U-
[ty | = || cos = W (51)

u-v

Obecné mize byt hodnota vyrazu 7] jak kladna, tak i zaporna, podle toho zda je
v

—

tGhel ¢ mezi vektory @ a U ostry nebo tupy. Pro velikost iy, tak plati bud |ig,| = |—;|,
0

c

pro € (0, %), nebo |ig,| = —%, pro € (%,7‘(’). Struéné muzeme zapsat vztah pro

—

vypocet velikosti kolmého primétu iy, vektoru @ do sméru vektoru v takto

[t - 7]

Upp| = ——. 52

Nyni je nasim cilem vyjadrit kolmy primét vektoru # do sméru vektoru v jako

vektor. Jiz zname € R, cislo, jehoz absolutni hodnota je rovna velikosti vektoru

0]
Uyp a jehoz znaménko odpovida orientaci iy, vzhledem k 9. Cesta k vektoru 4y, je
ziejma. Protoze u vektoru ¢ nas zajima jenom smér, provedeme jeho znormovani, tj.

nahradime ho vektorem téhoz sméru, ale velikosti 1, viz (36]). Kdyz tento jednotkovy
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— =

Uu-v

vektor vynasobime cislem A dostaneme, co hledame, kolmy primét @ do sméru
v
v jako vektor

. Uw-v0 UV,

RANTIC o
Vysledny vyraz v (53) vpravo je mozné jesté dale upravit uplatnénim vztahu |0]? = 02,
viz (35) na str. 62, abychom dostali finalni vztah pro kolmy pramét jako vektor
u-v
Uy = —5-0. (54)

Mozné nékoho napada myslenka, ze vyraz na pravé strané (54) lze jesté zjednodusit.
Pozor, neni tomu tak! Tento vyraz totiz obsahuje dvé operace, které nelze zameénit,
skalarni soucin a nasobeni vektoru readlnym cislem. Skalarni soucin je pouzit ve

vyrazech 4 -0 a ©2, které jsou proto redlnymi ¢isly. Nasobeni redlnym c¢islem je
. / Ve / Ve - v/ ,ZZ ) /Z}’ 4 e
potom aplikovdno pii vyndsobeni vektoru ¢ ¢islem ——. Vyskyty symbolu @ v (54)

—

proto nelze nijak kratit!

PRIKLAD 5.13. Urcete kolmg primét vektoru a do sméru vektoru b:
a) i=(2,-3),b=(1,1), b) a=(3,-4), b=(4,3),
¢) a=(2,-31),b=(1,1,2), d) a=(7,5,-2), b=(1,0,0).

5.4.4 Kosinova véta

Ziskané poznatky o skalarnim soucinu vektorti a o vypoctu normy vektoru nyni
vyuzijeme k dikazu kosinove VétyEI.

Véta 17 (Kosinova véta). Pro libovolny trojihelnik ABC' s vnitinimsi ahly o, 3,7,
v daném potadi protilehlymi jeho strandm délek a,b,c (viz Obr.[2]), plati

a?=b*+c* -2bccosa, b*=a*+c*-2accosfB, c*=a*+b*-2abcosy.  (55)

Obrazek 25: Trojuhelnik ABC

®Vedle kosinové véty je zndma ivéta sinovd, kterd iiké, ze pro libovolny trojihelnik AABC s vnitinimi ahly «, j,
C

. . 7 . . ’ v z z a
v a jim protilehlymi stranami a, b, ¢, v daném potadi, plati: — = — = —
sina  sinf  sinvy
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Dikaz. Uvazujme vektory = B—A a v = C' - A, jejichz umisténimi jsou strany AB
a AC trojthelniku ABC. Strana BC' je potom umisténim vektoru - (viz Obr. 26])

C

A Tt B
Obrazek 26: Uziti vektort k dikazu kosinové véty

a pro normy uvedenych vektoru plati |i| = ¢, || = b, |0 - 4| = a. PFi vyuziti zkuSe-
nosti z dikazu véty [16 a feseni prikladu muzeme psat

U+ U

cl

a* =10 -al* = (0-1)* =" -2 2= 1o

O =20 - i + |l
Nyni stac¢i za skalarni soucin ¥ - @ dosadit podle vztahu (42) pro vypocet odchylky
dvou vektorli a dostaneme vztah

a® = b* - 2|v)|ii| cos o + 2, (56)
ktery je po dosazeni dle rovnosti [5| = b a |u] = ¢ jiz shodny s rovnosti a? = b? + ¢ —
2bccos a. Zbyvajici rovnosti dokazeme analogicky. []

PRIKLAD 5.14. JeZisova socha v Bilbau na ndmésti Jesusen Bihotza Plaza, viz
Obr.[277, je @ s podstavcem vysokd 40 m, pritom samotnd socha ma vysku 10m. Z jaké
vzddlenosti sochu (tj. postavu JeZise, bez podstavce) pozorujete, pokud ji vidite pod
zornym thlem 15° (UvazZugte, Ze terén kolem sochy je vodorovny).

Obrazek 27: Monumento al Sagrado Corazén de Jests Bilbao
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5.4.5 Pythagorova véta

Jako specialni pripad kosinové véty, pro pravouhly trojuhelnik, mizeme chapat zna-
mou Pythagorovu veétu.

Véta 18 (Pythagorova véta). V pravouhlém trojihelniku je obsah ctverce sestroje-

neho nad preponou roven souctu obsahi ctvercu sestrojenych nad obéma odvésnams.
(Pythagoras ze Samu, 5709-510 pr. n. [.)

Diikaz. Uvazujme, ze trojihelnik ABC z Obr. 26 mé pii vrcholu A pravy thel (tj.
a=90°a cosa =0). Potom dle (56) plati

a’ = b% + 2,
kde a je prepona a b, c jsou odvésny tohoto pravotihlého trojihelniku. ]

Dikazi Pythagorovy véty existuje mnoho, viz https:/ /www.cut-the-knot.org/pythagoras/.
Samostatnou kapitolu mezi nimi tvori dikazy obrazkem, tzv. dikazy beze slov. Jeden

takovy dikaz Pythagorovy véty je uveden na Obr. a vaze se k nému nasledujici
priklad.

b2

2 =a’+p?

Obrazek 28: Pythagorova véta (vlevo) a jeji ,dikaz beze slov* (vpravo)

PRIKLAD 5.15. Vysvétlete podstatu dikazu Pythagorovy véty beze slov na Obr.[238.
Potom najdéte na internetu nebo v literature yiny dikaz Pythagorovy véty, opet gra-
ficky, beze slov. Tento dukaz predstavte a vysvétlete.
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Cviceni: Skalarni soudin

1. Vypocitejte velikosti vnitinich ahla trojuhelniku ABC, je-li: A = [1,2], B = [3,5],
C=[1+3V3,2-2V3].

2. K vektoram a = (2,-1, 3), b= (1,-3,2) a ¢ = (3,2,-4) urcCete vektor Z tak, aby
platilo @-7 = =5, b- % = —11, - & = 20.

3. Vypoctéte thel mezi tseckami AB a AC'; A=[1,2,3], B=[-1,0,1],C =[1,-2,5].

4. Znormujte vektor ¢ = (-4, -3).

5. Jsou dany vektory ¥ = (1,-1), w = (3,2). Najdéte kolmy pramét % vektoru w do
smeéru 0.

4. Kvadr ABCDEFGH mé délky hran |AB| =4, |BC| =3 a |[AE| = 5. Vypoctéte
uhel sténové thlopricky DE a télesové thlopricky DF.

Priklady pro dobrovolné reseni

7. Ze ctverce o strané a je sestrojen plast pravidelného trojbokého hranolu. Vy-
poctéte thel ¢ sousednich stran lomené cary, kterou na plasti hranolu vytvari ahlo-
pricka daného ctverce.

8. Uréete vnitini tihly v trojahelniku K LM; K = [5v/3,5], L = [-V/3,-1], M = [0,0].

9. K jednotkovému vektoru a = (7, a2) , a9 > 0 najdéte jednotkovy vektor b s nim

ortogonalni.

10. Ktery z nésledujicich vyrazt definuje skalarni souc¢in @ - vektora @ = (vy,v2) a
w = (wl, UJQ):

a) 2vjwy + 3vgws, b) vyws + vowy, c) viw? + vaw3,

d) 2viwy + (v1 — ve) (wy — ws).
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5.5 Ortogonalni a ortonormalni vektory

V kapitole na str. [[2 jsme se zabyvali otdzkou kolmosti dvou nenulovych vek-
tord. Ukazali jsme si, jak ze vztahu (42) pro vypocet odchylky dvou vektort vyplyva,
ze nenulové vektory u,? jsou na sebe kolmé prave tehdy, kdyz 4 - v = 0. Tato sku-
tecnost nam nyni poslouzi k zavedeni pojmu ortogondlnich vektorid a vyuzijeme ji
pti popisu vektorovych a bodovych (pod)prostort i pti zkoumani jejich vlastnosti a
vzajemnych poloh.

PRIKLAD 5.16. Napiste parametrické rovnice pvimky p, kterd prochdzi bodem
A =17,6] kolmo na primku q: x=-4+3t,y=5-2t; teR.

Reseni: 7 parametrickych rovnic piimky ¢ vyplyva, Ze tato pfimka je urc¢ena bodem
B = [-4,5] a smérovym vektorem @ = (3,-2) (viz Obr. 29). M&-li byt pfimka p

Obrazek 29: Pfimka p jdouci bodem A kolmo k primce ¢

kolma k primce ¢, je zfejmé, ze kazdy jeji smérovy vektor ¥ je kolmy k vektoru .
K teseni ulohy proto postacuje najit jeden nenulovy vektor ¥ = (v1,v2), ktery spliuje
rovnost 4 -0 = 0. Jeho souradnice jsou tedy feSenim rovnice

31)1 - 21)2 =0.

Z nekonecné mnoha takovych reSeni vybereme jedno konkrétni, nabizi se napft.
(v1,v9) = (2,3). Hledana prfimka p ma potom parametrické rovnice p: x =7+2t,y =
6+3t; teR.

PRIKLAD 5.17. Napiste parametrické rovnice primky p, kterd prochdzi bodem
<~
P[-3,2] kolmo na primku AB; A[-1,-2], B[2,3].

Ortogonalni a ortonormalni vektory

Pojem kolmé vektory ma v geometrickych vektorovych prostorech postizitelnych nasi
zkusSenosti a predstavivosti, tj. v prostorech dimenze 2 a 3, jasnou vizualni interpre-
taci prostrednictvim kolmosti orientovanych tsecek, které jsou jejich umisténimi.
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Pojem ortogonalni vektory je jeho zobecnénim, jak z pohledu dimenze prislusného
vektorového prostoru, tak i z pohledu poctu zucastnénych vektort a jejich velikosti.
Pojmem ortonormdalni vektory pak oznacujeme vektory ortogonalni, které jsou na-
vic jednotkové. Vse je uvedeno v nasledujicich definicich a [I7. Nejprve pojmy
definujeme pro dvojice vektorti, potom pro skupiny vice vektort.

Definice 16 (Dvojice ortogonalnich a ortonormalnich vektord). Dva vektory
u,v €V, gsou ortogonalni prave tehdy, kdyz

=3

5 =0. (57)

Jsou-li navic jednotkové, tj. |i| = [0 = 1, nazgvdme je ortonormdlni.

Poznamka. Uvazujeme-li Eukleidovsky skalarni soucin, je vektor 4 = (uy,us,us3)
jednotkovy prave tehdy, kdyz je splnéna podminka

| = \/u? +ud+ul =1,

kterou lze po umocnéni obou stran na druhou vyjadrit ve tvaru

u? +us+ul = 1.

O vektorech @ = (uy,us,us3), ¥ = (v1,v2,v3) tak muzeme fici, Ze jsou ortonormdlni
praveé tehdy, kdyz soucasné plati

U1V + UV + U3V3 = 0,

ut +ul +ul =1,

Vi +vs + 05 = 1.

Jako ortogonalni ¢i ortonormalni mizeme oznacit i vétsi skupinu vektort, jak uvadi
nasledujici definice.

Definice 17 (Ortogonadlni a ortonormadlni vektory). Vektory iy, s, ..., Uy € V,
gsou ortogonalni prave tehdy, kdyz

;- ;= 0,
pro vsechna v,7 =1,2,....k; 1+ j. Jsou-li navic vsechny vektory jednotkove, tj.
|ﬁl| =1,

pro vsechna i = 1,2, ..., k, nazyvdme je ortonormdlni.
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Poznamky.

6

1. Ortogonalni vektory i, ¥ znacime takto

u 1 0.

. Ortogonalita je zobecnénim kolmosti. Protoze kromé terminu ,,ortogonalni vek-

tory“ pouzivame téz oznaceni ,kolmé vektory“, je dobré mit na pameéti, ze
definice ortogonalnich vektort pripousti i nulovy vektor a vyplyva z ni, ze nu-
lovy vektor je ortogonalni ke vsem vektortim. Hovorime-li o kolmych vektorech,
uvazujeme vesmes vektory nenulové.

. Pojmem ortogonalni vektory oznacujeme skupinu dvou, ale i vice vektort, které

spliuji definici [I7 Tj. skupinu vektort iy, i, ..., i nazveme ortogonalni, kdyz
pro kazdé dva rizné vektory z nich plati 4; - 1i; = 0.

. Ortonormalni jsou vektory, které jsou ortogonalni a navic vsechny jednotkove,

tj. plati: .

U; - ;=07
pro viechna ¢,j = 1,2,...,n, kde 5{ je Kroneckerovo delta (5f =1lprot=7 a
67 =0 pro i # j).

Ortonormalni baze

Bazi vektorového (pod)prostoru je jakdkoliv mnozina jeho generdtort, kterd je li-

nearné nezavisla, viz definice [@ na str. 44l Vyluéné postaveni mezi vSemi bazemi

maji diky svym vlastnostem tzv. ortonormalni baze, tj. baze, jejichz vektory jsou
ortonormadlni (viz def. [IT).

Definice 18 (Ortogonalni a ortonormadlni baze). Bdzi B = {b1,bs,...,b,} vek-
torového prostoru V' se skaldrnim soucinem nazveme ortogondlni bazi, jestlize jsou

—

jegi vektory by, bs, ..., b, ortogondlni. Baz B nazveme ortonormalni bazi, jestliZe

gsou jeji vektory 51, 52, e ,l;n ortonormalni.

Poznamka. Baze B je tedy ortonormalni, jestlize

pro vSechna 7,7 =1,2,...,n, kde 6g je Kroneckerovo delta (5{ =lproi=7 a 5{ =0
pro i # j).
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PRIKLAD 6.1. Rozhodnéte, zda se jednd o ortogondlni ¢ ortonormdini bdze:
a) B1={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},
b) B2 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
c) Bs ={(2,0,0),(0,-1,0),(0,0,4)}.

Ortogonalnost vektort zarucuje jejich nezavislost, jak ukazuje néasledujici véta.

Véta 19. Jsou-li nenulove vektory iy, s, ..., Uy, n € N, ortogonalni, jsou linearné
nezavisle.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze nenulové ortogonalni vektory
iy, Us, ..., Up jsou linedrné zavislé. Aspon jeden koeficient k; linearni kombinace

]ﬂlﬁl + ]{32’&2 + ... knﬁn =0 (58)

tak musi byt rizny od nuly. Necht je to tfeba k;. Pokud nyni skaldrné vynasobime
obé strany rovnosti (58) vektorem ;, dostaneme rovnost

]{517:21'ﬂ1+k2ﬁ2'ﬂ1+...]€nﬂn'7j1=5'7:Z1, (59)

na jejiz levé strané jsou vSechny cleny kromeé prvniho diky predpokladané ortogona-
lité vektoru iy, g, ..., U, rovny nule. Rovnost (59) se tak redukuje na tvar

kyii? = 0, (60)

kde @2 # 0 (vektory @; jsou dle predokladu nenulové). Potom ale musi byt k; = 0, coz
je ale ve sporu s predpokladem, ze k1 # 0. Tim je pravdivost véty dokazana. ]

6.1 Vyhody ortonormalni baze

Uvedeme si dvé vyhody, které nam oproti ,obycejné“ bazi prinese pouziti ortonor-
malni baze.

6.1.1 Vypocet skalarniho soucinu

Jsou-li vektory i, ¥ ureny souradnicemi i = (ul,u2, ey Up), U= (v1,09,...,0,) vzhle-
dem k né&jaké ortonormalni bazi B = {1, by, ..., b,}, je jakykoliv skalarni soucin téchto
vektoril dan vztahem

-0 = U1V + U2V + ... + UpUp,

bez ohledu na jeho konkrétni definici.

Tuto uzitecnou skutecnost snadno dokazeme. Vektory i, ¥ zapiSeme jako linearni
kombinace vektori baze B

ﬁ=ulbl+u262+---+unbn, @=U1b1+?)2b2+"'+’l}nbn
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a skalarné je spolu vynasobime
U-0= (ulgl + UgBQ +e+ ungn) : (Ulgl + U262 +eF Ungn) (61)

Pravou stranu (61I) roznasobime uzitim vlastnosti 2 a 3 z definice skalarniho soucinu
(viz def. [[3)). Dostaneme

-

uU-0 = Uﬂ)lb% + U1U2b1 . bz + -+ ulvnbl . bn+ (62)
+UQ121Z71 . b2 + UQ'UQb% + -+ UQUan . bn+
+ cee +
+U, U101 - by, + UnVoby - by, + -+ + UV, D2,
kde ovSem, diky ortonormalnosti baze B, pro vSechna ¢,j =1,2,...,n plati b;-b; =0

pokud ¢ # j, jinak BZQ = 1. Rovnost (62) je tak pro kazdou ortonormalni bazi B =
{b1,bs,...,b,} ekvivalentni rovnosti

U0 = ugvy + Uy + -+ + UpUy, (63)

44

bez ohledu na to, jak je definovan skalarni soucin ,,-“.

Poznali jsme, Ze pokud pouzivame ortonormalni bazi (a my tak ¢inime, protoze neni-
li feceno jinak, pracujeme se souradnicemi vzhledem ke kanonické bazi), nemusime
se starat o definici skaldrniho souc¢inu a pocitame ho tak, jak jsme zvykli ze stredni
skoly.

PRIKLAD 6.2. Provedte vjpocet (61) a dpravu naznacenou v (62) pro ortonor-
malni bazi B = {€1,62} a vektory i = (uy,u2), ¥ = (v1,v2). Nedosazujte konkrétni
hodnoty, pracujte v ,,symbolickém® rezimu.

6.1.2 Urceni souradnic vektoru vzhledem k ortonormalni bazi

Uvazujme vektor i = (uy,us, ..., u,), jehoz soutfadnice uy, us, ..., u, jsou dany vzhle-
dem k ortonormélni bazi B = {b1, ba, ..., b, }, tj.

U= U181 + Uggg + ...+ ungn (64)
Potom pro i—tou souradnici u; vektoru u plati
U; = U - Bi, (65)

kdei=1,2,...,n.

Vztah (65]) ndm umoznuje rychly vypocet jednotlivych soufadnic vektoru. Podstatu
jeho dikazu si ukazeme na pripadu ¢ = 1, zobecnéni pro ¢ = 1,2,...,n bude zfejmé.
Jestlize vynasobime obé strany (64)) vektorem b;, dostaneme rovnost

{Z-Bl=ulg%+U2gg'81+...+Ungn'81, (66)
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ktera je diky ortonormaélnosti vektoru b1, bo, ..., b, ekvivalentni s rovnosti
uy = U - bl.
Pro zobecnéni staci zameénit 1 za ¢ a uvazovat 1 =1,2,...,n.

PRIKLAD 6.3. Urcete soufadm'ce vektoru ¥ = (1,1,1) vzhledem k ortonormdlni
bazi B = {ﬁ17ﬁ27ﬂ’3}; ﬁl = (%7%? ) ’U,2 (O?\/_ \/_) ’LL3 (\/_? \/_ \/_)

eseni: Oznacme vP z —tou soufadnici vektoru ¥ vzhledem k B. Potom v = (1,1,1)-
(do 2o = 2 0l = (L1 (0,22 2) = 2 of = (L L) (. ) =
4

6.2 Gram—Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces

Véta [8 nam zarucuje, ze kazdy konecné generovany vektorovy prostor ma alespon
jednu konecnou béazi. Poté, co jsme se sezndmili s vyhodami ortonormalni baze, je
ziejmé, ze bychom uvitali stejnou zaruku i pro existenci ortonormalni baze. A sku-
tecne, takova zaruka existuje, pro vektorové prostory se skaldrnim soucinem nam ji
dava nasledujici véta.

Véta 20 (Existence ortonormadlni baze). Kazdy netrividlni konecné generovany
vektorovy prostor se skaldarnim soucinem md aspon jednu ortonormalni bazi.

Diikaz. Existence konecné baze je zarucena vétou [§. K dikazu véty R0l tak postaci
ukazat, ze z kazdé konecné baze uvazovaného vektorového (pod)prostoru mizeme
vytvorit bazi ortonormalni. To skutecné mozné je. Garantuje nam to postup znamy
jako |Gram—Schmaidtuv ortogonalizacni proces. Misto diitkazu véty 20 si podrobné ro-
zebereme tento postup pro pripad vektorovych prostori dimenze dva a tii. Zobecnéni
postupu pro pripad vektorového prostoru dimenze n, které je podstatou dikazu véty,
je potom ziejmé. ]

Gram—-Schmidtuv ortogonalizacni proces se tyka vytvoreni ortonormalni baze vek-
torového prostoru, vyuzivame ho vSak predevsim k urcovani ortonormalnich bazi
vektorovych podprostort. V pripadé vektorovych prostorii mizeme vzdy ,,sahnout*
po kanonické bazi (tj. naptiklad pro R? je to {(1,0),(0,1)} ).

6.2.1 Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru di-
menze 2

Predpokladejme, Ze zndme bazi {di, ds} vektorového podprostoru W cc V,, (tj. W =
[G1,d2]) a chceme vytvorit jeho ortonormalni bazi {é;,€2}. Budeme postupovat tak,
ze nejprve vytvorime ortogondalni bazi {b1, b2} podprostoru W. Potom vektory této
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baze pomoci formule (B6) znormujeme. Vysledkem je pozadovand ortonormalni baze
{é1,6-}.
. Vytvoreni ortogondlni baze podprostoru W

Prvni vektor b; ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem d; z dané baze

—

by = dn. (67)

Druhy vektor by potom vyjadrime jako linedrni kombinaci vektorii by a ds

62 = 62 + kgl (68)
tak, aby

bl'bg=b1'az+kb%=0. (69)
Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

by -
k= (70)

b2

1

kterou dosadime do vztahu (B8) pro vektor by

—
—

. by G
by = g — 152“%1. (71)

1

Rovnostmi (67) a (ZI) jsou uréeny vektory by, by ortogonalni béze podprostoru W

. . by - Go -
b1=a1, bQ=CL2— 1_,a2b1. (72)

by=a,

Obrazek 30: Gram—Schmidtiv ortogonalizacni proces pro podprostor dimenze 2 - vytvoreni ortogo-
nalni baze

Poznamka. Vztah (70) pro vypocet vektoru by kolmého k vektoru by = d; mizeme
odvodit ,ryze geometricky“, bez nutnosti fesit rovnici (69) pro nezndmou k. Pouzi-
jeme k tomu obrazek B0 (nebo ptislusny [aplet vytvoreny v GeoGebre) a poznatky
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o kolmém primeétu jednoho vektoru do smeéru druhého, které jsme shroméazdili v
kap. 6.4.3 Vidime, ze vektor 52, ktery ma byt kolmy k 51, dostaneme jako soucet
vektoru ds s vektorem ', ktery je vektorem opacnym k vektoru u, jehoz velikost je
rovna kolmému primétu vektoru dy do sméru vektoru b; (viz kap. B.4.3, str. [[2).
Pro velikost kolmého prumeétu vektoru do do sméru vektoru by plati

_ d - by |
1]

—

[l

(73)

PFitom vyraz ds - by > 0 pro ¢ € (0; %) a ds - by <0 pro ¢ € (5,m), kde ¢ je thel

mezi vektory by (tj. také @) a dy. Pravdivost tohoto vztahu pro ¢ € (0;Z) snadno

)9
prokazeme rozepsanim jeho pravé strany podle vztahu pro vypocet odchylky dvou

vektori. Dostaneme vztah

_ 62'61 _ |&2||Z;1|COSQO

| = &2 !
|01] |01

= |dz|cos p,

ktery odpovida definici hodnoty funkce kosinus v pravouhlém trojtuhelniku (|ds| je
délka pTepony, |i| je délka odvésny prilehlé k thlu o). Pro ¢ € (§,7) staci uvazovat
thel 7 - .
Zname tedy velikost vektoru @ (viz ([[3)) a vime, ze ma smér vektoru by (nebo
ds - b
opacny, pro ¢ € (,7)). Staci tedy vynasobit cislem 25 |1 jednotkovy vektor sméru
1

b; a dostaneme vektor u

dg-by by dp-bi+
— - . - —»2
[ba] |ba] by

u = 1

Podle obrazku [30] je potom vhodnym vektorem by soucet Gy + @, kde i’ = -, tj.

- . . R ds - by -
b2=a2+u’:a2—u:a2— = bl. (74)

Vztah ([74)) je totozny se vztahem ([70)). Geometrickou tivahou jsme tak dostali stejny
vysledek jako vypoctem. (konec pozndmky)

I1. Vytvoreni ortonormalni baze podprostoru W

Nyni vektory by, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

)

-

- 1 . b2
€1 = =0, €y = 5 . (75)
1] 2]
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PRIKLAD 6.4. Urcete ortonormdlni bdzi podprostoru W cc R3, kteryj je generovdn
vektory v1 = (1,1,2), 9o = (0,1,-1).

Reseni:
. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W
Prvni vektor b, ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem @ = (1,1,2) z dané
baze
by =(1,1,2).

Druhy vektor b, potom vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort by = (1,1,2) a
U9 = (0,1,-1)

by =09+ kby = (0,1,-1) + k(1,1,2) (76)
tak, aby

by-by=(1,1,2)-(0,1,-1) + k(1,1,2)* = 0.

Z této podminky kolmosti vektori ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

_81'62 _ _(17172)'(0717_1) _ 1

b’ (1,1,2)? 6

kterou dosadime do vztahu (Z6) pro vektor by

b= (01,21 +20,1.2) = (5.5.2).

66 3

Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o smeéry vektorii, nikoliv o jejich veli-
kosti, mlizeme vysledny vektor nasobit 6, abychom se zbavili zlomki. Tuto tpravu
ocenime zanedlouho pri normovani vektoru. Hledanou ortogonalni bazi podprostoru

W tak tvori vektory
b1=(1,1,2), by=(1,7,-4). (77)

II. Vytvoreni ortonormdalni baze podprostoru W

Nyni vektory by, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

é_és(l 1 2) é_@J(1 7 4) (78)
1 |Bl| \/6,\/6’\/6 ) 2 |—b>2| \/6—67\/%7 66 .

Reseni v programu wrMazima:
(%i1) 1load(eigen);

(%01) C:/PROGRA2|MAXIMA1.0/share/maxima/5.26.0/share/matriz/eigen.mac

86



(%i2) b:gramschmidt({[1,1,2],[0,1,-11});

33
(%02) [[07 17 _1]7 [17 57 5]]

(%13) el1]:unitvector(b[1]); el[2]:unitvector(b[2]);
07 L) _L]

V2 V2
V2 3 3 |
VIT V211 V211

Poznamka. Vidime, ze algoritmus, ktery se skryva za prikazem ,gramschmidt®,
nezpracovava vektory v poradi, v jakém je zadame, ale voli si optimalni poradi sam.

(%003) [

(%o0d) |

Stejné muzeme postupovat i my.

6.2.2 Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru di-
menze 3

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Predpokladejme, Ze zndme bazi {dy, ds, ds} vektorového podprostoru W cc V,, (tj.
W = [dy,ds,d3]) a chceme vytvorit jeho ortonormélni bazi {é, é,,€3}. Budeme po-
stupovat tak, ze nejprve vytvorime ortogonalni bazi {l;l, 52, 53} podprostoru W. Po-
tom vektory této baze pomoci formule (36]) znormujeme. Vysledkem je pozadovana
ortonormalni baze {é;,és,és}.

. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W

Postup vytvoreni prvnich dvou vektori by, by ortogonalni baze je identicky s vyse
popsanym pripadem podprostoru dimenze 2. Plati tedy

) ) D s
by=d1, by=ds— 225, (79)
b2
1
Treti vektor by potom vyjadrime jako linedarni kombinaci vektori by, by a ds
63 = EL3 + mgl + TLBQ (80)
tak, aby
51-53:51-&3+m5%+n51-52:7)1-&3+m5%=0, (81)
52-53:52-&3+m51-52+n55:52-&3+n53:0. (82)

Z téchto podminek (8T)), (6.2.1)) kolmosti vektori ortogonalni baze vyjadiime hod-
noty koeficienti

m=-———2 n=-— (83)




které dosadime do vztahu (80) pro vektor bs

bty by (84)

1 2

bs = d3 -

Rovnostmi (79) a (84) jsou urceny vektory by, bs, b3 ortogonalni baze podprostoru W

- - b . b -Gae bo-lao
by=dy, by =ds— ale, by = iy~~~ by, (85)
1 bl b?

Poznamka. I v pripadé nalezeni tretiho vektoru ortogonalni baze mutzeme uplatnit
,ryze geometricky® pristup. Tentokrat bychom pouzﬂl opacne vektory ke dvéma
kolmym pramétim vektoru ds do smeért vektori by a by, které bychom slozili s
vektorem dg, abychom dostali vektor b3 kolmy na oba vektory b1 a b2. Detailné se
zde timto postupem nebudeme zabyvat.

Obréazek 31: Gram—Schmidtiv ortogonalizac¢ni proces pro podprostor dimenze 3 - vytvotreni ortogo-
nalni baze

I1. Vytvoreni ortonormdalni baze podprostoru W

Nyni vektory by, b, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi

podprostoru W

b b

Bl = —, Ey=-—, &3=—. (86)
|b1] b |bs]

PRIKLAD 6.5. Urcete ortonormdlni bdzi vektorového prostoru W = [{iiy, s, i3}];
uy = (1,1,-1,-2), 19 = (1,0,1,1), u3 = (0,1,1,0).
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Reseni:
. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W
Prvni vektor b; ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem ; = (1,1,-1,-2) z

dané baze
by =(1,1,-1,-2).

Druhy vektor by potom vyjadifme jako linearni kombinaci vektort by = (1,1,-1,-2)
a iy = (1,0,1,1)
by = @iy + Kby = (1,0,1,1) + k(1,1,-1,-2) (87)
tak, aby
by-by=(1,1,-1,-2)-(1,0,1,1) + k(1,1,-1,-2)% = 0.

Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

- bi-Ty  (1,1,-1,-2)-(1,0,1,1) 2
R (1,1,-1,-2)2 7

kterou dosadime do vztahu (87) pro vektor by

82=(1,0,1,1)+%(1,1,—1,—2)=(9 20 3).

T
Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o smeéry vektort, nikoliv o jejich
velikosti, mtizeme vysledny vektor nasobit 7, abychom se zbavili zlomkii. Dostaneme

by =(9,2,5,3).

Tieti vektor by vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort by = (1,1,-1,-2),by =
(9,2,5,3) a @3 = (0,1,1,0)

by = Gig +mby +nby = (0,1,1,0) + m(1,1,-1,-2) +n(9,2,5,3)
tak, aby

by -by=(1,1,-1,-2)-(0,1,1,0) + m(1,1,-1,-2)> +n(1,1,-1,-2) - (9,2,5,3) = Tm = 0,
by - b3 = (9,2,5,3)-(0,1,1,0) +m(9,2,5,3) - (1,1,-1,-2) +n(9,2,5,3)% = 7+ 119n = 0.
Z téchto podminek kolmosti vektort ortogonédlni baze (v§imnéte si, ze v tomto pii-

padé jsou vektory by = (1,1,-1,-2) a s = (0,1,1,0) jiz na sebe kolmé) vyjadiime
hodnoty koeficientt

1
:0 = —_-—
m=0, n T
které dosadime do vztahu pro vektor b
- 1 9 1512 3
=(0,1,1 1,1,-1,-2) — —(9,2 =l-—,—,—,—.
b3 (07 5 70)+0( s Ly 5 ) 17(97 7573) ( 177177177 17)
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Vektor 53 nasobime 17, abychom se zbavili zlomkt. Potom vektory 51, 52, 53 ortogo-
nalni baze podprostoru W jsou

51 = (17 17_17_2)7 Z_52 = (9,2,5,3), 63 = (—9, 15, 12,—3)

I1. Vytvoreni ortonormdalni baze podprostoru W

Nyni vektory b1, bo, b3 znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

Q)

()

D4

2

( 9 2 5 3 )
V119 119 /119 +/119)

Q)

3

(_ 9 15 12 3 )
V459 /459 /459" /459

Reseni v programu wxMazima (kéd navazuje na Feseni predchdzejiciho prikladu):
(%i5) kill(b);

(%05)  done

(%i6) b:gramschmidt({[1,1,-1,-2],[1,0,1,1]1,[0,1,1,01});

11 323 3 23

pyhlyeeEl

(%1i7) el1]:unitvector(b[1]); el[2]:unitvector(b[2]);
e[3] :unitvector(b[3]);

L

V2 V2

VR S

v3 1. 12

(%06) [[0,1,1,0],[1,

(%007) 10,

(%008) [

(%09) [ ]

Poznamka. Prikaz ,,gramschmidt® opét volil jiné poradi zpracovani vektori a nasel
7
jinou ortogonalni bazi, s ,lépe vypadajicimi® vektory.

Kromé volby vhodného poradi vektort si rucni vypocet vektorti ortonormalni
baze daného podprostoru mutzeme v radé pripadi podstatné zjednodusit také tim,
ze dany systém generatorti nahradime vektory, které jsme ziskali eliminaci prislusné
matice. V ptipadé prikladu 6.5 jsme tak mohli misto puvodnich vektort (1,1, -1, -2),
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(1,0,1,1), (0,1,1,0) pocitat s vektory (1,0,0,0), (0,1,0,-1), (0,0,1,1), které ge-
neruji stejny podprostor, protoze

11 -1 -2 100 0
101 1 |~-~1010 -1
01 1 0 001 1

Vyzkousejte!

6.3 Cviceni: Ortonormalni baze

1. Urcete ortonormaélni baze nésledujicich vektorovych podprostori R3:
a) Rovina generovand vektory (0,2,1), (1,-2,-1).
b) Rovina definované rovnici 2z —y + 3z = 0.

¢) Mnozina vSech vektort kolmych na vektor (1,-1,-2).
2. Najdéte ortonormélni bazi podprostoru W = [{(1,1,2),(1,0,1)}] cc V5.

Priklady pro dobrovolné reseni

3. Urcete ortonormalni bazi vektorového (pod)prostoru W :
a) W =[{01,02}]; 91 = (1,1,1),92 = (0,1, 1),

b) W = [{¥1,7,03}]; ¥1 = (1,1,1), 2 = (0,1,1), 95 = (1,0, 1),
C) W= [{61762763}]; ?71 = (17 1?_1)7 62 = (17072)7 ?73 = (27_273)7
d) W = [{ﬁl,ﬁg,ﬁg}]; ’L_Zl = (1, 1,2, 1),’&2 = (O, 1, 1, 1),’&3 = (3, 1,0, 1)

4. Urcete ortonormdlni bazi vektorového podprostoru V cc R* ktery obsahuje
v8echny vektory kolmé na vektor @ = (1,2,-1,-3).
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6.4 Ortogonalni matice

Z geometrie vime, ze afinni transformace bodového prostoru A,, dana rovnici
X =AX'+ B,
X, X" e A,, je shodnosti pravé tehdy, kdyz pro matici A plati vztah
ATA=1, (88)

kde I je jednotkova matice fadu n!. Matice A je Ctvercovd a uvedeny vztah je
mozné rozepsat rovnicemi pro jeji prvky. Napriklad pro afinni transformaci roviny,

jejiz matice ma tvar
ai a2
A= :
a1 a22

je podminka (88) ekvivalentni se soustavou rovnic

2 2 _
9 9
az +ag =1,

a11a91 + ajaag = 0.

V pripadeé afinni transformace prostoru A, s matici

ai;r aiz ... Qip
A _ 21 A922 ... Q92pn
i apn1 Ap2 ... App )

je podminka (88) ekvivalentni se soustavou rovnic

Zaikajkzoa i#:j) i)j:1727"'n7 (90)
k=1
Yoaj=1,1i=1,2,...n (91)
k=1

Porovname-li vztahy (@0), (9I) s definici ortonormalnich vektort (viz def. [IT), vi-
dime, ze radkové vektory matice A shodnosti v prostoru A,, jsou ortonormalni (plati
to i pro sloupcové vektory matice A). Protoze ortogonalni vektory jsou vzdy nezavislé
(viz véta[l9), mizeme podle definice [I8 dokonce Fici, ze fadkové (sloupcové) vektory
matice A tvori ortonormalni bazi. Takovouto matici nazyvame |, ortogonalni matice®
(nékdy téz ,ortonormalni matice*?).

viz napf. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 55
2viz napt. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 57
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Definice 19 (Ortogonalni matice). Ortogondlni matici rozumime ctvercovou matici

A, pro kterou plati:
AT A=1T.

Poznamky.

1. Po ortogonalni matici A zfejmé plati AT = A~1. Potom ale téz
A-AT =T,

2.V ortogondlni matict je skalarni soucin dvou rtznych radkl roven nule, skalarni
soucin stejnych radki je roven jedné. Symbolicky zapsano:

n

v/ A .
Zaikajk—(Si, 1,7=1,2,...,n.
k=1

3. Determinant ortogondlni matice. Pro A plati
AT A=1 = det(AT-A)=det AT -det A=det A-det A= (detA)?=det] =1.
Potom
|det A| =1,

jinak zapsano
det A = +1.

PRIKLAD 6.6. Transformace, pro které je |det A| = 1 nazjvime ekviafinity. Vy-
myslete ctvercovou matict druhéeho tadu, jegiz determinant je 1, ale matice neni
ortogonalni. UkaZete tak, Ze ne kaZda ekviafinita ma matici A ortogondlni, tj. Ze ne
kazZda ekviafinita je shodnosti.

PRIKLAD 6.7. Ukazte, Ze

sine  cos«

R(a) = [

cosSa —Ssin o ]
)

matice otoceni kolem pocatku soustavy souradné o uhel o, je ortogonalni matice.
Spocitejte jeji determinant.
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7 Kolmost vektorovych podprostort

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Od kolmosti dvou vektori nyni prejdeme ke kolmosti dvou vektorovych podpro-
storti. Budeme se zabyvat otazkou, kdy jsou dva vektorové podprostory na sebe
kolmé a jak to pozname. Zacneme tim, ze stanovime, jak urcit kolmost jednoho
vektoru k podprostoru.

7.1 Kolmost vektoru k podprostoru

A

Obrézek 32: Vektor @ kolmy k podprostoru V = [by, by]

Definice 20 (Kolmost vektoru k podprostoru). O vektoru @ tekneme, Ze je kolmy
k vektorovemu podprostoru Vi, prave kdyZ je kolmy ke kazZdému vektoru z tohoto

podprostoru. Znacime
u Ll V.

Uvedena definice ndm nedava primy navod, jak o kolmosti vektoru k vektorovém
podprostoru rozhodnout. Vektorti je ve vektorovém podprostoru nekone¢né mnoho
a ovéreni kolmosti daného vektoru ke kazdému z nich je proto nerealné. Nastésti
vsak vime, ze kazdy vektor z vektorového podprostoru lze vyjadrit jako linearni
kombinaci vektori jeho béaze, a baze uz ma konecny pocet vektori (viz Obr. 32)).

Véta 21 (Kritérium kolmosti vektoru k podprostoru). Vektor i € V,, je kolmy k pod-
prostoru Vi, cC'V,,, jestlize je kolmy ke vSem vektorim jeho baze {b1,bo,...,b;}.

Dikaz. Podle definice 20 je vektor 4 € V;, kolmy k podprostoru V. cc V,, prave tehdy,
kdyz je kolmy ke kazdému vektoru v € Vj, tj. kdyz pro kazdy vektor v € V. plati

i-0=0. (92)
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Protoze Vi, = [b1, b, ..., by ], mizeme kazdy vektor @ € Vj, vyjadiit jako lineérni kom-
binaci U = vlgl + 11252 +oe vkgk. Po dosazeni do (92) a roznésobeni tak dostavame
rovnost

’Ulﬂ'gl+’02ﬂ'52+---+?)kﬂ-5k=O, (93)

ktera je urcité splnéna, jestlize je vektor u kolmy ke vsem vektortim baze 51, 52, s Bk,
tj., jestlize

U-by=U-by=---=1-b, =0. (94)

]

7.2 Kolmost dvou podprostort

Kolmost vektoru k vektorovému podprostoru vyuzijeme v definici a pri urceni kol-
mosti dvou vektorovych podprostorti.

Obrazek 33: Dva kolmé podprostory

Definice 21 (Kolmost vektorovych podprostorti). Dva vektorové podprostory V,., Vi cc
V,, 3sou na sebe kolmé, jestlize v kazdem z nich existuje vektor, ktery je kolmy k dru-
hému podprostoru. Znacime

Vi LV

P1i rozhodovani o kolmosti dvou konkrétnich vektorovych podprostort danych svymi
bazemi budeme vyuzivat ,nutnou a postacujici podminku kolmosti dvou podpro-
stori®, ktera je formulovana v nasledujici véte 22 Nez ji uvedeme, objasnime si jeji
smysl (a tim i myslenku jejiho dikazu, ktery prenechame ¢tenari) na prikladu dvou
podprostortd dimenzi 2 a 3.
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PRIKLAD 7.1. Rozhodnéte, za jakijch podminek jsou na sebe kolmé podprostory
Vy = [{d1,d2}], Vs = [{b1, 2,03} ]

Reseni: Dle definice 2] jsou dané dva vektorové podprostory Vs, V3 na sebe kolmé,
jestlize v prostoru V5 existuje néjaky vektor Z, ktery je kolmy k podprostoru V3, a
zaroven v podprostoru V3 existuje vektor 4 kolmy k prostoru V5. K popsani téchto
skutecnosti vyuzijeme tvrzeni véty 211 (,,vektor je kolmy k podprostoru, jestlize je
kolmy ke vSem vektortim jeho baze“).

1. Existuje vektor z € V5, ktery je kolmy k V3.

Jestlize vektor ¥ nalezi podprostoru V5, mizeme ho psat jako linedrni kombinaci

vektord jeho baze T = x1dy + xodo. Dle véty 1] je vektor Z kolmy k podprostoru V3,

jestlize je kolmy k vektorim jeho baze b1, b, b3, tj., jestlize jsou splnény rovnice
53'61 =331(_i1'61 +$2a2'51 =0,

'62 = 331&1 '62 + 3}262 . 52 = 0, (95)

'bg=$1a1'bg+$2a2'b3=0.

&

&

Homogenni soustava (05) mé netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyz jeji matice

Gy -by ds- by
Ar=| d1-Bo ds-bo (96)
dy-bs - bs

ma hodnost mensi nez 2.
2. Existuje y € V3, ktery je kolmy k V5.

Jestlize vektor ¢y nalezi podprostoru V3, mizeme ho psat jako linearni kombinaci
vektort jeho baze ¢ = y1b1 +y2b2 + ygbg Dle véty 21] je vektor 4 kolmy k podprostoru
Vs, jestlize je kolmy k vektortim jeho baze dq,ds, tj., jestlize jsou splnény rovnice

§ -y =yiby - dy + yabe - Gy +ysby -1 = 0
B (97)
Y- dg =yiby - g + yoby - do + y3bs - d2 =0
Homogenni soustava (O7) ma netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz jeji matice
Gy by dy-by dy-b
Ay = ay-9p ap-02 ap-93 (98)

g by do-by dg- b3
mé hodnost mensi nez 3 (coz je v tomto pripadé urc¢ité splnéno).

Vidime, zZe pro kolmost podprostori V5, V3 jsou rozhodujici hodnosti matic Aq, As.
Protoze Ay = AT a h(As) = h(AT), stac¢i uvazovat jenom jednu z téchto matic,
napriklad As, kterou v souladu s nasledujici vétou oznac¢ime G. Aby byly podprostory
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V4, V3 na sebe kolmé, tj. aby mély obé uvedené soustavy (08]), (O7) nenulova fesent,
musi byt hodnost matice

ap-by ap-be ap-b3

G = (99)

dg-by dg-by dg- b3
mensi nez 2. V obecném pripadé bychom rekli, ze hodnost takovéto matice musi
byt mensi nez minimum z dimenzi posuzovanych vektorovych prostori, jak uvadi
nasledujici véta.

Véta 22 (Nutné a postacujici podminka kolmosti dvou podprostort). Dva vektorové
podprostory V, a Vi s bazemi {ay,a9,...,a,} a {b1,ba,...,bs} jsou na sebe kolmé
prave tehdy, kdyzZ pro hodnost matice

ap by ap - by dy - by
q = g - by ag - by as - by

plati
h(G) < min(r, s).

PRIKLAD 7.2. Rozhodnéte, zda jsou dané vektorové podprostory prostoru R na
sebe kolme:

a) Vo=[(1,0,1,1),(0,2,-1,1)], V5=1[(0,1,0,1),(1,0,-1,2),(1,2,1,-2)],

b) Vo =[(1,1,2,-1),(3,0,1,-1)], V53=[(1,0,1,2),(2,-3,2,2),(1,1,1,-2)],

c) Vi =1[(1,0,-1,2)], V3=[(0,1,2,1),(1,3,-1,-1),(2,1,0,-1)].

Poznamka. Zvlastni kategorii vzajemné kolmych podprostori daného vektorového
prostoru V,, tvori tzv. totalné kolmé podprostory. Jedna se o dvojice podprostori,

které jsou kolmé a soucet jejich dimenzi je pfitom roven n. Rikdme, Ze tyto podpro-
story jsou vzajemné svymi ortogonalnimsi doplnky.

7.3 Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru

PRIKLAD 7.3. Urcete mnozinu vsech vektori z Vs, které jsou kolmé (ortogondini)
k vektoru i = (2,1,-3).

Reseni: Hleddme mnozinu W ¢ V3, pro kterou plati: Vi e W; @ -z = 0, tj. mnozinu
vSech feSeni homogenni rovnice

2.%1 + T — 3%3 = O, (100)
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kde x1, 9, 23 jsou souradnice vektoru Z. Rovnici (I00) mizeme uvazovat jako ,sou-
stavu®“ jedné rovnice o trech neznamych. Potom dvé ze tii neznamych, napt. z; a x3
nahradime redlnymi parametry a zbyvajici neznamou xo dopocitdme. Dostaneme

T3 =S, (101)
To=-2r+3s; r,seR

a hledanou mnozinu W zapiseme ve tvaru
W ={(r,-2r+3s,s);r,s € R}. (102)

Protoze W = {(r,-2r+3s,s);r,s € R} = {r(1,-2,0) +s(0,3,1);7, s € R}, mizeme W
psat jako linearni obal dvojice vektoru (1,-2,0), (0,3,1),

W =1[{(1,-2,0),(0,3,1)}]. (103)
Potom je, jak jiz vime, W vektorovym podprostorem V3,
W cc V3.
Pokud budeme uvazovat také podprostor generovany vektorem 1,
U=[{(21,-3)}], (104)

tvori U, W dvojici vzajemné se ortogonalné doplnujicich podprostorii vektorového

Obrézek 34: U = [{(2,1,-3))}],W = [{(1,-2,0),(0,3,1)}]
prostoru V3 (viz Obr. B4), znacime
U=w+ W=U"

a Cteme ,podprostor U je ortogonalnim doplnkem podprostoru W*, resp. ,,podpro-
stor W je ortogonalnim doplinkem podprostoru U*.
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Poznamka. Ve vektorovém prostoru dimenze 3 je ortogonalnim doplinkem roviny
(presnéji vektorového prostoru dimenze 2) primka na ni kolma (vektorovy prostor
dimenze 1, jehoZ vektory jsou ortogonalni se vSemi vektory té roviny) a ortogonalnim
doplikem primky je naopak rovina.

Definice 22 (Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru). Ortogondlnim doplri-
kem wvektoroveho podprostoru Vi cC V,, rozumime mnozZinu vsech vektorid kolmiych
(ortogonalnich) k Vi. Znacime V'

Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru je vektorovy prostor a jeho dimenze
je n — k. Dtkaz toho, zZe se jedna o vektorovy prostor prenechame ctenari. Staci na

danou mnozinu uplatnit vétu[@ (o urceni vektorového podprostoru). Zde se zaméfime
jenom na tdaj o dimenzi n — k podprostoru V,*.

Véta 23 (Dimenze ortogonédlniho dopliku). Je-li V}; podprostor vektorového prostoru
Vi, je jeho ortogondlni doplnek V- vektorovy prostor dimenze n —k.

Diikaz. Necht Vi, = [dy, do, ..., dg], kde dq,ds, . . ., Gy je ortonormélni baze. Potom pro
kazdy vektor @ = (x1,x2,...,2;) € V; musi platit d;-2 =0; ¢ =1,2,..., k. Dostavame
tak homogenni soustavu k rovnic o n neznamych

a11xr1+apxe + -+ ainTy = 0,
911+ a99xo + -+ + QonTy = 0, (105)
Ap1T1 + ApaTo + - + ATy = 0,

jejiz matice ma hodnost k (jeji radkové vektory d;,i =1,2,...,k jsou ortonormélni,
proto jsou dle véty [[9linedrné nezavislé). Z n neznamych je tedy k zakladnich a n—k
volnych. Proto musime pouzit n — k parametri a mnozinou vsech reseni soustavy,
tj. ortogonalnim doplikem prostoru V}, je tak vektorovy prostor dimenze n—k. [

Poznamka. Z vyse uvedeného vyplyva, ze soucet dimenzi dvou vektorovych pod-

prostorti prostoru V,,, které jsou vzajemné svymi ortogonalnimi dopliky, je n. Tj.
pro V., ViccV,, kde V, =V} (a tedy také V= V1), plati

r+s=n.

Jak bylo uvedeno jiz v poznamce na strané 7], rozlisujeme podprostory kolmé (V, L
Vi) a podprostorytotdlné kolmé (V, = Vi a Vs = V1), Pritom prostory totalné kolmé
jsou zaroven i kolmé, avsak naopak to neplati. Ne kazdé kolmé prostory jsou zaroven
také totalné kolmé.

PRIKLAD 7.4. Uvedte pfiklad vektorovych podprostord, které jsou kolmé, ale
nejsou totalnée kolme.

Reseni: Napiiklad dvé na sebe kolmé roviny p: 2 =0 a o :y =0 v prostoru V3 jsou
kolmé, ale nejsou totdlné kolmé (soucet jejich dimenzi je 4, tj. vétsi nez dimenze
,2materského“ prostoru V3), viz Obr. B3l
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Obréazek 35: Roviny p: 2z =0, o :y =0 jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé
8 Orientace baze vektorového prostoru

Rozlisujeme pravotocivou (téz kladnou) a levotocivou (téz zapornou) béazi vektoro-
vého prostoru.

Vyznam pojmi kladnd a zapornd lorientace je v souladu s tim, jak je pouzivame
napriklad v planimetrii pri nanaseni orientovanych thli. Kladny smysl ma pohyb
proti sméru pohybu hodinovych rucicek, zdporny smysl pak je prisouzen pohybu ve
sméru pohybu hodinovych rucicek. Pohyb v kladném smyslu je pravotocivy, pro-
toze ho, velmi zjednoduSené recend, mizeme v daném sméru prirozené realizovat
prsty pravé ruky. V pripadé pohybu v zaporném smyslu pak hovotrime o levotocivem
pohybu, protoze prirozené pouzijeme levou ruku.

Uvazujme bazi (pro jednoduchost ortonormélni) {4, %} prostoru Vs. Jak vidime na

<i
<l

u u
Obrazek 36: Pravotociva (vlevo) a levotociva (vpravo) baze prostoru Vs

Obr. 36, vektory u,? muzeme v roviné usporadat dvéma zpusoby, pro které je ty-
pické, ze chceme-li prejit od jednoho k druhému, nestaci nam vektory pootocit,
musime pouzit osovou soumérnost. Podle smyslu prechodu od vektoru u k vektoru v
oznacujeme tyto konfigurace vektori i jimi tvofené baze jako pravotocivou (kladny
smysl, Obr. 36|, vlevo), respektive levotocivou (zdporny smysl, Obr. 36, vpravo). Pro

SExaktnéjsi pojednani o pravidlech pravé a levé ruky viz napi. Wikipedia: Right hand rule|
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pravotocivé baze pouzivame téz oznaceni kladné baze, pro levotocivé pak zaporné

baze.

1. UvaZzujme béazi {4, 9,0} vek-
torového prostoru V3. Vektory u, v, mtzeme opét usporadat dvéma zplisoby, mezi
kterymi nelze prejit pouhym otocenim, ale musime pouzit soumérnost podle roviny.

Stejné rozdélujeme baze v trojrozmérném prostoru

Konfiguraci, v niz pti prechodu mezi vektory v poradi 4,9, w postupujeme v klad-

Obrazek 37: Pravotoc¢iva (vlevo) a levotociva (vpravo) baze prostoru Vj

ném smyslu, nazyvame pravotocivou (téz kladnou) bazi (Obr. 31, vlevo), konfiguraci,
v niz postupujeme v zaporném smyslu, nazyvame levotocivou (téZ zdpornou) bazi

(Obr. B, vpravo).

Vektorovy prostor, v némz pouzivame takto orientované baze, nazyvame orientovany
vektorovy prostor.

8.1 Matice prechodu mezi dvéma bazemi

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Maéame-li ve vektorovém prostoru zavedeny dveé baze, mizeme souradnice vektoru
vzhledem k jedné z nich prevést na souradnice tohoto vektoru vzhledem k druhé
z nich pomoci tzv. matice prechodu mezi bdzems, jak ukazuje nasledujici priklad 8.1l

Kazda matice prechodu mezi dvéma bazemi je reguldrni (proc¢?) a tak je jeji
determinant rizny od nuly. Pokud je kladny, jsou prislusné baze stejné orientované
(tj. obé jsou kladné, nebo jsou obé zaporné), pokud je determinant matice prechodu
zaporny, jsou prislusné baze opacné orientované (tj. jedna je kladnd a druhd je
ZAporna).

PRIKLAD 8.1. Vektor i € Vs je ddn soufadnicemi iip = (u},uy) vzhledem k bdzi
B ={by,by}. Urcete jeho soutadnice g = (uy,usz) vzhledem k bazi A = {dy,ds}.

'Pojem orientace baze a vektorového prostoru se d4 samoziejmé zavést obecné pro vektorové prostory dimenze
n, viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budgjovice, Jiho¢eskd univerzita v C. B.,
dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf, str. 105-107
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Reseni: Vektory by, by baze B samoziejmé patii do vektorového prostoru V5, mizeme
je proto vyjadrit jako linedrni kombinace vektoru dq, do baze A

b1 = p11d;1 + p12da,

. ~ _ (106)
by = pa1dy + pa2ds.

Pokud soustavu (I06) napiSeme v maticovém tvaru

[él]:[pll pl?]-léll, (107)
by P21 P22 dy
figuruje v ném tzv. matice prechodu of baze A k bazi B

P11 P12
P(A,B) = : 108
( ) [le D22 ] (108)

Vektor 4 zapiseme jako linearni kombinace vektori obou danych bazi
U= ulél + UQC_iQ = Ullbl + Uébg
a za vektory by a by dosadime vyrazy z rovnic (L06))
— - / — — / — —
u1dy + ugdy = uy (p11G1 + prada) + us(pa1dy + pa2da).
Po tpravé dostaneme rovnici
— - / / - / / -
U1y +ugdy = (U)p11 + uspa1)dy + (U P12 + usPa2 ) da,
v niz porovname sobé odpovidajici koeficienty u vektort d., ds na levé a pravé strané.
Vyslednou soustavu
- /
U1 = Up11 + UgP21
had / /
Uz = UP12 + UgP22

potom mizeme zapsat maticovou rovnici, v niz figuruje matice prechodu od baze A

k bazi B (I0R)

P11 P12
up up | =\ u) ul : 109
[1 2] [1 2][]9211022] (109)
nebo schematicky pomoci danych vektorta
ug=tp-P(A,B). (110)

PRIKLAD 8.2. Vektor @i md vzhledem k bdzi M = {1, s, 3} vektorového pro-
storu V3 souradnice iy = (2,1,-3). Urcete jeho soutadnice iy wvzhledem k bdzi
N = {ﬁl,ﬁg,ﬁgg}, jestlz’zve plati: T_f’Ll = 4?_’21 — 2?_’22 — ’ﬁg, TT’LQ = —3?_’21 + ﬁg + 2?_’23, ’ﬁlg =
—2’7L1 - 37_7:2 + 11’7L3
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Reseni: Ze soustavy rovnic
my =4n, — 2n9 — 113,
T_flg = —?)ﬁl + ﬁg + 2%3,

T_flg = —27_7:1 - 3’7L2 + 117_7:3

ziskdme matici prechodu od baze N k bazi M

4 -2 -1
P(N,M)=|-3 1 2 |,
~2 -3 11

kterou dle (II0) vynasobime zprava vektor iy, = (2,1, -3), abychom dostali hledané
soutradnice vektoru # vzhledem k bazi N

4 -2 -1
iy =(2,1,-3)-1 -3 1 2 [=(11,6,-34).
—2 -3 11

PRIKLAD 8.3. Najdéte matici prechodu od bdze M k bdzi N a naopak, od N k M,
jestlize M ={(1,1),(0,2)}, N ={(2,1),(1,2)}.

Reseni: Podle (I07) mizeme psat N = P(M,N) - M. Po dosazeni za M a N tak

dostaneme maticovou rovnici [ i ; ] = P(M,N) [ é 9

] , jejimz resenim je matice

2

P(M,N) = [ X

_1
I ] Protoze pro matici P(N, M) plati podle (I07) rovnice M =

|

PRIKLAD 8.4. Najdéte matice prechodu mezi uvedenymi (ortonormdlnimi) bd-
zemi E = {é1,é}, F ={f1, [} vektorového prostoru Vs.
CI,) él = (170)7 é>2 = (07 1)7 fl = (%? \/L§)? f2 = (_%7 %)a

b) €1=(1,0), & = (0,1); J?l = (%v%)a fz = (%,—%),

[\

WIkW—

1
P(N,M) - N, je ztejmé, ze P(N,M) =P(M,N)~! = [ _32
3

Reseni: . - , ,

ad o) P(E,F)=| § ,P(F,E)=[?5 _175],
L V2 V2 V22
—L L -

ad b) P(E,F)=| 2 V2 |, P(F E)=P(E,F).
| 5 T

Poznamka. Matice prechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi je ortogonalni.
Jeji determinant je roven 1 (prislusné baze jsou souhlasné) nebo -1 (prislusné baze
jsou nesouhlasné).
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9 Vektorovy soucin
Vektorovy soucin je operace definovana ve vektorovém prostoru dimenze 3, do které
vstupuji dva vektory (tj. bindrni operace) a jejimz vysledkem je vektor na tyto

dva vektory kolmy (viz Obr. B8). Vektorovy soucin vektoru 1,7 zapisujeme 1 x .
Vysledny vektor téz nazyvame vektorovy soucin. Zobecnénim vektorového soucinu

w = (0, 0, 5)

v={(12 0)

u=(2 1,0)

Obrazek 38: Vektorovy soucin w = i x 9

pro prostory dimenze n je tzv. ortogonalni dopinek n-1 vektori, operace, do niz
vstupuje n — 1 vektort a jejimz vysledkem je jeden vektor na vSechny tyto vektory
kolmy.

Formuli pro vypocet souradnic vektorového soucinu @ x ¥ odvodime na zakladé na-
sledujicich ti1 pozadovanych vlastnosti vysledného vektoru (viz Obr. [39):

o (0, 0, 6)
v=(1,2 0)
:@’
u=(3,0,0)

Obrazek 39: |w| = |u||o|sin ¢

i. Vektorovy soucin 4 x ¢ je kolmy (ortogonélni) k vektorim u a 9, tj.
(i x7)- (111)
(i x v) - (112)

@¢ m
e; §¢
II

m §¢

ii. Vektorovy soucin u x ¥ tvofi spolu s nezavislymi vektory @ a v pravotocivou
bazi.
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iii. Velikost (norma) vektoru 4 x ¥ je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vek-
tory u a v, tj.

i x 3| = |i]|3] sin . (113)

Nejprve si uvédomime, jaké disledky plynou z uvedenych vlastnosti pro pravotocivou
ortonormalni bazi vektorového prostoru V3. Uvazujme naptiklad kanonickou baz
a oznacme si jeji vektory i, 7, k. Protoze jsou tyto vektory (i) na sebe kolmé, (ii)
tvori pro nezavislé 4 a ¢ pravotoCivou bazi a (iii) obsah rovnobézniku (¢tverce)
vymezeného kazdymi dvéma z nich je 1, je zrejmé, ze plati:

ixj=k Exi=j, jxk=1, (114)
Jxi=—k, ixk=-j, kxj=—i, (115)
ixi=0, jxj=0, kxk=5 (116)

Vektory w,v € V3 nyni vyjadiime pomoci vektort této ortonormalni baze
ﬁ:u15+u23+U3/%, v =U1§+’Uzj+?)gl¥?,
zapiseme jejich vektorovy soucin
UXV= (ul%> + Uzj + Ugl_{}) X (?)1%> + ’025t + Ugl_{?),

ktery za predpokladu platnosti prislusného distributivniho zdkona roznasobime

’L_ZX?_j:’LLlUliXi+U1’Ug’é><j+’LL1’Ug’é><]ﬂ+

+ UV1J X 1+ UgV2] X J + UgU3] X k+

+ u;;’Uﬂ;} X ; + U3UQZZ X } + u;),vg]% X ]:3
a s pouzitim vztaht (I14), (I15), (I16) zjednodusime na tvar
UXV= (’LL2’03 - ’LL?)UQ)%> + (U3’Ul - ’LLl’Ug):]: + (’LL1’02 - u2v1)%. (117)

Z (II7) vyplyva, ze vektorovy souéin @ x ¥ vektort i = (uq, ug,us), ¥ = (v1,v9,v3) je
vektor, fikejme mu treba w0, jehoz souradnice vypocitame ze souradnic vektort o, v
takto

W=UX0= (Uz’l]g — U3V, U3V — UIV3, U1V — ’LLQ’Ul). (118)

Nyni si ovéfime, ze vektor @ definovany (I18) skutecné spliiuje ony ti vyse uvedené
pozadavky i-iii.

—

ad 1) Ovéfime splnéni podminek ortogondlnosti vektori @ a u, resp. @ a ¥

= (ﬁ X ’17) U = U2V3UT — U3V2UT + U3V U2 — U V3U2 + U1VU3 — U2V1U3 = 0.

~J]

W -
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—

W0 = (Ux0) -0 =ugvzvy — UzVaU] + UgV1Vg — U V3V2 + U VoV3 — U1 V3 = 0.
ad ii) Pro ovéreni, ze vektory @,v,%w = @ x U tvori kladnou bazi dosadime za i a
¥ vektory kanonické baze ¢ = (1,0,0) a 7 = (0,1,0). Podle (II8) je potom ¢ x j =
(0,0,1) = k. Vektorovy soucin skutec¢né tvori spolu s danymi dvéma vektory kladnou
bazi.
ad iii) To, ze vektor @ = i x ¥ definovany vztahem (II8) ma normu |t x| = |i[7]sin ¢,
prokazeme dosazenim souradnic prislusnych vektori. Pred tim vsak jesté obé strany
této rovnosti umocnime na druhou

[@x O = [af*[of sin® o,
a vhodnou tpravou s vyuzitim vztahu pro vypocet odchylky dvou vektorii se zbavime

goniometrické funkce sin

-

@ x 9 = [a[o]* (1 - cos® ),

S 2 1121412 15120012 a2

@ % 0| = [a*[o]” - |al*[o] cos™ ¢,

i x 6| = |al]6])* - (- 9)% (119)

Unavné vypocty pii dosazeni souradnic vektort do posledni rovnosti a ovéreni jeji
platnosti provedeme v programu wxMaxima.
Nejprve nacteme balicek funkci ,,vect pro pocitani s vektory a zadame souradnice
vektort 1,9, w (vektorovy soucin je v Maximé reprezentovan symbolem ~, vysledek,
jak vidime, odpovidé formuli (118))
(%1i1) load(vect)$

(%12) u:[ul,u2,u3]; v:[vl,v2,v3]; w:express(u™v);

(%02)  [ul,u2,u3]
(%03)  [vl,v2,0v3]
(%04)  [u2v3 —=u3v2,u3vl —ulv3,ulv2 —u2vl]

Poté zapiseme vztah (I19) a odectenim porovname jeji levou a pravou stranu.
(%15) Rovnice: (w.w)=(u.w)*(v.v)-(u.v)"2;

(%05)  (u2v3 —u3v2)” + (u3vl —ulw3)” + (ulv2 - u2vl)® =
(u3? +u2? +ul?) (v3? +v2% + v1?) = (u3v3 + u2v2 + ul v1)’

(%16) expand(lhs(Rovnice)-rhs(Rovnice));

(%06) 0

Vysledek 0 znamend, Ze se obé strany (I19) rovnaji. Platnost vztahu (I13]) pro vektor
W definovany formuli (II8) je tim prokézana.
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9.1 Vypocet vektorového soucinu

Vime, ze vektorovy soucin @ = i x ¥ vektoru 4 = (uy, us, u3), ¥ = (vq,v9, v3) je vektor,
jehoz soufadnice jsou dany vztahem (viz téz (1))

—

W=UX0= (’LL2’03 — U3V, U3V — UIV3, U1V — ’LL2’01). (120)

Neni vSak nutné si tento vztah pamatovat a souradnice vektorového soucinu pocitat
dosazenim do néj. Ukazeme si zde neékteré jednodussi zplisoby jejich vypoctu. Zac-
neme tim, ze si vSimneme, ze vyrazy pro jednotlivé souradnice vektorového soucinu
v (I20) se daji zapsat ve formé determinant matic fadu 2, které obsahuji souradnice
danych vektord 4 a v

N Ug U3 Up us Uyp Uz
Uxv= ,— : : (121)
V2 U3 U1 U3 U1 Vg

Po rozepsani pomoci vektoru kanonické baze dostaneme rovnost

dxp=| 2 WG g g (122)
U2 U3 U1 U3 U1 U2
Uy U U3
jejiz pravou stranu muzeme interpretovat jako rozvoj determinantu | vi ve 3
ik
podle posledniho tadku. Zapis vektorového soucinu vektort 4 = (uy,us,ug), U =
(v1,v9,v3) ve formé tohoto determinantu se snize pamatuje a prindsi i podstatné
zjednoduseni vypoctu jeho souradnic

U1 U U3
Uuxv=|1v, vy wvs|. (123)
1]k
Bud pracujeme primo s determinantem (I23]), nebo vyuzijeme néktery odvozeny
algoritmus. Jako napriklad ten néasledujici. Souradnice vektort u,? napiseme pod
sebe jako fadky matice (neni nutné psat zavorky), za kterou jesté pripiSeme jeji
prvni dva sloupce

U Uz U3 U U2 (124)
U1 V2 V3 V1 V2

V tomto schématu potom postupné na vybrané dvojice sloupci (2. a 3., 3. a 4., 4.
a 5.) uplatiujeme kriZové pravidlo a poc¢itdme souradnice vektorového soucinu @ x ¥
Up | U2 Uz | U U2

— U2VU3 — U3V2,
Up|v2 U3 |U1 V2

Uy Uz | U3 Uy | U2
—> U3¥V; — U103,
V1 V2| V3 V1| V2

Uy Uz U3 | UL U2
—> U1V — UQV1.
Uy V2 V3|0V V2
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9.2 Vlastnosti vektorového souc¢inu

Vétsinu vlastnosti vektorového soucinu jiz zname. Zde si je souhrnné zopakujeme a
pridame nékolik dalsich.

— —

2) Nezavislé vektory @ a @ tvori spolu s vektorovym soucinem i x ¥ pravotocivou

(1) Vektorovy soucin @ x ¥ je kolmy k vektorim @ a ¢; @ x ¥ L 4, .
( 1

(kladnou) bazi {, 9,4 x ¥}. Jsou-li vektory 1,7 zavislé, je i x ¥ = 6.

(3) Vektorovy soucin 4 x ¢ neni komutativni; @ x ¥ = —(0 x ).

(4) Distributivnost vzhledem ke s¢itani vektort; (4 + 0) x w0 =4 x W + U x W0

(6) Velikost (norma) vektoru % x @ je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vektory

—

)
)
(5) Asociativnost vzhledem k nasobeni skalarem; (cti) x ¥ = 1 x (¢v) = (1 x ¥)
)
a v;

U
| x ¥ = |u]|v] sin . (125)

Dle (I19) plati pro druhou mocninu normy vektorového soucinu

L2 - u? uv
ixa = PP - @)= | 5% |, (126)
kde | & 7;“2} je tzv. [Gramuv determinant vektort 4, 0. Vztah | x 9|? = v 7;“2}
U U O

je potom specidlnim piipadem tzv. [Lagrangeovy identiti?

9.3 Uziti vektorového soucéinu

S riznymi aplikacemi vektorového soucinu se budeme setkavat v dalSich partiich
této publikace. Zde si uvedeme dva ptiklady - vypocet obecné rovnice roviny dané
jednim bodem a dvéma nezavislymi vektory a vypocet obsahu trojihelniku daného
souradnicemi jeho vrcholi.

PRIKLAD 9.1. Rovina p je dina bodem A = [-3,2,1] a dvéma nezdvisljmi vektory
=(-1,1,2) a ¥ = (-1,-3,2), urcete jeji obecnou rovnici.

!Tato skuteénost nam dovoluje uréit smér vektorového soudinu % x ¥ pomoci jpravidla pravé ruky: Pravou ruku
umistime malikovou hranou do roviny vektort i, ¥ tak, aby smér prsti odpovidal potradi, v némz je nasobime (v pfipadé
@ x 0 sméruji od @ k ¥), potom ma vztyéeny palec smér vektorového soucinu @ x ¥.

2Viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budd&jovice, Jihodeska univerzita v C. B.,
dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 114-115.

108


http://en.wikipedia.org/wiki/Gramian_matrix
http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange%27s_identity
http://en.wikipedia.org/wiki/Right-hand_rule
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf

Resgeni: Obecnd rovnice roviny ma tvar az+by+cz+d = 0, kde (a, b, ¢) jsou soufadnice
vektoru kolmého k této roviné, rikdme mu normalovy vektor a znacime ho n. K
vyreSeni prikladu tak staci najit jakykoliv normalovy vektor roviny p, pouzit jeho
soutradnice jako koeficienty a, b, c v obecné rovnici p: ax + by + cz + d = 0, dosadit za
x,y, z souradnice bodu A a dopocitat hodnotu koeficientu d.

Vzhledem k vlastnostem vektorového soucinu pouzijeme jako normalovy vektor

roviny p vektor
n=uxv=(1,0,3)x(7,-1,2) = (8,0,4).

(viz Obr.H0). Rovina p je tedy déna rovnici ve tvaru 8x+4z+d = 0, kde d dopocitame

u=(1,1,2)

==

: \

Y

Obrazek 40: =1 x v = (8,0,4)

po dosazeni souradnic A. Z pfislusné rovnice 8- (-3) +4-1+d = 0 dostavame d = 20.
Odpovidajici rovnici 8x + 4z + 20 = 0 potom muzeme jesté vydélit 4 a dostaneme
zékladni tvar obecné rovnice roviny p: 2z + 2+ 5 = 0.

Poznamka. U norméalového vektoru nam jde o jeho smér, nikoliv velikost. Proto
jsme mohli délit 4 jiz souradnice vektoru i x? = (8,0,4) a nadéle pracovat s vektorem
n=1(2,0,1).

PRIKLAD 9.2. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC s vrcholy A = [7,3,4], B =
[1,0,6], C = [4,5,-2].

Reseni: Velikost (norma) vektorového soucinu @ x @ je rovna obsahu rovnobézniku,
ktery je vymezen vektory u, v

S<> = |1_Z X 1_5|
Potom obsah trojuhelniku ABC' spocitame jako polovinu velikosti vektorového sou-
¢inu 4 x 0, kde = B- A, 0 =C - A (viz Obr. &I))

1 1
Sa = 5l x 0] = 5|(=6,-3,2) x (-3,2,-6)| = 5\/142 +(—42)2 + (-21)2 = 24,5.

1
2
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Obrézek 41: Obsah trojuhelniku ABC' je roven i|i x 9|

PRIKLAD 9.3. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC; A = [-1,1],B =[2,3],C =
[1,4].

Reseni: Pro feseni tohoto tkolu je nejsnazsi pouzit vnéjsi soucin (téz smiseny sou-
¢in), jak uvidime v kapitole[I0l Vypocet pomoci vektorového soucinu vSak neni nijak
obtizny a navic se ukaze, ze oba postupy spolu souviseji. Rovinu, v niz se nachazi

w=(0,0,5)

B=(2 3, 0)

Obrézek 42: Obsah trojuhelniku ABC' je roven i|i x 9|

dany trojuhelnik jednoduse chapeme jako podprostor bodového prostoru dimenze
3. Tento prechod do prostoru vyssi dimenze nejjednoduseji vyresime tak, ze rovinu
ABC ztotoznime se souradnicovou rovinou zy, tj. souradnice danych bodi zménime
z usporddanych dvojic na trojice pridanim 0 jako ttfeti slozky; A = [-1,1,0],B =
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[2,3,0],C =[1,4,0] (viz Obr.[42)). Potom k vypoctu obsahu trojuhelniku ABC' pou-
zijeme vektorovy soucin stejné jako pri feseni prikladu@.2l Obsah trojuhelniku ABC
vyjde 2, 5.

9.4 Ortogonalni doplnék n-1 vektori v prostoru V,,
Studium této kapitoly je dobrovolné.

Zobecnénim vektorového soucinu do prostoru V), je ortogondlni dopinék n — 1
vektori. Timto pojmem rozumime jeden wvektor, ktery je kolmy ke vSem danym
n—1 vektorim z V,,. Vektorovy souc¢in bychom tedy mohli nazyvat také ortogondalni
doplnek 2 vektoru v prostoru Vs.

K zobecnéni vektorového soucinu do prostoru dimenze n pouzijeme jeho zapis
(123) ve formé determinantu.

Definice 23 (Ortogonélni doplnék n-1 vektorti). Ortogondlnim doplikem n—1 vek-
tord d; = (a1, Gioy - Q). 1 = 1,2,....,n =1, jejichZ soutadnice jsou udany vzhledem
k ortonormalni bazi {€1,és,...,€,} vektorového prostoru V,,, nazgvame vektor, ktery
je vysledkem rozvoje determinantu

ail a2 -t Qip
a1 Qg2 - Q2p
(127)
Ap-11 QAp-1,2 - Ap-1n
é1 &y e,

podle n—teho radku. Znacime ho

Eil X ZLQ X ... X C_in_l.

Poznamka. Podle definice 23 a podle véty o rozvoji determinantu! pro ortogonalni

doplnek n — 1 vektort dy,do, ..., d,_1 plati
ai a2 0 Alp
a21 Q22 0 A2p
Ay X 49 X ... X Qp_q1 = =A161 + Agéy + ... + A,E,.
Qp-11 Ap-12 - Gp-1n
€1 €9 €,

Potom ale miizeme Ttici, ze ortogonalni dopln€k uvedenych n — 1 vektori je vektor,
jehoz slozkami jsou algebraické dopliky prvki posledniho fadku determinantu (I27)

C_il X ELQ X ..o X an_l = (Al,AQ, ,An)

'Dle véty o rozvoji determinantu je Yj_q aix - Aji = §;j-det A, i,5 =1,2,...,n, kde &;; je tzv. Kroneckerovo delta,
pro které plati, ze d;; =1 proi=j a d;; =0 pro ¢ # j.
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9.5 Vlastnosti ortogonalniho doplnku n -1 vektora

Vlastnosti ortogonalniho doplitku n — 1 vektort! jsou analogické vlastnostem vekto-
rového soucinu, které jsou uvedeny na strané [108]

-

(1) Ortogonalni doplnék d; x dg x ... x G, je kolmy k vektortim ay, da, ..., dy-1.

(2) Pro vektory dy, do, ..., d,-1 linedrné nezavislé je {dy, da, ..., dy-1,dy X dg X ... X dy_1 }
kladnou bazi V,,.

(3) Pro vektory dy,ds, ..., 4,1 linedrné zavislé je dy x dg x ... X dy,—1 = 0.

(4) Prohozenim potadi dvou vektort se ortogonalni doplnék d; x dg x - -+ x d,,—; méni
na opacny.

—»2 - - - - - -
a7 a1a9 ajas o A1Ap—1
S o >9 S o S o
- - - a‘2a‘1 a a2a3 '” a2an—1 - - —
9 _ 2 _
(5) |d1 xdgx...xdp-1]* = ' =det G(dy,ds, ..., 0n-1),
. o . . . o -9
ap-1a1 Ap-202 Ap-1a3 - a, 1
kde det G(dy,ds, .. .,d,-1) je Gramiv determinant.

9.6 Cviceni: Vektorovy soucin

1. Vypoctéte obsah trojuhelniku AABC; A[-2,-3], B[4,-1], C[1,5].
2. Vypoctéte obsah trojuhelniku AK LM; K[1,0,-2], L[2,3,5], L[-3,4,0].
3. Napiste obecnou rovnici roviny o = (K LM ) pro K[1,0,-2], L[2,3,5], L[-3,4,0].

4. Urcete souradnice paty kolmice spusténé z bodu P[2,1,-3] do roviny p = (ABC)
pro A[1,-3,0], B[2,5,1], C[1,2,1].

Vice o téchto vlastnostech viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budgjovice,
Jihodeské univerzita v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str.
106-111.
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10 Vnéjsi soudin

Dosud jsme se seznamili se dvéma binérnimiﬂ operacemi s vektory, skaldrnim sou-
cinem, viz str. B8] jehoz vysledkem je ¢islo (skaldr) a ktery pro vektory 4,7 € V
zapisujeme

-0,

a vektorovym soucinem, definovanym v trojrozmérném prostoru, viz str. [[04], jehoz
vysledkem je vektor a ktery pro vektory u, v € V3 zapisujeme ve tvaru

U x V.

Kazda z téchto operaci ma své praktické uziti. Skaldrni souc¢in ndm dovoluje urcovat
odchylky smeért a velikosti vektorti. Vektorovy soucin nam zase dovoluje vypocitat
obsah plochy omezené vektory, vyznamné uziti ma i skutecnost, ze jeho vysledkem
je vektor kolmy na oba dané vektory. Nyni se seznamime s tieti operaci s vektory,
ktera je kombinaci uvedenych dvou.

Vnejsi soucin, téz smiseny soucin, je ve vektorovém prostoru dimenze 3 operaci,
do které vstupuji tii vektory (jednd se tedy o terndrni operaci) a jejimz vysledkem je
¢islo. Absolutni hodnota tohoto ¢isla je pritom rovna objemu rovnobéznosténu vy-
mezeného témi tremi vektory, které do soucinu vstupuji, viz Obr. 43l Jak si ukazeme,

Obrazek 43: Rovnobéznostén urceny vektory u, ¥, w

lze vnéjsi soucin v prostoru dimenze 3 interpretovat jako spojeni vektorového a ska-
larniho soucinu, proto se mu rika také smiseny soucin. Vnéjsi soucin neni omezen
na prostor dimenze 3, lze ho zobecnit do vektorového prostoru dimenze n (kde se
ovSem jednd o operaci n—arni). Pozdéji to provedeme pro pripad n = 2.

"Oznaceni bindrni znamend, ze do operace vstupuji dva operandy, v nasem piipadé dva vektory. Dalsimi piiklady
binarni operace jsou s¢itani, od¢itani, déleni, nasobeni. Pokud do operace vstupuje jeden operand, hovoiime o undarni
operaci. Piikladem unéarni operace je prifazeni ¢isla opacného, pricteni konstanty. Pokud do operace vstupuji tii
operandy, hovotime o terndrni operaci. Prikladem takovéto operace je vnéjsi soucin, jemuz je vénovana tato kapitola.
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Vztah pro vypocet vnéjsiho soucinu odvodime formou reSeni nasledujiciho prikladu.
Nejprve se bude zdat, ze né€jakou novou operaci vlastné ani nepotirebujeme, ze si
vystacime se skalarnim a vektorovym soucinem, abychom nakonec prisli na nece-
kané zjednoduseni, které nam zavedeni nové operace prinese. Notnou mérou k tomu
vyuzijeme znalost véty o rozvoji determinantu.

PRIKLAD 10.1. Vypoctéte objem rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory i =
(u1,u2,us3), U= (v1,v9,v3), W = (w1, ws,ws), viz Obr. [43

Reseni: Nejprve si ujasnéme, jak lze vypodcitat objem rovnobéznosténu. Uplatné-
nim tzv. Cavaliertho principu dojdeme k tomu, ze pro objem rovnobéznosténu plati
stejny vztah jako pro objem kvadru, tj. V = .5 h, kde S je obsah podstavy a h je

vyska.
// . //

Obrézek 44: Cavalieriho princip v roviné

>

Cavalieriho princip si mizeme ilustrovat nejprve na prikladu rovinnych obrazcii.
Uvazujme obdélnik a rovnobéznik, oba se zakladnou stejné délky a a s vyskou h, viz
Obr. [44l. I bez Cavalieriho principu vime, Ze maji stejny obsah S = a-h. Pojdme vsak

Obrazek 45: Cavalieriho princip v trojrozmérném prostoru

ted na zeleny rovnobéznik nahlizet jako na utvar, jehoz obsah spocitat neumime,
zatimco u modrého obdélniku nam to necini problémy. V takové situaci nam prave
pomiize Cavalieriho princip. Ten ndm pro tyto dva rovinné obrazce rika toto: Ob-
razce maji steyn€ obsahy, pokud jsou shodné délky usecek, v nichz je protind kazZda
primka rovnobézna s primkou, v niz lezi jejich zakladny. Protoze je ziejmé, ze kazda
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takova primka méa s obéma utvary shodné priniky délky a, maji stejné obsahy, tj.
rovnobéznik ma stejny obsah S =a - h jako obdélnik.

Stejny princip nyni uplatnime na kvadr a rovnobéznostén, viz Obr @3 Jejich
podstavy lezi ve spolecné roviné, jsou jimi ty dva rovinné utvary, obdélnik a rov-
nobéznik, z Obr. 4] (online applet je zde: https://www.geogebra.org/m/fxz66m8q),
o kterych vime, ze maji stejny obsah. Cavalieriho princip nam pro takové prostorové
utvary tika, ze pokud se shoduji obsahy jejich tezi kaZdou rovinou rovnobézinou s
rovinou jejich podstav, shoduji se v jejich objemy. Jednou z takovych rovin rovno-
béznych s rovinou podstav je ¢ervend rovina na Obr. 44l S kvadrem ma jako prinik
obdélnik, s rovnobéznosténem rovnobéznik. Protoze se tyto obrazce tezii shoduji
s podstavami prislusnych utvart, o nichz vime, ze maji shodné obsahy, majii tyto
rezy shodné obsahy. Dle Cavalieriho principu ma tedy rovnobéznostén stejny objem
V =5 h jako kvadr o stejné vysce h a stejném obsahu podstavy S.

Pokracujeme v teSeni prikladu 0.1l dle Obr. 46l Vime, ze objem V rovnobéz-

Obrazek 46: Vypoctéte objem rovnobéznosténu urceného vektory u, U, w

nosténu urceného vektory 4, v, w je dan vztahem V =5 -h. Z Obr. 4@ a z vlastnosti
vektorového soucinu (absolutni hodnota jeho velikosti je rovna obsahu rovnobézniku

h

omezencho vektory) a z definice funkce cos o v pravotthlém trojihelniku (cos o = )

plyne, ze S =|i x | a h = || cos a. Potom
V =S5-h=|tx3||w|cosa.

Uzitim ([43)) (viz str.[68)) mizeme psat |ix v||w|cos ¢ = (ix7)-w. Objem uvazovaného
rovnobéznosténu je pak dan vztahem

V= (ix3)- (128)

ktery je pozoruhodny tim, Ze smysluplné (pro vypocet objemu rovnobéznosténu)
spojuje vektorovy a skalarni soucin. Je tak jiz zfejmé, pro¢ se vnéjSimu soucinu

115


https://www.geogebra.org/m/fxz66m8q

rika také smiseny soucin, jedna se o ,smeés®“ skalarniho a vektorového soucinu. Tim
bychom mohli skon¢it a prohlasit (I28) za onen hledany vztah pro vypocet objemu
rovnobéznosténu. Byla by to ale skoda, ve vztahu (I28)) se totiz skryva prima sou-
vislost vnéjsiho soucinu s determinantem, ktera navic dovoluje uskutecnit zobecnéni
vnéjsiho soucinu do jinych dimenzi.

Pokud za i x ¢ dosadime podle (I2])) a poté aplikujeme vétu o rozvoji determi-
nantuH, dostaneme postupné

YN o Uz U3 Up us Uy U2
V=(ix0) 0= - ; (w1, wa, w3),
V2 U3 U1 U3 U1 V2
VN o U2 U3 up ug Uy U2
VZ(UXU)"LUZ wy — wo + w3z =
V2 U3 U1 U3 U1 Vg
Uy U2 U3
=] U1 U2 U3
w1, Wy Ws

Vidime, Ze objem rovnobéznosténu urceného tiemi vektory @ = (uy,us,u3), ¥ =
(v1,v2,v3), W = (W, ws, ws), viz téz Obr. [0 je roven determinantu, jehoz fadky tvori
tyto vektory. V obecném piipadé, kdy nemame zaruceno, ze thel « je ostry (vyraz |tx
||| cos a = (i x¥) -0 je v takovém pripadé zaporny) je objem rovnobézZnosténu roven
absolutni hodnoté uvedeneho determinantu, tj. absolutni hodnoté vnéjsiho soucinu
prislusnych vektorii.

U1 U2 Us
V = |(7j X {)’) -tf)| =1l v1i vo w3 |]. (129)
w1, W2 W3

Tim je priklad [10.I vytesen! Poznatky, které jsme ziskali, shrneme formou nésledujici
vety.

Definice 24 (Vnéjsi (smiSeny) soucin). Operaci, kterd trem vektorim 1,v,w €
Vs, dangm soutadnicemi i = (uy, us,ug), 0 = (vy,v9,v3), W = (wy,ws, w3) vzhledem
k ortonormalni bazi V3, priradi hodnotu determinantu

Uy Uz Us
v U2 U3 |, (130)
w1 W2 W3
pripadné vyrazu
(4 x ©) -0, (131)

8Konkrétné nas v tuto chvili zajimd, ze z véty o rozvoji determinantu plyne pro determinant matice tietiho fadu A
vztah det A = ailAil +ai2Ai2 +ai3Ai3 = (A’Ll s Aig, Alg) . (ail, a;2, aig), kde 7 je ¢islo radku od 1 do 3. Vice o determinantu
viz https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant.
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ktery je s nim ekvivalentni, nazgvdme vnéjsi soucin (té€Z smiseny soucin) vektori i,
U, W, znacime
[ v w].

10.1 Vlastnosti vnéjsSiho soucinu

Primo z ([I30) plynou nasledujici vlastnosti vnéjsiho soucinu:
(D [abel=[¢abl=[bca]l=-[acb]=-[bac]=-[¢bal
(2) Pro @,b,¢ lezici v jedné roviné (tj. komplandrni) je [a b &] = 0.

PRIKLAD 10.2. Uvedené vlastnosti vnéjsiho soucinu dokazte pouZitim jeho zdpisu
ve forme determinantu
ay az as
[@D¢]=|b by by
1 G2 C3

10.2 Uziti vnéjsSiho soucinu

Zde si uvedeme konkrétni priklady aplikace vnéjsiho soucinu v analytické geometrii
v trojrozmérném prostoru i v roviné. Protoze, jak plyne z definice 24, hodnota
smiseného soucinu vektori je rovna hodnoté determinantu matice, jejimiz radky jsou
v daném poradi tyto vektory, bude se zaroven jednat o priklady uziti determinantu
v analytické geometrii a tim o ukazky praktického vyznamu tohoto algebraického
pojmu.

10.2.1 Objem rovnobézZnosténu

PRIKLAD 10.3. Vypoctéte objem rovnobéznosténu urcencho vektory i = (2,-1,0),
v=(3,0,2), w=(1,1,5).

Reseni: Dle (I29) pro objem daného rovnbobéznosténu plati

2 -1 0
Vellavw]=|l3 0 2| =9 (132)
1 1 5
10.2.2 Obsah rovnobézniku/trojahelniku v roviné

V reseni prikladi 0.2, na str. a jsme si ukazali, jak lze k vypoctu obsahu
rovnobézniku ¢i trojuhelniku vyuzit vektorovy soucin, nejenom v prostoru dimenze
3, ale i v roviné. V pripadé roviny stacilo pridat jako treti souradnici nulu. Nyni si
ukazeme, jak tento postup souvisi s vnéjsim soucinem.
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Uvazujme vektory @ = (uy,us), U = (v1,v). Pokud jejich soufadnice upravime ne
tvar i = (u1,us2,0), U = (v1,v2,0) mizeme obsah rovnobézniku, ktery je jimi urcen,
vyjadrit vztahem

Se = |u||v]sina = |t x 0.

Protoze pro vektorovy soucin u x v plati

Ui U9 0
. Uy U2
uxv=|v ve 0 ]=(0,0, ),
€1 €2 €3

je zfejmé, ze obsah uvazovaného rovnobézniku lze vyjadrit také ve tvaru

5 o up u2
So = |t x| = :
vr U2
. ul u2 0 v ’ . ’ . Vv Ve — =
kde determinant muzeme dle (I30) chapat jako zapis vnéjsiho soucinu [ U]
vr U2

vektort i = (uy,uz), ¥ = (v1,v2). Potom ovSem miZzeme psat
So = [ v]|.

Pojem vnéjsiho soucinu tak mizeme pouzit i v roviné, tj. pro dva vektory o dvou
slozkach. Jeho absolutni hodnotu potom interpretujeme jako obsah rovnobézZniku
temato vektory omezeneho.

Pro obsah prislusného trojuhelniku pak plati

(133)

Mizeme ovSem pouzit i zapis, v némz figuruji primo souradnice bodi — vrcholt
trojuhelniku. Dva nezavislé vektory 4, ¥ prislusejici trojuhelniku AABC muzeme
umistit do jeho stran AB a AC, tj. 1= B-A, v = C— A. Po dosazeni do (I133) potom
pro A= [al,ag], B = [bl,bg], C = [Cl,Cg] plati

1

Saapc = 5

Pripadné mtzeme pouzit ekvivalentni tvar, v némz nefiguruji rozdily souradnic da-
nych bodu

bl—al bQ—CLQ (134)

Cl1—ayp Cy— a2

1 ay a9 1
SAABC = 5 bl bQ 1 . (135)
cp ¢ 1
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PRIKLAD 10.4. Uzitim svijch znalosti o vijpoctu determinantu pomoci véty o roz-
vogi determinantu dokazte, Ze plati

a; as 1

bi—ar by—as
by by 1]|=

C1—ap Cy—a2
cp ¢ 1

Reseni: Uvazujte rozvoj levého determinantu podle tretiho sloupce, ovsem s tim, ze
si matici nejdrive upravite tak, aby tento rozvoj mél jenom jeden clen.

Analogické vyjadreni bychom dostali i pro objem rovnobéznosténu v prostoru di-
menze 3. Dostavame tak nasledujici snadno zapamatovatelné vztahy:

(1) Obsah rovnobézniku urceného body A, B, C
A= [al,GQ], B = [b17b2]7 C= [01702] :

a a1 bi—a; by—a
S=| b b 1f[=|l" T BT (136)
Cl— Q1 Cop— a9
cp ¢ 1

(2) Objem rovnobéznosténu uréeného body A, B, C, D
A = [a17a27a3]7 B = [b17b27b3]7 C = [61702703]7 D = [d17d27d3] :

V = LR =l &1—a1 cp—az c3—as|f- (137)
a ool di—ay dy—ay d3—a
di dy dy 1 1—ap dp—a dz—as

PRIKLAD 10.5. Vypocitejte obsah trojihelnika ABC, je-li dino: A =[-1,1], B =
[3,3], C'=[1,5].

Reseni: Pouzijeme (I34) (miZeme oviem pouzit také (I35))

1|4 2
a2 3

by —ar by—a
Saapc =

1
2 Ci1— a1 Co2— Qa9

10.2.3 Rovnice roviny urcené tiremi body

Vneéjsi soucin miizeme vyuzit k elegantnimu zapisu obecné rovnice roviny dané tremi
nekolinedrnimi body, napfiklad A, B,C (viz Obr. @T). Vyuzijeme skutecnosti, ze
pravé jenom pro bod X nalezejici roviné ABC' je objem rovnobéznosténu urceného
trojici vektoru B — A, C'— A, X — A roven nule. Obecnou rovnici roviny ABC' tak
muzeme zapsat ve tvaru

[(X -A)(B-A)(C-A)]=0, (138)
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nebo pomoci determinantu obsahujiciho souradnice bodt X, A, B,C

T T9 T3 1
a; a9 as 1
by by by 1
cp ¢ c3 1

pripadné souradnice prislusnych vektort X - A, B-A,C'- A

Tr1—ay T2—a2 IT3—as
bl—al b2_a2 b3—a3 = 0.
Ci1—ap C—a2 C3—asg

Obréazek 47: Vektory X — A, B — A,C — A jsou linearné zavislé
PRIKLAD 10.6. Urcete obecnou rovnici roviny o = (ABC) pro A = [-2,3,1],
B=1[4,-2,5], C=[6,1,7].
Reseni: Zapis feSeni v kédu programu wxMaxima:

(% i4)  A:[-2,3,1]8 B:[4,-2,5]$ C:[6,1,7]$ X:[x,y,2]$
(% i5) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

r+2 y-3 z-1
6 -5 4 (M)
8 -2 6

(% i16)  expand(determinant(M))=0;
282 -4y —22x - 60 =0 (% 06)
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10.2.4 Objem simplexu

Dosud jsme se zabyvali prevazné vlastnostmi vektorového prostoru (tj. mnoziny
sméri), piitom jsme si ale obcas odsko¢ili do bodového prostoru (tj. mnoziny bodi),
abychom s jeho pomoci vektorovy prostor znazornovali (pfimky nebo roviny jdouci
pocatkem soustavy souradnic), nebo abychom v ném zkouseli vypocty zalozené na
vlastnostech vektori (vzdélenosti bodu, odchylky piimek, rovnice pfimek a rovin).
Takovou navstévu bodového prostoru (konkrétné Fukleidovského bodového prostoru,
viz kapitola [I7) si dopfejeme i v této kapitole. Budeme se v ni sice zabyvat témér
tim samym, jako v predchazejicich kapitolach, tedy vypocty obsahti a objemt, ten-
tokrat ovsem budeme na predmétné ttvary nahlizet jako na specialni podmnoziny
Eukleidovského bodového prostoru, tzv. |simplexy.

,oimplex” znamend latinsky ,,jednoduchy®“. Zde timto pojmem rozumime kon-
vexni obal n + 1 linedrne nezavislych bodiu v E,, tj. konvexni obal 2 rtiznych bodu
v prostoru dimenze 1, 3 nezavislych bodl v prostoru dimenze 2, 4 nezavislych bodi
v prostoru dimenze 3 atd. Konvernim obalem mnoziny bodu rozumime prunik vsech
konvexnich mnozin, které tyto body obsahuji. Pro spravné pochopeni této charakte-
ristiky simplexu si pfipomeneme vyznam pouzitych pojmi.

Konvexni a nekonvexni atvar
Utvar (mnozina bodi) je konvezni, jestlize pro kazdé dva jeho body je tsecka, ktera
je spojuje, jeho podmnozinou, viz Obr. 48] vlevo. Nekonverni, téz konkdvni, je potom

Obrazek 48: Konvexni ttvar (vlevo) a nekonvexni, téz konkavni, Gtvar (vpravo)

utvar, v némz se nachéazeji takové body, ze jejich spojnice neni jeho podmnozinou,
tj. nendalezi mu celd, viz Obr. 48, vpravo.

Konvexni obal

Vyznam pojmu konvexni obal linedrné nezavislych bodi si vysvétlime na prikladu 3
linearné nezavislych bodt. Body jsou linedrné nezavislé, pokud jsou linedrné neza-
vislé vektory jimi urcené, viz definice 31l na str. (138 V pripadé tii bodu to nastane
tehdy, kdyz nelezi v piimce (tj. nejsou kolinedrni), ale tvori trojuhelnik. Na Obr.
se jedna o body A, B,C. Na obrazku tyto body patii konvexnimu atvaru ve tvaru
elipsy. Nyni tento atvar budeme ,,zmensovat®, abychom nakonec dostali , nejmensi*
konvexni utvar, ktery jesté body A, B,C obsahuje. Protoze takovy utvar je pruni-
kem vSech konvexnich mnozin, které tyto body obsahuji, jedna se o jejich konvexni
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Obrazek 49: Konvexnim obalem 3 linedrné nezavislych bodi A, B, C' je trojihelnik AABC

obal. Pro zachovani konvexnosti budeme pouzivat jenom rovné rezy, viz Cervené
prerusované cary. Je zrejmé, ze se jimi drive nebo pozdéji prorezeme praveé k troja-
helniku AABC, a déle jiz nebudeme moci pokracovat. Trojuhelnik AABC je proto
konvexnim obalem mnoziny linearné nezavislych bodta A, B, C.

Stejnym zpusobem bychom se profezali k tiseCce v prostoru dimenze 1 (jako
bychom hledali nejmensi ¢ast niti, ktera obsahuje ,uzliky* A, B) a ke Ctyfsténu
(trojbokému jehlanu) v prostoru dimenze 3 (zkuste okrajovat bramboru, pouzijte
konvexni, aby na ni zustaly ¢ty body, které si na jejim povrchu vyznacite), viz

Obr. BQO

A A B
A

Obrazek 50: Usedka, trojuhelnik a ¢tyfstén jako simplexy v bodovych prostorech 1, 2 a 3, v daném
poradi

Nyni tedy jiz zname vSe potrebné k tomu, abychom si néasledujici priklad I0.7
uvedli jako priklad na vypocet objemu simplexu v prostoru dimenze 3.
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PRIKLAD 10.7. Urcete objem ctyrsténu s vrcholy A = [3,4,0], B = [9,5,-1],
C=[1,7,1], D =[3,2,5].

Reseni: Ctytstén ABCD si miizeme piedstavit jako ¢ast rovnobéznosténu uréeného
body A, B,C, D, viz Obr. 1l Protoze objem rovnobéznosténu umime spocitat, plati

Obrazek 51: Ctyfstén jako ¢ast rovnobéznosténu

pro néj

V=luvw]|=[[B-A, C-A, D-A],

viz téz (I37), staci zjistit, jakou ¢asti rovnobéznosténu ctyistén je. Reseni je piekva-
pivé jednoduché. Diky jiz zminénému Cavalieriho principu, viz str. [[14], staci vyresit
tuto otazku pro krychli. Pro libovolny rovnobéznostén pak bude platit totéz.

Ptame se tedy: ,, Na jaky neymensi pocet ctyrsteniu tehoz objemu miZeme rozrezat
krychli?“ Odpovéd zni ,,6%, jak vidime na nasledujicich obrazcich.
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Objem ctytsténu ABCD je tak dan vztahem

bi—a; by—ay b3—as
Cl—Qa1 Cy—Qay C3—as

V(ABCD) =%|[B—A, C-A D-A -
dl—CLl dg—ag d3—CL3

|~

Jak vime, simplexem v roviné je trojihelnik. Rovinnou analogii vyse uvedeného
vypoctu objemu simplexu v prostoru dimenze 3 je tak vypocet obsahu trojtihelniku

AABC

V(ABC) = %|[B _A C-A] - %

Jak ilustruje definice v nasledujici kapitole, lze vztah pro vypocet objemu

by —ar by —a
C1—ap Cy— a2

simplexu zobecnit do prostoru libovolné dimenze n.

10.3 Vnéjsi soucin v prostoru V,
Studium této kapitoly je dobrovolné.
Definice 25 (Vnéjsi soucin). Vnéjsim soucinem! vektord dy, as, ..., a, € V;, které

Jsou dany soutadnicemi a; = (a1, a2, ..., i), 7 = 1,2, ...,n, vzhledem k ortonormdlni
bazi, nazyvame determinant

air a2 - Qip

21 A9z - Agp

anl1 Ap2 - App
Znacime ho

[G1, a0, ..., dy].

Spolu se zobecnénim vnéjsiho soucinu do prostoru dimenze n lze to samé provést i
s vypoctem objemu simplexu.

Definice 26 (Objem simplexu). Objemem simplezu, ktery je urcen n + 1 body
Ay, Ag, ..., Apir € B, Trozumime cislo:

1
V(AL Ay, Avn) = 1AL = Aty ey A= Ay

'Pro podrobnéjsi studium tématu této kapitoly doporu¢uji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analy-
tickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budgjovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pt.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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10.4 Cviceni: Vnéjsi soucin

1. Vypoctéte objem rovnobéznosténu urceného vektory & = (1,-3,1), [ = (2,1,2),
m=(1,1,7).

2. Vypocitejte obsah trojihelnika AABC je-liA = [5,-1], B =[3,4], C' =[-1,6].

3. Urcete obecnou rovnici roviny p = (KLM) pro K = [2,1,3], L = [-4,5,3], M =
[1,1,6].

3. Urcete objem ctytsténu s vrcholy A = [1,-5,2], B =[4,7,3], C =[1,0,1], D =
[-3,1,6].

'Pro dalsi studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analytickd ge-
ometrie linedrnich dtvari, Ceské Bud&jovice, Jihoteskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 117-125
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11 Afinni bodovy prostor

Pojem |afinni bodovy prostor! predstavuje zobecnéni pojmi rovina (tj. dvojrozmérny
bodovy prostor) a prostor (tj. trojrozmérny bodovy prostor), které zname z plani-
metrie, stereometrie a analytické geometrie.

Prvky afinniho bodového prostoru nazyvame body. Klicovou vlastnosti afinniho
bodového prostoru je, ze kazdymi dvéma jeho body je urcen vektor, ktery je dan
jejich rozdilem, viz Obr. 52

A

Obrazek 52: Dvéma body A, B je urcen vektor @

Diky této vlastnosti mizeme vyjadrit bod v afinnim bodovém prostoru jako soucet
jiného bodu a vektoru, viz Obr. (3]

Obrazek 53: Souc¢tem bodu K a vektoru u je bod L

Uvedené skutecnosti nam dovoluji zavést v afinnim bodovém prostoru souradnice,
popisovat jeho podmnoziny a zkoumat vztahy? mezi nimi. Témto otazkam se budeme
podrobné vénovat v nasledujicich partiich textu. Zde si jenom pro priklad uvedme
parametrickou rovnict primky, jejiz zavedeni primo vyplyva z popisované souvislosti
mezi dvojici bodi a vektorem.

Uvazujme piimku p z Obr. B3] kterd je dana bodem K a smérovym vektorem
1. Stejné jako jsme zapsali bod L souctem L + 4, muzeme vyjadrit kazdy bod X

L Affinis znamen4 latinsky piibuzny. Poprvé tento pojem pouzil [Leonhard Euler (1707-1783) pro oznadeni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomeér. Takovym zobrazenim se zacalo fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrii rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

2V prostém afinnim bodovém prostoru neumime méfit vzdélenosti a thly. To je umoznéno az zavedenim skalarniho
soucinu v prislusném vektorovém prostoru (fikdme mu zaméreni bodového prostoru). Potom hovotime o Eukleidovském
bodovém prostoru.
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primky p souctem L + Z, kde Z = tu, t € R. Tak dostavame parametrickou rovnici
(téz parametrické vyjadreni) primky p:

X =K +tii; t € R. (139)

11.1 Definice afinniho bodového prostoru
Skutecnost, ze kazdymi dvéma body je urcen vektor, ndam umoznuje pri definici
afinniho bodového prostoru vyuzit axiomu definujicich vektorovy prostor.

Prirazeni vektoru 4 z prostoru V,, dvojici bodu A, B z afinniho bodového prostoru
A, popiseme pomoci zobrazeni g: A, x A, =V, kde

g(A,B)=ii=B-A. (140)

V souvislosti se zobrazenim (I40) se v afinnim bodovém prostoru setkame se dvéma
Lnovymi operacemi: (i) Od¢éitani bodi, jehoz vysledkem je vektor, i = B—A. (ii) S¢i-
tant bodu a vektoru, jehoz vysledkem je bod, B = A + .

C

>
<i

A a
Obrazek 54: (B-A)+(C-B)=(C-A)

Pti definovani afinniho bodového prostoru pozadujeme, aby zobrazeni (I40) mélo
s ohledem na uvedené operace vlastnost, kterou ilustruje Obr. B4l Pro trojuhelnik
ABCplati B-A=u4,C-B=9,C-A=w,A+u=B, B+9v=C, A+w=C". Potom
muzeme psat

(A+u)+v=A+(U+v)=A+w=C.
Pro vektory u,v,w by tak meéla platit rovnost @ + ¥ = w, kterou miizeme prepsat
pomoci zobrazeni (140) takto

g(A,B) +g(B,C) =g(A,C).

Jednd se o tzv. [Chaslesuv vztah a jeho platnost pozadujeme v kazdém afinnim bo-
dovém prostorul.

'Dalsi vlastnosti operaci od¢itdni bodi a scitdni bodu a vektoru jsou uvedeny v [1] PECH, P. (2004)
Analytickd geometrie linedrnich dtvari, Ceské Budé&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupné na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 15.
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Definice 27 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnozinu A, (jeji prvky jsou
tzv. body) nazveme afinnim bodovym prostorem dimenze n, jestlize je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni g: A, x A, =V téchto vlastnosti:

1. Pro kazdy bod A € A, a pro kazdy vektor T € V,, existuje jediny bod B € A,, tak, Ze
g(A,B) =2 (t zapisujeme jako B— A =17).
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, Ze
9(A,C) = g(A, B) +9(B,C).

Vektorovy prostor V,, nazgvame (vektorovym) zameérenim afinniho bodového prostoru

A,.

Priklady afinniho bodového prostoru

(1) Bod, tj. jednoprvkovd mnozina se zamétenim Vj = {3}, je afinni bodovy prostor
dimenze 0.

(2) Primka je afinnim bodovym prostorem dimenze 1 se zamérenim V; = [i], kde 4
je jejim smérovym vektorem:.

(3) Vektorovy prostor V,, je afinnim bodovym prostorem dimenze n. Zobrazeni (140)

je v tomto pripadé definovano vztahem g(u,v) = 0 — 4.

Poznamka. Mozna prekvapiva informace v prikladu (3), ze vektorovy prostor je
zaroven i afinnim bodovym prostorem, vychazi ze skutecnosti, ze vektorovy prostor
automaticky spliuje definici 27 (Vyzkousejte!). Obracené to vSak neplati! Nelze Fici,
ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem. Jak ilustruje Obr. 53],
na némz jsou znazornény dvé primky a a b, které jsou obé afinnimi bodovymi

+ M=K+L=(2,9)

B =(4,2)

C=A+B=(2,1)

5 0 5 10
A=(-2,]-1)

Obrazek 55: C=(A+B)ea, M =(K+L)¢b
(pod)prostory. Pritom jenom pfimka a je zaroven i vektorovym (pod)prostorem.
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Vidime, ze pfimka b neobsahuje nulovy vektor (tj. bod [0,0], viz nutnd podminka
existence vektorového podprostoru na str.[52)), naplati pro ni ani pozadavek, ze soucet
jejich prvki (bodt) je opét jejim prvkem (bodem) (viz definice Bl a véta [).

Poznamky.
1. Afinni bodovy prostor A, zapisujeme také jako

An = (Aavnag)a

kde A je mnozina bodt, V,, je vektorové zaméreni vektorového prostoru a g je zob-
razeni g: A, x A, - V.

2. Afinni bodovy prostor A, nazyvame plnym jménem ,afinni bodovy prostor nad
télesem 1. kde T odpovida télesu, nad nimz je definovano zaméreni V,.

PRIKLAD 11.1. Rozhodnéte, zda je mnoZina (P,V,qg) s nize uvedenymi specifika-
cemi afinnim bodovym prostorem.

a) P=R3, V ={(x1,29,23); 21,29, 23 € R}, g(X,Y) = (y1 — 21,92 — T2,y3 — T3),

b) P=R3 V ={(x1,29,0); 21,20 € R}, g(X,Y) = (y1 — x1,92 — 2,0).

Reseni:

ad a) Jedna se o afinni bodovy prostor.

ad b) Nejedna se o afinni bodovy prostor. Problém je s vektorovym prostorem V.
Z definice 27 neni splnén pozadavek ,,Pro kazdy bod A € A,, a pro kazdy vektor Z € V,,
existuje jediny bod B € A, tak, ze g(A, B) = Z*. Napfiklad pro bod A = (2,3,7) a
vektor 7 = (1,2,0) existuje nekoneéné mnoho bodu B = (3,5,k),k € R, pro které je
i=B-A.

PRIKLAD 11.2. Oznacme M mnoZinu vsech feseni nehomogenni soustavy linedr-
nich rovnic Ax =b a Wy vektorovy prostor vsech feseni homogenni soustavy Ax = o.
Dokazte, Ze mnozina M je afinnim bodovym prostorem se zameéerenim W .

Reseni: Nejprve definujeme zobrazeni g : M x M — Wy4. Pro a1, 29 € M zfejmé plati
Axqy = b a Axs = b. Odec¢teme-li prvni rovnici od druhé, dostaneme A(zy —z1) = 0,
tj. u = x9 — 11 € Wy. Zobrazeni g tak muzeme definovat vztahem g(z1,x2) = x9 — 27.
Ovéreni, ze (M, Wy,g) spliuje definici a je tedy afinnim bodovym prostorem
prenechavame ctenari, postup je zrejmy.
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11.2 Cviceni: Afinni bodovy prostor
1. Dokazte, ze c¢tyruhelnik KLMN, kde K = [1,3], L = [-1,9], M = [-2,-4],
N =[0,-10], je rovnobéznik. Spocitejte jeho obsah.

2. V roviné E, jsou dény body K = [2,-2], L = [-1,0], M = [0,3]. Urcete bod
N e Ey tak, aby ctyruhelnik K LM N byl rovnobéznik. Spocitejte jeho obsah.

3. Body A =[-1,2] a B =[4,0] jsou dva sousedni vrcholy rovnobézniku v Es, jehoz
stfed je v bodé S = [2,2]. Najdéte souradnice zbyvajicich dvou vrcholi. Spocitejte
obsah tohoto rovnobézniku.

4. Body A =[1,2] a C = [3,8] jsou protilehlé vrcholy ¢tverce ABC'D. Urcete sou-
radnice jeho zbyvajicich vrchola B, D.

5. Zjistéte, zda body A =[3,5,8], B =[-7,-3,10], C = [8,9, 7] lezi na jedné pirimce.
Pokud ano, napiste jeji parametrické rovnice.

6. Dokazte, ze body A = [2,1,1], B = [5,5,6], C = [6,11,14], D = [3,7,9] jsou
vrcholy rovnobéznika.

7. Urcete vrcholy trojuhelnika, jsou-li dany stredy A’ = [-2,1], B" = [3,-1], C' =
[1,5] jeho stran. Vypoctéte jeho obsah.

8. Vrcholem C' trojuhelniku ABC' vedte rovnobézku se stranou AB; A =[-2,1],B =
[3,-1],C =[0,4].

9. Bodem V' vedte rovinu rovnobéznou s rovinou o = (KLM); K =[0,4,-3],L =
(3,1,5], M = [-2,0,0],V = [1,-2, -3].
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11.3 Afinni souradnice bodu

Zobrazeni g : A, x A, >V ([I40) zprostredkovava vztah mezi afinnim bodovym pro-
storem A,, a prislusnym vektorovym prostorem V, jeho zamérenim. Dvéma riznym
bodim je prirazen vektor a naopak, bodu a vektoru je prirazen bod. Kdyby toto
zobrazeni bylo vzajemné jednoznacné, mohli bychom ho vyuzit k zavedeni souradnic
v bodovém prostoru — bodtim bychom priradili stejné souradnice, jaké by mély jim
odpovidajici vektory. Bohuzel tomu tak ale neni, existuje nekone¢né mnoho riiznych
dvojic bodi, kterym je prifazen stejny vektor.

Nastésti je snadné tuto nejednoznacnost odstranit. Staci zvolit jeden bod jako
pevny, ozna¢me ho P, a kazdému bodu X bodového prostoru priradit vektor g( P, X') =
X —P. Jak ilustruje Obr. [B6] toto zobrazeni je vzajemné jednoznacné, dvéma riznym
bodim jsou prirazeny dva rizné vektory a kazdému vektoru odpovida pravé jeden
bod:
= _'A — A=P+ fA,

A-P

B-P=fg — B=P+ip,
C-P=fc — C=P+ig,
D-P

-fp — D=P+7p.

| A

Obrazek 56: Zavedeni afinni soustavy soufadnic (repéru)
Potom skutecné mohu kazdy bod bodového prostoru jednoznacné urcit pomoci sou-
radnic ptislusného vektoru (které udavam vzhledem k bazi zaméreni V,,).

Poznamka. Vektor 7 = X — P nazyvame radiusvektor (téz privodi¢) bodu X. Viz
vektory 74,7, 7c,7p na Obr. (0.

Definice 28 (Afinni soustava soutadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n >0 a (é1,86,...,6,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru A,.
Potom usporadanou (n + 1)-tici

P = (P7 élaé27 7én)
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nazyvame afinni soustavou souradnic ¢ (t€Z repérem ) v prostoru A,. Soutadnicemsi
bodu X € A, v soustavé souradnic p budeme rozumet souradnice vektoru X —P v bazi
(é1, 69, ...,6,). Bod P nazgyvime pocatek soustavy souradnic.

Soufadnice bodu X vzhledem k repéru ¢ = (P,é,6s,...,€,) jsou tedy totozné se
soufadnicemi vektoru X — P vzhledem k bazi (éy,és,...,€,) vektorového zaméreni
V. Jestlize X — P = 2161 + 2965 + ... + £,,€,,, muzeme bod P € A, zapsat rovnici

X =P+ 1161+ 2263 + ... + T,6,, (141)
pripadné ve zkraceném tvaru
X=P+Y i, (142)
i=1
a souradnice bodu P zapiSeme
X =[x1,29,...,2,]. (143)

Na vztahu (I41)) (prip. (I42))) je zalozena definice parametrického vyjddreni afinniho
bodoveho prostoru a podprostoru, vyznamného prostredku matematického popisu
téchto mnozin.

Poznamky.
1. Prostor se soustavou soutradnic ¢ zapisujeme:

A, =[P;é1,8,...,6,].
2. Souradnice bodl a vektorti nékdy odlisSujeme typem zavorek
X =[x1,29,...,2,] ale T=(x1,29,...,2,).

3. Souradnice bodu a jeho radiusvektoru jsou stejné.

A=lay,a9,...,a,] a Ta=(a1,a9,...,a,).
4. Protoze P - P = (0,0,...,0), poCatek afinni soustavy souradnic mé souradnice
P=10,0,...,0].

PRIKLAD 11.3. V afinni roviné A, je ddn repér R = {P,é1,&}. Pro bod A plati
A =P -¢é +26y. Urcete jeho soutadnice vzhledem k R.

Reseni: Soufadnice bodu A vzhledem k repéru R jsou A = [-1;2].
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11.4 Kartézska soustava souradnic

Afinni bodovy prostor na jehoz vektorovém zaméreni je definovan skalarni soucin na-
zyvame Fukleidovsky bodovy prostor a znacime ho F,,. V takovém bodovém prostoru
muzeme zavést soustavu souradnic (repér) {P;éy,é,, ..., €,}, jejiz baze (é1,é,,...,€,)
je ortonormalni. Takovou soustavu nazyvame kartezskou soustavou souradnaic.

Definice 29 (Kartézska soustava soutadnic). Kartézskou soustavou souradnic ro-
zumime afinni soustavu soutadnic {P;€1,€s,...,€,}, ve které é1,és, ..., &, je ortonor-
malni bazi.

12 Afinni bodovy podprostor

Ze vsech moznych podmnozin afinniho bodového prostoru nas budou zajimat jenom
takové, které samy splnuji definici afinnitho bodového prostoru, budeme jim rikat
afinni bodové podprostory (srovnejte se zavedenim pojmu vektorovy podprostor na

str. BII).

Definice 30 (Afinni bodovy podprostor). Neprdazdnou podmnozinu Ay, afinniho bo-
dového prostoru A,, kterd je sama afinnim bodovym prostorem (viz definice [27),
nazyvame afinnim bodovym podprostorem prostoru A,,. Zapisujeme

A cc A,.

Priklady afinnich bodovych podprostora
(1) Samotny afinni bodovy prostor A, je svym podprostorem, A, €S A,,.
(2) Bod (Ayp), primka (Ay), rovina (Asz) jsou typické podprostory prostort As, As,

kterymi se budeme zabyvat.

PRIKLAD 12.1. Muze byt polopiimka, tdsecka, polorovina, kruh nebo trojihelnik
bodovym podprostorem prostoru As?

Obrazek 57: Je poloptimka ¢ nebo tsecka m afinnim bodovym podprostorem?

133


http://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian_coordinate_system

Reseni: Nejprve se zaméfime na polopfimku a tsecku, viz Obr. 57l Protoze se jedna,
o casti primky, budeme jako jejich pripadna zaméreni uvazovat vektorové prostory
generované smeérovymi vektory odpovidajicich primek. V pripadé poloprimky ¢ = C_QE
uvazujeme vektorovy prostor U = [w], v pFipadé tsecky m pak vektorovy prostor
V = [4].

Nyni ovérime, jak poloprimka a tsecka jako mnoziny bodu spliuji definici 27,
Nemusime se zabyvat otazkou existence zobrazeni g : Ay x Ay — V. Ta je zarucena
skutec¢nosti, ze vysetrované mnoziny jsou podmnozinami afinniho bodového prostoru
Asy. Stejné tak vlastnost 2 z definice je zfejmé splnéna. Soustredime se proto na
vlastnost 1.

Z Obr. 57 je evidentni, ze pro poloprimku a tsecku tato vlastnost neni splnéna.
Vidime, ze v kazdé z téchto mnozin bezesporu existuji body a v jim pfislusejicich
vektorovych prostorech vektory, které kdyz secteme, dostaneme body, které do téchto
mnozin nepatii. Piikladem je bod K tsecky m spolu s vektorem @ nebo bod R
poloptimky ¢ spolu s vektorem w. Body K + 1, R + 1w rozhodné nendlezi tisecce m,
respektive poloprimce ¢. Tyto podmnoziny bodového prostoru A, tak nemohou byt
afinnimi bodovymi podprostory. Pro srovnani je na Obr. 57 primka p urcend bodem
A a smérovym vektorem ¥, ktera, jak jiz vime, definici 27 splnuje a je tedy afinnim
bodovym prostorem (s vektorovym zaméfenim V' = [9]).

Ke stejnému zaveéru jako v pripadé poloprimky a tsecky dospéjeme i u poloro-
viny, kruhu nebo trojuhelniku, viz Obr. (8. Pokud jako mozné vektorové zameéreni
téchto mnozin uvazujeme vektorovy prostor V5, je z obrazku patrné, ze opét v kazdé
z mnozin existuje bod a ve vektorovém prostoru V5 vektor tak, ze jejich soucet do
mnoziny nepatii. Nejedna se tedy o afinni bodové podprostory.

ly Q

X1

15

Obrazek 58: U=1+7Z¢t, Q=P+3¢k, B=A+7¢->0bA
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Specialni afinni bodové podprostory
Nasledujici pojmy se pouzivaji k oznaceni afinnich bodovych podprostori uvedenych

dimenzi, bez ohledu na dimenzi prislusného afinniho bodového prostoru A,,.

— primka, podprostor dimenze 1, znacime Aj,
— rovina, podprostor dimenze 2, znac¢ime A,

— nadrovina, podprostor dimenze n — 1, znac¢ime A,_;.

12.1 Parametrické vyjadreni podprostoru

Jiz. vime, ze kazdy bod X afinniho bodového prostoru A, muzeme vyjadrit jako
soucet zvoleného pevného bodu A a touto volbou jednoznacné urc¢eného vektoru Z,
X = A+Z%. Pii dané bazi (by, b, . . ., by) vektorového zaméFeni V,, prostoru A4, potom
muzeme dle (I4I) bod X vyjadfit rovnici X = P + 21by + Toby + ... + T,

Stejny princip uplatnime pri popisu afinniho bodového podprostoru A cc A,.
Kazdy jeho bod X € A; mizeme psat ve tvaru

X=A+1%, (144)

kde A je pevné zvoleny bod z Ay a Z je vektor z vektorového podprostoru Vj, cc V,,,
ktery je zamérenim A;. Afinni bodovy podprostor Ay je tak urcen svym zameérenim
Vi a libovolnym ze svych bodu A, zapisujeme

A=A, V,]. (145)
Je-li (by,bs,...,by) béze zaméFeni V;,, mizeme (I44)) psat ve tvaru
X=A+ tlgl + tQEQ +...+ tkgk; t1,to,...,tp € R, (146)

kterému fikame parametrické vyjadieni (téz parametrickd rovnice) afinniho bodového
podprostoru! Aj cc A,,. S ohledem na skutecnost, ze zaméfeni V}, je uréeno svou bazi,
tj. Vi = [{b1, D9, ..., br}], mizeme afinni bodovy podprostor kromé (I45]) zapsat také
ve tvaru

Ak= [A;Bl,gg,...,gk]. (147)

!P#islugné véty o urceni afinniho bodového prostoru a jeho parametrickém vyjadieni spolu s jejich diikazy jsou
uvedeny v [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich titvari, Ceské Budgjovice, Jihofeska univerzita v C.
B., dostupnou na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str. 16-18.
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Parametricka vyjadreni specialnich podprostort

Podobu vztaht ([45) a (I47) pro konkrétni podprostory si mizeme ilustrovat na
prikladech podprostorii, s kterymi se budeme v nasledujicich pasazich nejvice setka-
vat:

primka, Ay = [A;4]: X = A+,

- T'O’U’I;TL(I, Ag = [A;ﬁl,ﬁg] X = A+t1ﬁ1 +t2’fb2,

nadrovina, A,_1 = [A; Uy, o, ..., Up-1]: X = A+ Zf‘:—ll tit;,

afinni prostor, A, = [A;ty, U, ..., Uy]: X = A+ X1 tid;.

PRIKLAD 12.2. Primka p = [A; 4] je ddna bodem A =[1,2,3] a smérovym vekto-
rem i = (=2,5,11). Napiste parametrické vyjadreni primky p.

Reseni: X =[1,2,3] +t(-2,5,11); te R.

Rozepsanim rovnice X = [1,2,3] + #(-2,5,11), kde X = [z1, 29, 23], po slozkéich
dostaneme parametricke rovnice primky

Tl = 1—2t,
Ty =2+ 5t, (148)
13=3+11t; te R.

12.2 Parametrické rovnice podprostoru

Rozepsanim parametrické rovnice (téz parametrického vyjddreni) rovnice podpro-
storu Ay pro jednotlivé souradnice (vzhledem k urcité soustavé souradnic @) do-
staneme parametrickeé rovnice podprostoru. Pocet téchto rovnic odpovida dimenzi n
afinniho bodového prostoru A,,, pocet parametri v nich potom odpovida dimenzi
k podprostoru Ay (viz priklad [2.2, kde tfi rovnice odpovidaji dimenzi prostoru,
v némz je uloha zadana, zatimco jeden parametr koresponduje s dimenzi uvazova-
ného podprostoru, tj. primky).

Uvazujme pro ilustraci jesté rovinu p jako podprostor p = [A; @, ¥] afinniho bodového
prostoru As. Jeji parametrickd rovnice je

p: X =A+t1td+1t0; t1,ts€R.

Pro souradnice X = [x1, 29, 23], A = [a1, a2, a3], 7 = (u1,us2,u3),? = (v1,v9,v3) vzhle-
dem k soustavé souradnic ¢ ji prepiseme do tvaru

P [x1,$2,$3] = [a17a27a3] +t1(’U,1,’U,2,’U,3) +t2(U1,U2,U3); t17t2 € R?
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z kterého po rozepsani pro jednotlivé souradnice dostaneme soustavu parametrickych
roUNiC TOVINY

p:i X1 =a1+tiug +toug
To = a9 + 11Uy + Loy (149)
T3 =a3+1tius+ t2?)3; tl,tQ € R.

Stejné jako primku a rovinu popiSeme parametrickymi rovnicemi kazdy podprostor
Ay afinniho bodového prostoru A,,.

Véta 24 (Parametrické rovnice podprostoru). Necht je v afinnim prostoru A,, ddna
soustava soutadnic p. Potom muzeme podprostor Ay; Ay = [A;tq, 1o, ..., U], pro-
storu A, urcit parametrickymi rovnicems

r1=a1+ u11t1 + UQltg + ...+ ukltk

To = A9 + Upaly + Uoalo + ... + Upaly (150)

Ty = Qp + Uipt1 + Usplo + ..o + Uppls

zkracené .
szaj+2uijti; j=1,2,...,n,

i=1

kde A = [al,ag, ...,an], ﬁl = (uil,uig, ...,um), 1= 1,2, ,]ﬂ

PRIKLAD 12.3. Zjistéte, zda body A, = [0,0,-3], Ay = [1,1,3], leZi v roviné
[A;4,0], kde A=[1,1,-4], i =(-1,-1,1), 9=(1,3,1).

PRIKLAD 12.4. Urcete dimenzi afinniho bodového prostoru A, a jeho podprostoru
A daného rovnici:

a) X =[4,-4,2,1,1]+t(2,-8,3,-5,1),

b) X =[1,0,2,2]+r(1,-1,0,0) +s(1,2,0,-1).

PRIKLAD 12.5. Zjistéte, jaké bodové podprostory jsou urcené parametrickymi

rovnicems
a) x1 = r+s, a) 1 = bh-r+s+t,
To = 1-s, To = T,
r3 = —5+2r, r3 = S,
ry = 2-r+4s, rqe = 2+4s-t.
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12.3 Kanonicky tvar rovnice piimky

Skutecnost, ze parametrické rovnice primky obsahuji jenom jeden parametr, dovoluje
modifikovat tuto soustavu rovnic do podoby, v niz je parametr vyloucen. Uvazujme
primku p € A,, danou parametrickymi rovnicemi

p: x=a+tuy,
Y = ag + tug, (151)

z=a3+tus; teR.

Potom plati

U U2 %

a primku p tak mizeme zadat rovnici ve tvaru

T —aq Yy —as Z —as

Y

Uy U2 us3
kterému rikame kanonicky tvar rovnice primky.

Poznamka. Pokud je u; = 0, ponechdme pro prislusnou souradnici x; zvlastni rov-
nici. Napriklad prop: x =3,y =1 -1,z = 4t; t € R vypada kanonicky tvar rovnice
primky takto

Yy—az z—4ag
p: x=3, = .

U2 u3
PRIKLAD 12.6. Napiste parametrické vyjidieni a kanonicky tvar rovnice primky,
ktera je dana bodem A a smérovym vektorem ii.

a) A=[3,1,-4], @ = (2,7,5),
b) A=[2,5,1], @ = (1,2,0).

12.4 Urceni afinniho podprostoru

Ze zkusenosti vime, ze primka je urcena dvéma riznymi body a rovina je urcena
tremi body, které nelezi v primce. Otazkou je, kolik a jakych bodt potrebujeme
k urceni afinniho bodového podprostoru dimenze k. Odpovéd je skryta ve vztahu
(I47). Potrebujeme tolik bodt podprostoru Ay, aby jimi bylo urceno k linearné
nezavislych vektoru l;l, 52, e by, baze jeho vektorového zaméreni V. Bodi tedy musi
byt k+1 a musi byt usporadany tak, aby £ jimi urcenych vektort bylo nezavislych.
Pro takovéto body zavedeme pojem linearne nezdavisle body.

Definice 31 (Linearné nezavislé body). Body Ay, A1, As, ..., Ay z prostoru A, na-
zgvame linedrné nezavislé (zdvislé), jsou-li jimi urcené vektory A;—Ap, i =1,2,..., k,
linedrné nezdvislé (zavislé).
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Véta 25 (O urceni afinniho bodového podprostoru). Afinni bodovy podprostor Ay
prostoru A, je jednoznacné urcen k + 1 linearne nezavislyma body, které mu nalezi.

Dikaz. Zéapis Ay = [Ag, A1 — Ag, Ay — Ay, ..., A — Ag] je ekvivalentni vztahu (I47).
]

Disledky vety
— Primka je urcena dvéma nezavislymi body, tj. dvéma rtznymi body.
— Rovina je urcena tremi nezavislymi body, tj. tfemi body, které nelezi v primce.

— Nadrovina je urcena n nezavislymi body.

Poznamka. Body lezici na jedné spolecné primce nazyvame kolinearni body. Body
lezici v jedné roviné pak komplanarni body. Vice nez dva kolinearni body jsou
linearne zavislé, stejné jako vice nez tti komplanarni body.

Ziskané poznatky o souvislosti linearné nezavislych bodt a vektort nam dovoluji
zapsat parametrickou rovnici podprostoru A, ktery je dan k+1 linedrné nezavislymi
body, primo uzitim téchto bodt, jak ukazuje nasledujici priklad.

PRIKLAD 12.7. Napiste parametrickou rovnici roviny p = (A,B,C), kde A =
[1,0,1], B=[3,4,2] a C = [5,1,0].

Reseni: Parametricka rovnice dané roviny je
p: X=A+t(B-A)+t(C - A); t1,t2 € R.
Jednotlivé parametrickeé rovnice potom dostaneme rozepsanim po slozkach

p: x=ay+t1(by —ay) +ta(cy —ay),
Y =a9 +t1(b2 —ag) +t2(62 —ag),
Z =03 +t1(b3 —a3) +t2(63 —ag); tl,tQ € R.

Odtud po dosazeni souradnic dostaneme konkrétni parametrické rovnice dané roviny

P $=1+2t1+4t2,
y=4t1+t2,
Z=1+t1—t2; tl,tQER.

Vice viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budéjovice, Jihoceskd univerzita
v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf, str. 26
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Disledky resent prikladu [12.7

Z teseni prikladu I2.7 vyplyva, jak si mizeme urychlit zapis parametrickych rovnic
specialnich podprostori, které jsou dany k£ + 1 body:

— Primka: X =A+t(B-A); teR
— Rovina: X =A+t;(B-A)+t,(C-A); t1,tr e R

— Nadrovina: X = AO + tl(Al - Ao) +t2(A2 - Ao) + - +tn_1(An_1 - A());
tl,tg,...,tn_l eR

PRIKLAD 12.8. V Ay jsou ddny body K = [1,0,1,2], L = [4,2,3,1], M = [-1,3,0,1],
N =[2,1,1,5]. Rozhodnéte, zda urcuji podprostor As cc Ay. Pokud ano, napiste jeho
parametricke vyjadreni.

PRIKLAD 12.9. Rovina je urcena body A = [2,1,0], B = [2,4,1] a smérem vektoru
i =(1,1,3). Napiste jeji parametrické rovnice.
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12.5 Cviceni: Parametrické rovnice afinniho bodového pod-

prostoru
1: Zjistéte, zda body A; = [2,1,-1], A = [3,3,1], A3 = [2,1,-5], Ay = [5,4,-1],
As = [5,7,4] lezi na primce [A; 4], kde A = [3 ,—2] au=(1,2,3).
2: Zjistéte, zda body A; = [0,0,-3], A2 = [1,1,3], A3 = [3,1,-5], Ay = [1,2,-3],

As =[-1,-2,-3], A4g = [1,3,1] lemvrovm [A; 4 ], kde A=[1,1,-4], 4 =(-1,-1,1)
av=(1,31).

3: Napiste parametrické rovnice a kanonicky tvar rovnice primky [ K;m], je-li:
a) K =[1,-2], m (5 9),
b) K =[2,5,-3], m =(-4,0,1),
c) K=[1,0,-1,0,2], m =(4,3,1,2,1).
4: NapisSte parametrické rovnice roviny p, ktera je dana témito adaji:
a) p=[K,L,M]; K=1[2,0,1], L=[-1,2,3], M =[3,1,-5],
b) p=[A;u,9]; A=[1,0,2,3], u=(1,1,-1, 0) v =(4,0,3,2),
Q) p=[P.Q @) P=[7.-8,3], Q=[4,5,1], @ =(2,3,4).

5: NapiSte parametrické rovnice primky p, ktera prochazi danym bodem P = [4,5, —6]
a je rovnobézna s primkou g:x=2+r, y=-4+2r, z=9-5r; reR.

6: NapiSte parametrické rovnice primky p, kterd prochdzi danym bodem B = [1,2]
a je kolmé na pfimku ¢ = [M,N]; M =[0,1], N =[4,3].

7: Napiste parametrické rovnice roviny p prochéazejici bodem @ = [5,10,12] rovno-
bézné s rovinou o danou rovnicemi:

r = 1-4s+t,
= —3+s5-2t,
z = 3s+5t; s, teR.

8: Napiste parametrické rovnice usecky AB, je-li:

a) A=[-2,5], B=[15,9],

b) A=1[2,5,-3], B=[0,4,1].
9: Urcete parametrické vyjadreni roviny, kterd prochazi primkou z =2-3t, y = 7+1,
z=-1+2t a je rovnobézna s primkouz=3-r, y=2+4r, z=1-r.
10: Parametrickymi rovnicemi vyjadrete polorovinu ur¢enou bodem A =[3,2,1] a
primkou x =1+1¢, y=2-3t, z =3 +4t.

11: Rozhodnéte o poloze bodu M = [3,3] vzhledem k trojahelniku ABC), je-li A =
[0,0], B =[10,2], C = [6,12].
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13 Obecna (neparametrickd) rovnice nadroviny

Nadrovinou v afinnim bodovém prostoru A,, rozumime jeho podprostor dimenze
n —1. V afinnim bodovém prostoru As tak roli nadroviny hraje primka, zatimco
v afinnim bodovém prostoru As je nadrovinou rovina.

Ze stredoskolské matematiky jiz vime, ze primku v Ay a rovinu v As lze popsat
jednou algebraickou rovnici, které rikdme obecnd rovnice. Napriklad primka p cc A,,

p:5x—7y+33=0 -5 X (5,-7)

n=
\
A

Obrazek 59: Obecna rovnice primky p: bx =Ty +33 =0

kterd je ddna body A =[-1,4], B = [6,9], m& obecnou rovnici p : 5x — Ty + 33 = 0,
viz Obr. B9 Rovina p €€ As, uréend body A = [1,1,0],B = [2,-1,3],C = [0, 1, 2],
ma obecnou rovnici p: 4x + 5y + 2z -9 =0, viz Obr. [60

/

L—__\_—_“_‘—I

Obrazek 60: Obecna rovnice roviny p: 4x +5y+22-9=0
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Skutecnost, ze primku v A, a rovinu v As lze popsat jedinou rovnici mizeme
zobecnit na pripad nadroviny v afinnim bodovém prostoru A,. Vyuzijeme k tomu
své zkusenosti ziskané resenim soustav linedrnich rovnic.

Predevsim vime, ze mnozina vSech Teseni soustavy m linearnich rovnic o n ne-
znamych

a11xr1 + a9 + ... +A1pTy = bl
911+ a99xo + ... + AopnTy = bg

Am1T1 + QX + ... + Gy = by

je podprostor afinniho bodového prostoru A,, jehoz dimenze je k = n —h, kde h =
h(A) = h(A*) (A je matice soustavy, A* je rozsitend matice soustavy). Pfedstavme si,
ze mame ,soustavu® jediné nehomogenni rovnice o n neznamych (pritom koeficient
u alespon jedné z nich je rizny od nuly). Potom bodovy prostor jejiho feseni méa
dimenzi k = n - 1, protoze pro takovouto rovnici je urcité h = h(A) = h(A*) = 1,
Kazdou linearni algebraickou rovnici o n neznamych x1, o, ..., z, ve tvaru

11 + Qg+ + AT, + ag = 0, (152)

kde a; # 0 pro aspon jedno i =1,2,...n, je tak urCena nadrovina v prostoru A,.

Naopak, kazdy afinni bodovy podprostor A, cc A, lze dle véty na str. [[37
popsat soustavou n parametrickych rovnic (I50) s k£ parametry. V pfipadé nadroviny
se tedy jednd o n parametrickych rovnic s n — 1 parametry. Pokud z jedné z n
parametrickych rovnic vyjadiime parametr, feknéme tieba t;, a ziskanym vyrazem
ho nahradime ve zbyvajicich rovnicich, prijdeme sice o jednu rovnici, ale také se
o jeden zmensi pocet parametri. Rikdme, Ze jsme parametr ¢, eliminovali. Pokud
se rozhodneme takto eliminovat vsechny zbyvajici parametry, je ziejmé, ze na konci
procesu eliminace nam ztstane jedind rovnice ve tvaru (I52)), bez parametru, pouze
s neznamymi xq, Xo, ..., Ty.

Tak jsme ukazali, ze kazdé nadroviné A, ; afinniho bodového prostoru A, je
jednoznac¢né prifazena rovnice ve tvaru (I52)), kterou nazyvame obecnou (téz nepa-
rametrickou) rovnici nadroviny.

V nasledujicich pasazich této kapitoly se budeme vénovat metodam vypoctu
obecné rovnice primky v afinnim bodovém prostoru A, a roviny v prostoru As.
V zavéru pak ziskané poznatky vyuzijeme k zobecnéni do prostoru A,,.

13.1 Obecna rovnice primky v A,

Na konkrétnim prikladu si ukazeme nasledujici ctyri metody vypoctu obecné rovnice
primky v As:
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i. Eliminace parametru z parametrickych rovnic primky.
Z jedné z rovnic

p:x=a+tuy,

y=as+tus;teR
vyjadrime ¢ a dosadime do té zbyvajici. Dostaneme rovnici
UsT — U Y — Usay + Utas = 0, (153)

ktera je obecnou rovnici primky p (je ve tvaru rovnice azx + by + ¢ = 0, kde a =
ug,b = —uy, c = —ugay +ujaz). Vsimnéte si, ze koeficienty u = a y jsou souradnice
(u9,—uy) vektoru, ktery je kolmy ke smérovému vektoru 4 = (uy,us) primky p,
rikdme mu normdlovy vektor, znac¢ime ho 71 (smérovy a normalovy vektor primky

viz Obr. B0).

ii. Dosazeni souradnic danych boda do obecné rovnice.
Je-li primka p dana dvéma svymi body A = [ay,as], B = [b1, b2], dosadime jejich
souradnice do obecné rovnice az + by + ¢ = 0 a vypocitame koeficienty a, b, ¢ (ty
jsou ovSem urceny az na nasobek nenulovym realnym cislem, protoze rovnice
ar +by+c=0 a kazx + kby + kc =0, kde k € R - {0}, popisuji stejnou primku).

iii. Vyuziti linearni zavislosti vektortt nebo nulového obsahu jimi urce-
ného rovnobézniku.
Z Obr. je patrné, ze pravé jenom pro body X primky p, kterd je urcena
dvéma body A, B, plati, ze vektory B — A a X — A jsou linearné zavislé. Potom

p 61y

2

Obréazek 61: Obecna rovnice primky; vektory B — A a X — A jsou linearné zavislé

ale matice, jejimiz radky jsou tyto vektory, je singularni, tj. jeji determinant je
roven nule
T-ay y-ap

b —a b | (154)

Upravou (I54) dostaneme obecnou rovnici ptimky p ve tvaru
(b2 - GQ).Z - (bl - al)y - (b2 - ag)al + (bl - al)ag =0. (155)
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Ke stejnému vysledku se dostaneme tivahou zalozenou na vztahu pro vypocet
obsahu rovnobézniku uréeného dvéma vektory (viz (I36) na str. I19). Je ziejmé,
ze rovnobéznik urceny vektory B - A a X — A méa obsah

r—ap Y—a
bi—a; by—as

S, =

rovny 0 pravé tehdy, kdyz bod X lezi na primce p urcené body A, B. Tak se
opét dostavame ke vztahu (I54).

iv. Vyuziti normalového vektoru.

Ze vztahtu ([I53) a (I5H) je patrné, Ze koeficienty a,b v obecné rovnici primky
p: ax+by+c =0 jsou souradnicemi vektoru kolmého ke sméru primky p, tj. nor-
malovéeho vektoru této primky. Souradnice normalového vektoru primky snadno
ziskame ze souradnic jejiho smérového vektoru uplatnénim pozadavku kolmosti
téchto dvou vektori, tj. pozadavku splnéni rovnosti 4-7 = 0, (prohozenim a zmé-
nou znameénka u jedné z nich, vztah mezi smérovym a normalovym vektorem
primky viz Obr. BY). Takto ziskané koeficienty a,b dosadime spolu se soufadni-
cemi z,y jednoho z danych bodt primky do rovnice ax + by +c = 0 a dopocitame
hodnotu c.

PRIKLAD 13.1. Urcete obecnou rovnici piimky p = [A, B]; A=[-5,3], B = [2,4].
Reseni:
ad i. Vypocitame smérovy vektor primky 4 = B — A = (7,1), napiSeme jeji paramet-

rické rovnice

prx=-5+7Tt
y=3+t; teR

a eliminaci (vylouCenim) parametru ¢ ziskame jeji obecnou (neparametrickou) rovnici
p:ax—Ty+26=0.

ad 11. Do rovnice ax + by + ¢ = 0 dosadime souradnice bodi A, B a resime prislusnou
soustavu rovnice

-ba+3b+c=0,
2a+4b+c=0

s nezndmymi a, b, c. Vyjde ndm a = %c, b= —2—760, kde c € R. Protoze nam jde o jedno
konkrétni reSeni, které bude vypadat ,hezky®, volime ¢ = 26 a dostavame sadu
koeficienti @ = 1,b = =7, ¢ = 26 pro obecnou rovnici dané primky

p:ax—Ty+26=0.
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ad 111. Do vztahu (I54) dosadime soufadnice bodu A, B

r+d y-3
7 1

=0

r+d y-3
2-(-5) 4-3

a spocitame determinant na levé strané. Dostaneme obecnou rovnici dané primky
p:x—Ty+26=0.

ad . Vypocitame smérovy vektor primky @ = B — A = (7,1) a urCime souradnice
normélového vektoru 7 = (nq,n9) tak, aby byla splnéna podminka kolmosti

u-n= (7,1)'(711,?12) =7TL1+1TL2=0.

Nejjednodussi je zvolit 71 = (n1,n9) = (ug, —uq) = (1,-7). Nyni zndme podobu prvnich
dvou c¢lent obecné rovnice primky p: z — 7y + ¢ = 0. Kdyz do ni dosadime souradnic
bodu A = [-5,3] (stejné tak muzeme dosadit souradnice B), dostaneme rovnici
-5-T7-3+c=-26+c =0, ze které vypocitame c = 26. Opét dostaneme obecnou
rovnici dané primky ve tvaru

p:ax—Ty+26=0.

13.2 Obecna rovnice roviny v Aj

Pro vypocet obecné rovnice roviny v As si popiSeme Ctyri metody, které jsou analo-
gické s vyse uvedenymi metodami vypoctu obecné rovnice primky v As:

i. Eliminace parametru z parametrickych rovnic roviny.
Z jedné z rovnic

p:x=ay+suy+tuy,
Y = ag + Sug + tva,

z=ag+sug+tus,; s,teR

vyjadrime ¢t a dosadime do téch zbyvajicich. To samé potom provedeme s para-
metrem s. Dostaneme rovnici

ar +by+cz+d=0, (156)

kde (po pripadném vydéleni celé rovnice spole¢nym délitelem jejich koeficientit)
a = UgV3 — UzVa, b = uzvy —uv3, € = UV — vy, d = —(ugv3 — uzve)ay — (uzvy —
u1v3)as — (u1ve — usvy)as. Jedna se o obecnou rovnici roviny p. VSimnéte si, ze
koeficienty u x, y a 2z jsou souradnicemi vektorového soucinu @ x v, kde 4 =
(u1,u9,u3) a U = (v1,v2,v3), tj. vektoru, ktery je kolmy k roviné p (presnéji k
vektortim zaméieni roviny p.) Rikdme mu normdlovy vektor roviny a znac¢ime
ho 7 (normalovy vektor roviny viz Obr. [60).
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ii. Dosazeni souradnic danych boda do obecné rovnice.
Je-li rovina p dana tfemi svymi (linedrné nezavislymi) body A = [a1, as,a3], B =
[b1,b2,b3], C = [c1, 2, c3], dosadime jejich souradnice do obecné rovnice ax + by +
cz+d =0 a vypocitame koeficienty a, b, ¢,d (ty jsou ovSem urCeny az na nasobek
nenulovym redlnym c¢islem, protoze rovnice ax+by+cz+d =0 a kax +kby + kcz +
kd =0, kde k € R— {0}, popisuji stejnou rovinu).

iii. Vyuziti linearni zavislosti vektortt nebo nulového objemu jimi urce-
ného rovnobéznosténu.
Z Obr. [62] je patrné, ze pravé jenom pro body X roviny p, ktera je urcena tremi
linedrné nezavislymi body A, B, C, plati, ze vektory B-A,C' - A a X — A jsou
linearné zavislé. Potom ale matice, jejimiz radky jsou tyto vektory, je singularni,

Obrazek 62: Obecna rovnice roviny; vektory B—A,C' — A a X - A jsou linearné zavislé

tj. jeji determinant je roven nule,

r—ay Y—as =2Z-—as
bl —aq b2 — a9 bg —as | = 0. (157)
Ci— a1 Cr—ap Cz—das

Upravou (I57) dostaneme obecnou rovnici roviny p ve tvaru (I56), se stejnym
vyznamem koeficientu a,b, c,d, pokud it = B-A av=C-A.

Ke stejnému vysledku se dostaneme tivahou zalozenou na vztahu pro vypocet
objemu rovnobéznosténu urceného tfemi vektory (viz (I37) na str. [19). Je
ziejmé, ze rovnobéznostén urceny vektory B— A, C - A a X — A ma objem

r—ay Yy-—ay =zZ—das
V= bl—al b2—a2 b3—a3
€1—ap C2—az2 C3—0as
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rovny 0 praveé tehdy, kdyz bod X lezi v roviné p urcené body A, B,C. Tak se
opét dostavame ke vztahu (I57).

iv. Vyuziti normalového vektoru.

Ze vztahi (I56) a (I57) je patrné, ze koeficienty a, b, ¢ v obecné rovnici roviny
p: ax +by+cz+d =0 jsou souradnicemi vektoru kolmého k roviné (presnéji
k vektortim jejiho zaméteni), tj. normdlového vektoru této roviny. Dokonce jde,
po vydéleni pripadnym spolecnym délitelem, o souradnice vektorového soucinu
uxv, kde i = B—A a v = (C-A jsou vektory generujici vektorové zaméreni roviny.
Soutradnice normalového vektoru roviny tak snadno ziskdme vypoctem tohoto
vektorového soucinu (vztah mezi it = B- A a ¥ = C'—= A a normalovym vektorem
7 =1 x U roviny viz Obr. [60]). Takto ziskané koeficienty a, b, ¢ dosadime spolu se
souradnicemi x, y, z jednoho z danych bodt roviny do rovnice ax +by+cz+d =0
a dopocitame hodnotu d.

PRIKLAD 13.2. Urcete neparametrickou (obecnou) rovnici roviny urcené body
A=11,0,3], B=[2,4,-1], C =[0,3,8].

Reseni:
r—ay Y-—as 2Z-—das r—-1 vy z2-3
bl—al bg—ag b3—a3 = 1 4 -4 =32$—y+72—53=0
c1—ay Cy—ay C3—das -1 3 5

PRIKLAD 13.3. Napiste obecnou rovnici roviny urcené bodem A = [2,1,-2] a
smery vektorid i = (3,2,4), v = (3,5,2).

Reseni:
r—a; Yy—ay Z-—das r—-2 y-1 z+2

U1 U9 us =1 3 2 4 |=-16x+6y+92+44=0
U1 U2 U3 3 5 2

PRIKLAD 13.4. Napiste obecnou rovnici roviny urcené tremi body A =[1,1,-1],
B=13,2,0], C'=[4,4,-3].

Reseni v programu wrMazima:
(%i1) A:[1,1,-1]1% B:[3,2,0]% C:[4,4,-3]% X:[x,y,z]$
(%15) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

r—1 y-1 z+1
(%05) 2 1 1
3 3 -2
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(%16) expand(determinant(M))=0;

(%06) 3z+T7y-5x+1=0

PRIKLAD 13.5. Urcete parametrické rovnice roviny
p:2x—-y+32-1=0.

Reseni: Resime jako ,soustavu“ jedné rovnice o trech nezndmych. Dvé z nich na-
hradime readlnymi parametry, jako vhodné se jevi x a z, a zbyvajici neznamou, tj. v,
z rovnice vyjadrime. Dostaneme parametrické rovnice

p+T=T,
y=-1+2r+3s,
z2=58;, 1r,5€R.
Reseni v programu wrMazima:
(%i1) 1r:2xx-y+3*%z-1=0;
(%01) 3z-y+2x-1=0
(%i2) solve(r,[y,z,x]);
(%02) [[y=3%r2+2%r1-1,2z=%r2,2 =%r1]]

13.3 Obecna rovnice nadroviny v A,

Vztahy (I54) a (I57), v nichz je k zapisu obecné (neparametrické) rovnice primky
v Ay a roviny v Az pouzit determinant, ndm dovoluji pojem obecné (téz neparame-
trické) rovnice zobecnit na nadrovinu v afinnim bodovém prostoru A,,. Protoze nim
v prostorech vyssi dimenze jiz nevystaci geometricka predstava, odvodime vztah li-
nearni zavislosti prislusnych vektort rovnou z definice tohoto pojmu, jak ukazuje
nésledujici priklad (ktery je situovan do prostoru dimenze 3).

Uvazujme nadrovinu prostoru As (tj. rovinu), ktera je urCena t¥emi nezavislymi
body A, B, C; A =[ai,as,a3], B =[b1,by,b3], C =[c1,c9,c3]. Vyjadiime ji vektorové

parametrickou rovnici
X=A+t;1(B-A)+t(C - A).
Po jejim prepsani do tvaru
to(X —A)+t1(B-A) +t,(C - A) =3,

kde to =1 # 0, je ztejmé, ze vektory X — A, B— A a C — A jsou linearné zavislé. 7
toho plyne tvrzeni nasledujici véty.
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Véta 26 (Obecnd rovnice nadroviny 1). JestliZe je nadrovina A,_1 uréena n line-
arné nezavislym: body Ag, A1, ..., A,_1, které maji v afinnim bodovém prostoru A,
soutadnice A; = [a;1, @y ...y ain], 1=0,1,...;n =1, je pro kazdy bod X = [x1, 29, ...,2,]
teto nadroviny splnéna rovnice

T Ty oz, 1
apy  agy v app 1

. . ! =0, (158)
Up-11 Qp-12 *°° An-1n 1

kterou nazyvime obecna (neparametrickd) rovnice nadroviny.

Dikaz. Myslenka diikazu je ilustrovana prikladem nadroviny v Az, ktery je uveden
pred veétou. Jediné, co je treba jesté dokazat je, ze rovnice

T Ty - X, 1
apy  apy v app 1
) ) ) =0
Up-11 An-1,2 *°° Ap-1n 1
je ekvivalentni s rovnici
I —ap1 T2 — ap2 Lpn — Aop
ail —aopl a2 —ap2 - Aip —Aon | _ 0
ap-11—0ap1 Ap-1,2 = @02 **° Ap-1,n — Qon

S touto ekvivalenci jsme se vSak jiz setkali (viz str.[[19) a vime, Ze se snadno dokaze
uzitim véty o rozvoji determinantu. ]

[ v prostoru A, plati, ze po vypoctu determinantu dostaneme obecnou rovnici v al-
gebraickém tvaru, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 27 (Obecnda rovnice nadroviny II). Kazdy bod X = [x1,z9,...,x,] nadroviny
A,-1 ainniho bodového prostoru A, spliuje svgmi soutadnicemi obecnou (nepara-
metrickou) rovnici

C1T1 + CoTg + ...+ Cpxy + o =0, (159)

kterou muzZeme zkracene zapsat ve tvaru
n
Z Cix; +Cy = O, (160)
i=1

kde cq,co,...,cp,co jsou po radé algebraicke doplnky prvkid xq,xo,...,2x,, 1 pruniho
radku determinantu ([I58) z véty (26,

Dusledky vét 26],
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— Kazda rovnice ve tvaru Y, ¢;z; + ¢o = 0 je rovnici nadroviny A,,_;, pokud je
alespon jedno ¢; # 0.

— V prostoru A, je nadrovinou primka. Necht p = AB; A = [ay,as], B = [by, bs].
Potom
r y 1
p:lag as 11=0 < axr+by+c=0.
by by 1

— V prostoru As je nadrovinou rovina. Necht p = (ABC'); A = [a1,az,a3], B =
[bl, bQ, bg], C = [Cl, Co, Cg]. Potom

x Yy =z
Clar a2 as
P> by by by
1 C2 C3

=0 < ar+by+cz+d=0.

—_ = =

Obecnd rovnice nadroviny A, je uréena az na nenulovy nasobek. Je-li Y.\ | ¢;x; + ¢ =
0 rovnici nadroviny, pak také rovnice k (X) c;z; +co) = 0 je obecnou rovnici této
nadroviny ve stejné soustave souradnic, jestlize k # 0 je libovolné realné ¢islo.

13.4 Usekovy tvar rovnice piimky

Uvazujme primku p v roviné FEs, kterd protina souradnicové osy x,y soustavy zde
zavedené postupné v bodech A[k,0] a B[0,l], viz Obr. 63l Nabizi se otézka, zda
nam znalost souradnic k a [, tj. vlastné tsekt1, v nichz primka protina souradnicové

osy, néjak pomize. Odvodme proto obecnou rovnici primky p za predpokladu, ze
hodnoty k a [ zndme. Dle (I54) plati

vk % = 0. (161)

-k

Po vypoctu determinantu dostavame postupneé
xl-kl+ky=0, (162)
xl+ ky = kl. (163)

Po vydéleni obou stran rovnice ([I63)) vyrazem kl pak dospé&jeme k hledanému tvaru,

ktery obsahuje pouze z,y,k a [ a je dostatecné jednoduchy

—+==1. 164
2t (164)

Rikdme mu dsekovy tvar rovnice primky, kde k a [ jsou ,useky“ (mohou byt kladné
i zaporné, vime, ze se vlastné jednd o prislusné souradnice priseciki primky se
souradnicovymi osami), které primka vytind v daném poradi na ose x a v.
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BIO, I]

Alk, 0]

Obrazek 63: Primka p protina souradnicové osy = a y postupné v bodech A, B.

Dynamické verze Obr. [63] viz https://www.geogebra.org/m/mnmgskms3.

Analogicky usekovému tvaru rovnice primky v roviné miizeme zavést usekovy tvar
rovnice roviny v trojrozmeéerneém prostoru. Uvazujme rovinu p, kterd protina sourad-
nicové osy x,y, z postupné v daném poradi v bodech A[k,0,0], B[0,l,0],C[0,0,m].
Potom rovnici této roviny miizeme psat ve tvaru

x Yy oz
TV E 165
1T m (165)

PRIKLAD 13.6. Samostatné odvodte rovnici (I63) analogicky s odvozenim (I64).
PRIKLAD 13.7. Jak se na tvaru rovnic ([64), (IGH) projevi rovnobéznost primky,

resp. roviny, s nékterou ze souradnicoviych os?
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14 Svazky a trsy nadrovin

14.1 Svazky rovin v Aj

PRIKLAD 14.1. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p, o
a)p: 2e+3y—2+1=0, 0: z+y+22-3=0,
b)p: 20+3y—-2+1=0, 0: 4o +6y-22+5=0,

b ¥ ;

a) Svazek rovin 1. druhu ) Svazek rovin 2. druhu

Obrazek 64: Svazky rovin v As

Definice 32 (Svazek rovin). Mnozinu vSech rovin z As, jejichZ prinikem je primka
(t7. afinni bodovy podprostor dimenze 1) nazveme svazkem rovin prvého druhu.
Mnozinu vsech navzajem rovnobéznych rovin nazveme svazkem rovin druhého
druhu (osnovou rovin).

I ~—~

I

I

I

1

I

I

I

J
\

Mc

Svazek rovin 2. druhu
(osnova rovin)

osa svazku

Svazek rovin 1. druhu

Je ziejmé, ze svazek rovin je urcen dvojici rovin (viz Obr. [64)). Otazkou je, jak
vypadaji rovnice dalSich rovin nalezejicich témto svazkim. Jak souviseji s rovnicemi
danych ,,urcujicich® rovin

pr ax+biy+ciz+di =0, 01 asx +boy+coz+dy =07
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ResSenim je rovnice ve tvaru linearni kombinace obecnych rovnic rovin ,,urcujicich®
svazek
7: AM(arx+ by + 1z +dy) + Ao(asx + boy + coz + dy) = 0.

V pripadé rovin uvedenych v prikladu [I4.1] a zobrazenych na Obr. se jednd
o svazky s témito rovnicemi:

ad a) Svazek prvniho druhu uréeny rovinami p: 22+3y—-z+1=0, 0: z+y+22-3=0:
M2z +3y—z+1)+X(z+y+22-3)=0.

ad b) Svazek druhého druhu urceny rovinami p: 2x+3y-2+1=0, o : 4x+6y—22+5 =
0:
M2z +3y—z+1)+ X(dx+6y—22+5) =0.

Podle typu svazku se lisi pozadavky na hodnoty koeficientd A, A\s. Pro svazek rovin
1. druhu staci pozadovat, aby aspon jeden z téchto koeficienti byl rtizny od nuly
(tj. nesmi byt oba zaroven rovny nule). V pripadé svazku 2. druhu pozadujeme, aby
tyto koeficienty nebyly resenim soustavy Aja; + Asao = A\iby + Aobo = Ajcy + Aoco =
)\1d1 + )\ng =0.
Véta 28 (Rovnice svazku rovin 1. druhu). Jsou-li

L1=a1x+a2y+a3z+ao=0, L2=b1$+bgy+b3z+bo=0
rovnice ruznobéznych rovin v Az v tézZe soustave souradné, pak rovnice

)\1L1 + )\2L2 =0

je rovnict svazku rovin prvého druhu, jsou-lt A1, Ao libovolnad redlna cisla, z nichZ
aspon jedno je rizné od nuly.

Véta 29 (Rovnice svazku rovin 2. druhu). Jsou-li
L1=a1x+a2y+a32+a0:0, L2:b1x+b2y+b32+b0=0
rovnice rovnobéznych rovin v As v téZe soustaveé soutadné, pak rovnice
)\1L1 + )\QLQ =0

je rovnict svazku rovin druhého druhu, jsou-li A\, Ay libovolnd redlna cisla, kterd
nejsou resenim soustavy A\ja; + Aob; =0; 1 =1,2,3.
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PRIKLAD 14.2. Rovina je urcena bodem M = [2,-1,3] a prisecnici rovin o rov-
nicich 6x +2y —2z-3 =0, 3x +4y — 22 -2 =0. Napiste jeji rovnici.

PRIKLAD 14.3 (Svazek tii nadrovin). Rozhodnéte, zda roviny Ly, Lo, L3 ndlezi
temuz svazku:

a)ly: 20+3y—2+1=0, Lo: x+y+22-3=0, L3: x-2y+2+5=0.

b)L1: v-2y+52-1=0, Lg: -3x+6y—-152+5=0, L3: 2x-4y+102+9=0.

Poznamka. Uvazujme matice koeficientti

ap az a3 ao ap a2 as
Mi=| by by b3 by [, My=1 by by b3
1 C2 C3 ( C1 C2 C3

a jejich hodnosti oznacme takto
h(My) = H, h(Ms) = h.
Potom muzeme pomoci téchto hodnosti urcit druh svazku, ktery tvori uvazované
roviny:
i) jestlize H = h =2, potom se jednd o svazek rovin prvého druhu,

ii) jestlize H =2, h =1, potom se jedna o svazek rovin druhého druhu.

14.2 Svazky primek v A,

Analogicky svazktim rovin uvazujeme i svazky primek. Svazku primek prvniho druhu
(zkracené hovorime o svazku primek) odpovidd mnozina vSech primek, které maji
spolecny jeden bod (tzv. stfed svazku). Svazku primek druhého druhu (zkrécené
hovotfime o osnové primek) pak odpovidd mnozina vSech navzajem rovnobéznych
primek.
PRIKLAD 14.4. Rozhodnéte, zda primky a, b, ¢ patit do téhoZ svazku:

a: 2x+y+2=0, b: d5x-3y+27=0, c: x-6y+27=0.

Poznamka. K teseni prikladu 14.4 mtzeme vyuzit i determinant matice M.

PRIKLAD 14.5. Svazek piimek je urcen piimkamia: x+2y-5=0, b: 3x—2y+1=
0. Urcete rovnict primky svazku, ktera

a) prochdzi bodem A =[2,-1],

b) je rovnobéznd s primkou p: y—1=0.
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14.3 Trs rovin

K definici trsu rovin nas dovede hledani odpovédi na otazku: ,,co tvori roviny, které
nenalezi témuz svazku?“

o

Z |

anfny=A,; VenvVbnvVr=V,,

Trs rovin 1. druhu Trs rovin 2. druhu

Véta 30 (Vzajemnd poloha tiirovin). 17 roviny «, 5, v afinntho bodového prostoru
As, ktere nendlezi témuz svazku rovin prvého nebo druhého druhu, maji prave jednu
z techto vzajemnych poloh:

1) jejich prinikem je bod (tj. bodovy podprostor Ay),

2) prinik rovin je prazdny, pritom prinikem jejich zaméreni je vektorovy podprostor
Vi (tj. smer).

Definice 33 (Trs rovin). Mnozinu vSech rovin v As, jejichZ prinikem je bod, na-
zyvame trs rovin prvého druhu. MnoZinu vsech rovin, jejichZ zaméreni obsahuygi
spolecny podprostor Vi (tj. smeér) prostoru Vi, nazveme trs rovin druhého druhu.

Poznamka. V kazdém trsu 1. druhu existuje nekonec¢né mnoho svazkl rovin 1.
druhu a v kazdém trsu rovin 2. druhu existuje nekonecné mnoho svazkl rovin 2.
druhu i nekone¢né mnoho svazki 1. druhu.

Poznamka. Analogicky rovinam v A3 muzeme uvazovat i o trsech primek v prostoru
As. Ukaze se, ze trs primek prvého v Ay neexistuje. Trs primek druhého druhu je
pak tvoren vSemi primkami v roviné. Pro¢ to tak je, bude zrejmé z definice trsu
nadrovin v A,,.

Opét nas zajima, jak se da vyjadrit rovnice libovolné roviny nalezejici danému trsu
pomoci rovnic jeho ,urcujicich rovin®.

Véta 31 (Rovnice trsu 1. druhu). Necht prinikem rovin Ly, Ly, L3 je bod. Potom

rovnice
)\1L1 + )\2[/2 + )\3L3 =0
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ge rovnict trsu rovin prveho druhu, jsou-li A1, Ao, A3 libovolnd realna cisla, z nichZ
aspomn jedno je nenulove.

Véta 32 (Rovnice trsu 2. druhu). Necht prinik rovin Ly, Ly, L3 je prdzdny a pri-
nikem jejich zameéreni je vektorovy prostor dimenze 1. Potom

)\1L1 + )\2[/2 + >\3L3 =0

je rovnici trsu rovin druhého druhu, jsou-li A\, Ao, A3 redlna cisla, ktera nejsou
resenim soustavy A\ia; + Aab; + A\3c; =0; 1 =1,2,3.

14.4 Svazek nadrovin

Definice 34 (Svazek nadrovin). Mnozinu vsech nadrovin z A, jejichZ prinikem
je afinni bodovy podprostor dimenze n — 2, nazveme svazkem nadrovin prvého
druhu. Mnozinu vsech navzajem rovnobéznych nadrovin nazveme svazkem nadro-
vin druhého druhu (osnovou nadrovin).

Véta 33 (Rovnice svazku nadrovin 1. druhu). Jsou-li

L1=Z&i$i+&o=0, L2=Zbi3}i+bo=0
i=1 i=1

rovnice ruznobézniych nadrovin v A, v téZe soustavé soutadne, pak rovnice
)\1L1 + )\QLQ =0

je rovnict svazku nadrovin prveho druhu, jsou-li A1, Ao libovolna redlna cisla, z nichz
aspon jedno je rizné od nuly.

Véta 34 (Rovnice svazku nadrovin 2. druhu). Jsou-li

L1=Z&i$i+&o=0, L2=Zbi3}i+bo=0
i=1 i=1

rovnice rovnobéznych nadrovin v A, v téZe soustavé souradné, pak rovnice
)\1L1 + )\QLQ =0
je rovnict svazku nadrovin druhého druhu, jsou-li A1, As libovolna realna cisla, ktera

nejsou resenim soustavy A\a; + Aob; =0; i =1,2,....n.

157



14.5 Trs nadrovin

K definici trsu nadrovin nas dovede hledani odpovédi na otazku: ,,co tvori nadroviny,
které nendlezi témuz svazku?*

o

Z ;

anfny=Ans Veaveinvr=v,,

Trs (nad)rovin 1. druhu Trs (nad)rovin 2. druhu

Véta 35 (Vzajemna poloha t¥i nadrovin). 17 nadroviny «, (8, v afinniho bodového
prostoru A, které¢ nendlezi témuz svazku nadrovin prvého nebo druhého druhu, maji
prave jednu z téchto vzajemnych poloh:

1) jejich prinikem je bodovy podprostor A, _s,

2) prinik nadrovin je prazdny, pritom prinikem jejich zaméreni je vektorovy pod-
prostor V,_o.

Definice 35 (Trs nadrovin). MnoZinu vsech nadrovin v A, jejichZ prinikem je
afinni bodovy podprostor dimenze n — 3, nazyvame trs nadrovin prvého druhu.
Mnozinu vsech madrovin, jejichZ zaméreni obsahuje podprostor V,_o prostoru A,
nazveme trs nadrovin druhého druhu.

PRIKLAD 14.6 (Prinik t¥i nadrovin). Vymyslete, jak z hodnosti matic My, M
prislusejicich trem nadrovinam Ly, Lo, Ls pozname, zda tyto nadroviny ndleZeji
néjakému svazku nebo zda tvori trs, a potom jaky?

14.5.1 Rovnice trsu nadrovin

Véta 36 (Rovnice trsu 1. druhu). Necht prinikem nadrovin Ly, Lo, L3 je bodovy
podprostor dimenze n — 3. Pak rovnice

)\1L1 + )\2[/2 + >\3L3 =0

je rovnict trsu nadrovin prvého druhu, jsou-li A1, o, A3 libovolnd redalnd cisla, z
nichZ aspon jedno je nenulove.
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Véta 37 (Rovnice trsu 2. druhu). Necht prinik nadrovin Ly, Lo, L3 je prdzdny a
prunik jejich zamereni je vektorovy prostor dimenze n —2. Potom

)\1L1 + )\2[/2 + >\3L3 =0

ge rovnict trsu nadrovin druhého druhu, jsou-li A1, Ao, A3 realna cisla, kterda nejsou
resenim soustavy Aia; + Aob; + A\3c; =0; 1 =1,2,....n.

PRIKLAD 14.7 (Trs ¢tyf nadrovin). Vyslovte kritérium pro wrcéeni, zda ctyri
nadroviny Ly, Lo, L3, Ly nalezi témuz trsu nadrovin.

Poznamka. Uvazujme opét matice koeficientti

ar az - ap Qo ap az - ap
My=]0b; by - b, by |, My=1| by by - b,
€1 C2 = Cp C 1 C2 - G

a jejich hodnosti oznac¢me takto
h(My) =h, h(Ms) = h.

Potom miizeme pomoci téchto hodnosti urc¢it druh trsu, ktery tvori uvazované
nadroviny:
i) jestlize ' = h = 3, potom nadroviny vytvari trs prvého druhu,

ii) jestlize A’ = 3, h =2, potom nadroviny tvoii trs druhého druhu.
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15 Vzajemna poloha afinnich bodovych podprostort

PRIKLAD 15.1. Vysetiete vzdjemnou polohu piimek p = [A; 1], ¢ = [B; 7] :
Cl) A = [17273]7 ﬂ = (17_372)7 B = [07571]7 6 = (_2767_4)-
b) A= [17_374]7 U= (2727_1)7 B = [3707_1]7 U= (07173)-

a) p,q jsou totozné b) p,q jsou mimobézné

Obrazek 65: Vzajemna poloha piimek p = [A; 4], ¢ = [ B; 0]

ad a)

(%1i1) A:matrix([1],[2],[3]1)$ u:matrix([1],[-3]1,[2]1)%
B:matrix([0],[5],[1]1)$ v:matrix([-2],[6],[-41)%$

(%1i5) M:addcol(u,-v,B-A);
1 2 -1
(%05) -3 -6 3

\2 4 -2
(%1i6) triangularize(M);

1 2 -1
(%o06) [0 0 0
00 O
Primky p, g jsou totozné.

ad b)

(%i1) A:matrix([1],[-3],[4]1)$ u:matrix([2],[2],[-11)%$
B:matrix([3],[0],[-11)$ v:matrix([0],[1],[3]1)$

(%1i5) M:addcol(u,-v,B-A);
2 0 2
(%05) |2 -1 3

-1 -3 -5
(%16) triangularize(M);

2 0 2
(%o6) |0 -2 2
0 0 14

Primky p, ¢ jsou mimobézné.
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PRIKLAD 15.2. Urcete vzdjemnou polohu primky p = [A; 1] a roviny p = [ B; 0,
0= (3,-1,2).
(2,-1,-1).

a) A=[1,2,1]
b) A=[1,0,0]

(1,1,2), B=[2,1,-2], 5 = (0,2,-1),
(7,7,1), B=[0,1,3], 5 = (1,3,1), @&

7u:
7u:

"

\

a) p, p jsou riznobézné b) p, p jsou rovnobézné

Obrazek 66: Vzajemna poloha ptimky p = [A; 4] a roviny p = [B;9, W]

ad a)

(%i1) A:matrix([1],[2],[11)$ uw:matrix([1],[1],[2]1)$
B:matrix([2],[1],[-2])$ v:matrix([0],[2],[-11)$%
w:matrix([3],[-11,[21)$

(%16) M:addcol(u,-v,-w,B-A);
1 0 -3 1

(%06) 1 -2 1 -1
2 1 -2 -3

(%i7) triangularize(M);

1 0 -3 1
o) [0 2 4 -

0 0 -12 12
Piimka p a rovina p jsou riznobézné se spoleénym bodem @) = [-1,0,-3].
ad b)

(%i1) A:matrix([1],[0],[01)$ u:matrix([7],[7]1,[11)$
B:matrix([0],[1],[3])$ v:matrix([1],[3],[1]1)$
w:matrix([2],[-1],[-11)$

(%i6) M:addcol(u,-v,-w,B-A);
7T -1 -2 -1

(%06) |7 -3 1 1
1 -1 1 3

(%17) triangularize(M);

7 -1 -2 -1
(%o7) |0 -14 21 14
0 0 0 -32

Primka p a rovina p jsou rovnobézné.
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Definice 36 (Vzajemné polohy afinnich bodovych podprostort). Dva afinni bodové
podprostory Ay = [A; V], Ak = [A; Vi] afinniho bodového prostoru A, se nazyvaji:

a) rovnobézné, jestlize Vj, cC Vi, nebo Vi, cc V,, znacime Ayl Ay,
b) incidentni, jestlize A, <C Ay nebo Ay €S Ay,
c) riznobézné, jestlize A, N A # @ a zdroven Ayp, A nejsou incidentni,

d) mimobézné, jestlize Ay, A; nejsou ani rovnobézné, ani raznobézné.

15.1 Rovnobézné afinni bodové podprostory

Rovnobézné afinni bodové podprostory Ay, Ay znac¢ime
Ap|| A

Dva afinni bodové podprostory jsou rovnobézné, jestlize zaméreni jednoho z nich je
soucasti (podprostorem) zaméreni druhého z nich. Napiiklad dvé rovnobézné primky
maji spolec¢ny smérovy vektor, dvé rovnobézné roviny maji spolecné zaméreni a nebo
smeérovy vektor primky rovnobézné s rovinou patii do zameéreni této roviny.

U rovnobéznych podprostort Ay||Ax rozlisujeme, zda je jejich priinik préazdna ci
neprazdnd mnozina:

1) h=k
AhﬁAk=®: nebo Ah=AkZ /
TOTOZNE
2) h<k
L
AynAL=0: nebo AhEEAkig
E INCIDENTNI

Nasim cilem je formulovat obecny postup (algoritmus) urceni rovnobéznych pod-
prostori (viz véta B8). Pri identifikaci toho, zda maji dva rovnobézné podprostory

B-A¢V, B-AeV,
Obréazek 67: Ap|Ag jsou incidentni < B- A€V}

162



Ap = [A, V], Ag = [ B, Vi] prazdny ¢i neprazdny prunik, tj. pfi rozliSeni mezi nein-
cidentnimi a incidentnimi rovnobéznymi podprostory, hraje vyznamnou roli vektor
B - A. Z Obr. 61 je patrné, ze dva rovnobézné podprostory A, |Ax, kde h < k, jsou
incidentni praveé tehdy, kdyz B — A € V.

Poznamka. Maji-li incidentni podprostory stejnou dimenzi, nazyvame je totozné
nebo splyvajici podprostory.

Véta 38 (Rovnobéznost a incidence). Dva afinni bodové podprostory, dané para-
metricky rovnicems

h k
Ah2X=A+ZtifLi, Ak2Y=B+ZTj?7j, h<k,
i=1 j=1
jsou rovnobézné, privé kdyz vektory i; nalezi do podprostoru [V, Vs, ..., Uk], tj.
’EL,’ € [?71,?72,...,17k] , 1= 1,2,...,h.
Jsou incidentni, jestliZe soucasné do tohoto podprostoru patri © vektor B — A, .

B-Ace [51,172, ,ﬁk]

PRIKLAD 15.3. Vysetiete vzdjemnou polohu pfimky p a roviny p:

a) p: xy=1-t p: r1=2+1+3s
To=1+3t To=3+2r+s
T3 = -2, r3=1-7r-2s,
b) p:ax=1-t p: x1=3+1+3s
To=4+3t To=3+2r+s
r3 =—-3 —4t, T3 =-r—28.

PRIKLAD 15.4. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p: z+y+22z-7=0, o:
r+y+22-5=0.

V pripadé dvou rovin (obecné nadrovin) snadno rozhodneme o jejich rovnobéznosti,
pripadné totoznosti, porovnanim jejich obecnych (neparametrickych) rovnic:

/

a1r1 +agxo + ...+ apTy +ag =0

ai1xr1 +asxs + ... +apxy +ag =0

kayzy + kagr + .. + kaya, + by = 0 kaixq + kasxs + ... + kapx, + kag =0
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15.2 Spojeni podprostort

Dtlezitou roli v dal$im rozboru vzajemnych poloh afinnich bodovych podprostori
bude hrat pojem spojeni podprostori, ktery budeme pouzivat v souvislosti s vekto-
rovymi i bodovymi podprostory. Zjednodusené miizeme rici, ze spojenim dvou pod-
prostori rozumime ,,nejmensi® podprostor, ktery obsahuje tyto dva podprostory.

Naptiklad spojenim dvou vektorovych podprostort U = [i],V = [¢] je vektorovy
podprostor W = [, ¥]. Znac¢ime

W=U\/V.

Spojenim dvou bodovych podprostori P = [A,d],Q = [B,b] je potom afinni
bodovy podprostor R =[A,d,b, B— A]. Znacime

R=P\/Q.

Definice 37 (Spojeni dvou vektorovych podprostori). Spojenim dvou vektorovych
podprostory Vi, = [ty, s, ..., U], Vi = [01, Do, ..., 0] vektorového prostoru Vi, rozu-
mime jeho podprostor Vs cC V,,, pro ktery plati

Vs = [ty do, . .., Up, U1, U, . .., Tg].

Zapisujeme

Vi=Vi\V Vi

Véta 39 (O dimenzi spojeni a priniku.). Necht V},, Vi, jsou podprostory vektorového
prostoru V,,. Potom:

dim (V, \/ Vi) + dim (V}, nV}) = dim V}, + dim V.

Poznamka. Pri zkoumani vzajemnych poloh bodovych podprostori vyse uvedeny

VeV s

s+p=h+k,
kde h =dimV},, k =dimVj, p=dim (V,nV}) a s =dim (V,, V V%).

PRIKLAD 15.5. Urcete dimenzi podprostoru Wi n Wy €C R4, jestlize
Wy =1[(1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(-1,2,1,-2)], W5 =[(-3,0,2,0)].

Definice 38 (Spojeni bodovych podprostori). Spojenim dvou afinnich bodovych
podprostoriy Ap = [A, iy, s, ..., Uy Ar = [B,01,09,...,0;] prostoru A, rozumime
takovy jeho podprostor A,, pro ktery plati

Ag = [A7‘/9]7
kde Vy = [ty, 12, ..., Uy, U1, D, ..., Uy, B — A]. Zapisujeme

A, = A\ Ay
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PRIKLAD 15.6. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim dvou mi-
mobéznych primek.

PRIKLAD 15.7. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim roviny A,
a primky Ay s ni rovnobézné.

Poznamka. Z definice B8 vyplyva, jaky je vztah mezi dimenzi g spojeni dvou afin-
nich bodovych podprostort a dimenzi s spojeni jejich zaméreni:

ApnAr=0=g=s5+1 (B-A¢Vy)
AynAL+@ = g=s (B-AeV)

PRIKLAD 15.8. Urcete dimenzi spojeni rovin [
U=

a] B; v aﬂ A=[3,2,-1,0],
t=(2,-1,3,1), i=(0,-1,3,-2), B=[4,2,0,0], -2, -

At
(- 0,5), @ = (-2,-1,0,1).

15.3 Riuznobézné a mimobézné podprostory

Riznobézné prostory

Je ziejmé, ze B—- A ¢ Vi, B— A ¢V}, ale v obou piipadech plati:
B-AeVi\/ Vi

Mimobézné prostory

Je ziejmé, ze tentokrat plati: B— A ¢ Vi, B— A ¢V}, a zaroven:
B-A¢V, \/ Vi
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Véta 40 (Prianik afinnich bodovych podprostort). Dva afinni bodové podprostory
Ap = [A; Vi, A = [B; V] prostoru A, maji spolecny aspon jeden bod, praveé kdyz
pro vektor B — A plati:

B-A€eV,,

kde ‘/S =Vh\/‘/}€.

PRIKLAD 15.9. Urcete soufadnice priseciku primky p s rovinou p:
p=[A4a]; A=[1,2,1], 4= (1,1,2);
p=[B;v,w]; B=[2,1,-2], 9=(0,2,-1), w = (3,-1,2).
{[-1,0,-3]}

PRIKLAD 15.10. V afinnim prostoru A, urcete vzdjemnou polohu roviny p =
[A; Uy, 12] a nadroviny As = [B;U1,7,03] + A = [3,3,-1,3], 41 = (0,1,1,1), s =
(1,-2,-1,0), B=[1,4,-6,2], v; = (1,-1,0,1), 95 =(0,0,2,-1), 93 = (1,0,3,1).

15.4 Klasifikace vzajemnych poloh dvou bodovych podpro-
stort

Budeme zkoumat, jaké vzajemné polohy mohou zaujmout dva dané bodové pod-
prostory Ay, Aj afinniho bodového prostoru A,,. Napriklad, jaké vzajemné polohy
mohou mit dvé roviny v prostoru A,. Najdeme odpovéd i na otézku, zda mohou byt
v néjakém prostoru dvé roviny mimobézné.

Pouzijeme toto znaceni:
Ah:[A;Vh], Ak=[B;‘/k], h<k<n,
Vi=Vi\V Vi, Vo=ViunVi, A,=A4,\ A

Pouzijeme tyto vztahy:

h+k=s+p, n>g, g=smnebo g=s+1.

Zajima nas vztah mezi n a k

Poznamka. Diilezitou roli pri klasifikaci vzajemnych poloh bodovych podprostori
hraje roli dimenze p priniku jejich zaméreni, kterd poukazuje na spolecné smery
téchto zaméreni. Hodnoty p mohou byt v rozsahu od 0 do h (pokud h < k).

Jakych hodnot nabyva dimenze r priniku bodovych podprostora?

AT=AhﬂAk

166



Dimenze priniku bodovych podprostora r» nemusi byt vzdy stejné jako dimenze
priniku jejich zaméreni p.

Pokud jsou bodové podprostory Ay, Ay incidentni, tj. A; €€ Ay (nebo naopak
Ay, €€ Ap), nebo jsou Ay, Ay riznobézné, potom je dimenze jejich pruniku Ay n Ay
stejna jako dimenze priniku jejich zameéreni Vi, NV, tj. r = p.

- L

T’=p=1 T:p:O AT:Q’pZI

PRIKLAD 15.11. Urcete vsechny moznosti vzajemné polohy pFimky a roviny

Reseni: viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich dtvari,
http://www.ptf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 45.

PRIKLAD 15.12. Urcete vsechny moznosti vzdjemné polohy dvou rovin Ay, Ay;
h=Fk=2.

Reseni: viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich dtvari,
http://www.ptf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf, str. 46.
15.5 Dalsi priklady na vzajemné polohy afinnich bodovych podprostorii

PRIKLAD 15.13. V afinnim prostoru Ay urcete vzdjemnou polohu rovin p =
[A;L,d], 0= [B;3,9]: A=[4,2,2,2],{=(1,0,0,-1), 4 = (1,0,3,2), B = [-2,-2,2,0],
v =(-1,0,5,0), w = (2,2,1,0).
PRIKLAD 15.14. Urcete vzdjemnou polohu primky p a roviny p v As:

p: x=2+4t, y=—-1+t, 2=2-1; teR,

p: dr+y—-2+13=0.
PRIKLAD 15.15. Rozhodnéte, jakou vzdjemnou polohu maji roviny p, o v As:

p: 2x0+5y—-62+4=0, o: 3y+32-6=0.

PRIKLAD 15.16. Napiste parametrické rovnice primky p, kterd je prisecnici rovin
p: dr+y+22-29=0,0: 3z-y+2-10=0.

PRIKLAD 15.17. V A, urcete podprostor uréeny nadrovinami:

r1—2x9+x3+14—1=0,
23}1+3}3—3}4+5=0,

332—3}3+334—2=0.
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16 Pricky mimobéZnych podprostori

Prickou mimobeznych podprostoru Ay, Ay prostoru A, rozumime primku p, ktera je
s kazdym z podprostoria Ay, A riznobéznd, tj. ma s kazdym z nich spole¢ny bod.
PRIKLAD 16.1. Urcete pricku mimobéZek [A; 1), [B;¥] prochdzejici bodem M.
Urcete priseciky pricky p s danymi mimobeéezkams;

A=[3,-1,4],u=(1,-1,2), B=[-1,2,-2], v=(2,0,1), M =[1,3,-2].

v

Reseni: K teSeni tlohy miizeme pristoupit dvéma zptsoby:

1) X-M=k(Y-M); Xe[A;u],Y e[B;7],

2) B+tv=M+ri+s(M-A)

PRIKLAD 16.2. Urcete pricku mimobézek p = [A;i], q = [B; ] tak, aby méla
SMEr W;
A=[-1,1,-5], d=(1,1,2), B=[1,-2,3], 5= (1,3,-1), @ = (1,-2,3).
Reseni:
Y - X =kw
B+rv—-A-ti=kw
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17 Eukleidovsky bodovy prostor

Eukleidovskym bodovym prostorem rozumime afinni bodovy prostor, na jehoz za-
meéreni je definovan skaldarni soucin. Vime, ze pomoci skaldrniho soucinu jsou de-
finovany pojmy norma vektoru a odchylka vektori. Ty nyni vyuzijeme k zavedeni
pojmu vzdalenost bodu, vzdalenost podprostori, odchylka podprostori. Vektorovy a
vnéjsi soucin potom jiz zndmym zpusobem (viz str. [[08HIT9) vyuzijeme k vypoctu
obsahtl a objemiu a zavedeme si novy pojem objem simplezu.

17.1 Vzdalenost dvou bodu

Definice 39 (Vzdalenost bodt). Vzddlenost dvou bodi A, B v eukleidovském bodo-
vém prostoru E, je rovna normé jimi urceného vektoru B — A. Zapisujeme

IAB| = |B - Al = /(B - A).

Vzdalenost bodu v F,, ma nasledujici vlastnosti:

1) |AB| = |BA,

2) |AB| >0, |AB| =0 praveé kdyz A = B,

3) |AB| +|BC| > |AC| (Trojthelnikova nerovnost),
kde A, B,C ¢ E,,.

Z vyhodnosti ortonormalni baze pro vypocet skaldrniho soucinu zminéné na str.
vyplyva jeji vyhodnost i pro vypocet vzdalenosti dvou bodi. V eukleidovském pro-
storu tak vzdalenost dvou bodu A = [ay,as,...,a,], B = [b1,bs,...,b,], jejichz sou-
radnice jsou dany vzhledem ke kartézské soustavé souradnic (viz Def. 29 str. [[33)),
pocitame dle vztahu

|AB| = \/(@1 —b1)?+ (ag —b2)? + ...+ (a, — b,)?,

bez ohledu na definici pouzitého skalarniho soucinu.

17.2 Vzdalenost bodu od primky v roviné

Zajimé nas vypocet vzdalenosti bodu A od primky p dané obecnou rovnici. Uva-
zujme situaci dle Obr. 68 Je ziejmé, ze vzdalenost v(A,p) bodu A od primky p je
rovna velikosti kolmého priumeétu vektoru A — () do sméru normalového vektoru 7i,
pritom smeér n je na obrazku naznacen normdalovou primkou n prochazejici bodem

() kolmo na p. Dle (52)) tak pro v(A,p) plati
(4-Q)-7l

v(A,p) = i (166)
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i = (a,b) v(Ap)

p:ax+by+c=0

Obrazek 68: Vzdalenost bodu A od primky p.

Po roznésobeni ¢itatele v ([I67) a jeho nasledné drobné tpravé dostaneme nésledujici
vztah znamy ze stredoskolské matematiky

b
o(A.p) = laay + bas + ¢|

vVaZ+2

kde aq, as jsou souradnice bodu A a ax + by + ¢ = 0 je obecna rovnice primky p.

(167)

17.3 Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost |Ap| bodu A od roviny
p je rovna vzdalenosti bodu A od
jeho kolmého primétu A’ do ro-

viny p, tJ.
[Ap| = |AA’].

Pro vzdalenost bodu A od roviny p, urcené bodem () a normalovym vektorem 7,

|A,O|= |(A_Q)ﬁ

potom plati:
(168)

PRIKLAD 17.1. Urcete vzddlenost bodu A = [3,6,1] od roviny x+10y+T7z-78 = 0.

Poznamka. Pravou stranu vztahu ([I68) pro |Ap| mizeme interpretovat jako velikost
kolmého primeétu vektoru A — () do sméru vektoru 7.

Stejny vztah jako (I68) plati i pro vzdalenost bodu A od nadroviny F,_; ur¢ené
bodem () a normalovym vektorem 7 :

(A-Q)-7

|
|AE, 4| = — (169)
73]
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Obecna rovnice roviny v E5/nadroviny v FE,

Vztah (I68) nds mtze inspirovat k odvozeni dalsiho zptsobu zdpisu a vypoctu
obecné (neparametrické) rovnice roviny (nadroviny). Staci, kdyz si uvédomime, ze
prave jenom pro body X roviny p plati, Ze jejich vzdalenost od této roviny je rovna
nule, tj.

(X -Q)-7

| Xp| = -
7]

0.

Potom obecnou (neparametrickou) rovnici roviny v £3 mizeme zapsat vztahem

(X-Q)-1n=0, (170)
kde @ je bod roviny, 7 je normalovy vektor roviny a X = [z1, 29, 23] je obecny bod
roviny.

PRIKLAD 17.2. Napiste rovnici roviny, kterd je urcend body A =[1,-2,3], B =
[-4,5,6], C' =[7,8,-9].

Reseni: Definujeme vektory @i = B - A = (-5,7,3),5 = C - A = (6,10,-12) a vy-
pocitdme normalovy vektor 7 dané roviny jako jejich vektorovy soucin n =4 x ¥ =
(57,21,46). Potom obecnou rovnici roviny ABC' zapiseme dle ([I70) ve tvaru

([z,y,2] - [1,-2,3])- (57,21,46) = 0,
odkud po tpravé levé strany dostaneme rovnici v algebraickém tvaru
57Tx + 21y + 462 — 153 = 0.

Poznamka. Dame-li dohromady vztahy (L68) a (I70), dostaneme nésledujici vzo-
re¢ek pro vypocet vzdalenosti bodu A = [ay, a9, a3] od roviny p:azx +by+cz+d =0,
dobre znamy ze stredni skoly:

laay + bas + cas + d|

A =
[Ap Va? + b2+ c?

(171)

Stejnym vztahem jako (IT0) zapiSeme i obecnou (neparametrickou) rovnici nadro-
viny, kde @) je potom bod nadroviny, 7 je vektor kolmy na nadrovinu (7 € V! ) a
X =[x1,29,...,x,] je obecny bod nadroviny.

17.4 Vzdalenost bodu od podprostoru

Vzdalenost bodu A od bodového podprostoru Ej je rovna vzdalenosti bodu A od
jeho kolmého primeétu A’ do tohoto podprostoru.

PRIKLAD 17.3. V eukleidovském prostoru Es urcete vzddlenost bodu A =[7,9,7]
od primkyp:x=2+4t,y=1+3t,2=2t;t e R.
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Obréazek 69: Jaka je vzdalenost bodu A od ptimky p?

Reseni: Viz Obr. 69 Pata kolmice spusténé z bodu A na piimku p, bod A’ =
[a],a), a}], nalezi pfimce p, proto musi existovat hodnota parametru ¢ € R takova,
ze pro jeji souradnice plati vztahy aj = 2 +4¢,a} = 1 + 3t,a} = 2t. Zaroven musi byt
vektor A’ — A kolmy k smérovému vektoru @ = (4, 3,2) primky p, tj. musi byt splnéna
rovnice

(A'-=A)-u=0.
Po dosazeni za A’ dostaneme
((2+4t,1+3t,2t)-(7,9,7))-(4,3,2) =0,
tj.
(=5 +4t,-8+3t,-T+2t)-(4,3,2) =0.
Odtud po vypoctu skaladrniho soucinu a zjednoduseni dostavame linearni rovnici

29t -58 =0,

jejimz fesenim je t = 2. Bod A’ mé potom soufadnice A’ = [10,7,4] a jeho vzdéalenost
od A je rovna

|AA'| = /32 + (-2)2 + (-3)% = V/22.
To je také udaj o vzdalenosti bodu A od primky p.

Poznamka. Pro reSeni prikladu [I7.3 mtzeme pouzit také nasledujici vzorec pro
vypocet vzdalenosti bodu A od primky p: X = Q) + tu;t € R v prostoru Ej :

PP A (172)

ol
Pokuste se tento vzorec odvodit.
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PRIKLAD 17.4. V eukleidovském prostoru Ey je ddn bod B = [7,6,11,0] a rovina
w:X =M+ku+10, kde M = [1,1,1,1], @ = (3,2,1,2), ¥ = (1,0,3,0). Napiste
vektorovou rovnici kolmice spusténé z bodu B na rovinu w a urcete jeji prusecik B’
s rovinou w. Urcete vzdalenost bodu B od roviny w.

17.5 Vzdalenost dvou mimobézek v F;

PRIKLAD 17.5. Urcete vzddlenost dvou mimobéZek p, q v Es:p: X = A+ti, A =
[-2,-3,2],4=(4,2,-1), p: X =B +tv,B =[1,6,2],9=(0,1,-1).

Reseni: Viz Obr. [[0. Vzdélenost v = |pg| dvou mimobézek p, ¢ je rovna délce jejich

vvvvv

k obéma primkam.

nejkratsi pricky PQ), ktera je kolméa k obéma primkam, tj. ma smér vektoru w = 4 x%.

—>
Vzdalenost v tak spocitdme jako velikost kolmého prumétu vektoru AB (pfipadné
tsecky AB) do sméru vektoru @ x ¥ :

(A-B) (@x7)|

|1 x 7|

(173)

Ipq| =

(3,9,0) - (-1,4,4)| _
JEDZ 22

Pro zadané udaje tak dostavame hodnotu |pg| =

17.6 Vzdalenost dvou podprostoru v £,

Pro kazdé dva podprostory E,., E eukleidovského prostoru E,,, které nemaji spolecny
bod urcité existuji body A’ € E, a A" € E, takové, ze primka A’A” je kolma k obéma
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podprostortim. Vzddlenosti podprostori E,, Es potom rozumime vzdalenosti téchto
bodu A’, A”.

PRIKLAD 17.6. V eukleidovském prostoru E, urcete vzddlenost rovin w, p: w :
X =[3,5,-2,-3]+ k(2,0,-1,-1) +1(0,4,-2,-3), p: X = [1,5,-6,8] + k(2,1,2,0) +
1(0,-1,1,1).

Poznamka. Resime stejné jako priklad 7.3
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17.7 Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin

PRIKLAD 17.7. Urcete vzddlenost dvou rovnobéingjch rovin p : 2x+3y—6z+14 = 0,
0:2x+3y—-62-35=0.

Reseni: Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin je rovna vzdalenosti libovolného bodu
jedné z nich, uvazujme naptiklad bod K = [ky, ko, k3] € p, od té druhé z nich, t;j.
v nasSem pripadé od o. Uvazujme nejprve obecné rovnice prislusnych rovin v obecném
tvaru p : ax+by+cz+d =0, 0 : ax+by+cz+e = 0 (Jsou-li roviny rovnobézné, koeficienty
u prvnich tti ¢lenit obou rovnic se shoduji, nebo se lisi o nasobek néjakym nenulovym
Cislem k. V takovém pripadé staci prislusnou rovnici timto k vydélit a bude platit
prvni varianta, ze koeficienty u prvnich ti clent se shoduji.). Podle vztahu (I7T)

plati
|a/<31 + bk}g + Ck?g + 6|

N
Protoze bod K nalezi roviné p, musi jeho souradnice splnovat rovnici této roviny,
tj. plati aky + ko + cks + d = 0. Odtud vyjadrime ak; + bks + ck3 = —d a dosadime do
(I74), dostaneme vztah pro vypocet vzdalenosti |po| dvou rovnobéznych rovin p, o,
danych obecnymi rovnicemi p:ax+by+cz+d=0,0:ax+by+cz+e=0:

|d — el
lpol = :
Va2 +b%+c2
Pokud je Va2 +b% + ¢2 = 1, uvedeny vztah se zjednodusi na pékny tvar:

Kol = (174)

|po| =|d - el.

Poznamka. Vzdalenost dvou rovnobéznich podprostori prostoru E,. Jsou-li E,, E
dva rovnobézné podprostory v E,, a plati-li » > s, pak je vzdalenost obou rovno-
béznych podprostorti rovna vzdalenosti libovolného bodu X € E; od podprostoru
E,.. Jako priklad miizeme uvazovat vzdalenost primky rovnobézné s rovinou od této
roviny.
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18 Odchylka podprostort

18.1 Odchylka dvou piimek

Pro urceni odchylky dvou primek vyuzivame odchylku jejich smérovych vektori.
Jiz vime, ze hodnoty téchto dvou odchylek se mohou lisit (v tom pripadé je jejich
souctem 180°). Pro jejich vypocty pouzivime néasledujici vztahy.

Odchylka dvou vektori u, v

=
Sy

CoS p =

Sy
=i

Odchylka dvou primek (rtiznobézek, mimobézek) se smérovymi vektory
|

wu, U

=
i

CoS p =

Sy
=i

PRIKLAD 18.1. Urcete odchylku dvou primekp,q:p: X = A+tii; A=[1,3,-1],1 =
(1,1,2), q: X =B+sv; B=[1,1,0],9=(3,-2,1).

18.2 Odchylka primky od roviny v Ej

Odchylkou primky p od roviny p rozumime odchylku ¢ primky p od jejiho kolmého
pramétu p’ do roviny p. Uhel ¢ predstavuje odchylku piimky p od sméru normaly

roviny p. Potom plati ¢ = g —1) a tak ze vztahu pro vypocet odchylky primky p a

normaly roviny p

u-
[aln

S

I~

cos ) = cos(g —p) =

176



ziskame vztah pro vypocet odchylky primky a roviny
o u-)
sin ¢ =

[il|7]”

kde 1 je smérovy vektor primky p a 7 je normalovy vektor roviny p.

PRIKLAD 18.2. Urcete odchylku primky AB od roviny p + A = [2,3,-1], B =
[3,7,4], p: 22 -3y +2+4=0.

18.3 QOdchylka dvou rovin v FEj

Odchylkou dvou rovin (nadrovin) v Fs (E),) rozumime odchylku jejich normalovych
primek (ortogondlnich doplnki).

(175)

Uvazujme roviny p = [A; 4, 0], o = [B;w, Z]. Potom pro vypocet jejich odchylky ¢
muzeme modifikovat vzorec (I7H) na tvar:

(4

x 0) - (w0 x Z)|
|t

(
|0 x Z|

v
Cos =
X

)
g

PRIKLAD 18.3. V prostoru Es urcete odchylku ¢ danych podprostori I
El=[A,4,0]; A=[1,0,0],a=(1,1,2),9=(3,1,1), B : 2 -2y +1=0.

PRIKLAD 18.4. V eukleidovském prostoru Es urcete odchylku nadrovin w, p :
W:ri+ro+x3+6x4+505+3=0, p:—xo+x3+24—25—-7=0.
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