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1 Øe¹ení soustav lineární
h rovni


1.1 Lineární rovni
e

Lineární rovni
í o n neznámý
h x1, x2, ..., xn s reálnými koe�
ienty rozumíme

rovni
i ve tvaru

a1x1 � a2x2 � ... � anxn � b, (1)

kde koe�
ienty a1, a2, ..., an, b jsou reálná èísla.

Oznaèení þlineárníÿ vyjadøuje skuteènost, ¾e ka¾dá z neznámý
h x1, x2, ..., xn se

v rovni
i vyskytuje nejvý¹e v první mo
ninì. Pokud by nejvy¹¹í mo
ninou, v ní¾

se v rovni
i vyskytuje promìnná, byla mo
nina druhá, resp. tøetí, hovoøili by
hom

o rovni
i kvadrati
ké, resp. kubi
ké (pøípadnì o rovni
i druhého, resp. tøetího stupnì).

V pøípadì rovni
 o jedné, dvou èi tøe
h neznámý
h pou¾íváme pro oznaèení ne-

známý
h a koe�
ientù èasto i jiné symboly ne¾ v (1), napø. neznámé oznaèujeme x,

y a z a koe�
ienty a, b, c a d:

ax � b, ax � by � c, ax � by � cz � d.

1.2 Soustava lineární
h rovni


Budeme uva¾ovat soustavum lineární
h rovni
 o n neznámý
h s reálnými koe�
ienty

(obe
nì s koe�
ienty z tìlesa

1 T ; potom hovoøíme o soustavì m lineární
h rovni


o n neznámý
h nad tìlesem T ):

a11x1 � a12x2 � ... � a1nxn � b1

a21x1 � a22x2 � ... � a2nxn � b2

......

am1x1 � am2x2 � ... � amnxn � bm

(2)

Se soustavou (2) jsou spojeny následují
í dvì mati
e.

Mati
e soustavy A:

A �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

am1 am2 ... amn

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

1

þTìlesemÿ zde rozumíme algebrai
kou strukturu (ji¾ znáte algebrai
kou strukturu zvanou þgrupaÿ). V kurzu

lineární algebry a geometrie budeme pra
ovat výhradnì s tìlesem reálný
h èísel R. De�ni
e této algebrai
ké struktury

je uvedena v kapitole vìnované vektorovému prostoru.
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Roz¹íøená mati
e soustavy A�

:

A�

�

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a11 a12 ... a1n b1
a21 a22 ... a2n b2
... ... ... ...

am1 am2 ... amn bm

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

Poznámka. Pro oznaèení roz¹íøené mati
e pou¾íváme i jiné symboly ne¾ A�. Na-

pøíklad Aroz.

1.3 Mati
ový zápis soustavy

U¾itím násobení mati
 mù¾eme soustavu (2) zapsat ve tvaru

A �
Ñx � Ñb,

kde A je mati
e soustavy,
Ñx �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

x1
x2
�

xn

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

je vektor neznámý
h a

Ñb �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

b1
b2
�

bm

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

je vektor pravý
h

stran rovni
 soustavy.

Vektory
Ñx a

Ñb mù¾eme 
hápat také jako mati
e. Pak pou¾ijeme zápis

A �X � B,

kde X �
Ñx a B �

Ñb.

Èasto je výhodné hledìt na soustavu (2) jako na rovnost lineární kombina
e

sloup
ový
h vektorù mati
e A vektoru

Ñb:

x1 �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a11
a21
�

am1

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

� x2 �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a12
a22
�

am2

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

� ... � xn �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a1n
a2n
�

amn

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

�

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

b1
b2
�

bm

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

, (3)


o¾ struènìji zapí¹eme ve tvaru:

x1 � a1 � x2 � a2 � ... � xn � an � Ñb.
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Podle vektoru pravý
h stran

Ñb rozli¹ujeme dva typy soustavy lineární
h rovni
 (2):

1) Pro

Ñb � Ño � �0, 0, ..., 0� hovoøíme o homogenní soustavì, symboli
ky ji zapí¹eme

A �
Ñx � Ño �nebo A �X � O�.

2) Pro

Ñb x Ño hovoøíme o nehomogenní soustavì, kterou symboli
ky zapí¹eme

A �
Ñx � Ñb; Ñb x Ño �nebo A �X � B; B x O�.

1.4 Øe¹itelnost soustavy - Frobeniova vìta

Zajímá nás, jak poznáme, zda má soustava øe¹ení a kolik rùzný
h øe¹ení mù¾e mít.

PØÍKLAD 1.1. Rozhodnìte o poètu øe¹ení daný
h soustav. Potom je vyøe¹te a

jeji
h øe¹ení geometri
ky interpretujte.

a)

x � 3y � z � 5

2x � y � z � 2

x � y � 5z � �7,

b)

4x � 3y � 2z � 1

x � 3y � 5z � 1

3x � 6y � 9z � 2,


)

x � y � 3z � �1

2x � 3y � 2z � 1

x � 2y � z � 3.

Øe¹ení:

Provedeme Gaussovu elimina
i roz¹íøené mati
e ka¾dé z daný
h soustav:

ad a)

<

�

�

�

�

�

>

1 3 1 5

2 1 1 2

1 1 5 �7

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 3 1 5

0 1 �2 6

0 0 1 �2

=

A

A

A

A

A

?

��

x � 3y � z � 5

y � 2z � 6

z � �2

h�A� � h�A�

� � n �poet neznmch�, soustava má jediné øe¹ení (je regulární)

Obrázek 1: Øe¹ení pøíkladu 1.1 a - tøi roviny s jedním spoleèným bodem
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Øe¹ení urèíme napøíklad Gaussovou-Jordanovou elimina
í (mù¾eme v¹ak pou¾ít také

Cramerovo pravidlo, inverzní mati
i èi pøímé øe¹ení soustavy):

<

�

�

�

�

�

>

1 3 1 5

2 1 1 2

1 1 5 �7

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 3 1 5

0 1 �2 6

0 0 1 �2

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 �2

=

A

A

A

A

A

?

Øe¹ením soustavy je uspoøádaná troji
eX � �1, 2,�2�.Geometri
ky toto øe¹ení inter-

pretujeme jako bod, který je spoleèný tøem rovinám odpovídají
ím daným rovni
ím,

viz Obr. 1.

ad b)

<

�

�

�

�

�

>

4 3 2 1

1 3 5 1

3 6 9 2

=

A

A

A

A

A

?

� � � � � �

1 3 5 1

0 3 6 1
	��

x � 3y � 5z � 1 (4)

3y � 6z � 1

h�A� � h�A�

� � n �poet neznmch�, soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení

Obrázek 2: Øe¹ení pøíkladu 1.1 b - tøi roviny se spoleènou pøímkou

Øe¹ení urèíme ze soustavy (4), která odpovídá mati
i v Gaussovì tvaru ekvivalentní

s roz¹íøenou mati
í dané soustavy:

x � 3y � 5z � 1

3y � 6z � 1

Neznámé x, y, které odpovídají prvním nenulovým prvkùm ka¾dého øádku mati
e

v Gaussovì tvaru zùstanou neznámými (tzv. þzákladníÿ neznámé), zatím
o nezná-

mou z nahradíme reálným parametrem t (nejsme s
hopni urèit hodnoty ví
e nezná-

mý
h ne¾ je poèet nezávislý
h rovni
, proto tuto tøetí neznámou uva¾ujeme jako

þvolnouÿ):

z � t; t > R

x � 3y � 1 � 5t

3y � 1 � 6t
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Øe¹ením soustavy je mno¾ina v¹e
h uspoøádaný
h troji
 M � ��t,
1

3
� 2t, t�; t > R�.

Geometri
ky toto øe¹ení interpretujeme jako pøímku, která je spoleèná v¹em tøem

rovinám odpovídají
ím daným rovni
ím, viz Obr. 2.

ad 
)

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �3 1

2 3 �2 1

1 2 1 3

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �3 1

0 1 4 �1

0 0 0 3

=

A

A

A

A

A

?

��

x � y � 3z � 1

y � 4z � �1

0 � 3

h�A� � h�A�

�, soustava nemá øe¹ení

Obrázek 3: Øe¹ení pøíkladu 1.1 
 - tøi roviny nemají spoleèný prùnik

Mno¾ina øe¹ení dané soustavy je prázdná: M � g. Geometri
ky lze tento závìr

interpretovat tak, ¾e roviny odpovídají
í daným rovni
ím nemají (v¹e
hny tøi) ¾ádný

spoleèný bod, viz Obr. 3.

Vìta 1 (Frobeniova vìta). Soustava m lineární
h rovni
 o n neznámý
h nad tìlesem

T má aspoò jedno øe¹ení právì tehdy, kdy¾ hodnost mati
e této soustavy je rovna

hodnosti roz¹íøené mati
e soustavy, tj.

h�A� � h�A�

�.

Dùkaz. Frobeniova vìta má formu ekvivalen
e. Mù¾eme ji s
hemati
ky vyjádøit

takto:

aspo jedno een � h�A� � h�A�

�.

Dokazujeme tedy pøíslu¹né dvì implika
e:
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(1) aspo jedno een � h�A� � h�A�

�

aspo jedno een � ex. x1, x2, ..., xn tak, ¾e x1 � a1 � x2 � a2 � ... � xn � an � b � b je

lineární kombina
í vektorù a1, a2, ..., an. Potom se jeho pøidáním k mati
i tvoøené

vektory a1, a2, ..., an nemù¾e zvý¹it její hodnost, tj. h�A� � h�A�

�. Symboli
ky za-

psáno: �a1, a2, ..., an� � �a1, a2, ..., an, b�� h�A� � h�A�

�.2

(2) h�A� � h�A�

� � aspo jedno een

h�A� � h�A�

� � b je lineární kombina
í vektorù a1, a2, ..., an � existuje øe¹ení

x1, x2, ..., xn

Poznámka. Øe¹ení soustavy lineární
h rovni
 mù¾e dopadnout trojím zpùsobem.

Buï má právì jedno øe¹ení, nebo má nekoneènì mnoho øe¹ení a nebo øe¹ení nemá.

Jiná mo¾nost není. Jak to dopadne, poznáme u¾ pøi ovìøování platnosti Frobeniovy

podmínky takto:

(i) h�A� � h�A�

� � n . . . soustava má právì jedno øe¹ení (tj. jednu uspoøádanou

n�ti
i),

(ii) h�A� � h�A�

� � n . . . soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení (tj. nekoneènì mnoho

uspoøádaný
h n�ti
, které tvoøí nìjaký þpodprostorÿ, napø. pøímku nebo rovinu),

(iii) h�A� x h�A�

� . . . soustava nemá øe¹ení.

PØÍKLAD 1.2. Rozhodnìte o øe¹itelnosti daný
h soustav. U ka¾dé z ni
h rozhod-

nìte, zda má právì jedno øe¹ení, nekoneènì mnoho øe¹ení, èi zda nemá ¾ádné øe¹ení.

Své tvrzení zdùvodnìte.

a)

2x � y � z � 1

x � 2y � z � 3

4x � 3y � z � 7,

b)

3x � y � z � 1

x � y � 2z � 0

x � 3y � 5z � 2,


)

x � y � z � 2

2x � y � 3z � 1

�x � y � 2z � 4.

2

Zápisem �Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� rozumíme tzv. lineární obal mno¾iny vektorù Ñu1, Ñu2, ..., Ñun, 
o¾ je mno¾ina v¹e
h line-

ární
h kombina
í tì
hto vektorù. Ví
e v partií
h vìnovaný
h pojmu þVektorový prostorÿ.
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1.5 Vztah mezi øe¹ením nehomogenní a pøíslu¹né homogenní

soustavy lineární
h rovni


Mno¾iny øe¹ení nehomogenní soustavy lineární
h rovni
 a k ní pøíslu¹né homogenní

soustavy spolu úz
e souvisí. Zajímá nás povaha tohoto vztahu, a jak ho mù¾eme

vyu¾ít pøi øe¹ení nehomogenní
h soustav.

PØÍKLAD 1.3. Øe¹te dané dané dvoji
e homogenní
h a nehomogenní
h soustav

lineární
h rovni
.

a) x � 2y � 0, x � 2y � 5,

e)

�x � 2y � z � 0

x � y � 2z � 0,

�x � 2y � z � 7

x � y � 2z � 11.

Øe¹ení:

ad a)

Øe¹ení homogenní soustavy: W � ���2t, t�; t > R� � �t��2, 1�; t > R�.

Øe¹ení nehomogenní soustavy:

M � ��5 � 2t, t�; t > R� � ��5, 0�� t��2, 1�; t > R�.

ad b)

Øe¹ení homogenní soustavy: W � ���t,�t, t�; t > R� � �t��1,�1, 1�; t > R�.

Øe¹ení nehomogenní soustavy:

M � ��5 � t, 6 � t, t�; t > R� � ��5, 6, 0�� t��1,�1, 1�; t > R�.

Vìta 2 (Øe¹ení nehomogenní soustavy). Ne
h» R je libovolné øe¹ení nehomogenní

soustavy AX � B a WA je vektorový prostor v¹e
h øe¹ení odpovídají
í homogenní

soustavy AX � O. Pak pro mno¾inu M v¹e
h øe¹ení soustavy AX � B platí:

M � �R �
Ñu; Ñu >WA�.

Dùkaz. (1) �R �
Ñu� bM ; A�R �

Ñu� � AR �AÑu � AR �
Ño � AR � B

(2) M b �R �
Ñu�; AQ � B, AR � B � A�Q �R� � O � existuje

Ñu � Q �R >WA

tak, ¾e AQ � A�R �
Ñu� � B.

Poznámka. Vìta 2 nám jinými slovy øíká, ¾e v¹e
hna øe¹ení nehomogenní sou-

stavy lineární
h rovni
 jsou urèena souètem jednoho konkrétního øe¹ení

R této soustavy a v¹e
h øe¹ení
Ñu pøíslu¹né homogenní soustavy.
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Závìr: Pøi øe¹ení nehomogenní soustavy lineární
h rovni
 s nekoneènì mnoha øe¹e-

ními (tj. h�A� � h�A�

� � n) mù¾eme postupovat takto:

1. Vyøe¹íme pøíslu¹nou homogenní soustavu rovni
. Její obe
né øe¹ení oznaème
Ñx.

2. Najdeme jedno konkrétní øe¹ení dané nehomogenní soustavy. Oznaème ho R.

3.Mno¾inuM v¹e
h øe¹ení dané nehomogenní soustavy vyjádøíme jako souèet jejího

jednoho konkrétního øe¹ení a obe
ného øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy:

M � R �
Ñx

Poznámka. Mno¾ina v¹e
h øe¹ení nehomogenní soustavy tvoøí tzv. bodový pro-

stor (tj. je to mno¾ina bodù, také mù¾eme øí
i þmno¾ina místÿ), zatím
o mno¾ina

v¹e
h øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy tvoøí tzv. vektorový prostor (tj. je to

mno¾ina vektorù, také mù¾eme øí
i þmno¾ina smìrùÿ).

Prvky bodového prostoru (de�ni
e bude uvedena pozdìji, viz Pe
h: AGLÚ/str.

14 - Def. 2.1) nazýváme body. Ka¾dý bod, který je øe¹ením nehomogenní soustavy,

se dá vyjádøit jako souèet jednoho konkrétního bodu a lineární kombina
e vektorù

(které jsou øe¹ením pøíslu¹né homogenní soustavy).

Prvky vektorového prostoru (de�ni
e bude uvedena pozdìji, viz Pe
h: AGLÚ/str.

8 - Def. 1.1) nazýváme vektory. Ka¾dý vektor se dá vyjádøit jako lineární kombina
e

skupiny vektorù z tého¾ prostoru, kterou nazýváme systém (mno¾ina) generá-

torù daného vektorového prostoru.

Dimenze vektorového prostoru je èíslo, které udává poèet lineárnì nezávislý
h

vektorù, jeji
h¾ lineární kombina
í mohu vytvoøit ka¾dý vektor uva¾ovaného pro-

storu. Systém generátorù v.p., který je tvoøen lineárnì nezávislými vektory se nazývá

báze vektorového prostoru. Dimenze je tak rovna poètu vektorù báze daného vek-

torového prostoru. Bod (poèátek) má dimenzi 0, pøímka dimenzi 1, rovina dimenzi

2 a prostor má dimenzi 3.
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1.6 Homogenní soustava m lineární
h rovni
 o n neznámý
h

Homogenní soustavou rozumíme soustavu lineární
h rovni
, které mají na pravý
h

straná
h výhradnì nuly (tj. v¹e
hny rovni
e v soustavì jsou homogenní). Pro takovou

soustavu je v¾dy splnìna Frobeniova podmínka. Homogenní soustava má tedy v¾dy

øe¹ení - tzv. þtriviální øe¹eníÿ, které spoèívá v tom, ¾e za v¹e
hny neznámé dosadíme

nuly (triviálním øe¹ením je tedy uspoøádaná n�ti
e tvoøená samými nulami, té¾

mù¾eme øí
i nulový vektor).

Pokud je mati
e homogenní soustavy regulární, tj. h�A� � n, má soustava jenom

triviální øe¹ení.

Pokud je mati
e soustavy singulární, tj. h�A� � n, má homogenní soustava ne-

koneènì mnoho øe¹ení a triviální øe¹ení je jenom jedním z ni
h. Tímto pøípadem

homogenní soustavy se teï budeme zabývat.

PØÍKLAD 1.4. Øe¹te homogenní soustavu

x1 � x2 � x3 � x4 � 0

x1 � 2x2 � 3x3 � 4x4 � 0

x1 � 3x2 � 5x3 � 7x4 � 0

x1 � 4x2 � 7x3 � 10x4 � 0

(5)

Øe¹ení: Mno¾ina øe¹ení dané homogenní soustavy:

WA � ��s � 2t,�2s � 3t, s, t�; s, t > R�,

Mno¾ina WA je podprostorem vektorového prostoru R4. Mù¾eme ji zapsat jako li-

neární obal (tj. mno¾inu v¹e
h lineární
h kombina
í) dvou nezávislý
h vektorù:

WA � ���1,�2, 1, 0�, �2,�3, 0, 1��� bb R
4.

Dimenze WA je potom

dimWA � 2.

Vìta 3. Ne
h» je dána homogenní soustava m lineární
h rovni
 o n neznámý
h nad

tìlesem R a ne
h» mati
e A této soustavy má hodnost h�A�. Potom mno¾ina WA

v¹e
h øe¹ení této soustavy je podprostor aritmeti
kého vektorového prostoru Rn
a má

dimenzi n � h�A�, tj.

dimWA � n � h�A�.

K dùkazu této vìty nemáme zatím vytvoøeny potøebné teoreti
ké základy. Proto

se zde provizornì opøeme o své dosavadní zku¹enosti a k rigoróznímu dùkazu se

vrátíme, a¾ budeme pøipraveni.

Ji¾ víme, ¾e k nalezení hodnot k neznámý
h potøebujeme k nezávislý
h rovni


a neznámé, které jsou nad tento poèet nahrazujeme (vesmìs reálnými) parametry.
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Tím vyjadøujeme, ¾e jeji
h hodnoty jsou v daném oboru volné, hovoøíme o volný
h

neznámý
h. Poèet parametrù pak urèuje dimenzi prostoru øe¹ení soustavy. A jak

pro tuto dimenzi dostaneme vyjádøení n � h�A�? Je-li hodnost mati
e (homogenní)

soustavy A rovna h�A�, víme, ¾e nezávislý
h rovni
 soustavy je h�A�. Mù¾eme tedy

urèit hodnoty h�A� neznámý
h. Z 
elkového poètu n (n C h�A�) tak zbývá právì n�

h�A� volný
h neznámý
h, které nahradím parametry a jeji
h¾ poèet urèuje dimenzi

prostou øe¹ení. Pokud napøíklad je h�A� � n, nemám ¾ádnou volnou neznámou,

øe¹ením je jediná konkrétní uspoøádaná n�ti
e, tj. bod, a dimenze prostoru øe¹ení

je n � h�A� � 0.

1.6.1 Vytvoøení báze vektorového prostoru v¹e
h øe¹ení ho-

mogenní soustavy

Vra»me se k øe¹ení pøíkladu 1.4. Vidìli jsme, ¾e si ho mù¾eme zapsat tvaru

WA � ���1,�2, 1, 0�, �2,�3, 0, 1��� .

V této kapitole si na pøíklade
h uká¾eme, jak se dají pøímo najít vektory báze

podprostoru WA.

Postup øe¹ení Pøíkladu 1.4:

1. Urèíme tzv. základní neznámé

Provedeme Gaussovu elimina
i mati
e soustavy:

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 5 7

1 4 7 10

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

�

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 1 1 1

0 1 2 3

0 2 4 6

0 3 6 9

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

�

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

� �

1 1 1 1

0 1 2 3
	

Soustava odpovídají
í výsledné mati
i v Gaussovì tvaru má tvar

x1 � x2 � x3 � x4 � 0

x2 � 2x3 � 3x4 � 0.
(6)

Neznámé, které odpovídají prvním nenulovým prvkùm na ka¾dém øádku mati
e v

Gaussovì tvaru (viz podtr¾ení), nazveme základní neznámé. V na¹em pøípadì se

jedná o x1 a x2. Vzhledem k tìmto neznámým pak øe¹íme soustavu, kdy¾ zbývají
í

neznámé ("nezákladní" nebo té¾ "volné" neznámé) nahradíme reálnými parametry.

V na¹em konkrétním pøípadì tedy

zkladn nezn. � x1, x2; voln nezn. � x3 � s, x4 � t; s, t > R.
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2. Vypoèítáme dimenzi prostoru øe¹ení WA

dimWA � n � h�A� � 4 � 2 � 2

3. Hledáme dvì nezávislá øe¹ení

Ñb1, Ñb2 tvoøí
í bázi WA

Vektory

Ñb1, Ñb2 nejprve volíme takto:

Ñb1 � �x1, x2, 1, 0�, Ñb2 � �y1, y2, 0, 1�.

Potom je dosadíme do soustavy (6) a dopoèítáme pøíslu¹né hodnoty x1, x2, y1, y2 �

Ñb1 � �1,�2, 1, 0�, Ñb2 � �2,�3, 0, 1�.

Obe
né øe¹ení
Ñx homogenní soustavy (1.4) pak mù¾eme zapsat jako lineární kombi-

na
i vektorù

Ñb1, Ñb2 �

Ñx � s�1,�2, 1, 0� � t�2,�3, 0, 1�; s, t > R.

PØÍKLAD 1.5. Øe¹te následují
í homogenní soustavu lineární
h rovni
 a urèete

bázi vektorového prostoru v¹e
h øe¹ení této soustavy:

x1 � 2x2 � x3 � 2x4 � 5x5 � 0

3x1 � 6x2 � 2x3 � x4 � 3x5 � 0

�2x1 � 4x2 � x3 � x4 � 2x5 � 0

(7)

Øe¹ení:

WA � ���2, 1, 0, 0, 0�, �3, 0, 5, 1, 0�, �7,0, 12, 0,1���

Obe
né øe¹ení mù¾eme zapsat ve tvaru

Ñx � r�2, 1, 0, 0, 0�� s�3, 0, 5, 1, 0�� t�7, 0, 12, 0, 1�; r, s, t > R. (8)

Poznámka. Z tvrzení vìty 3 plynou jasné závìry o poètu øe¹ení homogenní sou-

stavy lineární
h rovni
. Je zøejmé, ¾e hodnost mati
e A je v¾dy men¹í nebo rovna

dimenzi n prostoru neznámý
h (poètu neznámý
h). Uva¾ujme nejprve h�A� � n. Po

dosazení do vztahu dimWA � n � h�A� dostaneme pro dimenzi prostoru øe¹ení sou-

stavy dimWA � 0. Jedná se tedy o triviální podprostor obsahují
í jediné - triviální

(nulové) øe¹ení soustavy. Pro h�A� � n pak dostaneme dimWA x 0. Prostor øe¹ení

obsahuje tedy nekoneènì mnoho prvkù - soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení

soustavy.
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1.7 Nehomogenní soustava m lineární
h rovni
 o n nezná-

mý
h

Zajímají nás zde hlavnì neregulární soustavy, tj. soustavy, které mají nekoneènì

mnoho øe¹ení. Ji¾ víme, jak spolu souvisí øe¹ení takové nehomogenní soustavy s

øe¹ením jí odpovídají
í soustavy homogenní (viz Vìta 2). Pokraèujeme pøíkladem

soustavy, která se, a¾ na pravé strany, shoduje s homogenní soustavou (7) z pøíkladu

1.5.

PØÍKLAD 1.6. Øe¹te následují
í soustavu lineární
h rovni
:

x1 � 2x2 � x3 � 2x4 � 5x5 � 8

3x1 � 6x2 � 2x3 � x4 � 3x5 � 2

�2x1 � 4x2 � x3 � x4 � 2x5 � 6

(9)

Øe¹ení: Øe¹ení

M � ���14 � 2k � 3l � 7m,k,�22 � 5l � 12m, l,m��

mù¾eme pøepsat do tvaru, v nìm¾ je patrné øe¹ení (8) pøíslu¹né homogenní soustavy

(7):

M � ���14, 0,�22, 0, 0�� k�2, 1, 0, 0, 0�� l�3, 0, 5, 1, 0��m�7, 0, 12, 0, 1��
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Cvièení:

Homogenní a nehomogenní soustavy lineární
h rovni


1. Øe¹te dané soustavy. Nejprve ovìøte platnost Frobeniovy podmínky. U ka¾dé

soustavy urèete dimenzi prostoru její
h øe¹ení a bázi (vektorového) prostoru øe¹ení

pøíslu¹né homogenní soustavy. Pokuste o geometri
kou interpreta
i øe¹ení soustav.

(a)

x � 2y � 1

3x � 2y � �3

(b)

2x � y � 3z � 1

x � 4y � 2z � �3

���

1

2
,�

3

4
��

��1 � 2t,�1 � t, t��

(
)

x � y � 2z � �3

2x � y � 3z � 7

x � 2y � 5z � 1

(d)

x � 2y � z � 6

2x � y � 3z � �3

x � 3y � 3z � 10

�� ��1,�2, 1��

(e)

x � 2y � 2z �w � 3

3x � y � 6z � 11w � 16

2x � y � 4z �w � 9

(f)

3x � 2y � z � 4

x � 3y � 4z � �3

2x � 3y � 5z � 7

x � 8y � 9z � 10

��5 � 2t, 1, t, 0�� ��1, 0, 1��

(g)

2x � 6y � 4z � 2

�x � 3y � 2z � �1

(h)

2x � 2y � 3z � 1

y � 2z � 3

4x � 5y � 7z � 15

��1 � 3s � 2t, s, t��
���

15

2
, 23,�10��
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(i)

x � 2y � 0
(j)

x � 2y � 3

���2t, t�� ��3 � 2t, t��

(k)

x � 3y � 2z � 0
(l)

x � 3y � 2z � 3

��3s � 2t, s, t��
��3 � 3s � 2t, s, t��

(m)

�x � 2y � z � 0

x � y � 2z � 0

(n)

�x � 2y � z � 7

x � y � 2z � 12

���t,�t, t��
��

17

3
� t,

19

3
� t, t��

(o)

�x1 � x2 � 3x3 � �1

2x1 � x2 � 2x3 � 1

x1 � x2 � x3 � 3

x1 � 2x2 � 3x3 � 1

(p)

2x1 � x2 � 3x3 � x4 � x5 � 1

�x1 � 2x2 � x3 � 2x4 � 2x5 � 2

x1 � x2 � 2x3 � x4 � x5 � 4

��

��

2. Øe¹te soustavy lineární
h rovni
, které jsou dány následují
ími roz¹íøenými ma-

ti
emi. U ka¾dé soustavy urèete dimenzi prostoru její
h øe¹ení a bázi (vektorového)

prostoru øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy.

(a)

<

�

�

�

�

�

>

4 3 2 1

1 3 5 1

3 6 9 2

=

A

A

A

A

A

?

, (b)

<

�

�

�

�

�

>

1 2 3 �1

�3 �6 �7 7

2 4 7 0

=

A

A

A

A

A

?

, (
)

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 �2 3 �4 4

0 1 �1 1 �3

1 3 0 �3 1

0 �7 3 1 �3

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

,

(d)

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 3 2 2

2 �1 3 7

3 �5 4 12

1 17 4 �4

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

, (e)

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 2 �1 3 1

�3 �6 5 �10 �1

2 4 0 5 4

1 2 1 2 3

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

, (f)

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 �2 4 �5 1

2 �3 5 �7 3

2 �2 2 �3 7

3 �4 6 �10 2

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

,

(g) �

2 �6 4 2

�1 3 �2 �1
	, (h)

<

�

�

�

�

�

>

1 1 1 9 8

0 1 2 8 7

�3 0 1 �7 9

=

A

A

A

A

A

?

, (i)

<

�

�

�

�

�

>

2 0 1 �1

1 4 �3 2

3 �4 5 3

=

A

A

A

A

A

?

,
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(j)

<

�

�

�

�

�

>

3 1 0 �2

1 �2 1 3

2 1 �3 1

=

A

A

A

A

A

?

.

ØE©ENÍ: (a) ��t, 1
3
� 2t, t��, (b) ���7 � 2t, t, 2��, (
) ���8, 4 � t, 8 � 2t, 1 � t��, (d)

���3 � 11t,�1 � t, 4 � 7t��, (e) ��2 � 2s � 5t, s, 1 � t, 2t��, (f) ��2t,�8 � 3t, t, 3��, (g)

��1 � 3s � 2t, s, t��, (h) ���5 � 3t, 19 � 4t,�6 � 2t, t��, (i) g, (j) ���1,�2, 0��.

3. Urèete mno¾iny bodù, které jsou spoleèné rovinám α, β, γ, které jsou dány obe
-

nými rovni
emi:

a)

α � 3x � y � z � 7 � 0

β � x � 2y � 5z � 15 � 0

γ � 3x � 5y � 2z � 9 � 0,

b)

α � x � y � z � 5 � 0

β � 3x � 2y � z � 3 � 0

γ � 4x � y � 2z � 10 � 0,


)

α � x � 2y � z � 1 � 0

β � 3x � z � 6 � 0

γ � 7x � 4y � 5z � 16 � 0,

d)

α � x � 2y � z � 1 � 0

β � 2x � 4y � 2z � 2 � 0

γ � � 5x � 10y � 5z � 5 � 0.

4. Øe¹te dané soustavy lineární
h rovni
:

a)

x1 � x2 � 2x3 � 3x4 � 1

3x1 � x2 � x3 � 2x4 � �4

2x1 � 3x2 � x3 � x4 � �6

x1 � 2x2 � 3x3 � x4 � �4

b)

x2 � 3x3 � 4x4 � �5

x1 � 2x3 � 3x4 � �4

3x1 � 2x2 � 5x4 � 12

4x1 � 3x2 � 5x3 � 5


)

5x � 2y � z � 4

�x � 3y � 2z � �1

3x � 2y � 3z � 8

d)

4x1 � 3x2 � 2x3 � x4 � �5

2x1 � x2 � 2x3 � 3x4 � 1

x1 � 2x2 � 3x3 � 4x4 � 5

3x1 � 2x2 � x3 � 2x4 � 1

e)

2x1 � 3x2 � 6x3 � x4 � 1

x1 � 2x2 � x3 � 0

x1 � 3x2 � x3 � x4 � �2

9x1 � x2 � 15x3 � 5x4 � 1

f)

x1 � 7x2 � 5x3 � 2x4 � 4

x1 � 2x2 � x3 � x4 � 5

3x1 � 2x2 � x3 � x4 � 13

2x1 � 9x2 � 8x3 � 3x4 � 7

x1 � 5x2 � 3x3 � x4 � 5
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g)

x1 � 4x2 � 2x3 � 1

2x1 � 3x2 � x3 � 5x4 � �7

3x1 � 7x2 � x3 � 5x4 � �6

x2 � x3 � x4 � �1

h)

3x1 � 2x2 � 5x3 � 6x4 � 0

7x1 � x2 � 3x3 � 4x4 � 1

6x1 � 5x2 � 13x3 � 3x4 � 1

2x1 � 13x2 � 40x3 � 16x4 � 13

i)

x1 � 3x2 � 5x3 � 7x4 � 12

3x1 � 5x2 � 7x3 � x4 � 0

5x1 � 7x2 � x3 � 3x4 � 4

7x1 � x2 � 3x3 � 5x4 � 16

j)

x1 � x2 � x3 � 2x4 � 3x5 � �3

4x1 � 3x2 � 4x3 � 2x4 � 2x5 � �2

x1 � 2x2 � 3x3 � 4x4 � x5 � �1

2x1 � x2 � 3x3 � 4x4 � 2x5 � 8

3x1 � x2 � x3 � 2x4 � x5 � 3

ØE©ENÍ: (a) ��1,�1, 0, 1�; (b) �1, 2, 1,�1�; (
) �1, 2, 3�; (d) ��2, 2,�3, 3�; (e) g; (f)

�4 � t, 2
3
, t,�2t � 7

3
�; (g) ��

1017

175
� 2t,�283

175
� t, t,� 8

175
�; (h) �1, 1, 1, 1�; (i) �1,�1, 0, 2�; (j)

�2, 0,�2,�2, 1�

5. U ka¾dé z daný
h soustav nejprve u¾itím Frobeniovy vìty rozhodnìte o její øe¹i-

telnosti, potom, jde-li to, ji vyøe¹te.

a) x1 � 2x2 � x3 � 7x4 � 1,

3x1 � 6x2 � 4x3 � 24x4 � 3x5 � 0,

x1 � 4x2 � 4x3 � 12x4 � 3x5 � 3,

b) x � 3y � 2z � 2,

2x � y � 1,

x � 2y � z � �3,


)

2x1 � 3x2 � 6x3 � x4 � 2,

x1 � 4x2 � 2x3 � 2x4 � 3,

4x1 � 11x2 � 10x3 � 5x4 � 1,

x1 � x3 � x4 � 2,

d)

x1 � 4x2 � x3 � 2x4 � 2,

x1 � 3x2 � x4 � 0,

2x1 � x2 � x3 � x4 � 3,

4x1 � 9x2 � 3x3 � 5x4 � 7,

5x1 � 5x2 � 2x3 � 3x4 � 0,

e) x1 � 2x2 � 3x3 � x4 � 4x5 � 3x6 � �2,

x2 � 3x3 � x5 � 5x6 � 0,

3x1 � x2 � 2x3 � 3x4 � x5 � 4x6 � 1.

ØE©ENÍ: viz https://www.geogebra.org/m/CBD9Ts5Y
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2 Vektorový prostor

Pojem þvektorÿ znáte ze støední ¹koly - z fyziky, kde jste ho pou¾ívali pro znázornìní

velikosti a smìru vektorové velièiny (tzv. þfyzikální vektorÿ), a z geometrie, kde jste

vektor pou¾ívali k vyjádøení smìru (a velikosti posunutí v tomto smìru) napø. pøi

zápisu parametri
ký
h rovni
 pøímky (tzv. þgeometri
ký vektorÿ).

Vektory jste znázoròovali þorientovanými úseèkamiÿ (¹ipkami) konkrétního smìru

a velikosti. Ve fyzi
e vìt¹inou zále¾í na umístìní poèáteèního bodu této orientované

úseèky, jedná se o tzv. þvázané vektoryÿ. V geometrii vìt¹inou na umístìní poèá-

teèního bodu nezále¾í (v¹e
hny orientované úseèky tého¾ smìru a té¾e velikosti jsou

rovno
enné), hovoøíme o tzv. þvolný
h vektore
hÿ.

Geometri
kýmvektorem tak vlastnì rozumímemno¾inu v¹e
h orientovaný
h úseèek

stejného smìru a velikosti. Konkrétní orientovanou úseèku z této mno¾iny pak nazý-

váme umístìním vektoru. Tohoto vztahu mezi dvoji
í bodù (tj. poèáteèním a kon
o-

Obrázek 4: Geometri
ký vektor Ñu, jeho¾ umístìním je orientovaná úseèka AB

vým bodem orientované úseèky) a vektorem budeme dále vyu¾ívat. Napøíklad vektor

Ñu na Obr. 4, který je dán orientovanou úseèkou (svým umístìním) AB, budeme za-

pisovat také jako
Ñu �
��

AB nebo
Ñu � B �A.

PØÍKLAD 2.1. Pro geometri
ké vektory
Ñu, Ñv, které jsou dány svými umístìními

urèete gra�
ky výsledky následují
í
h opera
í:

a)
Ñu � Ñv,

b)
Ñu � Ñv,


) 2
Ñu � 3Ñv.
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2.1 Vybrané algebrai
ké struktury

Vlastnosti poèetní opera
e (napø. sèítání, odèítání, násobení a dìlení) provádìné

s nìjakými èísly závisí na mno¾inì, z ní¾ tato èísla po
házejí. Li¹í se vlastnosti ope-

ra
e sèítání na mno¾inì pøirozený
h èísel a na mno¾inì 
elý
h èísel, li¹í se vlastnosti

dìlení na mno¾inì 
elý
h èísel a na mno¾inì ra
ionální
h èísel apod. Má proto smysl

hovoøit o opera
i ve spojení s mno¾inou, na její¾ prv
í
h opera
i provádíme.

Algebrai
kou strukturou rozumíme mno¾inu spolu s jednou nebo i ví
e opera-


emi, které jsou na ní (neomezenì) de�nované. Zapisujeme �M,�� nebo �K,l, X�,

kde M, K jsou mno¾iny a �,l, X jsou opera
e na ni
h de�nované (� je opera
e na

M a l spolu s X jsou opera
emi na K).

Pøíklady algebrai
ký
h struktur

1. Mno¾ina 
elý
h èísel (Z) spolu s opera
í sèítání þ�ÿ: �Z,��.

2. Mno¾ina reálný
h èísel (R) spolu s opera
emi sèítání þ�ÿ a násobení þ�ÿ: �R,�, ��.

3. Mno¾ina Mn�n ètver
ový
h mati
 (konkrétního) n�tého øádu spolu s opera
í

násobení mati
 þ�ÿ: �Mn�n, ��.

4. Mno¾ina M � �1, 2, 3, ..., 12� spolu s opera
emi sèítání þ`ÿ a násobení þaÿ na

hodinovém 
iferníku: �M,`,a�.

2.1.1 Grupa

De�ni
e 1 ((Komutativní) grupa). Grupou �M,�� rozumíme mno¾inu M spolu s

opera
í � na M , která má tyto vlastnosti:

i) �x, y >M ; x � y >M,

Opera
e � je neomezenì de�novaná na M .

(Mno¾ina M je uzavøená vzhledem k opera
i �.)

ii) �x, y, z >M ; x � �y � z� � �x � y� � z,

Opera
e (struktura) je aso
iativní.

iii) § e >M,�x >M ; x � e � e � x � x,

Existuje neutrální prvek vzhledem k �.

(Jedná se o strukturu s neutrálním prvkem.)

iv) �x >M,§y >M ; x � y � y � x � e.

Ke ka¾dému prvku existuje prvek inverzní vzhledem k �.

(Jedná se o strukturu s inverzními prvky.)

Je-li struktura �M,�� naví
 komutativní, nazývá se komutativní grupa nebo té¾

Abelova grupa.
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PØÍKLAD 2.2. Rozhodnìte, zda algebrai
ká struktura �Z,�� je þkomutativní grupouÿ.

Pøíklady grup

1. �Z,��, �Q,��, �R,��, �C,��,

2. �Q � �0�, ��, �R � �0�, ��, �C � �0�, ��,

3. Mno¾ina povelù �stt, vlevo vbok, vpravo vbok, elem vzad� spolu s opera
í sklá-

dání.

X pozor vlevo v bok vpravo v bok èelem vzad

pozor pozor vlevo v bok vpravo v bok èelem vzad

vlevo v bok vlevo v bok èelem vzad pozor vpravo v bok

vpravo v bok vpravo v bok pozor èelem vzad vlevo v bok

èelem vzad èelem vzad vpravo v bok vlevo v bok pozor

PØÍKLAD 2.3. Rozhodnìte, zda mno¾ina geometri
ký
h vektorù v rovinì spolu

s opera
í skládání (sèítání) vektorù tvoøí grupu.

2.1.2 Tìleso

PØÍKLAD 2.4. Urèete vlastnosti algebrai
ké struktury �R,�, ��.

Tìleso je algebrai
kou strukturou, její¾ vlastnosti jsou zobe
nìním vlastností mno¾iny

reálný
h èísel spolu s opera
emi sèítání a násobení, tj. struktury �R,�, ��.

De�ni
e 2. Struktura �T,�, �� se nazývá tìleso, právì kdy¾ je ��, ��-distributivní,

kdy¾ struktura �T,�� je komutativní grupa (tzv. aditivní grupa tìlesa) a kdy¾ struk-

tura �T � �0�, ��, kde 0 je nulový prvek grupy �T,��, je grupa (tzv. multiplikativní

grupa tìlesa T). Je-li naví
 grupa �T��0�, �� komutativní, nazývá se T komutativní

tìleso.

Pøíklady tìles

1. �Q,�, ��,

2. �R,�, ��,

3. �C,�, ��.
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2.2 Vektorový prostor

Pøíklad:Mno¾ina v¹e
h vektorù v rovinì (v prostoru), jak je známe ze støedo¹kolské

geometrie (geometri
ké vektory).

De�ni
e 3 (Vektorový prostor). Ne
h» T je komutativní tìleso. Mno¾inu V nazveme

vektorovým prostorem nad tìlesem T, právì kdy¾ jsou na V de�novány dvì

opera
e:

i) sèítání: libovolné dvoji
i
Ñu > V, Ñv > V je jednoznaènì pøiøazen prvek

Ñu � Ñv > V,

ii) násobení prvkem z tìlesa T (skalárem): výsledkem násobení vektoru
Ñu > V

skalárem a > T je vektor aÑu > V,

které splòují následují
í vlastnosti:

a) Struktura �V,�� je komutativní grupa.

b) Distributivnost:

�a � b�Ñu � aÑu � bÑu,

a�Ñu � Ñv� � aÑu � aÑv.


) Existen
e jednotkového prvku skalárního násobení:

1 � Ñu � Ñu.

Poznámky.

1. Prvky mno¾iny V nazýváme vektory.

2. Vektor
Ño, tj. nulový prvek grupy �V,��, nazýváme nulový vektor.

3. Vektor �
Ñu nazýváme opaèný vektor k vektoru

Ñu,

Ñu � ��Ñu� � Ño.

4. Prvky tìlesa T se nazývají skaláry.

PØÍKLAD 2.5. Uka¾te, ¾e mno¾ina R2
v¹e
h uspoøádaný
h dvoji
 reálný
h èísel

s opera
emi sèítání uspoøádaný
h dvoji
 a násobení reálným èíslem, de�novanými

následují
ím zpùsobem, je vektorový prostor:

�a1, a2� � �b1, b2� � �a1 � b1, a2 � b2�,

k � �a1, a2� � �ka1, ka2�.

Poznámky.

1. Jedná se o tzv. aritmeti
ký vektorový prostor R2
nad tìlesem reálný
h èísel.

2. Tento prostor mù¾eme reprezentovat prostøedni
tvím bodù v rovinì, kterou opatøíme

soustavou souøadni
.
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PØÍKLAD 2.6. Zkoumejte následují
í podmno¾iny R2. Rozhodnìte, zda splòují

de�ni
i vektorového prostoru:

a) W1 � ��x, y� > R2; y � 3x�,

b) W2 � ��x, y� > R2; y � 3x � 2�,


) W3 � ��0, 0��.

PØÍKLAD 2.7. Uka¾te, ¾e geometri
ké vektory v rovinì tvoøí vektorový prostor.

1

Obrázek 5: Vektor jako mno¾ina orientovaný
h úseèek stejné velikosti a stejného smìru. Orientovaná

úseèka jako umístìní vektoru.

Poznámka. U geometri
ký
h vektorù nás zajímá pouze jeji
h velikost a smìr, ni-

koliv jeji
h pùsobi¹tì, jsou to tzv. volné vektory, viz Obr. 5. Proto je mù¾eme pøi

za
hování jeji
h smìru a pùsobi¹tì libovolnì pøemis»ovat. Vektorový prostor si tak

mù¾eme pøedstavovat jako mno¾inu v¹e
h vektorù se spoleèným poèáteèním bodem

(který vìt¹inou volíme v poèátku soustavy souøadni
).

Nìkteré dùsledky de�ni
e vektorového prostoru

a) 0 � Ñv � Ño,

b) ��1� � Ñv � �Ñv,


) c � Ño � Ño,

d) c � Ñv � Ño� c � 0 - Ñv � Ño.

1

Geometri
kým vektorem rozumíme mno¾inu v¹e
h orientovaný
h úseèek stejného smìru a stejné velikosti, viz

skupiny barevný
h orientovaný
h úseèek na Obr. 5. Konkrétní orientovanou úseèku z této mno¾iny, se kterou pra
ujeme,

potom nazýváme umístìní vektoru.
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Pøíklady vektorový
h prostorù

1. Vektory v rovinì a v prostoru z elementární geometrie.

2. Samotné tìleso T spolu s opera
emi þ�, �ÿ de�novanými na T tvoøí vektorový

prostor nad tìlesem T.

3. Aritmeti
ký vektorový prostor R2
nad tìlesem R, tj. mno¾ina v¹e
h uspoøá-

daný
h dvoji
 reálný
h èísel s opera
emi sèítání vektorù a násobení skalárem

de�novanými následují
ím zpùsobem:

�a1, a2� � �b1, b2� � �a1 � b1, a2 � b2�,

k � �a1, a2� � �ka1, ka2�.

4. Aritmeti
ký vektorový prostor R3
nad tìlesem R, tj. mno¾ina v¹e
h uspoøá-

daný
h troji
 reálný
h èísel s opera
emi sèítání vektorù a násobení skalárem

de�novanými následují
ím zpùsobem:

�a1, a2, a3� � �b1, b2, b3� � �a1 � b1, a2 � b2, a3 � b3�,

k � �a1, a2, a3� � �ka1, ka2, ka3�.

5. Aritmeti
ký vektorový prostor Rn
nad tìlesem R, tj. mno¾ina v¹e
h uspoøá-

daný
h n�ti
 reálný
h èísel s opera
emi sèítání vektorù a násobení skalárem

de�novanými následují
ím zpùsobem:

�a1, a2, ..., an� � �b1, b2, ..., bn� � �a1 � b1, a2 � b2, ..., an � bn�,

k � �a1, a2, ..., an� � �ka1, ka2, ..., kan�.

6. Prostor FX v¹e
h reálný
h (komplexní
h) funk
í na nìjaké mno¾inì X (nad

tìlesem R).

7. Mno¾ina C
`a,be v¹e
h spojitý
h reálný
h funk
í na intervalu `a, be (nad tìlesem

R).

8. Mno¾ina Pn v¹e
h polynomù stupnì nejvý¹e n s koe�
ienty z R tvoøí spolu s

opera
emi sèítání polynomù a násobení polynomu reálným èíslem vektorový

prostor nad tìlesem R.

Poznámka. Vektorový prostor V nad tìlesem T nìkdy znaèíme takto:

�V,�, T �.

PØÍKLAD 2.8. Oznaème �K,�� mno¾inu v¹e
h komplexní
h èísel s obvyklou ope-

ra
í sèítání a za tìleso T vezmìme tìleso R v¹e
h reálný
h èísel; rovnì¾ unární ope-

ra
i násobení prvkem k > R de�nujeme obvyklým zpùsobem. Ovìøte, zda struktura

�K,�,R� je vektorovým prostorem.
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2.3 Cvièení

Vektorové prostory

1. Uka¾te, ¾e následují
í mno¾iny jsou vektorovými prostory:

a) Aritmeti
ký vektorový prostor Rn
nad tìlesem R, tj. mno¾ina v¹e
h uspoøádaný
h

n�ti
 reálný
h èísel s opera
emi sèítání vektorù a násobení skalárem de�novanými

následují
ím zpùsobem:

�a1, a2, ..., an� � �b1, b2, ..., bn� � �a1 � b1, a2 � b2, ..., an � bn�,

k � �a1, a2, ..., an� � �ka1, ka2, ..., kan�.

b) Mno¾ina F
`a,be v¹e
h spojitý
h reálný
h funk
í na intervalu `a, be (nad tìlesem

R).


) Mno¾ina Pn v¹e
h polynomù stupnì nejvý¹e n s koe�
ienty z R tvoøí spolu s

opera
emi sèítání polynomù a násobení polynomu reálným èíslem vektorový prostor

nad tìlesem R.

d) Oznaème �K,�� mno¾inu v¹e
h komplexní
h èísel s obvyklou opera
í sèítání a

za tìleso T vezmìme tìleso R v¹e
h reálný
h èísel; rovnì¾ unární opera
i násobení

prvkem k > R de�nujeme obvyklým zpùsobem. Ovìøte, zda struktura �K,�,R� je

vektorovým prostorem.

2. Zkoumejte následují
í podmno¾iny R2. Rozhodnìte, zda splòují de�ni
i vektoro-

vého prostoru:

a) W1 � ��x, y� > R2; y � 3x�,

b) W2 � ��x, y� > R2; y � 3x � 2�,


) W3 � ��0, 0��.

3. Ne
h» ρ1, ρ2 jsou roviny v R3
de�nované rovni
emi 3x � 2y � 5z � 0, resp. 3x �

2y � 5z � 1. Uka¾te, ¾e ρ1 je vektorovým prostorem, zatím
o ρ2 nikoliv.

4. Uka¾te, ¾e ��x1, x2, x3, x4� > R4; 2x1 � 3x2 � x3 � x4 � 0� je vektorovým prostorem

dimenze 3. Najdìte bázi tohoto prostoru.
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Algebrai
ké struktury

5. Rozhodnìte o vlastnoste
h následují
í
h algebrai
ký
h struktur (tj. zda se jedná

o grupy èi tìlesa):

a) Mno¾ina Mn�n ètver
ový
h mati
 n�tého øádu spolu s opera
í sèítání mati


þ�ÿ.

b) Mno¾ina Mn�n ètver
ový
h mati
 n�tého øádu spolu s opera
í násobení mati


þ�ÿ.


) Mno¾ina M � �1, 2, 3, ..., 12� spolu s opera
í sèítání ` na hodinovém 
iferníku.

d) Mno¾ina M � �1, 2, 3, ..., 12� spolu s opera
í násobení þaÿ na hodinovém 
ifer-

níku.

e) Mno¾ina M � �1, 2, 3, ..., 12� spolu s opera
emi sèítání þ`ÿ a násobení þaÿ na

hodinovém 
iferníku.

f) Mno¾ina K � �1, i,�1,�i� (i je imaginární jednotka) spolu s opera
í þ�ÿ náso-

bení.

g) Mno¾ina zákrytový
h pohybù ètver
e (rovnostranného trojúhelníku) v rovinì

spolu s opera
í skládání.

h) Mno¾ina 
elý
h èísel Z spolu s opera
emi sèítání þ�ÿ a násobení þ�ÿ.

i) Mno¾ina z�namének Z � ��,�� spolu s opera
í þskládání znaménekÿ �.
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3 Lineární kombina
e vektorù. Lineární závislost a nezávis-

lost vektorù.

Pro uskuteènìní þpohybuÿ v bodovém prostoru, tj. pro pøemístìní z bodu do bodu,

je dùle¾ité mít mo¾nost udat smìr (a samozøejmì také vzdálenost). Smìr udáváme

pomo
í vektoru, potøebnou vzdálenost potom pøekonáme pomo
í jeho násobku.

®ijeme-li napøíklad na pøím
e p, viz Obr. 6, tj. v prostoru dimenze 1, dostaneme

se z bodu A do bodu B tak, ¾e se vydáme ve smìru vektoru
Ñu a urazíme jeho 3,5

násobek. Do bodu C se potom vydáme ve smìru vektoru opaèného k
Ñu a urazíme

jeho 1,7 násobek (z hlediska geometri
kého mají vektory
Ñu a �

Ñu stejný smìr, li¹í se

orienta
í). Mù¾eme proto psát:

B � A � 3,5Ñu, C � A � 1,7Ñu.

Obrázek 6: B � A � 3,5Ñu, C � A � 1,7Ñu

Jak tomu bude pøi þpohybuÿ, tj. pøemístìní z bodu do bodu, v rovinì nebo

v prostoru (rozumìj v prostoru dimenze 3)? Poøád stejnì, opìt budeme z vý
hozího

Obrázek 7: B � A �

Ñb � A � 1,5Ñu � 2Ñv, C � A � Ñc � A � 1,6Ñu � 3,8Ñv

bodu míøit vektorem do 
ílového bodu. Akorát budeme muset nìjak postihnout

skuteènost, ¾e v tì
hto prostore
h je, na rozdíl od pøímky, nekoneènì mnoho rùzný
h

smìrù (pøímka má jenom jeden). Vhodným nástrojem pro to je lineární kombina
e
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vektorù. Jak vidíme na Obr. 7, staèí zvolit si v rovinì dva rùznobì¾né vektory
Ñu, Ñv.

Ka¾dý dal¹í vektor se dá potom vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
e. Cestu z A

do B tak mù¾eme popsat vztahem

B � A �

Ñb � A � 1,5Ñu � 2Ñv,


estu z A do C pak takto

C � A �
Ñc � A � 1,6Ñu � 3,8Ñv.

Výrazy 1,5Ñu�2Ñv, �1,6Ñu�3,8Ñv pøedstavují lineární kombina
e vektorù
Ñu a Ñv. Je zøejmé,

¾e stejný postup lze pou¾ít na v¹e
hny 
esty. Výhoda je pak jasná. V¹e
hny vektory

(
esty mezi dvìma body) v rovinì mù¾eme vyjádøit pomo
í lineární kombina
e dvou

rùznobì¾ný
h (hovoøíme o nezávislý
h vektore
h, viz dále) vektorù. Vektory s touto

rolí tvoøí tzv. systém generátorù pøíslu¹ného vektorového prostoru. Samozøejmì se

hned nabízejí otázky k jeji
h poètu. My jsme pro rovinu pou¾ili dva. Mù¾e ji
h být

ale i ví
e? Nebo ménì? Ménì ji
h být samozøejmì nemù¾e. S jedním vektorem a jeho

násobky by
hom neobsáhli 
elou rovinu. Ví
e ji
h být mù¾e. Pak je ale vyjadøování

smìru jako jeji
h lineární kombina
e zbyteènì pra
né. Proè psát lineární kombina
i

tøí nebo i ví
e vektorù, kdy¾ nám staèí dva? Systém generátorù s minimálnímpoètem

vektorù nutným pro vytvoøení v¹e
h vektorù pøíslu¹ného vektorového prostoru, tj.

pro þgenerováníÿ tohoto prostoru, se nazývá báze vektorového prostoru. Mno¾ina

�
Ñu, Ñv� na¹i
h dvou vektorù

Ñu, Ñv je tak pøíkladem báze vektorového prostoru dimenze

2. Dal¹í otázky se mohou týkat prostoru dimenze 3, tj. prostoru, v nìm¾ ¾ijeme.

Pro þ
estováníÿ v tomto prostoru nám dva smìry nestaèí. To by
hom se omezili

jenom na rovinu. Potøebujeme tedy alespoò tøi smìry, takové, které nele¾í zároveò v

jedné rovinì (tj. tøi nezávislé smìry, viz dále). Proto je báze tohoto prostoru tvoøena

tøemi nezávislými vektory a proto hovoøíme o dimenzi 3. S lineární kombina
í tøí

vektorù v trojrozmìrném prostoru mù¾ete experimentovat prostøedni
tvím appletu

https://www.geogebra.org/m/KFL3Onq1. Uvedenými pojmy se budeme podrobnì

zabývat v následují
í
h pasá¾í
h.

3.1 Lineární kombina
e vektorù

De�ni
e 4. Ne
h»
Ñu, Ñv1, Ñv2, ..., Ñvn jsou prvky vektorového prostoru V nad tìlesem T.

Øekneme, ¾e vektor
Ñu je lineární kombina
í vektorù

Ñv1, Ñv2, . . ., Ñvn, právì kdy¾

existují prvky a1, a2, ..., an > T tak, ¾e platí:

Ñu � a1Ñv1 � a2Ñv2 � ... � anÑvn �
n

Q

i�1

aiÑvi.

Prvky a1, a2, ..., an nazýváme koe�
ienty lineární kombina
e. Jsou-li v¹e
hny koe-

�
ienty rovny nule, nazývá se lineární kombina
e triviální, jinak se nazývá netri-

viální.
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PØÍKLAD 3.1. Ovìøte, zda vektor
Ñu � �4,�1, 3� je lineární kombina
í vektorù

Ñv1 � �1, 0, 2�, Ñv2 � ��2, 1, 1�.

Øe¹ení: Øe¹íme soustavu rovni
, která vzejde z vektorové rovni
e

x
�

�

�

1

0

2

�

�

�

� y
�

�

�

�2

1

1

�

�

�

�

�

�

�

4

�1

3

�

�

�

.

Geometri
ké znázornìní i algebrai
ké øe¹ení pøíkladu mù¾eme provést v programu

GeoGebra, viz https://www.geogebra.org/m/rbsz8eug. Vektor
Ñu je lineární kombi-

na
í vektorù
Ñv1 a Ñv2, platí Ñu � 2Ñv1 � Ñv2.

PØÍKLAD 3.2. Ovìøte, zda vektor
Ñw � ��1, 1, 0� je lineární kombina
í vektorù

Ñv1 � �1, 0, 2�, Ñv2 � ��2, 1, 1�.

Øe¹ení: Øe¹íme analogi
ky s pøíkladem 3.1. Geometri
ké znázornìní i algebrai
ké

øe¹ení pøíkladumù¾eme opìt provést v programuGeoGebra, viz https://www.geogebra.org/m/ebtv
vs6.

Tentokrát vektor
Ñw není lineární kombina
í vektorù

Ñv1 a
Ñv2. Geometri
ky to zna-

mená, ¾e
Ñw nele¾í v rovinì urèené smìry vektorù

Ñv1 a Ñv2. Algebrai
kou interpreta
í

je potom skuteènost, ¾e pøíslu¹ná soustava lineární
h rovni
 nemá øe¹ení.

PØÍKLAD 3.3. Vymyslete nejménì tøi vektory o stejném poètu prvkù a vytvoøte

jeji
h tøi rùzné lineární kombina
e.

3.2 Lineární závislost a nezávislost vektorù

S pojmem lineární kombina
e úz
e souvisí pojmy lineární závislost a lineární nezá-

vislost vektorù. Tyto pojmy pou¾íváme ve spojení se skupinou (mno¾inou) vektorù

Obrázek 8: Vektory Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé, ¾ádný z ni
h se nedá vyjádøit lineární kombina
í

ostatní
h
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ze stejného vektorového prostoru (tj. v¹e
hny mají napø. stejný poèet souøadni
) a

struènì znamenají toto: Jestli¾e se ve skupinì vektorù alespoò jeden z ni
h dá vyjá-

døit lineární kombina
í ostatní
h, jedná se o vektory lineárnì závislé. Pokud tomu tak

není, tj. ¾ádný vektor ze skupiny se nedá vyjádøit lineární kombina
í ostatní
h, ho-

voøíme o vektore
h lineárnì nezávislý
h. Pøíkladem lineárnì závislý
h vektorù jsou

vektory
Ñu, Ñv, Ñb, Ñc na Obr. 7. Pøíkladem lineárnì nezávislý
h vektorù jsou potom

vektory
Ñu, Ñv, Ñw na Obr. 8

De�ni
e 5 (Lineární závislost a nezávislost vektorù I). Vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk,

kde k A 1, z vektorového prostoru V nad tìlesem T jsou lineárnì závislé právì tehdy,

kdy¾ aspoò jeden z ni
h je lineární kombina
í ostatní
h. Pokud tomu tak není, tj.

¾ádný z vektorù není lineární kombina
í ostatní
h, jsou vektory lineárnì nezávislé.

Poznámka. Za pozornost stojí skuteènost, ¾e v de�ni
i 5 není vùbe
 spe
i�kováno,

zda se jedná o lineární kombina
i triviální èi netriviální. Jsou tedy pøípustné obì

varianty!

PØÍKLAD 3.4. U¾itím de�ni
e 5 a poznámky, která je za ní uvedena, doka¾te

následují
í tvrzení:

a) Je-li jeden z vektorù nulový, jsou vektory lineárnì závislé.

b) Jsou-li aspoò dva vektory stejné, jsou vektory
Ñu1, Ñu2, . . . , Ñun závislé.

PØÍKLAD 3.5. Rozhodnìte o lineární závislosti vektorù
Ñv1 � �1, 0, 2�, Ñv2 � ��2, 1, 1�,

Ñv3 � �4,�1, 3�.

Øe¹ení: Dle de�ni
e 5 by
hom mìli zjistit, zda lze nìkterý z uvedený
h vektorù

vyjádøit lineární kombina
í ostatní
h. Tj. mìli by
hom prozkoumat, zda má smysl

alespoò jeden z tì
hto zápisù:

Ñv1 � aÑv2 � bÑv3, Ñv2 � cÑv1 � dÑv3, Ñv3 � eÑv1 � fÑv2,

kde a, b, c, d, e, f > R. Na¹tìstí není nutné øe¹it ka¾dou z tì
hto tøí rovni
 zvlá¹».

Proto¾e ka¾dou z ni
h lze snadno pøevést na homogenní tvar, konkrétnì
Ñv1�aÑv2�bÑv3 �

Ño, Ñv2 � cÑv1 � dÑv3 � Ño, Ñv3 � eÑv1 � fÑv2 � Ño, staèí místo tøí rovni
 øe¹it jedinou ve tvaru

xÑv1 � yÑv2 � zÑv3 � Ño, (10)

s neznámými x, y, z > R. Pøi pou¾ití sloup
ový
h vektorù mù¾eme po dosazení sou-

øadni
 daný
h vektorù psát rovni
i (10) ve tvaru

x
�

�

�

1

0

2

�

�

�

� y
�

�

�

�2

1

1

�

�

�

� z
�

�

�

4

�1

3

�

�

�

�

�

�

�

0

0

0

�

�

�

. (11)
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Po úpravì levé strany vynásobením a následným seètení vektorù obì strany rovnosti

(11) porovnáme. To vede k homogenní soustavì lineární
h rovni
 s mati
í

<

�

�

�

�

�

>

1 �2 4

0 1 �1

2 1 3

=

A

A

A

A

A

?

, (12)

její¾ sloup
ové vektory odpovídají daným vektorùm (tato mati
e se tedy dá psát

pøímo ze zadání). U¾itím Gaussovy elimina
e dostáváme

<

�

�

�

�

�

>

1 �2 4

0 1 �1

2 1 3

=

A

A

A

A

A

?

� � � � � �

1 0 2

0 1 �1
	��

x � 2z � 0

y � z � 0

.

Jestli¾e zvolíme z � k; k > R, pro zbývají
í neznámé platí x � �2k, y � k, tj. mno¾inou

øe¹ení homogenní soustavy je W � ���2k, k, k�;k > R�. Pro na¹e úèely staèí pou¾ít

jedno konkrétní øe¹ení. Napø. pro k � �1 dostáváme øe¹ení �2,�1,�1� a pøíslu¹ná

lineární kombina
e má tvar

2Ñv1 � Ñv2 � Ñv3 � Ño. (13)

Dané vektory
Ñv1, Ñv2, Ñv3 jsou tedy lineárnì závislé. Z rovnosti (13) vidíme, ¾e ka¾dý

z tì
hto vektorù se dá vyjádøit jako lineární kombina
e tì
h zbývají
í
h, konkrétnì

Ñv3 � 2Ñv1 � Ñv2, Ñv2 � 2Ñv1 � Ñv3, Ñv1 �
1

2
Ñv2 �

1

2
Ñv3.

Je naprosto pøirozené pokou¹et se najít 
o nejsnaz¹í 
estu vedou
í k øe¹ení dané

úlohy. V tomto pøípadì, kdy øe¹íme otázku, zda je daná skupina vektorù lineárnì

závislá èi nezávislá, nám pomù¾e znalost lineární algebry. Rozhodují
í roli hraje ma-

ti
e (12). Pokud má hodnost men¹í ne¾ je poèet neznámý
h, tj. vektorù (neznámými

jsou si
e koe�
ienty lineární kombina
e, tì
h je ale stejnì jako vektorù), má pøíslu¹ná

homogenní soustava i netriviální øe¹ení a dané vektory jsou proto lineárnì závislé.

To je pøípad øe¹ení tohoto pøíkladu. Pokud by v¹ak hodnost mati
e (12) byla rovna

poètu neznámý
h, pøíslu¹ná homogenní soustava by mìla pouze triviální øe¹ení a

dané vektory by byly lineárnì nezávislé (rovni
e (10) by toti¾ byla splnìna právì

jenom tehdy, kdy¾ jsou v¹e
hny koe�
ienty x, y, z rovny nule, tj. 0Ñv1 � 0Ñv2 � 0Ñv3 � Ño,

pak ale nelze ¾ádný z vektorù vyjádøit jako lineární kombina
i ostatní
h).

Geometri
ké znázornìní a algebrai
ké øe¹ení pøíkladu v programu GeoGebra na-

jdete zde: https://www.geogebra.org/m/aktd8
ez. V¹imnìte si, ¾e v¹e
hny tøi vek-

tory le¾í v jedné rovinì, 
o¾ odpovídá tomu, ¾e jsou lineárnì závislé.

Významným poznatkem získaným øe¹ením pøíkladu 3.5 je následují
í efektivní

metoda urèení lineární závislosti èi nezávislosti vektorù: Vektory uspoøádáme

do mati
e (je jedno, zda do sloup
ù èi øádkù), zjistíme její hodnost a porovnáme jí

s poètem vektorù. Je-li men¹í, jsou vektory lineárnì závislé, je-li stejná jako poèet

vektorù, jsou lineárnì závislé.
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Pouèeni øe¹ením pøíkladu 3.5 mù¾eme vyslovit alternativní de�ni
i lineární závis-

losti a nezávislosti.

De�ni
e 6 (Lineární závislost a nezávislost vektorù II). Vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun

z vektorového prostoru V nad tìlesem T se nazývají:

a) vektory lineárnì nezávislé, právì kdy¾ je pouze triviální lineární kombina
e

tì
hto vektorù rovna nulovému vektoru, tj.

�a1, a2, ..., an > T ;
n

Q

i�1

aiÑui � Ño� �a1 � 0 , a2 � 0 , ... , an � 0�.

b) vektory lineárnì závislé, právì kdy¾ existuje aspoò jedna jeji
h netriviální line-

ární kombina
e, která je rovna nulovému vektoru, tj.

§a1, a2, ..., an > T ;
n

Q

i�1

aiÑui � Ño� �a1 x 0 - a2 x 0 - ... - an x 0�.

Poznámka. Lineární závislost èi nezávislost jednoho vektoru. V obou de�-

ni
í
h se hovoøí o obe
ném poètu n vektorù, jeji
h¾ lineární závislost posuzujeme.

Co kdyby ale bylo n � 1, tj. kdyby
hom rozhodovali o lineární závislosti jediného

vektoru
Ñu1. Pou¾ijeme k tomu de�ni
i 6. Je-li vektor

Ñu1 nenulový, tj. Ñu1 x Ño, existuje

pouze jeho triviální lineární kombina
e (rozumìj násobek), která je rovna nulovému

vektoru, tj. pouze 0Ñu1 � Ño. Jeden nenulový vektor je tedy v¾dy lineárnì ne-

závislý! V pøípadì nulového vektoru, kdy¾
Ñu1 � Ño, existuje samozøejmì nekoneènì

mnoho jeho netriviální
h lineární
h kombina
í (násobkù), které jsou rovny nulovému

vektoru, napø. 2020Ño � Ño. Jeden nulový vektor je tedy v¾dy lineárnì závislý!

PØÍKLAD 3.6. Mno¾ina M � ��1, 1, 1�, �0, 1, 1�, �0, 0, 1�, �1,2, 3�� je tvoøena èty-

ømi vektory z vektorového prostoru R3
. Rozhodnìte, zda jsou lineárnì závislé èi ne-

závislé. Pokud jsou lineárnì závislé, najdìte aspoò jednu jeji
h netriviální lineární

kombina
i, která je rovna nulovému vektoru.

Øe¹ení: Øe¹ení prvního úkolu, tj. rozhodnutí, zda jsou vektory lineárnì závislé èi

nezávislé, je snadné. Vidíme, ¾e poèet vektorù 4 pøesahuje poèet jeji
h slo¾ek 3.

Pokud je tedy uspoøádáme do mati
e, jedno zda do sloup
ù èi øádkù, viz (14);

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 1

1 1 0 2

1 1 1 3

=

A

A

A

A

A

?

,

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

1 1 1

0 1 1

0 0 1

1 2 3

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

, (14)

její hodnost nebude mo
i být vìt¹í ne¾ 3 (zdùvodnìte). Hodnost této mati
e tedy

bude men¹í ne¾ poèet vektorù. V souladu se závìrem z øe¹ení pøíkladu 3.5 proto

konstatujeme, ¾e uvedené vektory jsou lineárnì závislé.

34



Øe¹ení druhého úkolu, nalezení netriviální lineární kombina
e vektorù, která je rovna

nulovému vektoru, bude vy¾adovat ví
e úsilí. I kdy¾ v tomto konkrétním pøípadì ne

zas tak velkého. Oznaème dané vektory
Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�, Ñv3 � �0, 0, 1� a

Ñv4 � �1, 2, 3�. Tyto vektory tvoøí sloup
e levé z mati
 (14). Z té se dá þvykoukatÿ, ¾e

platí
Ñv1 � Ñv2 � Ñv3 � Ñv4 � Ño. (Pokud by
hom øe¹ení nevidìli hned, museli by
hom øe¹it

pøíslu¹nou soustavu homogenní
h rovni
, jako v pøípadì pøed
hozího pøíkladu 3.5

nebo následují
ího 3.7.) Je tedy zøejmé, ¾e ka¾dý z daný
h vektorù se dá vyjádøit

jako lineární kombina
e tì
h zbývají
í
h, napøíklad
Ñv2 � �Ñv1 � Ñv3 � Ñv4. Ale pozor, ne

v¾dy tomu tak je! Jak zjistíme øe¹ením následují
ího pøíkladu 3.7.

PØÍKLAD 3.7. Jsou dány vektory
Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�, Ñv3 � �0, 0, 1� a

Ñv4 � �0, 2, 1�. Rozhodnìte, zda lze ka¾dý z ni
h vyjádøit jako lineární kombina
i tì
h

zbývají
í
h.

Øe¹ení: Pouèeni øe¹ením pøíkladu 3.5 se ptáme, zda existují takové koe�
ienty

k, l,m,n > R, pro které platí kÑv1 � lÑv2�mÑv3�nÑv4 � Ño. Po dosazení souøadni
 vektorù

mù¾eme psát

k
�

�

�

1

1

1

�

�

�

� l
�

�

�

0

1

1

�

�

�

�m
�

�

�

0

0

1

�

�

�

� n
�

�

�

0

2

1

�

�

�

�

�

�

�

0

0

0

�

�

�

. (15)

Po vynásobení a seètení na levé stranì obì strany rovnosti (15) porovnáme. To vede

k homogenní soustavì lineární
h rovni
 s mati
í

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

1 1 0 2

1 1 1 1

=

A

A

A

A

A

?

(v¹imnìte si, ¾e sloup
ovými vektory této mati
e jsou dané vektory). U¾itím Gaus-

sovy elimina
e dostáváme

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

1 1 0 2

1 1 1 1

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

0 1 0 2

0 0 1 �1

=

A

A

A

A

A

?

��

k � 0

l � 2n � 0

m � n � 0

.

Jestli¾e zvolíme n � t; t > R, pro zbývají
í neznámé platí k � 0, l � �2t,m � t, tj.

mno¾inou øe¹ení homogenní soustavy je W � ��0,�2t, t, t�; t > R�. Pro na¹e úèely

staèí pou¾ít jedno konkrétní øe¹ení. Napø. pro t � 1 dostáváme øe¹ení �0,�2, 1, 1� a

pøíslu¹ná lineární kombina
e má tvar

0Ñv1 � 2Ñv2 � Ñv3 � Ñv4 � Ño.

Z této rovnosti je zøejmé, ¾e ka¾dý z vektorù
Ñv2, Ñv3, Ñv4 mù¾eme vyjádøit jako lineární

kombina
i zbývají
í
h, napø.
Ñv3 � 2Ñv2 � Ñv4. Pro vektor

Ñv1 to v¹ak neplatí! Ten kvùli
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jeho nulovému koe�
ientu nemù¾eme vyjádøit jako lineární kombina
i ostatní
h vek-

torù. Uva¾ujte dané vektory jako geometri
ké vektory reprezentované orientovanými

úseèkami (¹ipkami) se spoleèným poèáteèním bodem, toto¾ným tøeba s poèátkem

soustavy souøadni
. Jak mù¾eme výsledek øe¹ení pøíkladu interpretovat pomo
í jeji
h

vzájemný
h poloh? Zobrazení v GeoGebøe: https://www.geogebra.org/m/p6ze7qys.

PØÍKLAD 3.8. Jsou dány vektory
Ña � �1, 1, 0�, Ñb � �0, 3, 1�, Ñc � �1, 0, 2� a

Ñd �

�2,�1,�1�. Rozhodnìte, zda lze ka¾dý z ni
h vyjádøit jako lineární kombina
i tì
h

zbývají
í
h.

Øe¹ení: Øe¹te sami dle postupù øe¹ení pøed
hozí
h pøíkladù. Zde je zobrazení vektorù

v GeoGebøe: https://www.geogebra.org/m/dakpt7ps.

PØÍKLAD 3.9. Rozhodnìte o lineární závislosti vektorù
Ñu1 � �1, 0, 2�, Ñu2 � ��2, 1, 1�,

Ñu2 � ��1, 1, 0�.

Øe¹ení: Øe¹te sami. Vyu¾ijte øe¹ení pøíkladu 3.5. Zde je pro kontrolu øe¹ení v Geo-

Gebøe: https://www.geogebra.org/m/za9m7feq.

Ji¾ umíme u dané skupiny vektorù urèit, zda jsou lineárnì závislé nebo nezávislé,

nyní se je¹tì zamyslíme nad tím, jaký vliv má na závislost èi nezávislost sku-

piny vektorù pøidání nebo odebrání vektoru. Z de�ni
e 5 pøímo vyplývá,

¾e pokud ke lineárnì nezávislým vektorùm pøidáme vektor, který je jeji
h lineární

kombina
í, vznikne skupina lineárnì závislý
h vektorù a naopak, pokud ze skupiny

lineárnì závislý
h vektorù postupnì odstraníme v¹e
hny vektory, které jsou lineární

kombina
í ostatní
h, dostaneme nakone
 skupinu lineárnì nezávislý
h vektorù. Pro

dal¹í mo¾né situa
e vyslovíme následují
í dvì vìty.

Vìta 4. Jsou-li vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk (k A 1) z vektorového prostoru V nad tìlesem T

lineárnì nezávislé, dostaneme vyne
háním kteréhokoliv z ni
h opìt lineárnì nezávislé

vektory.

Vìta 5. Jsou-li vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk z vektorového prostoru V nad T lineárnì závislé,

jsou závislé i vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk, Ñuk�1, kde Ñuk�1 je libovolný vektor z V.

PØÍKLAD 3.10. Pro ka¾dou z vý¹e uvedený
h vìt 4, 5 vytvoøte alespoò jeden

pøíklad, který ilustruje její tvrzení. Mù¾ete k tomu pou¾ít GeoGebru.

Na zaèátku kapitoly 3, konkrétnì na stranì 30, uvádíme, ¾e v rovinì staèí zvolit

si dva rùznobì¾né vektory (teï u¾ víme, ¾e to znamená lineárnì nezávislé vektory) a

ka¾dý dal¹í se dá vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
e. Toto tvrzení je zalo¾eno na

geometri
ké pøedstavì a je podpoøeno vizuálním vjemem získaným z Obr. 7. Nyní

si, v øe¹ení následují
ího pøíkladu 3.11, toto tvrzení doká¾eme u¾itím prostøedkù

lineární algebry.
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PØÍKLAD 3.11. Jsou dány dva lineárnì nezávislé vektory
Ña,Ñb > V2. Doka¾te, ¾e

ka¾dý vektor
Ñu > V2 lze vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
i.

Øe¹ení: Oznaème souøadni
e vektorù
Ña � �a1, a2�,Ñb � �b1, b2�, Ñu � �u1, u2�. Potom

se ptáme, zda existují taková k, l > R, pro která je
Ñu � kÑa � lÑb. Po rozepsání této

vektorové rovni
e pro jednotlivé souøadni
e dostáváme soustavu dvou lineární
h

rovni
 o dvou neznámý
h k, l �

a1k � b1l � u1

a2k � b2l � u2

Tato soustava je pro lineárnì nezávislé vektory
Ña,Ñb regulární (proè?). Mù¾eme ji tak

øe¹it tøeba u¾itím Cramerova pravidla. Dostaneme: k �
u1b2 � b1u2

a1b2 � b1a2
, l �

a1u2 � u1a2

a1b2 � b1a2
.

Koe�
ienty k, l jsou tedy pro dané vektory
Ña,Ñb a Ñu urèeny jednoznaènì.

PØÍKLAD 3.12. Jsou dány tøi lineárnì nezávislé vektory
Ña,Ñb, Ñc > V3. Doka¾te, ¾e

ka¾dý vektor
Ñu > V3 lze vyjádøit jako jeji
h lineární kombina
i.

PØÍKLAD 3.13. Jaký je maximální poèet lineárnì nezávislý
h vektorù v prostore
h

V2 a V3? Pro svá tvrzení pøedlo¾te vìrohodné argumenty.

3.3 Lineární obal mno¾iny vektorù

Zajímá nás, jak vypadá mno¾ina v¹e
h lineární
h kombina
í daný
h vektorù. Øíká se

jí lineární obal dané skupiny vektorù. Lineárním obalem jednoho vektoru, tj. mno¾i-

nou v¹e
h jeho násobkù, je zøejmì mno¾ina v¹e
h vektorù tého¾ smìru. Mù¾eme ji

znázornit pøímkou, viz napø. Obr. 6 na str. 29. Lineárním obalem dvou nezávislý
h

vektorù je zøejmì rovina rovnobì¾ná s jeji
h smìry. Lineárním obalem tøí nezávis-

lý
h vektorù je potom trojrozmìrný prostor. Zkoumání tì
hto mno¾in jsou vìnovány

následují
í pøíklady.

PØÍKLAD 3.14. Uva¾ujte vektory
Ñw � kÑu � lÑv a

Ñr � kÑu � lÑv zobrazené v applete
h

https://www.geogebra.org/m/PsG8F0nH a https://www.geogebra.org/m/hrbzybj9.

Charakterizujte mno¾iny v¹e
h takový
hto vektorù pro v¹e
hny mo¾né hodnoty koe�-


ientù k, l > R.

Øe¹ení: V obou pøípade
h se jedná o rovinu. V obou pøípade
h splòují mno¾iny v¹e
h

vektorù tvoøí
í
h tuto rovinu (tj. v¹e
h vektorù, které jsou lineárními kombina
emi

daný
h dvou) de�ni
i vektorového prostoru 3, viz str. 24. V prvním pøípadì se jedná

o vektorový prostor, v druhém pøípadì jde o tzv. vektorový podprostor, podmno¾inu

prostoru V3 dimenze 3, která sama splòuje de�ni
i vektorového prostoru (viz té¾

øe¹ení pøíkladu 3.18).
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PØÍKLAD 3.15. Uva¾ujte vektor
Ñq � kÑu�lÑv�m Ñw zobrazený v dynami
kém appletu

https://www.geogebra.org/m/KFL3Onq1. Charakterizujte mno¾inu v¹e
h takový
hto

vektorù pro v¹e
hny mo¾né hodnoty koe�
ientù k, l, m > R.

Øe¹ení: V tomto pøípadì vektory (pøedstavujte si jeji
h kon
ové body) vyplòují 
elý

trojrozmìrný prostor. Jeji
h mno¾ina opìt splòuje de�ni
i vektorového prostoru.

Jedná se o vektorový prostor V3 dimenze 3.

De�ni
e 7 (Lineární obal mno¾iny vektorù). Ne
h»M � �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� je podm-

no¾ina vektorového prostoru V (tj. je to mno¾ina obsahují
í k vektorù o stejném

poètu slo¾ek). Lineárním obalem mno¾iny M rozumíme mno¾inu v¹e
h line-

ární
h kombina
í vektorù
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk. Lineární obal mno¾iny M znaèíme �M� a

platí, ¾e �M� b V.

Poznámka. Lineární obal mno¾iny M � �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� znaèíme dle potøeby buï

�M� nebo ��
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk��.

PØÍKLAD 3.16. Urèete lineární obaly �M� pro následují
í mno¾iny M :

a) M � ��0, 0��,

b) M � ��1, 2��,


) M � ��1, 0, 0�, �0, 0, 1��.

PØÍKLAD 3.17. Uva¾ujme mno¾inu M � ��2,�3, 0�, �1, 0, 3��. Potom lineárním

obalem �M� mno¾iny M je mno¾ina v¹e
h vektorù
Ñv, které se dají zapsat ve tvaru

Ñv � a�2,�3, 0� � b�1, 0, 3�, kde a, b > R.

Øe¹ení: Znázornìní v GeoGebøe: https://www.geogebra.org/m/wxVwhw9W

PØÍKLAD 3.18. Uva¾ujte mno¾inu vektorù M � ��1, 2, 0�, �0, 3, 1��. Rozhodnìte,

jakou strukturu tvoøí její lineární obal (znázornìte si ho v GeoGebøe). Podle de�-

ni
e 3 ovìøte, zda to není vektorový prostor. Jaký je vztah �M� k aritmeti
kému

vektorovému prostoru R3?

Øe¹ení: Lineárním obalem dané mno¾iny vektorù je, stejnì jako v pøíkladu 3.17,

rovina pro
házejí
í poèátkem soustavy souøadni
 (tj. bodem �0, 0, 0�) rovnobì¾nì

se smìry urèenými vektory z mno¾iny M. Ovìøením jednotlivý
h vlastností uvede-

ný
h ve de�ni
i 3 zjistíme, ¾e se jedná o vektorový prostor. Pøesnìji hovoøíme

o vektorovém podprostoru vektorového prostoru R3.

Vìta 6. Ka¾dý lineární obal je vektorovým prostorem.

PØÍKLAD 3.19. Naznaète mo¾ný postup dùkazu pravdivosti tvrzení vìty 6.
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Zjistili jsme, ¾e lineární obal mno¾iny vektorùM je vektorovým prostorem, ozna-

ème ho V . Platí tedy �M� � V . O vektorovém prostoru V potom mù¾eme øí
i, ¾e je

lineárním obalem mno¾iny M . Jak ale popí¹eme vztah mno¾iny M vzhledem k V ?

Pou¾ívá se k tomu pojem mno¾ina generátorù (té¾ systém generátorù) vektorového

prostoru V .

De�ni
e 8 (Systém generátorù vektorového prostoru). Ne
h» �M� � V , kde V

je vektorový prostor. Mno¾ina M se potom nazývá mno¾inou (systémem) gene-

rátorù vektorového prostoru V . Øíkáme, ¾e mno¾ina M generuje vektorový prostor

V .

PØÍKLAD 3.20. Najdìte mno¾iny generátorù pro následují
í vektorové prostory.

Pokuste se najít mno¾iny generátorù o nejmen¹ím poètu vektorù.

a) Mno¾ina v¹e
h vektorù (¹ipek) v rovinì a v tøírozmìrném prostoru.

b) Aritmeti
ký vektorový prostor R2
.


) Aritmeti
ký vektorový prostor R1
.

d) Aritmeti
ký vektorový prostor R3
.

e) Mno¾ina Pn v¹e
h polynomù stupnì nejvý¹e n s koe�
ienty z R.

PØÍKLAD 3.21. Rozhodnìte, zda platí uvedená tvrzení o lineárním obalu mno¾iny

M �

a) M � ��2, 1�� potom �M� � R2,

b) M � ��2, 1�, �1, 3�� potom �M� � R2,


) M � ��2, 1�, �4, 2�� potom �M� � R2,

d) M � ��1, 2�, �3, 4�, �1,1�� potom �M� � R2,

e) M � �f�x� � 3�, V � �f�x� � c; c > R� potom �M� � V,

f) M � ��1,�1, 1�, �6, 1, 3�, ��2, 0,�1�� potom �M� � R3,

g) M � ��1,�1, 1�, �6, 1, 3�, �8,�1, 5�� potom �M� � R3.
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3.4 Cvièení: Lineární kombina
e, lineární závislost a nezávis-

lost vektorù

1. Jsou dány vektory
Ña � �1, 2, 3, 4�, Ñb � �1, 1, 1,�1�, Ñc � �1, 0,�2,�6�. Vypoèítejte:

a)
Ña � Ñb � Ñc,

b) �
Ña � Ñb� � Ñc,


) 3Ña � 2Ñb � Ñc.

2. Zjistìte, která dvoji
e èísel c1, c2 splòuje vztah

a) c1��3, 4� � c2�1, 2� � �0, 0�;

b) c1Ña � c2Ñb � Ño, jestli¾e Ña � �2,�1�, Ñb � ��6, 3�, Ño � �0, 0�.

3. Zjistìte, pøi které hodnotì c je vektor

Ñb � �7,�2, c� lineární kombina
í vektorù

Ña1 � �2, 3, 5�, Ña2 � �3, 7, 8�, Ña3 � �1,�6, 1�.

4. Zjistìte, který z vektorù
Ña1 � �2, 2, 0, 0,�1�, Ña2 � �1, 1, 5, 5, 1� je lineární kombina
í

vektorù
Ña3 � �1, 1, 1, 1, 0�, Ña4 � �1, 1,�1,�1,�1�, Ña5 � �1,�1,�1, 0, 0�.

5. Urèete koe�
ienty lineární kombina
e polynomù q1�x� � x�1, q2�x� � x�1, q3�x� �

�x � 1�2, q4�x� � �x � 1�3, která je rovna polynomu p�x� � x3 � 2x � 3.

Nápovìda: Pøi øe¹ení úloh, kde v roli vektorù vystupují polynomy (není to ni
 div-

ného, mno¾ina Pn�x� polynomù stupnì nejvý¹e n je vektorovým prostorem) mù¾eme

vyu¾ít izomor�smus (vzájemnì jednoznaèné zobrazení) prostoru Pn�x� s aritme-

ti
kým vektorovým prostorem Rn�1
(Pozor, prostor je dimenze n � 1! Víte proè?).

Ka¾dému polynomu anxn�an�1xn�1�� � ��a2x2�a1x�a0 mù¾eme, pøi dohodì o uspoøá-

dání jeho èlenù, jednoznaènì pøiøadit uspoøádanou �n � 1�-ti
i (aritmeti
ký vektor)

�an, an�1, . . . , a2, a1, a0� > Rn�1
a naopak, ka¾dé takové �n�1�-ti
i polynom stupnì n.

Konkrétnì pro tento pøíklad platí q1�x� � x � 1 �� �0, 0, 1, 1�, q2�x� � x � 1 ��

�0, 0, 1,�1�, q3�x� � �x�1�2 � x2�2x�1 �� �0, 1, 2, 1�, q4�x� � �x�1�3 � x3�3x2�3x�

1 �� �1, 3, 3, 1�, p�x� � x3 � 2x � 3 �� �1, 0,�2, 3�. Pùvodní zadání tak nahradíme

jiným, ov¹em s ním ekvivalentním, které je pro nás jednodu¹¹í. Øe¹íme úkol nalézt

koe�
ienty lineární kombina
e vektorù �0, 0, 1, 1�, �0, 0, 1,�1�, �0, 1, 2, 1� a �1, 3, 3, 1�,

která je rovna vektoru �1, 0,�2, 3�. Samozøejmì, toto není jediný mo¾ný postup.

Pøíklad mù¾eme vyøe¹it i bez vyu¾ití aritmeti
ký
h vektorù, pøímými výpoèty s

danými polynomy. Pro provedení lineární kombina
e polynomù potøebujeme akorát

mít de�nované pøíslu¹né dvì opera
e, násobení polynomu reálným èíslem a sèítání

polynomù (samozøejmì se stejnou promìnnou, bavíme se stále o polynome
h jedné

promìnné). Na tom v¹ak ni
 není, opera
e provádíme obvyklým zpùsobem, známým

ze støední ¹koly. Jedninou nevýhodou pøímý
h výpoètù s polynomy je jeji
h pra
nost.

6. Urèete koe�
ienty lineární kombina
e polynomù a1�x� � 1 � 3x � 2x2, a2�x� �

1 � x � 4x2, a3�x� � 1 � 7x2, která je rovna polynomu b�x� � 3 � 2x � x2.
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7. Zjistìte, zda jsou dané vektory lineárnì závislé nebo nezávislé. Po zji¹tìní lineární

závislosti urèete tu jeji
h lineární kombina
i, která je rovna nulovému vektoru.

a)
Ña � �2, 5, 7�, Ñb � �6, 3, 4�, Ñc � �5,�2, 3�,

b)
Ña � �6, 4, 2�, Ñb � ��9, 6, 3�, Ñc � ��3, 6, 3�.


)
Ña � ��1, 0, 3�, Ñb � �4, 2, 0�, Ñc � ��5,�1, 9�.

d)
Ña � �1, 3, 5�, Ñb � �2, 4, 6�,

e)
Ña � �3,�8, 1�, Ñb � ��6, 16,�2�,

f)
Ña � �3, 2, 7�, Ñb � �1, 1, 1�, Ñc � �2, 0, 3�,

g)
Ña � �3, 2, 0�, Ñb � �1, 1, 1�, Ñc � �5, 4, 2�,

h)
Ña � �1, 0, 0, 0�, Ñb � �2, 1, 0, 1�, Ñc � �3, 2, 1, 1�,

i)
Ña � �3, 0, 1, 0�, Ñb � �0, 3, 0, 1�, Ñc � �0, 1, 0, 3�, Ñd � �1, 0, 3, 0�.

8. Ne
h»
Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnìte,

zda jsou lineárnì nezávislé i tyto vektory:

Ñu � Ñv � Ñw, Ñu � Ñv � 2 Ñw, 3Ñu � Ñv.

Nápovìda: I kdy¾ tato úloha vypadá záhadnì, její øe¹ení je pøekvapivì jednodu
hé.

Av¹ak pozor, za touto jednodu
hostí se skrývají solidní znalosti základù lineární

algebry! ,

Nejprve si uva¾ované vektory pojmenujeme:
Ña � Ñu�Ñv� Ñw, Ñb � Ñu�Ñv�2 Ñw, Ñc � 3Ñu�Ñv.

Jsou-li lineárnì nezávislé, je dle de�ni
e 6 (str. 34) rovna nulovému vektoru pouze

jeji
h triviální lineární kombina
e, tj. rovni
e

xÑa � yÑb � zÑc � Ño (16)

má jediné øe¹ení ve tvaru �x, y, z� � �0, 0, 0�. Nyní se vrátíme k pùvodním vektorùm

a pøíslu¹né jeji
h lineární kombina
e do rovni
e (16) dosadíme

x�Ñu � Ñv � Ñw� � y�Ñu � Ñv � 2 Ñw� � z�3Ñu � Ñv� � Ño, (17)

roznásobíme

xÑu � xÑv � x Ñw � yÑu � yÑv � 2y Ñw � 3zÑu � zÑv � Ño (18)

a upravíme

Ñu�x � y � 3z� � Ñv�x � y � z� � Ñw�x � 2y� � Ño. (19)

Proto¾e ze zadání víme, ¾e vektory
Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé (o tì
hto vektore
h

to víme, o vektore
h
Ña, Ñb, Ñc to zji¹»ujeme), víme také to, ¾e rovni
e (19) je splnìna

jedinì tehdy, kdy¾ jsou v¹e
hny tøi koe�
ienty na levé stranì rovny nule, tj. kdy¾

x � y � 3z � 0,

x � y � z � 0,

x � 2y � 0.
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Této homogenní soustavì potom pøíslu¹í mati
e

A �

<

�

�

�

�

�

>

1 1 3

1 �1 1

1 �2 0

=

A

A

A

A

A

?

, (20)

její¾ hodnost je 2 (spoèítejte sami). Zde uvádím výpoèet hodnosti v programu

pro algebrai
ké výpoèty wxMaxima, který si mù¾ete zdarma stáhnout na adrese

https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/:

(% i1) A:matrix([1,1,3℄,[1,-1,1℄,[1,-2,0℄);

�

�

�

1 1 3

1 �1 1

1 �2 0

�

�

�

(A)

(% i2) rank(A);

2 (% o2)

To, ¾e hodnost mati
e je men¹í ne¾ její øád (tj. mati
e je singulární) ale znamená,

¾e vý¹e uvedená soustava má i netriviální øe¹ení pro x, y, z. Potom ale i rovni
e

16, s ní¾ je soustava ekvivalentní, má i netriviální øe¹ení. Z toho vyplývá, ¾e dané

vektory
Ñu � Ñv � Ñw, Ñu � Ñv � 2 Ñw, 3Ñu � Ñv jsou lineárnì závislé!

9. Ne
h»
Ñu, Ñv, Ñw jsou lineárnì nezávislé vektory vektorového prostoru V . Rozhodnìte,

zda jsou tyto vektory lineárnì nezávislé:

2Ñu � Ñv, Ñu � 3Ñv, Ñu � Ñv � Ñw.

10. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) polynomù:

p1�x� � x � 2, p2�x� � x
2
� 5x � 4, p3�x� � 3x2 � 4x.

11. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) polynomù:

p1�x� � x � 2, p2�x� � x
2
� 5x � 4, p3�x� � 3x2 � 4x, p4�x� � x

2
� 1.

12. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) polynomù:

f1�x� � x
2
� 3, f2�x� � 2 � x, f3�x� � �x � 1�2.
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Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

Následují
í pøíklady jsou doplòkové, urèené pro dobrovolné øe¹ení. Rozhodnì v¹ak

stojí za pozornost. Pokud Vám budou v souvislosti s pojmy lineární kombina
e,

závislost a nezávislost pøipadat podivné, vra»te se k podstatì tì
hto pojmù. Lineární

kombina
í objektù £, ¤ a ¥ rozumíme výraz k£ � l¤ �m¥, kde k, l,m > R.

13. Rozhodnìte o lineární závislosti (nezávislosti) mno¾iny funk
í:

1, cosx, sinx, cos2 x, cosx sinx, sin2 x.

14. Rozhodnìte, zda jsou dané funk
e lineárnì závislé èi nezávislé:

a) 2 � x2, 3x, x2 � x � 2,

b) 3x � 1, x�2x � 1�, x�x � 1�,


) ex, ex�1,

d) sinx, sin �x � 1�,

e) ex, ex�1, ex�2,

f) sinx, sin �x � 1�, sin �x � 2�,

g) ex, xex, x2ex,

h) ex, e2x, e3x,

15. Ne
h» vektory u � cos2 x, v � sin2 x tvoøí bázi vektorového prostoru V. Zjistìte,

který z uvedený
h vektorù le¾í ve V :

a) 2,

b) sin 2x,


) 0,

d) cos 2x,

e) 2 � 3x,

f) 3 � 4 cos 2x.
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4 Báze vektorového prostoru

V kapitole 3 jsme se na stranì 30 zamý¹leli nad tím, ¾e je u¾iteèné uva¾ovat mno¾inu

(systém) generátorù vektorového prostoru o minimálním nutném poètu vektorù,

který je potøebný pro vytvoøení v¹e
h vektorù onoho vektorového prostoru (tj. pro

þgenerováníÿ tohoto prostoru). Tuto mno¾inu generátorù jsme nazvali báze vektoro-

vého prostoru. V této kapitole se budeme pojmu báze

2

vektorového prostoru vìnovat

podrobnìji. Nejprve vyslovíme de�ni
i báze a doká¾eme si, ¾e ka¾dý vektor daného

prostoru lze vzhledem k bázi vyjádøit jediným zpùsobem. Tato vlastnost se pozdìji

uká¾e jako klíèová pro zavedení pojmu souøadni
e vektoru vzhledem k bázi. S pojmem

báze souvisí té¾ pojem dimenze vektorového prostoru. Je to, jednodu¹e øeèeno, èíslo,

které udává poèet vektorù báze uva¾ovaného prostoru. Dimenze je pro daný vek-

torový prostor unikátní. Je to dáno tím, ¾e aèkoliv lze pro daný vektorový prostor

vytvoøit nekoneènì mnoho bází, v¹e
hny mají stejný poèet vektorù.

Následují
í de�ni
í zavádíme bázi vektorového prostoru jako takovou mno¾inu

generátorù tohoto prostoru, která je tvoøena lineárnì nezávislými vektory.

De�ni
e 9 (Báze vektorového prostoru). Podmno¾ina M vektorového prostoru

V se nazývá báze vektorového prostoru V , právì kdy¾:

1. �M� � V (tj. M je mno¾inou generátorù prostoru V ),

2. M je lineárnì nezávislá mno¾ina.

Pro pozdìj¹í zavedení pojmu souøadni
e vektoru vzhledem k bázi, viz de�ni
e 11

na str. 50 je klíèová skuteènost, ¾e konkrétní vektor lze vzhledem ke konkrétní bázi

vyjádøit jediným zpùsobem.

Vìta 7 (O jedineènosti souøadni
 vzhledem k bázi). Ne
h»M � �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun�

je báze vektorového prostoru V. Potom ka¾dý nenulový vektor
Ñu > V lze psát právì

jedním zpùsobem jako lineární kombina
i vektorù báze M, tj.

�
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun >M,§a1, a2, ..., an > T ; Ñu �

n

Q

i�1

aiÑui.

Dùkaz. Vìtu 7 doká¾eme sporem. Pøedpokládáme, ¾e platí její nega
e, tj., ¾e ka¾dý

nenulový vektor
Ñu > V lze psát aspoò dvìma rùznými zpùsoby jako lineární

kombina
i vektorù báze M, a pokusíme se z ní odvodit sporné tvrzení. Pro zjedno-

du¹ení zápisu se omezíme na prostor V3, zobe
nnìní na Vn bude potom zøejmé. Pro

ka¾dý vektor
Ñu tedy existují aspoò dvì rùzné troji
e koe�
ientù a1, a2, a3 a b1, b2, b3

takové, ¾e

Ñu � a1Ñu1 � a2Ñu2 � a3Ñu3 a zrove Ñu � b1Ñu1 � b2Ñu2 � b3Ñu3.

Pokud od sebe tyto dvì rovnosti odeèteme, dostaneme

�b1 � a1�Ñu1 � �b2 � a2�Ñu2 � �b3 � a3�Ñu3 � Ño. (21)

2

Pro dal¹í studium viz napø. Wikipedia: Basis (linear algebra)
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Dle pøedpokladu jsou vektory
Ñu1, Ñu2, Ñu3 lineárnì nezávislé. Jediná jeji
h lineární kom-

bina
e, která mù¾e být rovna nulovému vektoru je tak triviální lineární kombina
e.

Rovnost (21) je potom splnìna právì tehdy, kdy¾ jsou v¹e
hny tøi koe�
ienty b1�a1,

b2 � a2, b3 � a3 rovny nule. To mù¾e ale nastat jedinì tehdy, kdy¾ b1 � a1, b2 � a2
a b3 � a3. Tím dostáváme spor s pøedpokladem, ¾e troji
e a1, a2, a3 a b1, b2, b3 jsou

rùzné.

4.1 Dimenze vektorového prostoru

S pojmem dimenze

3

jsme se v¹i
hni setkali ji¾ mnohokrát. Omezme se zde na geome-

tri
ký význam tohoto slova. Dimenzí rozumíme èíslo, které udává poèet nezávislý
h

smìrù, které potøebujete pro pohyb v daném prostoru.

Pokud ¾ijete na pøím
e, vystaèíte s jedním smìrem, reprezentovaným jedním

vektorem, napø.
Ñu. Ve¹keré pøemis»ování po pøím
e vyøídíte potom pomo
í násobkù

kÑu, viz Obr. 6 na str. 29. Pøímka má proto dimenzi 1!

Pokud ¾ijete v rovinì, potøebujete k pøemis»ování po ní dva nezávislé smìry, tj.

dva lineárnì nezávislé vektory, napø.
Ñu a

Ñv. Ka¾dé pøesunutí mù¾ete potom vyjádøit

pomo
í jeji
h lineární kombina
e kÑu � lÑv, viz Obr. 7 na str. 29. Rovina má proto

dimenzi 2!

Pokud ¾ijete v prostoru, v nìm¾ ¾ijeme, potøebujete k pøemis»ování v nìm tøi

nezávislé smìry, tj. tøi lineárnì nezávislé vektory, dva pro pohyb v rovinì, ten tøetí

pro pohyb þnahoruÿ a þdolùÿ, napø.
Ñu, Ñv a

Ñw. Ka¾dé pøemístìní mù¾ete potom

vyjádøit pomo
í jeji
h lineární kombina
e kÑu � lÑv � m Ñw. Ná¹ ¾ivotní prostor má

proto dimenzi 3!

De�ni
e 10 (Dimenze vektorového prostoru). Øekneme, ¾e vektorový prostor

V nad tìlesem T má koneènou dimenzi, jestli¾e ve V existuje koneèná mno¾ina

generátorù V (tj. mù¾eme øí
i, ¾e V je koneènì generovaný). Dimenzí vektorového

prostoru V rozumíme poèet prvkù jeho libovolné báze (tj. jeho systému generátorù

tvoøeného lineárnì nezávislými vektory). Znaèíme

dimV � n nebo Vn.

Napøíklad informa
i o tom, ¾e vektorový prostor V má dimenzi 3 zapí¹eme ve tvaru

rovnosti: dimV � 3, nebo zkrá
enì pomo
í dolního indexu: V3.

Vìta 8 (O existen
i báze). Ka¾dý netriviální koneènì generovaný vektorový pro-

stor má aspoò jednu koneènou bázi.

Dùkaz. Naznaèíme pouze my¹lenku dùkazu, viz Obr. 9. Vektory
Ña, Ñb, Ñc, Ñd, Ñe, Ñf

pøedstavují mno¾inu generátorù vektorového prostoru V2. Jsou evidentnì lineárnì

závislé. Nyní vezmìte tu¾ku a postupnì (po jednom) vy¹krtávejte vektory, které se

3

Pro dal¹í studium viz napø. https://en.wikipedia.org/wiki/Dimension
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dají vyjádøit jako lineární kombina
e ostatní
h. Mìly by Vám zùstat dva lineárnì

nezávislé vektory, ty tvoøí bázi prostoru V2. V¹imnìte si, ¾e popsaným zpùsobem

mù¾ete dospìt k rùzným takovýmto dvoji
ím. To je projev toho, ¾e neexistuje jenom

jedna báze vektorového prostoru. V¹e
hny ale, jak víme, mají stejný poèet vektorù!

Obrázek 9: Kolik lineárnì nezávislý
h vektorù zùstane po postupném odstranìní tì
h, které se dají

vyjádøit jako lineární kombina
e ostatní
h?

Dùkaz vìty je zalo¾en na popsaném me
hanismu. Máme-li koneènou mno¾inu ge-

nerátorù, je jisté, ¾e døíve nebo pozdìji se z ní uvedeným postupem pro¹krtáme a¾

k bázi.

Dùsledek 1. Odstraníme-li ze systému generátorù vektorového prostoru V vektor,

který je lineární kombina
í ostatní
h, pak mno¾ina zbývají
í
h vektorù je opìt sys-

témem generátorù vektorového prostoru V .

PØÍKLAD 4.1. Rozhodnìte, zda je daná mno¾ina vektorù systémem generátorù,

nebo pøímo bází, vektorového prostoru R3.

a) �1, 2, 3�, �1, 2, 1�, ��1, 1, 0�, �2,�1,0�,

b) �1, 2, 3�, �1, 2, 1�, �0, 0, 2�, �1, 2,�1�.

Øe¹ení: Na první pohled je zøejmé, ¾e ani jedna z uvedený
h mno¾in není bází. Maxi-

mální poèet nazávislý
h uspoøádaný
h troji
 reálný
h èísel je 3. Je-li ji
h ví
e, jsou

v¾dy
ky závislé (Souvisí to s poètem øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy rovni
.

Zdùvodnìte!). Zbývá vy¹etøit, zda se jedná alespoò o systémy generátorù prostoru

R3. Zkoumáme proto, zda lze ka¾dý vektor
Ñv > R3

vyjádøit jako lineární kombina
i

daný
h ètyø vektorù.
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ad a)

x1

�

�

�

1

2

3

�

�

�

� x2

�

�

�

1

2

1

�

�

�

� x3

�

�

�

�1

1

0

�

�

�

� x4

�

�

�

2

�1

0

�

�

�

�

�

�

�

v1
v2
v3

�

�

�

. (22)

Rovni
e (22) vede k soustavì lineární
h rovni
 s roz¹íøenou mati
í

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �1 2 v1
2 2 1 �1 v2
3 1 0 0 v3

=

A

A

A

A

A

?

(v¹imnìte si, ¾e sloup
ovými vektory této mati
e jsou dané vektory). U¾itím Gaus-

sovy elimina
e dostáváme

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �1 2 v1
2 2 1 �1 v2
3 1 0 0 v3

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �1 2 v1
0 2 �3 6 3v1 � v3
0 0 3 �5 �2v1 � v2

=

A

A

A

A

A

?

.

Má-li mít pøíslu¹ná soustava lineární
h rovni
 øe¹ení (proto¾e je rovni
 ménì ne¾

neznámý
h, jedno mít nemù¾e, tak je ve høe nekoneènì mnoho øe¹ení) nezávisle na

volbì vektoru
Ñv, musí mít mati
e soustavy dle Frobeniovy vìty hodnost 3 (tj. rovnu

dimenzi vektorového prostoru R3, jeho¾ mají být vektory systémem generátorù).

Tato podmínka je evidentnì splnìna. Mù¾eme tedy øí
i, ¾e daná mno¾ina vektorù je

systémem generátorù vektorového prostoru R3
. Vektory jsou zobrazeny na Obr. 10.

Viz té¾ pøíslu¹ný applet https://www.geogebra.org/m/wptxs
y7. Vidíme, ¾e v sou-

ladu s výsledkem algebrai
kého øe¹ení nele¾í v¹e
hny v jedné rovinì (dokon
e ¾ádné

tøi nele¾í v jedné rovinì). V du
hu dùkazu vìty 8 by
hom tak vy¹krtnutím jednoho

z ni
h získali tøi lineárnì nezávislé vektory.

ad b)

x1

�

�

�

1

2

3

�

�

�

� x2

�

�

�

1

2

1

�

�

�

� x3

�

�

�
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0
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�

�

� x4
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�

1

2

�1

�

�

�

�

�

�

�

v1
v2
v3

�

�

�

. (23)

Rovni
e (23) vede k soustavì lineární
h rovni
 s roz¹íøenou mati
í

<

�

�

�

�

�

>

1 1 0 1 v1
2 2 0 2 v2
3 1 2 �1 v3

=

A

A

A

A

A

?

(v¹imnìte si, ¾e sloup
ovými vektory této mati
e jsou dané vektory). U¾itím Gaus-

sovy elimina
e dostáváme

<

�

�

�

�

�

>

1 1 0 1 v1
2 2 0 2 v2
3 1 2 �1 v3

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 1 0 1 v1
0 �2 2 �4 �3v1 � v3
0 0 0 0 �2v1 � v2

=

A

A

A

A

A

?

.
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Obrázek 10: Mno¾ina vektorù �1,2,3�, �1,2,1�, ��1,1,0�, �2,�1, 0� generuje prostor dimenze 3

Mati
e pøíslu¹né soustavy lineární
h rovni
 má hodnost 2. Roz¹íøená mati
e sou-

stavy má a¾ na pøípad, kdy v2 � 2v1, hodnost 3. Dle Frobeniovy vìty tedy pøíslu¹ná

soustava nemá pro v¹e
hny vektory
Ñv > R3

øe¹ení (soustava má øe¹ení pouze pro

takové vektory
Ñv � �v1, v2, v3�, pro které je v2 � 2v1, my ale potøebujeme, aby mìla

øe¹ení pro jakýkoliv vektor
Ñv). Daná mno¾ina vektorù není systémem generátorù

vektorového prostoru R3
. Vektory jsou zobrazeny na Obr. 11. Viz té¾ pøíslu¹ný ap-

plet https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. Vidíme, ¾e, opìt v souladu s výsledkem

algebrai
kého øe¹ení, le¾í v¹e
hny ètyøi vektory v jedné rovinì. V du
hu dùkazu vìty

8 by
hom tak vy¹krtnutím dvou z ni
h získali dva lineárnì nezávislé vektory.

Obrázek 11: Mno¾ina vektorù �1,2,3�, �1,2,1�, �0,0,2�, �1,2,�1� generuje prostor dimenze 2

48

https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs


Poznámka. Pøíklad 4.1 mù¾eme øe¹it i ry
hleji, pouze s vyu¾itím mati
, jeji
h¾

sloup
e (nebo øádky) jsou dané vektory. Navrhnìte a zdùvodnìte postup takového

øe¹ení.

4.2 Souøadni
e vektoru vzhledem k bázi

Jak víme, konkrétní vektor lze vyjádøit jako lineární kombina
i vektorù konkrétní

báze jediným zpùsobem, viz vìta 7 na str. 44. Koe�
ienty takové lineární kombina
e

tak daný vektor vzhledem k dané bázi jednoznaènì identi�kují. Øíkáme, ¾e jsou jeho

souøadni
emi vzhledem k této bázi. Tak mù¾eme øí
i, ¾e vektor

Ñb na Obr. 12 má

vzhledem k bázi B � �
Ñu, Ñv� souøadni
e �1.5, 2�, zatím
o vektor

Ñc má vzhledem k ní

souøadni
e ��1.6, 3.8�. Víme, ¾e bází daného vektorového prostoru mù¾eme vytvoøit

nekoneènì mnoho (napøíklad pro rovinu jsou to v¹e
hny mo¾né dvoji
e lineárnì

nezávislý
h vektorù). Potom ke ka¾dé z ni
h jsou souøadni
e daného vektoru jiné!

V¾dy je tedy tøeba vìdìt, vzhledem k jaké bázi jsou pøíslu¹né souøadni
e dány. Pro

prostory Rn
se pou¾ívá pøevá¾nì (ve ¹kolní matemati
e jedinì) tzv. kanoni
ká báze,

nejjednodu¹¹í báze, jakou mù¾eme vytvoøit. Pro R2
je to ��1, 0�, �0, 1��, pro R3

je

to ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1�� atd.

Obrázek 12: Souøadni
e vektorù

Ñb, Ñc vzhledem k bázi �Ñu, Ñv�.

Dle vìty 7 lze vektor
Ñu > V psát jediným zpùsobem jako lineární kombina
i vek-

torù dané bázeM � �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� vektorového prostoru V. Jinak øeèeno, koe�
ienty

x1, x2, ..., xn > T lineární kombina
e

Ñu �
n

Q

i�1

xiÑui

jsou pro daný vektor
Ñu a danou bázi M � �

Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� urèeny jednoznaènì. Tyto

koe�
ienty, konkrétnì uspoøádanou n�ti
i (tj. aritmeti
ký vektor) z ni
h vytvoøenou,

nazýváme souøadni
e vektoru
Ñu vzhledem k bázi M .
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De�ni
e 11 (Souøadni
e vektoru vzhledem k bázi). Ne
h» M � �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun�

je báze vektorového prostoru V. Potom ka¾dý vektor
Ñu > V lze napsat jednoznaènì ve

tvaru

Ñu � x1Ñu1 � x2Ñu2 � ... � xnÑun �
n

Q

i�1

xiÑui.

Vektor �x1, x2, ..., xn� > T n
nazveme souøadni
emi vektoru

Ñu vzhledem k bázi M a

znaèíme

ÑuM � �x1, x2, ..., xn�.

PØÍKLAD 4.2. Mno¾ina M � ��1, 1�, �2, 3�� je bází vektorového prostoru R2
.

Urèete souøadni
e
ÑuM vektoru

Ñu vzhledem k této bázi, znáte-li jeho souøadni
e
Ñu �

�7, 12� vzhledem ke kanoni
ké bázi ��1, 0�, �0, 1��.

Øe¹ení: Dle de�ni
e 11 hledáme koe�
ienty x, y > R lineární kombina
e
Ñu � x�1, 1��

y�2, 3�. Proto¾e zároveò platí
Ñu � 7�1, 0� � 12�0, 1�, mù¾eme psát

Ñu � x�1, 1� � y�2, 3� � 7�1, 0� � 12�0, 1�, (24)

po úpravì

Ñu � x�1, 1� � y�2, 3� � �7, 12�. (25)

Rovni
i (25) po dal¹í úpravì mù¾eme pøepsat do podoby s ní ekvivalentní soustavy

dvou rovni
 o neznámý
h x, y

x � 2y � 7,

x � 3y � 12,

jejím¾ øe¹ením je �x, y� � ��3, 5�. Pro vektor
Ñu � �7, 12� > R2

tak platí

Ñu � �3�1, 1� � 5�2, 3�.

Hledané souøadni
e vektoru
Ñu � �7, 12� vzhledem k báziM jsou proto ��3, 5�, pí¹eme

ÑuM � ��3, 5�.

Pøipomeòme si je¹tì pojem kanoni
ká báze, který jsme v této kapitole zaèali

pou¾ívat. Jedná se o bázi, vzhledem k ní¾ urèujeme souøadni
e vektorù, není-li uve-

deno jinak. Pozdìji si kanoni
kou bázi uvedeme jako pøíklad tzv. ortonormální báze,

její¾ pou¾ití pøiná¹í urèité výhody, viz de�ni
e 18 na str. 80. V pøípadì vektorového

prostoru R2
je kanoni
kou bází mno¾ina ��1, 0�, �0, 1��. Pro R3

je potom kanoni
kou

bází mno¾ina vektorù ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1�� atd.
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PØÍKLAD 4.3. Ovìøte, ¾e vektory

Ñv1 �

�

�

�

�

�

�

1

1

1

1

�

�

�

�

�

�

, Ñv2 �

�

�

�

�

�

�

1

1

�1

�1

�

�

�

�

�

�

, Ñv3 �

�

�

�

�

�

�

1

�1

0

0

�

�

�

�

�

�

, Ñv4 �

�

�

�

�

�

�

0

0

1

�1

�

�

�

�

�

�

tvoøí bázi vektorového prostoru R4. Potom urèete souøadni
e vektoru

Ñx � �4,�2, 1, 5�T

vzhledem k této bázi.

Øe¹ení: Vyjdìte z de�ni
e 9. Ovìøte, zda jsou dané vektory nezávislé, potom najdìte

koe�
ienty po¾adované lineární kombina
e.

Poznámka: Pøiøazení souøadni
 vektoru vzhledem k dané bázi je pøíkladem izo-

mor�smu, tj. lineárního zobrazení, které je vzájemnì jednoznaèné. Pro danou bázi

existuje vzájemnì jednoznaèná koresponden
e mezi vektorem a jeho souøadni
emi.

Máme-li vektor, lze mu pøiøadit jediné souøadni
e vzhledem k této bázi a naopak,

máme-li souøadni
e, existuje jediný vektor, které je k dané bázi má.

4.3 Podprostor vektorového prostoru

Na pojem vektorový podprostor jsme u¾ nìkolikrát narazili. Jedná se o podmno¾inu

vektorového prostoru, která sama o sobì splòuje de�ni
i 3 vektorového prostoru, viz

str. 24. V¹imnìte si napøíklad Obr. 11 na str. 48, nebo si otevøete jemu pøíslu¹ejí
í

applet https://www.geogebra.org/m/rqs3zxvs. V¹e
hny ètyøi vektory le¾í v jedné

rovinì. Pøedstavují mno¾inu generátorù vektorového podprostoru, který je tvoøen

v¹emi vektory mají
ími smìr rovnobì¾ný s touto rovinou (ta rovina je názorným

modelem tohoto podprostoru). Kdyby
hom vhodnì odstranili dva z ni
h, dostali

by
hom bázi tohoto podprostoru. Jeho dimenze je 2.

De�ni
e 12 (Podprostor vektorového prostoru). Ne
h» V je vektorový prostor

nad tìlesem T. Øekneme, ¾e W je podprostor vektorového prostoru V, právì tehdy

kdy¾ platí:

1. W je neprázdná podmno¾ina V (W b V ,W x g.)

2. W je vektorovým prostorem vzhledem k opera
ím sèítání vektorù a náso-

bení vektoru prvkem z tìlesa T , které jsou de�nované na V (tj. splòuje de�ni
i 3

vektorového prostoru).

Skuteènost, ¾e W je podprostorem vektorového prostoru V znaèíme takto:

W bb V.
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Poznámka. Význam pojmù uvedený
h v de�ni
i si mù¾eme ilustrovat na pøíkladu

mno¾iny U � ��x, y� > R2; y � 3x�, která je vektorovým podprostorem vektorového

prostoru V � R2
de�novaného nad tìlesem T � R, tj. U bb V.

Obrázek 13: Jedná se v obou pøípade
h o vektorové podprostory?

PØÍKLAD 4.4. Rozhodnìte, zda je mno¾ina W � ��x, y� > R2; y � 3x� 1� vektoro-

vým podprostorem prostoru R2
(tj. zda platí W bb R2

).

Z de�ni
e vektorového prostoru 3 vyplývá nutná podmínka existen
e vektoro-

vého podprostoru: Vektorový podprostor W bb V musí obsahovat nulový vektor

z prostoru V . Její u¾iteènost se, jak to tak u nutný
h podmínek bývá, projeví v

okam¾iku, kdy není splnìna. To máme toti¾ jistotu, ¾e vy¹etøovaná podmno¾ina W

není vektorovým podprostorem. Pokud splnìna je, ¾ádnou jistotu nemáme.

Nad de�ni
í 12 je dobré si promyslet podobu extrémní
h podprostorù:

þNejmen¹ímÿ podprostorem je triviální vektorový prostor �
Ño�, tj. mno¾ina ob-

sahují
í jediný prvek, nulový vektor
Ño.

þNejvìt¹ímÿ podprostorem je potom prostor V samotný (proto¾e, jak víme, mno¾ina

je sama sobì podmno¾inou).

Obèas se setkáme s úkolem, rozhodnout, zda je nìjaká podmno¾ina vektorového pro-

storu jeho podprostorem. Je proto dobré, ujasnit si, 
o je tøeba pro to udìlat. Jak

øíká následují
í vìta 9, není na¹tìstí nutné ovìøit 
elou de�ni
i 3 (viz str. 24). Podm-

no¾ina toti¾ pøirozenì pøebírá (dìdí) nìkteré vlastnosti od své mateøské mno¾iny.

Napøíklad, pokud je sèítání vektorù komutativní ve V , je samozøejmì komutativní i

v W bb V .

Vìta 9 (O urèení vektorového podprostoru). Neprázdná podmno¾ina W vek-

torového prostoru V je podprostorem prostoru V, právì kdy¾ platí:

(1) �
Ñu, Ñv >W ; Ñu � Ñv >W ,

(2) �a > T,�Ñu >W ; aÑu >W .
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PØÍKLAD 4.5. Ovìøte, zda Wi bb �R3,�,R� �

a) W1 � ��r, 2r, 5r�; r > R�,

b) W2 � ��r, 2r, r2�; r > R�,


) W3 � ��r, 2r, 1�; r > R�.

Øe¹ení: Naznaèíme si postup øe¹ení pro zadání a). Postupujeme podle vìty 9. Vyjá-

døíme si dva vektory z W1; Ñu � �r1, 2r1, 5r1�, Ñv � �r2, 2r2, 5r2� a ovìøíme, zda splòují

ony dvì vlastnosti (1) a (2) z vìty 9.

Ad (1): Ovìøíme, zda
Ñu � Ñv patøí do W1. Platí

Ñu � Ñv � �r1 � r2, 2�r1 � r2�, 5�r1 � r2��.

Pokud nahradíme r1 � r2 > R symbolem p; p > R, mù¾eme psát

Ñu � Ñv � �p, 2p, 5p�,


o¾ je pøedpis pro podobu uspoøádané troji
e patøí
í do W1. Proto Ñu � Ñv >W1.

Ad (2): Ovìøíme, zda aÑu, kde a > R patøí do W1. Platí

aÑu � �ar, 2ar, 5ar�.

Pokud nahradíme ar > R symbolem q; q > R, mù¾eme psát

aÑu � �q, 2q, 5q�,


o¾ je pøedpis pro podobu uspoøádané troji
e patøí
í do W1. Proto aÑu >W1.

Tím jsme prokázali, ¾e Wi bb R3
.

Zbývají
í dvì zadání pøíkladu 4.5 øe¹te sami.

PØÍKLAD 4.6. Rozhodnìte, zda jsou následují
í mno¾iny podprostory prostoru R3

nad R.

(a) Mno¾ina v¹e
h øe¹ení �x, y, z� rovni
e 3x � 2y � z � 0.

(b) Mno¾ina v¹e
h lineární
h kombina
í vektorù
Ñv1 � �2,�3, 0�, Ñv2 � �1, 0, 3�.

Proveïte geometri
kou interpreta
i daný
h mno¾in (podprostorù).

V závìru kapitoly vìnované bázi vektorového prostoru je vhodné pøipomenout si dvì

vlastnosti báze, na které jsme ji¾ narazili, ale dosud jsme je nijak nedokazovali:

(i)Dvì báze tého¾ vektorového prostoru mají stejný poèet prvkù.

(ii)Ve vektorovém prostoru nemù¾e být ví
e lineárnì nezávislý
h vektorù,

ne¾ je poèet vektorù jeho báze.

Dùkazy obou tì
hto tvrzení se dají elegantnì provést jako dùsledky tzv. Steinitzovy

vìta o výmìnì, které je vìnována následují
í kapitola. Proto¾e v¹ak její obsah nebude

kromì tì
hto dùsledkù nijak vyu¾it v následují
í
h pasá¾í
h, je její studium èistì

dobrovolné.
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4.4 Steinitzova vìta o výmìnì*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Znalosti vìty a jejího dùkazu nebudou vy¾a-

dovány u zkou¹ky. Je tøeba znát akorát její vý¹e uvedené dùsledky.

Tato vìta je pro nás dùle¾itá hlavnì svými dùsledky. Plynou z ní napøíklad tyto

skuteènosti:

I. Dvì báze tého¾ vektorového prostoru mají stejný poèet prvkù.

II. Ve vektorovém prostoru nemù¾e být ví
e lineárnì nezávislý
h vektorù,

ne¾ je poèet vektorù jeho báze.

Pøíklad: Mno¾ina M je systémem generátorù pøíslu¹ného vektorového prostoru.

Je mo¾né nahradit nìkteré vektory z M vektory z mno¾iny N tak, aby výsledná

mno¾ina opìt generovala ten samý vektorový prostor?

a) M � ��1, 1, 1�, �2, 1, 3�, �0, 2, 4�, �1, 0, 1��, N � ��1, 0, 0�, �0, 1, 1��,

b) M � ��1, 1, 1�, �2, 1, 3�, �0, 2, 4�, �1, 0,1��, N � ��0, 1, 2�, �2, 0, 2��.

Vìta 10 (Steinitzova vìta o výmìnì). Ne
h» V je vektorový prostor nad tìlesem T.

Ne
h» �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� je mno¾ina generátorù prostoru V a ne
h»

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk jsou

libovolné lineárnì nezávislé vektory z V. Potom platí:

1) k B n,

2) pøi vhodném pøeèíslování vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun mù¾eme první
h k z ni
h nahra-

dit vektory
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk tak, ¾e mno¾ina �

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk, Ñuk�1, Ñuk�2, ..., Ñun� je systémem

generátorù vektorového prostoru V.

Dùkaz. Dùkaz provedeme matemati
kou induk
í podle k (tj. podle poètu lineárnì

nezávislý
h vektorù
Ñvi).

I. Doká¾eme, ¾e vìta je pravdivá pro k � 1

Máme tedy dokázat, ¾e je-li �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� mno¾ina generátorù prostoru V a

Ñv1 je

libovolný lineárnì nezávislý vektor z V, potom:

(1) 1 B n,

(2) pøi vhodném uspoøádání mohu první vektor z mno¾iny �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� nahradit

vektorem
Ñv1.

Je zøejmé, ¾e tvrzení (1) platí; pro v¹e
hna n > N je skuteènì 1 B n.

Zamìøíme se tedy na dùkaz tvrzení (2). To, ¾e �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� je mno¾ina generá-

torù prostoru V lze zapsat rovností �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � V. Potom 
h
eme dokázat, ¾e

z pøedpokladù vìty vyplývá, ¾e platí také rovnost �
Ñv1, Ñu2, ..., Ñun� � V (tj., ¾e vektor

Ñu1 mù¾eme nahradit vektorem
Ñv1).

54



Proto¾e
Ñv1 > V, lze vektor Ñv1 psát jako lineární kombina
i

Ñv1 � a1Ñu1 � a2Ñu2 � ... � anÑun. (26)

Potom ov¹em platí

�
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � V

(lineární obal mno¾iny vektorù se nezmìní, pokud k ní pøidáme vektor, který je line-

ární kombina
í její
h vektorù). Vektor
Ñv1 je dle pøedpokladù vìty lineárnì nezávislý a

proto nemù¾e být nulový. Alespoò jeden z koe�
ientù ai lineární kombina
e (26) tak

musí být rùzný od nuly. Vìta pøipou¹tí vhodné uspoøádání vektorù
Ñui, proto lze bez

jakékoliv újmy na obe
nosti dùkazu pøedpokládat, ¾e tím nenulovým koe�
ientem

je a1. Potom ale mù¾eme vektor
Ñu1 vyjádøit jako lineární kombina
i

Ñu1 �
1

a1
Ñv1 �

a2

a1
Ñu2 � ... �

an

a1
Ñun

a pro vektorový prostor V platí

�
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñu2, ..., Ñun� � V

(lineární obal mno¾iny vektorù se nezmìní, pokud z ní odebereme vektor, který je

lineární kombina
í její
h zbývají
í
h vektorù). Dokázali jsme tak, ¾e lze opravdu

pøi vhodném uspoøádání vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun první z ni
h nahradit vektorem

Ñv1 a

výsledná mno¾ina bude stále mno¾inou generátorù prostoru V.

II. Doká¾eme, ¾e pokud vìta platí pro k �m, platí i pro k �m � 1

Mìjme na pamìti, ¾e v tomto kroku (øíká se mu þindukèní krokÿ) dokazujeme prav-

divost implika
e SV �m�� SV �m�1� (kde symbolem SV �j� rozumíme výrok þStei-

nitzova vìta je pravdivá pro k � jÿ) nikoliv pravdivost samotného tvrzení vìty.

Pøedpokládáme tedy, ¾e pro �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� � V a m lineárnì nezávislý
h vektorù

Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm z V je (1) m B n a (2) pøi vhodném pøeèíslování vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun

mù¾eme psát �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � V. Ch
eme dokázat, ¾e potom platí

i to, ¾e máme-lim�1 lineárnì nezávislý
h vektorù Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm, Ñvm�1 z V, je (1)m�1 B

n a (2) pøi vhodném pøeèíslování vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun mù¾eme psát �

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�2, ..., Ñ � �

V.

Proto¾e
Ñvm�1 > V, lze vektor Ñvm�1 psát jako lineární kombina
i vektorù

Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm,

Ñum�1, . . . , Ñun, tj.

Ñvm�1 � b1Ñv1 � b2Ñv2 � � � � � bmÑvm � am�1Ñum�1 � � � � � anÑun (27)

a platí

�
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � V.
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Proto¾e vektory
Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvm, Ñvm�1 jsou lineárnì nezávislé, je zøejmé, ¾e alespoò je-

den z koe�
ientù am�1, am�2, . . . , an lineární kombina
e (27) je rùzný od nuly (pro-

myslete si detailní zdùvodnìní). Vìta pøipou¹tí vhodné uspoøádání vektorù mno¾iny

generátorù, proto lze bez jakékoliv újmy na obe
nosti dùkazu pøedpokládat, ¾e tím

nenulovým koe�
ientem je am�1. Potom ale mù¾eme vektor
Ñum�1 vyjádøit z rovnosti

(27) jako lineární kombina
i

Ñum�1 �

1

am�1

Ñvm�1 �

b1

am�1

Ñv1 �
b2

am�1

Ñv2 � . . . �
bm

am�1

Ñvm �

am�2

am�1

Ñum�2 � . . . �
an

am�1

Ñun

a pro vektorový prostor V platí

�
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� � �Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�1, Ñum�2, ..., Ñun� �

� �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvm, Ñvm�1, Ñum�2, ..., Ñun� � V.

(lineární obal mno¾iny vektorù se nezmìní, pokud z ní odebereme vektor, který je

lineární kombina
í její
h zbývají
í
h vektorù). Opravdu lze pøi vhodném uspøádání

vektorù vektor
Ñuk�1 nahradit vektorem Ñvk�1. Tím jsme dokázali pravdivost implika
e

SV �m� � SV �m � 1�, tzv. indukèního kroku dùkazu matemati
kou induk
í. Tím

je tento dùkaz kompletní a mù¾eme proto øí
i, ¾e Steinitzova vìta o výmìnì je

dokázána.

4.5 Dùsledky Steinitzovy vìty o výmìnì

Vìta 11. Ka¾dé dvì báze koneènì generovaného vektorového prostoru V mají

tý¾ poèet prvkù.

Vìta 12. Ka¾dá skupina lineárnì nezávislý
h vektorù libovolného vektorového

prostoru generovaného n�prvkovou mno¾inou obsahuje nejvý¹e n vektorù.

Vìta 13. Je-li �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� báze vektorového prostoru V a jsou-li vektory

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvn > V lineárnì nezávislé, je mno¾ina
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvn rovnì¾ báze vektoro-

vého prostoru V.

Vìta 14. Ne
h» �
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun� je mno¾ina generátorù vektorového prostoru V,

pak

dimV B n.
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4.6 Cvièení: Báze vektorového prostoru, souøadni
e vektoru vzhledem

k bázi

1. Rozhodnìte, zda je daná mno¾ina vektorù Mi bází vektorového prostoru R3
.

Pokud ano, urèete souøadni
e vektoru
Ña � �1,�2, 5� vzhledem k této bázi. Pokud ne,

uveïte, jaký vektorový þpodprostorÿ daná mno¾ina generuje.

a) M1 � ���1, 0, 2�, �3, 1,�1�, �2, 1, 1��,

b) M2 � ��2, 1, 2�, �1, 1,�1�, �2, 1, 1��,


) M3 � ��5, 0, 1�, �0, 1, 3�, �1, 1, 1�, �1,0, 2��,

d) M4 � ��2,�4, 6�, ��1, 2,�3�, �4,�8, 12��,

e) M5 � ��1, 2, 0, 1�, �2, 0, 1,�3�, �1, 1,1, 1��,

f) M6 � ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1��,

g) M7 � ��1, 2�, ��1, 5�, �1, 1��.

2. Jsou uvedené polynomy bází vektorového prostoru polynomù stupnì nejvý¹e 2?

a) 1 � 3x � 2x2, 1 � x � 4x2, 1 � 7x,

b) 4 � 6x � x2, �1 � 4x � 2x2, 5 � 2x � x2.

3. Ne
h» P3 je vektorový prostor polynomù nejvý¹e tøetího stupnì. Ovìøte, zda

je mno¾ina M � x � 1, x � 1, �x � 1�2, �x � 1�3 bází tohoto vektorového prostoru.

Pokud ano, urèete souøadni
e polynomu p�x� � x3 � 2x � 3 vzhledem k této bázi.

4. Ne
h» P3 je vektorový prostor polynomù nejvý¹e tøetího stupnì. Ovìøte, zda je

mno¾ina polynomùM � �x3�2x2�1, x3�x2�x, x3�1, x2�1� bází tohoto vektorového

prostoru. Pokud ano, urèete souøadni
e polynomu p�x� � x3 � x2 � x � 2 vzhledem k

této bázi.

Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

5. Vytvoøte bázi vektorového prostoru R5, která obsahuje vektory �1, 2, 0, 1, 2�,

�2, 3,�1, 5, 4�, ��1, 0,�2, 0, 1�. Potom urèete souøadni
e vektoru �2, 1, 1, 0, 1� vzhle-

dem k této, vámi vytvoøené, bázi.

6. Najdìte bázi vektorového prostoruR5, která obsahuje vektory �1, 2, 0, 1, 2�, �2, 5,�1, 8, 4�,

��1, 0,�2, 3,�1�.

7. Najdìte bázi vektorového prostoru V , která obsahuje daný vektor
Ñu:

a) V � ��1, 2, 3,�1�, �1, 0, 1,�2�, ��2, 1, 4,3��, Ñu � �1, 1, 7,�3�,

b) V � ��2, 1, 0, 1�, ��1, 1, 2, 3�, �2,3, 4,0��, Ñu � �4, 1, 0,�6�.

8. Urèete dimenzi vektorového prostoru

V � ���1, 1, 0, 2, 3�, �2,�1, 1, 2,3�, ��1, 0,1, 1,2�, �2, 0,1,�1,0���. Pokud to jde, vy-

tvoøte jeho bázi tak, aby obsahovala vektor ��4, 1, 1, 0, 1�.
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5 Skalární souèin

Skalární souèin

1

je opera
e, která dvìma vektorùm pøiøazuje reálné èíslo (obe
nì

skalár, tj. prvek tìlesa T ). Proto¾e do skalárního souèinu vstupují dva prvky, kon-

krétnì vektory, øíkáme, ¾e je to opera
e binární (kdy¾ do opera
e vstupuje jeden

prvek, nazývá se unární, kdy¾ tøi, tak ternární atd.). Symbolem opera
e skalární

souèin je teèka þ�ÿ (v angliètinì se mu proto øíká také þdot produ
tÿ). Skalární sou-

èin je významný tím, ¾e se jedná o opera
i, která nám otevírá 
estu k mìøení, tj. k

urèování vzdáleností, od
hylek, obsahù a objemù, v a�nním bodovém prostoru. Øí-

káme, ¾e umo¾òuje zavedení tzv. metriky. Bez skalárního souèinu umíme vy¹etøovat

pouze vzájemné polohy bodový
h podprostorù. Pojem skalární souèin se objevuje

ji¾ ve støedo¹kolském uèivu matematiky. Konkrétnì se jedná o tzv. Eukleidovský

skalární souèin, který je pro vektory
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2� z R2

dán vztahem

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2. (28)

Pro vektory
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� z R3

pak analogi
ky

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � u3v3. (29)

Následují
í pøíklad pøiná¹í standardní problém ze støedo¹kolské matematiky, k

jeho¾ øe¹ení se skalární souèin vyu¾ívá.

PØÍKLAD 5.1. Je dán trojúhelník ∆ABC, A�1,�2�, B�8, 2�, C�4, 3�. Vypoètìte

velikost jeho vnitøního úhlu α, viz Obr. 14.

Obrázek 14: Vypoètìte velikost vnitøního úhlu α trojúhelníku ABC

Øe¹ení: Pou¾ijeme známý vztah pro výpoèet od
hylky dvou vektorù
Ñu a

Ñv

cosα �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

, (30)

1

Pro doplòkové studium tématu této kapitoly doporuèuji publika
i [1℄ PECH, P. (2004) Analy-

ti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupnou na adrese

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf
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v nìm¾ se skalární souèin (29) objevuje ve dvou rolí
h. Jednak je zøetelnì pou¾it

v èitateli, viz
Ñu �Ñv, jednak se ponìkud skrytì uplatòuje pøi výpoètu norem (velikostí)

S
ÑuS, SÑvS vektorù Ñu a

Ñv ve jmenovateli lomeného výrazu na pravé stranì (30). Pro

výpoèet normy S
ÑuS vektoru Ñu � �u1, u2, u3� toti¾ platí

S
ÑuS �

¼

u2
1
� u2

2
� u2

3
, (31)

kde výraz pod odmo
ninou mù¾eme zapsat pomo
í skalárního souèinu (29) takto

u2
1
� u2

2
� u2

3
� u1u1 � u2u2 � u3u3 � Ñu � Ñu. Potom (31) mù¾eme pøepsat do tvaru

S
ÑuS �

º

Ñu � Ñu. (32)

Vra»me se nyní k øe¹ení pøíkladu 5.1. Pro vyu¾ití vztahu (30) budeme uva¾ovat

orientované úseèky

��

AB a

��

AC jako umístìní vektorù
Ñu, Ñv, v daném poøadí. Tj.

Ñu �

B � A � �7, 4� a
Ñv � C � A � �3, 5�. Pro normy tì
hto vektorù potom platí S

ÑuS �
º

72 � 42 �
º

65 a S
ÑvS �

º

32 � 52 �
º

34. Po dosazení do (30) tak dostáváme

cosα �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

�

7 � 3 � 4 � 5
º

65
º

34
�

41
º

65
º

34
� 0.872. (33)

Úhel α, který splòuje rovni
i (33), má pøi zaokrouhlení na tøi desetinná místa velikost

0, 511 rad, tj. α � 29, 29X.

Pùvod skalárního souèinu

Pøi pohledu na formuli (29) èlovìka pøirozenì napadne otázka, jak se tento výpoèet

zrodil? Proè zrovna takhle? Mo¾nou odpovìï nám nabízí následují
í øe¹ení pro-

blému nalezení vztahu pro výpoèet velikosti vektoru
Ñu � Ñv, viz Obr. 15. Ji¾ jsme

si pøipomenuli, ¾e velikost (té¾. normu; u geometri
kého vektoru se jedná o délku

orientované úseèky, která je jeho umístìním) vektoru
Ñw � �w1, w2, w3� znaèíme S

ÑwS a

platí S
ÑwS �

»

w2
1
�w2

2
�w2

3
. Potom pro vektor

Ñu � Ñv platí dle Obr. 15

S
Ñu � ÑvS �

»

�u1 � v1�2 � �u2 � v2�2 � �u3 � v3�2

(jedná se vlastnì o opakované uplatnìní Pythagorovy vìty v trojrozmìrném pro-

storu), odkud po umo
nìní obou stran na druhou dostaneme vztah

S
Ñu � ÑvS2 � �u1 � v1�

2
� �u2 � v2�

2
� �u3 � v3�

2,

jeho¾ pravou stranu upravíme na následují
í tvar

S
Ñu � ÑvS2 � u21 � u

2
2 � u

2
3 � v

2
1 � v

2
2 � v

2
3 � 2�u1v1 � u2v2 � u3v3�

a pomo
í vztahù pro velikosti vektorù
Ñu, Ñv pøepí¹eme do podoby

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2 � SÑvS2 � 2�u1v1 � u2v2 � u3v3�. (34)
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Obrázek 15: Vztah pro velikost vektoru Ñu�Ñv obsahuje formuli pro výpoèet Eukleidovského skalárního

souèinu

Po¾adavek zápisu rovnosti (34) ve tvaru

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2 � SÑvS2 � 2Ñu � Ñv

nás potom vede k de�nování skalárního souèinu
Ñu � Ñv formulí (29). Aby v¹e þfungo-

valoÿ, musí mít tato opera
e urèité vlastnosti. Ty jsou spe
i�kovány v následují
í

de�ni
i 13, která zavádí skalární souèin jako obe
nìj¹í opera
i, ne¾ je vý¹e uve-

dený Eukleidovský skalární souèin. Ten se tak stává jenom jednou z mnoha opera
í

vyhovují
í
h této de�ni
i.

De�ni
e 13 (Skalární souèin). Skalárním souèinem rozumíme opera
i, která ka-

¾dé dvoji
i vektorù
Ñu, Ñv > V pøiøazuje reálné èíslo (skalár)

Ñu � Ñv > R tak, ¾e platí:

1.
Ñu � Ñv � Ñv � Ñu, (SYMETRIE)

2.
Ñu � �Ñv � Ñw� � Ñu � Ñv � Ñu � Ñw, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. �kÑu� � Ñv � k�Ñu � Ñv�,

4.
Ñu � Ñu C 0 , �

Ñu � Ñu � 0� Ñu � Ño� . (POZITIVITA)
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Poznámky.

1. Skalární souèin je v¾dy de�nován na nìjakém vektorovém prostoru V. Potom

hovoøíme o vektorovém prostoru se skalárním souèinem, nebo struènìji

o unitárním prostoru.

2. Nejèastìji se setkáme s nìkterým z následují
í
h tøí zpùsobù zápisu skalárního

souèinu vektorù
Ñu, Ñv:

Ñu � Ñv nebo �
Ñu, Ñv A nebo �

Ñu, Ñv�.

5.1 Pøíklady skalární
h souèinù

Existují rùzné skalární souèiny, vý¹e uvedený Eukleidovský není jediný. Za skalární

souèin toti¾ pova¾ujeme ka¾dou opera
i, která splòuje de�ni
i 13. Uveïme si zde

nìkolik pøíkladù:

1. Eukleidovský skalární souèin

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � u3v3; pro Ñu, Ñv > V3.

2. Vá¾ený skalární souèin

Ñu � Ñv � 2u1v1 � 5u2v2; pro Ñu, Ñv > V2.

Obe
nì zapí¹eme vá¾ený skalární souèin vektorù
Ñu, Ñv > Vn formulí

Ñu � Ñv �
n

Q

i�1

ciuivi,

kde ci je váha souèinu i�tý
h souøadni
 tì
hto vektorù.

3. Skalární souèin

Ñu � Ñv � u1v1 � u1v2 � u2v1 � 4u2v2.

4. Skalární souèin v prostoru spojitý
h reálný
h funk
í na uzavøeném intervalu

`a; be

f�x� � g�x� �

b

S

a

f�x�g�x�dx.

PØÍKLAD 5.2. Ovìøte, ¾e opera
e de�novaná pøedpisem
Ñu � Ñv � 2u1v1 � 5u2v2 pro

Ñu, Ñv > V2 je skuteènì skalárním souèinem.

Øe¹ení: Zvolíme vektory
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2� a

Ñw � �w1, w2� a dosazením je-

ji
h souøadni
 dle daného pøedpisu do obou stran pøíslu¹ný
h rovností (v pøípadì

vlastnosti 4 nerovnosti) postupnì ovìøíme platnost v¹e
h vlastností z de�ni
e 13.
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5.2 Norma (velikost) vektoru

Zde shrneme a zobe
níme to, 
o jsme o normì (velikosti) vektoru zjistili na str 59,

viz formule (31), (32). Zobe
nìní spoèívá v tom, ¾e uvedenou de�ni
í 14 je norma

vektoru zavedena pro obe
ný skalární souèin þ�ÿ, neøe¹í se jeho konkrétní podoba.

De�ni
e 14 (Norma vektoru). Normou (velikostí) vektoru
Ñu > Vn rozumíme èíslo

S
ÑuS �

º

Ñu � Ñu.

Je tøeba mít na pamìti, ¾e de�ni
e 14 zavádí normu vektoru pomo
í obe
ného pojmu

skalární souèin. Hodnota normy tedy závisí na tom, jaký konkrétní skalární souèin

pou¾ijeme, tj. podle jaké formule ho budeme poèítat!

PØÍKLAD 5.3. Je dán vektor
Ña � �2,�3, 5�. Vypoèítejte jeho normu pro

a) Eukleidovský skalární souèin
Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � u3v3; Ñu, Ñv > V3,

b) vá¾ený skalární souèin
Ñu � Ñv � 2u1v1 � 5u2v2 � u3v3; Ñu, Ñv > V3.

Poznámky.

1. Pro normu vektoru pou¾íváme té¾ oznaèení Y
ÑuY (potøebujeme-li ji odli¹it od

absolutní hodnoty reálného èísla).

2. Vektor s normou S
ÑuS � 1 nazýváme jednotkový vektor.

3. Souèin
Ñu � Ñu zkra
ujeme na

Ñu � Ñu � Ñu2. Potom je zøejmé, ¾e platí

Ñu2 � SÑuS2. (35)

4. Ke ka¾dému skalárnímu souèinu pøíslu¹í dle de�ni
e 14 norma, ale ne ka¾dá

norma je de�nována pomo
í skalárního souèinu. Napøíklad:

a) Y
ÑuY1 � Su1S � Su2S � ... � SunS, (tzv. 1-norma)

b) Y
ÑuYinf �max�Su1S, Su2S, ..., SunS�,


) Y
ÑuY2 �

»

u2
1
� u2

2
� ... � u2n, Eukleidovská norma (té¾ 2-norma)

5.2.1 Normování vektoru

Jsou situa
e, kdy je výhodné nahradit daný vektor jednotkovým vektorem tého¾

smìru. Hovoøíme o tzv. normování vektoru. Èasto se s tím setkáváme v souvislosti

s bázemi. Máme dánu bázi B � �
Ñu, Ñv� vektorového prostoru V , její¾ vektory mají

rùzné velikosti, a potøebujeme ji nahradit bází G � �
Ñe, Ñf�, její¾ vektory

Ñe, Ñf mají
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Obrázek 16: Vztah pro velikost vektoru Ñu�Ñv obsahuje formuli pro výpoèet Eukleidovského skalárního

souèinu

v daném poøadí stejné smìry jako vektory
Ñu, Ñv, ale jsou jednotkové, tj. S

ÑeS � S Ñf S � 1,

viz Obr. 16. Normování vektoru
Ñu provedeme konkrétnì tak, ¾e ho vydìlíme jeho

velikostí (normou), výsledný jednotkový vektor rovnobì¾ný s
Ñu, oznaème ho

Ñe, je

potom dán vztahem

Ñe �
Ñu

S
ÑuS
. (36)

PØÍKLAD 5.4. Normujte vektor
Ña � �3,�4, 0�.

Øe¹ení:

Ñe �
Ña

S
ÑaS
�

1

5
�3,�4, 0� � �

3

5
,�

4

5
, 0� .

PØÍKLAD 5.5. Normujte vektor
Ñw � �

1

2
,�

1

10
,
1

5
�
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5.3 Dùle¾ité nerovnosti*

Studium této kapitoly je dobrovolné. Její obsah nebude vy¾adován u zkou¹ky. To

v¹ak neznamená, ¾e není zajímavý a nestojí za nahlédnutí.

Pøi zkoumání vlastností vektorový
h prostorù se skalárním souèinem nám výraznì

pomohou následují
í dvì nerovnosti:

1) Cau
hyova-S
hwarzova nerovnost,

2) Trojúhelníková nerovnost.

Uká¾eme si, ¾e tyto nerovnosti platí v jakémkoliv vektorovém prostoru se skalárním

souèinem.

5.3.1 Cau
hyova{S
hwarzova nerovnost

Vìta 15 (Cau
hyova{S
hwarzova nerovnost). Pro ka¾dé dva vektory
Ñu, Ñv > Vn a pro

jakýkoliv skalární souèin platí

S
Ñu � ÑvS B YÑuY YÑvY. (37)

Rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ jsou vektory
Ñu, Ñv lineárnì závislé (tj. rovnobì¾né).

Dùkaz. Uva¾ujme vektor
Ñu � kÑv. Potom dle de�ni
e skalárního souèinu a normy

vektoru platí

Y
Ñu � kÑvY2 C 0,

Y
ÑuY2 � 2kÑu � Ñv � k2YÑvY2 C 0. (38)

Kdy¾ levou stranu nerovnosti (38) vhodnì pøeuspoøádáme

Y
ÑvY2k2 � 2Ñu � Ñv k � YÑuY2 C 0,

mù¾eme na ni nahlí¾et jako na kvadrati
ký trojèlen Ak2 �Bk � C s promìnnou k.

Potom je kvadrati
ká nerovnost (38) vzhledem k této promìnné splnìna právì tehdy,

kdy¾ je diskriminant B2
� 4AC tohoto trojèlenu men¹í nebo roven nule

4�Ñu � Ñv�2 � 4YÑuY2YÑvY2 B 0.

Odtud dostaneme po nìkolika úpravá
h nerovnost (37), kterou 
h
eme dokázat

�
Ñu � Ñv�2 B YÑuY2 YÑvY2,

S
Ñu � ÑvS B YÑuY YÑvY.
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Poznámka. Pou¾íváme rùzné zápisy Cau
hyovy{S
hwarzovy (dále jen þC{Sÿ) ne-

rovnosti:

�

n

Q

i�1

uivi�

2

B

n

Q

i�1

u2i

n

Q

i�1

v2i ,

W

n

Q

i�1

uiviW B

¿

Á

Á
À

n

Q

i�1

u2i

¿

Á

Á
À

n

Q

i�1

v2i ,

PØÍKLAD 5.6. Ne
h» a, b, c, d, e jsou reálná èísla, pro která platí:

a � b � c � d � e � 8

a2 � b2 � c2 � d2 � e2 � 16.

Urèete maximální mo¾nou hodnotu e.

Nápovìda:Dané rovni
e upravte na tvary

a � b � c � d � 8 � e

a2 � b2 � c2 � d2 � 16 � e2.

a uva¾ujte C{S nerovnost pro vektory
Ñu � �a, b, c, d� a Ñv � �1, 1, 1, 1�.

5.3.2 Trojúhelníková nerovnost

Mají-li tøi úseèky a, b, c tvoøit strany trojúhelníkuABC (viz Obr. 17), musí pro jeji
h

délky platit, ¾e souèet ka¾dý
h dvou z ni
h je vìt¹í ne¾ ta tøetí (tj. a� b A c, a�c A b,

b�c A a). Nastane-li v nìkterém z tì
hto pøípadù rovnost, body A,B,C le¾í v pøím
e

Obrázek 17: Úseèky délek a, b, c jsou stranami trojúhelníku

(trojúhelník degeneruje v úseèku, viz Obr. 18). Tyto skuteènosti jsou popsány tzv.

trojúhelníkovou nerovností. Pokud do stran trojúhelníku ABC vhodnì umístíme

vektory
Ñu, Ñv a

Ñu � Ñv, jak ilustruje Obr. 19, mù¾eme tuto nerovnost formulovat i pro

vektory a jeji
h normy (viz Vìta 16).
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Obrázek 18: Pro a � b � c le¾í vr
holy þtrojúhelníkuÿ v pøím
e

Obrázek 19: Trojúhelníková nerovnost pro vektory

Vìta 16 (Trojúhelníková nerovnost). Pro ka¾dé dva vektory
Ñu, Ñv > Vn a normu

vektoru pøíslu¹nou libovolnému skalárnímu souèinu platí

Y
Ñu � ÑvY B YÑuY � YÑvY. (39)

Rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ existuje k > R,k C 0 takové, ¾e
Ñu � kÑv nebo Ñv � kÑu.

Dùkaz. Uká¾eme, ¾e platnost nerovnosti (39) je dùsledkem platnosti C-S nerovnosti

(37). Nejprve obì strany nerovnosti (39) umo
níme na druhou

Y
Ñu � ÑvY2 B �YÑuY � YÑvY�2,

pravou stranu pøi tom vyjádøíme ve tvaru pøíslu¹ného trojèlenu

Y
Ñu � ÑvY2 B YÑuY2 � 2YÑuYYÑvY � YÑvY2.

Potom u èlenù, které jsou druhými mo
ninami norem vektorù, u¾ijeme vztah (35) a

zapí¹eme je ve tvaru skalární mo
niny

�
Ñu � Ñv�2 B Ñu2 � 2YÑuYYÑvY � Ñv2.

Po úpravì levé strany

Ñu2 � 2Ñu � Ñv � Ñv2 B Ñu2 � 2YÑuYYÑvY � Ñv2

a nále¾itém zjednodu¹ení dostáváme nerovnost

Ñu � Ñv B YÑuYYÑvY,

její¾ pravdivost vyplývá z pravdivosti C{S nerovnosti (S
Ñu � ÑvS B Y

ÑuYYÑvY) a z de�ni
e

absolutní hodnoty (
Ñu � Ñv B SÑu � ÑvS).
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PØÍKLAD 5.7. Doka¾te následují
í nerovnost:

SY
ÑaY � YÑbYS B YÑa � ÑbY; Ña,Ñb > Vn.

Øe¹ení:Postupujeme úplnì stejnì jako pøi vý¹e uvedeném dùkazu trojúhelníkové

nerovnosti.

PØÍKLAD 5.8. Zapi¹te skalární souèin vektorù
Ñu, Ñv pouze u¾itím normy vektoru.

Øe¹ení: Vyu¾ijeme vztah (35), tj. toho, ¾e platí:
Ñu � Ñu � Ñu2 � YÑuY2. Nejprve uva¾ujeme

vektor
Ñu � Ñv. Dle (35) platí

�
Ñu � Ñv�2 � Ñu2 � 2Ñu � Ñv � Ñv2 � YÑuY2 � 2Ñu � Ñv � YÑvY2 � YÑu � ÑvY2.

Odtud potom mù¾eme vyjádøit skalární souèin
Ñu � Ñv pomo
í norem vektorù takto:

Ñu � Ñv �
1

2
�Y
ÑuY2 � YÑvY2 � YÑu � ÑvY2�. (40)

Dal¹í mo¾ností je uva¾ovat vztahy Y
Ñu� ÑvY2 � YÑuY2�2Ñu � Ñv�YÑvY2 a YÑu� ÑvY2 � YÑuY2�2Ñu �

Ñv � YÑvY2. Odeèteme-li první od druhého, dostaneme vztah Y
Ñu� ÑvY2 � YÑu� ÑvY2 � 4Ñu � Ñv,

ze kterého vyjádøíme skalární souèin
Ñu � Ñv takto

Ñu � Ñv �
1

4
�Y
Ñu � ÑvY2 � YÑu � ÑvY2�. (41)
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5.4 Od
hylka vektorù

Vztah pro výpoèet od
hylky dvou vektorù (30), který jsme pou¾ili pøi øe¹ení pøíkladu

5.1 na str. 58, mù¾eme de�novat jako dùsledek Cau
hyovy{S
hwarzovy nerovnosti

(37). Z nerovnosti S
Ñu � ÑvS B SÑuS SÑvS vyplývá vztah

S
Ñu � ÑvS

S
ÑuSSÑvS

B 1, který mù¾eme pøepsat do

tvaru

W

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

W B 1.

Uvá¾íme-li prùbìh hodnot funk
e cosx, viz graf na Obr. 20, pro které platí

S cosxS B 1,

je zøejmé, ¾e pro ka¾dé dva nenulové vektory
Ñu, Ñv > Vn existuje jediné reálné èíslo

ϕ > `0, πe, pøíslu¹né hodnoty cosϕ viz èervená èást grafu na Obr. 20, takové, ¾e

cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

.

Toto èíslo nazveme od
hylkou nenulový
h vektorù
Ñu, Ñv.

Obrázek 20: Graf funk
e f � y � cosx

De�ni
e 15 (Od
hylka vektorù). Od
hylkou dvou nenulový
h vektorù
Ñu, Ñv > Vn

rozumíme reálné èíslo ϕ > `0, πe, které je dáno vztahem

cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

. (42)

PØÍKLAD 5.9. Vypoèítejte úhel mezi vektory
Ñv � �1, 0, 1�, Ñw � �0, 1, 1�.

a) Uva¾ujte Eukleidovský skalární souèin.

b) Uva¾ujte vá¾ený skalární souèin
Ñv � Ñw � v1w1 � 2v2w2 � 3v3w3.

Zápis skalárního souèinu pomo
í norem vektorù

Dùsledkem vztahu (42) je mo¾nost zápisu skalárního souèinu (nezapomínejme na to,

¾e je to èíslo) vektorù
Ñu, Ñv pomo
í jeji
h norem S

ÑuS, SÑvS a od
hylky ϕ takto

Ñu � Ñv � SÑuSSÑvS cosϕ. (43)
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5.4.1 Od
hylka pøímek

Víme, ¾e u ka¾dé pøímky lze vyjádøit její smìr prostøedni
tvímsmìrového vektoru

pøímky. Nabízí se tak vyu¾ití znalosti výpoètu od
hylky dvou vektorù, viz de�ni
e

42, k urèení od
hylky pøímek. Samozøejmì to jde, od
hylku pøímek skuteènì mù¾eme

spoèítat pomo
í od
hylky jeji
h smìrový
h vektorù. Musíme v¹ak pøi tom dát pozor

na to, ¾e ne v¾dy se tyto dvì od
hylky rovnají. K jeji
h rozdílnosti mù¾e dojít

v dùsledku toho, ¾e tyto dva druhy od
hylky jsou de�novány rùzným rozmezím

úhlù. Zatím
o od
hylka dvou vektorù mù¾e být úhlem ostrým i tupým, od
hylka

dvou pøímek je de�nována men¹ím z úhlù, které pøímky v rovinì vytváøejí, tj. je

v¾dy úhlem ostrým, maximálnì pravým. Viz Obr. 21, kde jsou zobrazeny obì mo¾né

situa
e, vlevo je pøípad, kdy se od
hylka vektorù shoduje s od
hylkou pøímek, vpravo

pak pøípad, kdy se tyto úhly li¹í, ov¹em tak, ¾e dohromady tvoøí úhel pøímý. Jak

Obrázek 21: Od
hylka pøímek ψ vs. od
hylka smìrový
h vektorù ϕ

tedy budeme pøi výpoètu od
hylky pøímek postupovat? Nabízejí se následují
í dvì


esty:

(i) Spoèítáme od
hylku smìrový
h vektorù pøímek. Pokud je men¹í nebo rovna 90X,

tj. cosϕ B 0, je rovna od
hyl
e pøímek. Pokud vyjde od
hylka smìrový
h vektorù

vìt¹í ne¾ 90X, tj. cosϕ C 0, od
hylka pøímek bude jejím doplòkem do 180X.

(ii)Modi�ka
í vztahu (42) vytvoøíme spe
iální vztah pro výpoèet od
hylky dvou

pøímek ψ. Z grafu funk
e kosinus na Obr. 20 je zøejmé, ¾e hodnoty cosϕ a cos �π � ϕ�

se li¹í pouze znaménkem, jeji
h absolutní hodnoty se rovnají, pøitom pro ostrý úhel ϕ

je cosϕ C 0. Pro výpoèet od
hylky dvou pøímek pomo
í jeji
h smìrový
h vektorù, bez

ohledu na jeji
h orienta
i, se tak nabízí jednodu
há modi�ka
e vztahu (42). Staèí,

pøidat závorky pro absolutní hodnotu. Od
hylka ψ dvou pøímek p, q se smìrovými

vektory
Ñu, Ñv je tak dána vztahem

cosψ �

S
Ñu � ÑvS

S
ÑuSSÑvS

. (44)

PØÍKLAD 5.10. Urèete od
hylku pøímek p, q, pro které platí p � x � 1 � 3t, y �

1 � t, z � 1 � 2t; t > R, q � x � 2s, y � 3 � 9s, z � �1 � 6s; s > R.

Øe¹ení: Pøímky jsou dány parametri
ky, tj. tak, ¾e souøadni
e libovolného bodu

X�x, y� pøímky p jsou vyjádøeny pomo
í jednoho jejího známého bodu A�a1, a2� a

jejího smìrového vektoru
Ñu � �u1, u2� rovni
í ve tvaru

X � A � tÑu; t > R, (45)
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po dosazení souøadni


�x, y� � �a1, a2� � t�u1, u2�; t > R, (46)

a rozepsání pro ka¾dou zvlá¹» dostáváme parametri
ké rovni
e pøímky p

x � a1 � tu1, (47)

y � a2 � tu2; t > R. (48)

Porovnáním tì
hto rovni
 se zadáním pøíkladu 5.10 tak získáme souøadni
e smìro-

vý
h vektorù daný
h pøímek, pro p je to Ñu � �3, 1, 2�, pro q potom Ñv � �0, 9, 6�.

Je otázka, zda k výpoètu od
hylky tì
hto dvou pøímek mù¾eme pou¾ít vztah (44),

kdy¾ jsme ho ilustrovali pøíkladem v rovinì a teï se pohybujeme v trojrozmìrném

prostoru. V dimenzi prostoru problém není, vztah (44) je univerzální. Musíme si ako-

rát ujasnit, jaké vzájemné polohy dvou pøímek mohou v prostoru dané dimenze, zde

konkrétnì dimenze 3, nastat a jak v ka¾dé z ni
h od
hylku tì
hto pøímek urèujeme.

V pøípadì rùznobì¾ný
h pøímek, které mají spoleèný bod, je to jasné. Takové

pøímky le¾í ve spoleèné rovinì, od
hylku tak urèujeme stejnì, jako je naznaèeno na

Obr. 21.

A jak to bude v pøípadì mimobì¾ný
h pøímek? Ten jednodu¹e pøevedeme na

pøed
hozí pøípad rùznobì¾ek. Pøímky zadané v pøíkladu 5.10 shodou okolností mi-

mobì¾né jsou. Jeji
h konkrétní situa
i mù¾eme sledovat v tomto GeoGebra appletu:

https://www.geogebra.org/m/gqnf6tsf. Viz té¾ Obr. 22. Postupujeme tak, ¾e pøím-

Obrázek 22: Od
hylka dvou mimobì¾ný
h pøímek

kou q prolo¾íme rovinu, øíkejme jí ρ, která je rovnobì¾ná s pøímkou p, do ní potom

pøímku p posuneme, tøeba tak, aby její obraz pro
házel bodem B. Tento prùmìt

pøímky p do roviny ρ je s pøímkou p rovnobì¾ný a s pøímkou q rùznobì¾ný, jeho

od
hylka s pøímkou q je tak stejná, jako od
hylka pùvodní
h pøímek. I v pøípadì

70

https://www.geogebra.org/m/gqnf6tsf


mimobì¾ný
h pøímek lze proto pou¾ít vztah (44). Dosazením do nìj dostáváme

cosψ �

S21S
º

14
º

117
�

S21S

3
º

14
º

13
.

Vidíme, ¾e skalární souèin smìrový
h vektorù pøímek je kladný, absolutní hodnota

v tomto konkrétním pøípadì ¾ádnou zmìnu znaménka nezpùsobí. Tento pøípad od-

povídá situa
i na Obr. 21 vlevo, od
hylka pøímek je toto¾ná s od
hylkou smìrový
h

pøímek. Velikost úhlu dopoèítáme tøeba v programu wxMaxima

4

:

(% i1) uhel rad:
oat(a
os(21/(3*sqrt(14)*sqrt(13))));

1.025262482235325 (uhel rad)

(% i2) 
oat(uhel rad*180/%pi);

58.74321312519065 (% o2)

Od
hylka pøímek p, q je 58, 74X.

PØÍKLAD 5.11. Urèete od
hylku pøímek k, l, pro které platí k � x � 2 � t, y �

�3 � 3t, z � 1 � t; t > R, l � x � 1 � 3s, y � �2s, z � 5; s > R.

Øe¹ení: Øe¹te analogi
ky s pøíkladem 5.10. Pro informa
i o výsledku a pro zájem
e

o pou¾ití matemati
kého software zde uvádím øe¹ení ve wxMaximì:

(% i2) u:[-1,3,1℄$ v:[3,-2,0℄$

(% i3) %psi:a
os((u.v)/(sqrt(u.u)*sqrt(v.v))), 
oat;

2.422825092052891 (% o3)

(% i4) 
oat(%psi*180/%pi);

138.8176522730258 (% o4)

Od
hylka pøímek k, l je 138, 82X.

Ví
e o vzájemný
h od
hylká
h bodový
h podprostorù, tj. pøímek a rovin, viz kapi-

tola 18 na str. 176.

4

Ví
e o prá
i s programem wxMaxima viz http://home.pf.j
u.
z/ hasek/VTM1/wxMaxima ve vyu
e.pdf
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5.4.2 Kolmost vektorù

Souvislost mezi skalárním souèinem
Ñu � Ñv a úhlem ϕ, pøesnìji jeho kosinem cosϕ,

ustavená vztahem (42), nám poskytuje dùle¾itý nástroj pro identi�ka
i vzájemnì

kolmý
h vektorù. Graf na Obr. 20 nám pøipomíná, ¾e pro 90X, tj.
π

2
rad, je hodnota

kosinu rovna 0. Dle (42) je pak pro kolmé (nenulové) vektory roven nule i jeji
h

skalární souèin
Ñu � Ñv. Platí tedy, ¾e dva nenulové vektory

Ñu, Ñv jsou na sebe kolmé

právì tehdy, kdy¾ cosϕ � 0, tj.

Ñu � Ñv � 0. (49)

Tuto skuteènost vyu¾ijeme zanedlouho, konkrétnì v kapitole 5.5 na str. 78, k zave-

dení obe
nìj¹ího pojmu ortogonální vektory.

PØÍKLAD 5.12. Urèete hodnotu parametru c > R tak, aby vektory
Ña � ��2, 3, c�,Ñb �

�5, c,�8� byly na sebe kolmé.

5.4.3 Kolmý prùmìt vektoru do smìru jiného vektoru

Ze støedo¹kolské fyziky známe pøíklad na výpoèet me
hani
ké prá
e konané táhnutím

bøemene po vodorovné rovinì pøi pùsobení silou, která není rovnobì¾ná se smìrem

pohybu, viz Obr. 23, vlevo, kde je pohyb bøemene pùsobením síly

ÑF znázornìn

vektorem posunutí
Ñs. Me
hani
ká prá
e W je v takovém pøípadì konána pouze

Obrázek 23: W �

ÑF � Ñs � S

ÑF SSÑsS cosϕ

slo¾kou síly

ÑF1, která je rovnobì¾ná s vektorem posunutí
Ñs, viz Obr. 23, vpravo.

Slo¾ka

ÑF2, kolmá na smìr pohybu, nemá pohybový úèinek (samozøejmì, nepoèítáme

s tím, ¾e by se nám pùsobením této slo¾ky bøemeno pøi posouvání nadzvedávalo,


o¾ se v praxi bì¾nì dìje), proto me
hani
kou prá
i nekoná.

Velikost prá
e W konané slo¾kou

ÑF1 je rovna souèinu velikosti této slo¾ky S

ÑF1S a

velikosti S
ÑsS vektoru posunutí

Ñs, tj. W � S

ÑF1SSÑsS. Z Obr. 23, vpravo, je zøejmé, ¾e veli-

kost S

ÑF1S � S
ÑF S cosϕ je rovna velikosti kolmého prùmìtu vektoru

ÑF do smìru vektoru

Ñs, samotný vektor

ÑF1 potom mù¾eme nazvat kolmým prùmìtem vektoru

ÑF do smìru

vektoru
Ñs. Urèení kolmého prùmìtu jednoho vektoru do smìru druhého i výpoèet

velikosti tohoto prùmìtu má ¹iroké uplatnìní nejenom ve fyzi
e, ale i v geometrii,

viz napø. tzv. Gramm{S
hmidtùv pro
es vytvoøení ortonormální báze pøedstavený
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v kapitole 6.2. Proto nyní, inspirováni uvedeným pøíkladem z fyziky, tyto postupy

zobe
níme. Pou¾ijeme pøi tom skalární souèin a opera
i normování vektoru, tj. na-

lezení jednotkového vektoru daného smìru, viz (36) na str. 63.

Nejprve odvodíme postup výpoètu velikosti kolmého prùmìtu vektoru
Ñu do

smìru vektoru
Ñv. Na Obr. 24 se jedná o velikost S

ÑukpS vektoru Ñukp. Vidíme, ¾e podle

velikosti ϕ je orienta
e
Ñukp buï souhlasná s

Ñv, pro ϕ > `0, π
2
e, nebo opaèná, pro

ϕ > �

π
2
, πe.

Obrázek 24: Kolmý prùmìt Ñukp vektoru Ñu do smìru Ñv, vlevo pro 0 B ϕ B

π
2
, vpravo pro

π
2
� ϕ � π

Pro odvození vztahu pro S
ÑukpS se doèasnì omezíme na situa
i na Obr. 24 vlevo, kdy

ϕ > `0, π
2
e. Potom platí

S
ÑukpS � SÑuS cosϕ. (50)

Porovnáme-li (50) s (43), tj. s vyjádøením skalárního souèinu vektorù pomo
í jeji
h

norem a od
hylky, které je pøedstaveno na str. 68, mù¾eme psát

S
ÑukpS � SÑuS cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑvS
. (51)

Obe
nì mù¾e být hodnota výrazu

Ñu � Ñv

S
ÑvS

jak kladná, tak i záporná, podle toho zda je

úhel ϕ mezi vektory
Ñu a Ñv ostrý nebo tupý. Pro velikost Ñukp tak platí buï SÑukpS �

Ñu � Ñv

S
ÑvS

,

pro ϕ >

a0, π
2
f

, nebo S
ÑukpS � �

Ñu � Ñv

S
ÑvS

, pro ϕ >

�

π
2
, πf. Struènì mù¾eme zapsat vztah pro

výpoèet velikosti kolmého prùmìtu
Ñukp vektoru Ñu do smìru vektoru

Ñv takto

S
ÑukpS �

S
Ñu � ÑvS

S
ÑvS

. (52)

Nyní je na¹ím 
ílem vyjádøit kolmý prùmìt vektoru
Ñu do smìru vektoru

Ñv jako

vektor. Ji¾ známe

Ñu � Ñv

S
ÑvS

> R, èíslo, jeho¾ absolutní hodnota je rovna velikosti vektoru

Ñukp a jeho¾ znaménko odpovídá orienta
i
Ñukp vzhledem k

Ñv. Cesta k vektoru
Ñukp je

zøejmá. Proto¾e u vektoru
Ñv nás zajímá jenom smìr, provedeme jeho znormování, tj.

nahradíme ho vektorem tého¾ smìru, ale velikosti 1, viz (36). Kdy¾ tento jednotkový
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vektor vynásobíme èíslem

Ñu � Ñv

S
ÑvS

, dostaneme, 
o hledáme, kolmý prùmìt
Ñu do smìru

Ñv jako vektor

Ñukp �
Ñu � Ñv

S
ÑvS

Ñv

S
ÑvS
�

Ñu � Ñv

S
ÑvS2

Ñv. (53)

Výsledný výraz v (53) vpravo je mo¾né je¹tì dále upravit uplatnìním vztahu S
ÑvS2 � Ñv2,

viz (35) na str. 62, aby
hom dostali �nální vztah pro kolmý prùmìt jako vektor

Ñukp �
Ñu � Ñv

Ñv2
Ñv. (54)

Mo¾ná nìkoho napadá my¹lenka, ¾e výraz na pravé stranì (54) lze je¹tì zjednodu¹it.

Pozor, není tomu tak! Tento výraz toti¾ obsahuje dvì opera
e, které nelze zamìnit,

skalární souèin a násobení vektoru reálným èíslem. Skalární souèin je pou¾it ve

výraze
h
Ñu � Ñv a

Ñv2, které jsou proto reálnými èísly. Násobení reálným èíslem je

potom aplikováno pøi vynásobení vektoru
Ñv èíslem

Ñu � Ñv

Ñv2
. Výskyty symbolu

Ñv v (54)

proto nelze nijak krátit!

PØÍKLAD 5.13. Urèete kolmý prùmìt vektoru
Ña do smìru vektoru

Ñb:

a)
Ña � �2,�3�, Ñb � �1, 1�,


)
Ña � �2,�3, 1�, Ñb � �1, 1, 2�,

b)
Ña � �3,�4�, Ñb � �4, 3�,

d)
Ña � �7, 5,�2�, Ñb � �1, 0, 0�.

5.4.4 Kosinová vìta

Získané poznatky o skalárním souèinu vektorù a o výpoètu normy vektoru nyní

vyu¾ijeme k dùkazu kosinové vìty

5

.

Vìta 17 (Kosinová vìta). Pro libovolný trojúhelník ABC s vnitøními úhly α,β, γ,

v daném poøadí protilehlými jeho stranám délek a, b, c (viz Obr. 25), platí

a2 � b2 � c2 � 2bc cosα, b2 � a2 � c2 � 2ac cosβ, c2 � a2 � b2 � 2ab cosγ. (55)

Obrázek 25: Trojúhelník ABC

5

Vedle kosinové vìty je známa i vìta sinová, která øíká, ¾e pro libovolný trojúhelník ∆ABC s vnitøními úhly α, β,

γ a jim protilehlými stranami a, b, c, v daném poøadí, platí:

a

sinα
�

b

sinβ
�

c

sinγ
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Dùkaz. Uva¾ujme vektory
Ñu � B �A a

Ñv � C �A, jeji
h¾ umístìními jsou strany AB

a AC trojúhelníku ABC. Strana BC je potom umístìním vektoru
Ñv�Ñu (viz Obr. 26)

Obrázek 26: U¾ití vektorù k dùkazu kosinové vìty

a pro normy uvedený
h vektorù platí S
ÑuS � c, SÑvS � b, SÑv � ÑuS � a. Pøi vyu¾ití zku¹e-

ností z dùkazu vìty 16 a øe¹ení pøíkladu 5.8 mù¾eme psát

a2 � SÑv � ÑuS2 � �Ñv � Ñu�2 � Ñv2 � 2Ñv � Ñu � Ñu2 � SÑvS2 � 2Ñv � Ñu � SÑuS2 � b2 � 2Ñv � Ñu � c2.

Nyní staèí za skalární souèin
Ñv � Ñu dosadit podle vztahu (42) pro výpoèet od
hylky

dvou vektorù a dostaneme vztah

a2 � b2 � 2SÑvSSÑuS cosα � c2, (56)

který je po dosazení dle rovností S
ÑvS � b a S

ÑuS � c ji¾ shodný s rovností a2 � b2 � c2 �

2bc cosα. Zbývají
í rovnosti doká¾eme analogi
ky.

PØÍKLAD 5.14. Je¾í¹ova so
ha v Bilbau na námìstí Jesusen Bihotza Plaza, viz

Obr. 27, je i s podstav
em vysoká 40m, pøitom samotná so
ha má vý¹ku 10m. Z jaké

vzdálenosti so
hu (tj. postavu Je¾í¹e, bez podstav
e) pozorujete, pokud ji vidíte pod

zorným úhlem 15X (Uva¾ujte, ¾e terén kolem so
hy je vodorovný).

Obrázek 27: Monumento al Sagrado Corazón de Jesús Bilbao
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5.4.5 Pythagorova vìta

Jako spe
iální pøípad kosinové vìty, pro pravoúhlý trojúhelník, mù¾eme 
hápat zná-

mou Pythagorovu vìtu.

Vìta 18 (Pythagorova vìta). V pravoúhlém trojúhelníku je obsah ètver
e sestroje-

ného nad pøeponou roven souètu obsahù ètver
ù sestrojený
h nad obìma odvìsnami.

(Pythagoras ze Samu, 570?{510 pø. n. l.)

Dùkaz. Uva¾ujme, ¾e trojúhelník ABC z Obr. 26 má pøi vr
holu A pravý úhel (tj.

α � 90X a cosα � 0). Potom dle (56) platí

a2 � b2 � c2,

kde a je pøepona a b, c jsou odvìsny tohoto pravoúhlého trojúhelníku.

Dùkazù Pythagorovy vìty existuje mnoho, viz https://www.
ut-the-knot.org/pythagoras/.

Samostatnou kapitolu mezi nimi tvoøí dùkazy obrázkem, tzv. dùkazy beze slov. Jeden

takový dùkaz Pythagorovy vìty je uveden na Obr. 28 a vá¾e se k nìmu následují
í

pøíklad.

Obrázek 28: Pythagorova vìta (vlevo) a její þdùkaz beze slovÿ (vpravo)

PØÍKLAD 5.15. Vysvìtlete podstatu dùkazu Pythagorovy vìty beze slov na Obr. 28.

Potom najdìte na internetu nebo v literatuøe jiný dùkaz Pythagorovy vìty, opìt gra-

�
ký, beze slov. Tento dùkaz pøedstavte a vysvìtlete.
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Cvièení: Skalární souèin

1. Vypoèítejte velikosti vnitøní
h úhlù trojúhelníku ABC, je-li: A � �1, 2�, B � �3, 5�,

C � �1 � 3
º

3, 2 � 2
º

3�.

2. K vektorùm
Ña � �2,�1, 3�, Ñb � �1,�3, 2� a Ñc � �3, 2,�4� urèete vektor

Ñx tak, aby

platilo
Ña � Ñx � �5, Ñb � Ñx � �11, Ñc � Ñx � 20.

3. Vypoètìte úhel mezi úseèkamiAB a AC; A � �1, 2, 3�, B � ��1, 0, 1�, C � �1,�2, 5�.

4. Znormujte vektor
Ñv � ��4,�3�.

5. Jsou dány vektory
Ñv � �1,�1�, Ñw � �3, 2�. Najdìte kolmý prùmìt

Ñu vektoru
Ñw do

smìru
Ñv.

4. Kvádr ABCDEFGH má délky hran SABS � 4, SBC S � 3 a SAES � 5. Vypoètìte

úhel stìnové úhlopøíèky DE a tìlesové úhlopøíèky DF.

Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

7. Ze ètver
e o stranì a je sestrojen plá¹» pravidelného trojbokého hranolu. Vy-

poètìte úhel ϕ sousední
h stran lomené èáry, kterou na plá¹ti hranolu vytváøí úhlo-

pøíèka daného ètver
e.

8. Urèete vnitøní úhly v trojúhelníku KLM ;K � �5
º

3, 5�, L � ��

º

3,�1�,M � �0, 0�.

9. K jednotkovému vektoru
Ña � �

�1

2
, a2� , a2 A 0 najdìte jednotkový vektor

Ñb s ním

ortogonální.

10. Který z následují
í
h výrazù de�nuje skalární souèin
Ñv � Ñw vektorù

Ñv � �v1, v2� a

Ñw � �w1, w2�:

a) 2v1w1 � 3v2w2, b) v1w2 � v2w1, 
) v2
1
w2

1
� v2

2
w2

2
,

d) 2v1w1 � �v1 � v2��w1 �w2�.
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5.5 Ortogonální a ortonormální vektory

V kapitole 5.4.2 na str. 72 jsme se zabývali otázkou kolmosti dvou nenulový
h vek-

torù. Ukázali jsme si, jak ze vztahu (42) pro výpoèet od
hylky dvou vektorù vyplývá,

¾e nenulové vektory
Ñu, Ñv jsou na sebe kolmé právì tehdy, kdy¾

Ñu � Ñv � 0. Tato sku-

teènost nám nyní poslou¾í k zavedení pojmu ortogonální
h vektorù a vyu¾ijeme ji

pøi popisu vektorový
h a bodový
h (pod)prostorù i pøi zkoumání jeji
h vlastností a

vzájemný
h poloh.

PØÍKLAD 5.16. Napi¹te parametri
ké rovni
e pøímky p, která pro
hází bodem

A � �7, 6� kolmo na pøímku q � x � �4 � 3t, y � 5 � 2t; t > R.

Øe¹ení:Z parametri
ký
h rovni
 pøímky q vyplývá, ¾e tato pøímka je urèena bodem

B � ��4, 5� a smìrovým vektorem
Ñu � �3,�2� (viz Obr. 29). Má-li být pøímka p

Obrázek 29: Pøímka p jdou
í bodem A kolmo k pøím
e q

kolmá k pøím
e q, je zøejmé, ¾e ka¾dý její smìrový vektor
Ñv je kolmý k vektoru

Ñu.

K øe¹ení úlohy proto postaèuje najít jeden nenulový vektor
Ñv � �v1, v2�, který splòuje

rovnost
Ñu � Ñv � 0. Jeho souøadni
e jsou tedy øe¹ením rovni
e

3v1 � 2v2 � 0.

Z nekoneènì mnoha takový
h øe¹ení vybereme jedno konkrétní, nabízí se napø.

�v1, v2� � �2, 3�. Hledaná pøímka p má potom parametri
ké rovni
e p � x � 7� 2t, y �

6 � 3t; t > R.

PØÍKLAD 5.17. Napi¹te parametri
ké rovni
e pøímky p, která pro
hází bodem

P ��3, 2� kolmo na pøímku

��

AB; A��1,�2�, B�2, 3�.

Ortogonální a ortonormální vektory

Pojem kolmé vektorymá v geometri
ký
h vektorový
h prostore
h posti¾itelný
h na¹í

zku¹eností a pøedstavivostí, tj. v prostore
h dimenze 2 a 3, jasnou vizuální interpre-

ta
i prostøedni
tvím kolmosti orientovaný
h úseèek, které jsou jeji
h umístìními.
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Pojem ortogonální vektory je jeho zobe
nìním, jak z pohledu dimenze pøíslu¹ného

vektorového prostoru, tak i z pohledu poètu zúèastnìný
h vektorù a jeji
h velikostí.

Pojmem ortonormální vektory pak oznaèujeme vektory ortogonální, které jsou na-

ví
 jednotkové. V¹e je uvedeno v následují
í
h de�ni
í
h 16 a 17. Nejprve pojmy

de�nujeme pro dvoji
e vektorù, potom pro skupiny ví
e vektorù.

De�ni
e 16 (Dvoji
e ortogonální
h a ortonormální
h vektorù). Dva vektory

Ñu, Ñv > Vn jsou ortogonální právì tehdy, kdy¾

Ñu � Ñv � 0. (57)

Jsou-li naví
 jednotkové, tj. S
ÑuS � SÑvS � 1, nazýváme je ortonormální.

Poznámka. Uva¾ujeme-li Eukleidovský skalární souèin, je vektor
Ñu � �u1, u2, u3�

jednotkový právì tehdy, kdy¾ je splnìna podmínka

S
ÑuS �

¼

u2
1
� u2

2
� u2

3
� 1,

kterou lze po umo
nìní obou stran na druhou vyjádøit ve tvaru

u21 � u
2
2 � u

2
3 � 1.

O vektore
h
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� tak mù¾eme øí
i, ¾e jsou ortonormální

právì tehdy, kdy¾ souèasnì platí

u1v1 � u2v2 � u3v3 � 0,

u21 � u
2
2 � u

2
3 � 1,

v21 � v
2
2 � v

2
3 � 1.

Jako ortogonální èi ortonormální mù¾eme oznaèit i vìt¹í skupinu vektorù, jak uvádí

následují
í de�ni
e.

De�ni
e 17 (Ortogonální a ortonormální vektory). Vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk > Vn

jsou ortogonální právì tehdy, kdy¾

Ñui � Ñuj � 0,

pro v¹e
hna i, j � 1, 2, ..., k; i x j. Jsou-li naví
 v¹e
hny vektory jednotkové, tj.

S
ÑuiS � 1,

pro v¹e
hna i � 1, 2, ..., k, nazýváme je ortonormální.
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Poznámky.

1. Ortogonální vektory
Ñu, Ñv znaèíme takto

Ñu Ù Ñv.

2. Ortogonalita je zobe
nìním kolmosti. Proto¾e kromì termínu þortogonální vek-

toryÿ pou¾íváme té¾ oznaèení þkolmé vektoryÿ, je dobré mít na pamìti, ¾e

de�ni
e ortogonální
h vektorù pøipou¹tí i nulový vektor a vyplývá z ní, ¾e nu-

lový vektor je ortogonální ke v¹em vektorùm. Hovoøíme-li o kolmý
h vektore
h,

uva¾ujeme vesmìs vektory nenulové.

3. Pojmem ortogonální vektory oznaèujeme skupinu dvou, ale i ví
e vektorù, které

splòují de�ni
i 17. Tj. skupinu vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk nazveme ortogonální, kdy¾

pro ka¾dé dva rùzné vektory z ni
h platí
Ñui � Ñuj � 0.

4. Ortonormální jsou vektory, které jsou ortogonální a naví
 v¹e
hny jednotkové,

tj. platí:

Ñui � Ñuj � δ
j
i

pro v¹e
hna i, j � 1, 2, . . . , n, kde δji je Krone
kerovo delta (δ
j
i � 1 pro i � j a

δ
j
i � 0 pro i x j).

6 Ortonormální báze

Bází vektorového (pod)prostoru je jakákoliv mno¾ina jeho generátorù, která je li-

neárnì nezávislá, viz de�ni
e 9 na str. 44. Výluèné postavení mezi v¹emi bázemi

mají díky svým vlastnostem tzv. ortonormální báze, tj. báze, jeji
h¾ vektory jsou

ortonormální (viz def. 17).

De�ni
e 18 (Ortogonální a ortonormální báze). Bázi B � �

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn� vek-

torového prostoru V se skalárním souèinem nazveme ortogonální bází, jestli¾e jsou

její vektory

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn ortogonální. Bázi B nazveme ortonormální bází, jestli¾e

jsou její vektory

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn ortonormální.

Poznámka. Báze B je tedy ortonormální, jestli¾e

Ñbi � Ñbj � δ
j
i

pro v¹e
hna i, j � 1, 2, . . . , n, kde δji je Krone
kerovo delta (δ
j
i � 1 pro i � j a δ

j
i � 0

pro i x j).
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PØÍKLAD 6.1. Rozhodnìte, zda se jedná o ortogonální èi ortonormální báze:

a) B1 � ��1, 0, 0�, �1, 1, 0�, �1, 1, 1��,

b) B2 � ��1, 0, 0�, �0, 1, 0�, �0, 0, 1��,


) B3 � ��2, 0, 0�, �0,�1, 0�, �0, 0, 4��.

Ortogonálnost vektorù zaruèuje jeji
h nezávislost, jak ukazuje následují
í vìta.

Vìta 19. Jsou-li nenulové vektory
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun, n > N, ortogonální, jsou lineárnì

nezávislé.

Dùkaz. Dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládáme, ¾e nenulové ortogonální vektory

Ñu1, Ñu2, ..., Ñun jsou lineárnì závislé. Aspoò jeden koe�
ient ki lineární kombina
e

k1Ñu1 � k2Ñu2 � . . . knÑun � Ño (58)

tak musí být rùzný od nuly. Ne
h» je to tøeba k1. Pokud nyní skalárnì vynásobíme

obì strany rovnosti (58) vektorem
Ñu1, dostaneme rovnost

k1Ñu1 � Ñu1 � k2Ñu2 � Ñu1 � . . . knÑun � Ñu1 � Ño � Ñu1, (59)

na její¾ levé strané jsou v¹e
hny èleny kromì prvního díky pøedpokládané ortogona-

litì vektorù
Ñu1, Ñu2, ..., Ñun rovny nule. Rovnost (59) se tak redukuje na tvar

k1Ñu
2
1 � 0, (60)

kde
Ñu2
1
x 0 (vektory Ñui jsou dle pøedokladu nenulové). Potom ale musí být k1 � 0, 
o¾

je ale ve sporu s pøedpokladem, ¾e k1 x 0. Tím je pravdivost vìty dokázána.

6.1 Výhody ortonormální báze

Uvedeme si dvì výhody, které nám oproti þobyèejnéÿ bázi pøinese pou¾ití ortonor-

mální báze.

6.1.1 Výpoèet skalárního souèinu

Jsou-li vektory
Ñu, Ñv urèeny souøadni
emi

Ñu � �u1, u2, ..., un�, Ñv � �v1, v2, ..., vn� vzhle-

dem k nìjaké ortonormální bázi B � �

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn�, je jakýkoliv skalární souèin tì
hto

vektorù dán vztahem

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � ... � unvn,

bez ohledu na jeho konkrétní de�ni
i.

Tuto u¾iteènou skuteènost snadno doká¾eme. Vektory
Ñu, Ñv zapí¹eme jako lineární

kombina
e vektorù báze B

Ñu � u1Ñb1 � u2Ñb2 � � � � � unÑbn, Ñv � v1Ñb1 � v2Ñb2 � � � � � vnÑbn
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a skalárnì je spolu vynásobíme

Ñu � Ñv � �u1Ñb1 � u2Ñb2 � � � � � unÑbn� � �v1Ñb1 � v2Ñb2 � � � � � vnÑbn�. (61)

Pravou stranu (61) roznásobíme u¾itím vlastností 2 a 3 z de�ni
e skalárního souèinu

(viz def. 13). Dostaneme

Ñu � Ñv � u1v1Ñb
2
1 � u1v2

Ñb1 � Ñb2 � � � � � u1vnÑb1 � Ñbn� (62)

�u2v1Ñb1 � Ñb2 � u2v2Ñb
2
2 � � � � � u2vn

Ñb2 � Ñbn�

� � � � �

�unv1Ñb1 � Ñbn � unv2Ñb2 � Ñbn � � � � � unvnÑb
2
n,

kde ov¹em, díky ortonormálnosti báze B, pro v¹e
hna i, j � 1, 2, . . . , n platí

Ñbi �Ñbj � 0

pokud i x j, jinak Ñb2i � 1. Rovnost (62) je tak pro ka¾dou ortonormální bázi B �

�

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn� ekvivalentní rovnosti

Ñu � Ñv � u1v1 � u2v2 � � � � � unvn, (63)

bez ohledu na to, jak je de�nován skalární souèin þ�ÿ.

Poznali jsme, ¾e pokud pou¾íváme ortonormální bázi (a my tak èiníme, proto¾e není-

li øeèeno jinak, pra
ujeme se souøadni
emi vzhledem ke kanoni
ké bázi), nemusíme

se starat o de�ni
i skalárního souèinu a poèítáme ho tak, jak jsme zvyklí ze støední

¹koly.

PØÍKLAD 6.2. Proveïte výpoèet (61) a úpravu naznaèenou v (62) pro ortonor-

mální bázi B � �
Ñe1, Ñe2� a vektory

Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2�. Nedosazujte konkrétní

hodnoty, pra
ujte v þsymboli
kémÿ re¾imu.

6.1.2 Urèení souøadni
 vektoru vzhledem k ortonormální bázi

Uva¾ujme vektor
Ñu � �u1, u2, ..., un�, jeho¾ souøadni
e u1, u2, ..., un jsou dány vzhle-

dem k ortonormální bázi B � �

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn�, tj.

Ñu � u1Ñb1 � u2Ñb2 � ... � unÑbn. (64)

Potom pro i�tou souøadni
i ui vektoru Ñu platí

ui � Ñu � Ñbi, (65)

kde i � 1, 2, . . . , n.

Vztah (65) nám umo¾òuje ry
hlý výpoèet jednotlivý
h souøadni
 vektoru. Podstatu

jeho dùkazu si uká¾eme na pøípadu i � 1, zobe
nìní pro i � 1, 2, . . . , n bude zøejmé.

Jestli¾e vynásobíme obì strany (64) vektorem

Ñb1, dostaneme rovnost

Ñu � Ñb1 � u1Ñb
2
1 � u2

Ñb2 � Ñb1 � ... � unÑbn � Ñb1, (66)
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která je díky ortonormálnosti vektorù

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbn ekvivalentní s rovností

u1 � Ñu � Ñb1.

Pro zobe
nìní staèí zamìnit 1 za i a uva¾ovat i � 1, 2, . . . , n.

PØÍKLAD 6.3. Urèete souøadni
e vektoru
Ñv � �1, 1, 1� vzhledem k ortonormální

bázi B � �
Ñu1, Ñu2, Ñu3�; Ñu1 � �

1
º

6
, 2
º

6
,� 1

º

6
�, Ñu2 � �0,

1
º

5
, 2
º

5
�, Ñu3 � �

5
º

30
,� 2

º

30
, 1
º

30
�,

Øe¹ení: Oznaème vBi i�tou souøadni
i vektoru
Ñv vzhledem k B. Potom vB

1
� �1, 1, 1� �

�

1
º

6
, 2
º

6
,� 1

º

6
� �

2
º

6
, vB

2
� �1, 1, 1� � �0, 1

º

5
, 2
º

5
� �

3
º

5
, vB

3
� �1, 1, 1� � � 5

º

30
,� 2

º

30
, 1
º

30
� �

4
º

30
.

6.2 Gram{S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es

Vìta 8 nám zaruèuje, ¾e ka¾dý koneènì generovaný vektorový prostor má alespoò

jednu koneènou bázi. Poté, 
o jsme se seznámili s výhodami ortonormální báze, je

zøejmé, ¾e by
hom uvítali stejnou záruku i pro existen
i ortonormální báze. A sku-

teènì, taková záruka existuje, pro vektorové prostory se skalárním souèinem nám ji

dává následují
í vìta.

Vìta 20 (Existen
e ortonormální báze). Ka¾dý netriviální koneènì generovaný

vektorový prostor se skalárním souèinem má aspoò jednu ortonormální bázi.

Dùkaz. Existen
e koneèné báze je zaruèena vìtou 8. K dùkazu vìty 20 tak postaèí

ukázat, ¾e z ka¾dé koneèné báze uva¾ovaného vektorového (pod)prostoru mù¾eme

vytvoøit bázi ortonormální. To skuteènì mo¾né je. Garantuje nám to postup známý

jako Gram{S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es. Místo dùkazu vìty 20 si podrobnì ro-

zebereme tento postup pro pøípad vektorový
h prostorù dimenze dva a tøi. Zobe
nìní

postupu pro pøípad vektorového prostoru dimenze n, které je podstatou dùkazu vìty,

je potom zøejmé.

Gram{S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es se týká vytvoøení ortonormální báze vek-

torového prostoru, vyu¾íváme ho v¹ak pøedev¹ím k urèování ortonormální
h bází

vektorový
h podprostorù. V pøípadì vektorový
h prostorù mù¾eme v¾dy þsáhnoutÿ

po kanoni
ké bázi (tj. napøíklad pro R2
je to ��1, 0�, �0, 1�� ).

6.2.1 Vytvoøení ortonormální báze vektorového prostoru di-

menze 2

Pøedpokládejme, ¾e známe bázi �
Ña1, Ña2� vektorového podprostoru W bb Vn (tj. W �

�
Ña1, Ña2�) a 
h
eme vytvoøit jeho ortonormální bázi �

Ñe1, Ñe2�. Budeme postupovat tak,

¾e nejprve vytvoøíme ortogonální bázi �

Ñb1,Ñb2� podprostoru W. Potom vektory této

83

http://en.wikipedia.org/wiki/Gram%E2%80%93Schmidt_process


báze pomo
í formule (36) znormujeme. Výsledkem je po¾adovaná ortonormální báze

�
Ñe1, Ñe2�.

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

První vektor

Ñb1 ortogonální báze ztoto¾níme s prvním vektorem
Ña1 z dané báze

Ñb1 � Ña1. (67)

Druhý vektor

Ñb2 potom vyjádøíme jako lineární kombina
i vektorù

Ñb1 a Ña2

Ñb2 � Ña2 � kÑb1 (68)

tak, aby

Ñb1 � Ñb2 � Ñb1 � Ña2 � kÑb
2
1 � 0. (69)

Z této podmínky kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hodnotu koe�
ientu

k � �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

, (70)

kterou dosadíme do vztahu (68) pro vektor

Ñb2

Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1. (71)

Rovnostmi (67) a (71) jsou urèeny vektory

Ñb1,Ñb2 ortogonální báze podprostoru W

Ñb1 � Ña1, Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1. (72)

Obrázek 30: Gram{S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es pro podprostor dimenze 2 - vytvoøení ortogo-

nální báze

Poznámka. Vztah (70) pro výpoèet vektoru

Ñb2 kolmého k vektoru

Ñb1 � Ña1 mù¾eme

odvodit þryze geometri
kyÿ, bez nutnosti øe¹it rovni
i (69) pro neznámou k. Pou¾i-

jeme k tomu obrázek 30 (nebo pøíslu¹ný aplet vytvoøený v GeoGebøe) a poznatky

84

https://www.geogebra.org/m/atFCRNsz


o kolmém prùmìtu jednoho vektoru do smìru druhého, které jsme shromá¾dili v

kap. 5.4.3. Vidíme, ¾e vektor

Ñb2, který má být kolmý k

Ñb1, dostaneme jako souèet

vektoru
Ña2 s vektorem Ñu�, který je vektorem opaèným k vektoru

Ñu, jeho¾ velikost je

rovna kolmému prùmìtu vektoru
Ña2 do smìru vektoru

Ñb1 (viz kap. 5.4.3, str. 72).

Pro velikost kolmého prùmìtu vektoru
Ña2 do smìru vektoru

Ñb1 platí

S
ÑuS �

S
Ña2 � Ñb1S

S

Ñb1S
. (73)

Pøitom výraz
Ña2 � Ñb1 C 0 pro ϕ > `0; π

2
e a

Ña2 � Ñb1 � 0 pro ϕ > �

π
2
, πe, kde ϕ je úhel

mezi vektory

Ñb1 (tj. také
Ña1) a Ña2. Pravdivost tohoto vztahu pro ϕ > `0; π

2
e snadno

proká¾eme rozepsáním jeho pravé strany podle vztahu pro výpoèet od
hylky dvou

vektorù. Dostaneme vztah

S
ÑuS �

Ña2 � Ñb1

S

Ñb1S
�

S
Ña2SSÑb1S cosϕ

S

Ñb1S
� S
Ña2S cosϕ,

který odpovídá de�ni
i hodnoty funk
e kosinus v pravoúhlém trojúhelníku (S
Ña2S je

délka pøepony, S
ÑuS je délka odvìsny pøilehlé k úhlu ϕ). Pro ϕ > �

π
2
, πe staèí uva¾ovat

úhel π � ϕ.

Známe tedy velikost vektoru
Ñu (viz (73)) a víme, ¾e má smìr vektoru

Ñb1 (nebo

opaèný, pro ϕ > �

π
2
, πe). Staèí tedy vynásobit èíslem

Ña2 � Ñb1

S

Ñb1S
jednotkový vektor smìru

Ñb1 a dostaneme vektor
Ñu

Ñu �
Ña2 � Ñb1

S

Ñb1S

Ñb1

S

Ñb1S
�

Ña2 � Ñb1
Ñb2
1

Ñb1

Podle obrázku 30 je potom vhodným vektorem

Ñb2 souèet Ña2 � Ñu�, kde Ñu� � �Ñu, tj.

Ñb2 � Ña2 � Ñu� � Ña2 � Ñu � Ña2 �
Ña2 � Ñb1
Ñb2
1

Ñb1. (74)

Vztah (74) je toto¾ný se vztahem (70). Geometri
kou úvahou jsme tak dostali stejný

výsledek jako výpoètem. (kone
 poznámky)

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 �
Ñb1

S

Ñb1S
, Ñe2 �

Ñb2

S

Ñb2S
. (75)
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PØÍKLAD 6.4. Urèete ortonormální bázi podprostoruW bb R3, který je generován

vektory
Ñv1 � �1, 1, 2�, Ñv2 � �0, 1,�1�.

Øe¹ení:

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

První vektor

Ñb1 ortogonální báze ztoto¾níme s prvním vektorem
Ñv1 � �1, 1, 2� z dané

báze

Ñb1 � �1, 1, 2�.

Druhý vektor

Ñb2 potom vyjádøíme jako lineární kombina
i vektorù

Ñb1 � �1, 1, 2� a

Ñv2 � �0, 1,�1�
Ñb2 � Ñv2 � kÑb1 � �0, 1,�1� � k�1, 1, 2� (76)

tak, aby

Ñb1 � Ñb2 � �1, 1, 2� � �0, 1,�1� � k�1, 1, 2�
2
� 0.

Z této podmínky kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hodnotu koe�
ientu

k � �
Ñb1 � Ñv2
Ñb2
1

� �

�1, 1, 2� � �0, 1,�1�

�1, 1, 2�2
�

1

6
,

kterou dosadíme do vztahu (76) pro vektor

Ñb2

Ñb2 � �0, 1,�1� �
1

6
�1, 1, 2� � �

1

6
,
7

6
,
�2

3
� .

Proto¾e v pøípadì ortogonální báze jde jenom o smìry vektorù, nikoliv o jeji
h veli-

kosti, mù¾eme výsledný vektor násobit 6, aby
hom se zbavili zlomkù. Tuto úpravu

o
eníme zanedlouho pøi normování vektoru. Hledanou ortogonální bázi podprostoru

W tak tvoøí vektory

Ñb1 � �1, 1, 2�, Ñb2 � �1, 7,�4�. (77)

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 �
Ñb1

S

Ñb1S
� �

1
º

6
,
1
º

6
,
2
º

6
� , Ñe2 �

Ñb2

S

Ñb2S
� �

1
º

66
,

7
º

66
,
�4
º

66
� . (78)

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i1) load(eigen);

(%o1) C � ~PROGRA 2~MAXIMA 1.0~share~maxima~5.26.0~share~matrix~eigen.mac
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(%i2) b:grams
hmidt({[1,1,2℄,[0,1,-1℄});

(%o2) ��0, 1,�1�, �1,
3

2
,
3

2
��

(%i3) e[1℄:unitve
tor(b[1℄); e[2℄:unitve
tor(b[2℄);

(%o3) �0,
1
º

2
,�

1
º

2
�

(%o4) �

º

2
º

11
,

3
º

2
º

11
,

3
º

2
º

11
�

Poznámka. Vidíme, ¾e algoritmus, který se skrývá za pøíkazem þgrams
hmidtÿ,

nezpra
ovává vektory v poøadí, v jakém je zadáme, ale volí si optimální poøadí sám.

Stejnì mù¾eme postupovat i my.

6.2.2 Vytvoøení ortonormální báze vektorového prostoru di-

menze 3

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Pøedpokládejme, ¾e známe bázi �
Ña1, Ña2, Ña3� vektorového podprostoru W bb Vn (tj.

W � �
Ña1, Ña2, Ña3�) a 
h
eme vytvoøit jeho ortonormální bázi �

Ñe1, Ñe2, Ñe3�. Budeme po-

stupovat tak, ¾e nejprve vytvoøíme ortogonální bázi �

Ñb1,Ñb2,Ñb3� podprostoru W. Po-

tom vektory této báze pomo
í formule (36) znormujeme. Výsledkem je po¾adovaná

ortonormální báze �
Ñe1, Ñe2, Ñe2�.

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

Postup vytvoøení první
h dvou vektorù

Ñb1,Ñb2 ortogonální báze je identi
ký s vý¹e

popsaným pøípadem podprostoru dimenze 2. Platí tedy

Ñb1 � Ña1, Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1. (79)

Tøetí vektor

Ñb3 potom vyjádøíme jako lineární kombina
i vektorù

Ñb1,Ñb2 a Ña3

Ñb3 � Ña3 �mÑb1 � nÑb2 (80)

tak, aby

Ñb1 � Ñb3 � Ñb1 � Ña3 �mÑb
2
1 � n

Ñb1 � Ñb2 � Ñb1 � Ña3 �mÑb
2
1 � 0, (81)

Ñb2 � Ñb3 � Ñb2 � Ña3 �mÑb1 � Ñb2 � nÑb
2
2 �

Ñb2 � Ña3 � nÑb
2
2 � 0. (82)

Z tì
hto podmínek (81), (6.2.1) kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hod-

noty koe�
ientù

m � �

Ñb1 � Ña3
Ñb2
1

, n � �

Ñb2 � Ña3
Ñb2
2

(83)
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které dosadíme do vztahu (80) pro vektor

Ñb3

Ñb3 � Ña3 �
Ñb1 � Ña3
Ñb2
1

Ñb1 �
Ñb2 � Ña3
Ñb2
2

Ñb2. (84)

Rovnostmi (79) a (84) jsou urèeny vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 ortogonální báze podprostoruW

Ñb1 � Ña1, Ñb2 � Ña2 �
Ñb1 � Ña2
Ñb2
1

Ñb1, Ñb3 � Ña3 �
Ñb1 � Ña3
Ñb2
1

Ñb1 �
Ñb2 � Ña3
Ñb2
2

Ñb2. (85)

Poznámka. I v pøípadì nalezení tøetího vektoru ortogonální báze mù¾eme uplatnit

þryze geometri
kýÿ pøístup. Tentokrát by
hom pou¾ili opaèné vektory ke dvìma

kolmým prùmìtùm vektoru
Ña3 do smìrù vektorù

Ñb1 a

Ñb2, které by
hom slo¾ili s

vektorem
Ña3, aby
hom dostali vektor

Ñb3 kolmý na oba vektory

Ñb1 a

Ñb2. Detailnì se

zde tímto postupem nebudeme zabývat.

Obrázek 31: Gram{S
hmidtùv ortogonalizaèní pro
es pro podprostor dimenze 3 - vytvoøení ortogo-

nální báze

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 �
Ñb1

S

Ñb1S
, Ñe2 �

Ñb2

S

Ñb2S
, Ñe3 �

Ñb3

S

Ñb3S
. (86)

PØÍKLAD 6.5. Urèete ortonormální bázi vektorového prostoru W � ��
Ñu1, Ñu2, Ñu3�� ;

Ñu1 � �1, 1,�1,�2�, Ñu2 � �1, 0, 1, 1�, Ñu3 � �0, 1, 1, 0�.
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Øe¹ení:

I.Vytvoøení ortogonální báze podprostoru W

První vektor

Ñb1 ortogonální báze ztoto¾níme s prvním vektorem
Ñu1 � �1, 1,�1,�2� z

dané báze

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�.

Druhý vektor

Ñb2 potom vyjádøíme jako lineární kombina
i vektorù

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�

a
Ñu2 � �1, 0, 1, 1�

Ñb2 � Ñu2 � kÑb1 � �1, 0, 1, 1� � k�1, 1,�1,�2� (87)

tak, aby

Ñb1 � Ñb2 � �1, 1,�1,�2� � �1, 0, 1, 1� � k�1, 1,�1,�2�
2
� 0.

Z této podmínky kolmosti vektorù ortogonální báze vyjádøíme hodnotu koe�
ientu

k � �
Ñb1 � Ñv2
Ñb2
1

� �

�1, 1,�1,�2� � �1, 0, 1, 1�

�1, 1,�1,�2�2
�

2

7
,

kterou dosadíme do vztahu (87) pro vektor

Ñb2

Ñb2 � �1, 0, 1, 1� �
2

7
�1, 1,�1,�2� � �

9

7
,
2

7
,
5

7
,
3

7
� .

Proto¾e v pøípadì ortogonální báze jde jenom o smìry vektorù, nikoliv o jeji
h

velikosti, mù¾eme výsledný vektor násobit 7, aby
hom se zbavili zlomkù. Dostaneme

Ñb2 � �9, 2, 5, 3�.

Tøetí vektor

Ñb3 vyjádøíme jako lineární kombina
i vektorù

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�,Ñb2 �

�9, 2, 5, 3� a Ñu3 � �0, 1, 1, 0�

Ñb3 � Ñu3 �mÑb1 � nÑb2 � �0, 1, 1, 0��m�1, 1,�1,�2� � n�9, 2, 5, 3�

tak, aby

Ñb1 � Ñb3 � �1, 1,�1,�2� � �0, 1, 1, 0� �m�1, 1,�1,�2�2 � n�1, 1,�1,�2� � �9, 2, 5, 3� � 7m � 0,

Ñb2 � Ñb3 � �9, 2, 5, 3� � �0, 1, 1, 0� �m�9, 2, 5, 3� � �1, 1,�1,�2� � n�9, 2, 5, 3�2 � 7 � 119n � 0.

Z tì
hto podmínek kolmosti vektorù ortogonální báze (v¹imnìte si, ¾e v tomto pøí-

padì jsou vektory

Ñb1 � �1, 1,�1,�2� a Ñu3 � �0, 1, 1, 0� ji¾ na sebe kolmé) vyjádøíme

hodnoty koe�
ientù

m � 0, n � �

1

17

které dosadíme do vztahu pro vektor

Ñb3

Ñb3 � �0, 1, 1, 0� � 0�1, 1,�1,�2� �
1

17
�9, 2, 5, 3� � ��

9

17
,
15

17
,
12

17
,�

3

17
� .
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Vektor

Ñb3 násobíme 17, aby
hom se zbavili zlomkù. Potom vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 ortogo-

nální báze podprostoru W jsou

Ñb1 � �1, 1,�1,�2�, Ñb2 � �9, 2, 5, 3�, Ñb3 � ��9, 15, 12,�3� .

II.Vytvoøení ortonormální báze podprostoru W

Nyní vektory

Ñb1,Ñb2,Ñb3 znormujeme a tím dostaneme po¾adovanou ortonormální bázi

podprostoru W

Ñe1 � �
1
º

7
,
1
º

7
,�

1
º

7
,�

2
º

7
� ,

Ñe2 � �
9

º

119
,

2
º

119
,

5
º

119
,

3
º

119
� ,

Ñe3 � ��
9

º

459
,

15
º

459
,

12
º

459
,�

3
º

459
� .

Øe¹ení v programu wxMaxima (kód navazuje na øe¹ení pøed
házejí
ího pøíkladu):

(%i5) kill(b);

(%o5) done

(%i6) b:grams
hmidt({[1,1,-1,-2℄,[1,0,1,1℄,[0,1,1,0℄});

(%o6)
��0, 1, 1, 0�, �1,�

1

2
,
1

2
, 1�, �

32

5
,
3

5
,�

3

5
,�

2 3

5
��

(%i7) e[1℄:unitve
tor(b[1℄); e[2℄:unitve
tor(b[2℄);

e[3℄:unitve
tor(b[3℄);

(%o7)
�0,

1
º

2
,
1
º

2
, 0�

(%o8) �

º

2
º

5
,�

1
º

2
º

5
,

1
º

2
º

5
,

º

2
º

5
�

(%o9) �

º

3
º

5
,

1
º

3
º

5
,�

1
º

3
º

5
,�

2
º

3
º

5
�

Poznámka. Pøíkaz þgrams
hmidtÿ opìt volil jiné poøadí zpra
ování vektorù a na¹el

jinou ortogonální bázi, s þlépe vypadají
ímiÿ vektory.

Kromì volby vhodného poøadí vektorù si ruèní výpoèet vektorù ortonormální

báze daného podprostoru mù¾eme v øadì pøípadù podstatnì zjednodu¹it také tím,

¾e daný systém generátorù nahradíme vektory, které jsme získali elimina
í pøíslu¹né

mati
e. V pøípadì pøíkladu 6.5 jsme tak mohli místo pùvodní
h vektorù �1, 1,�1,�2�,
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�1, 0, 1, 1�, �0, 1, 1, 0� poèítat s vektory �1, 0, 0, 0�, �0, 1, 0,�1�, �0, 0, 1, 1�, které ge-

nerují stejný podprostor, proto¾e

<

�

�

�

�

�

>

1 1 �1 �2

1 0 1 1

0 1 1 0

=

A

A

A

A

A

?

� � � � �

<

�

�

�

�

�

>

1 0 0 0

0 1 0 �1

0 0 1 1

=

A

A

A

A

A

?

.

Vyzkou¹ejte!

6.3 Cvièení: Ortonormální báze

1. Urèete ortonormální báze následují
í
h vektorový
h podprostorù R3
:

a) Rovina generovaná vektory �0, 2, 1�, �1,�2,�1�.

b) Rovina de�novaná rovni
í 2x � y � 3z � 0.


) Mno¾ina v¹e
h vektorù kolmý
h na vektor �1,�1,�2�.

2. Najdìte ortonormální bázi podprostoru W � ���1, 1, 2�, �1, 0, 1��� bb V3.

Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

3. Urèete ortonormální bázi vektorového (pod)prostoru W �

a) W � ��
Ñv1, Ñv2��; Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�,

b) W � ��
Ñv1, Ñv2, Ñv3��; Ñv1 � �1, 1, 1�, Ñv2 � �0, 1, 1�, Ñv3 � �1, 0, 1�,


) W � ��
Ñv1, Ñv2, Ñv3��; Ñv1 � �1, 1,�1�, Ñv2 � �1, 0, 2�, Ñv3 � �2,�2, 3�,

d) W � ��
Ñu1, Ñu2, Ñu3��; Ñu1 � �1, 1, 2, 1�, Ñu2 � �0, 1, 1, 1�, Ñu3 � �3, 1, 0, 1�.

4. Urèete ortonormální bázi vektorového podprostoru V bb R4
, který obsahuje

v¹e
hny vektory kolmé na vektor
Ñu � �1, 2,�1,�3�.
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6.4 Ortogonální mati
e

Z geometrie víme, ¾e a�nní transforma
e bodového prostoru An daná rovni
í

X � AX �

�B,

X,X �

> An, je shodností právì tehdy, kdy¾ pro mati
i A platí vztah

ATA � I, (88)

kde I je jednotková mati
e øádu n1. Mati
e A je ètver
ová a uvedený vztah je

mo¾né rozepsat rovni
emi pro její prvky. Napøíklad pro a�nní transforma
i roviny,

její¾ mati
e má tvar

A � �

a11 a12
a21 a22

	 ,

je podmínka (88) ekvivalentní se soustavou rovni


a211 � a
2
12 � 1, (89)

a221 � a
2
22 � 1,

a11a21 � a12a22 � 0.

V pøípadì a�nní transforma
e prostoru An s mati
í

A �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

an1 an2 ... ann

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

je podmínka (88) ekvivalentní se soustavou rovni


n

Q

k�1

aikajk � 0, i x j, i, j � 1, 2, . . . n, (90)

n

Q

k�1

a2ik � 1, i � 1, 2, . . . n. (91)

Porovnáme-li vztahy (90), (91) s de�ni
í ortonormální
h vektorù (viz def. 17), vi-

díme, ¾e øádkové vektory mati
e A shodnosti v prostoru An jsou ortonormální (platí

to i pro sloup
ové vektory mati
eA). Proto¾e ortogonální vektory jsou v¾dy nezávislé

(viz vìta 19), mù¾eme podle de�ni
e 18 dokon
e øí
i, ¾e øádkové (sloup
ové) vektory

mati
e A tvoøí ortonormální bázi. Takovouto mati
i nazýváme þortogonální mati
eÿ

(nìkdy té¾ þortonormální mati
eÿ

2

).

1

viz napø. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 55

2

viz napø. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 57
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De�ni
e 19 (Ortogonální mati
e). Ortogonální mati
í rozumíme ètver
ovou mati
i

A, pro kterou platí:

AT
�A � I.

Poznámky.

1.Po ortogonální mati
i A zøejmì platí AT
� A�1. Potom ale té¾

A �AT
� I.

2.V ortogonální mati
i je skalární souèin dvou rùzný
h øádkù roven nule, skalární

souèin stejný
h øádkù je roven jedné. Symboli
ky zapsáno:

n

Q

k�1

aikajk � δ
j
i , i, j � 1, 2, . . . , n.

3.Determinant ortogonální mati
e. Pro A platí

AT
�A � I � det �AT

�A� � detAT
� detA � detA � detA � �detA�2 � det I � 1.

Potom

SdetAS � 1,

jinak zapsáno

detA � �1.

PØÍKLAD 6.6. Transforma
e, pro které je SdetAS � 1 nazýváme ekvia�nity. Vy-

myslete ètver
ovou mati
i druhého øádu, její¾ determinant je 1, ale mati
e není

ortogonální. Uká¾ete tak, ¾e ne ka¾dá ekvia�nita má mati
i A ortogonální, tj. ¾e ne

ka¾dá ekvia�nita je shodností.

PØÍKLAD 6.7. Uka¾te, ¾e

R�α� � �
cosα � sinα

sinα cosα
	 ,

mati
e otoèení kolem poèátku soustavy souøadné o úhel α, je ortogonální mati
e.

Spoèítejte její determinant.
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7 Kolmost vektorový
h podprostorù

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Od kolmosti dvou vektorù nyní pøejdeme ke kolmosti dvou vektorový
h podpro-

storù. Budeme se zabývat otázkou, kdy jsou dva vektorové podprostory na sebe

kolmé a jak to poznáme. Zaèneme tím, ¾e stanovíme, jak urèit kolmost jednoho

vektoru k podprostoru.

7.1 Kolmost vektoru k podprostoru

Obrázek 32: Vektor Ñu kolmý k podprostoru V � �

Ñb1,Ñb2�

De�ni
e 20 (Kolmost vektoru k podprostoru). O vektoru
Ñu øekneme, ¾e je kolmý

k vektorovému podprostoru Vk, právì kdy¾ je kolmý ke ka¾dému vektoru z tohoto

podprostoru. Znaèíme

Ñu Ù Vk.

Uvedená de�ni
e nám nedává pøímý návod, jak o kolmosti vektoru k vektorovém

podprostoru rozhodnout. Vektorù je ve vektorovém podprostoru nekoneènì mnoho

a ovìøení kolmosti daného vektoru ke ka¾dému z ni
h je proto nereálné. Na¹tìstí

v¹ak víme, ¾e ka¾dý vektor z vektorového podprostoru lze vyjádøit jako lineární

kombina
i vektorù jeho báze, a báze u¾ má koneèný poèet vektorù (viz Obr. 32).

Vìta 21 (Kritérium kolmosti vektoru k podprostoru). Vektor
Ñu > Vn je kolmý k pod-

prostoru Vk bb Vn, jestli¾e je kolmý ke v¹em vektorùm jeho báze �

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbk�.

Dùkaz. Podle de�ni
e 20 je vektor
Ñu > Vn kolmý k podprostoru Vk bb Vn právì tehdy,

kdy¾ je kolmý ke ka¾dému vektoru
Ñv > Vk, tj. kdy¾ pro ka¾dý vektor

Ñv > Vk platí

Ñu � Ñv � 0. (92)
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Proto¾e Vk � �Ñb1,Ñb2, ...,Ñbk�, mù¾eme ka¾dý vektor
Ñv > Vk vyjádøit jako lineární kom-

bina
i
Ñv � v1Ñb1 � v2Ñb2 � � � � � vkÑbk. Po dosazení do (92) a roznásobení tak dostáváme

rovnost

v1Ñu � Ñb1 � v2Ñu � Ñb2 � � � � � vkÑu � Ñbk � 0, (93)

která je urèitì splnìna, jestli¾e je vektor
Ñu kolmý ke v¹em vektorùm báze

Ñb1,Ñb2, ...,Ñbk,

tj., jestli¾e

Ñu � Ñb1 � Ñu � Ñb2 � � � � � Ñu � Ñbk � 0. (94)

7.2 Kolmost dvou podprostorù

Kolmost vektoru k vektorovému podprostoru vyu¾ijeme v de�ni
i a pøi urèení kol-

mosti dvou vektorový
h podprostorù.

Obrázek 33: Dva kolmé podprostory

De�ni
e 21 (Kolmost vektorový
h podprostorù). Dva vektorové podprostory Vr, Vs bb

Vn jsou na sebe kolmé, jestli¾e v ka¾dém z ni
h existuje vektor, který je kolmý k dru-

hému podprostoru. Znaèíme

Vr Ù Vs

Pøi rozhodování o kolmosti dvou konkrétní
h vektorový
h podprostorù daný
h svými

bázemi budeme vyu¾ívat þnutnou a postaèují
í podmínku kolmosti dvou podpro-

storùÿ, která je formulována v následují
í vìtì 22. Ne¾ ji uvedeme, objasníme si její

smysl (a tím i my¹lenku jejího dùkazu, který pøene
háme ètenáøi) na pøíkladu dvou

podprostorù dimenzí 2 a 3.
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PØÍKLAD 7.1. Rozhodnìte, za jaký
h podmínek jsou na sebe kolmé podprostory

V2 � ��Ña1, Ña2��, V3 � ��Ñb1,Ñb2,Ñb3��

Øe¹ení: Dle de�ni
e 21 jsou dané dva vektorové podprostory V2, V3 na sebe kolmé,

jestli¾e v prostoru V2 existuje nìjaký vektor
Ñx, který je kolmý k podprostoru V3, a

zároveò v podprostoru V3 existuje vektor Ñy kolmý k prostoru V2. K popsání tì
hto

skuteèností vyu¾ijeme tvrzení vìty 21 (þvektor je kolmý k podprostoru, jestli¾e je

kolmý ke v¹em vektorùm jeho bázeÿ).

1. Existuje vektor
Ñx > V2, který je kolmý k V3.

Jestli¾e vektor
Ñx nále¾í podprostoru V2, mù¾eme ho psát jako lineární kombina
i

vektorù jeho báze
Ñx � x1Ña1 � x2Ña2. Dle vìty 21 je vektor

Ñx kolmý k podprostoru V3,

jestli¾e je kolmý k vektorùm jeho báze

Ñb1,Ñb2,Ñb3, tj., jestli¾e jsou splnìny rovni
e

Ñx � Ñb1 � x1Ña1 � Ñb1 � x2Ña2 � Ñb1 � 0,

Ñx � Ñb2 � x1Ña1 � Ñb2 � x2Ña2 � Ñb2 � 0,

Ñx � Ñb3 � x1Ña1 � Ñb3 � x2Ña2 � Ñb3 � 0.

(95)

Homogenní soustava (95) má netriviální øe¹ení právì tehdy, kdy¾ její mati
e

A1 �

<

�

�

�

�

�

>

Ña1 � Ñb1 Ña2 � Ñb1
Ña1 � Ñb2 Ña2 � Ñb2
Ña1 � Ñb3 Ña2 � Ñb3

=

A

A

A

A

A

?

(96)

má hodnost men¹í ne¾ 2.

2. Existuje
Ñy > V3, který je kolmý k V2.

Jestli¾e vektor
Ñy nále¾í podprostoru V3, mù¾eme ho psát jako lineární kombina
i

vektorù jeho báze
Ñy � y1Ñb1 � y2Ñb2 � y3Ñb3. Dle vìty 21 je vektor

Ñy kolmý k podprostoru

V2, jestli¾e je kolmý k vektorùm jeho báze
Ña1, Ña2, tj., jestli¾e jsou splnìny rovni
e

Ñy � Ña1 � y1Ñb1 � Ña1 � y2Ñb2 � Ña1 � y3Ñb3 � Ña1 � 0

Ñy � Ña2 � y1Ñb1 � Ña2 � y2Ñb2 � Ña2 � y3Ñb3 � Ña2 � 0
(97)

Homogenní soustava (97) má netriviální øe¹ení právì tehdy, kdy¾ její mati
e

A2 � �

Ña1 � Ñb1 Ña1 � Ñb2 Ña1 � Ñb3
Ña2 � Ñb1 Ña2 � Ñb2 Ña2 � Ñb3

	 (98)

má hodnost men¹í ne¾ 3 (
o¾ je v tomto pøípadì urèitì splnìno).

Vidíme, ¾e pro kolmost podprostorù V2, V3 jsou rozhodují
í hodnosti mati
 A1,A2.

Proto¾e A2 � AT
1
a h�A2� � h�AT

1
�, staèí uva¾ovat jenom jednu z tì
hto mati
,

napøíkladA2, kterou v souladu s následují
í vìtou oznaèímeG. Aby byly podprostory
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V2, V3 na sebe kolmé, tj. aby mìly obì uvedené soustavy (95), (97) nenulová øe¹ení,

musí být hodnost mati
e

G � �

Ña1 � Ñb1 Ña1 � Ñb2 Ña1 � Ñb3
Ña2 � Ñb1 Ña2 � Ñb2 Ña2 � Ñb3

	 (99)

men¹í ne¾ 2. V obe
ném pøípadì by
hom øekli, ¾e hodnost takovéto mati
e musí

být men¹í ne¾ minimum z dimenzí posuzovaný
h vektorový
h prostorù, jak uvádí

následují
í vìta.

Vìta 22 (Nutná a postaèují
í podmínka kolmosti dvou podprostorù). Dva vektorové

podprostory Vr a Vs s bázemi �a1, a2, . . . , ar� a �b1, b2, . . . , bs� jsou na sebe kolmé

právì tehdy, kdy¾ pro hodnost mati
e

G �

<

�

�

�

�

�

�

�

�

>

Ña1 � Ñb1 Ña1 � Ñb2 �
Ña1 � Ñbs

Ña2 � Ñb1 Ña2 � Ñb2 �
Ña2 � Ñbs

� � � �

Ñar � Ñb1 Ñar � Ñb2 �
Ñar � Ñbs

=

A

A

A

A

A

A

A

A

?

platí

h�G� �min�r, s�.

PØÍKLAD 7.2. Rozhodnìte, zda jsou dané vektorové podprostory prostoru R4
na

sebe kolmé:

a) V2 � ��1, 0, 1, 1�, �0, 2,�1, 1��, V3 � ��0, 1, 0, 1�, �1, 0,�1, 2�, �1, 2,1,�2��,

b) V2 � ��1, 1, 2,�1�, �3, 0, 1,�1��, V3 � ��1, 0, 1, 2�, �2,�3, 2, 2�, �1, 1,1,�2��,


) V1 � ��1, 0,�1, 2��, V3 � ��0, 1, 2, 1�, �1, 3,�1,�1�, �2,1, 0,�1��.

Poznámka. Zvlá¹tní kategorii vzájemnì kolmý
h podprostorù daného vektorového

prostoru Vn tvoøí tzv. totálnì kolmé podprostory. Jedná se o dvoji
e podprostorù,

které jsou kolmé a souèet jeji
h dimenzí je pøitom roven n. Øíkáme, ¾e tyto podpro-

story jsou vzájemnì svými ortogonálními doplòky.

7.3 Ortogonální doplnìk vektorového podprostoru

PØÍKLAD 7.3. Urèete mno¾inu v¹e
h vektorù z V3, které jsou kolmé (ortogonální)

k vektoru
Ñu � �2, 1,�3�.

Øe¹ení: Hledáme mno¾inu W b V3, pro kterou platí: �
Ñx > W ; Ñu � Ñx � 0, tj. mno¾inu

v¹e
h øe¹ení homogenní rovni
e

2x1 � x2 � 3x3 � 0, (100)
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kde x1, x2, x3 jsou souøadni
e vektoru
Ñx. Rovni
i (100) mù¾eme uva¾ovat jako þsou-

stavuÿ jedné rovni
e o tøe
h neznámý
h. Potom dvì ze tøí neznámý
h, napø. x1 a x3
nahradíme reálnými parametry a zbývají
í neznámou x2 dopoèítáme. Dostaneme

x1 � r,

x3 � s, (101)

x2 � �2r � 3s; r, s > R

a hledanou mno¾inu W zapí¹eme ve tvaru

W � ��r,�2r � 3s, s�; r, s > R�. (102)

Proto¾e W � ��r,�2r � 3s, s�; r, s > R� � �r�1,�2, 0�� s�0, 3, 1�; r, s > R�, mù¾eme W

psát jako lineární obal dvoji
e vektorù �1,�2, 0�, �0, 3, 1�,

W � ���1,�2, 0�, �0, 3, 1���. (103)

Potom je, jak ji¾ víme, W vektorovým podprostorem V3,

W bb V3.

Pokud budeme uva¾ovat také podprostor generovaný vektorem
Ñu,

U � ���2, 1,�3����, (104)

tvoøí U,W dvoji
i vzájemnì se ortogonálnì doplòují
í
h podprostorù vektorového

Obrázek 34: U � ���2,1,�3����,W � ���1,�2,0�, �0,3,1���

prostoru V3 (viz Obr. 34), znaèíme

U �W Ù, W � UÙ

a èteme þpodprostor U je ortogonálním doplòkem podprostoru Wÿ, resp. þpodpro-

stor W je ortogonálním doplòkem podprostoru Uÿ.
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Poznámka. Ve vektorovém prostoru dimenze 3 je ortogonálním doplòkem roviny

(pøesnìji vektorového prostoru dimenze 2) pøímka na ní kolmá (vektorový prostor

dimenze 1, jeho¾ vektory jsou ortogonální se v¹emi vektory té roviny) a ortogonálním

doplòkem pøímky je naopak rovina.

De�ni
e 22 (Ortogonální doplnìk vektorového podprostoru). Ortogonálním doplò-

kem vektorového podprostoru Vk bb Vn rozumíme mno¾inu v¹e
h vektorù kolmý
h

(ortogonální
h) k Vk. Znaèíme V Ù

k
.

Ortogonální doplnìk vektorového podprostoru je vektorový prostor a jeho dimenze

je n � k. Dùkaz toho, ¾e se jedná o vektorový prostor pøene
háme ètenáøi. Staèí na

danou mno¾inu uplatnit vìtu 9 (o urèení vektorového podprostoru). Zde se zamìøíme

jenom na údaj o dimenzi n � k podprostoru V Ù

k .

Vìta 23 (Dimenze ortogonálního doplòku). Je-li Vk podprostor vektorového prostoru

Vn, je jeho ortogonální doplnìk V Ù

k vektorový prostor dimenze n � k.

Dùkaz. Ne
h» Vk � �Ña1, Ña2, . . . , Ñak�, kde Ña1, Ña2, . . . , Ñak je ortonormální báze. Potom pro

ka¾dý vektor
Ñx � �x1, x2, . . . , xk� > V

Ù

k
musí platit

Ñai � Ñx � 0; i � 1, 2, . . . , k. Dostáváme

tak homogenní soustavu k rovni
 o n neznámý
h

a11x1 � a12x2 � � � � � a1nxn � 0,

a21x1 � a22x2 � � � � � a2nxn � 0, (105)

. . . . . .

ak1x1 � ak2x2 � � � � � aknxn � 0,

její¾ mati
e má hodnost k (její øádkové vektory
Ñai, i � 1, 2, . . . , k jsou ortonormální,

proto jsou dle vìty 19 lineárnì nezávislé). Z n neznámý
h je tedy k základní
h a n�k

volný
h. Proto musíme pou¾ít n � k parametrù a mno¾inou v¹e
h øe¹ení soustavy,

tj. ortogonálním doplòkem prostoru Vk, je tak vektorový prostor dimenze n� k.

Poznámka. Z vý¹e uvedeného vyplývá, ¾e souèet dimenzí dvou vektorový
h pod-

prostorù prostoru Vn, které jsou vzájemnì svými ortogonálními doplòky, je n. Tj.

pro Vr, Vs bb Vn, kde Vr � V Ù

s (a tedy také Vs � V Ù

r ), platí

r � s � n.

Jak bylo uvedeno ji¾ v poznám
e na stranì 97, rozli¹ujeme podprostory kolmé (Vr Ù

Vs) a podprostorytotálnì kolmé (Vr � V Ù

s a Vs � V Ù

r ). Pøitom prostory totálnì kolmé

jsou zároveò i kolmé, av¹ak naopak to neplatí. Ne ka¾dé kolmé prostory jsou zároveò

také totálnì kolmé.

PØÍKLAD 7.4. Uveïte pøíklad vektorový
h podprostorù, které jsou kolmé, ale

nejsou totálnì kolmé.

Øe¹ení: Napøíklad dvì na sebe kolmé roviny ρ � x � 0 a σ � y � 0 v prostoru V3 jsou

kolmé, ale nejsou totálnì kolmé (souèet jeji
h dimenzí je 4, tj. vìt¹í ne¾ dimenze

þmateøskéhoÿ prostoru V3), viz Obr. 35.
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Obrázek 35: Roviny ρ � x � 0, σ � y � 0 jsou kolmé, ale nejsou totálnì kolmé

8 Orienta
e báze vektorového prostoru

Rozli¹ujeme pravotoèivou (té¾ kladnou) a levotoèivou (té¾ zápornou) bázi vektoro-

vého prostoru.

Význam pojmù kladná a záporná orienta
e je v souladu s tím, jak je pou¾íváme

napøíklad v planimetrii pøi naná¹ení orientovaný
h úhlù. Kladný smysl má pohyb

proti smìru pohybu hodinový
h ruèièek, záporný smysl pak je pøisouzen pohybu ve

smìru pohybu hodinový
h ruèièek. Pohyb v kladném smyslu je pravotoèivý, pro-

to¾e ho, velmi zjednodu¹enì øeèeno

6

, mù¾eme v daném smìru pøirozenì realizovat

prsty pravé ruky. V pøípadì pohybu v záporném smyslu pak hovoøíme o levotoèivém

pohybu, proto¾e pøirozenì pou¾ijeme levou ruku.

Uva¾ujme bázi (pro jednodu
host ortonormální) �
Ñu, Ñv� prostoru V2. Jak vidíme na

Obrázek 36: Pravotoèivá (vlevo) a levotoèivá (vpravo) báze prostoru V2

Obr. 36, vektory
Ñu, Ñv mù¾eme v rovinì uspoøádat dvìma zpùsoby, pro které je ty-

pi
ké, ¾e 
h
eme-li pøejít od jednoho k druhému, nestaèí nám vektory pootoèit,

musíme pou¾ít osovou soumìrnost. Podle smyslu pøe
hodu od vektoru
Ñu k vektoru

Ñv

oznaèujeme tyto kon�gura
e vektorù i jimi tvoøené báze jako pravotoèivou (kladný

smysl, Obr. 36, vlevo), respektive levotoèivou (záporný smysl, Obr. 36, vpravo). Pro

6

Exaktnìj¹í pojednání o pravidle
h pravé a levé ruky viz napø. Wikipedia: Right hand rule
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pravotoèivé báze pou¾íváme té¾ oznaèení kladné báze, pro levotoèivé pak záporné

báze.

Stejnì rozdìlujeme báze v trojrozmìrném prostoru

1

. Uva¾ujme bázi �
Ñu, Ñv, Ñw� vek-

torového prostoru V3. Vektory Ñu, Ñv, Ñw mù¾eme opìt uspoøádat dvìma zpùsoby, mezi

kterými nelze pøejít pouhým otoèením, ale musíme pou¾ít soumìrnost podle roviny.

Kon�gura
i, v ní¾ pøi pøe
hodu mezi vektory v poøadí
Ñu, Ñv, Ñw postupujeme v klad-

Obrázek 37: Pravotoèivá (vlevo) a levotoèivá (vpravo) báze prostoru V3

ném smyslu, nazýváme pravotoèivou (té¾ kladnou) bází (Obr. 37, vlevo), kon�gura
i,

v ní¾ postupujeme v záporném smyslu, nazýváme levotoèivou (té¾ zápornou) bází

(Obr. 37, vpravo).

Vektorový prostor, v nìm¾ pou¾íváme takto orientované báze, nazýváme orientovaný

vektorový prostor.

8.1 Mati
e pøe
hodu mezi dvìma bázemi

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Máme-li ve vektorovém prostoru zavedeny dvì báze, mù¾eme souøadni
e vektoru

vzhledem k jedné z ni
h pøevést na souøadni
e tohoto vektoru vzhledem k druhé

z ni
h pomo
í tzv. mati
e pøe
hodu mezi bázemi, jak ukazuje následují
í pøíklad 8.1.

Ka¾dá mati
e pøe
hodu mezi dvìma bázemi je regulární (proè?) a tak je její

determinant rùzný od nuly. Pokud je kladný, jsou pøíslu¹né báze stejnì orientované

(tj. obì jsou kladné, nebo jsou obì záporné), pokud je determinant mati
e pøe
hodu

záporný, jsou pøíslu¹né báze opaènì orientované (tj. jedna je kladná a druhá je

záporná).

PØÍKLAD 8.1. Vektor
Ñu > V2 je dán souøadni
emi

ÑuB � �u�
1
, u�

2
� vzhledem k bázi

B � �

Ñb1,Ñb2�. Urèete jeho souøadni
e
ÑuA � �u1, u2� vzhledem k bázi A � �

Ña1, Ña2�.

1

Pojem orienta
e báze a vektorového prostoru se dá samozøejmì zavést obe
nì pro vektorové prostory dimenze

n, viz [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B.,

dostupné na adrese http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 105{107
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Øe¹ení: Vektory

Ñb1,Ñb2 báze B samozøejmì patøí do vektorového prostoru V2, mù¾eme

je proto vyjádøit jako lineární kombina
e vektorù
Ña1, Ña2 báze A

Ñb1 � p11Ña1 � p12Ña2,

Ñb2 � p21Ña1 � p22Ña2.
(106)

Pokud soustavu (106) napí¹eme v mati
ovém tvaru

�

Ñb1
Ñb2

	 � �

p11 p12
p21 p22

	 � �

Ña1
Ña2

	 , (107)

�guruje v nìm tzv. mati
e pøe
hodu of báze A k bázi B

P�A,B� � �
p11 p12
p21 p22

	 . (108)

Vektor
Ñu zapí¹eme jako lineární kombina
e vektorù obou daný
h bází

Ñu � u1Ña1 � u2Ña2 � u
�

1
Ñb1 � u

�

2
Ñb2

a za vektory

Ñb1 a Ñb2 dosadíme výrazy z rovni
 (106)

u1Ña1 � u2Ña2 � u
�

1�p11Ña1 � p12Ña2� � u
�

2�p21Ña1 � p22Ña2�.

Po úpravì dostaneme rovni
i

u1Ña1 � u2Ña2 � �u
�

1p11 � u
�

2p21�Ña1 � �u
�

1p12 � u
�

2p22�Ña2,

v ní¾ porovnáme sobì odpovídají
í koe�
ienty u vektorù
Ña1, Ña2 na levé a pravé stranì.

Výslednou soustavu

Ñu1 � u
�

1p11 � u
�

2p21

Ñu2 � u
�

1p12 � u
�

2p22

potom mù¾eme zapsat mati
ovou rovni
í, v ní¾ �guruje mati
e pøe
hodu od báze A

k bázi B (108)

� u1 u2 � � � u
�

1
u�
2
�

�

p11 p12
p21 p22

	 , (109)

nebo s
hemati
ky pomo
í daný
h vektorù

ÑuA �
ÑuB � P�A,B�. (110)

PØÍKLAD 8.2. Vektor
Ñu má vzhledem k bázi M � �

Ñm1, Ñm2, Ñm3� vektorového pro-

storu V3 souøadni
e
ÑuM � �2, 1,�3�. Urèete jeho souøadni
e

ÑuN vzhledem k bázi

N � �
Ñn1, Ñn2, Ñn3�, jestli¾e platí:

Ñm1 � 4Ñn1 � 2Ñn2 � Ñn3, Ñm2 � �3Ñn1 � Ñn2 � 2Ñn3, Ñm3 �

�2Ñn1 � 3Ñn2 � 11Ñn3.
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Øe¹ení: Ze soustavy rovni


Ñm1 � 4Ñn1 � 2Ñn2 � Ñn3,

Ñm2 � �3Ñn1 � Ñn2 � 2Ñn3,

Ñm3 � �2Ñn1 � 3Ñn2 � 11Ñn3

získáme mati
i pøe
hodu od báze N k bázi M

P�N,M� �

<

�

�

�

�

�

>

4 �2 �1

�3 1 2

�2 �3 11

=

A

A

A

A

A

?

,

kterou dle (110) vynásobíme zprava vektor
ÑuM � �2, 1,�3�, aby
hom dostali hledané

souøadni
e vektoru
Ñu vzhledem k bázi N

ÑuN � �2, 1,�3� �

<

�

�

�

�

�

>

4 �2 �1

�3 1 2

�2 �3 11

=

A

A

A

A

A

?

� �11, 6,�34�.

PØÍKLAD 8.3. Najdìte mati
i pøe
hodu od bázeM k bázi N a naopak, od N k M,

jestli¾e M � ��1, 1�, �0, 2��, N � ��2, 1�, �1, 2��.

Øe¹ení: Podle (107) mù¾eme psát N � P�M,N� �M. Po dosazení za M a N tak

dostaneme mati
ovou rovni
i �

2 1

1 2
	 � P�M,N� ��

1 1

0 2
	 , jejím¾ øe¹ením je mati
e

P�M,N� � �

2 �

1

2

1 1

2

	 . Proto¾e pro mati
i P�N,M� platí podle (107) rovni
e M �

P�N,M� �N, je zøejmé, ¾e P�N,M� � P�M,N�

�1
� �

1

3

1

3

�

2

3

4

3

	 .

PØÍKLAD 8.4. Najdìte mati
e pøe
hodu mezi uvedenými (ortonormálními) bá-

zemi E � �
Ñe1, Ñe2�, F � �

Ñf1, Ñf2� vektorového prostoru V2.

a)
Ñe1 � �1, 0�, Ñe2 � �0, 1�; Ñf1 � �

1
º

2
, 1
º

2
�, Ñf2 � ��

1
º

2
, 1
º

2
�,

b)
Ñe1 � �1, 0�, Ñe2 � �0, 1�; Ñf1 � �

1
º

2
, 1
º

2
�, Ñf2 � �

1
º

2
,� 1

º

2
�,

Øe¹ení:

ad a) P�E,F � �
<

�

�

�

>

1
º

2

1
º

2

�

1
º

2

1
º

2

=

A

A

A

?

, P�F,E� �
<

�

�

�

>

1
º

2
�

1
º

2
1
º

2

1
º

2

=

A

A

A

?

,

ad b) P�E,F � �
<

�

�

�

>

1
º

2

1
º

2
1
º

2
�

1
º

2

=

A

A

A

?

, P�F,E� � P�E,F �.

Poznámka. Mati
e pøe
hodu mezi dvìma ortonormálními bázemi je ortogonální.

Její determinant je roven 1 (pøíslu¹né báze jsou souhlasné) nebo -1 (pøíslu¹né báze

jsou nesouhlasné).
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9 Vektorový souèin

Vektorový souèin je opera
e de�novaná ve vektorovém prostoru dimenze 3, do které

vstupují dva vektory (tj. binární opera
e) a jejím¾ výsledkem je vektor na tyto

dva vektory kolmý (viz Obr. 38). Vektorový souèin vektorù
Ñu, Ñv zapisujeme

Ñu � Ñv.

Výsledný vektor té¾ nazýváme vektorový souèin. Zobe
nìním vektorového souèinu

Obrázek 38: Vektorový souèin Ñw � Ñu � Ñv

pro prostory dimenze n je tzv. ortogonální doplnìk n-1 vektorù, opera
e, do ní¾

vstupuje n � 1 vektorù a jejím¾ výsledkem je jeden vektor na v¹e
hny tyto vektory

kolmý.

Formuli pro výpoèet souøadni
 vektorového souèinu
Ñu � Ñv odvodíme na základì ná-

sledují
í
h tøí po¾adovaný
h vlastností výsledného vektoru (viz Obr. 39):

Obrázek 39: S ÑwS � SÑuSSÑvS sinϕ

i. Vektorový souèin
Ñu � Ñv je kolmý (ortogonální) k vektorùm

Ñu a
Ñv, tj.

�
Ñu � Ñv� � Ñu � 0, (111)

�
Ñu � Ñv� � Ñv � 0. (112)

ii. Vektorový souèin
Ñu � Ñv tvoøí spolu s nezávislými vektory

Ñu a
Ñv pravotoèivou

bázi.
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iii. Velikost (norma) vektoru
Ñu� Ñv je rovna obsahu rovnobì¾níku vymezeného vek-

tory
Ñu a

Ñv, tj.

S
Ñu � ÑvS � SÑuSSÑvS sinϕ. (113)

Nejprve si uvìdomíme, jaké dùsledky plynou z uvedený
h vlastností pro pravotoèivou

ortonormální bázi vektorového prostoru V3. Uva¾ujme napøíklad kanoni
kou bázi

a oznaème si její vektory

Ñi,Ñj, Ñk. Proto¾e jsou tyto vektory (i) na sebe kolmé, (ii)

tvoøí pro nezávislé
Ñu a

Ñv pravotoèivou bázi a (iii) obsah rovnobì¾níku (ètver
e)

vymezeného ka¾dými dvìma z ni
h je 1, je zøejmé, ¾e platí:

Ñi � Ñj � Ñk, Ñk �Ñi � Ñj, Ñj � Ñk � Ñi, (114)

Ñj �Ñi � �Ñk, Ñi � Ñk � �Ñj, Ñk � Ñj � �Ñi, (115)

Ñi �Ñi � Ño, Ñj � Ñj � Ño, Ñk � Ñk � Ño. (116)

Vektory
Ñu, Ñv > V3 nyní vyjádøíme pomo
í vektorù této ortonormální báze

Ñu � u1Ñi � u2Ñj � u3Ñk, Ñv � v1Ñi � v2Ñj � v3Ñk,

zapí¹eme jeji
h vektorový souèin

Ñu � Ñv � �u1Ñi � u2Ñj � u3Ñk� � �v1Ñi � v2Ñj � v3Ñk�,

který za pøedpokladu platnosti pøíslu¹ného distributivního zákona roznásobíme

Ñu � Ñv �u1v1Ñi �Ñi � u1v2Ñi � Ñj � u1v3Ñi � Ñk�

� u2v1Ñj �Ñi � u2v2Ñj � Ñj � u2v3Ñj � Ñk�

� u3v1Ñk �Ñi � u3v2Ñk � Ñj � u3v3Ñk � Ñk

a s pou¾itím vztahù (114), (115), (116) zjednodu¹íme na tvar

Ñu � Ñv � �u2v3 � u3v2�Ñi � �u3v1 � u1v3�Ñj � �u1v2 � u2v1�Ñk. (117)

Z (117) vyplývá, ¾e vektorový souèin
Ñu � Ñv vektorù

Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� je

vektor, øíkejme mu tøeba
Ñw, jeho¾ souøadni
e vypoèítáme ze souøadni
 vektorù

Ñu, Ñv

takto

Ñw �
Ñu � Ñv � �u2v3 � u3v2, u3v1 � u1v3, u1v2 � u2v1�. (118)

Nyní si ovìøíme, ¾e vektor
Ñw de�novaný (118) skuteènì splòuje ony tøi vý¹e uvedené

po¾adavky i{iii.

ad i) Ovìøíme splnìní podmínek ortogonálnosti vektorù
Ñw a

Ñu, resp. Ñw a
Ñv

Ñw �
Ñu � �Ñu � Ñv� � Ñu � u2v3u1 � u3v2u1 � u3v1u2 � u1v3u2 � u1v2u3 � u2v1u3 � 0.
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Ñw �
Ñv � �Ñu � Ñv� � Ñv � u2v3v1 � u3v2v1 � u3v1v2 � u1v3v2 � u1v2v3 � u2v1v3 � 0.

ad ii) Pro ovìøení, ¾e vektory
Ñu, Ñv, Ñw �

Ñu � Ñv tvoøí kladnou bázi dosadíme za
Ñu a

Ñv vektory kanoni
ké báze

Ñi � �1, 0, 0� a

Ñj � �0, 1, 0�. Podle (118) je potom

Ñi � Ñj �

�0, 0, 1� � Ñk. Vektorový souèin skuteènì tvoøí spolu s danými dvìma vektory kladnou

bázi.

ad iii) To, ¾e vektor
Ñw �

Ñu�Ñv de�novaný vztahem (118) má normu S
Ñu�ÑvS � SÑuSSÑvS sinϕ,

proká¾eme dosazením souøadni
 pøíslu¹ný
h vektorù. Pøed tím v¹ak je¹tì obì strany

této rovnosti umo
níme na druhou

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 sin2ϕ,

a vhodnou úpravou s vyu¾itím vztahu pro výpoèet od
hylky dvou vektorù se zbavíme

goniometri
ké funk
e sin

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2�1 � cos2ϕ�,

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 cos2ϕ,

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 � �Ñu � Ñv�2. (119)

Únavné výpoèty pøi dosazení souøadni
 vektorù do poslední rovnosti a ovìøení její

platnosti provedeme v programu wxMaxima.

Nejprve naèteme balíèek funk
í þve
tÿ pro poèítání s vektory a zadáme souøadni
e

vektorù
Ñu, Ñv, Ñw (vektorový souèin je v Maximì reprezentován symbolem �, výsledek,

jak vidíme, odpovídá formuli (118))

(%i1) load(ve
t)$

(%i2) u:[u1,u2,u3℄; v:[v1,v2,v3℄; w:express(u~v);

(%o2)
�u1, u2, u3�

(%o3) �v1, v2, v3�

(%o4)
�u2 v3 � u3 v2, u3 v1 � u1 v3, u1 v2 � u2 v1�

Poté zapí¹eme vztah (119) a odeètením porovnáme její levou a pravou stranu.

(%i5) Rovni
e:(w.w)=(u.u)*(v.v)-(u.v)^2;

(%o5)
�u2 v3 � u3 v2�

2
� �u3 v1 � u1 v3�

2
� �u1 v2 � u2 v1�

2
�

�u32 � u22 � u12� �v32 � v22 � v12� � �u3 v3 � u2 v2 � u1 v1�
2

(%i6) expand(lhs(Rovni
e)-rhs(Rovni
e));

(%o6) 0

Výsledek 0 znamená, ¾e se obì strany (119) rovnají. Platnost vztahu (113) pro vektor

Ñw de�novaný formulí (118) je tím prokázána.
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9.1 Výpoèet vektorového souèinu

Víme, ¾e vektorový souèin
Ñw �

Ñu� Ñv vektorù Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� je vektor,

jeho¾ souøadni
e jsou dány vztahem (viz té¾ (118))

Ñw �
Ñu � Ñv � �u2v3 � u3v2, u3v1 � u1v3, u1v2 � u2v1�. (120)

Není v¹ak nutné si tento vztah pamatovat a souøadni
e vektorového souèinu poèítat

dosazením do nìj. Uká¾eme si zde nìkteré jednodu¹¹í zpùsoby jeji
h výpoètu. Zaè-

neme tím, ¾e si v¹imneme, ¾e výrazy pro jednotlivé souøadni
e vektorového souèinu

v (120) se dají zapsat ve formì determinantù mati
 øádu 2, které obsahují souøadni
e

daný
h vektorù
Ñu a

Ñv

Ñu � Ñv � �W
u2 u3
v2 v3

W ,� W
u1 u3
v1 v3

W , W
u1 u2
v1 v2

W� . (121)

Po rozepsání pomo
í vektorù kanoni
ké báze dostaneme rovnost

Ñu � Ñv � W
u2 u3
v2 v3

W

Ñi � W
u1 u3
v1 v3

W

Ñj � W
u1 u2
v1 v2

W

Ñk, (122)

její¾ pravou stranu mù¾eme interpretovat jako rozvoj determinantu

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
Ñi Ñj Ñk

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

podle posledního øádku. Zápis vektorového souèinu vektorù
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv �

�v1, v2, v3� ve formì tohoto determinantu se snáze pamatuje a pøiná¹í i podstatné

zjednodu¹ení výpoètu jeho souøadni


Ñu � Ñv �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
Ñi Ñj Ñk

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

. (123)

Buï pra
ujeme pøímo s determinantem (123), nebo vyu¾ijeme nìkterý odvozený

algoritmus. Jako napøíklad ten následují
í. Souøadni
e vektorù
Ñu, Ñv napí¹eme pod

sebe jako øádky mati
e (není nutné psát závorky), za kterou je¹tì pøipí¹eme její

první dva sloup
e

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

(124)

V tomto s
hématu potom postupnì na vybrané dvoji
e sloup
ù (2. a 3., 3. a 4., 4.

a 5.) uplatòujeme køí¾ové pravidlo a poèítáme souøadni
e vektorového souèinu
Ñu� Ñv

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

�� u2v3 � u3v2,

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

�� u3v1 � u1v3,

u1 u2 u3 u1 u2
v1 v2 v3 v1 v2

�� u1v2 � u2v1.
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9.2 Vlastnosti vektorového souèinu

Vìt¹inu vlastností vektorového souèinu ji¾ známe. Zde si je souhrnnì zopakujeme a

pøidáme nìkolik dal¹í
h.

(1) Vektorový souèin
Ñu � Ñv je kolmý k vektorùm

Ñu a
Ñv; Ñu � Ñv Ù Ñu, Ñv.

(2) Nezávislé vektory
Ñu a

Ñv tvoøí spolu s vektorovým souèinem
Ñu � Ñv pravotoèivou

1

(kladnou) bázi �
Ñu, Ñv, Ñu � Ñv�. Jsou-li vektory Ñu, Ñv závislé, je

Ñu � Ñv � Ño.

(3) Vektorový souèin
Ñu � Ñv není komutativní;

Ñu � Ñv � ��Ñv � Ñu�.

(4) Distributivnost vzhledem ke sèítání vektorù; �
Ñu � Ñv� � Ñw �

Ñu � Ñw �
Ñv � Ñw

(5) Aso
iativnost vzhledem k násobení skalárem; �cÑu� � Ñv � Ñu � �cÑv� � c�Ñu � Ñv�

(6) Velikost (norma) vektoru
Ñu�Ñv je rovna obsahu rovnobì¾níku vymezeného vektory

Ñu a
Ñv;

S
Ñu � ÑvS � SÑuSSÑvS sinϕ. (125)

Dle (119) platí pro druhou mo
ninu normy vektorového souèinu

S
Ñu � ÑvS2 � SÑuS2SÑvS2 � �Ñu � Ñv�2 � W

Ñu2 ÑuÑv

ÑvÑu Ñv2
W , (126)

kde W

Ñu2 ÑuÑv

ÑvÑu Ñv2
W je tzv. Gramùv determinant vektorù

Ñu, Ñv. Vztah S
Ñu � ÑvS2 � W

Ñu2 ÑuÑv

ÑvÑu Ñv2
W

je potom spe
iálním pøípadem tzv. Lagrangeovy identity

2

9.3 U¾ití vektorového souèinu

S rùznými aplika
emi vektorového souèinu se budeme setkávat v dal¹í
h partií
h

této publika
e. Zde si uvedeme dva pøíklady - výpoèet obe
né rovni
e roviny dané

jedním bodem a dvìma nezávislými vektory a výpoèet obsahu trojúhelníku daného

souøadni
emi jeho vr
holù.

PØÍKLAD 9.1. Rovina ρ je dána bodem A � ��3, 2, 1� a dvìma nezávislými vektory

Ñu � ��1, 1, 2� a Ñv � ��1,�3, 2�, urèete její obe
nou rovni
i.

1

Tato skuteènost nám dovoluje urèit smìr vektorového souèinu Ñu � Ñv pomo
í pravidla pravé ruky: Pravou ruku

umístíme malíkovou hranou do roviny vektorù Ñu, Ñv tak, aby smìr prstù odpovídal poøadí, v nìm¾ je násobíme (v pøípadì

Ñu � Ñv smìøují od Ñu k Ñv), potom má vztyèený pale
 smìr vektorového souèinu Ñu � Ñv.
2

Viz [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B.,

dostupné na adrese http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 114{115.
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Øe¹ení: Obe
ná rovni
e roviny má tvar ax�by�cz�d � 0, kde �a, b, c� jsou souøadni
e

vektoru kolmého k této rovinì, øíkáme mu normálový vektor a znaèíme ho
Ñn. K

vyøe¹ení pøíkladu tak staèí najít jakýkoliv normálový vektor roviny ρ, pou¾ít jeho

souøadni
e jako koe�
ienty a, b, c v obe
né rovni
i ρ � ax � by � cz � d � 0, dosadit za

x, y, z souøadni
e bodu A a dopoèítat hodnotu koe�
ientu d.

Vzhledem k vlastnostem vektorového souèinu pou¾ijeme jako normálový vektor

roviny ρ vektor

Ñn �
Ñu � Ñv � �1, 0, 3� � �7,�1, 2� � �8, 0, 4�.

(viz Obr. 40). Rovina ρ je tedy dána rovni
í ve tvaru 8x�4z�d � 0, kde d dopoèítáme

Obrázek 40: Ñn � Ñu � Ñv � �8,0,4�

po dosazení souøadni
 A. Z pøíslu¹né rovni
e 8 � ��3�� 4 � 1� d � 0 dostáváme d � 20.

Odpovídají
í rovni
i 8x � 4z � 20 � 0 potom mù¾eme je¹tì vydìlit 4 a dostaneme

základní tvar obe
né rovni
e roviny ρ � 2x � z � 5 � 0.

Poznámka. U normálového vektoru nám jde o jeho smìr, nikoliv velikost. Proto

jsme mohli dìlit 4 ji¾ souøadni
e vektoru
Ñu�Ñv � �8, 0, 4� a nadále pra
ovat s vektorem

Ñn � �2, 0, 1�.

PØÍKLAD 9.2. Vypoètìte obsah trojúhelníku ABC s vr
holy A � �7, 3, 4�, B �

�1, 0, 6�, C � �4, 5,�2�.

Øe¹ení: Velikost (norma) vektorového souèinu
Ñu � Ñv je rovna obsahu rovnobì¾níku,

který je vymezen vektory
Ñu, Ñv

S
3

� S
Ñu � ÑvS.

Potom obsah trojúhelníku ABC spoèítáme jako polovinu velikosti vektorového sou-

èinu
Ñu � Ñv, kde Ñu � B �A, Ñv � C �A (viz Obr. 41)

S
Q

�

1

2
S
Ñu � ÑvS �

1

2
S��6,�3, 2� � ��3, 2,�6�S �

1

2

»

142 � ��42�2 � ��21�2 � 24, 5.
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Obrázek 41: Obsah trojúhelníku ABC je roven

1

2
SÑu � ÑvS

PØÍKLAD 9.3. Vypoètìte obsah trojúhelníku ABC; A � ��1, 1�,B � �2, 3�, C �

�1, 4�.

Øe¹ení: Pro øe¹ení tohoto úkolu je nejsnaz¹í pou¾ít vnìj¹í souèin (té¾ smí¹ený sou-

èin), jak uvidíme v kapitole 10. Výpoèet pomo
í vektorového souèinu v¹ak není nijak

obtí¾ný a naví
 se uká¾e, ¾e oba postupy spolu souvisejí. Rovinu, v ní¾ se na
hází

Obrázek 42: Obsah trojúhelníku ABC je roven

1

2
SÑu � ÑvS

daný trojúhelník jednodu¹e 
hápeme jako podprostor bodového prostoru dimenze

3. Tento pøe
hod do prostoru vy¹¹í dimenze nejjednodu¹eji vyøe¹íme tak, ¾e rovinu

ABC ztoto¾níme se souøadni
ovou rovinou xy, tj. souøadni
e daný
h bodù zmìníme

z uspoøádaný
h dvoji
 na troji
e pøidáním 0 jako tøetí slo¾ky; A � ��1, 1, 0�,B �
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�2, 3, 0�, C � �1, 4, 0� (viz Obr. 42). Potom k výpoètu obsahu trojúhelníku ABC pou-

¾ijeme vektorový souèin stejnì jako pøi øe¹ení pøíkladu 9.2. Obsah trojúhelníkuABC

vyjde 2, 5.

9.4 Ortogonální doplnìk n-1 vektorù v prostoru Vn

Studium této kapitoly je dobrovolné.

Zobe
nìním vektorového souèinu do prostoru Vn je ortogonální doplnìk n � 1

vektorù. Tímto pojmem rozumíme jeden vektor, který je kolmý ke v¹em daným

n�1 vektorùm z Vn. Vektorový souèin by
hom tedy mohli nazývat také ortogonální

doplnìk 2 vektorù v prostoru V3.

K zobe
nìní vektorového souèinu do prostoru dimenze n pou¾ijeme jeho zápis

(123) ve formì determinantu.

De�ni
e 23 (Ortogonální doplnìk n-1 vektorù). Ortogonálním doplòkem n�1 vek-

torù
Ñai � �ai1, ai2, . . . , ain�, i � 1, 2, . . . , n � 1, jeji
h¾ souøadni
e jsou udány vzhledem

k ortonormální bázi �
Ñe1, Ñe2, . . . , Ñen� vektorového prostoru Vn, nazýváme vektor, který

je výsledkem rozvoje determinantu

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a11 a12 � a1n
a21 a22 � a2n
� � � �

an�1,1 an�1,2 � an�1,n
Ñe1 Ñe2 �

Ñen

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

(127)

podle n�tého øádku. Znaèíme ho

Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1.

Poznámka. Podle de�ni
e 23 a podle vìty o rozvoji determinantu

1

pro ortogonální

doplnìk n � 1 vektorù
Ña1, Ña2, . . . , Ñan�1 platí

Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a11 a12 � a1n
a21 a22 � a2n
� � � �

an�1,1 an�1,2 � an�1,n
Ñe1 Ñe2 �

Ñen

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� A1Ñe1 �A2Ñe2 � ... �AnÑen.

Potom ale mù¾eme øí
i, ¾e ortogonální doplnìk uvedený
h n � 1 vektorù je vektor,

jeho¾ slo¾kami jsou algebrai
ké doplòky prvkù posledního øádku determinantu (127)

Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 � �A1,A2, ...,An� .

1

Dle vìty o rozvoji determinantu je

P

n
k�1 aik �Ajk � δij � detA, i, j � 1,2, . . . , n, kde δij je tzv. Krone
kerovo delta,

pro které platí, ¾e δij � 1 pro i � j a δij � 0 pro i x j.
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9.5 Vlastnosti ortogonálního doplòku n � 1 vektorù

Vlastnosti ortogonálního doplòku n� 1 vektorù

1

jsou analogi
ké vlastnostem vekto-

rového souèinu, které jsou uvedeny na stranì 108.

(1) Ortogonální doplnìk
Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 je kolmý k vektorùm

Ña1, Ña2, ..., Ñan�1.

(2) Pro vektory
Ña1, Ña2, ..., Ñan�1 lineárnì nezávislé je �Ña1, Ña2, ..., Ñan�1, Ña1 � Ña2 � ...� Ñan�1�

kladnou bázi Vn.

(3) Pro vektory
Ña1, Ña2, ..., Ñan�1 lineárnì závislé je Ña1 � Ña2 � ... � Ñan�1 � Ño.

(4) Prohozením poøadí dvou vektorù se ortogonální doplnìk
Ña1 � Ña2 � � � � � Ñan�1 mìní

na opaèný.

(5) S
Ña1�Ña2�...�Ñan�1S2 �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

Ña2
1

Ña1Ña2 Ña1Ña3 �
Ña1Ñan�1

Ña2Ña1 Ña2
2

Ña2Ña3 �
Ña2Ñan�1

� � � � �

Ñan�1Ña1 Ñan�2Ña2 Ñan�1Ña3 �
Ña2n�1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� detG�Ña1, Ña2, . . . , Ñan�1�,

kde detG�Ña1, Ña2, . . . , Ñan�1� je Gramùv determinant.

9.6 Cvièení: Vektorový souèin

1. Vypoètìte obsah trojúhelníku ∆ABC; A��2,�3�, B�4,�1�, C�1, 5�.

2. Vypoètìte obsah trojúhelníku ∆KLM ; K�1, 0,�2�, L�2, 3, 5�, L��3, 4, 0�.

3. Napi¹te obe
nou rovni
i roviny σ � �KLM� pro K�1, 0,�2�, L�2, 3, 5�, L��3, 4, 0�.

4. Urèete souøadni
e paty kolmi
e spu¹tìné z bodu P �2, 1,�3� do roviny ρ � �ABC�

pro A�1,�3, 0�, B�2, 5, 1�, C�1, 2, 1�.

1

Ví
e o tì
hto vlastnoste
h viz [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e,

Jihoèeská univerzita v È. B., dostupné na adrese http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str.

106{111.
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10 Vnìj¹í souèin

Dosud jsme se seznámili se dvìma binárními

7

opera
emi s vektory, skalárním sou-

èinem, viz str. 58, jeho¾ výsledkem je èíslo (skalár) a který pro vektory
Ñu, Ñv > V

zapisujeme

Ñu � Ñv,

a vektorovým souèinem, de�novaným v trojrozmìrném prostoru, viz str. 104, jeho¾

výsledkem je vektor a který pro vektory
Ñu, Ñv > V3 zapisujeme ve tvaru

Ñu � Ñv.

Ka¾dá z tì
hto opera
í má své prakti
ké u¾ití. Skalární souèin nám dovoluje urèovat

od
hylky smìrù a velikosti vektorù. Vektorový souèin nám zase dovoluje vypoèítat

obsah plo
hy omezené vektory, významné u¾ití má i skuteènost, ¾e jeho výsledkem

je vektor kolmý na oba dané vektory. Nyní se seznámíme s tøetí opera
í s vektory,

která je kombina
í uvedený
h dvou.

Vnìj¹í souèin, té¾ smí¹ený souèin, je ve vektorovém prostoru dimenze 3 opera
í,

do které vstupují tøi vektory (jedná se tedy o ternární opera
i) a jejím¾ výsledkem je

èíslo. Absolutní hodnota tohoto èísla je pøitom rovna objemu rovnobì¾nostìnu vy-

mezeného tìmi tøemi vektory, které do souèinu vstupují, viz Obr. 43. Jak si uká¾eme,

Obrázek 43: Rovnobì¾nostìn urèený vektory Ñu, Ñv, Ñw

lze vnìj¹í souèin v prostoru dimenze 3 interpretovat jako spojení vektorového a ska-

lárního souèinu, proto se mu øíká také smí¹ený souèin. Vnìj¹í souèin není omezen

na prostor dimenze 3, lze ho zobe
nit do vektorového prostoru dimenze n (kde se

ov¹em jedná o opera
i n�ární). Pozdìji to provedeme pro pøípad n � 2.

7

Oznaèení binární znamená, ¾e do opera
e vstupují dva operandy, v na¹em pøípadì dva vektory. Dal¹ími pøíklady

binární opera
e jsou sèítání, odèítání, dìlení, násobení. Pokud do opera
e vstupuje jeden operand, hovoøíme o unární

opera
i. Pøíkladem unární opera
e je pøiøazení èísla opaèného, pøiètení konstanty. Pokud do opera
e vstupují tøi

operandy, hovoøíme o ternární opera
i. Pøíkladem takovéto opera
e je vnìj¹í souèin, jemu¾ je vìnována tato kapitola.
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Vztah pro výpoèet vnìj¹ího souèinu odvodíme formou øe¹ení následují
ího pøíkladu.

Nejprve se bude zdát, ¾e nìjakou novou opera
i vlastnì ani nepotøebujeme, ¾e si

vystaèíme se skalárním a vektorovým souèinem, aby
hom nakone
 pøi¹li na neèe-

kané zjednodu¹ení, které nám zavedení nové opera
e pøinese. Notnou mìrou k tomu

vyu¾ijeme znalost vìty o rozvoji determinantu.

PØÍKLAD 10.1. Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu, který je urèen vektory
Ñu �

�u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3�, Ñw � �w1, w2, w3�, viz Obr. 43.

Øe¹ení: Nejprve si ujasnìme, jak lze vypoèítat objem rovnobì¾nostìnu. Uplatnì-

ním tzv. Cavalieriho prin
ipu dojdeme k tomu, ¾e pro objem rovnobì¾nostìnu platí

stejný vztah jako pro objem kvádru, tj. V � S � h, kde S je obsah podstavy a h je

vý¹ka.

Obrázek 44: Cavalieriho prin
ip v rovinì

Cavalieriho prin
ip si mù¾eme ilustrovat nejprve na pøíkladu rovinný
h obraz
ù.

Uva¾ujme obdélník a rovnobì¾ník, oba se základnou stejné délky a a s vý¹kou h, viz

Obr. 44. I bez Cavalieriho prin
ipu víme, ¾e mají stejný obsah S � a �h. Pojïme v¹ak

Obrázek 45: Cavalieriho prin
ip v trojrozmìrném prostoru

teï na zelený rovnobì¾ník nahlí¾et jako na útvar, jeho¾ obsah spoèítat neumíme,

zatím
o u modrého obdélníku nám to neèiní problémy. V takové situa
i nám právì

pomù¾e Cavalieriho prin
ip. Ten nám pro tyto dva rovinné obraz
e øíká toto: Ob-

raz
e mají stejné obsahy, pokud jsou shodné délky úseèek, v ni
h¾ je protíná ka¾dá

pøímka rovnobì¾ná s pøímkou, v ní¾ le¾í jeji
h základny. Proto¾e je zøejmé, ¾e ka¾dá
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taková pøímka má s obìma útvary shodné prùniky délky a, mají stejné obsahy, tj.

rovnobì¾ník má stejný obsah S � a � h jako obdélník.

Stejný prin
ip nyní uplatníme na kvádr a rovnobì¾nostìn, viz Obr 45. Jeji
h

podstavy le¾í ve spoleèné rovinì, jsou jimi ty dva rovinné útvary, obdélník a rov-

nobì¾ník, z Obr. 44 (online applet je zde: https://www.geogebra.org/m/fxz66m8q),

o který
h víme, ¾e mají stejný obsah. Cavalieriho prin
ip nám pro takové prostorové

útvary øíká, ¾e pokud se shodují obsahy jeji
h øezù ka¾dou rovinou rovnobì¾nou s

rovinou jeji
h podstav, shodují se i jeji
h objemy. Jednou z takový
h rovin rovno-

bì¾ný
h s rovinou podstav je èervená rovina na Obr. 44. S kvádrem má jako prùnik

obdélník, s rovnobì¾nostìnem rovnobì¾ník. Proto¾e se tyto obraz
e øezù shodují

s podstavami pøíslu¹ný
h útvarù, o ni
h¾ víme, ¾e mají shodné obsahy, mají i tyto

øezy shodné obsahy. Dle Cavalieriho prin
ipu má tedy rovnobì¾nostìn stejný objem

V � S � h jako kvádr o stejné vý¹
e h a stejném obsahu podstavy S.

Pokraèujeme v øe¹ení pøíkladu 10.1 dle Obr. 46. Víme, ¾e objem V rovnobì¾-

Obrázek 46: Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory Ñu, Ñv, Ñw

nostìnu urèeného vektory
Ñu, Ñv, Ñw je dán vztahem V � S �h. Z Obr. 46 a z vlastností

vektorového souèinu (absolutní hodnota jeho velikosti je rovna obsahu rovnobì¾níku

omezeného vektory) a z de�ni
e funk
e cosα v pravoúhlém trojúhelníku (cosα �

h
S ÑwS

)

plyne, ¾e S � S
Ñu � ÑvS a h � S ÑwS cosα. Potom

V � S � h � SÑu � ÑvSS ÑwS cosα.

U¾itím (43) (viz str. 68) mù¾eme psát S
Ñu�ÑvSS ÑwS cosϕ � �

Ñu�Ñv� � Ñw. Objem uva¾ovaného

rovnobì¾nostìnu je pak dán vztahem

V � �
Ñu � Ñv� � Ñw, (128)

který je pozoruhodný tím, ¾e smysluplnì (pro výpoèet objemu rovnobì¾nostìnu)

spojuje vektorový a skalární souèin. Je tak ji¾ zøejmé, proè se vnìj¹ímu souèinu
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øíká také smí¹ený souèin, jedná se o þsmìsÿ skalárního a vektorového souèinu. Tím

by
hom mohli skonèit a prohlásit (128) za onen hledaný vztah pro výpoèet objemu

rovnobì¾nostìnu. Byla by to ale ¹koda, ve vztahu (128) se toti¾ skrývá pøímá sou-

vislost vnìj¹ího souèinu s determinantem, která naví
 dovoluje uskuteènit zobe
nìní

vnìj¹ího souèinu do jiný
h dimenzí.

Pokud za
Ñu � Ñv dosadíme podle (121) a poté aplikujeme vìtu o rozvoji determi-

nantu

8

, dostaneme postupnì

V � �
Ñu � Ñv� � Ñw � �W

u2 u3
v2 v3

W ,� W
u1 u3
v1 v3

W , W
u1 u2
v1 v2

W� � �w1, w2, w3�,

V � �
Ñu � Ñv� � Ñw � W

u2 u3
v2 v3

Ww1 � W
u1 u3
v1 v3

Ww2 � W
u1 u2
v1 v2

Ww3 �

�

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

.

Vidíme, ¾e objem rovnobì¾nostìnu urèeného tøemi vektory
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv �

�v1, v2, v3�, Ñw � �w1, w2, w3�, viz té¾ Obr. 46 je roven determinantu, jeho¾ øádky tvoøí

tyto vektory. V obe
ném pøípadì, kdy nemáme zaruèeno, ¾e úhel α je ostrý (výraz S
Ñu�

ÑvSS ÑwS cosα � �
Ñu�Ñv� � Ñw je v takovém pøípadì záporný) je objem rovnobì¾nostìnu roven

absolutní hodnotì uvedeného determinantu, tj. absolutní hodnotì vnìj¹ího souèinu

pøíslu¹ný
h vektorù.

V � S�
Ñu � Ñv� � ÑwS �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

. (129)

Tím je pøíklad 10.1 vyøe¹en! Poznatky, které jsme získali, shrneme formou následují
í

vìty.

De�ni
e 24 (Vnìj¹í (smí¹ený) souèin). Opera
i, která tøem vektorùm
Ñu, Ñv, Ñw >

V3, daným souøadni
emi
Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3�, Ñw � �w1, w2, w3� vzhledem

k ortonormální bázi V3, pøiøadí hodnotu determinantu

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

, (130)

pøípadnì výrazu

�
Ñu � Ñv� � Ñw, (131)

8

Konkrétnì nás v tuto 
hvíli zajímá, ¾e z vìty o rozvoji determinantu plyne pro determinant mati
e tøetího øádu A

vztah detA � ai1Ai1�ai2Ai2�ai3Ai3 � �Ai1,Ai2,Ai3� ��ai1, ai2, ai3�, kde i je èíslo øádku od 1 do 3. Ví
e o determinantu

viz https://en.wikipedia.org/wiki/Determinant.
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který je s ním ekvivalentní, nazýváme vnìj¹í souèin (té¾ smí¹ený souèin) vektorù
Ñu,

Ñv, Ñw, znaèíme

�
Ñu Ñv Ñw�.

10.1 Vlastnosti vnìj¹ího souèinu

Pøímo z (130) plynou následují
í vlastnosti vnìj¹ího souèinu:

(1) �
Ña Ñb Ñc� � �Ñc Ña Ñb� � �Ñb Ñc Ña� � ��Ña Ñc Ñb� � ��Ñb Ña Ñc� � ��Ñc Ñb Ña�.

(2) Pro
Ña,Ñb, Ñc le¾í
í v jedné rovinì (tj. komplanární) je �

Ña Ñb Ñc� � 0.

PØÍKLAD 10.2. Uvedené vlastnosti vnìj¹ího souèinu doka¾te pou¾itím jeho zápisu

ve formì determinantu

�
Ña Ñb Ñc� �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

.

10.2 U¾ití vnìj¹ího souèinu

Zde si uvedeme konkrétní pøíklady aplika
e vnìj¹ího souèinu v analyti
ké geometrii

v trojrozmìrném prostoru i v rovinì. Proto¾e, jak plyne z de�ni
e 24, hodnota

smí¹eného souèinu vektorù je rovna hodnotì determinantu mati
e, jejími¾ øádky jsou

v daném poøadí tyto vektory, bude se zároveò jednat o pøíklady u¾ití determinantu

v analyti
ké geometrii a tím o ukázky prakti
kého významu tohoto algebrai
kého

pojmu.

10.2.1 Objem rovnobì¾nostìnu

PØÍKLAD 10.3. Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory
Ñu � �2,�1, 0�,

Ñv � �3, 0, 2�, Ñw � �1, 1, 5�.

Øe¹ení: Dle (129) pro objem daného rovnbobì¾nostìnu platí

V � S�
Ñu Ñv Ñw�S �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

2 �1 0

3 0 2

1 1 5

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� 9. (132)

10.2.2 Obsah rovnobì¾níku/trojúhelníku v rovinì

V øe¹ení pøíkladù 9.2, 9.3 na str. 109 a 110 jsme si ukázali, jak lze k výpoètu obsahu

rovnobì¾níku èi trojúhelníku vyu¾ít vektorový souèin, nejenom v prostoru dimenze

3, ale i v rovinì. V pøípadì roviny staèilo pøidat jako tøetí souøadni
i nulu. Nyní si

uká¾eme, jak tento postup souvisí s vnìj¹ím souèinem.
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Uva¾ujme vektory
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2�. Pokud jeji
h souøadni
e upravíme ne

tvar
Ñu � �u1, u2, 0�, Ñv � �v1, v2, 0� mù¾eme obsah rovnobì¾níku, který je jimi urèen,

vyjádøit vztahem

S
3

� S
ÑuSSÑvS sinα � S

Ñu � ÑvS.

Proto¾e pro vektorový souèin
Ñu � Ñv platí

Ñu � Ñv �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

u1 u2 0

v1 v2 0

Ñe1 Ñe2 Ñe3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� �0, 0, W
u1 u2
v1 v2

W�,

je zøejmé, ¾e obsah uva¾ovaného rovnobì¾níku lze vyjádøit také ve tvaru

S
3

� S
Ñu � ÑvS � WW

u1 u2
v1 v2

WW ,

kde determinant W

u1 u2
v1 v2

Wmù¾eme dle (130) 
hápat jako zápis vnìj¹ího souèinu �
Ñu Ñv�

vektorù
Ñu � �u1, u2�, Ñv � �v1, v2�. Potom ov¹em mù¾eme psát

S
3

� S�
Ñu Ñv�S.

Pojem vnìj¹ího souèinu tak mù¾eme pou¾ít i v rovinì, tj. pro dva vektory o dvou

slo¾ká
h. Jeho absolutní hodnotu potom interpretujeme jako obsah rovnobì¾níku

tìmito vektory omezeného.

Pro obsah pøíslu¹ného trojúhelníku pak platí

S
Q

�

1

2
S
3

�

1

2
S�
Ñu Ñv�S �

1

2
WW

u1 u2
v1 v2

WW . (133)

Mù¾eme ov¹em pou¾ít i zápis, v nìm¾ �gurují pøímo souøadni
e bodù { vr
holù

trojúhelníku. Dva nezávislé vektory
Ñu, Ñv pøíslu¹ejí
í trojúhelníku ∆ABC mù¾eme

umístit do jeho stran AB a AC, tj. Ñu � B�A, Ñv � C�A. Po dosazení do (133) potom

pro A � �a1, a2�, B � �b1, b2�, C � �c1, c2� platí

S
QABC �

1

2
WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW . (134)

Pøípadnì mù¾eme pou¾ít ekvivalentní tvar, v nìm¾ ne�gurují rozdíly souøadni
 da-

ný
h bodù

S
QABC �

1

2

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

. (135)
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PØÍKLAD 10.4. U¾itím svý
h znalostí o výpoètu determinantu pomo
í vìty o roz-

voji determinantu doka¾te, ¾e platí

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� W

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

W .

Øe¹ení: Uva¾ujte rozvoj levého determinantu podle tøetího sloup
e, ov¹em s tím, ¾e

si mati
i nejdøíve upravíte tak, aby tento rozvoj mìl jenom jeden èlen.

Analogi
ké vyjádøení by
hom dostali i pro objem rovnobì¾nostìnu v prostoru di-

menze 3. Dostáváme tak následují
í snadno zapamatovatelné vztahy:

(1) Obsah rovnobì¾níku urèeného body A, B, C

A � �a1, a2�, B � �b1, b2�, C � �c1, c2� �

S �

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a1 a2 1

b1 b2 1

c1 c2 1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW . (136)

(2) Objem rovnobì¾nostìnu urèeného body A, B, C, D

A � �a1, a2, a3�, B � �b1, b2, b3�, C � �c1, c2, c3�, D � �d1, d2, d3� �

V �
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R

R
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R

R
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R

R
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. (137)

PØÍKLAD 10.5. Vypoèítejte obsah trojúhelníka ABC, je-li dáno: A � ��1, 1�, B �

�3, 3�, C � �1, 5�.

Øe¹ení: Pou¾ijeme (134) (mù¾eme ov¹em pou¾ít také (135))

S
QABC �

1

2
WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW �

1

2
WW

4 2

2 4
WW � 6.

10.2.3 Rovni
e roviny urèené tøemi body

Vnìj¹í souèin mù¾eme vyu¾ít k elegantnímu zápisu obe
né rovni
e roviny dané tøemi

nekolineárními body, napøíklad A,B,C (viz Obr. 47). Vyu¾ijeme skuteènosti, ¾e

právì jenom pro bod X nále¾ejí
í rovinì ABC je objem rovnobì¾nostìnu urèeného

troji
í vektorù B � A, C � A, X � A roven nule. Obe
nou rovni
i roviny ABC tak

mù¾eme zapsat ve tvaru

��X �A��B �A��C �A�� � 0, (138)
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nebo pomo
í determinantu obsahují
ího souøadni
e bodù X,A,B,C
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b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1
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R

R

R

R

R
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R

R

R

R

� 0,

pøípadnì souøadni
e pøíslu¹ný
h vektorù X �A,B �A,C �A

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

x1 � a1 x2 � a2 x3 � a3
b1 � a1 b2 � a2 b3 � a3
c1 � a1 c2 � a2 c3 � a3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� 0.

Obrázek 47: Vektory X �A,B �A,C �A jsou lineárnì závislé

PØÍKLAD 10.6. Urèete obe
nou rovni
i roviny σ � �ABC� pro A � ��2, 3, 1�,

B � �4,�2, 5�, C � �6, 1, 7�.

Øe¹ení: Zápis øe¹ení v kódu programu wxMaxima:

(% i4) A:[-2,3,1℄$ B:[4,-2,5℄$ C:[6,1,7℄$ X:[x,y,z℄$

(% i5) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

�

�

�

x � 2 y � 3 z � 1

6 �5 4

8 �2 6

�

�

�

(M)

(% i6) expand(determinant(M))=0;

28z � 4y � 22x � 60 � 0 (% o6)
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10.2.4 Objem simplexu

Dosud jsme se zabývali pøevá¾nì vlastnostmi vektorového prostoru (tj. mno¾iny

smìrù), pøitom jsme si ale obèas odskoèili do bodového prostoru (tj. mno¾iny bodù),

aby
hom s jeho pomo
í vektorový prostor znázoròovali (pøímky nebo roviny jdou
í

poèátkem soustavy souøadni
), nebo aby
hom v nìm zkou¹eli výpoèty zalo¾ené na

vlastnoste
h vektorù (vzdálenosti bodù, od
hylky pøímek, rovni
e pøímek a rovin).

Takovou náv¹tìvu bodového prostoru (konkrétnì Eukleidovského bodového prostoru,

viz kapitola 17) si dopøejeme i v této kapitole. Budeme se v ní si
e zabývat témìø

tím samým, jako v pøed
házejí
í
h kapitolá
h, tedy výpoèty obsahù a objemù, ten-

tokrát ov¹em budeme na pøedmìtné útvary nahlí¾et jako na spe
iální podmno¾iny

Eukleidovského bodového prostoru, tzv. simplexy.

þSimplexÿ znamená latinsky þjednodu
hýÿ. Zde tímto pojmem rozumíme kon-

vexní obal n � 1 lineárnì nezávislý
h bodù v En, tj. konvexní obal 2 rùzný
h bodù

v prostoru dimenze 1, 3 nezávislý
h bodù v prostoru dimenze 2, 4 nezávislý
h bodù

v prostoru dimenze 3 atd. Konvexním obalem mno¾iny bodù rozumíme prùnik v¹e
h

konvexní
h mno¾in, které tyto body obsahují. Pro správné po
hopení této 
harakte-

ristiky simplexu si pøipomeneme význam pou¾itý
h pojmù.

Konvexní a nekonvexní útvar

Útvar (mno¾ina bodù) je konvexní, jestli¾e pro ka¾dé dva jeho body je úseèka, která

je spojuje, jeho podmno¾inou, viz Obr. 48, vlevo.Nekonvexní, té¾ konkávní, je potom

Obrázek 48: Konvexní útvar (vlevo) a nekonvexní, té¾ konkávní, útvar (vpravo)

útvar, v nìm¾ se na
házejí takové body, ¾e jeji
h spojni
e není jeho podmno¾inou,

tj. nenále¾í mu 
elá, viz Obr. 48, vpravo.

Konvexní obal

Význam pojmu konvexní obal lineárnì nezávislý
h bodù si vysvìtlíme na pøíkladu 3

lineárnì nezávislý
h bodù. Body jsou lineárnì nezávislé, pokud jsou lineárnì nezá-

vislé vektory jimi urèené, viz de�ni
e 31 na str. 138. V pøípadì tøí bodù to nastane

tehdy, kdy¾ nele¾í v pøím
e (tj. nejsou kolineární), ale tvoøí trojúhelník. Na Obr. 49

se jedná o body A,B,C. Na obrázku tyto body patøí konvexnímu útvaru ve tvaru

elipsy. Nyní tento útvar budeme þzmen¹ovatÿ, aby
hom nakone
 dostali þnejmen¹íÿ

konvexní útvar, který je¹tì body A,B,C obsahuje. Proto¾e takový útvar je prùni-

kem v¹e
h konvexní
h mno¾in, které tyto body obsahují, jedná se o jeji
h konvexní
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Obrázek 49: Konvexním obalem 3 lineárnì nezávislý
h bodù A,B,C je trojúhelník ∆ABC

obal. Pro za
hování konvexnosti budeme pou¾ívat jenom rovné øezy, viz èervené

pøeru¹ované èáry. Je zøejmé, ¾e se jimi døíve nebo pozdìji proøe¾eme právì k trojú-

helníku ∆ABC, a dále ji¾ nebudeme mo
i pokraèovat. Trojúhelník ∆ABC je proto

konvexním obalem mno¾iny lineárnì nezávislý
h bodù A,B,C.

Stejným zpùsobem by
hom se proøezali k úseè
e v prostoru dimenze 1 (jako

by
hom hledali nejmen¹í èást niti, která obsahuje þuzlíkyÿ A,B) a ke ètyøstìnu

(trojbokému jehlanu) v prostoru dimenze 3 (zkuste okrajovat bramboru, pou¾ijte

konvexní, aby na ní zùstaly ètyøi body, které si na jejím povr
hu vyznaèíte), viz

Obr. 50.

Obrázek 50: Úseèka, trojúhelník a ètyøstìn jako simplexy v bodový
h prostore
h 1, 2 a 3, v daném

poøadí

Nyní tedy ji¾ známe v¹e potøebné k tomu, aby
hom si následují
í pøíklad 10.7

uvedli jako pøíklad na výpoèet objemu simplexu v prostoru dimenze 3.
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PØÍKLAD 10.7. Urèete objem ètyøstìnu s vr
holy A � �3, 4, 0�, B � �9, 5,�1�,

C � �1, 7, 1�, D � �3, 2, 5�.

Øe¹ení: Ètyøstìn ABCD si mù¾eme pøedstavit jako èást rovnobì¾nostìnu urèeného

body A,B,C,D, viz Obr. 51. Proto¾e objem rovnobì¾nostìnu umíme spoèítat, platí

Obrázek 51: Ètyøstìn jako èást rovnobì¾nostìnu

pro nìj

V � S�
Ñu Ñv Ñw�S � S�B �A, C �A, D �A�S,

viz té¾ (137), staèí zjistit, jakou èástí rovnobì¾nostìnu ètyøstìn je. Øe¹ení je pøekva-

pivì jednodu
hé. Díky ji¾ zmínìnému Cavalieriho prin
ipu, viz str. 114, staèí vyøe¹it

tuto otázku pro kry
hli. Pro libovolný rovnobì¾nostìn pak bude platit toté¾.

Ptáme se tedy: þNa jaký nejmen¹í poèet ètyøstìnù tého¾ objemu mù¾eme rozøezat

kry
hli?ÿ Odpovìï zní þ6ÿ, jak vidíme na následují
í
h obráz
í
h.
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Objem ètyøstìnu ABCD je tak dán vztahem

V �ABCD� �
1

6
S�B �A, C �A, D �A�S �

1

6
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c1 � a1 c2 � a2 c3 � a3
d1 � a1 d2 � a2 d3 � a3

R
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.

Jak víme, simplexem v rovinì je trojúhelník. Rovinnou analogií vý¹e uvedeného

výpoètu objemu simplexu v prostoru dimenze 3 je tak výpoèet obsahu trojúhelníku

∆ABC

V �ABC� �
1

2
S�B �A, C �A�S �

1

2
WW

b1 � a1 b2 � a2
c1 � a1 c2 � a2

WW .

Jak ilustruje de�ni
e 26 v následují
í kapitole, lze vztah pro výpoèet objemu

simplexu zobe
nit do prostoru libovolné dimenze n.

10.3 Vnìj¹í souèin v prostoru Vn

Studium této kapitoly je dobrovolné.

De�ni
e 25 (Vnìj¹í souèin). Vnìj¹ím souèinem

1

vektorù
Ña1, Ña2, ..., Ñan > Vn, které

jsou dány souøadni
emi
Ñai � �ai1, ai2, ..., ain�, i � 1, 2, ..., n, vzhledem k ortonormální

bázi, nazýváme determinant

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

a11 a12 � a1n
a21 a22 � a2n
� � � �

an1 an2 � ann

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

.

Znaèíme ho

�
Ña1, Ña2, . . . , Ñan�.

Spolu se zobe
nìním vnìj¹ího souèinu do prostoru dimenze n lze to samé provést i

s výpoètem objemu simplexu.

De�ni
e 26 (Objem simplexu). Objemem simplexu, který je urèen n � 1 body

A1,A2, ...,An�1 > En, rozumíme èíslo:

V �A1,A2, ...,An�1� �
1

n!
S�A1 �An�1, ..., An �An�1�S .

1

Pro podrobnìj¹í studium tématu této kapitoly doporuèuji publika
i [1℄ PECH, P. (2004) Analy-

ti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupnou na adrese

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf
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10.4 Cvièení: Vnìj¹í souèin

1. Vypoètìte objem rovnobì¾nostìnu urèeného vektory

Ñk � �1,�3, 1�, Ñl � �2, 1, 2�,

Ñm � �1, 1, 7�.

2. Vypoèítejte obsah trojúhelníka ∆ABC je-liA � �5,�1�, B � �3, 4�, C � ��1, 6�.

3. Urèete obe
nou rovni
i roviny ρ � �KLM� pro K � �2, 1, 3�, L � ��4, 5, 3�, M �

�1, 1, 6�.

3. Urèete objem ètyøstìnu s vr
holy A � �1,�5, 2�, B � �4, 7, 3�, C � �1, 0, 1�, D �

��3, 1, 6�.

1

Pro dal¹í studium tématu této kapitoly doporuèuji publika
i [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká ge-

ometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupnou na adrese

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 117{125
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11 A�nní bodový prostor

Pojem a�nní bodový prostor

1

pøedstavuje zobe
nìní pojmù rovina (tj. dvojrozmìrný

bodový prostor) a prostor (tj. trojrozmìrný bodový prostor), které známe z plani-

metrie, stereometrie a analyti
ké geometrie.

Prvky a�nního bodového prostoru nazýváme body. Klíèovou vlastností a�nního

bodového prostoru je, ¾e ka¾dými dvìma jeho body je urèen vektor, který je dán

jeji
h rozdílem, viz Obr. 52.

Obrázek 52: Dvìma body A,B je urèen vektor Ñu

Díky této vlastnosti mù¾eme vyjádøit bod v a�nním bodovém prostoru jako souèet

jiného bodu a vektoru, viz Obr. 53.

Obrázek 53: Souètem bodu K a vektoru Ñu je bod L

Uvedené skuteènosti nám dovolují zavést v a�nním bodovém prostoru souøadni
e,

popisovat jeho podmno¾iny a zkoumat vztahy

2

mezi nimi. Tìmto otázkám se budeme

podrobnì vìnovat v následují
í
h partií
h textu. Zde si jenom pro pøíklad uveïme

parametri
kou rovni
i pøímky, její¾ zavedení pøímo vyplývá z popisované souvislosti

mezi dvoji
í bodù a vektorem.

Uva¾ujme pøímku p z Obr. 53, která je dána bodem K a smìrovým vektorem

Ñu. Stejnì jako jsme zapsali bod L souètem L �
Ñu, mù¾eme vyjádøit ka¾dý bod X

1

AÆnis znamená latinsky pøíbuzný. Poprvé tento pojem pou¾il Leonhard Euler (1707-1783) pro oznaèení vztahu

vzoru a obrazu v zobrazení, které za
hovává dìlí
í pomìr. Takovým zobrazením se zaèalo øíkat a�nní zobrazení. A�nní

geometrií rozumíme geometrii bez vzdáleností a od
hylek.

2

V prostém a�nním bodovém prostoru neumíme mìøit vzdálenosti a úhly. To je umo¾nìno a¾ zavedením skalárního

souèinu v pøíslu¹ném vektorovém prostoru (øíkáme mu zamìøení bodového prostoru). Potom hovoøíme o Eukleidovském

bodovém prostoru.
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pøímky p souètem L �
Ñx, kde Ñx � tÑu, t > R. Tak dostáváme parametri
kou rovni
i

(té¾ parametri
ké vyjádøení) pøímky p:

X �K � tÑu; t > R. (139)

11.1 De�ni
e a�nního bodového prostoru

Skuteènost, ¾e ka¾dými dvìma body je urèen vektor, nám umo¾òuje pøi de�ni
i

a�nního bodového prostoru vyu¾ít axiomù de�nují
í
h vektorový prostor.

Pøiøazení vektoru
Ñu z prostoru Vn dvoji
i bodù A,B z a�nního bodového prostoru

An popí¹eme pomo
í zobrazení g � An �An � V , kde

g�A,B� � Ñu � B �A. (140)

V souvislosti se zobrazením (140) se v a�nním bodovém prostoru setkáme se dvìma

þnovýmiÿ opera
emi: (i)Odèítání bodù, jeho¾ výsledkem je vektor,
Ñu � B�A. (ii) Sèí-

tání bodu a vektoru, jeho¾ výsledkem je bod, B � A �
Ñu.

Obrázek 54: �B �A� � �C �B� � �C �A�

Pøi de�nování a�nního bodového prostoru po¾adujeme, aby zobrazení (140) mìlo

s ohledem na uvedené opera
e vlastnost, kterou ilustruje Obr. 54. Pro trojúhelník

ABC platí B �A �
Ñu, C �B �

Ñv, C �A �
Ñw, A�

Ñu � B, B �
Ñv � C, A�

Ñw � C. Potom

mù¾eme psát

�A �
Ñu� � Ñv � A � �

Ñu � Ñv� � A �
Ñw � C.

Pro vektory
Ñu, Ñv, Ñw by tak mìla platit rovnost

Ñu � Ñv �
Ñw, kterou mù¾eme pøepsat

pomo
í zobrazení (140) takto

g�A,B� � g�B,C� � g�A,C�.

Jedná se o tzv. Chaslesùv vztah a jeho platnost po¾adujeme v ka¾dém a�nním bo-

dovém prostoru

1

.

1

Dal¹í vlastnosti opera
í odèítání bodù a sèítání bodu a vektoru jsou uvedeny v [1℄ PECH, P. (2004)

Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È. B., dostupné na adrese

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 15.

127

http://fr.wikipedia.org/wiki/Relation_de_Chasles
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy/Analyticka.pdf


De�ni
e 27 (A�nní bodový prostor). Neprázdnou mno¾inu An (její prvky jsou

tzv. body) nazveme a�nním bodovým prostorem dimenze n, jestli¾e je dán vektorový

prostor Vn dimenze n a zobrazení g � An �An � V tì
hto vlastností:

1. Pro ka¾dý bod A > An a pro ka¾dý vektor
Ñx > Vn existuje jediný bod B > An tak, ¾e

g�A,B� � Ñx �t zapisujeme jako B �A �
Ñx�.

2. Pro ka¾dé tøi body A,B,C > An platí, ¾e

g�A,C� � g�A,B� � g�B,C�.

Vektorový prostor Vn nazýváme (vektorovým) zamìøením a�nního bodového prostoru

An.

Pøíklady a�nního bodového prostoru

(1) Bod, tj. jednoprvková mno¾ina se zamìøením V0 � �Ño�, je a�nní bodový prostor

dimenze 0.

(2) Pøímka je a�nním bodovým prostorem dimenze 1 se zamìøením V1 � �Ñu�, kde Ñu

je jejím smìrovým vektorem.

(3) Vektorový prostor Vn je a�nním bodovým prostorem dimenze n. Zobrazení (140)

je v tomto pøípadì de�nováno vztahem g�Ñu, Ñv� � Ñv � Ñu.

Poznámka. Mo¾ná pøekvapivá informa
e v pøíkladu (3), ¾e vektorový prostor je

zároveò i a�nním bodovým prostorem, vy
hází ze skuteènosti, ¾e vektorový prostor

automati
ky splòuje de�ni
i 27 (Vyzkou¹ejte!). Obrá
enì to v¹ak neplatí! Nelze øí
i,

¾e a�nní bodový prostor je zároveò vektorovým prostorem. Jak ilustruje Obr. 55,

na nìm¾ jsou znázornìny dvì pøímky a a b, které jsou obì a�nními bodovými

Obrázek 55: C � �A �B� > a, M � �K � L� ¶ b

(pod)prostory. Pøitom jenom pøímka a je zároveò i vektorovým (pod)prostorem.
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Vidíme, ¾e pøímka b neobsahuje nulový vektor (tj. bod �0, 0�, viz nutná podmínka

existen
e vektorového podprostoru na str. 52), naplatí pro ni ani po¾adavek, ¾e souèet

její
h prvkù (bodù) je opìt jejím prvkem (bodem) (viz de�ni
e 3 a vìta 9).

Poznámky.

1. A�nní bodový prostor An zapisujeme také jako

An � �A,Vn, g�,

kde A je mno¾ina bodù, Vn je vektorové zamìøení vektorového prostoru a g je zob-

razení g � An �An � V .

2. A�nní bodový prostor An nazýváme plným jménem þa�nní bodový prostor nad

tìlesem T,ÿ kde T odpovídá tìlesu, nad ním¾ je de�nováno zamìøení Vn.

PØÍKLAD 11.1. Rozhodnìte, zda je mno¾ina �P,V, g� s ní¾e uvedenými spe
i�ka-


emi a�nním bodovým prostorem.

a) P � R3, V � ��x1, x2, x3�;x1, x2, x3 > R�, g�X,Y � � �y1 � x1, y2 � x2, y3 � x3�,

b) P � R3, V � ��x1, x2, 0�;x1, x2 > R�, g�X,Y � � �y1 � x1, y2 � x2, 0�.

Øe¹ení:

ad a) Jedná se o a�nní bodový prostor.

ad b) Nejedná se o a�nní bodový prostor. Problém je s vektorovým prostorem V .

Z de�ni
e 27 není splnìn po¾adavek þPro ka¾dý bod A > An a pro ka¾dý vektor Ñx > Vn
existuje jediný bod B > An tak, ¾e g�A,B� � Ñxÿ. Napøíklad pro bod A � �2, 3, 7� a

vektor
Ñx � �1, 2, 0� existuje nekoneènì mnoho bodù B � �3, 5, k�, k > R, pro které je

Ñx � B �A.

PØÍKLAD 11.2. Oznaème M mno¾inu v¹e
h øe¹ení nehomogenní soustavy lineár-

ní
h rovni
 Ax � b a WA vektorový prostor v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy Ax � o.

Doka¾te, ¾e mno¾ina M je a�nním bodovým prostorem se zamìøením WA.

Øe¹ení: Nejprve de�nujeme zobrazení g � M �M �WA. Pro x1, x2 >M zøejmì platí

Ax1 � b a Ax2 � b. Odeèteme-li první rovni
i od druhé, dostaneme A�x2 � x1� � Ño,

tj. u � x2 � x1 >WA. Zobrazení g tak mù¾eme de�novat vztahem g�x1, x2� � x2 � x1.

Ovìøení, ¾e �M,WA, g� splòuje de�ni
i 27 a je tedy a�nním bodovým prostorem

pøene
háváme ètenáøi, postup je zøejmý.
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11.2 Cvièení: A�nní bodový prostor

1. Doka¾te, ¾e ètyøúhelník KLMN, kde K � �1, 3�, L � ��1, 9�, M � ��2,�4�,

N � �0,�10�, je rovnobì¾ník. Spoèítejte jeho obsah.

2. V rovinì E2 jsou dány body K � �2,�2�, L � ��1, 0�, M � �0, 3�. Urèete bod

N > E2 tak, aby ètyøúhelník KLMN byl rovnobì¾ník. Spoèítejte jeho obsah.

3. Body A � ��1, 2� a B � �4, 0� jsou dva sousední vr
holy rovnobì¾níku v E2, jeho¾

støed je v bodì S � �2, 2�. Najdìte souøadni
e zbývají
í
h dvou vr
holù. Spoèítejte

obsah tohoto rovnobì¾níku.

4. Body A � �1, 2� a C � �3, 8� jsou protilehlé vr
holy ètver
e ABCD. Urèete sou-

øadni
e jeho zbývají
í
h vr
holù B, D.

5. Zjistìte, zda body A � �3, 5, 8�, B � ��7,�3, 10�, C � �8, 9, 7� le¾í na jedné pøím
e.

Pokud ano, napi¹te její parametri
ké rovni
e.

6. Doka¾te, ¾e body A � �2, 1, 1�, B � �5, 5, 6�, C � �6, 11, 14�, D � �3, 7, 9� jsou

vr
holy rovnobì¾níka.

7. Urèete vr
holy trojúhelníka, jsou-li dány støedy A�

� ��2, 1�, B�

� �3,�1�, C �

�

�1, 5� jeho stran. Vypoètìte jeho obsah.

8. Vr
holem C trojúhelníku ABC veïte rovnobì¾ku se stranou AB; A � ��2, 1�,B �

�3,�1�, C � �0, 4�.

9. Bodem V veïte rovinu rovnobì¾nou s rovinou σ � �KLM�; K � �0, 4,�3�, L �

�3, 1, 5�,M � ��2, 0, 0�, V � �1,�2,�3�.
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11.3 A�nní souøadni
e bodù

Zobrazení g � An �An � V (140) zprostøedkovává vztah mezi a�nním bodovým pro-

storem An a pøíslu¹ným vektorovým prostorem V, jeho zamìøením. Dvìma rùzným

bodùm je pøiøazen vektor a naopak, bodu a vektoru je pøiøazen bod. Kdyby toto

zobrazení bylo vzájemnì jednoznaèné, mohli by
hom ho vyu¾ít k zavedení souøadni


v bodovém prostoru { bodùm by
hom pøiøadili stejné souøadni
e, jaké by mìly jim

odpovídají
í vektory. Bohu¾el tomu tak ale není, existuje nekoneènì mnoho rùzný
h

dvoji
 bodù, kterým je pøiøazen stejný vektor.

Na¹tìstí je snadné tuto nejednoznaènost odstranit. Staèí zvolit jeden bod jako

pevný, oznaème ho P , a ka¾dému boduX bodového prostoru pøiøadit vektor g�P,X� �

X�P . Jak ilustruje Obr. 56, toto zobrazení je vzájemnì jednoznaèné, dvìma rùzným

bodùm jsou pøiøazeny dva rùzné vektory a ka¾dému vektoru odpovídá právì jeden

bod:

A � P �
ÑrA �� A � P �

ÑrA,

B � P �
ÑrB �� B � P �

ÑrB,

C � P �
ÑrC �� C � P �

ÑrC ,

D � P �
ÑrD �� D � P �

ÑrD.

Obrázek 56: Zavedení a�nní soustavy souøadni
 (repéru)

Potom skuteènì mohu ka¾dý bod bodového prostoru jednoznaènì urèit pomo
í sou-

øadni
 pøíslu¹ného vektoru (které udávám vzhledem k bázi zamìøení Vn).

Poznámka. Vektor
Ñr � X � P nazýváme radiusvektor (té¾ prùvodiè) bodu X. Viz

vektory
ÑrA, ÑrB, ÑrC , ÑrD na Obr. 56.

De�ni
e 28 (A�nní soustava souøadni
 - repér). Ne
h» P je libovolný bod z a�nního

prostoru An, n A 0 a �
Ñe1, Ñe2, ..., Ñen� je báze vektorového zamìøení Vn prostoru An.

Potom uspoøádanou �n � 1�-ti
i

ϕ � �P, Ñe1, Ñe2, ..., Ñen�

131



nazýváme a�nní soustavou souøadni
 ϕ (té¾ repérem ϕ) v prostoru An. Souøadni
emi

bodu X > An v soustavì souøadni
 ϕ budeme rozumìt souøadni
e vektoru X�P v bázi

�
Ñe1, Ñe2, ..., Ñen�. Bod P nazýváme poèátek soustavy souøadni
.

Souøadni
e bodu X vzhledem k repéru ϕ � �P, Ñe1, Ñe2, ..., Ñen� jsou tedy toto¾né se

souøadni
emi vektoru X � P vzhledem k bázi �
Ñe1, Ñe2, ..., Ñen� vektorového zamìøení

Vn. Jestli¾e X � P � x1Ñe1 � x2Ñe2 � ... � xnÑen, mù¾eme bod P > An zapsat rovni
í

X � P � x1Ñe1 � x2Ñe2 � ... � xnÑen, (141)

pøípadnì ve zkrá
eném tvaru

X � P �

n

Q

i�1

xiÑei, (142)

a souøadni
e bodu P zapí¹eme

X � �x1, x2, . . . , xn� . (143)

Na vztahu (141) (pøíp. (142)) je zalo¾ena de�ni
e parametri
kého vyjádøení a�nního

bodového prostoru a podprostoru, významného prostøedku matemati
kého popisu

tì
hto mno¾in.

Poznámky.

1. Prostor se soustavou souøadni
 ϕ zapisujeme:

An � �P ; Ñe1, Ñe2, . . . , Ñen� .

2. Souøadni
e bodù a vektorù nìkdy odli¹ujeme typem závorek

X � �x1, x2, . . . , xn� ale Ñx � �x1, x2, . . . , xn� .

3. Souøadni
e bodu a jeho radiusvektoru jsou stejné.

A � �a1, a2, . . . , an� a ÑrA � �a1, a2, . . . , an� .

4. Proto¾e P � P � �0, 0, . . . , 0�, poèátek a�nní soustavy souøadni
 má souøadni
e

P � �0, 0, . . . , 0� .

PØÍKLAD 11.3. V a�nní rovinì A2 je dán repér R � �P, Ñe1, Ñe2�. Pro bod A platí

A � P �
Ñe1 � 2Ñe2. Urèete jeho souøadni
e vzhledem k R.

Øe¹ení: Souøadni
e bodu A vzhledem k repéru R jsou A � ��1; 2�.
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11.4 Kartézská soustava souøadni


A�nní bodový prostor na jeho¾ vektorovém zamìøení je de�nován skalární souèin na-

zýváme Eukleidovský bodový prostor a znaèíme ho En. V takovém bodovém prostoru

mù¾eme zavést soustavu souøadni
 (repér) �P ; Ñe1, Ñe2, ..., Ñen�, její¾ báze �Ñe1, Ñe2, ..., Ñen�

je ortonormální. Takovou soustavu nazýváme kartézskou soustavou souøadni
.

De�ni
e 29 (Kartézská soustava souøadni
). Kartézskou soustavou souøadni
 ro-

zumíme a�nní soustavu souøadni
 �P ; Ñe1, Ñe2, ..., Ñen�, ve které
Ñe1, Ñe2, ..., Ñen je ortonor-

mální bází.

12 A�nní bodový podprostor

Ze v¹e
h mo¾ný
h podmno¾in a�nního bodového prostoru nás budou zajímat jenom

takové, které samy splòují de�ni
i a�nního bodového prostoru, budeme jim øíkat

a�nní bodové podprostory (srovnejte se zavedením pojmu vektorový podprostor na

str. 51).

De�ni
e 30 (A�nní bodový podprostor). Neprázdnou podmno¾inu Ak a�nního bo-

dového prostoru An, která je sama a�nním bodovým prostorem (viz de�ni
e 27),

nazýváme a�nním bodovým podprostorem prostoru An. Zapisujeme

Ak bb An.

Pøíklady a�nní
h bodový
h podprostorù

(1) Samotný a�nní bodový prostor An je svým podprostorem, An bb An.

(2) Bod (A0), pøímka (A1), rovina (A2) jsou typi
ké podprostory prostorù A2,A3,

kterými se budeme zabývat.

PØÍKLAD 12.1. Mù¾e být polopøímka, úseèka, polorovina, kruh nebo trojúhelník

bodovým podprostorem prostoru A2?

Obrázek 57: Je polopøímka q nebo úseèka m a�nním bodovým podprostorem?
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Øe¹ení: Nejprve se zamìøíme na polopøímku a úseèku, viz Obr. 57. Proto¾e se jedná

o èásti pøímky, budeme jako jeji
h pøípadná zamìøení uva¾ovat vektorové prostory

generované smìrovými vektory odpovídají
í
h pøímek. V pøípadì polopøímky q �
��

QR

uva¾ujeme vektorový prostor U � �
Ñw�, v pøípadì úseèky m pak vektorový prostor

V � �
Ñu�.

Nyní ovìøíme, jak polopøímka a úseèka jako mno¾iny bodù splòují de�ni
i 27.

Nemusíme se zabývat otázkou existen
e zobrazení g � Ak �Ak � V. Ta je zaruèena

skuteèností, ¾e vy¹etøované mno¾iny jsou podmno¾inami a�nního bodového prostoru

A2. Stejnì tak vlastnost 2 z de�ni
e je zøejmì splnìna. Soustøedíme se proto na

vlastnost 1.

Z Obr. 57 je evidentní, ¾e pro polopøímku a úseèku tato vlastnost není splnìna.

Vidíme, ¾e v ka¾dé z tì
hto mno¾in bezesporu existují body a v jim pøíslu¹ejí
í
h

vektorový
h prostore
h vektory, které kdy¾ seèteme, dostaneme body, které do tì
hto

mno¾in nepatøí. Pøíkladem je bod K úseèky m spolu s vektorem
Ñu nebo bod R

polopøímky q spolu s vektorem
Ñw. Body K �

Ñu, R �
Ñw rozhodnì nenále¾í úseè
e m,

respektive polopøím
e q. Tyto podmno¾iny bodového prostoru A2 tak nemohou být

a�nními bodovými podprostory. Pro srovnání je na Obr. 57 pøímka p urèená bodem

A a smìrovým vektorem
Ñv, která, jak ji¾ víme, de�ni
i 27 splòuje a je tedy a�nním

bodovým prostorem (s vektorovým zamìøením V � �
Ñv�).

Ke stejnému závìru jako v pøípadì polopøímky a úseèky dospìjeme i u poloro-

viny, kruhu nebo trojúhelníku, viz Obr. 58. Pokud jako mo¾né vektorové zamìøení

tì
hto mno¾in uva¾ujeme vektorový prostor V2, je z obrázku patrné, ¾e opìt v ka¾dé

z mno¾in existuje bod a ve vektorovém prostoru V2 vektor tak, ¾e jeji
h souèet do

mno¾iny nepatøí. Nejedná se tedy o a�nní bodové podprostory.

Obrázek 58: U � I � Ñz¶t, Q � P � Ñx¶k, B � A � Ñx¶� bA
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Spe
iální a�nní bodové podprostory

Následují
í pojmy se pou¾ívají k oznaèení a�nní
h bodový
h podprostorù uvedený
h

dimenzí, bez ohledu na dimenzi pøíslu¹ného a�nního bodového prostoru An.

{ pøímka, podprostor dimenze 1, znaèíme A1,

{ rovina, podprostor dimenze 2, znaèíme A2,

{ nadrovina, podprostor dimenze n � 1, znaèíme An�1.

12.1 Parametri
ké vyjádøení podprostoru

Ji¾ víme, ¾e ka¾dý bod X a�nního bodového prostoru An mù¾eme vyjádøit jako

souèet zvoleného pevného bodu A a touto volbou jednoznaènì urèeného vektoru
Ñx,

X � A�
Ñx. Pøi dané bázi �Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbn� vektorového zamìøení Vn prostoru An potom

mù¾eme dle (141) bod X vyjádøit rovni
í X � P � x1Ñb1 � x2Ñb2 � ... � xnÑbn.

Stejný prin
ip uplatníme pøi popisu a�nního bodového podprostoru Ak bb An.

Ka¾dý jeho bod X > Ak mù¾eme psát ve tvaru

X � A �
Ñx, (144)

kde A je pevnì zvolený bod z Ak a Ñx je vektor z vektorového podprostoru Vk bb Vn,

který je zamìøením Ak. A�nní bodový podprostor Ak je tak urèen svým zamìøením

Vk a libovolným ze svý
h bodù A, zapisujeme

Ak � �A,Vk� . (145)

Je-li �

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbk� báze zamìøení Vk, mù¾eme (144) psát ve tvaru

X � A � t1Ñb1 � t2Ñb2 � ... � tkÑbk; t1, t2, . . . , tk > R, (146)

kterému øíkáme parametri
ké vyjádøení (té¾ parametri
ká rovni
e) a�nního bodového

podprostoru

1 Ak bb An. S ohledem na skuteènost, ¾e zamìøení Vk je urèeno svou bází,

tj. Vk � ��Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbk��, mù¾eme a�nní bodový podprostor kromì (145) zapsat také

ve tvaru

Ak � �A;Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbk� . (147)

1

Pøíslu¹né vìty o urèení a�nního bodového prostoru a jeho parametri
kém vyjádøení spolu s jeji
h dùkazy jsou

uvedeny v [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita v È.

B., dostupnou na adrese http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 16{18.
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Parametri
ká vyjádøení spe
iální
h podprostorù

Podobu vztahù (145) a (147) pro konkrétní podprostory si mù¾eme ilustrovat na

pøíklade
h podprostorù, s kterými se budeme v následují
í
h pasá¾í
h nejví
e setká-

vat:

{ pøímka, A1 � �A; Ñu� � X � A � tÑu,

{ rovina, A2 � �A; Ñu1, Ñu2� � X � A � t1Ñu1 � t2Ñu2,

{ nadrovina, An�1 � �A; Ñu1, Ñu2, . . . , Ñun�1� � X � A �

P

n�1
i�1 tiÑui,

{ a�nní prostor, An � �A; Ñu1, Ñu2, . . . , Ñun� � X � A �

P

n
i�1 tiÑui.

PØÍKLAD 12.2. Pøímka p � �A; Ñu� je dána bodem A � �1, 2, 3� a smìrovým vekto-

rem
Ñu � ��2, 5, 11�. Napi¹te parametri
ké vyjádøení pøímky p.

Øe¹ení: X � �1, 2, 3�� t��2, 5, 11�; t > R.

Rozepsáním rovni
e X � �1, 2, 3� � t��2, 5, 11�, kde X � �x1, x2, x3�, po slo¾ká
h

dostaneme parametri
ké rovni
e pøímky

x1 � 1 � 2t,

x2 � 2 � 5t,

x3 � 3 � 11t; t > R.

(148)

12.2 Parametri
ké rovni
e podprostoru

Rozepsáním parametri
ké rovni
e (té¾ parametri
kého vyjádøení) rovni
e podpro-

storu Ak pro jednotlivé souøadni
e (vzhledem k urèité soustavì souøadni
 ϕ) do-

staneme parametri
ké rovni
e podprostoru. Poèet tì
hto rovni
 odpovídá dimenzi n

a�nního bodového prostoru An, poèet parametrù v ni
h potom odpovídá dimenzi

k podprostoru Ak (viz pøíklad 12.2, kde tøi rovni
e odpovídají dimenzi prostoru,

v nìm¾ je úloha zadána, zatím
o jeden parametr koresponduje s dimenzí uva¾ova-

ného podprostoru, tj. pøímky).

Uva¾ujme pro ilustra
i je¹tì rovinu ρ jako podprostor ρ � �A; Ñu, Ñv� a�nního bodového

prostoru A3. Její parametri
ká rovni
e je

ρ � X � A � t1Ñu � t2Ñv; t1, t2 > R.

Pro souøadni
e X � �x1, x2, x3�,A � �a1, a2, a3�, Ñu � �u1, u2, u3�, Ñv � �v1, v2, v3� vzhle-

dem k soustavì souøadni
 ϕ ji pøepí¹eme do tvaru

ρ � �x1, x2, x3� � �a1, a2, a3� � t1�u1, u2, u3� � t2�v1, v2, v3�; t1, t2 > R,
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z kterého po rozepsání pro jednotlivé souøadni
e dostaneme soustavu parametri
ký
h

rovni
 roviny

ρ � x1 � a1 � t1u1 � t2v1

x2 � a2 � t1u2 � t2v2

x3 � a3 � t1u3 � t2v3; t1, t2 > R.

(149)

Stejnì jako pøímku a rovinu popí¹eme parametri
kými rovni
emi ka¾dý podprostor

Ak a�nního bodového prostoru An.

Vìta 24 (Parametri
ké rovni
e podprostoru). Ne
h» je v a�nním prostoru An dána

soustava souøadni
 ϕ. Potom mù¾eme podprostor Ak; Ak � �A; Ñu1, Ñu2, ..., Ñuk� , pro-

storu An urèit parametri
kými rovni
emi

x1 � a1 � u11t1 � u21t2 � ... � uk1tk

x2 � a2 � u12t1 � u22t2 � ... � uk2tk

��

xn � an � u1nt1 � u2nt2 � ... � ukntk

(150)

zkrá
enì

xj � aj �
k

Q

i�1

uijti; j � 1, 2, ..., n,

kde A � �a1, a2, ..., an� , Ñui � �ui1, ui2, ..., uin� , i � 1, 2, ..., k.

PØÍKLAD 12.3. Zjistìte, zda body A1 � �0, 0,�3� , A2 � �1, 1, 3� , le¾í v rovinì

�A; Ñu, Ñv� , kde A � �1, 1,�4� , Ñu � ��1,�1, 1� , Ñv � �1, 3, 1� .

PØÍKLAD 12.4. Urèete dimenzi a�nního bodového prostoru An a jeho podprostoru

Ak daného rovni
í:

a) X � �4,�4, 2, 1, 1�� t �2,�8, 3,�5, 1� ,

b) X � �1, 0, 2, 2�� r �1,�1, 0, 0� � s �1, 2, 0,�1� .

PØÍKLAD 12.5. Zjistìte, jaké bodové podprostory jsou urèené parametri
kými

rovni
emi

a� x1 � r � s,

x2 � 1 � s,

x3 � �5 � 2r,

x4 � 2 � r � 4s,

a� x1 � 5 � r � s � t,

x2 � r,

x3 � s,

x4 � 2 � 4s � t.
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12.3 Kanoni
ký tvar rovni
e pøímky

Skuteènost, ¾e parametri
ké rovni
e pøímky obsahují jenom jeden parametr, dovoluje

modi�kovat tuto soustavu rovni
 do podoby, v ní¾ je parametr vylouèen. Uva¾ujme

pøímku p > An danou parametri
kými rovni
emi

p � x � a1 � tu1,

y � a2 � tu2,

z � a3 � tu3; t > R.

(151)

Potom platí

t �
x � a1

u1
, t �

y � a2

u2
, t �

z � a3

u3
,

a pøímku p tak mù¾eme zadat rovni
í ve tvaru

p �
x � a1

u1
�

y � a2

u2
�

z � a3

u3
,

kterému øíkáme kanoni
ký tvar rovni
e pøímky.

Poznámka. Pokud je ui � 0, pone
háme pro pøíslu¹nou souøadni
i xi zvlá¹tní rov-

ni
i. Napøíklad pro p � x � 3, y � 1 � t, z � 4t; t > R vypadá kanoni
ký tvar rovni
e

pøímky takto

p � x � 3,
y � a2

u2
�

z � a3

u3
.

PØÍKLAD 12.6. Napi¹te parametri
ké vyjádøení a kanoni
ký tvar rovni
e pøímky,

která je dána bodem A a smìrovým vektorem
Ñu.

a) A � �3, 1,�4� , Ñu � �2, 7, 5�,

b) A � �2, 5, 1� , Ñu � �1, 2, 0�.

12.4 Urèení a�nního podprostoru

Ze zku¹enosti víme, ¾e pøímka je urèena dvìma rùznými body a rovina je urèena

tøemi body, které nele¾í v pøím
e. Otázkou je, kolik a jaký
h bodù potøebujeme

k urèení a�nního bodového podprostoru dimenze k. Odpovìï je skrytá ve vztahu

(147). Potøebujeme tolik bodù podprostoru Ak, aby jimi bylo urèeno k lineárnì

nezávislý
h vektorù

Ñb1,Ñb2, . . . ,Ñbk báze jeho vektorového zamìøení Vk. Bodù tedy musí

být k � 1 a musí být uspoøádány tak, aby k jimi urèený
h vektorù bylo nezávislý
h.

Pro takovéto body zavedeme pojem lineárnì nezávislé body.

De�ni
e 31 (Lineárnì nezávislé body). Body A0,A1,A2, ...,Ak z prostoru An na-

zýváme lineárnì nezávislé (závislé), jsou-li jimi urèené vektory Ai�A0, i � 1, 2, ..., k,

lineárnì nezávislé (závislé).
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Vìta 25 (O urèení a�nního bodového podprostoru). A�nní bodový podprostor Ak

prostoru An je jednoznaènì urèen k � 1 lineárnì nezávislými body, které mu nále¾í.

Dùkaz. Zápis Ak � �A0,A1 �A0,A2 �A0, ...,Ak �A0� je ekvivalentní vztahu (147)

1

.

Dùsledky vìty 25

{ Pøímka je urèena dvìma nezávislými body, tj. dvìma rùznými body.

{ Rovina je urèena tøemi nezávislými body, tj. tøemi body, které nele¾í v pøím
e.

{ Nadrovina je urèena n nezávislými body.

Poznámka. Body le¾í
í na jedné spoleèné pøím
e nazýváme kolineární body. Body

le¾í
í v jedné rovinì pak komplanární body. Ví
e ne¾ dva kolineární body jsou

lineárnì závislé, stejnì jako ví
e ne¾ tøi komplanární body.

Získané poznatky o souvislosti lineárnì nezávislý
h bodù a vektorù nám dovolují

zapsat parametri
kou rovni
i podprostoru Ak, který je dán k�1 lineárnì nezávislými

body, pøímo u¾itím tì
hto bodù, jak ukazuje následují
í pøíklad.

PØÍKLAD 12.7. Napi¹te parametri
kou rovni
i roviny ρ � �A,B,C�, kde A �

�1, 0, 1� , B � �3, 4, 2� a C � �5, 1, 0� .

Øe¹ení: Parametri
ká rovni
e dané roviny je

ρ � X � A � t1�B �A� � t2�C �A�; t1, t2 > R.

Jednotlivé parametri
ké rovni
e potom dostaneme rozepsáním po slo¾ká
h

ρ � x � a1 � t1�b1 � a1� � t2�c1 � a1�,

y � a2 � t1�b2 � a2� � t2�c2 � a2�,

z � a3 � t1�b3 � a3� � t2�c3 � a3�; t1, t2 > R.

Odtud po dosazení souøadni
 dostaneme konkrétní parametri
ké rovni
e dané roviny

ρ � x � 1 � 2t1 � 4t2,

y � 4t1 � t2,

z � 1 � t1 � t2; t1, t2 > R.

1

Ví
e viz [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù, Èeské Budìjovi
e, Jihoèeská univerzita

v È. B., dostupné na adrese http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 26
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Dùsledky øe¹ení pøíkladu 12.7

Z øe¹ení pøíkladu 12.7 vyplývá, jak si mù¾eme ury
hlit zápis parametri
ký
h rovni


spe
iální
h podprostorù, které jsou dány k � 1 body:

{ Pøímka: X � A � t�B �A�; t > R

{ Rovina: X � A � t1�B �A� � t2�C �A�; t1, t2 > R

{ Nadrovina: X � A0 � t1�A1 �A0� � t2�A2 �A0� � � � � � tn�1�An�1 �A0�;

t1, t2, ..., tn�1 > R

PØÍKLAD 12.8. V A4 jsou dány bodyK � �1, 0, 1, 2�, L � �4, 2, 3, 1�, M � ��1, 3, 0, 1�,

N � �2, 1, 1, 5�. Rozhodnìte, zda urèují podprostor A3 bb A4. Pokud ano, napi¹te jeho

parametri
ké vyjádøení.

PØÍKLAD 12.9. Rovina je urèena body A � �2, 1, 0�, B � �2, 4, 1� a smìrem vektoru

Ñu � �1, 1, 3�. Napi¹te její parametri
ké rovni
e.
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12.5 Cvièení: Parametri
ké rovni
e a�nního bodového pod-

prostoru

1: Zjistìte, zda body A1 � �2, 1,�1�, A2 � �3, 3, 1�, A3 � �2, 1,�5�, A4 � �5, 4,�1�,

A5 � �5, 7, 4� le¾í na pøím
e �A; Ñu�, kde A � �3, 3,�2� a Ñu � �1, 2, 3�.

2: Zjistìte, zda body A1 � �0, 0,�3�, A2 � �1, 1, 3�, A3 � �3, 1,�5�, A4 � �1, 2,�3�,

A5 � ��1,�2,�3�, A6 � �1, 3, 1� le¾í v rovinì �A; Ñu, Ñv�, kde A � �1, 1,�4�, Ñu � ��1,�1, 1�

a
Ñv � �1, 3, 1�.

3: Napi¹te parametri
ké rovni
e a kanoni
ký tvar rovni
e pøímky �K; Ñm�, je-li:

a) K � �1,�2�, Ñm � �5, 9�,

b) K � �2, 5,�3�, Ñm � ��4, 0, 1�,


) K � �1, 0,�1, 0, 2�, Ñm � �4, 3, 1, 2, 1�.

4: Napi¹te parametri
ké rovni
e roviny ρ, která je dána tìmito údaji:

a) ρ � �K,L,M�; K � �2, 0, 1�, L � ��1, 2, 3�, M � �3, 1,�5�,

b) ρ � �A; Ñu, Ñv�; A � �1, 0, 2, 3�, Ñu � �1, 1,�1, 0�, Ñv � �4, 0, 3, 2�,


) ρ � �P,Q, Ñw�; P � �7,�8, 3�, Q � �4, 5, 1�, Ñw � �2, 3, 4�.

5: Napi¹te parametri
ké rovni
e pøímky p, která pro
hází daným bodem P � �4, 5,�6�

a je rovnobì¾ná s pøímkou q � x � 2 � r, y � �4 � 2r, z � 9 � 5r; r > R.

6: Napi¹te parametri
ké rovni
e pøímky p, která pro
hází daným bodem B � �1, 2�

a je kolmá na pøímku q � �M,N�; M � �0, 1�,N � �4, 3�.

7: Napi¹te parametri
ké rovni
e roviny ρ pro
házejí
í bodem Q � �5, 10, 12� rovno-

bì¾nì s rovinou σ danou rovni
emi:

x � 1 � 4s � t,

y � �3 � s � 2t,

z � 3s � 5t; s, t > R.

8: Napi¹te parametri
ké rovni
e úseèky AB, je-li:

a) A � ��2, 5�, B � �15, 9�,

b) A � �2, 5,�3�, B � �0, 4, 1�.

9: Urèete parametri
ké vyjádøení roviny, která pro
hází pøímkou x � 2�3t, y � 7� t,

z � �1 � 2t a je rovnobì¾ná s pøímkou x � 3 � r, y � 2 � 4r, z � 1 � r.

10: Parametri
kými rovni
emi vyjádøete polorovinu urèenou bodem A � �3, 2, 1� a

pøímkou x � 1 � t, y � 2 � 3t, z � 3 � 4t.

11: Rozhodnìte o poloze bodu M � �3, 3� vzhledem k trojúhelníku ABC, je-li A �

�0, 0�, B � �10, 2�, C � �6, 12�.
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13 Obe
ná (neparametri
ká) rovni
e nadroviny

Nadrovinou v a�nním bodovém prostoru An rozumíme jeho podprostor dimenze

n � 1. V a�nním bodovém prostoru A2 tak roli nadroviny hraje pøímka, zatím
o

v a�nním bodovém prostoru A3 je nadrovinou rovina.

Ze støedo¹kolské matematiky ji¾ víme, ¾e pøímku v A2 a rovinu v A3 lze popsat

jednou algebrai
kou rovni
í, které øíkáme obe
ná rovni
e. Napøíklad pøímka p bb A2,

Obrázek 59: Obe
ná rovni
e pøímky p � 5x � 7y � 33 � 0

která je dána body A � ��1, 4�,B � �6, 9�, má obe
nou rovni
i p � 5x � 7y � 33 � 0,

viz Obr. 59. Rovina ρ bb A3, urèená body A � �1, 1, 0�,B � �2,�1, 3�, C � �0, 1, 2�,

má obe
nou rovni
i ρ � 4x � 5y � 2z � 9 � 0, viz Obr. 60.

Obrázek 60: Obe
ná rovni
e roviny ρ � 4x � 5y � 2z � 9 � 0
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Skuteènost, ¾e pøímku v A2 a rovinu v A3 lze popsat jedinou rovni
í mù¾eme

zobe
nit na pøípad nadroviny v a�nním bodovém prostoru An. Vyu¾ijeme k tomu

své zku¹enosti získané øe¹ením soustav lineární
h rovni
.

Pøedev¹ím víme, ¾e mno¾ina v¹e
h øe¹ení soustavy m lineární
h rovni
 o n ne-

známý
h

a11x1 � a12x2 � ... � a1nxn � b1

a21x1 � a22x2 � ... � a2nxn � b2

......

am1x1 � am2x2 � ... � amnxn � bm

je podprostor a�nního bodového prostoru An, jeho¾ dimenze je k � n � h, kde h �

h�A� � h�A�

� (A jemati
e soustavy,A�

je roz¹íøená mati
e soustavy). Pøedstavme si,

¾e máme þsoustavuÿ jediné nehomogenní rovni
e o n neznámý
h (pøitom koe�
ient

u alespoò jedné z ni
h je rùzný od nuly). Potom bodový prostor jejího øe¹ení má

dimenzi k � n � 1, proto¾e pro takovouto rovni
i je urèitì h � h�A� � h�A�

� � 1.

Ka¾dou lineární algebrai
kou rovni
í o n neznámý
h x1, x2, . . . , xn ve tvaru

a1x1 � a2x2 � � � � � anxn � a0 � 0, (152)

kde ai x 0 pro aspoò jedno i � 1, 2, . . . n, je tak urèena nadrovina v prostoru An.

Naopak, ka¾dý a�nní bodový podprostor Ak bb An lze dle vìty 24 na str. 137

popsat soustavou n parametri
ký
h rovni
 (150) s k parametry. V pøípadì nadroviny

se tedy jedná o n parametri
ký
h rovni
 s n � 1 parametry. Pokud z jedné z n

parametri
ký
h rovni
 vyjádøíme parametr, øeknìme tøeba t1, a získaným výrazem

ho nahradíme ve zbývají
í
h rovni
í
h, pøijdeme si
e o jednu rovni
i, ale také se

o jeden zmen¹í poèet parametrù. Øíkáme, ¾e jsme parametr t1 eliminovali. Pokud

se rozhodneme takto eliminovat v¹e
hny zbývají
í parametry, je zøejmé, ¾e na kon
i

pro
esu elimina
e nám zùstane jediná rovni
e ve tvaru (152), bez parametru, pouze

s neznámými x1, x2, . . . , xn.

Tak jsme ukázali, ¾e ka¾dé nadrovinì An�1 a�nního bodového prostoru An je

jednoznaènì pøiøazena rovni
e ve tvaru (152), kterou nazýváme obe
nou (té¾ nepa-

rametri
kou) rovni
í nadroviny.

V následují
í
h pasá¾í
h této kapitoly se budeme vìnovat metodám výpoètu

obe
né rovni
e pøímky v a�nním bodovém prostoru A2 a roviny v prostoru A3.

V závìru pak získané poznatky vyu¾ijeme k zobe
nìní do prostoru An.

13.1 Obe
ná rovni
e pøímky v A2

Na konkrétním pøíkladu si uká¾eme následují
í ètyøi metody výpoètu obe
né rovni
e

pøímky v A2:
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i. Elimina
e parametru z parametri
ký
h rovni
 pøímky.

Z jedné z rovni


p � x � a1 � tu1,

y � a2 � tu2; t > R

vyjádøíme t a dosadíme do té zbývají
í. Dostaneme rovni
i

u2x � u1y � u2a1 � u1a2 � 0, (153)

která je obe
nou rovni
í pøímky p (je ve tvaru rovni
e ax � by � c � 0, kde a �

u2, b � �u1, c � �u2a1 � u1a2). V¹imnìte si, ¾e koe�
ienty u x a y jsou souøadni
e

�u2,�u1� vektoru, který je kolmý ke smìrovému vektoru
Ñu � �u1, u2� pøímky p,

øíkáme mu normálový vektor, znaèíme ho
Ñn (smìrový a normálový vektor pøímky

viz Obr. 59).

ii. Dosazení souøadni
 daný
h bodù do obe
né rovni
e.

Je-li pøímka p dána dvìma svými body A � �a1, a2�,B � �b1, b2�, dosadíme jeji
h

souøadni
e do obe
né rovni
e ax � by � c � 0 a vypoèítáme koe�
ienty a, b, c (ty

jsou ov¹em urèeny a¾ na násobek nenulovým reálným èíslem, proto¾e rovni
e

ax � by � c � 0 a kax � kby � kc � 0, kde k > R � �0�, popisují stejnou pøímku).

iii. Vyu¾ití lineární závislosti vektorù nebo nulového obsahu jimi urèe-

ného rovnobì¾níku.

Z Obr. 61 je patrné, ¾e právì jenom pro body X pøímky p, která je urèená

dvìma body A,B, platí, ¾e vektory B �A a X �A jsou lineárnì závislé. Potom

Obrázek 61: Obe
ná rovni
e pøímky; vektory B �A a X �A jsou lineárnì závislé

ale mati
e, jejími¾ øádky jsou tyto vektory, je singulární, tj. její determinant je

roven nule

W

x � a1 y � a2
b1 � a1 b2 � a2

W � 0. (154)

Úpravou (154) dostaneme obe
nou rovni
i pøímky p ve tvaru

�b2 � a2�x � �b1 � a1�y � �b2 � a2�a1 � �b1 � a1�a2 � 0. (155)
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Ke stejnému výsledku se dostaneme úvahou zalo¾enou na vztahu pro výpoèet

obsahu rovnobì¾níku urèeného dvìma vektory (viz (136) na str. 119). Je zøejmé,

¾e rovnobì¾ník urèený vektory B �A a X �A má obsah

S
l

� WW

x � a1 y � a2
b1 � a1 b2 � a2

WW

rovný 0 právì tehdy, kdy¾ bod X le¾í na pøím
e p urèené body A,B. Tak se

opìt dostáváme ke vztahu (154).

iv. Vyu¾ití normálového vektoru.

Ze vztahù (153) a (155) je patrné, ¾e koe�
ienty a, b v obe
né rovni
i pøímky

p � ax�by�c � 0 jsou souøadni
emi vektoru kolmého ke smìru pøímky p, tj. nor-

málového vektoru této pøímky. Souøadni
e normálového vektoru pøímky snadno

získáme ze souøadni
 jejího smìrového vektoru uplatnìním po¾adavku kolmosti

tì
hto dvou vektorù, tj. po¾adavku splnìní rovnosti
Ñu �Ñn � 0, (prohozením a zmì-

nou znaménka u jedné z ni
h, vztah mezi smìrovým a normálovým vektorem

pøímky viz Obr. 59). Takto získané koe�
ienty a, b dosadíme spolu se souøadni-


emi x, y jednoho z daný
h bodù pøímky do rovni
e ax� by� c � 0 a dopoèítáme

hodnotu c.

PØÍKLAD 13.1. Urèete obe
nou rovni
i pøímky p � �A,B�; A � ��5, 3�, B � �2, 4�.

Øe¹ení:

ad i. Vypoèítáme smìrový vektor pøímky
Ñu � B �A � �7, 1�, napí¹eme její paramet-

ri
ké rovni
e

p � x � �5 � 7t

y � 3 � t; t > R

a elimina
í (vylouèením) parametru t získáme její obe
nou (neparametri
kou) rovni
i

p � x � 7y � 26 � 0.

ad ii. Do rovni
e ax� by � c � 0 dosadíme souøadni
e bodù A,B a øe¹íme pøíslu¹nou

soustavu rovni
e

�5a � 3b � c � 0,

2a � 4b � c � 0

s neznámými a, b, c. Vyjde nám a � 1

26
c, b � � 7

26
c, kde c > R. Proto¾e nám jde o jedno

konkrétní øe¹ení, které bude vypadat þhezkyÿ, volíme c � 26 a dostáváme sadu

koe�
ientù a � 1, b � �7, c � 26 pro obe
nou rovni
i dané pøímky

p � x � 7y � 26 � 0.
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ad iii. Do vztahu (154) dosadíme souøadni
e bodù A,B

W

x � 5 y � 3

2 � ��5� 4 � 3
W � W

x � 5 y � 3

7 1
W � 0

a spoèítáme determinant na levé stranì. Dostaneme obe
nou rovni
i dané pøímky

p � x � 7y � 26 � 0.

ad iv. Vypoèítáme smìrový vektor pøímky
Ñu � B � A � �7, 1� a urèíme souøadni
e

normálového vektoru
Ñn � �n1, n2� tak, aby byla splnìna podmínka kolmosti

Ñu � Ñn � �7, 1� � �n1, n2� � 7n1 � 1n2 � 0.

Nejjednodu¹¹í je zvolit
Ñn � �n1, n2� � �u2,�u1� � �1,�7�. Nyní známe podobu první
h

dvou èlenù obe
né rovni
e pøímky p � x� 7y � c � 0. Kdy¾ do ní dosadíme souøadni


bodu A � ��5, 3� (stejnì tak mù¾eme dosadit souøadni
e B), dostaneme rovni
i

�5 � 7 � 3 � c � �26 � c � 0, ze které vypoèítáme c � 26. Opìt dostaneme obe
nou

rovni
i dané pøímky ve tvaru

p � x � 7y � 26 � 0.

13.2 Obe
ná rovni
e roviny v A3

Pro výpoèet obe
né rovni
e roviny v A3 si popí¹eme ètyøi metody, které jsou analo-

gi
ké s vý¹e uvedenými metodami výpoètu obe
né rovni
e pøímky v A2:

i. Elimina
e parametru z parametri
ký
h rovni
 roviny.

Z jedné z rovni


ρ � x � a1 � su1 � tv1,

y � a2 � su2 � tv2,

z � a3 � su3 � tv3, ; s, t > R

vyjádøíme t a dosadíme do tì
h zbývají
í
h. To samé potom provedeme s para-

metrem s. Dostaneme rovni
i

ax � by � cz � d � 0, (156)

kde (po pøípadném vydìlení 
elé rovni
e spoleèným dìlitelem její
h koe�
ientù)

a � u2v3 � u3v2, b � u3v1 � u1v3, c � u1v2 � u2v1, d � ��u2v3 � u3v2�a1 � �u3v1 �

u1v3�a2 � �u1v2 � u2v1�a3. Jedná se o obe
nou rovni
i roviny ρ. V¹imnìte si, ¾e

koe�
ienty u x, y a z jsou souøadni
emi vektorového souèinu
Ñu � Ñv, kde Ñu �

�u1, u2, u3� a
Ñv � �v1, v2, v3�, tj. vektoru, který je kolmý k rovinì ρ (pøesnìji k

vektorùm zamìøení roviny ρ.) Øíkáme mu normálový vektor roviny a znaèíme

ho
Ñn (normálový vektor roviny viz Obr. 60).
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ii. Dosazení souøadni
 daný
h bodù do obe
né rovni
e.

Je-li rovina ρ dána tøemi svými (lineárnì nezávislými) body A � �a1, a2, a3�,B �

�b1, b2, b3�, C � �c1, c2, c3�, dosadíme jeji
h souøadni
e do obe
né rovni
e ax� by�

cz �d � 0 a vypoèítáme koe�
ienty a, b, c, d (ty jsou ov¹em urèeny a¾ na násobek

nenulovým reálným èíslem, proto¾e rovni
e ax�by�cz�d � 0 a kax�kby�kcz�

kd � 0, kde k > R � �0�, popisují stejnou rovinu).

iii. Vyu¾ití lineární závislosti vektorù nebo nulového objemu jimi urèe-

ného rovnobì¾nostìnu.

Z Obr. 62 je patrné, ¾e právì jenom pro body X roviny ρ, která je urèena tøemi

lineárnì nezávislými body A,B,C, platí, ¾e vektory B �A,C �A a X �A jsou

lineárnì závislé. Potom ale mati
e, jejími¾ øádky jsou tyto vektory, je singulární,

Obrázek 62: Obe
ná rovni
e roviny; vektory B �A,C �A a X �A jsou lineárnì závislé

tj. její determinant je roven nule,

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

x � a1 y � a2 z � a3
b1 � a1 b2 � a2 b3 � a3
c1 � a1 c2 � a2 c3 � a3

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� 0. (157)

Úpravou (157) dostaneme obe
nou rovni
i roviny ρ ve tvaru (156), se stejným

významem koe�
ientù a, b, c, d, pokud Ñu � B �A a
Ñv � C �A.

Ke stejnému výsledku se dostaneme úvahou zalo¾enou na vztahu pro výpoèet

objemu rovnobì¾nostìnu urèeného tøemi vektory (viz (137) na str. 119). Je

zøejmé, ¾e rovnobì¾nostìn urèený vektory B �A, C �A a X �A má objem

V �
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rovný 0 právì tehdy, kdy¾ bod X le¾í v rovinì ρ urèené body A,B,C. Tak se

opìt dostáváme ke vztahu (157).

iv. Vyu¾ití normálového vektoru.

Ze vztahù (156) a (157) je patrné, ¾e koe�
ienty a, b, c v obe
né rovni
i roviny

ρ � ax � by � cz � d � 0 jsou souøadni
emi vektoru kolmého k rovinì (pøesnìji

k vektorùm jejího zamìøení), tj. normálového vektoru této roviny. Dokon
e jde,

po vydìlení pøípadným spoleèným dìlitelem, o souøadni
e vektorového souèinu

Ñu�Ñv, kde Ñu � B�A a
Ñv � C�A jsou vektory generují
í vektorové zamìøení roviny.

Souøadni
e normálového vektoru roviny tak snadno získáme výpoètem tohoto

vektorového souèinu (vztah mezi
Ñu � B �A a

Ñv � C �A a normálovým vektorem

Ñn �
Ñu� Ñv roviny viz Obr. 60). Takto získané koe�
ienty a, b, c dosadíme spolu se

souøadni
emi x, y, z jednoho z daný
h bodù roviny do rovni
e ax�by�cz�d � 0

a dopoèítáme hodnotu d.

PØÍKLAD 13.2. Urèete neparametri
kou (obe
nou) rovni
i roviny urèené body

A � �1, 0, 3�, B � �2, 4,�1�, C � �0, 3, 8�.

Øe¹ení:
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R

R

x � a1 y � a2 z � a3
b1 � a1 b2 � a2 b3 � a3
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x � 1 y z � 3

1 4 �4

�1 3 5

R
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R

R

� 32x � y � 7z � 53 � 0

PØÍKLAD 13.3. Napi¹te obe
nou rovni
i roviny urèené bodem A � �2, 1,�2� a

smìry vektorù
Ñu � �3, 2, 4�, Ñv � �3, 5, 2�.

Øe¹ení:

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

x � a1 y � a2 z � a3
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x � 2 y � 1 z � 2
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� �16x � 6y � 9z � 44 � 0

PØÍKLAD 13.4. Napi¹te obe
nou rovni
i roviny urèené tøemi body A � �1, 1,�1�,

B � �3, 2, 0�, C � �4, 4,�3�.

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i1) A:[1,1,-1℄$ B:[3,2,0℄$ C:[4,4,-3℄$ X:[x,y,z℄$

(%i5) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

(%o5)

�

�

�

x � 1 y � 1 z � 1

2 1 1

3 3 �2

�

�

�
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(%i6) expand(determinant(M))=0;

(%o6) 3 z � 7 y � 5x � 1 � 0

PØÍKLAD 13.5. Urèete parametri
ké rovni
e roviny

ρ � 2x � y � 3z � 1 � 0.

Øe¹ení: Øe¹íme jako þsoustavuÿ jedné rovni
e o tøe
h neznámý
h. Dvì z ni
h na-

hradíme reálnými parametry, jako vhodné se jeví x a z, a zbývají
í neznámou, tj. y,

z rovni
e vyjádøíme. Dostaneme parametri
ké rovni
e

ρ � x � r,

y � �1 � 2r � 3s,

z � s; r, s > R.

Øe¹ení v programu wxMaxima:

(%i1)

r:2*x-y+3*z-1=0;

(%o1) 3 z � y � 2x � 1 � 0

(%i2) solve(r,[y,z,x℄);

(%o2)
��y � 3%r2 � 2%r1 � 1, z �%r2, x �%r1��

13.3 Obe
ná rovni
e nadroviny v An

Vztahy (154) a (157), v ni
h¾ je k zápisu obe
né (neparametri
ké) rovni
e pøímky

v A2 a roviny v A3 pou¾it determinant, nám dovolují pojem obe
né (té¾ neparame-

tri
ké) rovni
e zobe
nit na nadrovinu v a�nním bodovém prostoru An. Proto¾e nám

v prostore
h vy¹¹í dimenze ji¾ nevystaèí geometri
ká pøedstava, odvodíme vztah li-

neární závislosti pøíslu¹ný
h vektorù rovnou z de�ni
e tohoto pojmu, jak ukazuje

následují
í pøíklad (který je situován do prostoru dimenze 3).

Uva¾ujme nadrovinu prostoru A3 (tj. rovinu), která je urèena tøemi nezávislými

body A, B, C; A � �a1, a2, a3�, B � �b1, b2, b3�, C � �c1, c2, c3�. Vyjádøíme ji vektorovì

parametri
kou rovni
í

X � A � t1�B �A� � t2�C �A�.

Po jejím pøepsání do tvaru

t0�X �A� � t1�B �A� � t2�C �A� � Ño,

kde t0 � 1 x 0, je zøejmé, ¾e vektory X �A, B �A a C �A jsou lineárnì závislé. Z

toho plyne tvrzení následují
í vìty.
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Vìta 26 (Obe
ná rovni
e nadroviny I). Jestli¾e je nadrovina An�1 urèena n line-

árnì nezávislými body A0, A1, ..., An�1, které mají v a�nním bodovém prostoru An

souøadni
e Ai � �ai1, ai2, ..., ain�, i � 0, 1, ..., n� 1, je pro ka¾dý bod X � �x1, x2, ..., xn�

této nadroviny splnìna rovni
e
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� � � � �

an�1,1 an�1,2 � an�1,n 1

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

R

� 0, (158)

kterou nazýváme obe
ná (neparametri
ká) rovni
e nadroviny.

Dùkaz. My¹lenka dùkazu je ilustrována pøíkladem nadroviny v A3, který je uveden

pøed vìtou. Jediné, 
o je tøeba je¹tì dokázat je, ¾e rovni
e
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je ekvivalentní s rovni
í
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� 0.

S touto ekvivalen
í jsme se v¹ak ji¾ setkali (viz str. 119) a víme, ¾e se snadno doká¾e

u¾itím vìty o rozvoji determinantu.

I v prostoru An platí, ¾e po výpoètu determinantu dostaneme obe
nou rovni
i v al-

gebrai
kém tvaru, jak uvádí následují
í vìta.

Vìta 27 (Obe
ná rovni
e nadroviny II). Ka¾dý bod X � �x1, x2, ..., xn� nadroviny

An�1 ainního bodového prostoru An splòuje svými souøadni
emi obe
nou (nepara-

metri
kou) rovni
i

c1x1 � c2x2 � ... � cnxn � c0 � 0, (159)

kterou mù¾eme zkrá
enì zapsat ve tvaru

n

Q

i�1

cixi � c0 � 0, (160)

kde c1, c2, ..., cn, c0 jsou po øadì algebrai
ké doplòky prvkù x1, x2, ..., xn, 1 prvního

øádku determinantu (158) z vìty 26.

Dùsledky vìt 26, 27
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{ Ka¾dá rovni
e ve tvaru

P

n
i�1 cixi � c0 � 0 je rovni
í nadroviny An�1, pokud je

alespoò jedno ci x 0.

{ V prostoru A2 je nadrovinou pøímka. Ne
h» p �� AB; A � �a1, a2�, B � �b1, b2�.

Potom

p �
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� 0 � ax � by � c � 0.

{ V prostoru A3 je nadrovinou rovina. Ne
h» ρ � �ABC�; A � �a1, a2, a3�, B �

�b1, b2, b3�, C � �c1, c2, c3�. Potom

ρ �
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� 0 � ax � by � cz � d � 0.

Obe
ná rovni
e nadrovinyAn�1 je urèena a¾ na nenulový násobek. Je-liP
n
i�1 cixi � c0 �

0 rovni
í nadroviny, pak také rovni
e k �
P

n
i�1 cixi � c0� � 0 je obe
nou rovni
í této

nadroviny ve stejné soustavì souøadni
, jestli¾e k x 0 je libovolné reálné èíslo.

13.4 Úsekový tvar rovni
e pøímky

Uva¾ujme pøímku p v rovinì E2, která protíná souøadni
ové osy x, y soustavy zde

zavedené postupnì v bode
h A�k, 0� a B�0, l�, viz Obr. 63. Nabízí se otázka, zda

nám znalost souøadni
 k a l, tj. vlastnì úsekù, v ni
h¾ pøímka protíná souøadni
ové

osy, nìjak pomù¾e. Odvoïme proto obe
nou rovni
i pøímky p za pøedpokladu, ¾e

hodnoty k a l známe. Dle (154) platí

W

x � k y

�k l
W � 0. (161)

Po výpoètu determinantu dostáváme postupnì

xl � kl � ky � 0, (162)

xl � ky � kl. (163)

Po vydìlení obou stran rovni
e (163) výrazem kl pak dospìjeme k hledanému tvaru,

který obsahuje pouze x, y, k a l a je dostateènì jednodu
hý

x

k
�

y

l
� 1. (164)

Øíkáme mu úsekový tvar rovni
e pøímky, kde k a l jsou þúsekyÿ (mohou být kladné

i záporné, víme, ¾e se vlastnì jedná o pøíslu¹né souøadni
e prùseèíkù pøímky se

souøadni
ovými osami), které pøímka vytíná v daném poøadí na ose x a y.
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Obrázek 63: Pøímka p protíná souøadni
ové osy x a y postupnì v bode
h A, B.

Dynami
ká verze Obr. 63 viz https://www.geogebra.org/m/mnmgskm3.

Analogi
ky úsekovému tvaru rovni
e pøímky v rovinì mù¾eme zavést úsekový tvar

rovni
e roviny v trojrozmìrném prostoru. Uva¾ujme rovinu ρ, která protíná souøad-

ni
ové osy x, y, z postupnì v daném poøadí v bode
h A�k, 0, 0�,B�0, l, 0�, C�0,0,m�.

Potom rovni
i této roviny mù¾eme psát ve tvaru

x

k
�

y

l
�

z

m
� 1. (165)

PØÍKLAD 13.6. Samostatnì odvoïte rovni
i (165) analogi
ky s odvozením (164).

PØÍKLAD 13.7. Jak se na tvaru rovni
 (164), (165) projeví rovnobì¾nost pøímky,

resp. roviny, s nìkterou ze souøadni
ový
h os?
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14 Svazky a trsy nadrovin

14.1 Svazky rovin v A3

PØÍKLAD 14.1. Rozhodnìte o vzájemné poloze rovin ρ, σ �

a) ρ � 2x � 3y � z � 1 � 0, σ � x � y � 2z � 3 � 0,

b) ρ � 2x � 3y � z � 1 � 0, σ � 4x � 6y � 2z � 5 � 0,

a) Svazek rovin 1. druhu

b) Svazek rovin 2. druhu

Obrázek 64: Svazky rovin v A3

De�ni
e 32 (Svazek rovin). Mno¾inu v¹e
h rovin z A3, jeji
h¾ prùnikem je pøímka

(tj. a�nní bodový podprostor dimenze 1) nazveme svazkem rovin prvého druhu.

Mno¾inu v¹e
h navzájem rovnobì¾ný
h rovin nazveme svazkem rovin druhého

druhu (osnovou rovin).

r
s

osa svazku

Svazek rovin 1. druhu

r s

Svazek rovin 2. druhu

(osnova rovin)

Je zøejmé, ¾e svazek rovin je urèen dvoji
í rovin (viz Obr. 64). Otázkou je, jak

vypadají rovni
e dal¹í
h rovin nále¾ejí
í
h tìmto svazkùm. Jak souvisejí s rovni
emi

daný
h þurèují
í
hÿ rovin

ρ � a1x � b1y � c1z � d1 � 0, σ � a2x � b2y � c2z � d2 � 0?
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Øe¹ením je rovni
e ve tvaru lineární kombina
e obe
ný
h rovni
 rovin þurèují
í
hÿ

svazek

τ � λ1�a1x � b1y � c1z � d1� � λ2�a2x � b2y � c2z � d2� � 0.

V pøípadì rovin uvedený
h v pøíkladu 14.1 a zobrazený
h na Obr. 64 se jedná

o svazky s tìmito rovni
emi:

ad a) Svazek prvního druhu urèený rovinami ρ � 2x�3y�z�1 � 0, σ � x�y�2z�3 � 0 �

λ1�2x � 3y � z � 1� � λ2�x � y � 2z � 3� � 0.

ad b) Svazek druhého druhu urèený rovinami ρ � 2x�3y�z�1 � 0, σ � 4x�6y�2z�5 �

0 �

λ1�2x � 3y � z � 1� � λ2�4x � 6y � 2z � 5� � 0.

Podle typu svazku se li¹í po¾adavky na hodnoty koe�
ientù λ1, λ2. Pro svazek rovin

1. druhu staèí po¾adovat, aby aspoò jeden z tì
hto koe�
ientù byl rùzný od nuly

(tj. nesmí být oba zároveò rovny nule). V pøípadì svazku 2. druhu po¾adujeme, aby

tyto koe�
ienty nebyly øe¹ením soustavy λ1a1 � λ2a2 � λ1b1 � λ2b2 � λ1c1 � λ2c2 �

λ1d1 � λ2d2 � 0.

Vìta 28 (Rovni
e svazku rovin 1. druhu). Jsou-li

L1 � a1x � a2y � a3z � a0 � 0, L2 � b1x � b2y � b3z � b0 � 0

rovni
e rùznobì¾ný
h rovin v A3 v té¾e soustavì souøadné, pak rovni
e

λ1L1 � λ2L2 � 0

je rovni
í svazku rovin prvého druhu, jsou-li λ1, λ2 libovolná reálná èísla, z ni
h¾

aspoò jedno je rùzné od nuly.

Vìta 29 (Rovni
e svazku rovin 2. druhu). Jsou-li

L1 � a1x � a2y � a3z � a0 � 0, L2 � b1x � b2y � b3z � b0 � 0

rovni
e rovnobì¾ný
h rovin v A3 v té¾e soustavì souøadné, pak rovni
e

λ1L1 � λ2L2 � 0

je rovni
í svazku rovin druhého druhu, jsou-li λ1, λ2 libovolná reálná èísla, která

nejsou øe¹ením soustavy λ1ai � λ2bi � 0; i � 1, 2, 3.
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PØÍKLAD 14.2. Rovina je urèena bodem M � �2,�1, 3� a prùseèni
í rovin o rov-

ni
í
h 6x � 2y � z � 3 � 0, 3x � 4y � 2z � 2 � 0. Napi¹te její rovni
i.

PØÍKLAD 14.3 (Svazek tøí nadrovin). Rozhodnìte, zda roviny L1, L2, L3 nále¾í

tému¾ svazku:

a)L1 � 2x � 3y � z � 1 � 0, L2 � x � y � 2z � 3 � 0, L3 � x � 2y � z � 5 � 0.

b)L1 � x � 2y � 5z � 1 � 0, L2 � �3x � 6y � 15z � 5 � 0, L3 � 2x � 4y � 10z � 9 � 0.

Poznámka. Uva¾ujme mati
e koe�
ientù

M1 �

<

�

�

�

�

�

>

a1 a2 a3 a0
b1 b2 b3 b0
c1 c2 c3 c0

=

A

A

A

A

A

?

, M2 �

<

�

�

�

�

�

>

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

=

A

A

A

A

A

?

a jeji
h hodnosti oznaème takto

h�M1� �H, h�M2� � h.

Potom mù¾eme pomo
í tì
hto hodností urèit druh svazku, který tvoøí uva¾ované

roviny:

i) jestli¾e H � h � 2, potom se jedná o svazek rovin prvého druhu,

ii) jestli¾e H � 2, h � 1, potom se jedná o svazek rovin druhého druhu.

14.2 Svazky pøímek v A2

Analogi
ky svazkùm rovin uva¾ujeme i svazky pøímek. Svazku pøímek prvního druhu

(zkrá
enì hovoøíme o svazku pøímek) odpovídá mno¾ina v¹e
h pøímek, které mají

spoleèný jeden bod (tzv. støed svazku). Svazku pøímek druhého druhu (zkrá
enì

hovoøíme o osnovì pøímek) pak odpovídá mno¾ina v¹e
h navzájem rovnobì¾ný
h

pøímek.

PØÍKLAD 14.4. Rozhodnìte, zda pøímky a, b, c patøí do tého¾ svazku:

a � 2x � y � 2 � 0, b � 5x � 3y � 27 � 0, c � x � 6y � 27 � 0.

Poznámka. K øe¹ení pøíkladu 14.4 mù¾eme vyu¾ít i determinant mati
e M1.

PØÍKLAD 14.5. Svazek pøímek je urèen pøímkami a � x�2y�5 � 0, b � 3x�2y�1 �

0. Urèete rovni
i pøímky svazku, která

a) pro
hází bodem A � �2,�1�,

b) je rovnobì¾ná s pøímkou p � y � 1 � 0.
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14.3 Trs rovin

K de�ni
i trsu rovin nás dovede hledání odpovìdi na otázku: þ
o tvoøí roviny, které

nenále¾í tému¾ svazku?ÿ

a

b

g

α 9 β 9 γ � An�3

Trs rovin 1. druhu

a

b

g

V α
9 V β

9 V γ
� Vn�2

Trs rovin 2. druhu

Vìta 30 (Vzájemná poloha tøí rovin). Tøi roviny α, β, γ a�nního bodového prostoru

A3, které nenále¾í tému¾ svazku rovin prvého nebo druhého druhu, mají právì jednu

z tì
hto vzájemný
h poloh:

1) jeji
h prùnikem je bod (tj. bodový podprostor A0),

2) prùnik rovin je prázdný, pøitom prùnikem jeji
h zamìøení je vektorový podprostor

V1 (tj. smìr).

De�ni
e 33 (Trs rovin). Mno¾inu v¹e
h rovin v A3, jeji
h¾ prùnikem je bod, na-

zýváme trs rovin prvého druhu. Mno¾inu v¹e
h rovin, jeji
h¾ zamìøení obsahují

spoleèný podprostor V1 (tj. smìr) prostoru V3, nazveme trs rovin druhého druhu.

Poznámka. V ka¾dém trsu 1. druhu existuje nekoneènì mnoho svazkù rovin 1.

druhu a v ka¾dém trsu rovin 2. druhu existuje nekoneènì mnoho svazkù rovin 2.

druhu i nekoneènì mnoho svazkù 1. druhu.

Poznámka. Analogi
ky rovinám v A3 mù¾eme uva¾ovat i o trse
h pøímek v prostoru

A2. Uká¾e se, ¾e trs pøímek prvého v A2 neexistuje. Trs pøímek druhého druhu je

pak tvoøen v¹emi pøímkami v rovinì. Proè to tak je, bude zøejmé z de�ni
e trsu

nadrovin v An.

Opìt nás zajímá, jak se dá vyjádøit rovni
e libovolné roviny nále¾ejí
í danému trsu

pomo
í rovni
 jeho þurèují
í
h rovinÿ.

Vìta 31 (Rovni
e trsu 1. druhu). Ne
h» prùnikem rovin L1, L2, L3 je bod. Potom

rovni
e

λ1L1 � λ2L2 � λ3L3 � 0
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je rovni
í trsu rovin prvého druhu, jsou-li λ1, λ2, λ3 libovolná reálná èísla, z ni
h¾

aspoò jedno je nenulové.

Vìta 32 (Rovni
e trsu 2. druhu). Ne
h» prùnik rovin L1, L2, L3 je prázdný a prù-

nikem jeji
h zamìøení je vektorový prostor dimenze 1. Potom

λ1L1 � λ2L2 � λ3L3 � 0

je rovni
í trsu rovin druhého druhu, jsou-li λ1, λ2, λ3 reálná èísla, která nejsou

øe¹ením soustavy λ1ai � λ2bi � λ3ci � 0; i � 1, 2, 3.

14.4 Svazek nadrovin

De�ni
e 34 (Svazek nadrovin). Mno¾inu v¹e
h nadrovin z An, jeji
h¾ prùnikem

je a�nní bodový podprostor dimenze n � 2, nazveme svazkem nadrovin prvého

druhu. Mno¾inu v¹e
h navzájem rovnobì¾ný
h nadrovin nazveme svazkem nadro-

vin druhého druhu (osnovou nadrovin).

Vìta 33 (Rovni
e svazku nadrovin 1. druhu). Jsou-li

L1 �

n

Q

i�1

aixi � a0 � 0, L2 �

n

Q

i�1

bixi � b0 � 0

rovni
e rùznobì¾ný
h nadrovin v An v té¾e soustavì souøadné, pak rovni
e

λ1L1 � λ2L2 � 0

je rovni
í svazku nadrovin prvého druhu, jsou-li λ1, λ2 libovolná reálná èísla, z ni
h¾

aspoò jedno je rùzné od nuly.

Vìta 34 (Rovni
e svazku nadrovin 2. druhu). Jsou-li

L1 �

n

Q

i�1

aixi � a0 � 0, L2 �

n

Q

i�1

bixi � b0 � 0

rovni
e rovnobì¾ný
h nadrovin v An v té¾e soustavì souøadné, pak rovni
e

λ1L1 � λ2L2 � 0

je rovni
í svazku nadrovin druhého druhu, jsou-li λ1, λ2 libovolná reálná èísla, která

nejsou øe¹ením soustavy λ1ai � λ2bi � 0; i � 1, 2, ..., n.
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14.5 Trs nadrovin

K de�ni
i trsu nadrovin nás dovede hledání odpovìdi na otázku: þ
o tvoøí nadroviny,

které nenále¾í tému¾ svazku?ÿ

a

b

g

α 9 β 9 γ � An�3

Trs (nad)rovin 1. druhu

a

b

g

V α
9 V β

9 V γ
� Vn�2

Trs (nad)rovin 2. druhu

Vìta 35 (Vzájemná poloha tøí nadrovin). Tøi nadroviny α, β, γ a�nního bodového

prostoru An, které nenále¾í tému¾ svazku nadrovin prvého nebo druhého druhu, mají

právì jednu z tì
hto vzájemný
h poloh:

1) jeji
h prùnikem je bodový podprostor An�3,

2) prùnik nadrovin je prázdný, pøitom prùnikem jeji
h zamìøení je vektorový pod-

prostor Vn�2.

De�ni
e 35 (Trs nadrovin). Mno¾inu v¹e
h nadrovin v An, jeji
h¾ prùnikem je

a�nní bodový podprostor dimenze n � 3, nazýváme trs nadrovin prvého druhu.

Mno¾inu v¹e
h nadrovin, jeji
h¾ zamìøení obsahuje podprostor Vn�2 prostoru An,

nazveme trs nadrovin druhého druhu.

PØÍKLAD 14.6 (Prùnik tøí nadrovin). Vymyslete, jak z hodností mati
 M1, M2

pøíslu¹ejí
í
h tøem nadrovinám L1, L2, L3 poznáme, zda tyto nadroviny nále¾ejí

nìjakému svazku nebo zda tvoøí trs, a potom jaký?

14.5.1 Rovni
e trsu nadrovin

Vìta 36 (Rovni
e trsu 1. druhu). Ne
h» prùnikem nadrovin L1, L2, L3 je bodový

podprostor dimenze n � 3. Pak rovni
e

λ1L1 � λ2L2 � λ3L3 � 0

je rovni
í trsu nadrovin prvého druhu, jsou-li λ1, λ2, λ3 libovolná reálná èísla, z

ni
h¾ aspoò jedno je nenulové.
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Vìta 37 (Rovni
e trsu 2. druhu). Ne
h» prùnik nadrovin L1, L2, L3 je prázdný a

prùnik jeji
h zamìøení je vektorový prostor dimenze n � 2. Potom

λ1L1 � λ2L2 � λ3L3 � 0

je rovni
í trsu nadrovin druhého druhu, jsou-li λ1, λ2, λ3 reálná èísla, která nejsou

øe¹ením soustavy λ1ai � λ2bi � λ3ci � 0; i � 1, 2, ..., n.

PØÍKLAD 14.7 (Trs ètyø nadrovin). Vyslovte kritérium pro urèení, zda ètyøi

nadroviny L1, L2, L3, L4 nále¾í tému¾ trsu nadrovin.

Poznámka. Uva¾ujme opìt mati
e koe�
ientù

M1 �

<

�

�

�

�

�

>

a1 a2 � an a0
b1 b2 � bn b0
c1 c2 � cn c0

=

A

A

A

A

A

?

, M2 �

<

�

�

�

�

�

>

a1 a2 � an
b1 b2 � bn
c1 c2 � cn

=

A

A

A

A

A

?

a jeji
h hodnosti oznaème takto

h�M1� � h
�, h�M2� � h.

Potom mù¾eme pomo
í tì
hto hodností urèit druh trsu, který tvoøí uva¾ované

nadroviny:

i) jestli¾e h� � h � 3, potom nadroviny vytváøí trs prvého druhu,

ii) jestli¾e h� � 3, h � 2, potom nadroviny tvoøí trs druhého druhu.
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15 Vzájemná poloha a�nní
h bodový
h podprostorù

PØÍKLAD 15.1. Vy¹etøete vzájemnou polohu pøímek p � �A; Ñu�, q � �B; Ñv� �

a) A � �1, 2, 3�, Ñu � �1,�3, 2�, B � �0, 5, 1�, Ñv � ��2, 6,�4�.

b) A � �1,�3, 4�, Ñu � �2, 2,�1�, B � �3, 0,�1�, Ñv � �0, 1, 3�.

a) p, q jsou toto¾né b) p, q jsou mimobì¾né

Obrázek 65: Vzájemná poloha pøímek p � �A; Ñu�, q � �B; Ñv�

ad a)

(%i1) A:matrix([1℄,[2℄,[3℄)$ u:matrix([1℄,[-3℄,[2℄)$

B:matrix([0℄,[5℄,[1℄)$ v:matrix([-2℄,[6℄,[-4℄)$

(%i5) M:add
ol(u,-v,B-A);

(%o5)

�

�

�

1 2 �1

�3 �6 3

2 4 �2

�

�

�

(%i6) triangularize(M);

(%o6)

�

�

�

1 2 �1

0 0 0

0 0 0

�

�

�

Pøímky p, q jsou toto¾né.

ad b)

(%i1) A:matrix([1℄,[-3℄,[4℄)$ u:matrix([2℄,[2℄,[-1℄)$

B:matrix([3℄,[0℄,[-1℄)$ v:matrix([0℄,[1℄,[3℄)$

(%i5) M:add
ol(u,-v,B-A);

(%o5)

�

�

�

2 0 2

2 �1 3

�1 �3 �5

�

�

�

(%i6) triangularize(M);

(%o6)

�

�

�

2 0 2

0 �2 2

0 0 14

�

�

�

Pøímky p, q jsou mimobì¾né.
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PØÍKLAD 15.2. Urèete vzájemnou polohu pøímky p � �A; Ñu� a roviny ρ � �B; Ñv, Ñw� �

a) A � �1, 2, 1�, Ñu � �1, 1, 2�, B � �2, 1,�2�, Ñv � �0, 2,�1�, Ñw � �3,�1, 2�.

b) A � �1, 0, 0�, Ñu � �7, 7, 1�, B � �0, 1, 3�, Ñv � �1, 3, 1�, Ñw � �2,�1,�1�.

a) p, ρ jsou rùznobì¾né b) p, ρ jsou rovnobì¾né

Obrázek 66: Vzájemná poloha pøímky p � �A; Ñu� a roviny ρ � �B; Ñv, Ñw�

ad a)

(%i1) A:matrix([1℄,[2℄,[1℄)$ u:matrix([1℄,[1℄,[2℄)$

B:matrix([2℄,[1℄,[-2℄)$ v:matrix([0℄,[2℄,[-1℄)$

w:matrix([3℄,[-1℄,[2℄)$

(%i6) M:add
ol(u,-v,-w,B-A);

(%o6)

�

�

�

1 0 �3 1

1 �2 1 �1

2 1 �2 �3

�

�

�

(%i7) triangularize(M);

(%o7)

�

�

�

1 0 �3 1

0 �2 4 �2

0 0 �12 12

�

�

�

Pøímka p a rovina ρ jsou rùznobì¾né se spoleèným bodem Q � ��1, 0,�3�.

ad b)

(%i1) A:matrix([1℄,[0℄,[0℄)$ u:matrix([7℄,[7℄,[1℄)$

B:matrix([0℄,[1℄,[3℄)$ v:matrix([1℄,[3℄,[1℄)$

w:matrix([2℄,[-1℄,[-1℄)$

(%i6) M:add
ol(u,-v,-w,B-A);

(%o6)

�

�

�

7 �1 �2 �1

7 �3 1 1

1 �1 1 3

�

�

�

(%i7) triangularize(M);

(%o7)

�

�

�

7 �1 �2 �1

0 �14 21 14

0 0 0 �32

�

�

�

Pøímka p a rovina ρ jsou rovnobì¾né.
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De�ni
e 36 (Vzájemné polohy a�nní
h bodový
h podprostorù). Dva a�nní bodové

podprostory Ah � �A;Vh�, Ak � �A;Vk� a�nního bodového prostoru An se nazývají:

a) rovnobì¾né, jestli¾e Vh bb Vk nebo Vk bb Vh, znaèíme AhSSAk,

b) in
identní, jestli¾e Ah bb Ak nebo Ak bb Ah,


) rùznobì¾né, jestli¾e Ah 9Ak x g a zároveò Ah, Ak nejsou in
identní,

d) mimobì¾né, jestli¾e Ah, Ak nejsou ani rovnobì¾né, ani rùznobì¾né.

15.1 Rovnobì¾né a�nní bodové podprostory

Rovnobì¾né a�nní bodové podprostory Ah, Ak znaèíme

AhYAk.

Dva a�nní bodové podprostory jsou rovnobì¾né, jestli¾e zamìøení jednoho z ni
h je

souèástí (podprostorem) zamìøení druhého z ni
h. Napøíklad dvì rovnobì¾né pøímky

mají spoleèný smìrový vektor, dvì rovnobì¾né roviny mají spoleèné zamìøení a nebo

smìrový vektor pøímky rovnobì¾né s rovinou patøí do zamìøení této roviny.

U rovnobì¾ný
h podprostorù AhSSAk rozli¹ujeme, zda je jeji
h prùnik prázdná èi

neprázdná mno¾ina:

1) h � k

Ah 9Ak � g � nebo Ah � Ak �

TOTO®NÉ

2) h � k

Ah 9Ak � g � nebo Ah bb Ak �

INCIDENTNÍ

Na¹ím 
ílem je formulovat obe
ný postup (algoritmus) urèení rovnobì¾ný
h pod-

prostorù (viz vìta 38). Pøi identi�ka
i toho, zda mají dva rovnobì¾né podprostory

A

B

B-A

u

v

w

A
k

A
h

B �A ~> Vk

B-A
A

U

V

W

A
k

A
h

B �A > Vk

Obrázek 67: AhYAk jsou in
identní � B �A > Vk
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Ah � �A,Vh�, Ak � �B,Vk� prázdný èi neprázdný prùnik, tj. pøi rozli¹ení mezi nein-


identními a in
identními rovnobì¾nými podprostory, hraje významnou roli vektor

B �A. Z Obr. 67 je patrné, ¾e dva rovnobì¾né podprostory AhYAk, kde h � k, jsou

in
identní právì tehdy, kdy¾ B �A > Vk.

Poznámka. Mají-li in
identní podprostory stejnou dimenzi, nazýváme je toto¾né

nebo splývají
í podprostory.

Vìta 38 (Rovnobì¾nost a in
iden
e). Dva a�nní bodové podprostory, dané para-

metri
ky rovni
emi

Ah � X � A �

h

Q

i�1

tiÑui, Ak � Y � B �

k

Q

j�1

rjÑvj, h B k,

jsou rovnobì¾né, právì kdy¾ vektory
Ñui nále¾í do podprostoru �

Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� , tj.

Ñui > �Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� , i � 1, 2, . . . , h.

Jsou in
identní, jestli¾e souèasnì do tohoto podprostoru patøí i vektor B �A, tj.

B �A > �
Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk� .

PØÍKLAD 15.3. Vy¹etøete vzájemnou polohu pøímky p a roviny ρ �

a� p � x1 � 1 � t

x2 � 1 � 3t

x3 � �2,

ρ � x1 � 2 � r � 3s

x2 � 3 � 2r � s

x3 � 1 � r � 2s,

b� p � x1 � 1 � t

x2 � 4 � 3t

x3 � �3 � 4t,

ρ � x1 � 3 � r � 3s

x2 � 3 � 2r � s

x3 � �r � 2s.

PØÍKLAD 15.4. Rozhodnìte o vzájemné poloze rovin ρ � x � y � 2z � 7 � 0, σ �

x � y � 2z � 5 � 0.

V pøípadì dvou rovin (obe
nì nadrovin) snadno rozhodneme o jeji
h rovnobì¾nosti,

pøípadnì toto¾nosti, porovnáním jeji
h obe
ný
h (neparametri
ký
h) rovni
:

a1x1 � a2x2 � ... � anxn � a0 � 0

ka1x1 � ka2x2 � ... � kanxn � b0 � 0

a1x1 � a2x2 � ... � anxn � a0 � 0

ka1x1 � ka2x2 � ... � kanxn � ka0 � 0
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15.2 Spojení podprostorù

Dùle¾itou roli v dal¹ím rozboru vzájemný
h poloh a�nní
h bodový
h podprostorù

bude hrát pojem spojení podprostorù, který budeme pou¾ívat v souvislosti s vekto-

rovými i bodovými podprostory. Zjednodu¹enì mù¾eme øí
i, ¾e spojením dvou pod-

prostorù rozumíme þnejmen¹íÿ podprostor, který obsahuje tyto dva podprostory.

Napøíklad spojením dvou vektorový
h podprostorù U � �
Ñu�, V � �

Ñv� je vektorový

podprostor W � �
Ñu, Ñv�. Znaèíme

W � U
�

V.

Spojením dvou bodový
h podprostorù P � �A, Ña�,Q � �B,Ñb� je potom a�nní

bodový podprostor R � �A, Ña,Ñb,B �A�. Znaèíme

R � P
�

Q.

De�ni
e 37 (Spojení dvou vektorový
h podprostorù). Spojením dvou vektorový
h

podprostorù Vh � �
Ñu1, Ñu2, . . . , Ñuh�, Vk � �

Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvk� vektorového prostoru Vn rozu-

míme jeho podprostor Vs bb Vn, pro který platí

Vs � �Ñu1, Ñu2, . . . , Ñuh, Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvk�.

Zapisujeme

Vs � Vh�Vk.

Vìta 39 (O dimenzi spojení a prùniku.). Ne
h» Vh, Vk jsou podprostory vektorového

prostoru Vn. Potom:

dim �Vh�Vk� � dim �Vh 9 Vk� � dimVh � dimVk.

Poznámka. Pøi zkoumání vzájemný
h poloh bodový
h podprostorù vý¹e uvedený

vztah nahradíme struènìj¹ím zápisem

s � p � h � k,

kde h � dimVh, k � dimVk, p � dim �Vh 9 Vk� a s � dim �Vh�Vk�.

PØÍKLAD 15.5. Urèete dimenzi podprostoru W1 9W2 bb R4, jestli¾e

W1 � ��1, 0, 2,�3�, �3, 2, 1,�5�, ��1, 2, 1,�2��, W2 � ���3, 0, 2, 0��.

De�ni
e 38 (Spojení bodový
h podprostorù). Spojením dvou a�nní
h bodový
h

podprostorù Ah � �A, Ñu1, Ñu2, . . . , Ñuh� Ak � �B, Ñv1, Ñv2, . . . , Ñvk� prostoru An rozumíme

takový jeho podprostor Ag, pro který platí

Ag � �A;Vg� ,

kde Vg � �Ñu1, Ñu2, ..., Ñuh, Ñv1, Ñv2, ..., Ñvk,B �A� . Zapisujeme

Ag � Ah�Ak.
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PØÍKLAD 15.6. Urèete, jaký podprostor prostoru A3 vznikne spojením dvou mi-

mobì¾ný
h pøímek.

PØÍKLAD 15.7. Urèete, jaký podprostor prostoru A3 vznikne spojením roviny A2

a pøímky A1 s ní rovnobì¾né.

Poznámka. Z de�ni
e 38 vyplývá, jaký je vztah mezi dimenzí g spojení dvou a�n-

ní
h bodový
h podprostorù a dimenzí s spojení jeji
h zamìøení:

Ah 9Ak � g � g � s � 1 �B �A ~> Vs�

Ah 9Ak x g � g � s �B �A > Vs�

PØÍKLAD 15.8. Urèete dimenzi spojení rovin

�A; Ñt, Ñu� , �B; Ñv, Ñw� � A � �3, 2,�1, 0�,
Ñt � �2,�1, 3, 1�, Ñu � �0,�1, 3,�2�, B � �4, 2, 0, 0�, Ñv � ��2,�2, 0, 5�, Ñw � ��2,�1, 0, 1�.

15.3 Rùznobì¾né a mimobì¾né podprostory

Rùznobì¾né prostory

A

B

B-A

A
h

A
k

w

u

v

A
B

B-A

A
hA

k

v
u

Je zøejmé, ¾e B �A ~> Vk, B �A ~> Vh, ale v obou pøípade
h platí:

B �A > Vh�Vk.

Mimobì¾né prostory

A

B

B-A

u

v

Je zøejmé, ¾e tentokrát platí: B �A ~> Vk, B �A ~> Vh, a zároveò:

B �A ~> Vh�Vk.
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Vìta 40 (Prùnik a�nní
h bodový
h podprostorù). Dva a�nní bodové podprostory

Ah � �A;Vh� , Ak � �B;Vk� prostoru An mají spoleèný aspoò jeden bod, právì kdy¾

pro vektor B �A platí:

B �A > Vs,

kde Vs � Vh�Vk.

PØÍKLAD 15.9. Urèete souøadni
e prùseèíku pøímky p s rovinou ρ �

p � �A; Ñu�; A � �1, 2, 1�, Ñu � �1, 1, 2�;

ρ � �B; Ñv, Ñw�; B � �2, 1,�2�, Ñv � �0, 2,�1�, Ñw � �3,�1, 2�.

���1, 0,�3��

PØÍKLAD 15.10. V a�nním prostoru A4 urèete vzájemnou polohu roviny ρ �

�A; Ñu1, Ñu2� a nadroviny A3 � �B; Ñv1, Ñv2, Ñv3� � A � �3, 3,�1, 3�, Ñu1 � �0, 1, 1, 1�, Ñu2 �

�1,�2,�1, 0�, B � �1, 4,�6, 2�, Ñv1 � �1,�1, 0, 1�, Ñv2 � �0, 0, 2,�1�, Ñv3 � �1, 0, 3, 1�.

15.4 Klasi�ka
e vzájemný
h poloh dvou bodový
h podpro-

storù

Budeme zkoumat, jaké vzájemné polohy mohou zaujmout dva dané bodové pod-

prostory Ah,Ak a�nního bodového prostoru An. Napøíklad, jaké vzájemné polohy

mohou mít dvì roviny v prostoru A4. Najdeme odpovìï i na otázku, zda mohou být

v nìjakém prostoru dvì roviny mimobì¾né.

Pou¾ijeme toto znaèení:

Ah � �A;Vh� , Ak � �B;Vk� , h B k B n,

Vs � Vh�Vk, Vp � Vh 9 Vk, Ag � Ah�Ak.

Pou¾ijeme tyto vztahy:

h � k � s � p, n C g, g � s nebo g � s � 1.

Zajímá nás vztah mezi n a k

Poznámka. Dùle¾itou roli pøi klasi�ka
i vzájemný
h poloh bodový
h podprostorù

hraje roli dimenze p prùniku jeji
h zamìøení, která poukazuje na spoleèné smìry

tì
hto zamìøení. Hodnoty p mohou být v rozsahu od 0 do h (pokud h � k).

Jaký
h hodnot nabývá dimenze r prùniku bodový
h podprostorù?

Ar � Ah 9Ak
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Dimenze prùniku bodový
h podprostorù r nemusí být v¾dy stejná jako dimenze

prùniku jeji
h zamìøení p.

Pokud jsou bodové podprostory Ah, Ak in
identní, tj. Ah bb Ak (nebo naopak

Ak bb Ah), nebo jsou Ah, Ak rùznobì¾né, potom je dimenze jeji
h prùniku Ah 9Ak

stejná jako dimenze prùniku jeji
h zamìøení Vh 9 Vk, tj. r � p.

r � p � 1
r � p � 0

Ar � g, p � 1

PØÍKLAD 15.11. Urèete v¹e
hny mo¾nosti vzájemné polohy pøímky a roviny

Øe¹ení: viz [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù,

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 45.

PØÍKLAD 15.12. Urèete v¹e
hny mo¾nosti vzájemné polohy dvou rovin Ah, Ak;

h � k � 2.

Øe¹ení: viz [1℄ PECH, P. (2004) Analyti
ká geometrie lineární
h útvarù,

http://www.pf.j
u.
z/stru/katedry/m/knihy/Analyti
ka.pdf, str. 46.

15.5 Dal¹í pøíklady na vzájemné polohy a�nní
h bodový
h podprostorù

PØÍKLAD 15.13. V a�nním prostoru A4 urèete vzájemnou polohu rovin ρ �

�A; Ñt, Ñu� , σ � �B; Ñv, Ñw� � A � �4, 2, 2, 2�, Ñt � �1, 0, 0,�1�, Ñu � �1, 0, 3, 2�, B � ��2,�2, 2, 0�,

Ñv � ��1, 0, 5, 0�, Ñw � �2, 2, 1, 0�.

PØÍKLAD 15.14. Urèete vzájemnou polohu pøímky p a roviny ρ v A3 �

p � x � 2 � 4t, y � �1 � t, z � 2 � t; t > R,

ρ � 4x � y � z � 13 � 0.

PØÍKLAD 15.15. Rozhodnìte, jakou vzájemnou polohu mají roviny ρ, σ v A3 �

ρ � 2x � 5y � 6z � 4 � 0, σ � 3y � 3z � 6 � 0.

PØÍKLAD 15.16. Napi¹te parametri
ké rovni
e pøímky p, která je prùseèni
í rovin

ρ � 5x � y � 2z � 29 � 0, σ � 3x � y � z � 10 � 0.

PØÍKLAD 15.17. V A4 urèete podprostor urèený nadrovinami:

x1 � 2x2 � x3 � x4 � 1 � 0,

2x1 � x3 � x4 � 5 � 0,

x2 � x3 � x4 � 2 � 0.
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16 Pøíèky mimobì¾ný
h podprostorù

Pøíèkou mimobì¾ný
h podprostorù Ah, Ak prostoru An rozumíme pøímku p, která je

s ka¾dým z podprostorù Ah, Ak rùznobì¾ná, tj. má s ka¾dým z ni
h spoleèný bod.

PØÍKLAD 16.1. Urèete pøíèku mimobì¾ek �A; Ñu�, �B; Ñv� pro
házejí
í bodem M.

Urèete prùseèíky pøíèky p s danými mimobì¾kami;

A � �3,�1, 4�, Ñu � �1,�1, 2�, B � ��1, 2,�2�, Ñv � �2, 0, 1�, M � �1, 3,�2�.

Øe¹ení: K øe¹ení úlohy mù¾eme pøistoupit dvìma zpùsoby:

1) X �M � k�Y �M�; X > �A; Ñu�, Y > �B; Ñv�,

X

Y

M

p

2) B � tÑv �M � rÑu � s�M �A�

A

B

Y

M

M-A

u

v

PØÍKLAD 16.2. Urèete pøíèku mimobì¾ek p � �A; Ñu�, q � �B; Ñv� tak, aby mìla

smìr
Ñw;

A � ��1, 1,�5�, Ñu � �1, 1, 2�, B � �1,�2, 3�, Ñv � �1, 3,�1�, Ñw � �1,�2, 3�.

Øe¹ení:

Y �X � k Ñw

B � rÑv �A � tÑu � k Ñw
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17 Eukleidovský bodový prostor

Eukleidovským bodovým prostorem rozumíme a�nní bodový prostor, na jeho¾ za-

mìøení je de�nován skalární souèin. Víme, ¾e pomo
í skalárního souèinu jsou de-

�novány pojmy norma vektoru a od
hylka vektorù. Ty nyní vyu¾ijeme k zavedení

pojmù vzdálenost bodù, vzdálenost podprostorù, od
hylka podprostorù. Vektorový a

vnìj¹í souèin potom ji¾ známým zpùsobem (viz str. 108{119) vyu¾ijeme k výpoètu

obsahù a objemù a zavedeme si nový pojem objem simplexu.

17.1 Vzdálenost dvou bodù

De�ni
e 39 (Vzdálenost bodù). Vzdálenost dvou bodù A,B v eukleidovském bodo-

vém prostoru En je rovna normì jimi urèeného vektoru B �A. Zapisujeme

SABS � SB �AS �
»

�B �A�2.

Vzdálenost bodù v En má následují
í vlastnosti:

1) SABS � SBAS,

2) SABS C 0, SABS � 0 právì kdy¾ A � B,

3) SABS � SBC S C SAC S (Trojúhelníková nerovnost),

kde A,B,C > En.

Z výhodnosti ortonormální báze pro výpoèet skalárního souèinu zmínìné na str. 82

vyplývá její výhodnost i pro výpoèet vzdálenosti dvou bodù. V eukleidovském pro-

storu tak vzdálenost dvou bodù A � �a1, a2, ..., an�, B � �b1, b2, ..., bn�, jeji
h¾ sou-

øadni
e jsou dány vzhledem ke kartézské soustavì souøadni
 (viz Def. 29, str. 133),

poèítáme dle vztahu

SABS �
»

�a1 � b1�2 � �a2 � b2�2 � ... � �an � bn�2,

bez ohledu na de�ni
i pou¾itého skalárního souèinu.

17.2 Vzdálenost bodu od pøímky v rovinì

Zajímá nás výpoèet vzdálenosti bodu A od pøímky p dané obe
nou rovni
í. Uva-

¾ujme situa
i dle Obr. 68. Je zøejmé, ¾e vzdálenost v�A,p� bodu A od pøímky p je

rovna velikosti kolmého prùmìtu vektoru A �Q do smìru normálového vektoru
Ñn,

pøitom smìr
Ñn je na obrázku naznaèen normálovou pøímkou n pro
házejí
í bodem

Q kolmo na p. Dle (52) tak pro v�A,p� platí

v�A,p� �
S�A �Q� � ÑnS

S
ÑnS

. (166)
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Obrázek 68: Vzdálenost bodu A od pøímky p.

Po roznásobení èitatele v (167) a jeho následné drobné úpravì dostaneme následují
í

vztah známý ze støedo¹kolské matematiky

v�A,p� �
Saa1 � ba2 � cS
º

a2 � b2
, (167)

kde a1, a2 jsou souøadni
e bodu A a ax � by � c � 0 je obe
ná rovni
e pøímky p.

17.3 Vzdálenost bodu od roviny

Vzdálenost SAρS bodu A od roviny

ρ je rovna vzdálenosti bodu A od

jeho kolmého prùmìtu A�

do ro-

viny ρ, tj.

SAρS � SAA�

S.

Pro vzdálenost bodu A od roviny ρ, urèené bodem Q a normálovým vektorem
Ñn,

potom platí:

SAρS �
S�A �Q� � ÑnS

S
ÑnS

(168)

PØÍKLAD 17.1. Urèete vzdálenost bodu A � �3, 6, 1� od roviny x�10y�7z�78 � 0.

Poznámka. Pravou stranu vztahu (168) pro SAρSmù¾eme interpretovat jako velikost

kolmého prùmìtu vektoru A �Q do smìru vektoru
Ñn.

Stejný vztah jako (168) platí i pro vzdálenost bodu A od nadroviny En�1 urèené

bodem Q a normálovým vektorem
Ñn �

SAEn�1S �
S�A �Q� � ÑnS

S
ÑnS

(169)
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Obe
ná rovni
e roviny v E3/nadroviny v En

Vztah (168) nás mù¾e inspirovat k odvození dal¹ího zpùsobu zápisu a výpoètu

obe
né (neparametri
ké) rovni
e roviny (nadroviny). Staèí, kdy¾ si uvìdomíme, ¾e

právì jenom pro body X roviny ρ platí, ¾e jeji
h vzdálenost od této roviny je rovna

nule, tj.

SXρS �
S�X �Q� � ÑnS

S
ÑnS

� 0.

Potom obe
nou (neparametri
kou) rovni
i roviny v E3 mù¾eme zapsat vztahem

�X �Q� � Ñn � 0, (170)

kde Q je bod roviny,
Ñn je normálový vektor roviny a X � �x1, x2, x3� je obe
ný bod

roviny.

PØÍKLAD 17.2. Napi¹te rovni
i roviny, která je urèená body A � �1,�2, 3�, B �

��4, 5, 6�, C � �7, 8,�9�.

Øe¹ení: De�nujeme vektory
Ñu � B � A � ��5, 7, 3�, Ñv � C � A � �6, 10,�12� a vy-

poèítáme normálový vektor
Ñn dané roviny jako jeji
h vektorový souèin

Ñn �
Ñu � Ñv �

�57, 21, 46�. Potom obe
nou rovni
i roviny ABC zapí¹eme dle (170) ve tvaru

��x, y, z� � �1,�2, 3�� � �57, 21, 46� � 0,

odkud po úpravì levé strany dostaneme rovni
i v algebrai
kém tvaru

57x � 21y � 46z � 153 � 0.

Poznámka. Dáme-li dohromady vztahy (168) a (170), dostaneme následují
í vzo-

reèek pro výpoèet vzdálenosti bodu A � �a1, a2, a3� od roviny ρ � ax � by � cz � d � 0,

dobøe známý ze støední ¹koly:

SAρS �
Saa1 � ba2 � ca3 � dS

º

a2 � b2 � c2
(171)

Stejným vztahem jako (170) zapí¹eme i obe
nou (neparametri
kou) rovni
i nadro-

viny, kde Q je potom bod nadroviny,
Ñn je vektor kolmý na nadrovinu (

Ñn > V �

n�1) a

X � �x1, x2, ..., xn� je obe
ný bod nadroviny.

17.4 Vzdálenost bodu od podprostoru

Vzdálenost bodu A od bodového podprostoru Ek je rovna vzdálenosti bodu A od

jeho kolmého prùmìtu A�

do tohoto podprostoru.

PØÍKLAD 17.3. V eukleidovském prostoru E3 urèete vzdálenost bodu A � �7, 9, 7�

od pøímky p � x � 2 � 4t, y � 1 � 3t, z � 2t; t > R.
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Obrázek 69: Jaká je vzdálenost bodu A od pøímky p?

Øe¹ení: Viz Obr. 69. Pata kolmi
e spu¹tìné z bodu A na pøímku p, bod A�

�

�a�
1
, a�

2
, a�

3
�, nále¾í pøím
e p, proto musí existovat hodnota parametru t > R taková,

¾e pro její souøadni
e platí vztahy a�
1
� 2 � 4t, a�

2
� 1 � 3t, a�

3
� 2t. Zároveò musí být

vektor A�

�A kolmý k smìrovému vektoru
Ñu � �4, 3, 2� pøímky p, tj. musí být splnìna

rovni
e

�A�

�A� � Ñu � 0.

Po dosazení za A�

dostaneme

��2 � 4t, 1 � 3t, 2t� � �7, 9, 7�� � �4, 3, 2� � 0,

tj.

��5 � 4t,�8 � 3t,�7 � 2t� � �4, 3, 2� � 0.

Odtud po výpoètu skalárního souèinu a zjednodu¹ení dostáváme lineární rovni
i

29t � 58 � 0,

jejím¾ øe¹ením je t � 2. Bod A�

má potom souøadni
e A�

� �10, 7, 4� a jeho vzdálenost

od A je rovna

SAA�

S �

»

32 � ��2�2 � ��3�2 �
º

22.

To je také údaj o vzdálenosti bodu A od pøímky p.

Poznámka. Pro øe¹ení pøíkladu 17.3 mù¾eme pou¾ít také následují
í vzore
 pro

výpoèet vzdálenosti bodu A od pøímky p �X � Q � tÑu; t > R v prostoru E3 �

SApS �
S�Q �A� � ÑuS

S
ÑuS

. (172)

Pokuste se tento vzore
 odvodit.
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PØÍKLAD 17.4. V eukleidovském prostoru E4 je dán bod B � �7, 6, 11, 0� a rovina

ω � X � M � kÑu � lÑv, kde M � �1, 1, 1, 1�, Ñu � �3, 2, 1, 2�, Ñv � �1, 0, 3, 0�. Napi¹te

vektorovou rovni
i kolmi
e spu¹tìné z bodu B na rovinu ω a urèete její prùseèík B�

s rovinou ω. Urèete vzdálenost bodu B od roviny ω.

17.5 Vzdálenost dvou mimobì¾ek v E3

PØÍKLAD 17.5. Urèete vzdálenost dvou mimobì¾ek p, q v E3 � p �X � A � tÑu,A �

��2,�3, 2�, Ñu � �4, 2,�1�, p �X � B � tÑv,B � �1, 6, 2�, Ñv � �0, 1,�1�.

Øe¹ení: Viz Obr. 70. Vzdálenost v � SpqS dvou mimobì¾ek p, q je rovna dél
e jeji
h

Obrázek 70: Vzdálenost dvou mimobì¾ek p, q je rovna dél
e jeji
h nejkrat¹í pøíèky PQ, která je kolmá

k obìma pøímkám.

nejkrat¹í pøíèky PQ, která je kolmá k obìma pøímkám, tj. má smìr vektoru
Ñw �

Ñu�Ñv.

Vzdálenost v tak spoèítáme jako velikost kolmého prùmìtu vektoru

��

AB (pøípadnì

úseèky AB) do smìru vektoru
Ñu � Ñv �

SpqS �
S�A �B� � �Ñu � Ñv�S

S
Ñu � ÑvS

. (173)

Pro zadané údaje tak dostáváme hodnotu SpqS �
S�3, 9, 0� � ��1, 4, 4�S
»

��1�2 � 42 � 42
�

º

33.

17.6 Vzdálenost dvou podprostorù v En

Pro ka¾dé dva podprostoryEr, Es eukleidovského prostoruEn, které nemají spoleèný

bod urèitì existují body A�

> Er a A��

> Es takové, ¾e pøímka A�A��

je kolmá k obìma
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podprostorùm. Vzdáleností podprostorù Er, Es potom rozumíme vzdálenosti tì
hto

bodù A�,A��.

PØÍKLAD 17.6. V eukleidovském prostoru E4 urèete vzdálenost rovin ω, ρ � ω �

X � �3, 5,�2,�3� � k�2, 0,�1,�1� � l�0, 4,�2,�3�, ρ � X � �1, 5,�6, 8� � k�2, 1, 2, 0� �

l�0,�1, 1, 1�.

Poznámka. Øe¹íme stejnì jako pøíklad 17.3.

174



17.7 Vzdálenost dvou rovnobì¾ný
h rovin

PØÍKLAD 17.7. Urèete vzdálenost dvou rovnobì¾ný
h rovin ρ � 2x�3y�6z�14 � 0,

σ � 2x � 3y � 6z � 35 � 0.

Øe¹ení: Vzdálenost dvou rovnobì¾ný
h rovin je rovna vzdálenosti libovolného bodu

jedné z ni
h, uva¾ujme napøíklad bod K � �k1, k2, k3� > ρ, od té druhé z ni
h, tj.

v na¹em pøípadì od σ. Uva¾ujme nejprve obe
né rovni
e pøíslu¹ný
h rovin v obe
ném

tvaru ρ � ax�by�cz�d � 0, σ � ax�by�cz�e � 0 (Jsou-li roviny rovnobì¾né, koe�
ienty

u první
h tøí èlenù obou rovni
 se shodují, nebo se li¹í o násobek nìjakým nenulovým

èíslem k. V takovém pøípadì staèí pøíslu¹nou rovni
i tímto k vydìlit a bude platit

první varianta, ¾e koe�
ienty u první
h tøí èlenù se shodují.). Podle vztahu (171)

platí

SKσS �
Sak1 � bk2 � ck3 � eS

º

a2 � b2 � c2
. (174)

Proto¾e bod K nále¾í rovinì ρ, musí jeho souøadni
e splòovat rovni
i této roviny,

tj. platí ak1 � bk2 � ck3 � d � 0. Odtud vyjádøíme ak1 � bk2 � ck3 � �d a dosadíme do

(174), dostaneme vztah pro výpoèet vzdálenosti SρσS dvou rovnobì¾ný
h rovin ρ, σ,

daný
h obe
nými rovni
emi ρ � ax � by � cz � d � 0, σ � ax � by � cz � e � 0:

SρσS �
Sd � eS

º

a2 � b2 � c2
.

Pokud je

º

a2 � b2 � c2 � 1, uvedený vztah se zjednodu¹í na pìkný tvar:

SρσS � Sd � eS.

Poznámka. Vzdálenost dvou rovnobì¾ný
h podprostorù prostoru En. Jsou-li Er, Es

dva rovnobì¾né podprostory v En, a platí-li r C s, pak je vzdálenost obou rovno-

bì¾ný
h podprostorù rovna vzdálenosti libovolného bodu X > Es od podprostoru

Er. Jako pøíklad mù¾eme uva¾ovat vzdálenost pøímky rovnobì¾né s rovinou od této

roviny.
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18 Od
hylka podprostorù

18.1 Od
hylka dvou pøímek

Pro urèení od
hylky dvou pøímek vyu¾íváme od
hylku jeji
h smìrový
h vektorù.

Ji¾ víme, ¾e hodnoty tì
hto dvou od
hylek se mohou li¹it (v tom pøípadì je jeji
h

souètem 180X). Pro jeji
h výpoèty pou¾íváme následují
í vztahy.

Od
hylka dvou vektorù
Ñu, Ñv

cosϕ �

Ñu � Ñv

S
ÑuSSÑvS

Od
hylka dvou pøímek (rùznobì¾ek, mimobì¾ek) se smìrovými vektory

Ñu, Ñv

cosϕ �

S
Ñu � ÑvS

S
ÑuSSÑvS

PØÍKLAD 18.1. Urèete od
hylku dvou pøímek p, q � p � X � A�tÑu; A � �1, 3,�1�, Ñu �

�1, 1, 2�, q � X � B � sÑv; B � �1, 1, 0�, Ñv � �3,�2, 1�.

18.2 Od
hylka pøímky od roviny v E3

Od
hylkou pøímky p od roviny ρ rozumíme od
hylku ϕ pøímky p od jejího kolmého

prùmìtu p� do roviny ρ. Úhel ψ pøedstavuje od
hylku pøímky p od smìru normály

roviny ρ. Potom platí ϕ �

π

2
� ψ a tak ze vztahu pro výpoèet od
hylky pøímky p a

normály roviny ρ

cosψ � cos �
π

2
� ϕ� �

S
Ñu � ÑnS

S
ÑuSSÑnS
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získáme vztah pro výpoèet od
hylky pøímky a roviny

sinϕ �

S
Ñu � ÑnS

S
ÑuSSÑnS

,

kde
Ñu je smìrový vektor pøímky p a

Ñn je normálový vektor roviny ρ.

PØÍKLAD 18.2. Urèete od
hylku pøímky AB od roviny ρ � A � �2, 3,�1�, B �

�3, 7, 4�, ρ � 2x � 3y � z � 4 � 0.

18.3 Od
hylka dvou rovin v E3

Od
hylkou dvou rovin (nadrovin) v E3 (En) rozumíme od
hylku jeji
h normálový
h

pøímek (ortogonální
h doplòkù).

cosϕ �

S
Ñnρ � ÑnσS

S
ÑnρSSÑnσS

(175)

Uva¾ujme roviny ρ � �A; Ñu, Ñv�, σ � �B; Ñw, Ñz�. Potom pro výpoèet jeji
h od
hylky ϕ

mù¾eme modi�kovat vzore
 (175) na tvar:

cosϕ �

S�
Ñu � Ñv� � � Ñw �

Ñz�S

S
Ñu � ÑvSS Ñw �

ÑzS

PØÍKLAD 18.3. V prostoru E3 urèete od
hylku ϕ daný
h podprostorù E�

2
, E��

2
:

E�

2
� �A, Ñu, Ñv�; A � �1, 0, 0�, Ñu � �1, 1, 2�, Ñv � �3, 1, 1�, E��

2
� x � 2y � 1 � 0.

PØÍKLAD 18.4. V eukleidovském prostoru E5 urèete od
hylku nadrovin ω, ρ �

ω � x1 � x2 � x3 � 6x4 � 5x5 � 3 � 0, ρ � �x2 � x3 � x4 � x5 � 7 � 0.
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