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Uvod

Na zékladnich a stifednich skolach se pouziva synteticky pristup ke shodnym
zobrazenim — zaci se uci o zakladnich vlastnostech shodnych zobrazeni a fesi kon-
strukéni tlohy na shodna zobrazeni. Bohuzel nezbyva cas na analyticky pristup
ke shodnym zobrazenim, pfestoze z hodin analytické geometrie (a jinych oblasti
matematiky) je vybudovan pevny zaklad pro tento pfistup.

Tato prace vyuziva znalosti, které zaci ziskaji v priubéhu stfedoskolského stu-
dia, a snazi se je prohloubit. Propojuje hned nékolik témat, ktera se probiraji
v hodinédch matematiky — analytickou geometrii, shodna zobrazeni, feseni sou-
stav linearnich rovnic, funkce atd. Prvni ¢ast prace je zamérena na porozumeéni
analytickému pristupu ke shodnym zobrazenim — postupné je zde vybudovana
teorie odvozenim ze znalosti, které zak ziskal na hodinadch matematiky. Druha
cast prace je zamérena na fesené priklady a tlohy na procviceni, které usnadnuji
zékovi pochopeni uciva a které vyuzivaji moznosti webového prostiedi, jako jsou
napt. hypertextové odkazy na souvisejici teorii, nazorné obrazky.

Prace ve formé webové stranky bude umisténa na portalu stfedoskolské ma-
tematiky — webové strance slouzici jako interaktivni vyukova pomitcka pro zaky
stfednich skol i ucitele. Lze ji nalézt na adrese http://msekce.karlin.mff.
cuni.cz/ tptackova/dp-analyticka_zobrazeni/vzor/7page=title.

Papirova verze prace se od webovych stranek lisi hned v nékolika ohledech.
Chybi dynamické prvky jako applety a hypertextové odkazy. Déle chybi symboly
pro odkryvani a skryvani textu, které jsou hojné na strankach pouzivany v pripadé
rozsitujiciho uciva. Tisténa verze prace je rovnéz ochuzena o tii obrazky, které
z technickych divodia nebylo mozné vlozit na stranku.

O praci

Se shodnymi zobrazenimi se ¢asto setkavame, jsou vsude kolem nas. P¥ipomen-
me si, ze mezi shodna zobrazeni fadime identitu, osovou a stfedovou soumeérnost,
posunuti a otoceni. Vlastnosti téchto zobrazeni pouzivame ve Skole prevazné
v nékterych konstrukénich tlohach.

V pribéhu stfedni skoly jsme zacali zkoumat geometrické objekty analytickou
metodou. Naucili jsme se popsat pomoci bodt a vektorii piimku, polopifimku,
usecku i rovinu a vyjadrit je rovnicemi. Napadlo vas nékdy, jestli bychom nemohli
analyticky pristupovat i ke shodnym zobrazenim?

Tim se pravé budeme zabyvat v této praci, pokusime se popsat shodné zo-
brazeni v roviné pomoci rovnic, budeme zkoumat jejich vlastnosti a zkusime si
vyresit rtizné priklady. V celé praci budeme pracovat v kartézské soustavé sourad-
nic, jak jsme zvykli ze skoly.

Miize se nam zdat zvlastni a mozna i zbytecné snazit se pouzivat analyticky
pristup ke geometrii. Pravdou je, ze v nasi zemi se ve skole setkavame pfevazneé se
syntetickym pfistupem ke geometrii. V nékterych zemich (napt. Anglie, USA) ale
prevlada analyticky pristup ke geometrii a zaci tak mohou mit problém si tlohu
predstavit. Oba dva pristupy jsou v nécem dulezité, proto se prostiednictvim
této prace budeme snazit oba pristupy propojit a pomoci tak rozvinout nasi
predstavivost a nase matematické znalosti.


http://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~tptackova/dp-analyticka_zobrazeni/vzor/?page=title
http://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~tptackova/dp-analyticka_zobrazeni/vzor/?page=title

Predpoklady

V préaci se budeme opirat o zakladni znalosti z analytické geometrie, nebudeme
vysvétlovat pojmy, které se vyucuji v analytické geometrii na stiednich skolach.
Pokud jsme se s pojmem analytické geometrie jesté nesetkali, diirazné doporucuji
prostudovat naptiklad tyto stranky: Portal stfedoskolské geometrie — analyticka
geometrie.

Dale je dobré znat soustavy linedrnich rovnic a umét je fesit, goniometrické
funkce sinus a kosinus a shodna zobrazeni na drovni, na které se probiraji na
stfednich skolach.

Ovladani stranek

Na strankach se mtzete setkat s nasledujicimi ovladacimi prvky:
Symbol zobrazeni odpovédi nebo feseni:

2

Po kliknuti na symbol se zobrazi odpovéd na poloZenou otéazku.
Symbol zobrazeni rozsifujiciho uc¢iva nebo napovédy:

*)
Po kliknuti na symbol se zobrazi skryty text, ve kterém je podrobnéji rozebran

dany problém.
Symboly pro krokovani feseni prikladii:

L3O

Reseni daného piikladu se sklada z nékolika krokii, které se budou objevovat
budto postupné (vZdy po kliknuti na prvni symbol), nebo celé najednou (po
kliknuti na druhy symbol). Symbolem poslednim, ktery se objevi az po odkryti
alesponi jednoho kroku feseni, mtzete zakryt vSechny odkryté kroky.

Soucasti téchto stranek jsou applety vytvorené programem GeoGebra. V app-
letech mizete ménit pozice nékterych prvki a sledovat tak, jak se zméni dand
konstrukce. U kazdého appletu naleznete popis prvki, se kterymi mizete pohy-
bovat.



Seznam pouzivanych symboli

X,V
P

P q

XY

[ XY|
LAV B
|/AV B
ABCD...
w

(u1;usg)

fZE2—>E2
fp) =71
[(X)=X'
fog

A B

AT

bod X, Y

pocatek kartézské soustavy soutadnic
primka p, ¢

usecka s krajnimi body X, Y

délka usecky XY, vzdalenost bodi X, Y
tthel s vrcholem V', ramena tvori polopiimky VA a VB
velikost thlu AV B

n-uhelnik s vrcholy A, B, C, D, ...
vektor u

soutadnice vektoru «

velikost vektoru o

soufadnicové vektory ve sméru os z, y
obor celych ¢isel

obor realnych cisel

¢islo a nalezi oboru redlnych ¢isel
euklidovska rovina

vektorovy prostor, mnozina vektoru {(ui;us); uy, us € R}

zobrazeni f

zobrazeni roviny

piimka p’ je obrazem piimky p v zobrazeni f
bod X’ je obrazem bodu X v zobrazeni f
slozené zobrazeni f(g(X))

matice

jednotkova matice

nulova matice

transponovand matice k matici A



1. Zakladni pojmy

1.1 Matice

V préci budeme pouzivat pojem matice. Matice nam poslouzi prevazné k pte-
hlednéj$imu zapisu nékterych soustav rovnic. Pojdme se proto s maticemi sezné-
mit; predstavime si i zdkladni operace, které s nimi lze provadét.

Definice. Mé&jme mnozinu redlnych cisel R a prirozend c¢isla m, n. Matici A typu
m X n nad mnozinou R budeme rozumeét obdélnikové schéma

a1l 12 N AT
a921 929 ... Qop
m1 Am2 ... (m;mp

proki a;; € R, kdei e {1,...,m}, j € {1,...,n}.

Umluva. V préaci budeme pouzivat pro oznaceni typu matice prirozena ¢isla [, m, n
a nebudeme opakované uvadét, ze se jedna o prirozena cisla.

Typ matice urcuje pocet fadkd a pocet sloupcti matice. Matice typu m x n
bude mit m 1adki a n sloupct. Zaroven typ matice urcuje pocet prvkt matice —
matice typu m xn ma m-n prvki. Matice A se téz znadi (a;;), kde i € {1,...,m},
je{l,...,n}.

Umluva. V praci budeme obéas pouzivat oznaceni matice A jako (a;;) a budeme
vynechavat ¢ € {1,...,m}, 7 € {1,...,n}. Typ matice bude vzdy jednoznacény
z kontextu.

Specialni matici je matice E typu m x m. Timto pismenkem se znac¢i matice,
pro jejiz prvky e;; plati: e;; = 1 pro 7 = j, jinak e;; = 0. Matice vypadé takto:

100 ... 0
010 0
E=10 01 0
000 ... 1

Matice E se nazyva jednotkova matice.

Dalsi specialni matice se nazyva nulova matice. Nulova matice typu m X n se
znaci O a pro jeji prvky plati: 0;; = 0. Jedna se tedy o matici, kterd obsahuje
samé nuly.

1.1.1 Operace s maticemi
Sc¢itani matic

Matice A, B, obé typu m X n, s¢itame tzv. po slozkach. Vysledna matice
bude stejného typu a jeji prvky budou odpovidat souc¢tu prvkt matic A, B na
pfislusnych pozicich. Symbolicky mtzeme soucet matic A = (a;;), B = (b))
zapsat jako A+ B = (a;; + b;;).



Zkusme secist nasledujici dvé matice:

1 -2 3 2 21
A_(E) 0 —3)’3_(—1 2 4)'

1 -2 3 2 21
AtB = (5 0 —3)+(—1 2 4):
(142 —242 341
 \b+(-1) 042 -3+4)

(30 4
-~ 421

Nasobeni matice realnym cislem

Ani nasobeni matice realnym ¢islem neni obtizné, musime kazdy prvek matice
vynasobit danym readlnym ¢islem. Chceme-li matici A = (a;;) vynéasobit redlnym
¢islem k, mizeme operaci symbolicky zapsat k- A = (k - a;;). Napiiklad:

12 3
A(4 5 6)’
12 3 3.6 9
3'A_3'<4 5 6)_<12 15 18)'

Nasobeni matic

Dvé matice miizeme vynasobit pouze za urcité podminky. Podminka, ktera
musi byt splnéna, je, ze pocet sloupcti prvni matice se musi rovnat poctu radkt
druhé matice.

Méjme matici A typu m X n a matici B typu n x [, vysledna matice C' = A- B
bude typu m x [. Nasobeni matic definujeme vzorcem:

n

AB:Zazkbk]

k=1

Zkusme si vzorec rozepsat pro prvek cii:

ajy aip ... Qi bll b12 s bll C11 Ci2 ... (1]
az1 G2 ... G2, byy by ... by C21 C2 ... Cy

. = ,
Al Am2 - -« Qg bnl bn2 L bnl Cnl Cm2 .. Cpl

@y - b+ a- by +Fagg b+ .4 an, - by = e

Podle vzorce vezmeme z matice A prvni fadek, z matice B prvni sloupec,
a vynasobime prvni prvek a;; prvniho fadku matice A s prvnim prvkem by
prvniho sloupce matice B, druhy prvek ai5 s druhym by, tieti prvek a;3 s tfetim
bs1, az posledni prvek a;, s poslednim b,,; a vSechny souciny secteme. Cislo, které
ziskame, zapiSeme do vysledné matice C' pravé na pozici cq1.



Pro ziskani prvku ¢;; musime stejnym zptsobem vynésobit i-ty fadek matice

vvvvvv

proto si zkusme spolec¢né vynasobit nasledujici dvé matice krok za krokem:

2 1
A:(é _02 _33),32 —1 2
-1 4
Matice A je typu 2 x 3, matice B je typu 3 x 2. Matice C' = A - B bude typu
2 x 2.
(1—2 3) 21521?)
5 0 -3 1 4 77

O
I

[ N
—_ =
A~ Do
Il
VR N VR
D .
-0 O
S~

\
—
=~

G0 )
(23 i)
6

\
N}
[O\]
N——
s
—
[N

“(5 )

Pomoci nasobeni matic mizeme naptiklad tispornéji zapsat soustavu rovnic.
Soustavu

\
—
=~

= 243y
lo + 2y

W W~

muzZeme zapsat takto:
2 1
(4 3):(:5 y)(g 2)'

Dvé matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a pokud se sobé rovnaji
prvky na stejnych pozicich obou matic. Dame-li do rovnosti odpovidajici si prvky
matice na levé strané rovnosti a matice ziskané vynasobenim dvou matic na pravé
strané rovnosti, dostaneme ptivodni soustavu rovnic.

Néasobeni matic ma jednu pro nas celkem netypickou vlastnost — nemusi byt
komutativni. To je vlastnost, kterd nas nejspis napadne, nebot dvé matice A typu
m X n, B typu n x [ mizeme nasobit pouze v poradi A - B. Nemtzeme nasobit
B - A, nebot neni splnéna podminka o stejném poctu fadkt matice B a sloupcti
matice A. Co kdybychom méli matice A, B, obé typu n x n?

Zkusme si zvolit matice A, B typu n x n a spoc¢téme A- B a B - A. Matice A,

B zvolme takto:
1 2 2 3
a=(5 1) =00 0):

8



Spoc¢téme A - B:

()G (0 0)

Spoctéme B - A:
2 3\ (1 2 11 16
B'A_(zl 1)'(3 4)_(7 12)'

Je vidét, ze A- B # B - A. To je néco, s ¢imz jsme se zatim nejspis v matematice
nesetkali. Dosud platilo, ze a - b = b - a, pro a, b € R. Co to pro nas znamena?
Budeme si muset dat pozor pii vytykani. Pokud budeme mit vyraz A- B+ A-C,
muzeme vytknout matici A zleva: A - (B + C'). Nemtzeme napsat (B + C) - A,
protoze bychom mohli dostat $patny vysledek (nehledé na to, Ze bychom takto
mohli zapsat soucin dvou matic, jejichz soucin viibec neni definovany).

Transponovana matice

Dalsi operace s maticemi je transponovani. Ke kazdé matici A = (a;;) typu
m X n existuje transponovanid matice AT typu m x m, pro jejiz prvky plati:

T . . . ve ; v s vz
a;; = aj;. 'Transponovani matice je operace, pii které zaménime fadky a sloupce
matice. Ilustrujme si operaci transponovani na prikladu:

1 2
A=|3 4 ,ATZG i 2)
5 6

Véta 1. Méjme matici A typu m X n a matici B typu n x l. Pak plati:
(A-B)Y' =B". AT

Nejprve si ovéfime vztah na prikladu. Méjme matice A, B zadané takto:

1 -2 3
A:(5 0 —3)’32

Tyto dvé matice jsme jiz jednou nasobili v ¢asti vénované nasobeni matic, vy-

sledna matice C = A - B je:
1 9
13 =7)°

Po transponovani matice C' dostaneme matici C7:

(b 5)

Na pravé strané rovnosti v uvedené vété mame soucin BT - AT. Transponujme
matice A, B:

2 1
-1 2
1 4



Vypoétéme soucin BT - AT:
(2 -1 _1) AN (1 13)
1 2 4 N -7/
3 _3 9 -7
Ziskali jsme matici C7, rovnost (A - B)T = BT - AT plati.
Pokud bychom chtéli zdivodnit platnost vzorce, staci si rozmyslet, jak funguje
nasobeni matic a jak operace transponovani ovliviiuje matice.

Néasobeni probiha postupné po fadcich matice A typu m xn a sloupcich matice
B typu n x [, vysledna matice je typu m x .

aiy 19 e A1p bll b12 s bll C11 C12 e C1]
a1 Qg ... QA bor by ... by €1 Cp ... Oy
am1 Ap2 ... Qqp bnl bn? . bnl Cm1 Cm2 ... Cpl

Pfi transponovani matic A, B zaménime fadky obou matic za sloupce. Matice
AT je typu n x m a matice BT je typu [ x n. Abychom mohli matice nésobit,
musime zaménit jejich poradi, aby pocet fadkd prvni matice odpovidal poctu
sloupcti druhé matice. Nasobime-li B” - AT ndsobime fadky matice B” se sloupci
matice AT, coZ odpovida nasobeni fadkii matice A se sloupci matice B. Vysledna
matice bude typu [ x m.

bll b21 v bnl

aij; agr ... Qi i1 €1 ... Cpl
bia bay ... by a2 Q2 ... Qym2 Cl2 €2 ... Cp2
bll b2[ . bni A1p Aoy e Amn C1i &) e Cml

V uvedenych rovnostech jsou barevné zvyraznény odpovidajici si sloupce a
radky matic, soucty soucinti zvyraznénych radki a sloupctt v obou rovnostech
jsou zjevné stejné. Plati:

g1 - by + agg - by + agz - by + -+ - + agp - by = cay,
coz je stejné cislo, které dostaneme z druhé rovnosti:
bii - ag1 + by - age + by - agz + -+ + by - a2 = cyy.

Jediny rozdil bude v pozici, kam ¢islo ¢y zapiSeme. Pfi nasobeni A - B bude ¢islo
¢y napsano v druhém fadku a I-tém sloupci, pii nasobeni matic BT - AT bude
¢islo cg napsano v I-tém fadku a v druhém sloupci. Matice A- B je transponovana
matice k matici BT - AT, Vzorec tedy plati.

1.2 Vektorovy prostor
Vektorovy prostor je pojem, se kterym jsme se nejspis jesté nesetkali, pfesto

ho uz zndme z analytické geometrie. Tam jsme se setkali s pojmem vektor (uva-
zujme ted pro jednoduchost pouze vektory v roviné). P¥ipomenime si, Ze vektor je
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mnozina orientovanych tsecek, které maji stejny smér a stejnou velikost. Zaroven
po zvoleni kartézské soustavy soutradnic lze kazdy vektor @ vyjadrit jako uspora-
danou dvojici redlnych ¢isel (uq;us), ¢isla uy,us nazyvame soutadnice vektoru.
S vektory umime provadét nékteré operace. Umime secist dva vektory a umime
vynasobit vektor realnym ¢islem. Snadno se ukaze, ze pro libovolné vektory u, U,
W v roviné a libovolné ¢isla r, s € R plati:

U+7 U+ 1,
(U+0) 4+ = u+ (U4 ),

u+0 = 4,
i+ (—u) = o,

1.4 u,
(r-s)-u = r-(s-u),
(r+s)-4 = r-d+s-,
r-(U+79) = r-d+r-v,

kde vektor —u znac¢i opac¢ny vektor k vektoru « a vektor o je nulovy vektor
o = (0;0). Pod pojmem vektorovy prostor budeme rozumét mnozinu vektoru
R? = {(uy;us); ui,us € R} s operacemi séitani prvkd vektorového prostoru
a nasobeni prvki vektorového prostoru realnym cislem. Pro prvky vektorového
prostoru a uvedené operace plati vSech osm rovnosti uvedenych vyse.

1.3 Vyjadreni souradnic bodu v roviné

Z analytické geometrie vime, ze souc¢tem bodu a vektoru je bod. Tuto vlast-
nost budeme pouzivat pro urceni souradnic bodu v roviné. Vzpomenme si, jak
urc¢ime soutradnice bodu A v roviné, je-li zvolena kartézska soustava soufadnic
s pocatkem P. Bodem A vedeme rovnobézku s osou y, prisecik primky a osy
x nam dava z-ovou souradnici bodu A. Podobné bodem A vedeme rovnobézku
s osou x, prusecik pfimky a osy y ndm dava y-ovou soufadnici bodu A (obr. .

T
y |
4] |
|
'A=[4;3
b — — = 20 ___________ ‘_ —_ [_ _]_ —_
|
|
2. [
|
1 |
. |
|
olP 1 X
1 o 1 2 3 ‘|r4 5
-1 |
i I
|
2 |

Obrazek 1.1: Souradnice bodu
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Pokusme se souradnice bodu A vyjadfit pomoci vektort. Vime, ze bod +
vektor = bod. Body A, P lezi na tseéce AP, ozna¢me v vektor A — P, pak
X=P+t-v,te <0; 1>, je parametrické vyjadieni tisecky AP. Bod A muzeme
vyjadiit jako A = P + ' (viz obr. [L.2).

Obrazek 1.2: Soutadnice bodu analytickou metodou

Vektor ¢ z obrazku muzeme vyjadiit jako soucet vektort (4;0) a (0;3):
U = (4;0) + (0;3). Vektor v muzeme také vyjadfit za pomoci tzv. jednotkovych
vektorit ve sméru os z, y. Jednotkové vektory ve sméru os x, y jsou vektory
€1 = (1;0) a ey = (0;1), ¥ika se jim téz souradnicové vektory. Vyjadieme vektor ¢
pomoci soufadnicovych vektort: ¢ =4-(1;0) +3-(0;1). Bod A lze tedy vyjadiit
zapisem A = P+4-€) + 3 - €. Ze zapisu muzeme ziskat souradnice bodu A, jsou
to ¢isla, kterymi musime vynésobit souradnicové vektory €, €, tedy A = [4; 3].
Tento zptisob vyjadieni soufadnic bodu v roviné budeme pouzivat v nasledujicich
kapitolach.
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2. Shodna zobrazeni

2.1 Shodna zobrazeni

V této kapitole se budeme vénovat analytickému vyjadieni shodnych zobrazeni
v euklidovské roviné FE,, k tomu budeme potiebovat znalost definice shodného
zobrazeni. Pfipomenme si definici shodného zobrazeni.

Umluva. V praci budeme pod pojmem rovina chépat vzdy euklidovskou rovinu

Es.

Definice. Zobrazeni f v roviné nazveme shodné, jestlize pro kazdé dva body X,

Y roviny a jejich obrazy f(X), f(Y) plati | XY | = |f(X)f(Y)].

Jinymi slovy zobrazeni f mtzeme nazvat shodné, jen pokud zachovava vzda-
lenosti bodi. Z definice shodného zobrazeni také piimo plyne, Ze kazdé shodné
zobrazeni je prosté. Kdyby nebylo prosté, znamenalo by to, Ze existuji dva rtizné
body X, Y takové, ze f(X) = f(Y). Pak by ale neplatilo | XY| = [f(X)f(Y)],
nebot | XY #£ 0, ale |f(X)f(Y)| = 0.

Jesté jednou uvedeme vycet shodnych zobrazeni, kterd zndme ze skoly: iden-
tita, osova soumeérnost, stfedova soumeérnost, posunuti a otoceni.

2.2 Analytické vyjadieni shodnych zobrazeni

Pojem analytické vyjadieni geometrického objektu zname z analytické geome-
trie, kde jsme hledali napriklad analytické vyjadieni primky. Vime, ze analytické
vyjadfeni primky méa tvar rovnice, ze které mizeme zjistit souradnice vsech bodi
na piimce. Podobné u analytického vyjadfeni shodnych zobrazeni budeme hledat
rovnici, kterd by nam prozradila, kam se v dané shodnosti f : Fy — FEs zobrazi
libovolny bod v roviné.

Umluva. Obraz bodu X v zobrazeni f budeme znacit f(X) nebo X'.

Snadno ur¢ime analytické vyjadieni shodného zobrazeni identity. Plati, ze
kazdy bod X se zobrazi sdm na sebe, tj. X’ = X. Pro soufadnice vzoru X = [x;y]
a obrazu X' = [2/; /] plati:

Tato jednoducha soustava dvou rovnic je analytickym predpisem identity. V tvo-
du prace jsme se seznamili s pojmem matice. ZapiSeme-li tuto soustavu rovnic
pomoci maticového zapisu, ziskdme rovnici:

10
I .
@ =60 (o 1)
Maticovy zapis zobrazeni byva casto prehlednéjsi nez vyjadieni pomoci sou-

stavy rovnic, proto ho budeme pouzivat, i kdyz u identity to neni moc patrné.
Jak bude vypadat analyticky predpis ostatnich shodnych zobrazeni?
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2.2.1 Odvozeni analytického vyjadifeni shodnych zobra-
zeni

Méjme shodné zobrazeni f v E5 a zvolenou kartézskou soustavu soutadnic.
Zobrazeni f zobrazi bod X € E; nabod f(X) € Fy. Bod X = [z;y] 1ze ve zvolené
kartézské soustavé souradnic vyjadfit jako X = P+ z - €] +y - €;. Obraz f(X)
bodu X popiSeme analyticky: f(X) = f(P+z-€1+y - &).

Zobrazeni f urcCuje, jak se zobrazi body v roviné. Jak se budou zobrazovat vek-
tory? Vektor je definovan jako rozdil bodt a obrazy bodt jsou dany zobrazenim f.
Méme-1i vektor & = D —C, body C, D se zobrazi na f(C'), f(D), pak by se vektor
@ mél zobrazit na vektor f(D)— f(C). Definujme si zobrazeni ¢ : R? — R?| které
bude zobrazovat vektory a bude pro néj platit: p(@) = (D —C) = f(D) — f(C),
prou=D—C.

Zobrazeni ¢ je zobrazeni z vektorového prostoru R? do vektorového prostoru
R2. Z ptedpisu zobrazeni ¢ piimo plyne, %e pro kazdé dva vektory ,v plati
o(U+7) = p()+¢(7), a pro kazdé redlné ¢islo k a vektor @ plati p(k-@) = k-p(i).

Zamysleme se a zkusme odvodit, ze je zobrazeni ¢ dobfe definovano a ze vyse
popsané vztahy pro zobrazeni ¢ plati.

Nejdrive musime ukézat, ze dvé orientované tsecky, které jsou umisténim jed-
noho vektoru, se zobrazi na dvé orientované tsecky, které budou opét umisténim
jednoho vektoru. Zvolme takové shodné orientované tusecky C'D a FE, které
nelezi na jedné piimce, oznacme v = D — C = E — F. Body C, D, E, F jsou
potom vrcholy rovnobéznika C'DEF. Shodné zobrazeni f zobrazi rovnobéznik
na rovnobéznik s nim shodny, obrazy bodia C, D, E, F ur¢i umisténi vektoru
p(u) = f(D) — f(C) = f(E) — f(F). (Shodnost zachovava vzdalenost bodu
i rovnobéznost tsecek.) Zobrazeni ¢ je tedy korektné definovano.

Ukazme, Ze plati (i + ¢) = ¢(@0) + ¢(v). Vyjadfeme si vektor « = D — C' a
vektor ¥ = E — D, vektor @+ 0 = E — C' (viz obr. 2.1)).

Obréazek 2.1: S¢itani vektoru
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Chceme ukazat, ze plati: o(u + ) = (@) + ¢(v). Upravme levou stranu
rovnosti:

p(U+7) = ¢

(
= ¢((E-D)+(D-0)) =
= p(E-C) =
= [(E)— f(O).

Upravme pravou stranu rovnosti:

o) + p(0) = go(D — C) + QO(E — D) =
(f(D) = F(C) + (f(B) - (D))
= (f(B) = f(D)) + (f(D) = f(C))
= f(B) - f(O).

P1i tpravach levé a pravé strany rovnosti jsme pouzili zakon komutativity sc¢itani
a ukézali jsme tak, ze plati p(ud + ¥) = (@) + ¢(7).

Podobné dokazeme i druhy vztah o(k- i) = k- (@), kde k € R. Mé&jme vektor
u=D—C,avektor k-u=FE — C. Vektor F — C' je tedy k-nasobkem vektoru
D—-C,tj. (E-C) =k-(D—C). Zaroven si uvédomme, ze zobrazeni f je shodné,
tj. zachovava vzdélenosti bodt |[EC| = | f(E) f(C)|, tedy i velikost vektoru. Proto
pokud (E —C) = k- (D —C), tak i (f(E) = f(C)) = k- (f(D) — f(C)).

(k) =

2
= ¢
= f
= k
k
k

Zobrazeni ¢ umoziiuje upravit analytické vyjadieni obrazu f(X) bodu X.
Vyuzijeme znamy fakt, ze sou¢tem bodu a vektoru je bod:

fX)=f(P+xz-é1+y-é&)=f(P)+ex- e +y-é)

7 vlastnosti zobrazeni ¢ vime, jak se chova k souctu vektord a k nasobku
vektoru realnym cislem, proto:

f(X) = f(P)+o(x-
= f(P)+p(-
= f(P)+ - ¢

™

1+y.é‘2):
1)+ oy -é) =
1) +y - p(é).

TS

g

Obraz bodu X = P+ z - €; + vy - €3 ziskame tak, Ze urcime obraz pocatku
P a obrazy soutadnicovych vektort €7, €5, tedy obrazy koncovych bodu vektori
€1, € v daném zobrazeni. Podivejme se na nasledujici obrazek. Na obrazku [2.2] je
znazornéna stiedova soumérnost se stfedem v bodé S.
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Obrézek 2.2: Stfedova soumérnost

Z obrazku je vidét, ze ve shodném zobrazeni nemusi byt obrazy bodu (resp. ve-
ktori) totozné se vzory. Bod P se zobrazi na bod f(P) = [b;bs], takovy bod
muzeme vyjadiit jako f(P) = P+ by - €1 + by - &3, tj. za pomoci vektori €7, € a
pocatku P.

Podobné se zamysleme, jak bychom mohli vyjadiit ¢(€]) a ¢(€s). Dané zo-
brazeni ¢ zobrazi vektor €, na vektor ¢(é;) = €, (obr. [2.3).

10Y
A
1 -
X e,
I —
I €1 P\ X
-1 ' 0 — 1
[ €;
|
I -
€5
y'!
_1 g

Obrazek 2.3: Otoceni okolo poc¢atku o orientovany thel +150°

Vektor €] 1ze vyjadiit jako ai; - €1 + ajs - €2, kde aq1, a2 jsou soutfadnice kon-
cového bodu vektoru €} (vyznaceno na obrazku [2.3). Podobné muzeme vyjadrit
i soufadnice vektoru é,:

p(€1) = aj;-€ +agg - €,
(p(é&) = Q91 51 “+ a9 - 52.

Vektor €1 = (1;0) se zobrazi na vektor (aj1;a12) a vektor €, = (0;1) se zobrazi
na vektor (as;; ass).
Vratme se ke vztahu



a zkusme dosadit vyjadieni f(P) a p(€1), p(és):

f(P)—i—:L'-gp(é)—i—g-cp(@):P+bl-€1+b2-é’2+x-(a11-€1+a12-€2)+
+y~(a21~€1+a22-€2).

Pravou stranu vztahu upravme tak, aby byla na prvni pohled patrna role vektort
€1, & (vytkneme vektory €7, €5):

P+€1-(b1+x-a11+y-a21)+
+ e (b +2-a12+y - a).

Pro prehlednost v uvedenych krocich odvozeni vztahu mezi bodem X a jeho
obrazem f(X) v zobrazeni f zopakujeme dilezité kroky:

fX)=f(P+a-é+y &)=
= [(P)+x-p(e1) +y-p(éz) =
:P—i—bl«€1+bg«€2+x~(an«€1+a12~€2)+y~(a21«€1+a22'€2):
:P—H?l-(b1+x-a11+y-a21)+€2~(bl—i-x-alg—i-y-agg).

Bod f(X) = X' = [¢/;¢/] miZeme vyjadiit pomoci bodu P a vektori &), €
jako X' = P+ a2’ - €] + vy - e, kde ¢isla 2’ a 1y predstavuji soufadnice bodu X'.
Porovname-li predpis bodu X’ se ziskanym obrazem bodu X v zobrazeni f (tedy
vzoru bodu X'), dostaneme vztah mezi soufadnicemi vzoru a obrazu v zobra-
zeni f:

SL’/ = x-a11+y'a21+b1,

/

Y = T-ap+y-axn+b.
Vyuzijme maticového zapisu, abychom ziskali pirehlednéjsi zapis téhoz:
ann a2
¥ oy)=(x : + (b b)),
@ =) (0 ) n)
coz 1ze napsat symbolicky

X' =X -A+B,

kde matice A je matice zobrazeni ¢ a matice B obsahuje soufadnice obrazu
pocatku P. Matice A se nékdy téz nazyva matice shodného zobrazeni f.

7 jakého diivodu jsou prvky matice B soutadnice obrazu pocatku P? Zkusme
dosadit do analytického vyjadieni shodného zobrazeni soufadnice bodu P a zkou-
mejme, na jaky bod se zobrazi. Obraz bodu P = [0; 0] ozna¢me tieba R = [ry;7s]:

(1) = (0 0)-(““ “12>+(b1 b).

a21 A2

(7“1 Tg) = (bl bg).

2.2.2 Podminky pro matici A

Jednou z dilezitych vlastnosti shodnych zobrazeni je, ze zachovavaji vzdéle-
nosti. Re¢eno matematicky, pro kazdé dva body X,Y a jejich obrazy X', Y’ plati:
| XY| = |X'Y'|. Tuto vlastnost jsme ale pii odvozovani analytického predpisu
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shodného zobrazeni nepouzili. Mohlo by se zdat, Ze vlastnost nemé na predpis
zobrazeni zadny vliv, pojdme se zamyslet, jestli je to pravda.

Vyjdéme z rovnosti | X'Y’| = | XY|. Vzdalenost bodi X,Y je rovna velikosti
usecky XY. Velikost tsecky XY je stejnd jako velikost orientované tsecky XY.
Orientovand tsecka XY (nebo-li vektor) se da zapsat jako rozdil koncového a
pocéateéniho bodu orientované usecky. Rovnost | X'Y’'| = | XY| miZzeme zapsat
jako velikost pfislusnych vektort: |V — X'| = |Y — X|.

Pouzijme predpis analytického vyjadieni shodného zobrazeni, abychom urcili,
jaké souradnice budou mit obrazy bodu X, Y:

X = X-A+B,
Y = Y.-A+ B,

ode¢tenim prvni rovnice od druhé ziskdme Y’ — X’ = (Y — X)) - A. Dosadime do
vyjadrieni:
Y'-=XT = [Y - X]|,
(Y -X)-A = |Y —-X|
Velikost vektoru @ = Y — X = (uy; up) je rovna /u? +u3. Abychom si

pocitani usnadnili, nebudeme pocitat s velikostmi tisecek, ale s velikostmi umoc-
nénymi na druhou, ¢imz se zbavime odmocniny.

v -X) Al = VX
(Y —=X)-AP = [V - X[
Vime, ze |u]*> = u? + u3, dany soudet miizeme vyjadfit i za pomoci matic.

Soutradnice vektoru u lze zapsat pomoci matice U = (u1 UQ). Vynasobime-li
matici U s matici transponovanou U7, dostaneme:

U-UT = (uy w) - (Z;) _ (a2 +ud) = |

Vrafme se k vyjadieni |(Y — X) - A|*> = |V — X|?. PouZijeme myslenku s né-
sobenim matic a zapiSeme rovnost pomoci nasobeni matic:
(Y =X) AP = |V - X[,
(Y = X)- A)- (Y = X)- AT = (¥ = X)- (Y = X)".

Rovnost upravime, nejprve prevedeme pravou stranu rovnice na levou, pak pouzi-
) )
jeme pravidlo pro transponovani soucinu matic, a nakonec vytkneme:

(Y =X)-A)- (Y -X)- A=Y -X)- Y -X)' =
Y-X)- A AT Y -X)"-(¥V-X)-(Y-X) =
YV -X)-[A-AT- (Y -X)" = (Y -X)T] = O,

Y -X)-[A-AT-E]- (Y -X)T' = O.

Y

Y

S O O

Pro libovolné matice X, Ytento vztah plati, tedy i pro X # Y. Proto pro pros-
tiedni ¢len A - AT — F plati:

A-AT - F = O,
A-AT = F.
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Vidime, Ze pteci jen vlastnost zachovani vzdalenosti ovliviiuje analyticky pred-
pis shodnych zobrazeni. Matice A musi spliiovat vlastnost A - AT = E, aby byl
predpis X’ = XA+ B predpisem pro shodné zobrazeni. Zaroven jsme pii odvozeni
pouzili jen ekvivalentni tipravy, ¢imz jsme zdtvodnili platnost néasledujici véty.

Véta 2. Zobrazeni f : Es — FEs s analytickym vyjddrenim X' = X - A+ B je
shodné prdvé tehdy, kdy? pro matici A zobrazeni f plati: A- AT = E.

2.2.3 Priklady

Priklad 1

V roviné je dano posunuti uréené vektorem @ = (1;—2). V daném posunuti
se trojuhelnik K LM o soufadnicich K = [1;1], L = [4;3], M = [2;5] zobrazi na
trojihelnik K'L'M’ o soufadnicich K’ = [2; —1], L' = [5;1], M" = [3; 3] (obr.[2.4).

M

Obrazek 2.4: Posunuti

Urcete analytické vyjadieni posunuti.

Reseni. Jde o shodné zobrazeni, takZe jeho analytické vyjadieni musi byt X’ =
X - A+ B, staci urcit prvky matic A a B. Uz vime, Ze v matici B jsou napsany
soufadnice obrazu pocatku, bodu P’. Pocatek, bod P = [0;0], se zobrazi na bod
P" = P+ @ = [1;—2]. Doplnime do pfedpisu:

o )= (i) e ),

Jak urcit prvky matice A? Sta¢i do predpisu dosadit libovolny bod a jeho
obraz a prvky a;; matice A vypocitat. Vlastné budeme muset dosadit dva body
a jejich obrazy, nebot mame Ctyfi nezndmé. Dosadme tieba bod K a jeho obraz:

2 -1)=(1 1) (“” ‘“2) +(1 -2).

Q21 A2
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Z predpisu ziskdme dvé rovnice:

2 = 1l-a1+1-ay+1,
-1 = 1'0,12+1'CL22—|—(—2).

Dosadme bod M a jeho obraz:

(3 3)=(2 5)-(““ ‘“2)+(1 =)

a1  G22
a opét sestavme rovnice:

3 = 2-an+5-ay +1,
3 = 2‘@12+5'CL22+<—2).

Ziskame soustavu Ctyf rovnic o ¢tyfech neznamych:

2 = l-ay1+1-a9+1,
= 2-a;1+95-ax +1,
1 = 1-ap+1-ap—2
3 = 2-a12+5-a9 — 2.

Soustavu vyfesime, zde je feSeni vidét asi na prvni pohled,

ayy =

21 =

a2 =

_ o O =

Q22 =

Dopliime pro tplnost do predpisu zobrazeni prvky matice A:

(@ o) (2 y)-((l) (1))+(1 _3).

Takto vypada predpis posunuti uréeného vektorem o = (1; —2).
Plati podminka A - AT = E? MtiZzeme ovéfit, Ze podminka opravdu plati:

() (-0
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Priklad 2

Urcete analytické vyjadieni osové soumérnosti urcéené osou ¢, osa ¢ je urcena
body Q; = [-2;—3],Q> = [4;3]. Ctyfthelnik KLMN se v osové soumérnosti
zobrazi na ¢tyiahelnik K'L'M'N’ (soufadnice bodi lze vyéist z obrazku 2.5, nebo
je 1ze dopoditat).

v KN
N N

Obrézek 2.5: Osova soumérnost

Reseni. Nejprve zkusime nalézt bod P’, obraz po¢atku P. Vime totiz, Ze obraz
pocatku urci prvky matice B v analytickém predpisu zobrazeni X' = X - A + B.
Soutadnice bodu P’ lze vy¢ist z obrazku, P’ = [1; —1].

Vime, jak bychom nasli soufadnice bodu P’, pokud bychom je neuméli urcit
uvahou pfimo z obrazku? Kdyby soutadnice bodu P’ nesly vy¢ist z obrazku,
museli bychom je vypocitat pomoci znalosti z analytické geometrie. PopiSeme
jeden z moznych postupi, kterym bychom mohli soufadnice bodu P’ nalézt.

Néami zvoleny postup bude nésledujici: zjistime obecnou rovnici primky ¢,
ur¢ime rovnici pfimky p kolmé na piimku ¢ prochézejici bodem P, spocteme
prise¢ik R primek p, ¢. Déle staci urcit soufadnice vektoru v = R— P, soufadnice
bodu P’ mtizeme spocitat jako P’ = P+2-7, protoze vektor ¥ je normalovy vektor
primky ¢ a urcuje vzdalenost bodu P od primky ¢q. Postup ilustruje obrazek

Ted k vypoctu; nejprve uréime obecnou rovnici pfimky ¢, k tomu musime znat
bod lezici na pfimce a normalovy vektor pfimky. Primka je zadédna body @)1, Qo,
pouzijme je k ziskani rovnice primky ¢:

Q2— Q1= [43] —[-2,-3] = (6;6) =6 - (1;1),

Smérovy vektor primky je @ = (1;1), normélovy vektor 7 = (1;—1). Obecna
rovnice piimky ¢ je + —y — 1 = 0. Uréime obecnou rovnici piimky p kolmé na
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1 P!

Obrazek 2.6: Urceni obrazu pocatku v osové soumeérnosti

primku ¢ prochézejici bodem P: x + y = 0. Najdeme prusecik R obou primek
vyTesenim soustavy rovnic:

r—y—1 = 0,
r+y = 0.

Prusecik primek p a ¢ ma soutradnice [—' —%] Vektor v =R — P = (%, —%), bod
Pr=P+2-7=[0;0]+2-(3;—3) = [1;—1].

Timto zptusobem bychom mohli pfijit na soufadnice bodu P’, kdybychom je
nemohli vycist z obrazku.

Doplnime soufadnice obrazu pocatku do predpisu shodného zobrazeni:

ail a2
2 y) = (x . + (1 —1).
@ =6 (0 ) e -y
Podobné jako u minulého prikladu dosadime soutadnice dvou bodi a jejich
obrazu do predpisu shodného zobrazeni a dopocitame prvky matice A. Dosadime
naptiklad body K, L (kdybychom neznali obrazy bodu, dokazali bychom je spo¢i-
tat stejnym postupem jako bod P’):

a11 Q12
3 —4) = (=3 2)- +(1 -1),
B ) = (32 ( 0)a )
a11 Q12
1 -3) = (-2 0)- + (1 —1),
(-3 = (20 (o) a )
3 = —3'(111+2'CL21+1,
1 = —2-a11+0-a21+1,
-4 = =3-a13+2-axn-—1,
-3 = —2'CL12+O‘CL22—1,
3 = —3-a11+2-a21+1,
1-1
ai; = _—2207
-4 = =3-a13+2-axn-—1,
—3+1_,
a = =
12 —9 )



3 = —=3-0+2-a9 +1,

—4 = —3'1—|—2‘CL22—1,
3—1

a21 = TZL
—4—(=3)— (-1

w = Y- CD

Ptedpis zobrazeni je:

(@ ¥) - (2 y)~<(1) (1))+(1 _1).

Opét miizeme snadno ovéfit, Ze je splnéna podminka A - AT = E, ovéfeni
nechame na Ctenari.

2.3 Samodruzné body shodnych zobrazeni

Definice. Je ddno shodn€ zobrazeni f : Ey — Fo. Bod X € E5 nazveme samo-

druznym bodem shodného zobrazeni f prdve tehdy, kdyz se zobrazi sdm na sebe,
. [(X)=X.

Ptipomenme si, co tvori mnoziny vsech samodruznych bodt jednotlivych zo-
brazeni:

identita — kazdy bod roviny je samodruznym bodem,

e stiedova soumérnost — jedinym samodruznym bodem stfedové soumérnosti
je stfed soumeérnosti,

e osova soumérnost — samodruznymi body osové soumeérnosti jsou vSechny
body nélezici ose soumérnosti,

e posunuti — neméa samodruzné body, pokud neni vektor posunuti nulovy
(v takovém piipadé by se jednalo o identitu a kazdy bod by byl samodruzny,
mnozinu samodruznych bodi by tvofila celd rovina),

e otoceni — samodruzny bod otoceni je stfed otoceni, avsak pokud je tihel
otoceni roven k - 360°, kde k € Z, pak se jedna o identitu a mnozinou
samodruznych bodt je celd rovina.

Podivejme se na mnoziny samodruznych bodt analyticky. Vime, Ze shodné
zobrazeni mé analytické vyjadieni X' = X - A + B a zéarovenl pro samodruzny
bod X zobrazeni plati X’ = X. Dosadime do pfedpisu zobrazeni a upravime:

X-X-A = B,
X-(F—A) = B.

Vztah jesté rozepiseme:

e (Tt ) =),

—a21
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Z uvedeného zapisu ziskdme soustavu rovnic:

x-(l—an)—y-am = bh

—x-app+y-(1—aw) = b

Méame soustavu dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych z,y (&isla ajq, aq2,
as1, g 1 by, by jsou ndm zndméa). Takovou soustavu umime vyfesit, jakd FeSeni
muzeme ziskat?

Tato soustava miize byt jednoho ze ¢tyt typt v zavislosti na poctu feseni dané
soustavy. Prvni typ soustavy rovnic o dvou neznamych je naptriklad

l-z24+3-y = 1,
l-z24+3-y = 2.

Na prvni pohled je vidét, Ze soustava nema feseni, nemuze soucasné platit rovnost
l-2+3-y=1azaroven 1-x+ 3 -y = 2. Mnozina Teseni soustavy rovnic je
prazdna. Shodné zobrazeni f tedy neméa zadné samodruzné body.

Druhy typ soustavy rovnic o dvou neznamych je napiiklad

l-z+3.-y = 1,
l-z+2.-y = 0.

Soustava rovnic mé jedno FeSeni, je jim uspofadana dvojice [x;y] = [—2;1]. Zo-
brazeni f ma pravé jeden samodruzny bod, jehoz souradnice ziskame vyreSenim
soustavy rovnic.

Tteti typ soustavy rovnic o dvou neznamych je napiiklad

l-z+3-y = 1,

l-z24+3-y = 1L
Takova soustava mé nekonecné mnoho feSeni, mnozina feSeni soustavy rovnic
je mnoZina uspofadanych dvojic [z;y] = [2;15%], kde = € R. Zobrazeni f ma
nekonecné mnoho samodruznych bodt, které tvori piimku.

Ctvrtym typem soustavy rovnic je soustava
0-z+0-y = 0,
0-z+0-y = 0.

Resenim soustavy je kazd4 uspoifddand dvojice [z;y], kde z € R a zaroven y € R.
Tedy kazdy bod zobrazeni f je samodruzny, jedna se o identitu.

2.3.1 Priklady

Vratme se k piikladiim z kapitoly Anylytické vyjadieni shodnych zobrazeni.
Urcili jsme tam pfedpisy pro posunuti a pro osovou soumérnost. Analytickou
metodou odvodme mnoziny samodruznych bodu téchto zobrazeni.
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Priklad 1

Posunuti f je zadano predpisem

(@ ¥) = (2 y)~<(1) (1)>+(1 _3).

Urcete samodruzné body zobrazeni f.

Resend. Dosadme do ptedpisu X - (F — A) = B pro hleddni samodruznych bodii:

e (15 0) =02

Ziskdme soustavu rovnic:

0O-24+0-y = 1,
O-2+0-y = -2

Soustava rovnic nema feSeni, proto neexistuje zadny samodruzny bod daného
posunuti.

Priklad 2

Osova soumeérnost f je zadana predpisem

(@ v) = (o y)-((l) (1)>+(1 ).

Urcete samodruzné body zobrazeni f.

Reseni. Dosazenim do ptedpisu X - (E — A) = B pro hledani samodruznjch bodt

ziskdme rovnici
1 -1
@ (4 )0

Sestavime soustavu rovnic:

lz—1-y = 1,
—1l-z24+1-y = —1.

Vyftesime soustavu; protoze prvni fadek je nasobkem druhého fadku, mame vlast-
né jen jednu rovnici o dvou neznamych. Mnozina feseni rovnice je mnozina bodi,
pro které plati [z;y] = [r;x — 1], kde € R. Mnozinu samodruznych bodu
osové soumérnosti tvori pfimka — osa soumeérnosti, jeji predpis je y = x — 1 (na
obrazku u prikladu 2 u kapitoly Analytické vyjadfeni shodnych zobrazeni si
muzeme oveérit, Ze osa soumérnosti ma opravdu predpis y = = — 1).
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2.4 Samodruzné primky shodnych zobrazeni

Definice. Je ddno shodné zobrazeni f : E5 — FEs. Samodruzna piimka zobrazeni
f je takovd primka p, kterd se zobrazi sama na sebe, tj. f(p) = p.

Ptipomenme si, které primky u jednotlivych zobrazeni jsou samodruzné:

identita — vSechny primky jsou samodruzné,

e stiedova soumérnost — samodruzné primky jsou vSechny primky, které pro-
chazeji sttedem soumeérnosti,

e osova soumérnost — samodruzné primky jsou vSechny primky kolmé na osu
soumeérnosti a osa soumeérnosti,

e posunuti — samodruzné p¥imky jsou vSechny primky, které jsou rovnobézné
s vektorem posunuti,

e otoceni — nema zadné samodruzné piimky pro thel otoceni o # k - 180°,

kde k € Z.

Aby byla pfimka samodruzna, musi se zobrazit sama na sebe. Pro obecné
rovnice pfimky p a jejiho obrazu f(p) tedy musi platit, Ze je jedna rovnice
k-nasobkem druhé (pfimky jsou totozné). Zaméime se jen na smérové vektory
obou pfimek. Pro zobrazeni vektorti jsme definovali pomocné zobrazeni . Pro
smérovy vektor samodruzné piimky musi platit: (@) = k - 4, kde k € R — {0}.
Zaroven vime, ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenosti bodi, tedy zobrazeni
¢ zachovavé velikosti vektort: |p(@)| = |@|. Proto musi platit, ze k = 1, nebo
k = —1. Ptrikladem shodného zobrazeni, pro které je k£ = 1, je identita nebo po-
sunuti, prikladem shodného zobrazeni s k = —1 je stfedova soumérnost (obr. .

Obrazek 2.7: Obrazy vektorti ve shodnych zobrazenich

Pokud mame samodruznou piimku, tak pro obraz ¢() jejiho smérového vek-
toru « plati (i) = 1 -, nebo ¢(u) = —1 - @. Nalezneme-li vektor, ktery spliuje
jednu ze dvou uvedenych podminek, jedna se o "kandidata’na smérovy vektor
samodruzné piimky. Jinymi slovy, dany vektor mtize byt smérovym vektorem
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samodruzné pfimky shodného zobrazeni. Pro¢ splnénim rovnosti ziskdme pouze
ykandidata“ na smérovy vektor samodruzné primky bude jasné, kdyz uvazime
posunuti. U posunuti kazdy vektor spliiuje podminku ¢(u) = #, ale samodruzné
primky jsou pouze pfimky rovnobézné s vektorem posunuti. Nicméné urcenim
vsech ,kandidati“ na smérové vektory samodruznych piimek spole¢né se znalosti
samodruznych bodi daného zobrazeni uz staci k tomu, abychom dokéazali urcit,
o jaké zobrazeni se jednd, a podle toho ur¢ime i samodruzné p¥imky zobrazeni.

Vyjadfeme obraz ¢(u) = Y’ — X’ vektoru @ = Y — X. Pouzijme k tomu
analyticky pfedpis shodného zobrazeni:

X' = X-A+B,
Y = Y-A+B.

Dosadme pfedpis pro obrazy bodi X', Y’ do vyjadieni obrazu (i) vektoru u:

(W)=Y -X" = (Y-A+B)—(X-A+B) =

= (Y-X)-A=
= u-A.

Pozndmka. Na pravé strané odvozeni ¢(@0) = @+ A je vztah @ - A, kde 4 = (uy; uz)
je vektor a A je matice. Ve skutecnosti jde o nasobeni dvou matic, matice U =
(u1 UQ) s matici A. Jinymi slovy soufadnice vektoru @ = (us;us) lze napsat do
matice U typu 1 X 2 a pocitat s vektorem jako s matici. V nasledujicich radcich
bude pro lepsi srozumitelnost vektor @ vystupovat v roli matice, ale ponechame
vektorové znaceni.

Co jsme zatim ziskali? Vime, Ze ¢(@) = - A a ze soucasné (i) = k- 4. Tedy
plati:

Rozepisme si rovnost @ - (A — k - E) = O pomoci maticového zapisu:

(wn u2).(‘“1—’“ a2 k):(o 0).

21 Q29 —
Dosazenim k =1 a k = —1 ziskdme dvé soustavy rovnic:
uy - (a1 — 1) +ug - agn =0, up - (a1 + 1) +ug - ag =0,
ul-a12+u2-(a22—1):(), U,l'CL12+U2'<CLQQ+1):O.

VyteSenim soustav dostaneme soufadnice vSech moznych ,kandidatt* na smérové
vektory samodruznych pfimek. Poznamenejme zde pro tuplnost, ze vyreSenim
soustav muzeme ziskat i nulovy vektor, ktery ale, jak vime z hodin analytické
geometrie, neurcuje zadnou primku.

V tabulce najdeme shrnuti poc¢tu samodruznych bodt jednotlivych shod-
nych zobrazeni a poctu vektort, které ziskdme vyse uvedenym postupem (tedy
pocet kandidati“ na smérové vektory samodruznych pfimek). V tabulce budeme
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pod pojmem posunuti chapat posunuti o nenulovy vektor (jinak by se jednalo
o identitu, kterou najdeme v tabulce hned na prvnim Fadku) a pod pojmem
oto¢eni budeme chéapat otoceni o thel rizny od k- 180°, kde k € Z (jinak by slo
o stfedovou soumérnost, nebo o identitu).

Zobrazeni Samodruzné body , Kandidati“ smér. vektort
samodruznych piimek
Identita vSechny vSechny
Stredova soumérnost prave jeden vSechny
Osova soumérnost  body osy soumérnosti dva na sebe kolmé
Posunuti zadny vSechny
Otoceni praveé jeden zadny

Tabulka 2.1: Piehledova tabulka

Protoze piimka je jednoznac¢né urcena bodem a smérovym vektorem a my
umime urcit samodruzné body a ,kandidaty” smérovych vektorti urcujicich sa-
modruzné primky shodného zobrazeni, dovedeme i napsat rovnice samodruznych
primek. Musime se ale opirat o znalosti samodruznych primek jednotlivych zo-
brazeni ze syntetické geometrie.

2.4.1 Priklady

Podivejme se opét na priklady z kapitoly Analyticka reprezentace shodnych
zobrazeni a zkusme analytickou metodou urcit samodruzné pfimky danych zo-
brazeni.

Priklad 1

Shodné zobrazeni f je zadano predpisem

(@ o) (2 y)~<é ?)—%(1 _3).

Urcete samodruzné primky zobrazeni f.

Reseni. Zapometime na chvili, Ze jiz vime, Ze se jedna o posunuti, a zkusme to
urcit na zakladé vysetfeni mnoziny samodruznych bodti a , kandidati* na smérové
vektory samodruznych primek zobrazeni. V predchozi kapitole jsme urcili, ze
toto zobrazeni nema zadné samodruzné body. Zkusme vysetfit smérové vektory
samodruznych primek. Vektor @ muze byt vektorem samodruzné primky, pokud
- (A—k-FE)=0. Dosadme do predpisu prvky matice A:

(ur Wy(lgklﬂk):o.

Dosazenim k =1 a k = —1 ziskdme soustavy rovnic:
0'U1+0'U2:0, 2'U1+0'U2:0,
0'U1+0'U2:0, 0U1+2U,2:0
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Na prvni pohled je vidét, zZe prvni soustava rovnic bude platit pro libovolné hod-
noty ui,us, jinymi slovy kazdy vektor je ,kandidat* na smérovy vektor, jenz
urcuje samodruznou piimku. (Z druhé soustavy ziskdme jediné FeSeni, nulovy
vektor, ktery ale nemtize uréovat zddnou samodruznou piimku.) Z prehledové
tabulky je jasné, Ze se jedna o posunuti. Samodruzné primky posunuti jsou
vechny piimky rovnobézné s vektorem posunuti. Vektor posunuti je @ = (1; —2).
Vyjadreme primky napiiklad obecnou rovnici: normélovy vektor piimky je 1 =
(2;1), obecné rovnice samodruznych piimek jsou 2x + y + ¢ = 0, kde ¢ € R.

Priklad 2

Shodné zobrazeni f je zadano predpisem

(" y) = (z y)-((l) é>+(1 -1).

Urcete samodruzné pfimky zobrazeni f.

Resent. Jiz vime, Ze dané zobrazeni m4 samodruzné body [x;y] = [z; 2 — 1], kde
x € R. Uréeme ,kandidaty“ na vektory samodruznych primek zobrazeni — jako
v predchozim piikladé dosadme do predpisu @ - (A — k- E) = 0:

-k 1
(u1 UQ)<1 —k’):O
¢isla k =1 a k = —1. Ziskdme:
-1 1 11
(Ul UQ) . ( 1 _1> == O, (Ul UQ) . (1 1) == O,
Nejprve vyresme soustavu pro k = 1:

—U7 +U2 == 07

0.

Uy — Uz

Prvni rovnice je ndsobkem druhé, tpravou ziskdme rovnici u; = us, zvolme uy = ¢,
kde t € R. Resenim je tedy kazdy vektor tvaru (t;t) =t - (1;1), kde t € R.

Vytesme soustavu pro k = —1:
U+ Uy = O,
U+ Uy = 0.
Prvni rovnice je ndsobkem druhé, tedy u; = —us. Zvolme us = s, kde s € R.

Resenim je kazdy vektor tvaru (s; —s) = s- (1;—1), kde s € R.

Protoze vektory t-(1;1), t € R, jsou linearné zavislé, mizeme z nich zvolit libo-
volny vektor a napsat rovnici samodruzné piimky. Podobné pro vektory s-(1; —1),
s € R. Zvolme napfiklad vektory (1;1) a (1; —1). Zaroven si uvédomme, ze vektory
(1;1) a (1; —1) jsou na sebe kolmé. Tato skutecnost spolu se znalosti existence
primky samodruznych bodt zobrazeni urci, Ze se jedné o osovou soumérnost —
samodruzné primky jsou vSechny piimky kolmé na osu soumeérnosti a osa sou-
mérnosti. Staci urcit, ktery z vektorti urcuje osu soumeérnosti, coz je snadné — uz
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jsme to vlastné jednou spocitali pfi uréovani mnoziny samodruznych bodi. Sa-
modruzné body jsou [z;y] = [z;x—1], kde x € R. Odtud hned ziskdme analytické
vyjadfeni osy soumérnosti y =z — 1.

Méame tedy obecnou rovnici osy soumérnosti z —y — 1 = 0. Z obecné rovnice
osy vyCteme jeji normalovy vektor @7 = (1; —1), smérovy vektor osy soumeérnosti
je (1;1). Zbylé samodruzné piimky tedy uréime pomoci vektoru (1; —1).

Smérovy vektor samodruzné pfimky je (1; —1), jeji normdlovy vektor je (1;1).
Dosadime do obecné rovnice primky ax + by + ¢ = 0 a ziskdame: x + y + ¢ = 0.
Jaké bude hodnota ¢isla ¢? Protoze samodruzna pfimka se smérovym vektorem
(1; —1) je kazdéa piimka, kolmé na osu soumérnosti, kazdd hodnota ¢isla ¢ € R
urc¢i jednu samodruznou pfimku. Uvedenym postupem jsme ziskali samodruzné
primky:

r—y—1 = 0,
r+y+c = 0,ceR.

Miuzeme oveiit, ze tyto samodruzné piimky odpovidaji obrazku 2.5 v kapitole
Analyticka reprezentace shodnych zobrazeni.
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3. Klasifikace shodnosti

3.1 Specialni postaveni osové soumeérnosti

Osova soumeérnost je oproti ostatnim shodnym zobrazenim nééim vyjimecna.
M4 jednu velmi zajimavou vlastnost, skladanim osovych soumérnosti se daji ziskat
vSechna shodné zobrazeni v roviné. Jinymi slovy, pro kazdé shodné zobrazeni
v roving plati, Ze se jedna bud o osovou soumérnost, nebo se zobrazeni da vyjadrit
slozenim nékolika osovych soumérnosti.

Ptipomenme si, jakym zptsobem se skladaji zobrazeni. Pfedpokladejme, ze
méame dvé shodné zobrazeni f,g v roviné. Zapisem fog znac¢ime slozené zobrazeni
h = fog. Obraz X" bodu X v zobrazeni h vznikne tak, Ze se nejprve urci obraz X’
bodu X v zobrazeni g a poté se uréi obraz X” bodu X' v zobrazeni f (obr. [3.1).

Obrazek 3.1: Skladani zobrazeni

Znéme-li analytické vyjadieni X” = X’ - Ay + B, zobrazeni f a analytické
vyjadieni X’ = X - A} + B; zobrazeni g, pak analytické vyjadieni slozeného
zobrazeni h = f o g ziskdme tak, Ze slozime analyticka vyjadfeni zobrazeni f a
g: X" = (X AL+ Bl) - Ay + By (tj. do predpisu zobrazeni [ ,dosadime® za X’
s vyuzitim predpisu zobrazeni g).

Identita je slozeni osové soumeérnosti se sebou samotnou. Osova soumérnost
urcend osou o zobrazi bod A na bod A’, ktery se v téZe osové soumérnosti zobrazi

na bod A” = A, viz obr.

Obrazek 3.2: Identita

Stredovou soumérnost muzeme ziskat slozenim dvou osovych soumeérnosti,
jejichz osy o1, 0y jsou na sebe kolmé a protinaji se v bodé S (tj. ve stfedu
soumérnosti), viz obr.
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Obrézek 3.3: Stfedova soumérnost

Ukazme si, ze stfedovou soumérnost opravdu ziskdme za pomoci dvou vyse
popsanych osovych soumérnosti. Zvolme v roviné bod A jako na obr. [3.4 zo-
brazme ho v osové soumeérnosti uréené osou o; na bod A’, a ten poté zobrazme
v 0sové soumérnosti uréené osou 0, na bod A” (obr. [3.4).

Obrazek 3.4: Stredova soumérnost jako slozeni dvou osovych soumérnosti

Aby platilo, ze stfedovou soumérnost lze ziskat slozenim dvou osovych sou-
mérnosti jako na obrazku musi platit, ze |AS| = |SA”| a body A, A” musi
lezet na pfimce prochézejici S, tedy thel ASA” musi byt roven 180°.

Zobrazime-li bod A v osové soumérnosti uréené osou o1 na bod A’, bude platit,
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ze |APy| = |PiA’|. Spojime-li body A, A’ s bodem S # Py, ziskdme rovnoramenny
trojuhelnik AA’S. Proto plati, Ze velikost thlu SAA’ je rovna velikosti ithlu AA’S.
Pro thel « plati a = 180° — 2 - |[LAA’S|. Podobnou tvahou dojdeme k vyjadieni
velikosti thlu § v trojahelniku SA’A”: § = 180° — 2. [LSA’A”|. V obrazku navic
nalezneme obdélnik P;.SP,A’, tedy vime, ze |LAA'S|+|£SA'A”| = 90°. Mizeme
spocitat velikost tthlu o + 3:

a = 180°—2.|ZAA'S),

B = 180°—2-|LSA'A",
a+B = 360°—2-(|LAA'S| +|LSAA")),
a+fB = 360°—2-90° = 180°.

Proto body A, A” lezi na pfimce, kterd prochazi bodem S. Protoze oba rovno-
ramenné trojihelniky maji spole¢nou stranu SA’, plati i |AS| = |SA”|.

Co kdyby bod A lezel na jedné z os (napf. na ose 0y)? Pro takovy bod plati,
ze jeho obraz dostaneme ihned po zobrazeni v osové soumérnosti urcené osou
01, druhd osovd soumérnost by nezménila jeho umisténi (bod by lezel na ose
soumérnosti, byl by tak samodruznym bodem zobrazeni).

Jinymi slovy jsme ukazali, Ze slozenim danych dvou osovych soumeérnosti
ziskdme stfedovou soumérnost. Obdobné bychom postupovali, kdybychom skla-
dali osové soumérnosti v obraceném poradi.

Posunuti o nenulovy vektor ziskame slozenim dvou osovych soumérnosti, je-
jichz osy 01 a 0, jsou rovnobézné, ale nejsou totozné, viz obr. |3.5|

n\
A \

\ \

Obrazek 3.5: Posunuti

Vektor posunuti v obrézku [3.5 je vektor A” — A (resp. B” — B, C"" — C).
V nésledujicim appletu (obr. muzeme meénit polohu os a bodu B a sle-
dovat, jak se (ne)zméni vektor posunuti.

33



Obrazek 3.7: Posunuti jako slozeni dvou osovych soumeérnosti

Podivejme se, jak lze ziskat posunuti slozenim danych dvou osovych soumeér-
nosti. Zvolme v roviné bod A, zobrazme ho v osové soumérnosti uréené osou o;
na bod A’, a ten poté zobrazme v osové soumeérnosti uréené osou o, na bod A”
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(obr. 3.7). Vektor posunuti je vektor @ = A” — A, jeho velikost je rovna 2z, kde
x je vzdalenost danych os soumérnosti. Zkusme zvolit jiny bod roviny, bod B,
zobrazme ho stejnym postupem a ukazme, Ze vektor B” — B mé stejnou velikost
a stejny smeér jako vektor posunuti.

To, ze maji oba vektory stejny smér, lze vidét z obrazku. Oba dva lezi na
kolmicich k osam soumeérnosti, navic museji mit i stejnou orientaci — orientace
je jednozna¢éné urcend pofadim sklddani danych osovych soumérnosti. Ze maji
vektory stejnou velikost musime spocitat. Vektor A” — A ma4 velikost 2. Oznac¢me
|AQ1| = |Q1 A = a, |A'Q2] = |Q2A4"] = b. Dohromady je |AA”| = 2a + 2b.
Vzdalenost os 01,02 je rovna x, tato vzdalenost je rovna vzdalenosti bodi ()1Q)s,
coz je |Q1Q2| = a + b. Dohromady méme |AA”| = 2a + 2b = 2x.

Spoc¢téme velikost vektoru B” — B. Oznacme |BP,| = |P\B'| = d, |B'P,| =
|P,B"| = d — x. Velikost vektoru B” — B je rovna |BP;| + |P,B"|. Vime, zZe
|BP;| = d, vzdalenost | P, B”| spocitame: |P,B”| = x — (d — x) = 2z — d. Dohro-
mady |BB"| = |BP| + |P\B"| = d+ (22 — d) = 2.

Tim jsme ukéazali, Ze slozenim danych dvou osovych soumérnosti ziskame po-
sunuti. Pro opac¢né poradi skladani je postup obdobny.

Otoceni se stiedem v bodé S o orientovany thel «, o # k - 180° pro k € Z,
ziskame slozenim dvou osovych soumeérnosti, urcenych rtiznobéznymi osami o, a
0y s priisecikem ve stiedu otoceni. Osy sviraji thel velikosti ¢, viz obr. @

Pozndmka. Orientaci thlu o v otoceni budeme v praci znacit znaménkem. Napii-
klad zapisu a = +45° budeme rozumét, ze jde o otoceni v kladném smyslu o 45°,
naopak zapis a = —45° bude znacit otoceni o 45° v zaporném smyslu, jak jsme
zvykli ze skoly.

Obrazek 3.8: Otoceni
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Ovétme si, ze 1ze ziskat otoceni o orientovany thel « slozenim dvou vyse popsa-
nych osovych soumérnosti. Predpokladejme, Ze se jedna o otoceni o orientovany
thel o v kladném smyslu otoceni. Pro zaporny smysl otoceni bychom museli
skladat osové soumeérnosti v opacném poradi.

Zvolme libovolné v roviné bod A, zobrazme ho v osové soumérnosti urcené
osou 01, obraz A’ poté zobrazme v 0sové soumérnosti uréené osou o,, viz obr.

Obrazek 3.9: Otoceni jako slozeni dvou osovych soumérnosti

Podobné jako u stifedové soumérnosti, i zde ziskdme po zobrazeni dva rovnora-
menné trojuhelniky A’SA a A”SA’. Protoze SP; je vyska v rovnoramenném troj-
thelniku A’'SA, plati |[ZA'SP,| = |£P,SA|. Podobné se pro trojuhelnik A”SA’
ukéaze, ze |LA"SPy| = |£P,SA'|. Odtud je vidét, ze pokud velikost thlu P.SP;
(tedy uhlu, ktery sviraji osy soumérnosti) je roven §, pak je velikost thlu ASA”
rovna «. Zaroven z vlastnosti rovnoramenych trojuhelniku A’'SA a A”SA’ plati
i|AS|=|SA”|.

Tim jsme ukazali, jak ziskdme otoceni o orientovany thel a pomoci slozeni
dvou osovych soumérnosti. Pfi opacném pofadi skladani osovych soumérnosti
bychom postupovali obdobné. I zde nechame postup na rozmyslenou ¢tenari.

Posunuta soumérnost je posledni shodné zobrazeni v roviné, kterému budeme
vénovat pozornost. Posunuta soumérnost je zobrazeni, které vznikne slozenim o-
sové soumérnosti a posunuti ve sméru osy soumérnosti (viz obr. . Casto se na
posunutou soumérnost divame jako na slozené zobrazeni a proto se vétSinou neu-
vadi v ucebnicich v kapitole o shodnych zobrazenich. My mu pozornost vénovat
budeme, protoze plati, ze skladanim shodnosti neziskame zadné jiné zobrazeni,
nez jedno z nasledujicich: identitu, stfedovou soumeérnost, osovou soumérnost,
posunuti, otoceni, nebo posunutou soumeérnost.

Protoze vime, jak ziskdme posunuti pomoci dvou osovych soumeérnosti, je
nam jasné, ze i posunuta soumeérnost pujde slozit z osovych soumérnosti — bude
treba slozit tii osové soumérnosti. Dvé osy soumérnosti urcujici posunuti budou
rovnobézné a tfeti osa urcujici osovou soumérnost k nim bude kolmé, viz obr. (3.11
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Obrazek 3.11: Posunuta soumérnost jako slozeni tii osovych soumérnosti

V nésledujicim appletu miizeme ovérit, ze posunutd soumeérnost je shodné
zobrazeni. Mizeme posouvat body A, B a sledovat, jak se méni obrazy bodt.
Zaroven muzeme pozorovat, ze vzdalenost bodia A, B se bude rovnat vzdalenosti
bodt A”, B”. V appletu miizeme ménit i velikost vektoru Y — X.

37



Obréazek 3.12: Applet 2

Posunuta soumérnost je shodné zobrazeni v roviné, které vznikne sloZenim osovée
soumernosti a posunuti ve smeru osy soumeéernosti. Je jednoznacné urcena osou
posunuté soumérnosti a vektorem posunuté soumérnosti.

Posunutd soumernost s nenulovym vektorem posunuté soumeérnosti nemd Zadny
samodruzny bod. Posunutd soumeérnost md jednu samodruznou primku — osu po-
sunuté soumeérnosti.

3.1.1 Priklady

Priklad 1
Ukazte, ze existuji takové dvé osové soumeérnosti, jejichz slozenim ziskame stie-
dovou soumérnost se sttedem v poc¢atku P = [0; 0].

Reseni. Stfedova soumérnost je shodné zobrazeni, analyticky piedpis shodného
zobrazeni je X' = XA + B. Urceme prvky matic A a B. Prvky matice B jsou
soufadnice obrazu pocatku, protoze pocatek je zaroven stfedem soumeérnosti,
je to samodruzny bod zobrazeni. Matice B je proto (0 0). Abychom urdili
prvky matice A, potfebujeme znat souradnice dvou riznych bodi a jejich obrazii.
Zvolme si napfiklad body M = [1;1], N = [—1;0]. Jejich obrazy v dané stfedové
soumérnosti zfejmé budou M’ = [—1;—1], N’ = [1;0]. Dosadime do pfedpisu
X' = XA+ B a vyresime soustavu rovnic:

(-1 -1)=(1 1)-(2“ a”) +(0 0),

21 Q22

a1 Q22

(-1 0)=(1 0)~<“11 a12>+(0 0),
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-1 I-an +1-as,
—1 = 1-a12+1"a,
-1 = 1-a,
0 = 1-a,
app = —1,
a;p = 0,
ag; = 0,
Ay = —1.

Stredova soumeérnost mé predpis
-1 0
@ =6 (3 5

Ukazeme, Ze stejny predpis ziskame i slozenim dvou osovych soumérnosti, jejichz
osy jsou na sebe kolmé a prochazi pocatkem. Zvolime dvé takové osy, urcime ana-
lytické predpisy obou soumeérnosti a ty pak slozime. Zvolme naptiklad osy = a y, ty
obé prochazi sttedem soumeérnosti. Mizeme zvolit i libovolné jiné navzajem kolmé
primky, které prochéazi stfedem soumérnosti, ale s osami z a y se nam bude 1épe
pocitat. Podobné jako u predpisu stfedové soumérnosti ziskame i predpisy osovych
soumeérnosti — zvolime dva body, urc¢ime jejich obrazy, dosadime do predpisu
X' = XA+ B a uréime prvky matic. Pro osovou soumérnost ur¢enou osou x
ziskame predpis:

o = ) (5 %),

pro osovou soumérnost urc¢enou osou y ziskame predpis:

Oy : (2" yy:@fyy(51$>.

Slozime osové soumeérnosti 0,001, tedy dosadime do analytického vyjadfeni jedné
osové soumérnnosti vyjadieni druhé osové soumérnosti:

(@ ) = (@ w.G BJ.(Blg):
= (@ w-(; BJ-

Porovname-li analyticky predpis slozeného zobrazeni a analyticky pfedpis stie-
dové soumeérnosti, zjistime, ze jsme ziskali stejné predpisy. Tim jsme ukazali, ze
slozenim danych dvou osovych soumérnosti opravdu ziskdme danou stfedovou
soumérnost (viz obr. [3.13).

Pozndmka. Prvky matice A v predpisu shodného zobrazeni mizeme urcit i jinym
postupem. Stac¢i si uvédomit, ze v fadcich matice A jsou souradnice obrazi
soufadnicovych vektort v daném zobrazeni. Muzeme tedy prvky matice A urcit
i tak, ze bychom si rozmysleli, na jaké vektory se v dané shodnosti zobrazi vektory
€1 = (1;0) a ey = (0;1).
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Obrazek 3.13: Skladani osovych soumérnosti

3.2 Primé a neprimé shodnosti

Pripomenme si nejprve definici pfimé a nepfimé shodnosti v roviné.

Definice. Piima shodnost je kaZdd shodnost, ve které jsou libovolny trojuhelnik
a jeho obraz primo shodné. Neprima shodnost je kazZda shodnost, ve které jsou
libovolny trojuhelnik a jeho obraz meprimo shodne.

Dva trojuhelniky jsou shodné, pokud je mtzeme premistit tak, ze se kryji. Jak
rozlisime pfimou a nepfimou shodnost? Nejprve zvolime pofadi ¢teni vrcholi
vzoru, napt. vrcholy trojuhelnika ABC' ¢teme proti sméru pohybu hodinovych
rucicek, od A pres B k C. Pak se zaméfime na obraz trojihelnika. Vrcholy troj-
thelnika A’ B'C’ musime ¢ist také proti sméru pohybu hodinovych rucdicek, aby-
chom je precetli ve stejném poradi jako vrcholy vzoru trojihelnika. Trojihelniky
ABC a A'B'C’" jsou pfimo shodné. Naopak abychom piecetli vrcholy trojihel-
nika A" B”C” v daném potadi, musime ¢ist vrcholy po sméru pohybu hodinovych
rucicek. Trojuhelniky ABC a A”B"C" jsou nepiimo shodné (obr. [3.14).

Obrazek 3.14: Shodnost trojtihelniki
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V predchozi kapitole jsme uvedli, Ze osova soumérnost mé specialni postaveni
oproti ostatnim shodnym zobrazenim v roviné. Fakt, Ze kazd4 shodnost je bud
osova soumernost, nebo ji 1ze slozit z nékolika osovych soumérnosti, dava zajimavy
disledek, i pokud jde o urceni prfimé a nepiimé shodnosti. Nejprve si rozmysleme,
zda-li je osova soumérnost piima nebo nepiima shodnost, pomize nam v tom

nasledujici obrazek (obr. [3.15]).

Obrazek 3.15: Osova soumeérnost je nepiima shodnost

Z obrazku je patrné, ze osova soumeérnost je neprima shodnost — vrcholy trojuhel-
nika A’ B’C’ musime ¢ist po sméru hodinovych rucicek, zatimco vrcholy trojihel-
nika ABC musime ¢ist proti sméru hodinovych rucicek, abychom je precetli ve
stejném poradi. Co se ale stane, pokud slozime dvé osové soumérnosti? Prvni oso-
va soumeérnost vytvori obraz nepfimo shodny se vzorem, druhé osova soumérnost
nam vyrobi nepfimo shodny obraz obrazu. Dostamene tedy pfimo shodny obraz

(viz trojuhelniky ABC a A”B"”C" na obr. 3.16)).

Obrazek 3.16: Skladani osovych soumérnosti
V kontextu predchozi kapitoly jsme dosli k zavéru, ze shodnost je prima, pokud

ji lze slozit ze sudého poctu osovych soumérnosti, nepiimé, pokud je slozena
z lichého poc¢tu osovych soumérnosti (tabulka (3.1)).
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Shodnost Slozena z ... osovych Klasifikace shodnosti

soumeérnosti
Identita 2 prima shodnost
Stredova soumeérnost 2 prima shodnost
Osova soumeérnost 1 nepiiméa shodnost
Posunuti 2 priméa shodnost
Otoceni 2 primé shodnost
Posunuta soumeérnost 3 nepiriméa shodnost

Tabulka 3.1: Piimé a neptimé shodnosti

3.3 Primé a neprimé shodnosti 11

Zkusme se zamyslet, jestli bychom mohli z analytického pfedpisu shodného zo-
brazeni urcit, zda-li se jedna o pfimou nebo neptimou shodnost. Co zatim vime,
je, ze analyticky predpis shodného zobrazeni méa tvar X’ = X - A + B, pfi¢emz
pro matici A musi platit A- AT = E. A pravé omezujici podminka pro matici A
by nas mohla dovést k nécemu zajimavému.

Oznacme si prvky matice A nasledovné:

A:(g g).

Dosadme do vztahu A - AT = E:

a b\ (a ¢\ _ [(a®>+V ac+bdd) _ (1 0
c d b d)  \ac+bd *+d*) \0 1)°

Z rovnosti matic ziskame soustavu rovnic:

ad+v = 1,

cA+d® = 1,

ac+bd = 0.
V oboru realnych ¢isel zname funkce, jejichz funkcéni hodnoty splnuji danou sou-
stavu rovnic — jsou to funkce sina a cosc; vzorecek cos?a + sin?a = 1 pro
libovolné o € R je ndm dobfe zndm. Zvolme tedy a = cos o, b = sin . Pak mame
dvé moznosti pro ¢ a d: ¢y = —sina, d; = cosa, nebo ¢y = sina, dy = — cosa,

aby byla splnéna rovnost ac + bd = 0.
Ziskdme dvé mozné matice A:

cosa  sina cosa  Sino
A1:( ),neboAgz( >

—sina  cos o sinoe — cos«

(5 %)

kde m,n € R. Matice tohoto typu jsou matice piimych shodnosti.

Matice A; je typové matice
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Druhéa matice A, je typové matice

(% )

kde m,n € R, coz je typ matice neprimych shodnosti.

Nékdo by mohl namitnout, ze bychom mohli zvolit napt. ¢ = sina a b = cosa,
protoze pak bude stéle platit vztah a? + b?> = 1. To je sice pravda, ale dospé&li
bychom typové ke stejnym maticim.

3.4 Klasifikace shodnosti

V predchozi kapitole jsme zjistili, jak vypadaji matice zobrazeni pfimych a ne-
pfimych shodnosti. Jak nam to pomuze pii klasifikaci shodnosti?

3.4.1 Primé shodnosti

Ptimé shodnosti v roviné maji analyticky predpis

Y X, ( cos v sina) (b b).

—sina cos«

Zkusme vysetiit samodruzné body primého shodného zobrazeni. Dosadme do
predpisu X - (F — A) = B:

l—cosa —sinw
X'< sin «v 1—cosa)_(b1 bQ)'

Zbytek vypoctu miizeme rozdélit na dvé moznosti z hlediska mnoziny feseni.
Prvni moznost je cosa = 1 a druhd moznost je cosa # 1. Pokud cosa = 1
(a tedy sina = 0), pak mé predpis tvar

X<8 8):@1 by).

¢imz se vyrazné zjednodusi urceni samodruznych bodt. Pro nulovou matici B
plati vztah pro libovolnou matici X, tj. pro libovolny bod. Kazdy bod zobrazeni
je samodruzny (tim padem je i kazda pfimka samodruznd) a pfedpis

, 10
X'=X- (0 1) +(0 0) =X.
je predpisem identity.

Pokud matice B neni nulova, pak vztah neplati pro zadnou matici X. To zna-
mena, ze neexistuje zadny samodruzny bod daného zobrazeni. Kdyz bychom chtéli
vysettit i ,kandidaty“ na smérové vektory samodruznych piimek zobrazeni, zjistili
bychom, ze kazdy nenulovy vektor je mozny ,kandidat“. Jedna se tedy o posunuti.
Posunuti o nenulovy vektor ma ptredpis

10

g .
ven

)+(b1 b)) =X + B,

43



Druhou moznosti je, ze cosa # 1. Pri vySetfovani samodruznych bodt bychom
ziskali soustavu rovic, kterd ma pravé jedno reseni — tedy existuje pravé jeden
samodruzny bod. To znamena, zZe se jedna o otoceni nebo o stfedovou soumérnost.
Ptredpokladejme, ze mame otoceni se stfedem v pocatku o orientovany thel «,
a # k- 360° pro k € Z. Analyticky pfedpis daného otoceni je

Y X, ( cos a sina) —|—(O 0).

—sina  cos o
Obraz bodu X = [z;y] je X' =[x - cosa —y -sina;x - sina + y - cosa. Zvolme
bod X # P a spocitejme skalarni soucin (X — P) o (X' — P):
(X —P)o(X'—P) = (z;y)o(r-cosa—y-sina;x-sina+y-cosa) =
= 2% cosa—x-y-sina+x-y-sina+y*-cosa =
(2 +y?) - cos .

Protoze velikost vektoru X — P = (z;y) je rovna /22 + y2, miZzeme je$té vyraz
(2% + y?) - cos a upravit:

(#? +y*) - cosa = |X — P|? - cosa.

Navic, nebot otoceni je shodné zobrazeni, plati: | X — P| = |XP| = |[X'P| =
| X’ — P|. Odtud ziskdme

(X -P)o(X'—P) = |X—P* cosa=

= | X —P|-|X' = P|-cosa.
Pokud vyjadiime cos «, ziskame
(X—-P)- (X' —P)
|X —P|-|X'—P|
Tento vzorecek také zname z hodin analytické geometrie, pouzivame ho pro
uréeni odchylky dvou vektort. Odvodili jsme tedy, ze vektory (X — P), (X' — P)
sviraji tthel . Spolu s faktem, Ze v fadcich matice A jsou obrazy soutfadnico-
vych vektori, uréime, ze se jednad o otoceni o orientovany thel a. V nasledujicim
obrazku (obr. [3.17) mizeme vidét, ze soufadnice obrazii obou soufadnicovych
vektoru odpovidaji fadkim matice A v otoceni kolem pocatku o orientovany
thel a = +55°. (Rozmyslete si, Ze opravdu souhlasi soufadnice vektoru é.)
Otoceni méa predpis
Y x. ( cos a sma) (b b,

—sina  cosa

Ccos =

kde av # k - 360° pro k € Z je tihel otoceni. Napiiklad otoceni o orientovany thel
a = +90° kolem pocatku ma analyticky predpis

0 1
X' =X- (_1 o) +(0 0).
Otoceni o orientovany thel a, kde o # k - 360° pro k € Z, ma vzdy dané analy-

tické vyjadieni. Stfedova soumérnost je specialnim pfipadem otoceni o zakladni
uhel velikosti 180°. Stiedova soumérnost mé tedy predpis

, -1 0
X:X-(O _1>+(b1 by) .
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Obrazek 3.17: Obrazy souradnicovych vektort

3.4.2 Neprimé shodnosti

Neptimé shodnosti v roviné maji analyticky predpis

Y x. (cosoc sin « )+(b1 by).

sin — Ccos«

Pro neprimé shodnosti neexistuje jednoduchy zptsob, jak odlisit analytické vyja-
dfeni osové soumérnosti od analytického vyjadieni posunuté soumérnosti. Musime
postupovat vySetienim samodruznych bodi. Osova soumérnost ma mnozinu sa-
modruznych bodi, které tvori piimku — osu soumérnosti. Posunuta soumérnost
nema zadny samodruzny bod.
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4. Piiklady

4.1 Priklad 1

Urcete obraz Gtyithelnika KLMN, kde K = [-2;1], L = [1;3], M = [0;4],
N = [-3; 3], v posunuti uréeném analytickym vyjadienim

(@ y) = (o y)-(é $>+(2 _3).
Reseni

e Vime, zZe

@05 1) =6 .

takze predpis zobrazeni si mizeme zjednodusit:
(@ y)=(= y)+(2 -3).

Obraz c¢tyruhelnika uré¢ime tak, Ze urc¢ime obraz jeho vrcholi. 7 vlastnosti
shodnych zobrazeni vime, Ze obrazem bude ¢tyfuhelnik shodny se vzorem.
Obraz vrcholi ¢tytuhelnika zjistime po dosazeni do predpisu zobrazeni. Bod
K = [—2;1] se zobrazi na bod K’ = [0; —2]:

(" ¥)=(-2 1)+ (2 =3)=(0 —2).

Obrazek 4.1: Obraz ¢tyithelnika v daném posunuti
e Bod L = [1; 3] se zobrazi na bod L' = [3;0]:

(« ¥)=(1 3)+(2 -3)=(3 0).
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e Bod M = [0;4] se zobrazi na bod M’ = [2;1]:
(7 ¢v)=(0 49)+(2 =3)=(2 1).
e Bod N = [—3;3] se zobrazi na bod N’ = [—1;0]:
(«/ ¢v)=(-3 3)+(2 =3)= (-1 0).
e Obraz ¢tyithelnika KLMN je ¢tyithelnik K'L'M'N’, kde K' = [0;—2],

L' =1[3;0], M'=[2;1], N' = [-1;0].

Pro kontrolu si miZeme zkonstruovat c¢tyfuhelnik a jeho obraz v daném
posunuti o vektor @ = (2; —3) (obr. [4.1)).

4.2 Priklad 2

Napiste rovnice vSech samodruznych pfimek posunuti urc¢eného analytickym vy-
jadtrenim

(@ ¥) = (2 y)-((l) (1))+(2 _3).

Reseni

Méame napsat rovnice vSech samodruznych pfimek posunuti. Vime, ze samodruzné
primky posunuti jsou vSechny pfimky rovnobézné s vektorem posunuti. Vektor po-
sunuti je jednozna¢né urcen vzorem a obrazem libovolného bodu. Nejvyhodné;jsi
je zvolit si pocatek P, nebof soufadnice obrazu pocatku jsou prvky matice B
v predpisu zobrazeni X’ = X - A + B, tedy P’ = [2; —3]. Vektor posunuti je
P’" — P = (2; —3). Abychom mohli napsat obecnou rovnici ptimky, musime znat
normalovy vektor pfimky 7 = (3;2). Samodruzné piimky jsou vSechny pfimky
tvaru 3z 4+ 2y + ¢ =0, kde c € R.

4.3 Priklad 3

Ovérte, zda je predpis
11
/ A
@ =@ (3 )10
predpisem shodného zobrazeni. Pokud ano, urcete o jaké shodné zobrazeni se
jedna.
Reseni
Aby byl predpis X' = X - A + B predpisem shodného zobrazeni, musi pro matici
A platit A- AT = E. Ov&fme vztah:

1 1 1 1
G 6)-( 469
-1 3! Lyl 0 1
Vztah A - AT = FE neplati, proto se nejedn o shodné zobrazeni.
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4.4 Priklad 4

Urcete obraz pfimky p : y = V32 — 1 v otoceni uréeném analytickym vyjadfenim

RN AR O]

1
T2 T2
urcete stied a tihel otoceni.
Reseni
e Piimka je jednoznacné urcena dvéma svymi body, zvolme si dva rtizné body
na piimce p a uréeme jejich obrazy. Zvolme napiiklad body @ = [0;2] a

= [V/3;5]. Obrazy bodii ziskime po dosazeni do analytického predpisu
otoceni. Dosadime bod @) = [0;2]:

(+ y) = (0 2)-(__% _%z>+<73 :).

ziskdme soufadnice obrazu Q'

tedy Q' = [— ‘/73,%]

e Podobné dosadime bod R = [v/3;5]:

-89 (Th5) (4 9)

C = (s ()
s e ()4

obraz bodu R je R' = [— 5V3. l].

2 72

e Mame dva body, které lezi na obrazu p’ pfimky p, miZeme napsat rovnici
piimky p’. Z bodt @', R’ je rovnice pfimky hned vidét, nebot body maji
stejnou y-ovou soufadnici (obr. . Jde tedy o pfimku p’ : y = %

e Stfed otoceni je jediny samodruzny bod otoéeni (z obrazu pfimky p jiz

vime, Ze se nejednd o identitu). Pro samodruzny bod plati, ze X’ = X a
X'=X-A+ B, odtud X(E — A) = B. Dosadme:

1 V3
o) (Th )= (2 )
V3 141 2 2)°
2
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Obrazek 4.2: Obraz primky v daném otoceni

Ziskame soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, vyresenim dostamene
soufadnice samodruzného bodu:

3\/§_\/§’/.\/§

2TV Ty

V3 3 3
BRI TR
3,.9, _ 3.9
YTV T 9Ty

12y = 12,

y = 1.

Dopocitame z-ovou soufadnici dosazenim do prvni rovnice:

3 3 3
x—i—%-l = V3

2
z = 0.

Stfed otoceni je S = [0;1].

e Uhel otoceni miizeme ziskat pfimo z analytického vyjadreni otoceni. Vime,

7€ cos o = —% asina = \/75, odtud o = +120°.

4.5 Priklad 5

Urcete analytické vyjadieni stiedové soumeérnosti, ve které se trojuhelnik
KLM, K =[0;4], L = [-2;3], M = [2;2] zobrazi na trojihelnik K’'L'M’ s vrcholy
K'=[=2;2], I' = [0; 3], M" = [-4;4].
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ResSeni

e Analytické vyjadieni strfedové soumeérnosti ma tvar

-1 0
X’zX-(O _1>+(b1 b) ,
kde by,bs jsou souradnice obrazu pocatku. Musime tedy urcit c¢isela bq,bs.

e Soufadnice obrazu pocatku ziskdme dosazenim libovolného bodu a jeho
obrazu do analytického vyjadieni. Dosadme napiiklad soufadnice bodu K
a K’

-1 0
(-2 2)=(0 4)-<0 _1)+(b1 by) .
Sestavme soustavu rovnic a tu vyresme:

-2 = 0-(-1)+4-0+1b,
2 = 0:0+4-(—1)+ by,

bl = _27
by = 6.

e Stredova soumeérnost mé analytické vyjadreni
-1 0
X’:X-(O _1)+(—2 6).

4.6 Priklad 6

Urcete analytické vyjadieni shodnosti, ve které se ¢tyituhelnik K LM N s vrcholy
K =[1;2], L =[2;-2], M = [4; —1], N = [4; 3] zobrazi na ¢tyfthelnik K'L'M'N’,
kde K" =[0;3], L' = [—4;4], M’ = [-3;6], N = [1,6].

Reseni

e Analyticky predpis shodného zobrazeni méa tvar

a b
X=X (C d) e f).
Musime urc¢it hodnoty neznamych a, b, c,d, e, f.

e Hodnoty neznamych urc¢ime tak, ze dosadime do predpisu souradnice bodt
a jejich obrazi, ziskdme soustavu rovnic a tu vyfesime. Dosazenim soutad-
nic libovolné dvojice bod — obraz ziskdme soustavu dvou rovnic o Sesti
neznamych. Abychom mohli ur¢it hodnoty vSech neznamych, musime dosa-
dit do pfedpisu tfi vrcholy a jejich obrazy. Dostaneme tak soustavu Sesti
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rovnic o Sesti nezndmych. Dosadme napiiklad soufadnice bodi K = [1;2],
L =[2;-2], M = [4;—1] a jejich obrazu:

03 = (1 2)-(‘; Z)+(e f),
(—4 4) = (2 —2)-(Z Z)—I—(e f),
(-3 6) = (4 —1)-(Z Z)+(e f).

Sestavme soustavu rovnic:

= a+2c+e,

3 = b+2d+ f,
—4 = 2a—2c+e,
4 = 2b—2d+ f,
-3 = 4da—c+e,
6 = 4b—d+ f.

Soustavu si rozdélime na dvé dil¢i soustavy, nebof kazd4a z rovnic obsahuje
bud nezndmé a, ¢, e, nebo neznamé b, d, f:

0=a+2c+e, 3=b+2d+ f,
—4 =2a—2c+e, 4=2b—2d+ f,
—3=4a—c+e, 6 =4b—d+ f.

Kazdou soustavu vyfesme zvlast. Z prvni soustavy ziskdme feSeni a = 0,
c=1, e = =2, z druhé soustavy ziskame feSeni b=1, d =0, f = 2.

Shodné zobrazeni, ve kterém se ¢tyttuhelnik ¢tyruhelnik K LM N zobrazi na
¢tyiahelnik K'L'M’N’, mé analytické vyjadieni

X’:X~((1) (1)>+(—2 2).

Zkusme se jesté zamyslet, o jaké zobrazeni se jedna. Nakreslime-li si obrazek,
dojdeme k zavéru, ze se jedna o osovou soumeérnost. Ovérme predpoklad na
zékladé nasich znalosti o analytickém vyjadfeni shodnosti. Z tvaru matice
A urc¢ime, Ze se jedné o nepfimou shodnost. Jde budto o osovou soumérnost
nebo o posunutou soumeérnost. VysSetfenim mnoziny samodruznych bodi
daného zobrazeni ziskdme pifimku samodruznych bodd — osu soumérnosti
y=x+2.
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Obrézek 4.3: Osova soumérnost

4.7 Priklad 7

Uréete obraz kruznice (z + 2)% + (y — 2)* = 9 v otoceni se stiedem S = [—1;1]
o orientovany thel a = —60 °.
Reseni

e Abychom mohli ur¢it obraz kruznice, musime znat analytické vyjadieni
daného otoceni. Z kapitoly o klasifikaci shodnosti vime, jak vypada ana-
lytické vyjadieni otoceni:

X/ — X . < COS ¥ Slna) + (bl 62)7

—sina cos«

kde « je thel otoceni a by,b; jsou souradnice obrazu pocatku.

e Dosadme do predpisu hodnotu o = —60 °:

13
X'=X-1% 2|+ b).
2

2

Soutadnice obrazu pocatku ziskdme dosazenim libovolného bodu a jeho
obrazu. Jediny zadany bod, o kterém vime, kam se zobrazi, aniz bychom
museli po¢itat souradnice obrazu bodu, je stfed oto¢eni (jediny samodruzny

bod daného otoceni). Dosadime do vyjadfeni st¥ed oto¢eni S = S' = [—1; 1]:
1 _3
(L =01 )-{xm 2+ b,
2 2
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sestavme soustavu rovnic a vyreSme ji:

1 V3

-1 = ——4+ —4+b
2+2+17
NEE

1l = —+—-+5b
2+2+ 29

"t
I
>
/N
%l\)l»—l
o
ok
N———
+
|
wo|T
ol
B
SN~—

e Predpis obrazu kruznice ziskame tak, Ze ur¢ime obraz stfedu kruznice v da-
ném zobrazeni. Polomér kruznice se otoCenim nezméni, protoze otoceni je
shodné zobrazeni a zachovava tedy vzdalenosti bodi. Urceme obraz stiedu
kruznice. Stied kruznice je bod Sy, = [—2;2]. Obraz stfedu kruznice ziskame
dosazenim do analytického vyjadieni otoceni:

2 2 2
;o 2v3 2 1-V3
4 2 9 2
/ \/3_3
r = ,
2
,  V3+3
y = —5

Stied kruznice Sy se zobrazi na bod S}, = [@, @]

e Obrazem kruznice (x + 2)% + (y — 2)*> = 9 je kruZnice

(x_ \/32_ 3>2 + <y_ ¢§2+3>2 =9
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4.8 Priklad 8

Shodné zobrazeni je ddno analytickym vyjadfenim

X’_X-(_Ol _01>+(3 ~1).

Urcete, o jaké zobrazeni se jedna. VysSetfete samodruzné body a samodruzné
)
primky daného zobrazeni.

ResSeni

e 7 tvaru matice A analytického vyjadieni X’ = X - A+ B zobrazeni pozname,
Ze se jedna o nepfimou shodnost, tedy v itvahu ptichézi osova soumérnost
nebo posunuta soumérnost. Jak rozlisime, o jaké zobrazeni jde? VysSetiime
mnozinu vSech samodruznych bodi zobrazeni. Osova soumérnost méa samo-
druzné body — body osy soumeérnosti, zatimco posunuta soumérnost nema
zadny samodruzny bod.

e Zaméime se nejprve na samodruzné body daného zobrazeni. Vime, ze sa-
modruzné body musi spliiovat rovnici X - (E'— A) = B. Dosadme do rovnice

prvky matic A a B:
1 1
@ (51)=6 -

Sestavme soustavu rovnic:

l-z+1-y = 3,
l-z4+1-y = —1.

Soustava ziejmé nema Teseni, zobrazeni nema zadné samodruzné body.

e Protoze zobrazeni nema zadny samodruzny bod, mtzeme Tici, Ze se jedna
o posunutou soumeérnost. Jedinou samodruznou piimkou posunuté soumér-
nosti je osa posunuté soumérnosti. Pojdme ji nalézt.

P1i vySetfovani samodruznych pfimek jsme hledali  kandidaty“ smérovych
vektorl samodruznych primek. Podivejme se, jaké ,kandidaty“ vysettenim
v tomto pfipadé ziskame. Vyjdéme ze vztahu @ - (A — k- E) = O, ze kterého
jsme ,kandidaty“ smérovych vektort samodruznych primek urcovali:

mow)- ("5 ) =000,

Dosadme hodnoty k =1 a kK = —1 a sestavme pFislusné soustavy rovnic:
ul-(—l)+uQ-(—1):0, U1'1+U2'(—1):0,
ur - (—=1) +ug - (1) =0, ur - (=1) +uz-1=0,

VyfeSenim soustav ziskdme vektory s - (1;1) a ¢ - (1;—1), kde s;t € R.
Opét muzeme zvolit libovolné reprezentanty, napiiklad vektory @ = (1;1) a
U = (1; —1). Zbyva urdit, ktery z vektort urcuje osu posunuté soumérnosti.
Zamysleme se, jak bychom na to mohli prijit. Nakresleme si nacrtek situace

(obr. [4.4)).
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Obrazek 4.4: Urceni osy posunuté soumérnosti

e Zobrazime-li v posunuté soumérnosti dva rizné body C, D, pak stfedy

Sccr, Sppr use¢ek CC’, DD’ lezi na ose posunuté soumeérnosti, kde C’, D’
jsou obrazy bodt C, D. To plyne pfimo z podobnosti trojihelnikid CC,C" a
CSce,Scer. Trojuhelnik CC,C" je podobny trojihelniku C'Sce,Scer s ko-
eficientem podobnosti k = % Pokud zname dva body Scer, Sppr lezici na
primce, jsme schopni napsat jeji analytické vyjadieni, napiiklad obecnou
rovnici ptimky.
Zvolme tedy dva rtzné body P = [0;0], Y = [1;2], dosadme je do analy-
tického vyjadfeni dané posunututé soumérnosti a uréeme jejich obrazy. Ve
skutecnosti stac¢i dosadit pouze bod Y, nebot soufadnice obrazu pocatku
jsou napsany v matici B.

0 -1
X'=(1 2).<_1 O)+(3 ~1)
Ziskdme obrazy P’ = [3;—1], Y’ = [1; —2]. Sttedy Spp:, Syy: tseéek PP’
Y'Y’ jsou Sppr = [%, —%], Syy: = [1;0]. Smérovy vektor osy soumeérnosti je

Sppr — Syyr = (%, —%) = 3 - (1;—1). Zndme bod na pifimce a zndme jeji

smérovy vektor (1; —1), mizeme napsat obecnou rovnici. Uréeme normalovy
vektor osy soumérnosti 77 = (1; 1), dosadme do pfedpisu pro obecnou rovnici
piimky az + by + ¢ = 0O:

r+y+c=0.
Dosadme bod na pfimce, napiiklad bod Syy: = [1;0], a dopocitejme c:
1+04+¢c = 0,
c = —1.
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Obecné rovnice osy posunuté soumérnosti, jediné samodruzné piimky dané
posunuté soumeérnosti, je x +y — 1 = 0.

4.9 Priklad 9

Ovétte, zda je predpis

W)=t

SN
s“ﬁ

2+v2 V2
>+(+T —7>

analytickym vyjadfenim shodného zobrazeni. Pokud ano, urcete o jaké shodné
zobrazeni se jedna.

|

ReSeni

e Aby byl predpis X’ = X - A + B predpisem shodného zobrazeni, musi pro
matici A platit A- AT = E. Ovéfme vztah:

B\ (v B\ 2.2 2 3\ 1 g
5 )2 a) -0t i)=Y
-3 T2 2 T2 171 171 01

Vztah plati, jde o predpis shodného zobrazeni.

e 7 tvaru matice A pozname, Ze se jedna o primou shodnost, tedy v tvahu
prichazi identita, stfedova soumérnost, otoceni, nebo posunuti. Z téchto
moznosti mizeme hned vyloucit identitu, stfedovou soumeérnosti i posunuti,
nebot prvky matice A neodpovidaji témto zobrazenim. Jedné se tedy o oto-
Ceni.

e Otoceni je ureno stfedem a tthlem otoceni. Uhel otoceni lze ziskat z prvki
matice A. Z kapitoly o klasifikaci shodnosti vime, Ze thel otoceni a se
da vyjadrit napriklad jako cosa = —*/75 a sina = \/75 Odtud urcime, ze
a=135°.

Stfed otoceni je jediny samodruzny bod otoceni. Uré¢ime ho vySetienim
samodruznych bodt zobrazeni. Dosadme do vztahu X - (E — A) = B pro
urceni samodruznych bodii:

1 Y2 V2
(:1: y) 2 2 :<2+ _ﬁ)
2

S

Sestavme soustavu rovnic:

x-(l—ig)—ﬂ/-\/5 2+ V2

?

2
r (D) ey (1-2) = 22

VyfeSenim soustavy ziskdme soufadnice z, y samodruzného bodu (stfedu
otoceni) S = [1;0].
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e Analytické vyjadieni

W)= )

V2
2 > + <2+\/§ _ﬁ)
V2 2 2

je predpisem otoceni kolem stiedu S = [1;0] o thel v = +135°.

Sl

4.10 Priklad 10

Urcete zobrazeni, které ziskame slozenim stfedové soumérnosti se sttedem S =
[3; 1] a posunuti uré¢eném vektorem @ = (—2;0) v daném pofadi.

Obrazek 4.5: Skladani stifedové soumérnosti a posunuti
Reseni
e Nejprve musime urcit analyticky predpis slozeného zobrazeni. Ten urcime

slozenim analytickych vyjadieni danych zobrazeni. Analyticky predpis stie-
dové soumérnosti je X' = X - A+ B, kde

= 5)

a v matici B jsou soufadnice obrazu pocatku. Pocatek P = [0;0] se ve
stfedové soumérnosti se stiedem S = [3;1] zobrazi na bod P’ = [6;2].
Analytické vyjadreni stfedové soumeérnosti je

X’:X-<_01 _01)+(6 2).

Analyticky pfedpis posunuti o vektor 4@ = (—2;0) je

X"'=X'+ (-2 0).
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e Slozenim stfedové soumeérnosti a posunuti ziskdme analyticky predpis slo-
zeného zobrazeni:

X" = X'+(-2 0)=
1 0

e 7 analytického vyjadfeni slozeného zobrazeni, konkrétné z tvaru matice A,
urcime, ze se jednd o stfedovou soumeérnost. Stied soumeérnosti miizeme
ziskat budto vySetfenim samodruznych bodi zobrazeni, nebo to lze vy¢ist
z prvkd matice B. Aby se pocatek P = [0;0] zobrazil na bod P’ = [4;2],
musi byt stfed soumérnosti v bodé [2;1].

e Slozenim stfedové soumeérnosti se stfedem S = [3;1] a posunuti uréeném
vektorem u = (—2;0) ziskame stfedovou soumérnost se stfedem v bodé
2; 1].

4.11 Priklad 11

Urcete zobrazeni, které ziskdme slozenim osové soumeérnosti urc¢ené osou

0:y = —x a otofeni se stfedem S = [2;3] o tthel o = +90°.
4 Cc
o )
2 1
B B*
1.
_4 _3 -2 —'1 1 3 4

Obrézek 4.6: Skladani osové soumérnosti a otoceni
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ResSeni

e Nejprve musime urcit analyticky pfedpis slozeného zobrazeni. Uréime ho
slozenim analytickych vyjadreni danych zobrazeni. Analyticky predpis osové
soumeérnosti uréené osou o : y = —x je

X’:X-(_Ol _01)+(0 0):X-(_01 _01)

Analyticky predpis otoceni se stiedem S = [2;3] o tthel & = +90° je

X" = Xx'. (_01 é) + <b1 b2) ,

kde by, by jsou soufadnice obrazu pocatku. Poc¢atek P = [0;0] se v daném
otoCeni zobrazi na bod P’ = [5;1]. Patrné nejjednodussi zpisob, jak pfijit
na soutradnice obrazu pocatku,je pfes dva shodné pravouhlé trojihelniky,
viz obr. [4.7] Pokud bychom chtéli na soufadnice pfijit analytickou cestou,
stacilo by uréit rovnici pfimky ¢ a rovnici kruznice k s polomérem |SP| cm
a spocitat priiseciky kruznice a p¥imky. Uvahou nebo z obrazku (obr.
bychom ur¢ili, ze obraz pocéatku je prusecik P’ = [5;1].

Obréazek 4.7: Urceni obrazu pocatku v otoceni

Analyticky predpis daného otoceni je

iz / O 1
X :X-(_1 0)+(5 1).
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e Analyticky predpis slozeného zobrazeni je:
X" = X (_01 (1)> +( 1)=
= (4 0) (o) e -
= X- ((1] _01)+(5 1).

e 7 tvaru matice A urcime, ze se jedna o nepiimou shodnost. Moznosti jsou
osova soumeérnost nebo posunuta soumeérnost. Zda-li se jednd o osovou
nebo posunutou soumérnost urcéime tak, ze vysetifime samodruzné body
zobrazeni. Osova soumérnost méa samodruzné body, které tvori osu soumeér-
nosti, posunutd soumérnost nema zadné samodruzné body.

Samodruzné body daného zobrazeni musi spliiovat rovnici X - (E— A) = B,
dosadme a vypocitejme samodruzné body:

X-<8 g>:(5 1),

O-z+0-y = 5,
O-z+2-y = 1.

Soustava rovnic nemé feseni, tedy neexistuje zadny samodruzny bod zo-
brazeni. Odtud plyne, Ze se jedna o posunutou soumérnost.

4.12 Priklad 12

Urcete zobrazeni, které ziskame slozenim Q400300500 CtyT osovych soumérnosti

O1,05,03,04. Prvni osova soumérnost OJ; je urcena osou o; : y = 1, druha
soumeérnost Oy je urcend osou og : x = —1, tfeti soumérnost O3 je urcena osou
03 :y = x + 2 a ¢tvrtd osova soumérnost Oy je ddna osou o4 : y = —x.

" 4 ’

Reseni

e Nejprve musime uréit analyticky predpis O4 o O3 o Oy o Oy slozeného zo-
brazeni. K tomu budeme potiebovat analytické predpisy jednotlivych oso-
vych soumérnosti.

e Urceme analyticky pfedpis X’ = X - A; + By osové soumérnosti uréené osou
01 : y = 1. Osova soumérnost je nepiimé shodnost, ma analyticky predpis

X’:X-<m 7Zn>+(b1 by) .

n —

Obraz pocatku P = [0;0] v dané soumérnosti je P’ = [0;2]. Zbyva urcit
hodnoty m a n. Vime, Ze v fadcich matice A; jsou soufadnice obrazi

soufadnicovych vektori. Zamysleme se, jak se zobrazi v dané soumérnosti
soufadnicové vektory (obr. 4.8)).
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Obrazek 4.8: Obraz soutadnicovych vektorti v osové soumérnosti

Vektor € = (1;0) se zobrazi na vektor €| = (1;0), vektor €5 = (0;1) se
zobrazi na vektor €, = (0; —1). Analytické vyjadfeni osové soumérnosti O,
urcené osou 0; : y = 1 je:

1 0
X=X(0_0+m2y
e Podobné urcime analytickd vyjadieni ostatnich osovych soumérnosti:

@:‘W:XHC4O>+@2®,

0 1
Oy : XW’:‘X”-(? é)-+(—2 2),

04:XWZXW<% ?)+moy

e Urceme analyticky predpis slozeného zobrazeni
04 @) 03 @) 02 (¢] 01 = 04(03(02(01(X))))
Pro vétsi prehlednost si to nejprve zapisme symbolicky:

O, : X'=X-A +B,,

Oy :© X"=X'Ay+ B,
Oy : X" =X".As+ B,
O, : X" =X".A,+B,.

Analyticky predpis slozeného zobrazeni je

X" =(((X-Ay+By)- Ay + By) - A3 + Bs) - Ay + By.
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Zkusme postupné dopocitat analytické vyjadreni shodného zobrazeni:

X//// — X/// . <_01 _O]_) + (0 O) —

[X”- <(1) (1)) + (-2 2)} . <_01 _01) +(0 0) =
= (o) () e (G ) -
= X”~(_01 _01)+(—2 2).

Dosadme za X" analytické vyjadfeni osové soumérnosti O, a upravme:

xm — x". (_1 0 ) + (_2 2) —

— X’.(é _01)+(0 2).

A konecéné dosadme za X' analytické vyjadieni osové soumérnosti Oy:

X = X’-((l) _01)+(0 2) =

_ X((l) _01) ((1) _01)+(0 2) ((1) _01)+(0 2) =
— X.((l) [1))+(0 -2)+ (0 2) =

= X-((l) (1))+(0 0) =

()

e Zobrazeni, které vznikne slozenim danych osovych soumérnosti v daném
poradi, je identita (obr. [4.9)).
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Obrazek 4.9: Slozeni danych osovych soumérnosti
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5. Ulohy na procviceni

5.1 Uloha 1

Urcete obraz trojihelnika KLM, kde K = [-3;5], L = [-5;2], M = [1;3], ve
stfedové soumérnosti urcené analytickym vyjadfenim

xﬂ:x-(ﬁ PJ+{—48)

Napovéda

Postupné dosadit do analytického vyjadieni body K,L,M.

Reseni

Obrazem trojuhelnika K LM je shodny trojuhelnik K'L'M'S K' = [-1;3], L' =
[1;6], M’" = [—5;5] (obr. [5.1).

6 5 4 3 2 1 0 1 2

Obrazek 5.1: Obraz trojuhelnika ve stiedové soumeérnosti

5.2 Uloha 2

Ovérte, zda je predpis

X’zX-(

analytickym vyjadfenim shodného zobrazeni. Pokud ano, urcete o jaké shodné
zobrazeni se jedna.

V3

_7)+@ 2)

N |+
[N}
[
N[
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Napovéda

e Pro zobrazeni s analytickym vyjadfenim X' = X - A + B ovétit podminku
A-AT =FE.

e VysSetfit samodruzné body a samodruzné piimky zobrazeni.
Reseni
Neplati podminka A - AT = E, proto se nejedné o analytické vyjadieni shodného
zobrazeni.

5.3 Uloha 3

Ovétte, zda je predpis

-1 0
/
X :X-(O 1)+(4 0)
analytickym vyjadfenim shodného zobrazeni. Pokud ano, urcete o jaké shodné
zobrazeni se jedna.
Napovéda
e Pro zobrazeni s analytickym vyjadienim X' = X - A + B ovétit podminku
A-AT =F.
e Vysetfit samodruzné body a samodruzné primky zobrazeni.
Reseni

Dané analytické vyjadieni je vyjadfenim osové soumérnosti urcené osou = = 2.

5.4 Uloha 4

Napiste rovnice vSech samodruznych primek shodného zobrazeni urceného ana-
lytickym vyjadfenim

-1 0
X’:X-(O _1> +(3 —2).
Napovéda
e Klasifikujeme shodné zobrazeni — ur¢ime samodruzné body a vySetiime

ykandidaty“ na smérové vektory samodruznych primek.

e Napiseme obecné rovnice samodruznych piimek.
Reseni

Jedné se o stiedovou soumérnost se stiedem v bodé S = [3;—1]. Samodruz-

né primky stredové soumérnosti jsou vsechny primky, které prochazi stredem
soumérnosti, bodem S. Obecné rovnice samodruznych piimek jsou

a-x—i—b-er(b—g-a) =0,

kde a,b € R, (a;b) # (0;0).
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5.5 Uloha 5

Urcete obraz piimky p: y = 3z + % v posunuti ur¢eném vektorem (1;—3).
Napovéda

e Primka p se v posunuti zobrazi na rovnobéznou ptimku p’, proto budou mit
obé primky stejny smeérovy vektor. Staci tedy dopocitat ¢islo ¢ v obecné
rovnici piimky p’ : y = 3z + c.

e Urc¢ime analytické vyjadieni daného posunuti.

e Urc¢ime bod na piimce p’ dosazenim bodu pfimky p do analytického vyja-
dfeni posunuti, pomoci néj uréime ¢islo c.

Reseni
Obraz ptimky p v daném posunuti je piimka p' : y = 3x — % (obr. .

Obrazek 5.2: Obraz primky v daném posunuti

5.6 Uloha 6

Urcete obraz kruznice k : (x — 3)? + y? = 4 ve stfedové soumérnosti se stiedem
S =[0;2].

Napovéda
e Urcime analytické vyjadieni dané stifedové soumérnosti.

e Uréime obraz stiedu kruznice. Polomér kruznice se zachovéa, nebot shodné
zobrazeni zachovava vzdalenosti bodi.
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e Napiseme rovnici obrazu kruznice.

Reseni

Obraz kruznice k (obr. [5.3)) v dané stfedové soumérnosti je kruznice

K :(x+3)°+ (y—4)7° =4.

Obrézek 5.3: Obraz kruznice ve stfedové soumérnosti

5.7 Uloha 7

Urcete obraz elipsy

(x+2)?  (y—3)°
: =1
¢ Tg T

v osové soumeérnosti urcené osou o :y = x — 2.
e v
Napovéda
e Nakreslime si nacrtek situace (obr. [5.4)).
e Zjistime analytické vyjadieni dané osové soumérnosti.
e Urcime obraz stiedu elipsy.

e NapiSeme rovnici obrazu elipsy.
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Obrazek 5.4: Obraz elipsy v osové soumeérnosti

ResSeni

Analytické vyjadieni dané osové soumeérnosti je

01
X' =X- (1 0) +(2 -2).
Obraz elipsy je

R A

: 1.
€ A 9

5.8 Uloha 8

Urcete analyticky predpis shodného zobrazeni, ve kterém se trojuhelnik K LM,
kde K = [-2;2], L = [0;1], M = [1;3], zobrazi na trojuhelnik K'L'M’, kde
K' =1[4;4], L' = [5;2], M" = [3;1].

Napovéda

e Do analytického vyjadieni X' = X - A + B dosadime postupné soufadnice
bodi K,L,M a jejich obrazi, ziskdme soustavu rovnic.
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e Vypocitame prvky matic A,B vyfeSenim soustavy rovnic.
Reseni

Analytické vyjadieni daného shodného zobrazeni je

0 -1
X’:X-(_1 O)—l—(6 2).
Jde o analytické vyjadieni posunuté soumérnosti urcéené primkou y = —x + 4 a

vektorem (2; —2) (obr. [5.5).

Obrazek 5.5: Posunuta soumérnost

5.9 Uloha 9

Shodné zobrazeni je dano predpisem

X’:X-(_Ol é)+(—2 -1).

Urcete, o jaké zobrazeni se jedna. VysSetfete samodruzné body a samodruzné
primky daného zobrazeni.
Napovéda

e VysSetfime mnozinu samodruznych bodt a ,kandidati“ na smérové vektory
samodruznych piimek.

e Zjistime urcujici prvky daného shodného zobrazeni.
Reseni

Jedné se o otoceni o tthel & = +90° se stfedem v bodé S = [—3; —3].
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5.10 Uloha 10

Urcete zobrazeni, které vznikne slozenim posunuté soumérnosti urcené analytic-
kym vyjadfenim

X'=X- (_01 _01> +(6 2)
a stfedové soumérnosti se stfedem S = [3;1] v uvedeném potradi. VySettete
samodruzné body a samodruzné primky daného zobrazeni.
Napovéda
e Urcime analytické vyjadfeni dané stfedové soumérnosti.
e Slozime zobrazeni.
e Klasifikujeme slozené zobrazeni.

Reseni

K' o

Ll Kll

MII

LIII

KIII

Obrazek 5.6: Osova soumérnost

Analytické vyjadieni dané stfedové soumeérnosti je

X”:X’-(_Ol _01>+(6 2).
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Analytické vyjadieni slozeného zobrazeni je

y v (01
oox ().

Jde o osovou soumérnost uréenou osou o : y = x (obr. [5.6).

Poznamka. Pokud zaménite poradi skladani zobrazeni, vyjde vam jiny vysledek!

5.11 Uloha 11

Urcete zobrazeni, které vznikne slozenim otoceni ur¢eném analytickym vyjadie-
nim

X'=X- (_01 (1)) +(-1 1)

a otoceni se stfedem v bodé S = [—1;0] o orientovany thel & = +270° v uve-
deném poradi.
Napovéda

e Urcime analytické vyjadieni druhého otoceni.

e Slozime zobrazeni.

e Klasifikujeme slozené zobrazeni.
Reseni

Analytické vyjadieni otoceni se stfedem v bodé S = [—1;0] o orientovany thel
a=+270° je

0 -1
X//:X/.(l 0>+(_1 _1)_
Analytické vyjadieni slozeného zobrazeni je

v (10
eox (10,

Slozenim danych dvou otoceni ziskdme identitu.

Poznamka. Pokud zaménite poradi skladani zobrazeni, mize vam vyjit jiny vy-
sledek!

5.12 Uloha 12

Urcete zobrazeni, které vznikne sloZzenim dvou osovych soumérnosti v uvedeném

poradi. Prvni osova soumeérnost je urcena osou y = —2, druha osova soumérnost
je urCend osou y = —x — 1.

, b4
Napovéda
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e Urcime analytické vyjadfeni danych osovych soumérnosti.
e Slozime osové soumérnosti.

e Klasifikujeme slozené zobrazeni.

Reseni
Analytické vyjadieni osové soumérnosti uréené osou y = —2 je
1 0
!/
X' =X- <0 _1) +(0 —4).
Analytické vyjadfeni osové soumérnosti urc¢ené osou y = —z — 1 je

" ! 0 —1
X :X-(_l 0>+(—1 ~1).

Analytické vyjadieni slozeného zobrazeni je

X”:X.(g _01>+(3 ~1).

Jde o otoceni o orientovany thel o = +270° kolem bodu [1; —2] (obr. [5.7)).

-4

Obrazek 5.7: Otoceni

Pozndmka. Pokud zaménite potradi skladani zobrazeni, vyjde vam jiny vysledek!
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Z.avér

Cilem prace bylo vytvorit webové stranky, které by propojily synteticky a ana-
lyticky pristup ke shodnym zobrazenim a naucily zaky fesit ptiklady analytic-
kou metodou. Dany cil byl naplnén prostfednictvim vybudovani analytické teorie
s pouzitim syntetickych znalosti danych zobrazeni. V praci byla vytvorena rada
prikladi, které jsou doplnény o vzorova feSeni a poznamky k nim. Navic se
v praci vyskytuji i illohy, kde neni detailné popsan postup reseni, ale jsou tam jen
vysledky a napovéda k feseni. Stranky budou dostupné na portalu stfedoskolské
matematiky, webovych strankach katedry didaktiky matematiky MFF UK.
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