Analyticka geometria

Analyticka geometrige oblag matematiky, v ktorej sa Studugeometrické Gtvary
avz'ahy medzi nimipomocou ichanalytickych vyjadreniPrakticky vyznam analytického
vyjadrenia je v tom, Ze vienfahko zisti’ - vypctitat’, ¢i bod X je bodom daného utvaru, ak
pozname suradnice bodu X.

Pomocou zvolensjiradnicovej sustavyieme kazdy zakladny geometricky Utvar vyj&dri
jednoznéne v tvare istejovnice (alebonerovnice - NR.

Vz’ah medzi prislusnym geometrickym utvarom a jehmicmu (NR) je dany nasledovnym
pravidlom:

Cubovd’ny bodX leziv danom Utvar@rave vtedyak jeho stradnicgiiaji rovnicu (NR) Gtvaru.

Na zéklade,tohto pravidiarienikom GtvarovU; a U, je mnoZina vSetkych bodov, ktorych
suradnicesplriaju sufasne rovnice (NR) obidvoch tychto Utvarov, t. j. sistaychto rovnic (NR).

Suradnice bodu na priamke

Ciselna os je na priamkeuréena vdbou jednotky a vibou za&iatku bodomO, ktory rozdeli
priamku x na dvepa‘né polpriamky—kladnd azapornu poloosTakatociselnd os predstavuje
jednorozmerny suradnicovy systém — jednorozmerntagiicovu sustavuktord oznéujemeOy.
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Bod O ma suradnic®, ¢o zapisujem® =[0] , alebo zjednoduSer[0] .
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Priklad 1: Zobrazte v @body:A =[-3] , B=[-5],C=[2],D =[4], E =[-1]

RieSenie:
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Sdradnicova sustava

Kartezianska suradnicova sustawarovine (v priestore) je sustava dvoch (trochjzégomna
seba kolmych priamakktoré volameosi suradnicovej sustavych jediny spol@ny bodvolame
zadiatok sUradnicovej sustavg ozngujeme ho znakor®

a suradnicovu sustavu ozgemeOyy (Oyyz).

Kazda os je rozdelena bodmi, ktoré nastej bsi su od seba rovnako vzdialenéipajic
bodomO. Tuto vzdialenosnazyvamgednotkapre danu os. Jednotky jednotlivych osi mézd ma

rovnaku alebor6znu velkos’.



Kartezidnska suradnicova sustd@grostriedok pomocou ktoréh&azdému boduw rovine
(v priestore) viemgednoznane priradi” usporiadanu dvojicu (trojicu) realnycléisel
ktoré volamesuradnicedaného bodu.
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Fakt, Ze bodA ma suradnicey, &, &, budeme zapisovaA = [a;; ay; ag] alebo A[ay; ay; ag).
Priklad 2: Zostrojte v Oxyz bo® =[4; 3; 5

RieSenie: V rovinexy (uréenej osamk ay) zostrojime bodQ" =[4; 3; (] (tzv. pomocny bop
Bodom®” zostrojime kolmiclk na rovinuxy = rovnobeznus 0SOLz.
Obrazom bodina osiz zostrojimerovnobeZku psospojnicou OQ:
Priesaik priamky p a kolmice k jeladany bod Qp n k = {Q}.
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Vzdialenag dvoch bodov na priamke
Vzdialenasdvoch bodovA=[xa], B=[xg] naciselnej osi sa rovna absolutnej hodnote
rozdielu realnycliselxa a xg , t.j. rozdielu ich saradnic:

(A Bl =1AB] =1 xe—xu | = [(x5—x, ) (1)

Vzdialenag dvoch bodov v rovine
Vzdialenasdvoch bodovA=[xa; Ya ], B=[Xg; yg] V rovine ugime ako vékos prepony
pravouhlého trojuholnika ABC:
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IAC|=| xg—xa |, IBC|=] yB—yAl

A Bl = |AB] = \/(XB_XA)2+(yB_yA)2 @

Priklad 3: Vypcitajte vzdialeno$ bodov P =[-3; 2 ,Q =[-7; -1]

Riegenie: |P, Q| = /(-3+7)* +(2+1)° =16+9 =5]j.

Vzdialenag dvoch bodov v priestore
Vzdialenasdvoch bodovA=[Xa; Ya; Za ], B=[Xs; Y&; zs] V rovine ugime ako vékos’
prepony pravouhlého trojuholnika ABC s vyuzitimymahlého trojuholnika ACD:

AACD: d? = (xa — Xa)? + (Ya — Vi)?
AABC: |AB|?=d?+ (za — &)*= (xa — X8)’ + (Ya — ¥&)* + (22 — B)° =

A, Bl =1AB] = \/(XB_XA)2+(yB_yA)2+(ZA_ZB)2 )
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Priklad 4: Urcte,¢i AABC s vrcholmiA =[-1;5;1 ,B=[3;-2;-] a C=[-3;2; ] je
pravouhly.

Riegenie: |AB| = /(3+1) +(-2-5 +(-1-1) =69
IBC| = (-3-3)* +(2+2)? + (1+1)° = /56

|AC| = |/(-3+1) +(2-5)? + (1-1)? =13,
.56 + 13 = 6% AABC je pravouhly

Stred Uséky
BodS je stredom Uséky AB prave vtedy, ak plati AS| = |BS|
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Pre suradnice bodu S platks = “A—"8 a yg= yA—ZyB
¢ A - : _ ZytZ,
Podobnym sp6sobom v trojrozmernom priestore plati= s



+ +
Zaver. Pre sUradnicstredu Uséky AB v rovine plati:S = {XA X . Ya yB} (4)

+ + +
Pre stradnicgredu Useky AB v priestore platiS = {XA 5 Xs ; Ya™Ye ; Za ZB} (5)

Symbolicky zapiS = A~ B alebo S :%

Priklad 5: Vypciitajte suradnice stredu S dkg AB, ak A=[3; 1;-3 ,B =[-1; 3; 4

RieSenie: 82{3_1;1+3;_2_4} =11, 2; -3
2 2 2

Trocha matematickej ,fantazie“:

Na zaklade vysledkov (1) az (5) m6zeme predpoklatapre body Yubovd’nomn-rozmernom
priestore, kde ON plati:

A=[ay; ay; ag; ...; a,] 0 B=[by; by; bs; ...; by =

= A8l =188 = (a0, f +{a, b, +(ay—bsf +.+{a, b,

= S=ZA=~B= |:a1+bl;a2+b2;a3+b3;m;an+bn:|
2 2 2 2

Krasa tej fantazie je v tom, ¥ie vz’ahy su pravdivaa na zaklade nich dokadzeme v¥ita’
dizku useky alebosuradnice jej stredunapriek tomu, Ze si tu G8ai nedokazeme v 3-rozmernom
priestore ani predstayipokid’ to budeme peitat’ pren = 4.

A prave aj v takychto zaveroch sa skryva

KRASA MATEMATIKY



Ulohy :

.V akom vz’ahu su obrazy bodov K%, -3], L=-1;-3], M=[-1; 3, N91;3 ?

.V Oy, zobrazte body R; 2; 3, Q1,;2;-3], R1;-2; 3

. Vypocitajte vzdialenosbodov: a) K], L=[-7]

b) L§-1; 1], M=[12;-5], NH-4; (0 od bodu OF; Q
a uite obvodALMN

c) PI0;—21, d3;4; 1

. Urc¢te suradnice bodu B tak, aby bod3=3] bol stredom usé&y AB, ak AH3,5;-2] .

. Vypocitajte saradnice stredu Wy AB: a) A3;-1; 6, B[5; 1;-8]

b) R;—4;6, B-2;2,-6]



Vektory

Niektoré fyzikalne veliiny (napriklad rychlo§ sila) maju dve charakteristiky:
- ve’kos’
- smer

Orientovana uséka je useka, u ktorej jgednoznane uréené (vyznaené), ktory z jej krajnych
bodov je po¢iatoénym a ktory koncovymbodom (ozn&eny Sipkou).

B
Na obrazku jerientovanause&ka AB
S po&atoénym bodomA a koncovymbodomB
-va’kos’: dizka useéky AB
A -smer:smer orientovanej Uskey
Ak A, B su2 réznebody, potom AB = BA, alere orientované Uséky plati AB # BA.

Ak pociatoény a koncovy bodplyvaju,ide o tzv. nulova orientovanu Gséku,
ktorej ve’kod’ je nulova

Poznamka:Z4pisorientovanause&ka AB ¢asto zapisujeme v tvarg B -

Nenulovy vektor uje mnozinavSetkych orientovanych Ggek,
ktoré majurovnaku vé’kos’ a rovnaky smer

AY

Y.

/

Nulovy vektorje mnozinavSetkych nulovych orientovanych dis&

Kazdaorientovana uséka vektorau sa nazyvaimiestnenie vektorau.

Poznamky:
1) Zapisvektor u ¢asto zapisujeme v tvara (u so Sipkou) alebo hrubdkacou U.

2) Cely vektor sa graficky zobrazneda, nakiko vSetky zodpovedajlce orientovanédkye
tohto vektora by vyplnili celd rovinu alebo 3-rozmg priestor.
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Priklad 1: Rozhodnite, ktoré orientované dkg s umiestnenim (reprezentuju) toho istého
vektora.
Ktko réznych vektorov je zobrazenych na obrazky ?

N L

t:,‘!l’

vektor u — orientovane usecky AB. EF
vektor v — orientovane usecky IJ. CD
vektor w — orientovana usecka LK
vektor x — orientovana usecka HG
vektor y — orientovana nisecka MV

Zaver: Sedem orientovanych Gk reprezentuje len padznych vektorov.

Priklad 2: V rovine je danyektor u orientovanou us&ouAB, kdeA[1; 2], B[3; 3.
Zakreslite dD,, umiestnenia vektora upomocouwrientovanych usgek:

a) AB b) CD, akC[-1;3] «¢)EF, akF[1;,-1] d) GH, akGJ[0;0]
RieSenie:

........................................................................




Priklad 3: Rozhodni, kiko ¢isiel je potrebnych v rovine nadenie:
aprientovanej uséky b)vektora

RieSenie:

Orientovana usia je utena Styrmiislami — p@iatoény a koncovy bod je deny dvojicowisiel.
Pri zakreSovaniorientovanych usgéek, ktorésu umiestnenim toho istého vektovaprikladec. 2,
stailo vyuZzit’ ako z&kladbrientovanu Uséku ABa ostatné umiestnenia sa dali zakfgstid’a

jedného z krajnych bodov tak, aby Sipka znamenadam odvejednotky doprava
jednu jednotku nahor

Z uvedeného vyplyva, Aeektor v rovineby mohli charakterizowadvecisla, ktoré reprezentu;ju
posunz boduO o tieto¢isla vhorizontalnomavertikalnom smere vdanom poradi

Preto by sme mohli uvedeny vektorapisé v tvareu =[2; 1].
Postreh:

1) Tieto dvetisla dostaneme v pripade kazdej orientovanejkyyseprezentujlcej ten isty vektor,
akod suradnic koncovéhbodu od¢itamesuradnice pdiatoénéhobodu.

2) Cisla charakterizujice vektor=[2; 1] sa zhodujl so stradnicami badu
orientovanej uséky GH
(suradnice koncového bodarientovanej usiy, ktorejpoc¢iatoény bod je bod O).

Overit’ uvedeny postreh
na vektoroch zobrazenych na obrazku: {-3; 6) Ay

® {2;4}/ / X

(-3:6)

Definicia:
Nech vektomu je ukeny orientovanou Ugkou AB, kde Aa; a;] , B[bs; by]

Cislau; = b, — a, u, = b, — & (v pripade 3-rozmerného priestaryi= b; — &) nazyvame
suradnicevektorau.

Zapisujemed =B — A =[uy; uy;] (alebqug; Uy ug])



Poznamka: Zapis B — A je len formalny @peracia rozdielu sa tyka len suradnifodovA, B,
nalo rozdiel bodov ako objektov neexistuje (je nezety

Priklad 4: Urcte suradnice vektorow = KL, v = MN, w = NMak:
K4; -2, L[2;9, M[-2;3;-T, N[4;-2; -1

RieSenie: u=KL=L-K=[2-4;5-(-)=/2;7]
V=MNN-M=[4-(-2):-2-3 - 1- (13 /6; -5 ¢/
W= NMM =N =[-2- 43~ (-2); 7~ (-]l /-6; 5 -4

Poznamka:Vektoryv aw z prikladu¢. 4 nazyvameavzajom opéné vektory
(maju opaé smery) a zapisujenve= — w

Priklad 5: Dany je vektou = /~ 2; 3/ a dve jeho umiestnenB aKL, A[1; 2], L[-1; 1].

Uite sUradnice zvySnych krajnych bodov orientovanysdiiek,
ktoré su jeho umiestnenim.

RieSenie: u=/~2;3=AB=B-A=[h-1,b- =2 -1=—-20pL-2=3,t.j.
b]_:—lD bz =5 .. q—1,5]

u7-2;3=KL=L-K=[-1-Kk;1-k] =-1-k=-201-k=3,t.j.
k]_: 10 kz =2 .. Wl;—z_]
Problém: Ako spozname rovnaku Ko’ vektorov ?

Zistime vzdialenosti krajnych bedch umiestneni — reprezentantov.

Ako spozname rovnaky smer veltdto
Pdladom celkom jednoduché, matematicky c:oigaZSie.

Definicia:

Dve nenulové orientované ude/ AB aCD majurovnaky smey ak:

: . . D

» priamky AB a CD strovnobeznérozne \

a bodyB, D leziav rovnakej polrovine *\/ ;
shrani¢nou priamkou AC Cl
A \

» priamky AB a CD s(totozné D
aprienikom polpriamokAB aCD '
jeopé’ polpriamka

5 C

10



DiZka vektora(tsaky) je utenavzdialenogou pafiatoénéhoa koncovéhabodu Pubovd’ného
smerového vektora, ktory je jeho umiestnenim

1z

Uluag: us: ug
u, Ulu,; uz] [ ]
i

Z obrazka vyplyva, Ze aplikaciou Pytagorovej vetgtdneme:

lul = Juz+u? alebo  |ul = Jd2+u? = uZ+u+u2
1 2 3 1 2 3

Nech u = AB, Alas; &; &, B[by; by; ba].

Potom plati: [ul = |[AB| = [B-A| = d(AB) = (b, -a,)* + (b, —a,)* + (0, - a,)?

Nulovy vektor je (jediny) vektor, ktoréhdizka je0. Budeme ho ozmava’ O.
Nulovy vektor masSetkysuradnice rovné.

Jednotkovyvektor jekazdy vektorktoréhodizkaje rovna 1.

Jednotkovy vektoorientovany v kladnomsmere osk ozna&ujemei, ... 1/1; 0; 0/
jednotkovy vektoorientovany v kladnonsmere osy oznaujemej, ...j/0; 1; 0/
jednotkovy vektoorientovany v kladnonsmere osz oznaujemek. ... k/O; O; 1/

Vektory I, |, K tvoriabazutrojrozmernéhgriestoru.

V d'alSom texte predpokladajme, @Ri1; uy; uz] a v[vi; vo; vi).
Skalarny nasobokvektorav a realnehd@islac je vektor C.V,
pricom: dizkavektoraC.V je |c| nasobkom tiky vektorav a
pre ¢ 0 oba vektory majiovnaky smer
pre & 0 oba vektory majhavzajom opédny smer

prec=0platt.v =0

NamiestoC.V budeme niekedy pig&ratSieCv.
V stradniciachC.V = fC\y; CVy; CV3/

11



Vektor (-1).v volamevektor op@ny k vektoru V a oznaujeme — V.
V stradniciach= V =/~ w; — \b; — 3/

Plati:
Dvanenulové vektory su rovnobezmpeave vtedy, akeden z nich je skalarnym nasobkom

druhého
Je to prave vtedy, ak podiely ich prvych, druhychietich stradnic su zhodné.

Priklad 5: Nech A-3;1;71 a H2;-5;Q.
Utte dzku vektorav = AB a suradnicgednotkovéhovektora rovnako orientovaného
v jeho smere.

RieSenie:

Najskor ugime suradnice vektora= AB=B — A
B—A=[2-(-3),-5-1L0-7=[5-6,-7T].

vl =|AB| =|B-Al = d(AB) = 5% +(-6)° +(- 7)? =/25+36+49 =110

Ozna&me u[u;; uy; ug] jednotkovyvektor v smere vektora = AB=B — A
Nakd’ko U je skalarnym nasobkom vektovaexistuje také realn#éslo C, Ze plati :

U1 = oc, Uz = —be, uz= —Tr.

Naviac, vektoiu méa dzku 1a preto plati:

1= Ju? +u2 +ul = 25¢2 + 367 + 4962 = 110c°.

1 1
Teda = — ..c=+%
11C V110
. 1
Hradany vektor dostaneme pre hodnote @3 t. j. c = —
V110
5 —6 —7

u = -

V1107 /1107 /110

Priklad 6: Pre ktoré hodnotyisel p, q/R su vektorya=/~1;p;4 ab=/q;2,-3
rovnobezné?

RieSenie:

Pod’a poznamky pred predchadzajucim prikladom su vgkt@b rovnobezné prave vtedy, ak
plati : “iop. 13 . Porovnanim prvého zlomku s tretim a druhébmku s tretim
q

dostdvame:q=3/4 a p=-8/3
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Operécie s vektormmndzZzeme geometricky realizavBen pomocou ich umiesteni.
VyuZivame najma operacie s orientovanymickaeni, ktoré maju spotmy zaiatok.
Ak u=ABav = AC tak

Sucet vektorovu av je vektor u + v = AB + AC, ktory mézeme znazomiako uhlopriéku
v rovhobezniku so stranami tvorenymi vektornayv , pricom jeho orientacia je znazornena na
obr. :

Vysledoks¢éitania vektorov,nezavisi
od toho, v akom poradi iciitujeme.

V sUradniciach:u + v =fU; + vi; Up + \b; U3 + V5]

a+b=c:
c c
2 b
—_—

Rozdiel vektorow av je vektoru-v =u+ ¢ v)=AB + (-1).AC

Ak u —v = o(nulovy vektor), taku av nazyvameopac‘né vektory

V stradniciachu =v = fu; — v; Uz — W; Uz — w/

J=c-d=c+(-d)
-d

Vysledok operacii s vektormi nezavisi od umiesteretorov.
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Priklad 7: Dvanekolinearnevektory, napr.a, b, méZeme chépeaako strany rovnobeznika.
Graficky ukazte, Ze isti‘et arozdid predstavujluhlopriec¢ky tohto rovnobeznika.

RieSenie :

L 1g_
S-0=(A-0)+-(B-0)

s—o=a-lo+lpg_lo=1a+lg_0
2N TT TP TRE TS

s=la+ip=ArB
27727 2

Upozornenie: VSetky operacier predchadzajlcich rovnostiash robia so suradnicami bodov
mie s bodmi(aj ked’ to formalne vyhovuje).

Plati: Ak bodS[s;; s;; s5] je stredomuseky AB, v ktorej Alas; a; as] a B[bs; by; bg] , potom

$s1; 5 84] = {aizbl;azzbz;as;bﬂ. Zapisujeme&s = A= B

Suradnicer’aziska trojuholnika

T—A:E(A'—A) O A = B*CzB;C
T_A=2(B*C _p=lpilc_2a
3° 2 3 33

T=ip+ic+ia=zA¥BEC
3 3 3 3

Priklad 8:
Urcéte saradnic&aziskaT v trojuholnikuABC, akA[1; - 2; 3, B[-10;9; 14, C[6; - 1;1qQ .
L . ) 2, .. 2
RieSenie: a)A"= B=-C=[-2;4,1 ... T-A= §(A -A) = 5[- 3;6;9=[-2,4,9 ...
T=A+246=[-1,29

b) T:%M:[-l;z;g]
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Linearna kombinacia vektorow a Vv je vektorw, pre ktory plati:
w = c.u + d.y kdec, d 7R.

Cislac, d v linearnej kombinéacii nazyvameeficientykombinacie. Pre kazdu konkrétnu hodnotu
koeficientov dostdvame konkrétny vektor.

Plati:

Ak mame v rovine dané dveerovnobezné vektorflinearne nezavisle), tddazdyvektor tejto
roviny sa dgednozna‘ne vyjadrit’ v tvare linearnej kombinacie tychto dvoch vektorov

Ak mame v priestore dané travzajom r6znobezneektory, ktorénelezia vSetky v jednej rovine

(linearne nezvislé), tdkazdyvektor v priestore sa dagnoznane vyjadrit’ v tvare linearnej
kombinacie tychto troch vektorov.

V désledku toho kazdy vektor sa da napisévare linearnej kombinacie vektorov bazy:
U=Ud +Uy + UK.
V tomto vyjadreni su koeficienty kombinacie zhodwéstradnicami vektora, teda plati

U =Ul + Uy + UK prave vtedy, akl =[Uyg; Uy ; U]
Priklad 9: Vyjadrime vektof — 3; 1] ako linearnu kombinaciu vektor¢y; —1] a [2; 3].
RieSenie: Hradameiisla c, d JR, pre ktoré plati
[-3;=d1;-J +d2; 3] =[c;-d +[2d; 3d] =[c + 2d; -c + 31 .
Porovnanim prvych a porovnanim druhych suradn&p( dvojice sa rovnaju prave vtedydkea

rovnaju po zlozkach) dostavame sustavu dvoch cowiivomi neznamymi:
c+2d=-30-c+3d=1= c=-11/5ad=-2/5

Teda plati ;[ - 3; 1] = _?11.[1; 1]+ _?2 2: 3]

Skalarne nasobenie (skalarny giin) vektorov

Definicia :

Ak u =AB av = AC, takkonvexnyuhol BAC ( < 180 ) nazyvamaihol vektorov uav ( 0zn.¢ ).
Uhol nie je definovany, ak aspgeden z vektorov je nulovy

Ak u av su nenulové vektory, ktoré zvieraju ulggltak ¢islo [0 I[dcos¢g nazyvame

skalarny sw@in vektorovu av ( ozn.u.v).

u.v = udOvO.cos¢
Ak aspai jeden z vektorov je nulovy, tak ich skalarnyisge 0.

15



Veta ( o skalarnom s@ine ) :

V ortonormalnej sustave suradwicovine pre kazdé dva vektoryus,u,] av[vi,Vvy] plati :
U.v = .V, + U Vo

V ortonormalnej sustave suradniqoriestorepre
kazdé dva vektory[us,Uy,Us] av[vy,Va,v4] plati :
Uu.v = WU.vy + .V + Us. V3.

Dbékaz (v rovine ) :

Pod’a kosinusovej vety :
&=+ —2b.ccosd
(BCP=Cu+OvF-2.0u0.0Ovcosd
H_J
-2.U.v
u.v = YuP+Iv[F -0BCH)

=

Po dosadeni stradnio.v = ¥ u®+ >+ Vi?+ Vo?—( Uy=V1)°—( Up—V2)?]
Po Uprave u.v =up.v; + Up. Vo

Poznamka:
Skalarny s@in vektorovje jedina operacia s vektormi, kdgsledkom nie je vektor
aleskalar (konstanta).

Skalar (slovnik c. slov) je vetina dostatone utena svojowiselnouhodnotou
¢ds, dzka, objem, energia a pod.); jedpak vektora

Pouzitie skalarneho sdinu

Veta ( o uhle vektorov ) :

Pre v&kod’ uhla¢ nenulovych vektorowu av plati :
uv UV, +U,V, + Uz,

[}V ) \/uf +UZ +u? \/vf +V5 +VE

cos¢ =

Désledok : Nenulovévektory u av st na seb&olmé prave vtedy,ked’ u.v = Q

u.v =[ud.0OvO.cos¢ = ullvO.cos 90° = 0

Z definicie skalarneho 8iinu a z vlastnosti funkcikosinusvyplyva:
« u.v>0prave vtedy, ak uhol vektoravav je ostry.

- u.v = Oprave vtedy, ak uhol vektoravav je pravy.
« u.v<O0prave vtedy, ak uhol vektoravav je tupy.
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Priklad 10: Vypctitame uhol vektorowvit a v, ak
u=[-2,1 a v=][34]

RieSenie:
(—2).3+ 1.4 =2
VT 12V + 2 55

CO8 0 =

Preto uholp vektorovu av ma pribliznd hodnotut00,3°.

Priklad 11: Né4jditejedotkovyvektorkolmy na vektoru = /3; 2/ .

RieSenie: Najskor uéime nejaky vektorv kolmy na vektoru.

Vo vSeobecnosti, ak’ledame nejaky vektor kolmy na vekfar, b] , tak mézeme vyufi
vektor[-b; a], pretoZe ich skalarny & je 0. /a; b/[-b;a]=-ab+ab=0

TakzZe vektow =[-2; 3] je kolmy na vektou.

Potom, spdsobom podobnym ako v priklade 5 tejtatddgmajdeme dve rieSenia ulohy
2

ﬂ_[__zi] a ﬂ_[___g]
BV VT AV E AV

Vektorové nasobenie vektorov
Definicia :
Vektorovy su€in nenulovych vektorov u a vje vektorw, ktory ma tieto vlastnosti :

1. w je kolmy na vektoryu av

2. smer vektorav je ucenypravidlom pravej ruky | Pravidlo pravej ruky :

3.0w=luO.OvO sing , ¢ 0K 0°; 1809 Ruku polozime digou na rovinu, v ktorej
leZia vektoryu av. Palec postaveny kolmo k
Ak je aspa jeden z vektorow av nulovy, tak ich | dlani uguje smer vektorav.

vektorovym sdinom jenulovy vektor.

Vektorovy s@in ozn&ujemelU x V.

—_— Y
UWxXv - +
v

Poznamka:

Geometricky vyznam tretej vliastnosti je tendfika (velkost) vektorového séinu dvoch vektorov
sa rovnase’kosti ploSného obsahu rovnobeZnikgtvoreného tymito vektormi.
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Veta : Pre kazdé nenulové vektanav v priestore plati :

a) aku je nasobkonv, takuxv =0 )
u X v

v
byuxVv = — (VX U)
. i
\ VHU=—UXV
T

L4

Veta : Nech vpravotafivej ortonormalnej sustave suradnic v priestore su deki@ry
ufug; W; Ug] a v[vy; Vz; vg].
Potom suradnice vektaka= U x V mdzeme vypéitar’ pod’a vzorca:
W1= Up.V3— U3.Vo, Wo= U3.V1— U1.V3, W3= U1.Vo— Ur.V1

alebo pomocosgchémy

L1} L1 K L18]

> > >

Vo Vi1 V1 Vo

L1 E}

u x "‘r — [112\,'3 — “_3"2 ; 113\"1 — IIITS ; “-]_VZ - ll21‘;].]

Poznamka :
Ak potrebujeme uiit’ v priestord’ubovd’ny vektor, ktory jekolmy na dané vektory av, tak

pouzijeme vektow = ux v.

¥ [ C
b
Veta ((obsah trojuholnika) : \C 5
Nech v priestore je dany trojuholnik ABC a nech o - 2
b=AC ac=AB.
A=0 x

Potom PAABC =%[b x cO

Dokaz :
Paasc = ¥%2C.Vg, Ve = bsina, b =|b|, ¢ =|c|

Po dosadeni :RRsc = Y2|b.|c|.sina = Y2[b x c pod’a definicie vektorového siinu.
Poznamka :

Z kazdej ulohy v rovine méZeme uréhilohu v priestore tak, Ze #@tiu stradnicu
bodov ( vektorov ) dosadinmailu.
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Priklad 12: Vypctitame obsah trojuholnika s vrcholmi[32-1; 9 , B[O; 4; -3 , A[-3; 3; 1]
RieSenie:

Hradany obsah je rovny polovici plochy rovnobeZznktara sa rovnaidke vektorového stinu
vektorovu =B - A =[-3;5;-7 av=C-A=[-6; 4, -4].

Pod’a vety vyuzitim vzorca alebo schémy platk v =[8; 30; 19

Paasc = %\/82 +30% +18? =+/322=1795 j°.

Veta ((objem rovnobeznostena ) :
RovnobezZnosten je Stvorboky hranol, ktorého pabiié steny su rovnobezné.
Pre objem rovnobeznostena ABCDEFGH, v ktowomAB, v= AD a w =AE plati :

V = [u x v).wO
RovnobeZznosten ABCDEFGH danou trojicou vektorovefttovanymi Usékami so spolénym
paociatocnym bodom) jgednoznahne urceny.

Poznamka : SEin (u x v).w sa nazyvamieSany séin vektorov
NaKkio na zaklade poradia operacii ako posledna sanéykoskalarny siin
vektoroyvysledkom zmieSaného@iu je konStanta

Priklad 13: Vypctitame objem a obsah povrchu rovnobezZznostena ABXGEDE s vrcholmi
K1 2;-4, B2;3;Q, D[-2;7;-4, HL;-1;-9.

RieSenie:

Objem bude rovny absolutnej hodnote zmieSanétioswektorovu =B — A =[3; 1; 4],

v=D-A=[-1,50,w=E-A=[2;-3; -7

uxv=[-20;-4;16 ... UXV)w=—40+12-32=60 ... V=|-60] =60f.

Obsah povrchu vypdtame pomocou vektorovych&aov

S=2(uxv| +luxw| +|vxwl|)=2([-20; -4; 16| +|[10; 14; -11]| + |[-10; -2; -7]) =
= 2(J672++/417+/153) = 117,4 }.
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Obsah trojubolnika
pomocou vektorov:

Prildad:
Dani je kocka ABCDEFGH a rovina p = MNB , kde M je stred EF, 5
N sired FG - i

a) zostrojte rez kocky rovinou p,
b) vypotitajte obsah rovinného rezn, ak hrana kocky a = lem.

Riefenie:

1. spaseb: (ndstrajui 1 planimetiie)
»  vzniknuty rez je rovnoramenny trojuholntk MNE,

ktorghe mﬁmsﬁ stran 51 :
|MN| = Y22 Iebo je to stredna priecka trojuholnika EGF,
polovica wlivm uhlopriecky
|[MB| = — = |NB|
-F -..l'_av
s b)Sinm = = , kde jeho vwiku uréime
g trojuholnita BMP

pomocou Pytagorovef vety:
H z
2= (B8 (B2Y'=%02 ke Pje pata vyihy a aj stred sikiadneMN

T—m.ﬂ.
VZaw ‘E"‘ﬁ“ oy 2.s 3 3 ™
Samvg = =0 - a“ g2 = om \\ 2
aka =Jcm. 'E,,‘-\\
TN
!
B
2. spasob: {pomocon nastrojov analyfickej geomeirie)
Viozme kocku do stradnicove] ststavy: tak aby z
D[0;0:0], potom staéi nréit veltorovy siéin veldorov Tll
H
BM: BN. pritom |
L]
B[2;2;0]; M[2;1;2]; N[1;2;2 E] Y
w= BM=m-b =(0; -1:2) : v
L =
¥= BN=W-b =(1; 0;2 N "
= { ] .;'I."" § ._}
v v= (-2;-2;-1) L T
_1 — —_— S 1 o= 3 : ! 5 dh. -I-I-
SA=c [Wx¥|=;4+4+1 =7 cm A 20
x
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Ulohy - sthrn
1. Znazomite vektor & aurcte jeho velkost ak- a) W =(2.6]; by w=(-3 43
1. Zndzomite vektoru a urfte jeho velkost. ak-
) W=(56:4) BHT=(3%3) OT=(402)
3. Dane s body A[2;-3] a B[x;0]. Urtite x, aby pre vel'kost vekiora platilo |AB|=3.

4. Dana je kocka ABCDEFGH. Zostrojte vektor  AB + G - DB
5. Dany je pravidelny sesfubolnik ABCDEF. Zostrojte vektor AF - 2. DC + DB

6. Uréte siradnice stredw tsedky
a) A[3;7);B[-1;3] b AJ-2;1;038]); B[-1;7;3.2]

7. Vypoditajte siradnice koncového bodu B vektora ¥ = AH a jeho velkost' . ak vieme siradiuce
bodu AJl:1] a suradoice stredu gsedloy AB: 5[4:3].

8. Uréte velkost' vektora

a) AR ak A[6;—5] : B[4:1] b) KL ak K[-7;1;—2] : L[—4; 2; 3]

9, Zisti & veltory U V' si linedme zivislé, ak:

DT =(42) V=(-6-3) buw=(141) ? {3 e

10, Doplitte siradnice vektora b . aby vektory boli linedme zavislé, ak 3 (15: —5; 10); B (6; y:2)
11. Zisti, & body A, B. C tvora trojubelnik. ak ano. vypecitajte velkost: jeho stran a velkosh
votormych uhlov.

a) Al4; 2];B|2;6]; C[-1; 3] b} Al4; 2]; B|2; 6]; Clh; —2]

12, Uréte siiradnice t'aZiska trojuholnika ABC. ak: Al4; Z]; B[3; 6]; C[—1; 3]

13. Dané s bedy A[1; 3]; B[5; 4]; D[Z; 6]. Uréte (vypocitajte) siradnice bodu C tak. aby body
AEB.CD tvenli rovnobeinik

14. Dany je vektor ¥ (3; 4). Uréte siiradnice vektora ¢, ktory je na vektor 1 kolmy a ma velkost 15.

15. Uréte chybajicy stradnicu veltora U’ tak aby platilo: ', v =0, ak -
a) (2, uy) #(1; 2) W2 uy; -1y P -5; -3)

16. Dané si veltory d (3; -2); B (-1; 5). Urite vektor & prektory plati: & . & =17: b.& =3.
17. Uréte vypoftom uhol veltorov a) % (3; Dad(42). bIu(2; 42)ad(-2;1:1)
15, Urite suradmice vektora, ktory je kolmy na vektory 3 (2; —3; 5) a b (4; —1,—2) .

19. Uréte obsah rovnobeznika 4BCD, ak A[0. 4, 7). B[2. 2. 2]. Df6. 1. 5].
20. Uséte obsah trojubolnika ABC, ak A[2; 2; 0] B[2; 1: 2J; C[1: 2: 2].
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Analyticka geometria linearnych utvarov
V tejto casti budeme naraba pojmami:

Smerovyektor priamkyp je kazdyektor rovnobezng priamkoup.
Normalovyvektor priamkyp je kaZzdyvektor kolmyna priamkup.
Smerovyvektor rovinya je kazdyvektor rovnobezng rovinoua.
Normalovyvektor rovinya je kazdyvektor kolmyna rovinua.

Poznamka:

Ak niektory vektor je smerovym alebo normalovym taekbm priamky alebo roviny, tak aj jeho
I'ubovd’ny nenulovy skalarny nasobok je taky. To znamee&azda priamka alebo rovina ma
nekon€ne véa smerovych a normélovych vektorov. Délezité v&ak e

- ak mame utena priamku v rovine, takmery jej normalového asmerovéhovektora su
jednoznatne uréené

- ak mame utenu priamku v priestore, taner jej smeroveéhovektora jgednoznatne
uréeny, avSak manekoneine vd’a normalovych vektorovréznych smerov

- ak mame ufenu rovinu v priestore, tadmer jej normalového vektora jgednoznaéne
uréeny, avSak manekonaine vd’a smerovychvektorovrdoznych smerov

1. Parametrické vyjadrenie priamky

Linearne Gtvary spriamka a rovina a ich¢éasti.
Zapisv = B- A znamena, Ze umiestenim vektorge orientovana Uus&a AB.
ZapisB = A + v ¢itamesUcet suradnichoduA a vektorav — je to bodB, ktory vznikneposunutim
boduA rovnakym smerom ako je smer vektora vzdialenos zhodnua s vikos’ou vektorav.

Uloha : AKky Utvar vytvoria body, ktoré vzniknu gtom siradnic daného boduso
vSetkymi realnymi nasobkami vektorua

J " _ )

\. - -

-I.n 2.0

Zaver . priamku ??7?

Nech bodX je Pubova’ny bod priamyp uréenejdvoma réznymi bodmi A, B

LI e
A B X r

Potom pre vektor geny orientovanou ugkou AX plati: X — A =tu,t 0 R, odkid matematickou
Upravou dostaneme X = A #t— tato rovnica plati len pre suradnice bdda vektorau, nakd’ko
doslovny sidet bodu a vektora je nezmysel.

Definicia :

Kazdu priamku p = AB mbézeme vyjatiriovnicou X = A + tu, kdeu = B — A je tzv.smerovy
vektor priamkyp = AB, X jeTubovd’ny bod leziaci na priamke p = ABtaR je tzv.parameter
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Tato rovnicu nazyvamparametrické vyjadrenie priamky

Ak Alas; &; ag] a u[ug; Up; Ug], tak presaradnice bodu Xx; y; z] plati:
X=A+tu .. [x;y; z] =[a; az; ag] +t. [us; uy; ug] ...

X=ag+twwdy=g+tu, 0z=g+t.us; tOR
alebox =a + t.u
y=at+tu
Z=@&+tus tOR

1. veta :
Kazda priamka ma nekonie vé’a parametrickych vyjadreni.

Kazda rovnica X = A +t, tR
je parametrickym vyjadreniprave jednepriamky.

2. veta :

Smerovyektor priamky jerovnobeznys danou priamkau
Zmenou mnoziny parametra mézeme vyjadri¢asti priamky
polpriamka AB: X = A +tu, t[{0; )
polpriamka BA: X = A +iu, t(- oo; -1)

Use€ka AB: X = A +tu, t[KO; 1)
izolované body leziace na priamke AB: X = Austt{-3; 0; 5; 7}

YV VY

Priklad 1: Sud dané body[s; -1 a H-4; 5 .
NapiSeme rovnigsa’ky AB a najdeme suradnice takého b&inausea’ke AB
aby platilo d(A, C) =2.d(B, C)
RieSenie: u=B - A =[-10;

Parametrické vyjadrenie (rovnice) dkg AB: x =6 —10.t
=-1+6.t, tO; 1)

alebdx;y] =[6—-10.t; -1+ 6.] , tCKO; 1)
Bod C lezi v dvoch tretinach ugey AB smerom od bodiA k boduB, preto jeho suradnice

dostaneme pre hodnotu paramétra2/3 a dosadenim do parametrickych rovnic dostan@jre
2/3; 3.

2. VSeobecna rovnica priamky
Nech priamka p je dena bodonA[a;; az] a smerovym vektorom[us; uj] , t.j. plati

p: X=A+tu, tOR alebo x=& +tu;
y=a&+tu, tOR
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X=a +u; /W

y =& +tu, /.(-u) rovnice gitame

WX—Wwy=al—al .. bX—-Uuy-—a.l+au=0 ..ax+by+c=0 kde
a, b, c[JR pre ktoré platia=w, b=-u; a c=-a.ux + &.u;

Definicia :

Rovnicup: a.x + b.y +¢c = Qv ktorej aspi jedno z redlnyckisel a, b je r6zne od nuly, nazyvame
vSeobecndovnica priamkyp v rovine.

Vektorn[a; b] sa nazyvaormalovyvektor priamkyp.

3. veta ( o pdte vSeobecnych rovnic) :

Kazdapriamka mé rovine nekonéne vé’a vSeobecnychovnic, ktoré si nenulovym nasobkom
jednej z nich.

Kazda rovnica.x + b.y + ¢ = Qkde a,b,dIR, je rovnicou prave jednej priamky.

4. veta:

Normalovyvektor priamkyje kolmy na priamku

=71

Ddékaz : Na zaklade zapisov pred definiciou plati:

Smerovyvektor priamkyp je u[ug, U], jej normalovyvektor jen[up,—us].
u.n = .U + .(-u1)= 0 = vektoryu an su na seba kolmé.

Tento dbkaz je zarowienavod na napisanie vSeobecnej rovnice priamky
ak pozname jgparametrickévyjadrenie alebo suradnice 2 bodov leZiacich mangke (vyuZzitim
smerového vektora).

Poznamka:

VSeobecna rovnica priamky existuje len v rovine,
t. j. v dvojrozmernom priestore.

Priklad 2: NapiSeme vSeobecnu rovnicu priamk§emej bodmi A2; 5] a H-1; 3] a potom
zistitesi bod J-5; -3 je bodom priamky AB.

RieSenie: Smerovyektoru = B — A =[-3; -2] ... normalovy vekton =[2; -3]

Pre priamku p = AB plat2.x — 3.y + ¢ = Okdec O R.

Nakd’ko bodyA, B st bodmi danej priamky, ich stradnice musia vykagaanej rovnici — zéklad
ANALYTICKEJ GEOMETRIE — suradnice bodu musia vyhovévavnici (nerovnici)
geometrického Utvaru, ktora tento Utvar popisuje.

Musia vyhovova = po dosadeni dostaneme PRAVDIVY VYROK.

Alp: 22-35+¢c=0 ... c=11
BOp: 2.(-1)-3.3+c=0 ... c= 11

p=AB:2x-3y+11=0
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Poznamka:

Na ukenie konStantyg stai dosadf ¢o ciastkovej vSeobecnej rovnice priamggradnice len
jedného bodu, ktory tejto priamke patri.

Nech COp: 2.(-5) — 3. (-3) + 11 = 0 .10 = 0= nepravdivy vyrok = C [ p.

Ked’Ze bod C nevyhovuje rovnici 2x — 3y + 11 = 0, ktgr&Seobecnou rovnicou priamky p
leziacej v rovine, nelezi na priamke p, t. j. le3édnej z polrovin, na ktoré tato priamka rovinu
rozdduje.

Nakad’ko suradnice bodQ@ vyhovuju nerovnicx — 3y + 11> 0, tato nerovnica musi By
analytickym vyjadreninpolroviny ohrantenej priamkop a obsahujtcej boG.

Poznamka:

Dosadenim b@{®; 0] do danej
nerovnice dostaedieZz pravdivy
vyrokl>0 = O 0 ABC=pC.
S S o S R R S sana Pokiarantna priamka polroviny
3 neprechadza bodofd; 0] ,
znamienkonerovnosti pre @enie
vSeobecnej nerovnice polrovirsa
3 najjednoduchsiéue pomocou
tohto bodu.

2x-3y+ 11=0

I —3y+11 20

S e

Plati: Nech priamka: ax + by + ¢ = Oje s&ag’ou roviny o (lezi v rovinep).
Priamka p rozdleje rovinup nadve op@&né polroviny ktorych analytickym
vyjadrenim sgerovnice

ax+by+c0 O ax+by+cO0

3.Dalsie vyjadrenia priamky
Grafom funkcief: y = a.x + b, kde a, iR, je priamka
Definicia :
Rovnicay = k.x + q, kdek, q OR, sa

nazyvasmernicova rovnica priamky
¢islok je smernicapriamky.

Neché¢ je uhol, ktory zviera
priamka p s kladnou polosou osi x
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Plati :tg ¢ = (2= y1)/( X2— X1).
Pretoze body A a B leZia na priamke p, zatopkati : y = kX; +q

2F kxz +q
Rovnice oditame y>—y; = K.( %=X ) a vyjadrimek = (Yo—y1 )/( X2 = X1)

5. veta :

Smernica priamkyje zaroves tangensom uhla,
ktory priamka zviera kladnou polosou osi x, t. jK = tg ¢.

Désledky :

Priamkyrovnobezné s osoly nemaju smernicovl rovnicy pretoZe s osou x zvieraji uhol’30
tg 90 nie je definovany (neexistuje).

VSetky navzajonmovnobeznériamky majurovnakd smernicy lebo s kladnou polosou osi x
zvieraju rovnaky uhol.

X-y

Priklad _3: NapiSeme&Seobecnjsmernicoviaparametrickérovnice priamkyp
so smernicedl/2 prechadzajucou bodoR{3; —2.

Ly . , . . , 1
RieSenie: Smernicova rovnica priamkyma tvary = _EX +q.

N

: , . . 1
Z vlastnosti B p vyplyva, Ze plati — 2 =_§ 3+q .. gq=
. . . . . . 1 1

Hadan&mernicovérovnica priamkyp jey = _EX 5

Ké v tejto rovnici prenesieme vyraz z pravej straaéavu stranu, dostaneme

“ . : , 1 1

vSeobecnurovnicu priamkyp: 57 +y+ 5= 0.
Tato rovnicu mbéZzeme uptaka rovnicu celafiselnymikoeficientami:
X+2y+1=0.

Na ukenieparametrickychrovnic potrebujeme suradnismerovéhovektora priamky, piom
z poslednej rovnice pozname fgrmalovyvektorn =[1; 2].
Mbzeme preto pracovasosmerovymvektoromu = [— 2; 1], ktory spolu s bodorR urci

parametrickérovnice priamkyp: /fx;y/=/[3-2t;—2+], tJR alebo

p: x=3-2t
y=-2+t, /R
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Trocha matematickej hry nezasSkodi:

: X,y X,y
X+2y+1=0 .. x+2y==1/:(-1) .x—=2y=1 .. —+-2-=1 .. =+ =1
y y -1 y 11 1t 05

Priamkap pretinaos xv obrazetisla — 1 aos yv obrazetisla — 0,5a ak to porovhame
S upravenou rovnicou, vidime, tieto konStantyrnovat&mi zlomkov v tejto rovnici.

Plati:

Nechp: a.x +b.y + c =0, a, OR —{0}. Potom tuto priamku je mozné zapisavnicou
X
P 4

kdep uriuje usek akypriamka vytina na osi xa
g urtuje usek akypriamka vytina na osiy

Rovnicu X/p + y/q = 1nazyvameisekovy tvar rovnice priamky

Postupprechodwo vSeobecnepvnice priamkyna usekovy tvarovnice priamky:

ax+by+c=0 .. ax+bhy=-c/:(-c) ﬂ+M=1

X

—+ =1..

—c -c -c
a

Y
-c
b

. nechp:?C a q-= +%=1

-c X
b b
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Priklad_4: NapiSeme&Seobecnismernicoviaparametrickérovnice priamkyp
prechadzajucou bodtji- 5; Q a L[O; 3].

RieSenie: Usekovarovnica priamkyp ma tvar 15+% =1, ktord potom upravime na
3x — 5y =— 15 vSeobecnaovnica priamkyp: 3x — 5y + 15 = 0.

. . . C 3 o
Zo vSeobecnej rovnice vyjadrime yé=x+ 3, ¢im dostaneme

smernicovarovnicu priamkyp: y = gx +3 ...tgp=3/5

Zo vSeobecnej rovnice priamijadrimenormalovyvektor n =[3; -5
na zaklade ktoréh@iame jejsmerovyektor u =[5; 3] .

Parametrick&rovnica priamkyp: x =0 + 5t
y=3+3t,[AR

4. Uhol a vzajomna poloha 2 priamok

6. veta ( 0o uhle priamok ):

Uhol 2 priamokje uhol ich smerovych alebonormalovych) vektorov
Za uhol 2 priamok povazujenmeensiz dvojice moznych uhlov.

‘ UV, +U,.V, ‘

JuZ +uZ V2 +v2|

toho istého typu (smerovy — smerovy alebo normalewprmalovy).

Preto na vypeet uhla priamok pouzivame vzoreas¢ =
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Ak vektory su typu smerovy — normalovy, pouzivarzerec sin ¢ =

‘ u,.n, +Uu,.n, ‘

JuZ +uZ 2 + 1|

V pripade, Zeskalarny s@in smerovychalebonormalovychvektorovsa rovna nule priamky su

na seba kolmgé

Spbsob utenia vzajomnej polohylvoch priamok:

Priamky utené

vSeobecnymi rovnicami

Schéma wenia vzdjomnej polohy
2 priamokp aq:

Jen, nasobkomg ?
ano nie

r6znobezné
Je rovnica pre
nasobkomrovnice preq ?

éWie

totozné rovnobezné

Priklad 5:
RieSenie:

Np=[2-4 a Ug=[-1;2
22-41 0

cos¢ = Ja+16/4+1 205
2(-1)-42 |, _,-10
e =l e 1o

alebo Ny =[2; 1]

p: X =A+t.u, tUR
g: X=B+syv, 1R
Schéma égnia ich vzajomnej polohy:

Dadepriamky :

Jad nasobkonv ?
ano nie

Vrovine urcite r6znobezné
Lezi bodA naq ? Vpriestoremusime zisti,

Ci existujeich priese®nik:
éry \Te
totoZzné rovnobezné éi/\ nie

roznobezné mimobezné

Vypgcitajte odchylku (uhol) priamog: 2x — 4y + 7 = 0a

agx;y] =[1-t-3+2],tOR.

a nech uhol priamok p, q

=0 = ¢=90° alebo

=1= ¢=90°
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Priklad 6: Urcte vzajomnu polohu priamgkaq leZiacich v rovine, ak
p: [x;y]=[1-t2-31,t0R a q:2x+6y+3=0

RieSenie:
Smerovy vektog[-1; —3 priamkyp je nasobkomnormalového vektora[2; 6] priamkyq
(s= —% .n) = priamkyp aq su na sebkolmé

Nakd’ko sa tieto priamky nachadzaju v jednej rovine as8eba kolmé,
musia mé aj spola‘ny bod.

p n q: pri analytickom u¥ovaniprieniku geometrickych utvaroye potrebné riegisustavu rovnic
(nerovnic), ktoré tieto Gtvary repnetzgl. H'adame totizvSetky spoléné body,
nachadzajuce sa v danych Utvarocket fmh suradnice musia vyhovovavSetkym
rovniciam (nerovniciam), t.gastave tychto rovnifnerovnic).

[X;y]=[1-t2-3],tO0R O2x+6y+3=0 .2.(1-t)+6.(2-3)+3=0 ...
. 17-20t=0 t=17/20

pnq={[1-t2-3{} ={[1-17/20; 2 — 3. 17/2p ={[3/20; — 11/2]}

Priklad 7: Urcte vzajomna polohu priamagk [x; y; z] =[2 - 3t;-5; 2] , tOR a
g:[xy;z1 =[-1+4r,3-r,-3r], rOR

RieSenie:

Smerove vektorg, =[-3; 0; 4 aS;=[4;, —1; -3 nie su nasobkomjeden druhého, preto su
réznobezné preto aj priamky sbiud’ réznobezné alebo mimobezné
Rbznobezné su prave vtedy, ak maju sfofdood prienikom je neprazdna mnoZjnato je prave
vtedy, ak existuju také&slat ar , pre ktoré plati sistava: 2 - 3t=—-1 + 4r

- 3=

2t 3r

Z druhej rovnice vyplyva, Ze ak takisla existuju, tak = 8. Dosadenim do tretej rovnice
dostavame = — 12 Dosadenim obidvoatisel do prvej rovnice dostavar3g8 = 31, ¢o je
nepravdivy vyrok

Pretosustava rovnic nema rieSenie dosledkuwohopriamky nemaju spolény boda preto su
mimobezné
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5. Parametrické vyjadrenie a vSeobecna rovnica nyvi

Kazdymitroma roznymibodmiA, B, C, ktorénelezZiana jednej
priamke (ekolinearng, prechadza (je tena)jedinarovinap.
Ak u =AB av = AC, tak vektoru nie je ndsobkomektorav.

Potom prekazdybod X, ktoryleZzi v rovineo (je bodom rovinyp) plati :
X=A+tu+sv, kdet, sOR.

Definicia :

Kazdurovinu ABC (0 [JIl. - ) m6Zzeme pomocou boduia vektorows =AB av = AC

vyjadrit’ (zapiséd) rovnicou X = A + t.u +s.v, kdet,sL IR a

X je bod leziaci wovine ABC

Tato rovnicu nazyvamparametrické vyjadrenie rovinglebo
parametricka rovnica roviny

Ak X[x;y; z], Alas; az; ag], ufus; uy; ug] a v[vy; vy v, tak parametrické vyjadrenie rovipy
mobzeme zapisgpomocou sustavy suradnfe : X = & + up.t + V.S

Yy=a+ U.t+ Va8

Z=g+ Ut +v3s, t slR

alebo[x; y; z] = [a1 + up.t + V1.S; & + .t + Vo.S; & + Us.t +va.S], t, SOR

8. veta :

Kazdarovina manekone’ne vé’a parametrickychvyjadreni
Kazda rovnica typu X = A +u + sv, kde t,$§IR a vektor nie je ndsobkom vektorg je
parametrickym vyjadrenim prave jedngjviny.

Priklad 6: Overtegi bodP[11; 1;—12]leZi v rovine ukenej parametrickymi rovnicami
[X;y;z] =[2-3t+s,—1—t; 2t — 3]
RieSenie:

Nech bodP lezi v danej rovine. Potoexistuju takécislat as, pre ktoré plati
11=2-3t+sO1=-1-t O -12=2t-3s

Z druhej rovnice= t = — 2a dosadenim tejto hodnoty do prvej a tretej roiostaneme dve
rovnice pres. Prva z nich ma rieSenge= 3 kym druha ma rieSenge= 8/3 ¢o je spor

s predpokladom, nakKko neznama v tej istej sustave rovnic neméze ndene hodnoty.

Preto bod® neleZiv danej rovine.

Ak by mali posledné dve rovnice to isté rieSerne, iy v rovine lezal.
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Trocha matematickej hry opaiezaskodi:

Nech p:[x;y;z]=[2-3t+s;—-1-t;,2t—-3s], t, IR, t.].

XxX= 2-3t+s /.3
y=1 —t 1.67)

zZ= 2t —3s
3x= 6-9t+3s
—7y= T7+Tt

Z= 2t —3s

3X-7y+z=13 3x—-7y+z-13=0

Ziskali sme rovnicu, ktorej vyhovuju suradnice ¥§eh bodov rovinyp, t.j. tato rovnica
reprezentuje tuto rovinu.

Definicia :

Rovnicup: a.x + b.y + c.z + d = Okdea, b, cOR aaspai jedenz koeficientov a, b, c jeenulovy,
nazyvamevSeobecna rovnica roviny
Vektorn[a; b; c] sa nazyvaormalovyvektor roviny.

9. veta :
Normalovy vektor rovinye kolmy na tato rovinu.

Tato veta je zarowvenavodom, ako napisaSeobecnu rovnicu roviny,
ak pozname jej parametrické vyjadrepieX = A + tu + sv, kde t, §IR :

1. N4jdeme vekton, ktory je kolmy na vektory av, napr.n =u x v.
2. Suradnice vektora su koeficienty a, b, ¢c zo vSeobecnej rovnice npvin
3. Do neuplnej vSeobecnej rovnice dosadime suradhmida A a vypoitame koeficient d.
Napr.: NapiSte vSeobecnu rovnicu rovipy[x; y; z] = [2 - 3t + s;—1-t; 2t — 3g] , t, LIR.
BW=[-3,-12], Vp=[1;0;-3], bodA[2; - 1; 0] Op
WXxVp=[3,-7;1]
p: 3x—-7y+z+d=00 A[2;-1;0]0p = 3.2-7(-1)+0+d=0 ... d= -13

Zaver. p: 3x—7y+z-13=0

10. veta :

Kazdarovinama nekoné&ne vel'a vSeobecnychrovnic, ktoré sinenulovymnasobkom jednej

Z nich.

Kazda rovnica typp: a.x + b.y + c.z + d = 0 kde a, b, ¢] R a aspn jeden z koeficientov a, b, c
je nenulovy, jevSeobecnou rovnicou prave jednej roviny

32



Poznamka:

VSeobecna rovnica roviny existuje len v priestore,
t. . v trojrozmernom priestore.

Priklad 7: N4&jdite vSeobecnu rovnicu roviny prechadzajbogimiA[- 1; 3; 0], B[2; 4; 8] a
gi[sq[it;,dfp’ré] ktotéslod leZi bod D[d: 10; — 1] V tejto rovine.

RieSenie:

Na ukenievSeobecnej rovnice rovingotrebujeme jepormalovyvektor a jejjedenbod.

NechO [l - =p: Up=AB=B-A=[3;1;8], Vp=AC=C-A=[1;-7; 1]

Up XV =[57;5;-22] ... Poznamkar pripadel, x Vp = [0; 0; 0], bodyA, B, Csukolinearne,
tlgZia na jednej priamke a preto
nemo6zujednoznane ugovat’ rovinup.
p: 57x+5y—-22z+d=0 A[-1;3;0]0p = 57.(-1)+53-220+d=0 ... d= 42 ..
p: 57x+5y—-222+42=0

Bod D lezZi v tejto rovine prave vtedy, ak pldii.d + 5.10 -22.(-1) +42=0 ..d=-2

Poznamka:

Nechp: a.x + b.y + c.z + d = Okdea, b, cOR aaspai jedenz koeficientov a, b, ¢ jeenulovy.
VSetkybodyX[x; y; z], ktorévyhovuju danej vSeobecnej rovnici roving lezia v tejto rovine.
VSetkybodyX[x; y; z], ktorénevyhovujudanej vSeobecnej rovnici roving nelezia v tejto
rovine, t. j. lezia v jednom z polpriestorov, ktohyhranénou rovinou je rovina.

Ak bod X[x; y; z] nevyhovujerovnici a.x + b.y + c.z + d = Opotomnutne vyhovuje jednej
znerovnicca.x +by+cz+d&0 O ax+by+c.z+d0.

Tieto nerovnice su analytickym vyjadrenfilpriestoru
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6. Uhol a vzdjomna poloha dvoch rovin

11. veta ( 0 uhle rovin ):

Uhol 2 rovin je uhol ich normalovych vektorov
Ak uhol normalovych vektorog je tupy, tak uhol rovin jed80° — ¢.

Poznamka:
Ny

|”a|"”ﬁ‘

Pouzitim vzorczos¢ = mame zaréené, zZe kosinus uhdanie je zapornyt. j.

uhol ¢ nebude tupy

Ak su dané&/Seobecné rovnic2 rovina af,
ich vzdjomnu polohuzistime potla schémy :

priesecnica

Jeng ndsobkomg ?
2 rovin

Je rovnica roving r6znobezné
nasobkom rovnic@ ?

ano /\ nie o
totozné rovhobezné | % AL
e
Poznamka:

Ak potrebujeme zistivzajomnu polohu alebouhol rovin zadanych parametricky
je potrebnérepisa’ parametrické vyjadrenia na vSeobecné rovnice

Priklad 8: Urcte vzajomnu polohuaodchylkurovin : a: 2x + 5y — 3z + 11 = Ca
B:—3x+y+2z2-6=0
RieSenie:

Ng=[2;5,-3 a ng=[-3; 1, ... tieto vektorynie su nasobkom jeden druhéhd. j. st
r6znobezng preto aj rovinya a3 suréznobezné.

_ |2(-9+51+(-3.2 _ |-7
C J4+25+9.9+1+4 /38414

cos¢ =0,30349 = ¢ =72,33°
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7. Vzajomna poloha a uhol priamky a roviny

12. veta ( 0 uhle priamky a roviny ) :

Uhol ¢ priamky a rovinysa rovnd0(®° — al, kdea je uhol smerovéhovektoru_priamkya
normalovéhovektoru roviny

Vzajomnu polohu priamky p a roving
zistime podla schémy.

Jen, kolmy nauy, ? S -
ano nie

LeZi bodA v rovinep ? roznobezné | |

éry\r\:e 90w
-

priamka rovnobezné

leZi v rovine

Priklad 9: NapiSte rovnicu priamky kolmej na rovinyp: 3x +2y — 5z + 1 = @& prechadzajuce;j
bodomP[- 4; 0; 7.

RieSenie:

Ked’Zze Hadana priamka je kolméana danu roving (p Op ), ako_jej smerovy vektandzeme
pouZt’ normalovy vektor roviny,t. j. Uy =Ny =[3;2;-5] .

Parametrické vyjadrenie priamky [ X;y; zZ] =[ - 4 + 3t; 2t; 2—- 51] , tOR.

Priklad 10:  Vypaitame odchylku priamkyp: [ x; y; z] =[2-1t; 4t; 1 + 3] , tOR.
aroving: 5x+2z-1=0=5x+0y+2z2-1=0
RieSenie:

|—1.5+ 40+ 3.2| _ 1
J1+16+9+/25+0+4 +/26+/29

sin¢ = =0,0364 ... =2,087°

Poznamka:

Odchylka (uhol) dvoch priamok, dvoch rovin alebo priamky a rovi@yislo z intervall{0°; 90°.
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8. Vzdialenos bodu od priamky a roviny

13. veta ( o vzdialenosti bodu od priamky ) :

Vzdialenog’ bodu M[mi; my] od priamky p: a.x + b.y + c = 0je
lam, +bm, +d

OMp O=

14. veta ( o vzdialenosti bodu od roviny ) :

Vzdialenog’ boduM[mj; my; mg] odroviny p: ax +by+cz+d=0je
lam, +bm, +cm, +d|

Ja? +b? +c?
Poznamka:

Vzdialenog’ dvoch rovnobeznych priamok v rovinac¢ime tak, Ze ndiubovd’nej z nich utéime
'ubovd’ny bod a vypoéitame jeho vzdialenésod druhej priamky.

Vzdialenog’ dvoch rovnobeznych roviarcime tak, Zze néubovd’nej z nich u¢éimelubovd’ny bod
a vypaitame jeho vzdialenésod druhej roviny.

Vzdialenog’ priamky rovnobeznej s rovinourcime tak, Ze na priamkedimelubovd’ny bod a
vypcocitame jeho vzdialendsod roviny.

Vzdialenog’ bodu od priamky v priestorg rovna vzdialenosti tohto bodu od jeho

kolmého priemetu ha danu priamkurento priemet sa robi kolmou rovinou.

Vzdialenog’ dvoch rovnobeznych priamok v priestanetime tak, Ze ndubovd’nej z nich si
zvolimeTubovd’ny bod a postupujeme padpredchadzajuceho pripadu.

Priklad 11: Vypctitame vzdialenasboduP[- 7; 3 od priamkyp: [x; y] =[-2 + 3t; 1 -1, tOR.

M p=

RieSenie:

Najskor nadjdeme vSeobecnu rovnicu priampkyej normalove vektory su kolmé k jej smerovému
vektoru[ 3; — 1, napriklad vekton =[1; 3].

Preto vSeobecna rovnica prianfkyx + 3y —1=0.

Pouzitim vZahu pre vzdialengsodu od priamky v rovine dostavame:

(-7 +33-1 1 V10

Priklad 12: Vypciitajte vzdialenodrovinTt x —2y +3z—-6=0a p:2x—-4y +6z2+6=0
RieSenie:
Np=1[2;,-4,9 ==2.Nx=[1;-2; 3 = roviny st rovnobezné

Zvol'me napriklad— 3; 0;  Op a vypcgitajme jeho vzdialendsod 1t
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S 1-3-6 _ 9 9via
S V1I+4+9 Y14 14

Priklad 13: Vypctitajte vzdialenosboduQ [-2; 3; 1] od priamky
p:[x;y;z] =[9+4t-2-t; 2 + 3, tOR.
RieSenie:

BodomQ ,zostrojime* rovinuk kolmu na priamkuyp, t. j. smerovy vektor priamky moze by

zarover normalovym vektorom rovinx .

Kidx—-y+3z+d=00Q[-2;3;]0k= 4.(-2)-1.3+3.1+d=0.d=8 ..
4x—-y+32+8=0

K n p={Q*} Okolmy priemetboduQ na priamkup:

4.(9+4)—1.(-2-1)+3.(2+3)+8=0 26t=52... t=—2 .. Qf;0;—4 ...

|Q,pl =1Q, Q*| =1Q*-Ql =1[3;-3;-5]|= V9+9+25=4/43

Vzdialenog’ dvoch mimobeznych priamakeime v Styroch krokoch:

1. vyjadrime vSeobecny vektor spdjajlidbovd’ny bod jednej priamky Bubovd’nym bodom
druhej priamky v zavislosti od parametrov efoich priamok,

2. najdeme tie (jednoztr@e utené) hodnoty parametrov, pre ktoré je tento vekbdimy na
smerové vektory obidvoch priamok,

3. dosadime takto ziskané parametre do vyjadr&eiabecného vektora,

4. Wadana vzdialendssa rovna tEke takto ziskaného vektora.

Priklad 14: Urcte priamkup , ktor& jeprienikom rovina: x+2y+z —5=0a
B: x—2y-3z-1=0
RieSenie:
Smerovy vektor priamkp je kolmy na normalové vektory obidvoch royiktoré ju obsahujt
je nim teda’ubova’ny nasobok vektorového giinu

S =k.(NgxNg, kOR-{0}
1.2,1] x [1,-2,-3] = [—4. 4. —4].
Kvoéli jednoduchosti budeme pracavevektorom

8p = [1,—1,1].

Parametrické rovnice priamlgydostaneme Jitboulubovd’ného spoldného bodu rovim a3,
napriklad bodu so suradnicafb; — 1; 3 ...

p: [my.z]=[5+s—1—35,2+s]

37



Priklad 15: Vypctitame vzdialenaspriamky

P [-"3-.-3,&3] :[5+31_1_312+S].
od priamky
q: [z.y, 2] = [—6 + 3¢, —3, —2]

Z rovnic priamokp aq vidime, Ze su kdi r6znobezné alebo mimobezné, ndm
smerovy vektos, =[1; — 1; 1] nie je nasobkom smeroveho vektega= [3; 0; — 4 .
Priamkap pretina rovinua v bode so suradnicarfd5; — 3; — 334, ktory nelezi v roving.
Preto priamkay nepretina priamkp aobidve su mimobezné

Ak A jeTubovd’ny bod priamkyp a B jel'ubovd’ny bod priamkyq , tak vektor

B-A=[-11+3t-s;—-2+s:2-2t—9 je kolmy na obidva smerové vektory
$=[1,-1,1 a 54=[3; 0, - prave vtedy, ak

(—11+3—8)—1(—-2+38)+1(—2—-2t—35) =10
a swasne

=114+ 3t—38)+0(—2+3)—2(—2—2¢—3) =0.

Po Uprave a rieSeni sustavy rovnic dostaneme hpdnet—3a t = 2.
Dosadenim vypgitanych hodn6t parametrov dostdvame konkrétny veRip— Ay = [-2; —5; —3.
Hradana vzdialendsnimobeziekp aq je

d=||Bo — Aol = \/(~2)2 + (—5)2 + (-3)% = V38

Kuzd’oseaky

Kuzd’ose&’ka jerovinna krivka, ktora vzniknaezom rotanej kuze’ovej plochys rovinou
neprechadzajucou jej vrcholom

Pod’a sklonu roviny rezu vitladom na roténu os kuzeovej plochy vznik&ruznica, elipsa,
parabola a hyperbola.

38



- Elipsa je mnozina v3etkych bodov v rovine, ktorysl‘et vzdialenosti od danych dvoch

réznych bodov je konStantng vasi ako vzdialenasdanych bodov.

- Parabolaje mnozina v3etkych bodov v rovine, ktorych podiadialenosti od daného
bodu a danej priamky je 1, tmaju rovnaku vzdialenag od priamky a boduktory nelezi
na priamke.

- Hyperbolaje mnozina vSetkych bodov v rovine, ktorydzdiel vzdialenosti v absolltne;
hodnote od danych dvoch réznych bodov je konStaramjienSi ako vzdialenbdanych
bodov.

- KruzZnicaso stredonBa polomerom je mnozina v3etkych bodov v rovine, ktorych
vzdialenog od bodu S je.r

VSeobecny tvar rovnice kuZesea’ky
0 je vtvareAx* + ByP+ Cx + Dy + E=0

0 pod’a koeficientovA, B mdZeme rozpozitiao ktoru z pravych
kuzd'oseiek sa jedna, t.j. ak:
. A = B, pricom su rozdielne od nuly, idekouZnicu
. A #B atieZA.B > 0, ide oelipsu
. A.B < Oide ohyperbolu

sajedenz koeficientowovna nula, ide oparabolu

Kruznica a jej dotgnica
Definicia.
NechS je bod patriaci rovinpa r OR" .

Kruznica je mnozina vSetkych bodov rovipy ktoré maju od bod& vzdialenos r.
Sje stred kruznice aje polomer kruznice.

X, Sl =1 .. Jx-mP+(y-nf =r .. (x=mf+(y—nf=r? X[x; y]

1X, Sl =1 .. J(x=02 +(y=0)? =1 .. x*+y?*=r? /<]

X[x; ¥]

. S[0; 0]
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Stredova rovnica kruznice

analytické vyjadrenie kruznice, ktora ma stred &iatu sturadnicovej susta\§{0;0]
a ma polomer je rovnica: X% + y2 =r?
analytické vyjadrenie kruznice s polomerora stredon§[m; n] je rovnica:

my' + (y—nf=r"

Trocha matematickej hry nezasSkodi:

X—mf+(y—-nf=r .. ¥X=2mx+mM+y-2ny+A-~F=0 ..
Xty —2mx-2ny+m+rf—F=0 anech a=-2m, b=-2n, c&m?-F, potom

x-mf+(y-nf=POx°+y+ax+by+c =Q a b, cOR

VSeobecna rovnica kruznice

analytické vyjadrenie kruznice, ktora ma st&ch;n] a ma polomer je
x? + y?+ ax + by + ¢ = Q iba v pripadeZe sa da upra¥ina
stredovy tvax — my¥ + (y — nf = r?

V opainom pripade toto vyjadreniepredstavuje rovnicu kruznice.

Priklady:

1. NapiSte rovnicu kruznice v stredovom tvare ak:
a) S[0;0] ar=2
b) S[-1;2] ar=3

RieSenie: a) x*+y*=4, b) (x+1)*+ (y-2f=9

2. VypiSte suradnice stredda polomer z danych stredovych rovnic kruznice:
a) x*+(y-3¥=25
b) (x+2)° + (y-1f =4

RieSenie: a)S[0;3]ar=5, b)S[-2;1]ar=2

3. Napiste rovnicu kruznice, ktora ma polomer ra&d@tyka sa obidvoch suradnicovych osi.

RieSenie: S[8:8].r=8
(x— 8P +(y-8)y =8

%2 -16x +64 + v — 16y +64 -64 =0
X2 +v2-16x -16y + 64 =0

Rovnica krufnice je x* + v* — 16x -16y +64 = 0




4. Zistite, i body A[-2;3], B[0;2], C[-2;2] lezia na kruznicy, kruznici, alebo mimo kruznice k:
(x+2f + (y-1y = 4

RieSenie: A: (-2+2)° + (3-1f = 0*+2 =4, lezinak
B: (0+2Yf + (2-1¥ = 4+1=5, leZi mimo Kvo vonkaj$ej oblasti kruZnice k)
C: (-2+2¥+ (2-1=0+1 =1, leZi v k(vo vnatornej oblasti kruZnice k)

5. NapiSte rovnicu kruznice, ktorej priemerom jedkseAB, ak A[-1;4],B[5;6]

Riesenie: o 1‘1;'3, 3[2;5]

= |48] = Ji241? +(5-4)7 = o1 = 10

2

'x—m'j +'y—3z'2 =r
(x=2)% +(y-5)% = |0/
xf —dx+d+y? —10p+25 = 10
x¥+y?—4z-10y+19 = 0

Rovnicakrusnice je x° +y* —4x—10y+19 =0

6. Zistite,&irovnice k: X+ Y +2x +4y+1=0 a
,kx? +y—8x + 6y + 30 =0 predstavuju kruZnice.
RieSenie:
kX + P+ 2x+4y +1=0
Zx2x+y+4y =—1
(X+HLl+(y+2f-4=-1
X+HH (y+2 =4 =>9-1,-4 ar=2

Lk +y—8x+6y+30=0
x> — 8x + Y + 6y = — 30
(x—4f—16+ (y+3f—9 = —30
(x — 4%+ (y + 3)> = —5 ...SPOR nakdko siiet nezapornyclilenov
nemoze by zaporny vysledok>
rovnica k, nereprezentuje rovnicu kruznice

Vzajomna poloha priamky a kruznice

sa utuje na zaklade @tu spol@&nych bodovdva — priamka sa nazywea’nica
jeden — priamka sa nazywioty¢nica
Ziadny — priamka sa nazyvaesenica
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Dotycnica kruznice

f T[xg; ¥l
X[x; y] :

S[m; n]

PreTubovd’ny bodX[x; y] dotynicet , dotykovy bodr [Xo; Yo] @ stredS[m; m] kruZnicek plati:
TXOTS=[X-T][S-T]=0
[X = X%0; Y = Yo].[ M = ; n —yo] =0 ... skalarny sdin

L:(x=x).(m=x)+(—-¥w).(n-w=0

Veta: Nech kruZnick je ugena rovnicou(x — my + (y — nf = r? a nech bod [xo; yo] je bodom
dotyku priamky - dotynice ku kruznick. Potom plati:
(X—=m).(x—=m) + (y=n).(y —=n) =7 ...
t: (x—m).(o—m) +(y—n).(p—n) =

Priklad 7: Urcte vzdjomnu polohu priamky: [x;y] =[1+t; 4+ 2] ,tOR a
kruZnick: (x + 2)° + (y — 3f =25

RieSenie — spbésabl:
k n p: Dosadime za ay z rovnice priamky do rovnice kruznice:

(1+t+2)2 + (4+2t—3) = 25.
Po Uprave dostaneme kvadratickud rovnicu :

2% —-3=0

srieSeniami;=—-3 at,=1

Ked’ tieto dve hodnoty dosadime do rovnic priamky, alosine suradnice spdétoych bodov
priamky a kruznicg-2; -2] a Q[2; 6] .

Zaver:Priamka p je sénicou kruznice k

Poznamka:

Vzajomnu polohu priamkp a kruznicek[S; r] je mozné ufit’ aj na zakladezdialenosti
stredu S kruZnice k od priamky.p|S; pl<r ... pje sa¥ica

|S; pl=r ... pjedotynica
|S; pl>r ... pjeneseghica
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RieSenie — spbsah2:

p:x=1+t /.(-2) ki (x+2f+(y-3f=25= §-2;:3 ar=5

y=4+2t

2x+y-2=0

sipl=2CR*18-4 8 o _ [0 o V5 5e5 V125 o,
’ I22+12 \/g \/g 5 \/g \/g \/g ’

... priamkap je se‘nica.

Vyhoda 1. spésobu sgiva v tom Ze mézemé&ahko ur¢i#’ suradnice spolénych bodov

Priklad 8: V pripade, Ze rovnica® + y? + 4x — 8y — 5 = (e rovnicoukruznice

napiste rovnice @gtyénic v bodochT[xo; 7] a ukte ichvzajomny uhol

RieSenie:

X+ +4x—8y—5=0 .. % 4x+y¥ -8y =5 ... x+2-4+(y—-4j-16=5 ..
. (x+2f +(y—4Ff =25 = jetokruznicak: §[-2;4 a r=5.

Ak bod T ma by bodom dotyku, potom musi thgj bodom kruznice k.

NechT[xo; 7] Ok: (xo+2F +(7—-4F =25 ... (+2f +9=25 ... (x+2f =16
Ixo+2l =4 ... %1=—6 a xp2=2,t.|. existuju dva dotykov@ody:T1[- 6; 7] , T2[2; 7]

Sposokil:  TX OTS=[X-T][S-T]=0

t (X = %) (M=% + (Y =%)-(N=¥%) =0 ...(X+6).(~2+6) +(y—7).(4—7)=0.
Ax+24 -3y +21=0..4x—3y +45=0

(X =%02).(M=2%2) + (Y= ¥%2-(N=%2) =0 ... (x-2).(-2-2) + (y-7).(4-7)=Q.
—-4x+8-3y+21=0... —4x—-3y+29=0.. 4x+3y—-29=0

Sposokh®.2: t: (x=m).0o—m) + (y—n).(y—n)="r

tp:(X=m).( %1—m)+(y—n).(yr—n)=F .. x+2).(-6+2)+(y—4).(7-4)=25 ..
—4x—8+3y—12-25=0 —4x+3y—45=0... 4x—3y +45=0

o (Xx=m).( %2—m)+(y=n)(Yr-n)=rF ... (X+2).(2+2)+(y—4).( 7-4)=25 ...
4x+8+3y—12-25=0.. 4x+3y—-29=0
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Uhol priamokt; a t, urtime za pomoaihla normalovych vektorodanych priamok.

[44-33 7 ¢ = 73,73979°

cosp =
* J16+94/16+9 25

Ni=[4,-3 a nN.=[4;3 ..

¢ = 73°44" 23,26”
Pridavok: Ur¢te stradnice priesénika priamokt; ats.
RieSenie: 4x -3y +45=0

4x+3y—-29=0
8x +16=0x=-2 ... y=37/3

tin t2={[-2;37/3} = {P}

L

44



Ulohy — sthrn

1. SG dané vektora=[-4; 1; 3 a b =[1, - 2; 3]

Urtte vektory:2.a + 3.b, -4a, § a- E b, H
2. Su dané bodi[- 1;2;4, B[5;-2;1 aC[1;3;0] .
Urcte vektory:B — A, 3(C-A),(B-C) + (B—-A),3(A—-C)—-2(B - C) a zistite ich tFky.

3. Vyjadrite vekto ako linearnu kombinaciu vektorog =[5; 3;-1] ab=[-2;0;1] , ak
a)v=[0;0;(Qq b)v=I[1,-1;-72 c)V=[4,0;-7

4. Najdite vSetky jednotkové vektory kolmé k vektoa = [- 3; 4].
5. Najdite vSetky jednotkové vektory kolmé k obidveektoromu =[0;-1;2 aVv =[3; 2;-1].

6. Vypctitajte uhol vektorov:
a)[3;4 a[-2,6g b)[1,4-9 al2;-2,-3F ¢)[1,1,-7] al[-1,2;3

7. Vypaiitajte veékosti uhlov a dky stran v trojuholnikuABC', ak
a)A1l; -2, B[4; 6, C[1; 3]
b)A-1,-1;-3, B[0;-2;4, 1,-4,Q4,

8. Vypctitajte obsahy trojuholnikov z predchadzajuceholadik.

9. Vypciitajte objem a obsah povrchu rovnobeznostena,roktdodA[l; - 3; 4 , je spojeny
hranami s bodnB[- 2; 0; - 1], D[3; - 1, 0, A0;4; - 2] .

10. NapiSte vSeobecnu, smernicovl a parametrickea® priamky, ktora je dena tak, ze
a) prechadza bod@[1; - 4], B[4; 3]
b) prechadza bodof{- 3; (] a je rovnobezna s priamkouy = 3x - 5
c) prechadza bodoA{3; - 2] a je kolma na priamkq: [x;y] =[4-2t;—1 +}

11. Zistite spoloné body Uséky u a priamkyp: 2x — 3y + 6 = Qak

u: z=1-2t y=-2+3t, te({—1,2)
u:x=1-—2t y=-2+3t te(0,1}
u: r=3+3 y=4+2t te{01)

12. Vypaitajte stradnic@aziska a priesmika vySok v trojuholnikud B(, ak .
A=[-2,-1], B=[-1,3], C=[52]

13. Ukte rovnice kruznice opisanej trojuholnikdi? C'z predchadzajicej Glohy.

14. Ukte typ kuzé&oseky a suradnice jej stredu (vrcholu)
4z +4y? — 16y + 10 =0
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2 2 _ —
18. Napiste rovnicu dotgice ku kruznici &+ 1"+ —2)" =25 | poge T'= [2, 2]

19. Ukite vSetky hodnotyislak, pre ktoré méa priamka: y = k(x — 4) aspa jeden spolény bod
s kruZnicoux® + y*=5.

20. Kd’ko spol@nych bodov mbéze ntgpriamka s kuzZosekou?

21. NapiSte vSeobecnu rovnicu rovinyerej
a) bodmiA[-1; 1;q], B[3;0;-1], C[1; 2; 3
b) bodonmA[O; 0; 0] a priamkouw: [x;y; z] =[1-t; 1 +t; - 3 kolmou na rovinu
c) rovnobeznymi priamkanp: [x;y; z] =[-1+2t;t;4-1] a
g:[x;y;zZ1 =[3-2u;-1-u; 4 .
d) réznobeznymi priamkarpi [x;y; z] =[-1+2t;1+¢t2-1 a
g:[x;y;z] =[3-2u;-1+u; g

22. NapiSte rovnice priamkydenej
a) bodmiA[- 1;4;1 a B[2;0; 3
b) bodomA[3; - 2; 1] arovnobeznou priamkqu [X; y; z] =[1 - 2t; 3t; - 4]
c) bodonmA[1; 1; 1] arovinoup: 3x — 2y + 5z — 1 = (ktoré je naiu kolméa
d) bodormA[- 2; 0; 7], pricom Hadana priamka je roznobezna so vSetkymi tromi
stradnicovymi osami.

24. PopiSte vzajomnu polohu dvojic priamok

p: [zy,z]=[-20,7+4t, -11]  q: [z,y,2] = [-2 + u, —2u, (]

p: [zy,2] =[2— 3¢t —1 +¢] g: [z,y.2] = [2—!—15,—2—15,4;5]

p: [zy,z]=[2—1t 21— q: [z,y,2] = [u,—u,—13 + 4] |

p: [z,y,2] =[2+¢2t,1— q: [r,y,2] = [E—Sﬂ,%—ﬁﬂ,—:.}-l—ﬁﬂ]

25. NapiSte rovnice polpriamky, ktora lezi v roh@&x —-y+7=0, x+2y—-z+1=0 a
v polpriestore x +y +z 0.

26. Popiste vzajomnu polohu dvoch rovin

r—2y+z=3 —2r 44y —22+46=10
e 4+24+3=0 25 +4y—2:46=0
r—2y+2z-3=0 2*):4—4@;—224—6:{],

27. Popiste vzdjomnu polohu priamiy[x; y; z] =[2-3t;-1 +t; 2§ aroviny

o: 3r+y+2z2—4=10
p: z—y+224+7=10

p: x—y+22-3=10
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30.

31.

32.

33.

34.

Vypciitajte odchylku

a) priamkyp: [x;y;z] =[2-t;-1+4t; 3 a priamkyg: [X;y;z] =[-1;5-2u; 1 +
b) priamkyp: [X;y;z] =[1+2t;-3t;-3 -4 arovinyp: x+2y—-4z+11=0

C) rovinyp: Xx—2y +2z=0arovinyv: x+4y—-z+5=0

Vypcitajte odchylku priamkyp: [x;y; z] =[-1 +t; 4; 2 - \/§t] od vSetkych troch osi
suradnicovej sustavy a od vSetkych trochrrowienych dvojicami osi.

Vypciitajte vzdialenosti
a) bodWwP[- 1;4;7] odrovinyp: 3x—-5y+z-9=0
b) dvochrovip:-x+2y+z=7 a v:3x—-6y—-3z=0,
c) priamkyp: [X;y;z] =[t;-1-3t; 5 arovinyp: 3x+y—-2z+11=0
d) rovnobeznych priamog: [Xx;y; z] =[3t;-2t;-1+1f a
qg:[x;y;z] =[5-3u; 1+ 2u;-¢ ,
e) mimobeznych priamog: [x;y; z] =[3t;-2t; 1 +t] a
g:[x;y;zZ] =[5-u;1+2u;-30 .

Os mimobeziek je priamka r6znobezna s obidwoimobezkami a kolma na kazdu z nich.

Urcte rovnicu osi mimobezielp: [x;y; z] =[3+2t;6 +t;-4-31 a
q:[x;y; 2] =[-4+4u;-2+u;2-0 .

Je dany Stvorsted BC' 1D, kde .
A=[-3,-25. B=[-3.0.2], C=[-2.4,-3], D=[-T7,6.6]

a) Vypgitajteodchylku hran AB a CD,

b) vypdeitajteodchylku stien ABC a ABD,

c) vypdaitajteodchylku hrany AD a stenyABC,

d) vypgitajtevzdialenog' vrcholuD od proti’ahlej stenyStvorstena,
e) vypoitajteobsah povrchustvorstena,

f) vypcitajteobjemstvorstena.
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Vysledky uloh

3 11 25 1
1. 2a+3b=[-5;-4;19, -4a=[16;-4;-13, —a+ —b=[-—; —; =
[ E [ 2 4 3 [3 12’ 4]

L:[_ﬁl 1 ,'-I]

@] V267 267 /26

2. B-A=[6;-4;-3, 3(C-A)=[6;3;-19, (B-C)+(B-A)10;-9;-7,
3(A-C)-2(B-C)H-14; 7; 1Q

3. a) oa+0b b) neda sa vyjadri c)-2b.
Ja|-53]
a
5 5

6. a)55,3°  0)90°  c)108°

4, ﬂ;
5

uglw

7. a) a=3J2, b=5, c=J/73, a=20,6°, B=244° y=135°,
b) a=V21, b=417, c=+/38, a =48 B=42°, y=90°

8. a)7,5 b) —“3’257

9. V=80 a S= 2W/632+/782+16V3).

10.a) 7x -3y -19 =0, y—;—x—1—39 [x;y] =[1+3t, -4+ 7},

b)3x—-y+9=0, y=3x+9[x;y]=[-3+t 31,
C)2x—y—-8=0, y=2x-8,[x;y] =[83+t;,-2+2] .

11. a) { ig 12} bO,  culp.

12 T= 2.4 V= _31.89
3'3 25'25]

2 2
13. k: (x—s—lj +(y—£‘j - 18241
50

14. kruznica, S =[0; 2]
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18. 3x—-4y-14=0

20. Ziaden (nesenica), jeden (dotynica) alebadva (sa’nica).
21.a)x+7y—-32—-6=0 b)x—-y+3z=0 ¢)5x—4y+6z-19=0 d)x+2z-3=0

22.a)[xy;Z] =[-1+3t;4 -4, 1 + &,
b)[x;y;z] =[3—-2t; -2+ 3t; ],
C)[x;y;zZ] =[1+3t;1-2t;1+ 5],
d) [x;y; z] =[2t; O; — 71].

24. a) priamky s@iovnobezné
b) priamky simimobezné¢
c) priamky swidznobeznépretinaju sa v bodd; — 4; 3,
d) priamky sidotozné

25. [xy;z] =[-3+t1+2t;50 0 t= -1/4
26. a) roviny sizhodné

b) roviny stovnobezné

c) roviny strt6znobezngpretinaju sa priamke: [x;y; z] =[0; 1 +t; 5 + 2{
27. a) priamka je s rovinadznobezna prienik je bod [5/4; — 3/ 4; 1/2 ,

b) priamka je s rovinawvnobezna
) priamkadeZi vrovine.

30. a) 29,8° b)o°, )5,

31. Odchylky od osiDy, Oy, O, sU postupnes0°, 90°, 30°
Odchylky od roviny, y, Px, z, Py, z SU postupne60°, 0°, 30°

32.a)d:@, b)d:7—‘f, c)d=0 d) d=+13, e) d=J6.

33. [x;y;z] =[-t;,-1+51+1.
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-2,4,-3)

23 5
a) cop=—— = ¢p=5254° b) cogp = ———— = ¢$=81,9°
) co% V134110 ¢ ) co V17474 ¢
. 34
c) sing= ——— = ¢ =66,38° d) |D,AB _—_2J_
e) Nagc = [2, -3 - a , Nagp = [32, 12; a , Nacp = [68, 31; 32 , NBcp = [46, 16; Za

S= %(JT? +1232+/6609++/2856)  f) V= %.34 =17/3
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