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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Konstrukéna metdda

Budeme skimat zlozené zobrazenie z:
@ osovej siimernosti podfa siradnej osi y

@ a stredovej simernosti podla pociatku O

Pavol Hanzel Skladanie zobrazeni



Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Konstrukéna metdda

Budeme skimat zlozené zobrazenie z:
@ osovej siimernosti podfa siradnej osi y

@ a stredovej simernosti podla pociatku O

po: X' — X"

@ vysledné zobrazenie je osova siimernost podla osi x.
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Poznamky

Zobrazenie v euklidovskej rovine, ktoré vznikne zlozenim

@ Parneho poctu osovych siimernosti je bud

e identita,
e rotacia Specialne stredova simernost,
o posunutie (translacia).
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Poznamky

Zobrazenie v euklidovskej rovine, ktoré vznikne zlozenim

@ Parneho poctu osovych siimernosti je bud
e identita,
e rotacia Specialne stredova simernost,
o posunutie (translacia).
@ Neparneho poltu osovych siimernosti je bud

@ osova simernost,
e posunuté zrkadlenie
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Poznamky

Zobrazenie v euklidovskej rovine, ktoré vznikne zlozenim

@ Parneho poctu osovych siimernosti je bud

e identita,
e rotacia Specialne stredova simernost,
o posunutie (translacia).

@ Neparneho poltu osovych siimernosti je bud

@ osova simernost,
e posunuté zrkadlenie

© V nasom priklade iSlo o zloZenie 3 osovych simernosti.
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Konstrukéna metdda

@ Osova siimernost o, je urcend priamkou y.

0, X = X' o X X"

1

v
= ™ =
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Konstrukéna metdda

@ Osova siimernost o, je urcend priamkou y.

@ Pre stredovii siimernost g, plati g, = 0, 0 gy.

0, X = X' o X X"

1

v
= ™ =
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Konstrukéna metdda

@ Osova siimernost o, je urcend priamkou y.

@ Pre stredovii siimernost g, plati g, = 0, 0 gy.

© Zozené zobrazenie g, 0 0y = 0, 00y 00y

0, X = X' i X X"

1x

v
= ™ =
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Konstrukéna metdda

@ Osova siimernost o, je urcend priamkou y.

@ Pre stredovii siimernost g, plati g, = 0, 0 gy.
© Zozené zobrazenie g, 0 0y = 0, 00y 00y

Q Ale o, 0 0y je identita, odkial g, 0 0y = 0. ]

0, X = X' i X X"

1x

v

= g =
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Analytickd metoda

@ Zobrazenie o, zobrazuje bod X[z1, 23] na bod X'[—z1, x9]
(symbolicky pomocou matic)

(00 () ()
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Analytickd metoda

@ Zobrazenie o, zobrazuje bod X[z1, 23] na bod X'[—z1, x9]
(symbolicky pomocou matic)

(00 () ()

@ Zobrazenie g, zobrazuje bod X|[z1, 23] na bod X'[—x1, —x5]

(o5 )-(2)= ()
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Analytickd metoda

Skdmajme ako sa postupne zobrazuje bod X[z, z2] v zobrazen{
00 © Oy
1 oy -1 0 Ty 00
=
o 0 1)°\ a
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Analytickd metoda

Skdmajme ako sa postupne zobrazuje bod X[z, z2] v zobrazen{
00 © Oy
T oy -1 0 I o
—1 0 o -1 0 o T .
0 -1 0 1 o o
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Analytickd metoda

Skdmajme ako sa postupne zobrazuje bod X[z, z2] v zobrazen{
00 © Oy
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Analytickd metoda

Skdmajme ako sa postupne zobrazuje bod X[z, z2] v zobrazen{
00 © Oy
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Dva pristupy synteticky - euklidovsky
analyticky - maticovy pocet

Zozené zobrazenie g, o 0, mézeme vyjadrit pomocou sicinu matic:

—100—10 1 0
0 -1 o 1 /] {0 -1

Vysledné zobrazenie je simernost podla osi . Maticovy zapis

1 0 T T
O =
0 -1 €T —XI2
g X = X' poi X/ = X"
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Problém

V zobrazenie, ktoré je dané maticou

(e4)

pociatok X [0, 0] nechdva pevny (samodruzny bod).

(22)-(3)-(3)
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice

Posunutie

Posunutie 7, o vektor @ = (u1,us2) nevieme vyjadrit maticou 2 x 2,
kedZe zobrazuje bod X[z, x2] na bod X'[z1 + uy, e + us.
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Posunutie

Posunutie 7, o vektor @ = (u1,us2) nevieme vyjadrit maticou 2 x 2,
kedZe zobrazuje bod X[z, x2] na bod X'[z1 + uy, e + us.

Musime pouzit s¢itanie matic

()= (o) ()= (o v )= )+ (o)
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Posunutie

Posunutie 7, o vektor @ = (u1,us2) nevieme vyjadrit maticou 2 x 2,
kedZe zobrazuje bod X[z, x2] na bod X'[z1 + uy, e + us.

Musime pouzit s¢itanie matic

x o T u 1 0 T U
1 y 1 n _ ° 1 I 1
T2 D) (25 01 ) ug

[aiy

Scitovanie matic mézeme nahradit rozsirenou maticou typu 3 x 3.

Pavol Hanzel Skladanie zobrazeni



mati
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Rozsirené matice

Posunutie 7, o vektor @ = (u1,u2) vyjadrime ako sd¢in matic.
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mati
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Rozsirené matice

Posunutie 7, o vektor @ = (u1,u2) vyjadrime ako sd¢in matic.

Pokiisme sa najst rozSireni maticu typu 3 x 3 tak, aby platilo:

1 1
ol T1 = z1+wm
T2 T2 + u2
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matice 2 x 2

Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Rozsirené matice

Posunutie 7, o vektor @ = (u1,u2) vyjadrime ako sd¢in matic.

Pokiisme sa najst rozSireni maticu typu 3 x 3 tak, aby platilo:

1 1
o 1 = r1 + uq
) T2 + U2
Lahko zistime, Ze matica
1 0
(51 1 0
us 0 1

vyhovuje nasim poziadavkam.
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matice 2 x 2

Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova simernost

Vyjadrite stredovi simernost ggs, 5,] podla lubovolného stredu
S[s1, s2] # S[0,0] pomocou rozsirenej matice.

0/0,0] N,

X'}, xh)
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matice 2 x 2

Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova simernost - konstrukéné riedenie

@ Dand stredov( stiimernost vyjadrime ako zlozené zobrazenie
e posunutia 7, o vektor ¥ = (—s1, —82)
o stredovej siimernosti 0g(o,0]
e posunutia 7, o vektor —v = (51, 53)

Xlwg, 2
Xlfedad] T
< X
N 5
N Z(*Sw-*@./“‘s[m&z]
\ LT \
00,0 \,
N o
N T X )
N7
X2, 2
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova stimernost - analytické riesenie

@ Posunutie 7_, o vektor ¥ = (—s1, —s2) je uréené maticou

1 00
—3S1 1 0
—S89 0 1
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova stimernost - analytické riesenie

@ Posunutie 7_, o vektor ¥ = (—s1, —s2) je uréené maticou

1 00
—3S1 1 0
—S89 0 1

@ Stredova siimernost je dand maticou

1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova stimernost - analytické riesenie

& Zrejme posunutie 7, o vektor ¥ = (s1,s2) je uréené maticou

1 00
S1 1 0
59 01
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova stimernost - analytické riesenie

& Zrejme posunutie 7, o vektor ¥ = (s1,s2) je uréené maticou
0 0

S1 1 0
0 1

& Stredova simernost ako zlozené zobrazenie je dané sicinom

matic
1 00 1 0 0 1 0 0
st 1 0 Jof O -1 O ol —s1 1 0
s9 0 1 0o 0 -1 —s9 0 1
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova stimernost - analytické riesenie

Postupnym roznasobenim dostaneme

1 0 0 1 0 0
s1 —1 0 ol —s1 1 0 | =
ss 0 -1 —s9 0 1
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova stimernost - analytické riesenie

Postupnym roznasobenim dostaneme

1 0 0 1 0 0 1 0 0
S1 —1 0 e} —S1 1 0 = 281 —1 0
s 0 -1 —s9 0 1 2s9 0 -1
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matice 2 x 2

Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova simernost - zaver

Pre obraz bodu X|[z1, 23] v stredovej simernosti 05| plati

51,82]

1 0 O 1
2s7 =1 O ol 21 | =
252 0 —1 T
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matice 2 x 2
Rozsirené matice rozsirené matice 3 x 3

Stredova simernost - zaver

Pre obraz bodu X|[z1, 23] v stredovej simernosti 0S[s1,s5] Plati

1 0 0 1 1 1
251 —1 0 ol 1 |=| 2s1—x1 | =] 2}
259 0 —1 o 289 — T xh

To je analyticky vysledok.
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Zhodné zobrazenia
Otécanie

Otacanie p(g,q4) so stredom S[0,0] zobrazuje bod A [z, z3] do

A" [(z1.co8 a — z3.8in @), (x1.cos a+ xa.sin )]

-~ 1 V3
'\ B A(1,1) 3 L
\ ol 2 2
wr60°
2 - :
S — stred otédcania |
— ———
Uhol otdcania o = 60°

Applet otvoriteTu

Vyuzitim polarnych siradnic dokazte toto tvrdenie.


https://www.geogebra.org/m/s4ukgu7u

Zhodné zobrazenia

Otadanie - zaver

Maticovy zapis otocenia p((o,],a) okolo S[0,0] o uhol a ma tvar

1 0 0 1 1
0 cosa —sina o] z1 | =| 2}
0 sina cosa T zh

Urcite maticovy zapis otocenia okolo [ubovolného bodu.
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Zhodné zobrazenia

Osova siimernost

Osova siimernost s osou o : ax + by + ¢ = 0 zobrazuje bod
—
A[x1,x2] do bodu A’ [x}, 2}]. Pre vektory AAg, AA’ zrejme plati:

Ay — A =k(a,b), A"~ A =2(Ag — A), kde Ag = [af,29].

A'— A=2(A—- A) A1, 1] /
Ay — A =k(a,b) R G
>< b

4 -8
5
-1 D/ \
A~
o:arx+by+c=0

/—z+2y——l

Applet otvoriteTu
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https://www.geogebra.org/m/hfqafqpu

Zhodné zobrazenia

Osova siimernost

Z prvej rovnosti vyjadrime 29 = 21 + ka, 29 = x2 + kb a dosadime
ho do rovnice osi o:

a(xy + ka) + b(xzg + kb) + ¢ = 0.
Odkial vyjadrime parameter

ari + brs +c¢

k=
a? + b2

)

ktory dosadime do rovnice

A" — A = 2k(a,b)
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Zhodné zobrazenia

Osova simernost - zaver

Rovnice osovej stimernosti s osou o : ax + by + ¢ = 0 tvor{ slstava

2a
[— -
T = P (ax1 + bxy + ¢)
2b

matica osovej simernosti

1 0 0
—2ac —a?4b> —2ab
(l2+b2 a2+b2 a2+b2
—2bc —2ab _ —a?4b?
2102 a2+b? 2152

Applet otvoriteTu
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https://www.geogebra.org/m/vfwbkbya

Zhodné zobrazenia

Osova stimernost - maticovy zapis

Iny spdsob urcenia matice osovej simernosti s osou 0: —x +2y+1=0.

Vhodnym presunutim bodu A v applete zo snimky 20 zistime, ze
@ potiatok O [0, 0] sa zobrazi do bodu O [2,—2] = [m, n]

@ body A[1,0],B[0,—3] si saamodruzné..

Po dosadeni siiradnic tychto bodov do rovnosti

1 0 O 1 1
m a b ol a1 | = 2
n ¢ d Ta b

dostaneme maticu osovej simernosti

GUROUN =
albulw O
sl O
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