Vedecké poznavanie vo vyucovani matematiky

Pavol Hanzel

Uvod

Vedecké pozndvanie moZno chédpat’ ako sled metodickych krokov, v ktorom sa z pozorovania a expe-
rimentovania postupne rodia hypotézy, tieto sa overujui, koriguji a nakoniec zovSeobecnuji do tedrii.
Analogicky vo vyucovani matematiky ucitel’ vedie Ziakov od problémove;j situdcie k formulovaniu pred-
pokladov, ich skimaniu, k dékazom a aplikdciam. Takyto pristup nielen rozvija matematické myslenie,

ale zdroven napodobiiuje proces pozndvania v samotnej matematike.

Nazornost’ v matematike md vyznamné miesto vo vyucovani vizualizacia, teda ndzorné znazoriiova-
nie matematickych Struktdr. UZ Euklides zdoéraznoval kreslenie obrazcov ako sucast’” dokazu, a moderné
technoldgie (GeoGebra, Maple) tento princip postvaji d’alej — umoZiuji Ziakovi nielen sledovat’ obréa-

zok, ale aj dynamicky manipulovat’ s objektmi.

e Ciel prednasky: ukdzat’, ako sa da prepojit vedecké pozndvanie s vyuCovanim matematiky,
najmé prostrednictvom problémového vyucovania a heuristickych stratégii.
. Ijlohy:
1. vysvetlit' fazy vedeckého poznavania a ich analégiu vo vyucovani matematiky,
2. predstavit’ problémové vyucovanie a jeho metodické postupy,
3. analyzovat’ heuristické stratégie a typické ucitel ské otazky,

4. ukézat moznosti IKT podpory (Moodle, GeoGebra) na konkrétnych prikladoch.

Didakticka poznamka 1

Nézornost’ a problémovost’ sa nedajd vnimat izolovane — ucitel’ vytvara pre Ziakov ,,mikro-
model*“ vedeckého badania. Pri probléme ,,Kde sa pretinajii vysky trojuholnika?“ moze Ziak
najprv pozorovat’, potom experimentovat’ (GeoGebra), vyslovit’ hypotézu, a nakoniec dojst’ k do-

kazu. Takto sa krokmi priblizuje k metodolégii matematiky ako vedy.




1 Vedecké poznavanie a jeho analégia vo vyucovani matematiky

Charakteristickou ¢rtou vedeckého pozndvania je proces systematického skiimania, doslednej analyzy
a nisledného vysvetl’ovania javov a vzt ahov vo svete. V matematike a didaktike matematiky ide o spd-
sob, ako systematicky zist’ovat’ pravidld, principy a postupy, ktoré umoziuju efektivne vyucovanie a uce-
nie sa. Ciel'om tejto sekcie je ukdzat’, ako sa metddy vedeckého skimania dajd analogicky uplatnit’ pri

problémovom vyucovani matematiky.

1.1 Fazy vedeckého poznavania

Vedecké skiimanie moZno rozdelit' do niekol'kych faz, ktoré s uZitocné aj pre ucitelov a Studentov

matematiky:

1. Formulacia problému alebo vyskumnej otazky — urCenie presného ciel'a a definovanie, ¢o

chceme skumat’.

2. Hypotéza alebo predpoklad — predpoklad, ktory je moZné testovat’ experimentom alebo pozoro-

vanim.

3. Zber dat — vyuZitie pozorovania, experimentu, dotaznikov alebo inych ndstrojov na ziskanie rele-

vantnych informadcii.

4. Analyza dat — spracovanie zozbieranych informécii pomocou kvantitativnych alebo kvalitativ-

nych metdd.

5. Interpretacia a diskusia vysledkov — hodnotenie a vysvetlenie zisten{, identifikdcia vzt'ahov a su-

vislosti.

6. Zaver a odporucania do praxe — formuldcia zdverov a odporicani pre d’alSie vyucovanie alebo

vyskum.



1.2 Vyskumné metédy v kontexte vyucovania

Profesor Kopka navrhol viacero metdd, ktoré podporuji systematické a kritické myslenie vo vedeckom
poznavani. Profesor Kopka zddraznuje, Ze stratégia alebo taktika pri rieSeni problémov sa nazyva heuris-
tika. Vyskumny pristup pri vyucbe Skolskej matematiky sa v znacnej miere opiera o experimentovanie.

Uvedieme pouzitie heuristickej metddy na jednoduchom matematickom priklade.

Priklad 1.1. Je dané celé Cislo. Vydelim ho cislom 3. K vysledku pripocitam &islo 7. Takto
ziskané cislo este vyndsobim cCislom —2. Vysledné Cislo, ktoré som takto ziskal je —6. Aké Cislo

bolo dané na zaciatku?
RieSenie. Budeme experimentovat’
1. Skudsime, Ci by ,,dané ¢islo® nemohlo byt’ napr. ¢islo 6 (skiSame len Cisla delitel'né tromi?)
2. Vypocitame, Ze v tomto pripade vysledné ¢islo je rovné: (2+7)-(—2) = —18.
3. Teda ¢islo 6 nemdZe byt danym zaciatoénym cislom.
4. Zvolime iné Cislo, napr. 3 a budeme si v§imat’, ako sa priblizujeme k vysledku: —16
5. V pripade, Ze ,,nemame St astie* pokracujeme v experimentovani.
6. Experiment opakujeme pokial’ neprideme k ,,rozumnému‘ zisteniu.

PriebeZné rieSenie - zistenie.
Experimentalne cislo sa zmensilo o 3 a ,,vysledné ¢islo* sa zvicsilo o 2. K vysledku (t.). k ¢islu —6) sa

,priblizujeme*! Pokracujeme v experimentovani. NaSe experimentilne vysledky zapiSme do tabul’ky.

Dané ¢islo  Vysledné ¢islo

6 -18
3 -16
0 -14

Tabul'’ka 1: Experimentélne vysledky

Pokisme sme sa tento postup zovSeobecnit’:
1. K ¢islu —18 je nutné 6 x pripocitat’ ¢islo 2, aby sme ziskali vysledné ¢islo —6.
2. K ¢&islu 6 je nutné 6 x odpocitat’ &islo 3. Spocitajme 6+6-(—3) = —12.

Dané ¢islo by teda mohlo byt ¢islo -12, o ¢om sa presvedéime skidskou. Urobme skiSku spravnosti a

zistime, Ze dané ¢islo je naozaj Cislo -12.

Odpoved’. Na zaciatku bolo dané ¢islo rovné —12. [




Tieto vSeobecné fazy a vyskumné metédy sa neobmedzujd iba na akademicky vyskum. Pri vhodne;j
didaktickej adaptécii ich méZeme vyuzit' aj v Skolskej matematike, kde maji potencidl viest’ Ziakov k
aktivnemu objavovaniu a kritickému mysleniu. Nasledujica podkapitola ukazuje, ako sa tieto metddy

premietajd do vyucovacej praxe.

Poznamka 1.1: Terminologicka poznamka

Pojem vyskumnd metoda oznaCuje vSeobecny rdmec skimania (pozorovacia, analytickd, experi-
mentélna), kym heuristickd stratégia sa vzt ahuje na konkrétny postup alebo taktiku, ktord Ziak
voli pri rieSeni problému (analdgia, nacrt, Specidlny pripad a pod.). Vo vyucovani sa obe roviny

prirodzene prelinaju.

1.3 Vyuzitie vyskumnych metéd v Skolskej matematike

Cely proces poznavania s vyuZitim vyskumnych metéd moZeme stotoZnit’ so schémou:
konkretiz4cia(Specializdcia) — zovSeobecniovanie —  vyslovenie hypotézy — ddkaz

Uvedena schéma je v sulade so Struktirou separovanych a generickych modelov, ktortd zaviedol profe-

sor Hejny. Zérovei odrdZa aj hlavné rysy problémového vyudovania v matematike na ZS a SS. Preto

heuristické vyskumné metédy mozno vyhodne vyuZit' aj pri problémovom vyucovani matematiky. Su to

predovSetkym tieto metddy:

« Analyticka metéda — systematické rozkladanie problému, identifikacia jeho Casti a vzt'ahov. Vy-
uZzitel'nd pri identifikécii kI'dCovych t aZkosti Ziakov.
* Experimentalno-pozorovacia metéda — ziskavanie empirickych dat o spravani a dspeSnosti Zia-

kov pri rieseni dloh.

* Historicko-porovnavacia metéda — skiimanie zmien didaktickych postupov v ¢ase, ukazuje vyvoj

matematického myslenia.

* Matematicka modelacia — vyuZitie modelov na kvantifikaciu vzt'ahov, napr. medzi typom tlohy

a uspesnost’ ou Ziakov.



1.4 Heuristické stratégie vo vyucovani matematiky

Heuristické stratégie predstavuji osvedcené postupy, ktorymi sa Ziak alebo ucitel’ usiluje o rieSenie prob-
Iémove;j tlohy. Ich vyznam spociva v tom, Ze poskytuji nastroje na prekonanie tzv. blokdd v myslent, ked’
priama cesta k rieSeniu nie je zrejmd. UCitel moZe tieto stratégie nielen uplatiiovat’, ale aj reflektovat’

spolu so ziakmi, ¢im rozvija ich metakognitivne schopnosti — teda schopnost’ ucit’ sa ucit’.

Priklady stratégii.
* Analégia — hl’adanie podobnosti medzi novou tilohou a uz rieSenou situciou.

. Speciélny pripad — skimanie jednoduchej alebo hrani¢nej situécie (napr. dosadenie konkrétneho

¢isla, degenerovaného pripadu).
* Naért — vizualizdcia problému pomocou obrazku, grafu alebo schémy.
* Experimentovanie — skiSanie viacerych moZnosti a sledovanie vzorcov ¢i pravidelnosti.
* Algoritmizacia — systematizovanie postupu do krokov alebo pravidiel.
* Rozklad problému — dekompozicia na mensie, I'ahSie rieSitel' né podproblémy.
Prepojenie s metakogniciou. UCcitel’, ktory vyuZziva heuristické stratégie, zaroven vedie Ziakov k me-

takognicii: k uvedomovaniu si ako uvazuji, ktoré stratégie im pomohli a ktoré boli menej tcinné. Tak

sa Ziaci ucia pldnovat’ svoje kroky, sledovat’ priebeh rieSenia a spétne hodnotit’ vlastné myslenie. Tento

LT3

proces je zdkladom kompetencie ,,ucit’ sa ucit’ *.

1.5 Analégia s problémovym vyucovanim

Vedecké pozndvanie a problémové vyucovanie su pribuzné procesy:
* zacinaju identifikdciou problému,
* vyzaduji tvorbu hypotéz a predpokladov,
* spoliehajd sa na pozorovanie a experiment,

* koncia analyzou, interpretaciou a zavermi.

Heuristické stratégie Studentov pri rieSeni problémovych tdloh mozno chdpat’ ako aplikdciu experimentdlno-
pozorovacich a analytickych metdd. Integracia Kopkovych metéd umoZziiuje systematické a reflektované

vyucovanie.



Priklad 1.2. Majme urcit’ siicet prvych n nepdrnych cisel.
Riesenie.
« Specialny pripad: Pren=1: 1 =12, pren=2:1+3=4=22pren=3: 1 +34+5=9 =32,

« Experimentovanie: Skisme vypocitat’ aj pre n = 4: 1 +3 +5+7 = 16 = 4%. Objavuje sa pravi-

delnost’.

* Analégia: Uvedomime si, Ze podobne ako sti¢et prvych n prirodzenych ¢isel md znamy vzorec, aj

tu mdZeme ocakavat’ jednoduchy uzavrety tvar.

e Nacrt: Ucitel mdze pouzit' geometricki ilustraciu — poskladanim Stvorca z jednotkovych Stvor-
cekov (1, potom 3 okolo, potom 5 okolo, atd’.) sa vizualizuje, Ze ide vZdy o rozSirenie Stvorca na

d’alsi.
* Rozklad problému: D4 sa ukdzat', 7e 1 +3+5+---+ (2n—1) = n?.

Zaver: Stcet prvych n neparnych &isel je n?. 0

Poznamka 1.2:

Této tloha je vhodnd na ukéazku viacerych heuristickych stratégii v praxi. Ucitel mdze viest’
diskusiu tak, Ze nechd Ziakov najprv vypocitat’ niekol'’ko Specidlnych pripadov a hl’adat’ pravidel-
nost’. Ndsledne sa otvori priestor na experimentovanie — skiSanie d’al§ich hodndt a preverovanie
hypotézy. Pri vhodnej otazke ,,Nepodobd sa to na nieco, ¢o uz pozndte?* sa da vyuzit' analdgia
so vzorcom pre stcet aritmetickej postupnosti. Vizudlny ndcrt v podobe rasticeho Stvorca z jed-
notkovych kociek umozni Ziakom lepsie pochopit’ sivislost’ a zaroven podporuje metakognitivnu

reflexiu (,,Ako som priSiel na tento vzorec?*).
. J

Uloha sa tak stdva nielen matematickym cvienim, ale aj prostriedkom na spoznanie a pomenovanie
stratégii, ktoré Ziaci pri rieSeni pouZivajui. Takto sa rozvija schopnost’ ucit’ sa ucit’ a vedome vyuZivat’
heuristické postupy.

Ukazky typickych heuristickych otazok ucitel’a.

« Co sa stane, ak skiisi§ jednoduchsi alebo $pecidlny pripad?

* Vyskytuje sa podobny problém, ktory uz poznidme?

* Ako by sme situdciu zndzornili na obrazku?

¢ Je mozné rozdelit’ ulohu na viac menSich Casti?



» Aky je d’alsi krok, ktory by si mohol urobit’?
* Ako mdzZes overit’, ¢i je tvoje rieSenie spravne?
* Vie$ opisat’, aku stratégiu prave pouzivas?

Tieto otazky smeruju Ziakov k tomu, aby si vedome uvedomovali vlastné postupy a rozvijali metakogni-

ciu, t. j. schopnost’ premysl'at’ o svojom mysleni a ucent sa.

Didakticka poznamka 2

Heuristické stratégie vo vyucovani matematiky nadobudaju prakticky vyznam az vtedy, ked’
st sprevadzané vhodnymi otdzkami ucitel’a. Ich ciel'om nie je poskytniit' okamzité rieSenie, ale
naviest’ Ziaka k objavovaniu, porovndvaniu a overovaniu vlastnych myslienok. Nasledujici vyber

otdzok moZe slizit' ako metodickd pomocka pri planovani vyucovacej hodiny.

1.6 Prepojenie s IKT

Informacné a komunikacné technoldgie (napr. GeoGebra, Moodle) umoziuji vizualizovat' problémy,

zbierat’ ddta a analyzovat’ vysledky Ziakov, ¢im podporuju aplikdciu Kopkovych metdd v praxi.

* GeoGebra: dynamicka manipulécia s vrcholmi trojuholnika umoZiluje rychle experimentovanie a

testovanie hypotéz.
* Moodle: tloha typu otvorend odpoved’ mdZze viest’ Ziakov k tomu, aby zapisali svoje hypotézy a
vysvetlili, ako ich overovali. UCitel’ moZe pridelit’ odznaky za origindlne heuristické pristupy.
Konkrétny scendr vyuZitia IKT mdZe vyzerat’ nasledovne:

Priklad 1.3. Ucitel’ zadd v Moodle iilohu: ,, Skiimajte, ¢i sa vysky trojuholnika vidy pretinajii v jednom

bode.“ Ziaci majii:
1. zostrojit’ trojuholnik v GeoGebre a zakreslit’ jeho vysky,
2. v prostredi Moodle zapisat’ svoju hypotézu a krdtky opis postupu,
3. diskutovat’ v tematickom fore o roznych polohdch ortocentra.

Na zdver ucitel’ vrdti spdtnii vizbu a oceni odznakom origindlny pristup alebo jasnii argumentdciu.



2 Problémové vyucovanie

Problémové vyucovanie predstavuje taky pristup k vyu€ovaniu matematiky, v ktorom sa nové poznatky
odvodzuji z rieSenia problémovych tloh. Ziaci st vedeni k aktivnej &innosti, k objavovaniu a k hl’ada-
niu vlastnych rieseni. Ulohou uéitel’a nie je podat’ hotovy poznatok, ale vhodne viest’ proces rieSenia

problému.

2.1 Didaktické ciele a vyznam

* rozvija tvorivé a kritické myslenie Ziakov,

vedie k hlbSiemu porozumeniu matematickych pojmov,
* podporuje motivaciu Ziakov prostrednictvom otazok a vyziev,

* umoziuje rozvijat’ spoluprdcu v skupine pri rieSeni.

Historicka vsuvka

Thalés z Milétu (6. stor. pred n. 1.) je povaZovany za prvého, ktory matematické poznatky syste-
maticky odvodzoval z pozorovania a logickej tvahy. Jeho zndme vyroky (napr. o pravom uhle v

polkruhu) su prikladom prechodu od experimentélneho zistenia k teoretickému tvrdeniu.

Euklides (3. stor. pred n. 1.) vytvoril v Elementoch stbor definicii, postulatov a ddkazov, ¢im
ukdézal, ako sa poznanie systematizuje. Vo svojich dékazoch Casto vyuzival ndzorné zndzoriiovanie

(konStrukciu obrazcov), ktoré je predchodcom dne$nej vizualizicie v softvéroch typu GeoGebra.




Priklad 2.1. ,,Kde sa pretinajd vysky trojuholnika?*
Riesenie.
1. MOTIVACNA ULOHA VHODNA NA EXPERIMENTOVANIE

V danom trojuholniku ABC postupne zostrojte priesecniky Vi =v,Nvp, Vo =v,Nve, V3 =vp Ny,

Aktivuj applet|Ortocentrum - experiment.
2. FORMULACIA PROBLEMU

Zistite, Ci tieto prieseniky predstavuju jeden a ten isty bod. Pouzite v GeoGebre prikaz ,,Vzt'ah*
9

a=b, ktory sa nachadza v skupine néstrojov ,,Uhly*.
3. STANOVENIE HYPOTEZY
Vysky trojuholnika sa ,,pretinaji“ v jednom bode (ortocentrum).

4. EXPERIMENTALNE OVERENIE HYPOTEZY

V prostredi GeoGebra Ziaci zostroja 'ubovol'ny trojuholnik a jeho vysky. Menia polohu vrcholov
trojuholnika a skiimajd, ¢i aj po zmene polohy vrcholu trojuholnika jeho vySky sa opit’ pretinaju

v jednom bode.
5. ZAVER ,,VEDECKEHO*“ BADANIA

¢ zovSeobecnenie a formuldcia tvrdenia: V kazdom trojuholniku sa vySky pretinaja v jed-

nom bode,

* diskusia o polohe ortocentra (vniitri, mimo alebo na vrchole trojuholnika).

Didakticka poznamka 2

Ziaci tymto postupom prechddzaji ,,malym vedeckym procesom®: z pozorovania vytvoria hypo-
tézu, experimentuju s jej overovanim a nakoniec dospeju k formulécii v§eobecného tvrdenia.

Tak4to aktivita podporuje matematické myslenie a priblizuje Ziakov k autentickému obrazu ma-

tematiky ako tvorivej vedy.

Vyska trojuholnika je definovand bud’ ako usecka alebo kolmica (priamka) resp. ako ¢islo (vel’-
kost’).



https://www.geogebra.org/m/d4gnhn47

Ako ukazku vyuZitia vyskumného heuristického pozndvania spojeného s problémovym vyucovanim uve-

dieme ne rieSeni nasledujiceho prikladu.

s v

Priklad 2.2. Ukdzte, Ze vSetky Stvorciferné palindromy si delitel’'né islom 11.

Pri rieSeni budeme vyuzivat’ riadeny vyskumny proces, ktory je vhodny pre Ziakov strednych $kol. Je
dost’ pravdepodobné, Ze Ziaci nepoznaju pojem "palindrom". Z toho dévodu by mal ucitel’ este pred ria-
denym vyskumnym procesom, pribliZit' Ziakom na konkrétnych pripadoch pojem palindromu. Uvedieme

definiciu palindromu.

Definicia 2.1. Cisla, ktoré sa Citajii rovnako odpredu aj odzadu, ako napriklad 452 254, sa nazyvajii

palindromy.

Riesenie. Samotny priebeh heuristického skiimania v danej triede ucitel' koordinuje resp. usmeriiuje

pokynmi/otdzkami typu:
1. Vypiste nahodne niekol'’ko Cisel, ktoré st polyndromy: 4554 =11 . 414, 1001 =11.91, ...
2. Kol'ko bude vsetkych moznosti? (Je ich 90 - preco? )
3. VypiSme niekol'’ko podl'a vel'kosti - 1001, 1111, 1221, 1331, 1441, ...
4. Skiimajme vlastnosti tejto postupnosti - je aritmetickd s diferenciou 110?
5. Avsak pri "prechode"cez tisicky ... 1991, 2002, ..., 2992, 3003, ... - diferencia je 11!
6. Prvé Cislo 1010 = 11. 91 je delitel'né 11 a kazdé d’alSie tiez deliteI'né 11 = tvrdenie je pravdivé.

O

Ziaci SS maju dostatok vedomosti z aritmetiky, aby dokézali algebraickymi metédami tvrdenie

Veta 2.1 (Veta o palindromoch). DokdZzte, Ze plati:
abba = 1000a+ 1006+ 10b+a = ...

Dokaz. Prenechdvame Citatel ovi, vyuZite vlastnosti zdpisu prirodzeného ¢isla v desiatkovej ¢iselnej su-

stave. O

Poznamka 2.1

Ulohou u&itel'a je viest' Ziakov k formulovaniu otdzok: Co vieme? Co hl'addme? Aké podobné
tilohy sme uZ riesili? Ako méZeme overit’ vysledok? Takto sa Ziaci ucia metédam vedeckého po-

zndvania: od hypotézy cez experiment azZ k dokazu. Rizikom je priliSnd ndrocnost’ dloh; je po-

trebné volit’ také problémy, ktoré su primerané vedomostiam a skisenostiam Ziakov.
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Historicka vsuvka

Korene problémového vyucovania siahaji do zaciatku 20. storocia. Americky filozof a pedagég
John Dewey zdoraziioval potrebu ucenia sa Cinnost'ou (learning by doing) a hl'adanie rieSeni
redlnych problémov. Podl'a neho ma Ziak poznatky ziskavat’ aktivnym skimanim a overovanim

hypotéz.

Jean Piaget rozpracoval konStruktivisticky pristup, v ktorom je pozndvanie procesom aktivnej

konstrukcie vedomosti prostrednictvom rieSenia novych situécii.

1. Pochopit’ problém

2. Vypracovat’ plan

3. Uskuto¢nit’ plan

4. Zhodnotit’ rieSenie

Obr. 1: Pélyove Styri kroky rieSenia problému

Poznamka 2.2: Pélyove kroky a typické ucitelské otazky

1. Pochopit’ problém — ,.Co je tu nezndme? Aké ddaje pozniame?*
2. Vypracovat’ plan —,,Podobi sa tito dloha na nejaki ini? Co by pomohol na¢rt?
3. Uskuto¢nit’ plan — , Ktory krok je najvhodnejsi urobit’ teraz?*

4. Zhodnotit’ rieSenie — ,,Ako si overime, Ze vysledok je spravny? Dalo by sa to vyriesit’ aj

inak?

Takto formulované otdzky pomdhaji zZiakom uvedomovat’ si vlastny postup rieSenia a podporuji

rozvoj metakognicie (ucenie sa ucit’).
N J

.....

Solve It (1945) formuloval heuristické stratégie rieSenia problémov. Jeho Styri kroky rieSenia — pocho-
pit’ problém, vypracovat’ pldn, uskutocnit’ ho a skontrolovat’ vysledok — sa stali zdkladom moderného
problémového vyucovania matematiky. George Pélya, v praci How fo Solve It (1945), systematizoval

rieSenie matematickych problémov do Styroch krokov:
1. Pochopit’ problém (What is the unknown? What are the data?),

2. Vypracovat’ pldn (Have you seen it before? Draw a figure!?),

11



3. Uskutocnit’ pldn (implementovat’ postup),
4. Zhodnotit’ riesenie (Check the result! Could you derive it differently?) :contentReference[oaicite: 1]index=1.

Tieto heuristické fazy dodnes tvoria zdklad moderného problémového vyucovania matematiky. Pri
problémovom vyucovani je moZzné vyuZit' rdzne heuristické postupy. Podl'a P6lyu mdZeme rieSenie

problémov rozdelit’ do spominanych Styroch faz. Medzi konkrétne heuristické stratégie patria:
1. Rozklad problému na jednoduchsie podproblémy.
2. Hl'adanie analdgie a podobnosti s uZ rieSenymi dlohami.
3. Nacrt, grafickd vizualizacia, experimentovanie.

4. Odhad a overenie spravnosti rieSenia.
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3 Vizualizacia problému

Vizualizdcia patri medzi kI'i¢ové heuristické stratégie rieSenia problémov, ktoré dopitiaji postupy ako
analdgia, Specidlny pripad ¢i rozklad problému. UZ George Pélya vo svojom diele How to Solve It (1945)
[POL] zd6raznioval vyznam vhodnej reprezenticie problému. Podl’a neho je dolezité zvolit’ takd formu

znazornenia, ktora ul’ahCuje porozumenie zadaniu a usporiadanie informaécii.

Alan Schoenfeld vo svojej préci[]upozorﬁuje, Ze vizualizdcia sa spdja najmi s prvou fadzou rieSenia

problému — hlbokym porozumenim. Tato faza zahfnia:

dokladné precitanie zadania,
* identifikdciu danych a odvodenych tddajov,
 hl’adanie podobnych problémov,
* vizualiz4ciu alebo dramatizdciu problému.
Vizualiz4cia pomaha:
* zmenit' abstraktny problém na konkrétny, ¢im sa stdva zrozumitel nej$im,
 odhalit’ vzory alebo vzt ahy, ktoré by inak zostali skryté,
* aktivovat’ intuitivne chdpanie pomocou obrizkov, tabuliek, grafov ¢i fyzickych modelov,

* podporit’ diskusiu a metakogniciu — Ziak si uvedomuje, ako uvazuje.

Vizualizacia pomaha:
* zmenit’ abstraktny problém na konkrétny a zrozumitel nejsi,
* odhalit’ vzory alebo vzt’ahy, ktoré by inak zostali skryté,

* aktivovat’ intuitivne chdpanie pomocou obrizkov, tabuliek, grafov ¢i fyzickych modelov.

3.1 Formy vizualizacie v matematike

V didaktike matematiky existuje viacero foriem zndzorfiovania:

» symbolické vizualizdcie — mnoZinovo-teoreticky formalizmus, algebraické symboly,
* grafické vizualizdcie — Descartov siradnicovy systém, grafy funkcii, tabul’ky,
* dynamické vizualizdcie — softvérové produkty (GeoGebra, Maple),

* mentdlne a pojmové mapy — schémy a konceptudlne diagramy.

Uhttps://kitchentablemath.com/s/Paper-in-progress-Problem-Solving-116.pdf
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Kazd4 forma m4 ind didaktickd funkciu: napriklad tabul’ka mdze odhalit’ Ciselny vzor, graf funkcie
zase zviditel'ni zavislost’ medzi veli¢inami. Historicky moZno pozorovat’, Ze zavedenie novych symbo-

lickych alebo grafickych reprezenticii vzdy akcelerovalo pokrok v matematike.

Poznamka 3.1: Didakticka poznamka

Stcasnd prax Casto trpi nedostatkom nazorného zdoévodiovania. Formélne sprostredkovanie po-
znatkov bez vizualizicie vedie k povrchnej reprodukcii uciva. Preto je doleZité cielene rozvijat

vizualizaCné stratégie a integrovat’ ich s modernymi technolégiami.

V ramci experimentovania v GeoGebre pri rieSeni prikladu [2.1) "Kde sa pretinaji vysky trojuhol-
nika?"sme zostrojili prieseCnik vySok trojuholnika a sledovali sme zmenu polohy tohto priesecnika pri
manipuldcii s vrcholmi.

Stanovili sme hypotézu: "Vysky sa vZdy pretinaji v jednom bode (ortocentrum)."Toto tvrdenie sme
overovali pomocou dynamickej manipulécie - vizualizacie -a naznacili stabilnost’ priese¢nika.

Nakoniec pri diskusii sme zistili, Ze poloha ortocentra méze byt’ rézna v zavislosti od vel’kosti vnui-

tornych uhlov trojuholnika (vnitri, mimo alebo na vrchole trojuholnika).

Didakticka poznamka

L¥13

Vizualizécia pomocou GeoGebry umoZiiuje Ziakom intuitivne ,,vidiet’* pravidelnost’ a vytvorit’
si hypotézu. Treba vSak zdoraznit’, Ze vizualizacia nenahradza dokaz, ale pripravuje podu pre

jeho formuldciu. Takto sa spdja experimentovanie s poZiadavkou matematickej argumentécie.

Prepojenie s IKT
Moderné technoldgie vyrazne rozsiruji moznosti vizualizacie:
* GeoGebra: dynamické manipulovanie s objektmi podporuje mentdlne experimentovanie.

* Moodle: tlohy s obrdzkami a interaktivnymi appletmi umoZiiuji Ziakom reprezentovat’ problém

réznymi spdsobmi.

Poznamka 3.2: Heuristické otazky

Pri rieSeni problémov mozno Ziakom poloZit' typické heuristické otdzky: ,, Vies si to nakreslit’? *

,»Dd sa problém predstavit’ na konkrétnom priklade?* ,,Ako by vyzerala situdcia v grafe alebo v

ENT3

tabul’ke? “ Takto sa podporuje nielen vizualizicia, ale aj metakognitivna zrucnost’ ,, ucit’ sa ucit’ .
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3.2 Problémy v matematickom vzdelavani
V stcasnosti sa prehlbuji problémy v matematickom vzdeldvani, ktoré si dosledkom najma tychto troch
pricin:

1. dlhodobo klesajticej dirovne matematickych vedomosti (zretel'ne to vidiet’ pri prechode na vySsi

stupeinl vzdelavania),

2. nedostato¢ného matematického zddvodilovanie a argumentdcie (mnohf ucitelia len formalne spro-

stredkuju Ziakom matematické tvrdenia),

3. nevyrazného takmer zanedbatel' ného vyuzivania modernych technolégii (ich (ne)pouzivanie sa

prejavilo hlavne pri online vyucovani).

Pre ucely tejto prednasky sme zvolili jednu z mozZnosti vyuZzitia GeoGebry, ktord pomaha urobit’ ma-
tematiku ndzornejSiu, zaujimavejSiu. Vybrali sme tematicky okruh "Priecky v trojuholniku"”, konkrétne

tému "Priesecnik vySok v trojuholniku".

Priklad 3.1. V trojuholniku ABC zostrojte jeho vysky a urcte priesecniky ich vysok. DokdZte, Ze tieto

priesecniky s totozné body. Inymi slovami: "V kazdom trojuholniku sa vysky pretinajii v jednom bode".

Obr. 2: Priese¢nik vySok v trojuholniku - dokaz
Dostupné na Vyska a strednd priecka
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RiesSenie. Ziaci mdZu postupovat’ nasledovne:

1. Najprv zostroja I'ubovol'ny trojuholnik KLM a ukédZu, Ze osi jeho strdn sa pretinaji v jednom
bode - v strede opisanej kruZnice. Ddkaz tejto vlastnosti si v rdmci samo-Stidia moZu overit

v Euklidovych Zakladoch [

2. V novom GeoGebra applete (Cisty vykres) zostroja trojuholnik ABC, ktorého strany budi urcené

pomocou troch posuvnikov a, b, c. Jeden posuvnik (napr. ¢) musi spfﬁat’ podmienku

la—b|<c<a+b
3. Zostroja trojuholnik EF G, ktorého strany su rovnobeZné so stranami trojuholnika ABC a su inci-
dentné s vrcholmi A, B, C. Pozri obrdzok 2

4. Dokézu, Ze vrcholy A, B, C st stredmi strdn trojuholnika EF G. M6Ze vyuZit' vlastnost’: "V rovno-

beZniku protil’ahlé strany maji rovnaku vel kost’ .'E]

5. Zostroja osi stran trojuholnika EF G, ktoré zrejme prechadzaji bodmi A, B, C. Teda osi stran troj-
uholnika EF G st vysky trojuholnika ABC.

Tym je dokaz ukonceny. O

Didakticka poznamka k vizualizacii

Tento rieSeny priklad vedie Ziakov k prepojeniu:

* experimentu (dynamické manipuldcie v GeoGebre),
* hypotézy (vysky sa pretinaji v jednom bode),
* dokazu (nisledna argumentacia).

Vizualizécia tu nie je len pomdckou, ale jadrom poznévacieho procesu.

Nazornost’ a problémovost’ sa nedaji vnimat’ izolovane — ulitel’ vytvara pre Ziakov ,,mikro-model*
vedeckého bddania. Pri probléme ,,Kde sa pretinaji vysky trojuholnika?‘ mdZe Ziak najprv pozorovat’,
potom experimentovat’ (GeoGebra), vyslovit’ hypotézu, a nakoniec dojst’ k dokazu. Takto sa krokmi
priblizuje k metodolégii matematiky ako vedy.

Pripominame, Ze téma Vysky trojuholnika spolu s dokazom je zaradens do uciva ZS!

ZpPriamka prechddzajica stredom kruhu a stredom tetivy je kolmd na tito tetivu a rozpol uje tiito tetivu. [Euclid’s Elements,
Book 111, P3. Toto tvrdenie bolo pravdepodobne zname uz Thalesovi.
3Pozrite Euclid’s Elements, Book I, Proposition 34.
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