Seminar 1: Uvod do seminara, ocakavania, Matematico



Seminar 2: Menova reforma v Tramtarii — samostatné objavovanie matematic-
kého problému

Ulohy a rieSenia

Uloha 2.1. [[BHS82], iiloha43] V Tramtarii chci zaviest' novi zakladnd peniaznu jednotku: toliar. V spojitosti s reformou
sa vynorila otdzka: aké maji mat’ hodnoty mince, ktoré pripravi mincoviia? Stari obyvatelia Tramtarie povaZovali 3 a 5
za §t'astné Cisla. Preto popredny historik navrhol, aby sa obmedzili na razenie troj- a pét'toliarovych minci. Svoj navrh
zdovodnoval takto: troj- a pit’toliarovymi mincami mozno vyplatit’ hociktord celo¢iselnd sumu a to skoro vzdy presne,
bez vratenia. Ten, kto peniaze dostdva, musi nieco vratit’ iba vtedy, ak je vyplacand suma 1, 2, 4 alebo 7 toliarov. Bola by

to pravda?

Uloha 2.2. [[BH82], dloha44] K navrhuz predchadzajicej dlohy dosiel upravujici ndvrh. Isty obCan pise: Uzndvam sice,
7e troj- a pat'toliarovymi mincami moZno opisanym sposobom naozaj zaplatit’ kaZzdd sumu, ale si to primalé hodnoty.
Navrhujem, aby sa razili radSej pét’- a osemtoliarové mince. Je zrejmé — zdovodioval d’alej —, Ze berdc do tvahy aj
vydavok z penazi, vSetko, ¢o mozno vyplatit’ 3 a 5 toliarmi, moZno vyplatit’ aj 5 a 8 toliarmi. TieZ je zrejmé, Ze od istého

.....

.....

hodnoty toliarov boli napokon tieto:
a) 8al3,
b) 21 a 34,
c) 144 a233.

Autori vSetkych troch navrhov tvrdili, Ze tymito dvojicami hodndt mozno vyplatit’ hocikol'’ko (celo¢iselnych) sim toliarov
a ked’ vypldcand suma je dost’” vel'kd, tak netreba ani vratit'’ peniaze. Tvrdenie ktorého z tychto autorov je spravne a
ktorého nie?

Uloha 2.4. [[BHS82], dloha 46 ] Tri ndvrhy, ktoré sme uviedli v predchddzajicej tlohe, neboli ndhodné. Starf obyvatelia
uctievali nielen ¢isla 3 a 5, ale aj vSetky Cisla Fibonacciho postupnosti. Pravdepodobne dospeli az k varidciam tychto Cisel,
pretoZe sa objavili aj také ndvrhy, aby hodnoty dvoch minci boli

a) 2a8,
b) 3aZ2l,
¢) 21 a 144 toliarov.

Ktory z tychto troch navrhov je vhodny na zaplatenie hocijakej (celoCiselnej) sumy toliarov, dokonca tak, aby sa pri
dostato¢ne vel'’kej sume nemuselo ni¢ vratit'?

Uloha 2.5. [[BHS82), iiloha 47] Diskusia o penaznej reforme v Tramtérii nadobuidala Coraz vécSie rozmery. Mnohi jej
Ucastnici tvrdili, Ze ndvrhy z dlohy sa ukazuji byt spravne, lebo reSpektuji aj poradie magickych Cisel, zatial' ¢o v tlohe

su neuspesné, pretoZe toto pradie nereSpektovali. Ako skuto¢nd bomba preto zapdsobil ndvrh, aby sa vydali mince v
hodnote 4 a 11 toliarov. Ani jedna hodnota sa nenachddza medzi ,,magickymi* ¢islami! Napriek tomu autor tvrdil, Ze aj
tieto hodnoty spliiajii potrebné dve poziadavky: moZno nimi vyplatit’ hocijaké celo&iselné mnoZstvo toliarov a ked’ je tito
suma dostatocne vel'’k4, tak netreba ani ni€ vratit’. Mal pravdu?

Uloha 2.6. [[BHS2], tloha 48] Vel'k4 diskusia viak odrazu skon&ila (prave vtedy, ked’ bola najZivsia), pretoZe Narodna
banka Tramtérie na vel'ké prekvapenie ozndmila, Ze zavedie dve platidla: troj- a pat'toliarové mince. Kol'’kymi spdsobmi
mozno nimi vyplatit’ 49 toliarov bez vratenia penazi?



Seminar 3: Pristup k rieSeniu matematickych aloh, typy dokazov

Uloha 3.1. [Lode] Na plane 7 x 7 hrdame hru lode. Nachddza sa na fiom jedna lod’ 2 x 3. Md7eme vystrelit' na I'u-
bovol'né policko planu, a ak lod’ zasiahneme, hra konc¢i. Ak nie, striel ame znova. Uréte najmensi pocet vystrelov, ktoré
potrebujeme, aby sme s istotou lod’ zasiahli.



Seminar 4: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti I — aprava vyrazov

Ulohy a rieSenia

Uloha 4.1. [65-1-3-N1] Pre I'ubovol né redlne &isla x, y a z dokdzte nezdpornost’ hodnoty kazdého z vyrazov
X2+ y? = 2ayz, X4 4y? 4372 —2x— 12y — 62+ 13, 26% +4y* + 72 —dxy — 2xz

a zistite tieZ, kedy je doty¢nd hodnota rovna nule.

Uloha 4.2. [63-1-1-N1-N4] a) Uréte najmensiu hodnotu vyrazu V = 5+ (x—2)2, x € R. Pre ktoré x ju vyraz nadobtda?

b) Uréte najmensiu moznd hodnotu vyrazu W = 9 — ab, kde a, b st redlne &isla spifiajiice podmienku a + b = 6. Pre
ktoré hodnoty a,b je W minimalne?

¢) Uréte najmensiu moznii hodnotu vyrazu Y = 12 — ab, kde a, b st redlne &isla spifiajice podmienku a +b = 6. Pre
ktoré hodnoty a,b je Y minimdlne?

d) Uréte najvic§iu moznii hodnotu vyrazu K = 5+ ab, kde a,b si redlne &isla spifiajice podmienku a + b = 8. Pre
ktoré hodnoty a,b je K maximalne?

Uloha 4.3. [63-1-1] Uréte, aki najmensiu hodnotu moze nadobidat’ vyraz V = (a — b)? + (b —¢)? 4 (c — a)?, ak redlne
¢isla a, b, ¢ spliiaji dvojicu podmienok

a+3b+c=6,
—a+b—c=2.

Uloha 4.4. [63-S-1] Urcte, aké hodnoty méZe nadobiidat’ vyraz V = ab+ bc + cd + da, ak redlne &isla a, b, ¢, d spiiiaji
dvojicu podmienok

2a—5b+2c—5d =4,
3a+4b+3c+4d =6.

Uloha 4.5. [65-1-3]

a) N4jdite vSetky redlne ¢isla x a y, pre ktoré dany vyraz nadobida svoju najmensiu hodnotu.

z Mz

b) Urcte vSetky dvojice celych nezdpornych ¢isel x a y, pre ktoré je hodnota daného vyrazu rovna ¢islu 16.

Uloha 4.6. [65-11-1] Néjdite najmensiu moZnii hodnotu vyrazu
3% — 12xy—|—y4,
v ktorom x a y su I'ubovol'né celé nezdporné ¢isla.
Uloha 4.7. [65-1-3-D1, resp. B-61-S-1] V obore celych Cisel vyrieSte rovnicu

P4y +x+y=4.



Seminar 5: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti Il — nerovnosti

Ulohy a rieSenia
Uloha 5.1. [58-S-1] Dokd’te, Ze pre I'ubovol'né nezdporné Cisla a, b, c plati
(a+bc)(b+ac) > ab(c+1)%

Zistite, kedy nastane rovnost’.

Uloha 5.2. [66-1-1-N1] Dokdte, ze pre 'ubovol'né redlne Cisla x, y a z platia nerovnosti
a) 2xyz < X2+ yzz2 ,

b) (6% —y%)? > dxy(x —y)2.

Uloha 5.3. [66-1-1-N2] Dokézte, Ze pre I'ubovol' né kladné Cisla a, b plati nerovnost’

a+b>1+
b2 a2 " a

S| =

Uloha 5.4. [62-I-2-N1] Dokazte nerovnost’
1 1 8

- > - @
ab + cd ~ (a+b)(c+d)

pre I'ubovol’'né kladné ¢isla a, b, ¢, d.

Uloha 5.5. [66-1-1] DokaZte, Ze pre I'ubovol'né redlne Cislo a plati nerovnost’

2

a + >a+1.

a—a+1~
Urcte, kedy nastdva rovnost’.
Uloha 5.6. [59-1-5] Dokdézte, 7e pre I'ubovol'né kladné redlne ¢isla a, b plati

2(a*+3ab+b*) _a+b
Vab < <
P=T5arn S 20

a pre kazdd z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost’.

Uloha 5.7. [59-11-2] Doké’te, Ze pre I'ubovol'né &isla a, b z intervalu (1,00) plati nerovnost’
(@+1D)B*+1)—(a—1)*(b—1)>>4
a zistite, kedy nastane rovnost’.

Uloha 5.8. [66-1-1-D3, resp. 58-1-6] Dokdzte, Ze pre I'ubovol'né rozne kladné Cisla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2) - [a* + b2
2 3(a+b) 2




Seminar 6: Algebraické vyrazy, rovnice a nerovnosti III — linearne rovnice a
sastavy linearnych rovnic

Ulohy a riesenia
Uloha 6.1. [60-I-1-N1] Méme tri &isla so si&tom 2010, pri¢om kaZdé z nich je aritmetickym priemerom zvy3nych

dvoch. Aké su to Cisla?

Uloha 6.2. [60-1-1-N2] Mame tri &isla, o ktorych vieme, Ze kazdé z nich je aritmetickym priemerom niektorych dvoch
z nasich troch Cisel. Dokazte, ze nasSe tri ¢isla sd rovnaké.

Uloha 6.3. [60-1-1] Lucia napisala na tabul'u dve nenulové ¢isla. Potom medzi ne postupne vkladala znamienka plus,
minus, krat a delené a vSetky Styri priklady spravne vypocitala. Medzi vysledkami boli iba dve r6zne hodnoty. Aké dve
¢isla mohla Lucia na tabul'u napisat’?

Uloha 6.4. [60-1I-1] Na tabuli sd napisané prave tri (nie nutne rdzne) redlne ¢isla. Vieme, Ze sicet I'ubovol'nych dvoch
z nich je tam napisany tiez. Urcte vSetky trojice takych Cisel.

Uloha 6.5. [60-S-1] Po okruhu behajt dvaja atléti, kazdy inou konstantnou rychlost ou. Ked’ beZia opaénymi smermi,
stretavaju sa kazdych 10 minut, ked’ beZia rovnakym smerom, stretdvaji sa kazdych 40 minit. Za aky Cas zabehne okruh
rychlejsi atlét?

Uloha 6.6. [66-1-4-N1] Uréte vietky dvojéleny P(x) = ax+ b, pre ktoré plati P(2) =3 a P(3) = 2.
Uloha 6.7. [66-1-4-N2] Urite vietky trojcleny P(x) = ax® + bx + ¢, pre ktoré plati P(1) = 4, P(2) =9 a P(3) = 18.

Uloha 6.8. [66-1-4-N3] Urtte vietky dvojéleny P(x) = ax+ b s celo&iselnymi koeficientmi a a b, pre ktoré plati P(1) <
P(2)aP(1)2+P(2)%=5.

Uloha 6.9. [66-1-4-D2] Koeficienty a, b, ¢ trojélena P(x) = ax? + bx + ¢ st redlne &isla, pritom kazdé z troch jeho hodn6t
P(1),P(2) a P(3) je celym &islom. Vyplyva z toho, Ze aj Cisla a,b,c sd celé, alebo je nutne celé aspori niektoré z nich
(ktoré)?

Uloha 6.10. [59-S-3] Najdite vietky dvojice nezdpornych celych &isel a, b, pre ktoré plati

A +b+2=a+b>.

Uloha 6.11. [66-1-4] Néjdite vSetky troj¢leny P(x) = ax* 4+ bx+ ¢ s celo&iselnymi koeficientami a, b, c, pre ktoré plati
P(1) < P(2) < P(3) a zarovei
(P(1)*+(P(2))* + (P(3))* = 22.

Uloha 6.12. [62-11-3] Nijdite vetky dvojice celych kladnych &isel a a b, pre ktoré je &islo a> 4+ b o 62 vidsie ako &islo
b +a.

.....

aritmetickym priemerom ostatnych ¢isel. Aké st to ¢isla?



Seminar 7: Tedria Cisel I — ilohy o delitel’nosti

Ulohy a rieSenia
Uloha 7.1. [ [Hol10], dloha 38, str. 115] Nech N je pdt'ciferné kladné Cislo také, Ze N = a679b. Ak je N delitel'né 72,

urcte prvu cifru a a poslednu cifru b.
Uloha 7.2. [66-1-2-N1] Dokézte, Ze v nekone¢nom rade Cisel
1-2-3,2-3-4,3-4-54-5-6, ...,
je Cislo prvé delitel’om vsetkych Cisel d’alSich.
Uloha 7.3. [63-1-5-N1] Dokdite, e pre kazdé prirodzené n je &islo n® 4 2n delitel' né tromi.
Uloha 7.4. [63-1-5-N2] Dokdzte, Ze pre kazdé nepérne &islo 7 je &islo n? — 1 delitel' né dsmimi.

Uloha 7.5. [63-1-5-N3+63-1-5-N4, resp. 55-1-1]

z X2

a) Dokdzte, 7e pre vietky celé kladné &isla m je rozdiel m® — m? delitel'ny Sest desiatimi.

s X2

b) Urdte vietky kladné celé &isla m, pre ktoré je rozdiel m® —m? delitel'ny &islom 120.

VVVV 2 _ pk delitel' né dvandstimi.

Uloha 7.7. [58-S-3] Ked’ isté dve prirodzené &isla v rovnakom poradi s¢itame, od¢itame, vydelime a vyndsobime a
vSetky Styri vysledky sc¢itame, dostaneme 2 009. Urcte tieto dve Cisla.

Uloha 7.8. [66-1-2-N2] Nijdite vietky celé d > 1, pri ktorych hodnoty vyrazov U(n) = n® + 170> — 1 a V(n) = n> +
4n? 4+ 12 dévaji po deleni &islom d rovnaké zvysky, nech je celé &islo n zvolené akokol vek.

Uloha 7.9. [66-1-2-D1] Pre ktoré prirodzené &isla n nie je vyraz V(n) = n* + 111> — 12 ndsobkom 6smich?
Uloha 7.10. [66-1-2] N4jdite najvicsie prirodzené Cislo d, ktoré ma ti vlastnost’, Ze pre I'ubovol' né prirodzené ¢islo n
je hodnota vyrazu

V(n)=n*+11n*—12

z Xz

delitel'na ¢islom d.

Uloha 7.11. [66-S-2] Ozname M mnoZinu vietkych hodnét vyrazu V(n) = n* + 11n?> — 12, pri¢om n je nepérne
prirodzené Cislo. Ndjdite vSetky moZné zvySky po deleni ¢islom 48, ktoré davajui prvky mnoZiny M.

Uloha 7.12. [60-1-2] Dokazte, e vyrazy 23x+y, 19x + 3y st deliteI'né ¢islom 50 pre rovnaké dvojice prirodzenych
Cisel x, y.



Seminar 8: Teoria ¢isel II — iilohy o najmensom spolo¢nom nasobku a najvic-
Som spolo¢nom deliteli

Ulohy a riesenia
Uloha 8.1. [61-1-3-N1] Uréte, pre ktoré prirodzené &isla a, b plati (a,b) = 10 a zdroveii [a,b] = 150.

Uloha 8.2. [60-I-5-N1] Nech d je najvicsi spoloény delitel’ prirodzenych &isel a a b. Ukaite, Ze &isla a /d ab/d su celé
a nesudelitel'né.

Uloha 8.3. [60-1-5-N2] Dokézte, Ze pre I'ubovol né prirodzené &isla a, b plati vzt ah
[a,D] - (a,b) = ab.

Uloha 8.4. [64-1-5-N4] Plati pre kazdé tri prirodzené ¢isla a,b,c a ich najvacsi spolo¢ny delitel’ d a ich najmensi
spolo¢ny ndsobok 7 rovnost’ abc = nd?

Uloha 8.5. [64-1-5-N5] Ak maju prirodzené Cisla a, b najvicsieho spolocného delitel’a d, maju rovnakého najvacsieho
spolo¢ného delitel’a aj ¢isla a, b, a — b, a+ b. DokdZte. Plati rovnaké tvrdenie pre najmensi spoloény ndsobok?

Uloha 8.6. [61-1-3-N4, resp. 50-11-1] Najdite vietky dvojice prirodzenych &isel a, b, pre ktoré plati a+ b+ [a, b] + (a,b) =
50.

Uloha 8.7. [61-S-1] N djdite vSetky dvojice prirodzenych Cisel a, b, pre ktoré plati rovnost’ mnoZin

{a-[a,b],b-(a,b)} = {45,180}.

Uloha 8.8. [64-1-5] Rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel je 2010 a ich najvacsi spolocny delitel’ je 2014-krat mensi ako ich
najmensi spolo¢ny nasobok. Urcte vsetky také dvojice Cisel.
Uloha 8.9. [60-1-5-D3] N4jdite vSetky dvojice kladnych celych &isel a, b, pre ktoré mé vyraz

a 14b

b 9a

celoc¢iselnd hodnotu.

Uloha 8.10. [60-1-5] DokéZte, e najmensi spolo¢ny ndsobok [a,b] a najvicsi spoloény delitel’ (a,b) I'ubovol'nych
dvoch kladnych celych ¢&isel a, b spliaji nerovnost’

a-(a,b)+b-[a,b] > 2ab.
Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastane rovnost’.
Uloha 8.11. [61-1-3] Najdite vietky trojice prirodzenych &isel a, b, ¢, pre ktoré plati mnoZinova rovnost’
{(a,b),(a,c),(b,c),|a,b],[a,c],[b,c]} = {2,3,5,60,90,180},

.....

Uloha 8.12. [63-S-2] Cisla 1, 2,..., 10 rozdel'te na dve skupiny tak, aby najmensi spolo¢ny nasobok sti¢inu vietkych
Cisel prvej skupiny a sucinu vSetkych cisel druhej skupiny bol ¢o najmensi.



Seminar 9: Tedria Cisel III — dlohy o cifernych zapisoch

Ulohy a rieSenia

Uloha 9.1. [59-1-6-N1] Trojciferné ¢islo sa koncf cifrou 4. Ak tito cifru presunieme na prvé miesto (a ostatné dve cifry
nechdme bez zmeny), dostaneme Cislo, ktoré je o 81 mensie ako povodné Cislo. Uréte pdvodné Cislo.

Uloha 9.2. [ [Hol10], dloha 20, str. 110] N4jdite vSetky prirodzené dvojciferné Cisla, ktoré sa rovnaji dvojnisobku
sucinu svojich cifier.

Uloha 9.3. [61-11-2] Janko m4 tri kartitky, na kaZdej je ind nenulové cifra. Sicet vietkych trojcifernych &isel, ktoré

.....

Uloha 9.4. [63-1I-1] Nijdite vietky trojice (nie nutne rdznych) cifier a, b, ¢ také, Ze pit ciferné &isla 6abc3 a 3abc6 st
v pomere 63 : 36.

Uloha 9.5. [57-1-6-D2, resp. 53-11-4]  Ziaci mali vypogitat’ priklad x4y -z pre trojciferné &islo x a dvojciferné &isla
y,z. Martin vie ndsobit’ a sc¢itat’ ¢isla zapisané v desiatkovej sustave, ale zabudol na pravidlo prednosti ndsobenia pred
s¢itanim. Preto mu vySlo sice zaujimavé Cislo, ktoré sa piSe rovnako zI'ava doprava ako sprava dol’ava, spravny vysledok
bol ale 0 2004 mensi. Urcte ¢isla x, y, z.

Uloha 9.6. [58-1-3-N1, resp. 56-S-1] Urcte pocet vSetkych Stvorcifernych prirodzenych Cisel, ktoré su delitel' né Siestimi
a v ktorych zdpise sa vyskytuju prave dve jednotky.

Uloha 9.7. [58-1-3-N2, resp.54-1-5] Uréte pocet vietkych trojic dvojcifernych prirodzenych &isel a, b, ¢, ktorych si-
¢in abc ma zdpis, v ktorom su vSetky cifry rovnaké. Trojice liSiace sa len poradim Cisel povazujeme za rovnaké, t.j.
zapocitavame ich iba raz.

Uloha 9.8. [58-1-3] N4jdite vSetky Stvorciferné ¢isla n, ktoré maji nasledujice tri vlastnosti: V zdpise ¢isla n st dve
rozne cifry, kazda dvakrat. Cislo n je delitel'né siedmimi. Cislo, ktoré vznikne otoCenim poradia cifier Cisla n, je tiez
Stvorciferné a delitel'né siedmimi.

Uloha 9.9. [57-1-6] Klarka mala na papieri napisané trojciferné ¢islo. Ked’ ho spravne vyndsobila deviatimi, dostala
Stvorciferné Cislo, ktoré sa zacinalo rovnakou ¢Eislicou ako povodné Cislo, prostredné dve Cislice sa rovnali a poslednd

z X7

Cislica bola suctom Cislic povodného Cisla. Ktoré Stvorciferné ¢islo mohla Klarka dostat’?



Seminar 10: Geometria I — zakladné poznatky

Ulohy a rieSenia
Uloha 10.1. Dokdte, Ze siicet vel'kosti vnutornych uhlov I'ubovol ného trojuholnika je 180°.
Uloha 10.2. [66-1-3-N1] Z trojuholnikovych nerovnosti medzi dizkami stran I'ubovol ného trojuholnika odvod’te zndme

pravidlo o < 8 = a < b o porovnani vel'kosti vnitornych uhlov a dizok protil’ahlych strdn v I'ubovol’'nom trojuholniku
ABC.

Uloha 10.3. [63-1-4-N3] Dokdzte vety:
a) Ak maju dva trojuholniky rovnaki vysku, potom pomer ich obsahov sa rovnd pomeru dlzok prislusnych zakladni.
b) Ak majui dva trojuholniky zhodné zdkladne, potom pomer ich obsahov sa rovnd pomeru prisluSnych vysok.

Uloha 10.4. [61-1-5-N1] Pre vSeobecny trojuholnik ABC so stranami a, b, ¢ a obsahom S plati pre polomer r vpisanej
kruZnice vzorec r = 25/(a+ b+ ¢). Dokdzte.

Uloha 10.5. Dokazte, 7e uhlopriec¢ky v rovnobeZniku sa navzdjom polia.

Uloha 10.6. [58-1-4-N1] Oznatme U priesecnik uhlopriecok daného konvexného Stvoruholnika ABCD. Dokdzte, ze
priamky AB a CD st rovnobezné prave vtedy, ked’ trojuholniky ADU a BCU maji rovnaky obsah.

Uloha 10.7. [64-1-4-N1] LichobeZnik ABCD mi zékladne s dizkami |[AB| = a a |CD| = ¢ a jeho uhloprie¢ky sa pretinaji
v bode U. Aky je pomer obsahov trojuholnikov ABU a CDU?

Uloha 10.8. [58-1-2-D1] Nech k je kruznica opisand pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB dizky ¢. Ozna¢me
S stred strany AB a D a E prieseCniky osi stran BC a AC s jednym oblikom AB kruznice k. Vyjadrite obsah trojuholnika
DSE pomocou dlzky prepony c.

Uloha 10.9. [58-1-2-D2] Vyjadrite obsah rovnoramenného lichobeznika ABCD so zikladiiami AB a CD pomocou dizok
a, ¢ jeho zdkladni a dlzky b jeho ramien.
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Seminar 11: Geometria II — podobné trojuholniky a Pytagorova veta

Ulohy a rieSenia

Uloha 11.1. [66-S-3] Piita P vyiky z vrcholu C v trojuholniku ABC deli stranu AB v pomere |AP| : |PB| =1 : 3.
V rovnakom pomere su aj obsahy Stvorcov nad jeho stranami AC a BC. DokéZte, Ze trojuholnik ABC je pravouhly.

Uloha 11.2. [66-1-3] Pita vyiky z vrcholu C v trojuholniku ABC deli stranu AB v pomere 1 : 2. Dokazte, Ze pri zvy&ajnom
oznaceni dlZok stran trojuholnika ABC plati nerovnost’

3la—b| <c.

Uloha 11.3. [63-S-3] Dany je trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C. Stredom 7 kruZnice trojuholniku vpisanej
vedieme rovnobeZky so stranami CA a CB, ktoré pretni preponu postupne v bodoch X a Y. Dokate, Ze plati |AX|? +
|BY |> = |XY|?.

Uloha 11.4. [58-S-2] V pravouhlom trojuholniku ABC ozna&ime P piitu vysky z vrcholu C na preponu AB. Priesetnik
usecky AB s priamkou, ktord prechddza vrcholom C a stredom kruZnice vpisanej trojuholniku PBC, ozna¢ime D. DokaZte,
Ze useCky AD a AC st zhodné.

Uloha 11.5. [64-1-4] Oznatme E stred zakladne AB lichobeznika ABCD, v ktorom plati |AB| : |CD| = 3 : 1. Uhloprietka
AC pretina use¢ky ED, BD postupne v bodoch F, G. Uréte postupny pomer |[AF| : |FG|: |GC].

Uloha 11.6. [63-1-4] Vo §tvorci ABCD oznaéme K stred strany AB a L stred strany AD. Usecky KD a LC sa pretinaji
v bode M a rozdel'uju Stvorec na dva trojuholniky a dva Stvoruholniky. Vypocitajte ich obsahy, ak dsecka LM ma dlzku
lcm.

Uloha 11.7. [65-11-3] V pravouhlom lichobeZniku ABCD s pravym uhlom pri vrchole A zdkladne AB je bod K prie-
se¢nikom vySky CP lichobeZnika s jeho uhloprie¢kou BD. Obsah Stvoruholnika APCD je polovicou obsahu lichobeZnika
ABCD. Urcte, aku Cast” obsahu trojuholnika ABC zabera trojuholnik BCK.

Uloha 11.8. [58-1-2] Pravouhlému trojuholniku ABC s preponou AB je opisand kruznica. Péty kolmic z bodov A, B
na dotyCnicu k tejto kruznici v bode C ozna¢me D, E. Vyjadrite dlZzku dsecky DE pomocou dlZzok odvesien trojuholnika
ABC.

Uloha 11.9. [58-11-2] V pravouhlom trojuholniku ABC oznac¢ime P pitu vysky z vrcholu C na preponu AB a D,E

stredy kruznic vpisanych postupne trojuholnikom APC, CPB. Dokézte, ze stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC je
priesecnikom vySok trojuholnika CDE.
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Seminar 12: Geometria III — obsahy trojuholnikov a Stvoruholnikov

Ulohy a rieSenia

Uloha 12.1. [57-S-2] 'V danom rovnobeZniku ABCD je bod E stred strany BC a bod F lez{ vnitri strany AB. Obsah
trojuholnika AFD je 15 cm? a obsah trojuholnika FBE je 14 cm?. Uréte obsah tvoruholnika FECD.

Uloha 12.2. [62-11-2] Vniitri rovnobeZnika ABCD je dany bod K a v pdse medzi rovnobeZkami BC a AD v polrovine
opaénej k CDA je dany bod L. Obsahy trojuholnikov ABK, BCK,DAK a DCL sd Sapx = 18 cm?, Spcx = 8 cm?, Spag =
16 cm?, Sper, = 36 cm?. Vypoéitajte obsahy trojuholnikov CDK a ABL.

Uloha 12.3. [64-S-2] Oznatme K a L postupne body stran BC a AC trojuholnika ABC, pre ktoré plati |BK| = %\BC|,
|AL| = %\AC |. Nech M je priesecnik dseiek AK a BL. Vypocitajte pomer obsahov trojuholnikov ABM a ABC.
Uloha 12.4. [64-11-3] Dany je lichobeznik ABCD so zdkladiiami AB, CD, pri¢om 2|AB| = 3|CD)|.

a) N4jdite bod P vniitri lichobeZnika tak, aby obsahy trojuholnikov ABP a CDP boli v pomere 3 : 1 a aj obsahy
trojuholnikov BCP a DAP boli v pomere 3 : 1.

b) Pre ndjdeny bod P urcte postupny pomer obsahov trojuholnikov ABP, BCP, CDP a DAP.

Uloha 12.5. [62-1-6] Vniitri pravidelného Sest’uholnika ABCDEF s obsahom 30 cm? je zvoleny bod M. Obsahy troju-
holnikov ABM a BCM st postupne 3 cm? a 2 cm?. Uréte obsahy trojuholnikov CDM, DEM, EFM a FAM.

Uloha 12.6. [65-1-4] Vniitri strin AB, AC daného trojuholnika ABC st zvolené postupne body E, F, pricom EF || BC.
Usecka EF je potom rozdelend bodom D tak, Ze plati

p=|ED|:|DF| = |BE|: |EA]|.
a) UkaZte, Ze pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD je pre p =2 : 3 rovnaky ako pre p =3: 2.

b) Zddvodnite, preco pomer obsahov trojuholnikov ABC a ABD ma hodnotu aspoii 4.
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Seminar 13: Geometria IV — kruZnica vpisana a opisana trojuholniku

Ulohy a rieSenia

Uloha 13.1. [57-11-1] Trojuholnik ABC spliia pri zvy&ajnom oznaleni dizok stran podmienku a < b < ¢. Vpisand
kruZnica sa dotyka stran AB, BC a AC postupne v bodoch K, L a M. Dokazte, Ze z dseCiek AK, BL a CM moZno zostrojit’
trojuholnik prave vtedy, ked’ plati b+ ¢ < 3a.

Uloha 13.2. [61-S-2] Ozna¢me S stred zdkladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC. Predpokladajme, Ze
kruZnice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa dotykaju priamky AB v bodoch, ktoré delia zdkladiiu AB na tri zhodné diely.
Vypoditajte pomer |AB| : |CS|.

Uloha 13.3. [62-S-1] Danému rovnostrannému trojuholniku vpiSme a opiSme kruZnicu. Ozna¢me S obsah vzniknutého
medzikruzia a T obsah kruhu, ktorého priemer je zhodny s dlZkou strany daného trojuholnika. Ktory z obsahov S, T je

.....

Uloha 134. [61-1-5] Dany je rovnoramenny trojuholnik so zdkladiiou dfiky a a ramenami dfiky b. Pomocou nich
vyjadrite polomer R kruZnice opisanej a polomer r kruZnice vpisanej tomuto trojuholniku. Potom ukézte, Ze plati R > 2r
a zistite, kedy nastane rovnost’.

Uloha 13.5. [63-1-2] V rovine st dané body A, P, T neleZiace na jednej priamke. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby P
bola pita jeho vySky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB s kruZnicou jemu vpisanou. Uved’te diskusiu o pocte rieSeni
vzhl’adom na polohu danych bodov.

Uloha 13.6. [59-1-4] KruZnica k(S;r) sa dotyka priamky AB v bode A. Kruznica I(T’;s) sa dotyka priamky AB v bode B
a pretina kruznicu k v krajnych bodoch C, D jej priemeru. Vyjadrite dlzku a dsecky AB pomocou polomerov r, s. Dokazte

d’alej, Ze prieseCnik M priamok CD, AB je stredom usecky AB.

Uloha 13.7. [61-1-2] Dfiky strdn trojuholnika sd v metroch vyjadrené celymi Cislami. Urcte ich, ak m4 trojuholnik
obvod 72 m a ak je najdlhSia strana trojuholnika rozdelena bodom dotyku vpisanej kruZnice v pomere 3 : 4.
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Seminar 14: Matematicka sut’az v rieseni uloh Ndboj
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Seminar 15: Domace kolo MO - analyza dloh
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Seminar 16: Konzultacné stretnutie v rézii Studentov

16



Seminar 17: Skolské kolo MO — analyza iloh
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Seminar 18: Algebraické vyrazy a (ne)rovnice IV — zloZitejSie nerovnosti
Ulohy a rieSenia
Uloha 18.1. [61-1I-1] Pre vSetky redlne Cisla x,y, z také, Ze x < y < z, dokdZte nerovnost’

=y 42> (x—y+2)>

Uloha 18.2. [66-11-4] Dokazte, Ze pre vSetky kladné redlne Cisla a < b < ¢ plati

11 1
—a+b —+—4-)>3.
(—a+ +c)<a+b+c)

Uloha 18.3. [60-11-4] Nech x,y,z su kladné redlne Cisla. Ukazte, Ze aspoii jedno z Cisel x+y+z—xyzaxy+yz+zx—3
je nezaporné.

Uloha 18.4. [61-1-4] Redlne &isla a,b,c,d vyhovuju rovnici ab + bc + cd +da = 16.
a) DokdZzte, Ze medzi ¢islami a, b, c,d sa ndjdu dve so sictom najviac 4.

b) Akd najmensiu hodnotu moze mat’ sicet a® + b? 4 ¢ +d>?

Uloha 18.5. [62-1-2] Pre kladné redlne &isla a, b, ¢, d plati
a+b=c+d, ad=bc, ac+bd=1.

.....

Uloha 18.6. [62-1-2-N1] Ukdte, Ze nerovnost’ %(u +v) > +/uv medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch
I'ubovol'nych nezdpornych &isel u a v vyplyva zo zrejmej nerovnosti (a — b)2 > 0 vhodnou vol'bou hodnoty a a b.

Uloha 18.7. [62-1-2-N1] Dokéazte, Ze pre I'ubovol' né kladné Cisla a, b, ¢ plati nerovnost’

e

a zistite, kedy prechddza v rovnost’.
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Seminar 19: Algebraické vyrazy a rovnice — zlozZitejSie rovnice a ich systémy

Ulohy a rieSenia

..........

zacCiatku. Urcte vSetky tri zlomky.

Uloha 19.2. [59-1-3-N1] Uréte [0],3,5],[2,1],[—4],|—3,9],[—0,2]. Symbol | x| oznacuje najvicsie celé &islo, ktoré
nie je vicsie ako Cislo x, tzv. dolnd celd Cast’ redlneho Cisla x.

Uloha 19.3. [59-1-3-N2] Necha je celé &isloat € (0;1). Uréte |a), |a+1],|a+ 1t],[a—1],
la+2t],|a—2t].

Uloha 19.4. [59-1-3] Urite vietky redlne Cisla x, ktoré vyhovujd rovnici 4x —2|x| = 5.

Uloha 19.5. [57-1-3-N1] Urte vietky celé &isla n, pre ktoré nadobtida zlomok (4n +27)/(n+ 3) celo&iselné hodnoty.
Uloha 19.6. [57-1-3] Mame urdity pocet krabitiek a uréity pocet gul' 6¢ok. Ak ddme do kaZdej krabitky prave jednu
gul’6¢ku, ostane nam n gul’ 6¢ok. Ked’ vSak nechdme prave n krabiciek bokom, méZeme vsetky gul’ 6¢ky rozmiestnit’ tak,

aby ich v kazdej zostavajuicej krabicke bolo prave n. Kol'’ko mame krabiciek a kol’ko gul’6¢ok?

Uloha 19.7. [57-1I-4] N ajdite vSetky trojice celych Cisel x,y, z, pre ktoré plati
x—i—y\/§+zxf7=y+zx/§+x\f7.

Uloha 19.8. [64-1-1] Uréte vietky dvojice (x,y) redlnych &isel, ktoré vyhovuj sdstave rovnic

(x+4)2:4_y5

y—4)2 =x+S8.

:

Uloha 19.9. [59-11-4] Urite vSetky dvojice redlnych Cisel x, y, ktoré vyhovuji sdstave rovnic
|x+y] =2010,

LxJ —Yy=0D

.....

Cast’ redlneho Cisla x).
Uloha 19.10. [64-S-1] V obore redlnych Cisel vyrieSte ststavu rovnic

|1*X|:y+17
|1+y|:Z _2a

12—z =x—x.

19



Seminar 20: Teoria Cisel IV — prvodisla

Ulohy a rieSenia

.....

..........

.....

Uloha 20.4. [64-S-3] Najdite najmensie prirodzené &islo n s cifernym stétom 8, ktoré sa rovnd sii¢inu troch réznych
prvocisel, pricom rozdiel dvoch najmensich z nich je 8.

.....

prvocisel.
Uloha 20.6. [65-1-1-D2, resp. 55-11-4] Néjdite vietky dvojice prvocisel p a g, pre ktoré plati p +¢*> = g+ 145p°.
Uloha 20.7. [62-1-5] Urcte vietky celé &isla n, pre ktoré 2n° — 3n2 4+ n+ 3 je prvocislo.

Komentar. Aj ked’ vzorové rieSenie mdZe vyzerat’ trikovo, po vyskisani niekol’ko malo hodndt 7 je vZdy hodnota zo
zadania delitel'nd 3, ¢o by Studentov mohlo priviest’ na myS$lienku skusit’ dokdzat’ delitel'nost’ ¢isla zo zadania tromi.
Uloha 20.8. [[HKS11], priklad 2.3, str. 174] N4jdite vSetky prvocisla, ktoré si sicasne suctom a rozdielom dvoch

vhodnych prvocisel.

Uloha 20.9. [[Thi86], priklad 3, str. 95] Najdite celodiselné rieSenia rovnice
1

11
Xy p

kde p je pevne dané prvocislo.
Uloha 20.10. [65-1-1] Néjdite vietky moZné hodnoty st&inu prvogisel p, g, r, pre ktoré plati

pr—(q+r)*=637.
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Seminar 21: Tedria cisel V — mis-mas
Ulohy a rieSenia
Uloha 21.1. [65-11-4] Adam s Barborou hraji so zZlomkom

10a+b
10c+d

takdto hru na Styri t ahy: Hréci striedavo nahradzaji I'ubovol'né z doposial’ neuréenych pismen a, b, ¢, d nejakou cifrou od
1 do 9. Barbora vyhra, ked’ vysledny zlomok bude rovny bud’ celému &islu, alebo Cislu s kone¢nym poctom desatinnych
miest; inak vyhrd Adam (napriklad ked” vznikne zlomok %). Ak zacina Adam, ako ma hrat’" Barbora, aby zarucene
vyhrala? Ak zac¢ina Barbora, je mozné poradit’ Adamovi tak, aby vzdy vyhral?

.....

prvocislo vyskytuje v mocnine, ktorej exponent je ndsobkom ¢isla k. DokdZte.
Uloha 21.3. [57-1-1] Urite najmensie prirodzené &islo n, pre ktoré aj &isla /2n, v/3n, v/5n st prirodzené.
Uloha 21.4. [60-11-2] Najdite vietky kladné celé &isla n, pre ktoré je &islo n% + 6n druhou mocninou celého &isla.

Uloha 21.5. [66-1I-1] Najdite vietky mnoho¢leny P(x) = ax® + bx + c s celo&iselnymi koeficientami spltiajiice

P(1)-P(2)-P(3)

1 <P(1)<P(2) <P(3) asidcasne =172

Uloha 21.6. [64-11-1] Celé &isla od 1 do 9 rozdelime I'ubovol'ne na tri skupiny po troch a potom &isla v kazdej skupine
medzi sebou vyndsobime.

a) UrcCte tieto tri sticiny, ak viete, Ze dva z nich sa rovnaji a si menSie ako treti sicin.

b) Predpokladajme, Ze jeden z troch stcinov, ktory oznacime S, je mensi ako dva ostatné suciny (ktoré mozu byt
rovnaké). Najdite najvacsiu moznud hodnotu S.

.....

.....

Uloha 21.8. [64-1-6] Nijdite najmensie prirodzené &islo n také, Ze v zépise iraciondlneho &isla \/n nasleduji bezpro-
stredne za desatinnou Ciarkou dve deviatky.
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Seminar 22: Geometria V - Stvoruholniky

Ulohy a rieSenia

Uloha 22.1. [57-1-2] Stvoruholniku ABCD je vpisané kruZnica so stredom S. Uréte rozdiel |£ASD| — |£CSD|, ak
|LASB| — |£BSC| = 40°

Uloha 22.2. [61-11-3] Nech E je stred strany CD rovnobeZnika ABCD, v ktorom plati 2|AB| = 3|BC|. Dokaite, 7e ak sa
d4 do stvoruholnika ABCE vpisat’ kruZnica, dotyka sa tato kruZnica strany BC v jej strede.

Uloha 22.3. [59-11-3] Dand je kruznica k so stredom S. KruZnica / ma vac¢si polomer ako kruznica k, prechadza jej
stredom a pretina ju v bodoch M a N. Priamka, ktord prechddza bodom N a je rovnobeznd s priamkou MS, vytina na
kruZniciach tetivy NP a NQ. DokéZte, Ze trojuholnik MPQ je rovnoramenny.

Uloha 22.4. [60-1-3] Mame $tvorec ABCD so stranou dizky 1cm. Body K a L sii stredy stran DA a DC. Bod P leZi na
strane AB tak, 7e |BP| = 2|AP|. Bod Q le7i na strane BC tak, Ze |CQ| = 2|BQ|. Usetky KQ a PL sa pretinajii v bode X.
Obsahy Stvoruholnikov APXK, BOXP, QCLX a LDKX oznacime postupne Sa, S, Sc, Sp.

a) Dokazte, ze Sp = Sp.

b) Vypocitajte rozdiel S¢c —Sa.

¢) Vysvetlite, preco neplati S4 + S¢c = Sp+ Sp.

D L C
Sp Se
K X
Q
Sa S5
A P B
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Seminar 23: Geometria VI — mis-mas

Ulohy a rieSenia

Uloha 23.1. [66-11-3] Dokd’te, Ze obdiZnik s rozmermi 32 x 120 sa dé zakryt’ siedmimi zhodnymi Stvorcami so stranou
30.

Uloha 23.2. [60-S-2] Dany je Stvorec so stranou dfiky 6 cm. Ngjdite mnoZinu stredov vSetkych priecok Stvorca, ktoré
ho delia na dva §tvoruholniky, z ktorych jeden m4 obsah 12 cm?. (Priecka $tvorca je tisecka, ktorej krajné body leZia na
stranach Stvorca.)

Uloha 23.3. [65-S-3] V kruZnici so stredom S zostrojime priemer AB a I'ubovol’ni nai kolmu tetivu CD. Zd6vodnite,
preco je obvod trojuholnika ACD mensi ako dvojndsobok obvodu trojuholnika SBC.

Uloha 23.4. [59-S-2] KruZnice k(S;6cm) a [(O;4cm) maji vnidtorny dotyk v bode B. Uréte dizky stran trojuholnika
ABC, pricom bod A je priesecnik priamky OB s kruznicou k a bod C je priesecnik kruzZnice k s dotyCnicou z bodu A ku
kruZnici [.

Uloha 23.5. [63-11-4] Dany je konvexny Stvoruholnik ABCD s bodomE vnitri strany AB tak, Ze plati |{ADE| =
|{DEC| = |{ECB|. Obsahy trojuholnikov AED a CEB st postupne 18 cm? a 8 cm? . Uréte obsah trojuholnika ECD.
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Seminar 24: Naboj
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Seminar 25: Kombinatorika I — dlohy na mriezke a Sachovnici

Ulohy a rieSenia
Uloha 25.1. [66-11-2] Stvorcovd tabul'ku 6 X 6 zaplnime vSetkymi celymi ¢islami od 1 do 36.

a) Uved'te priklad takého zaplnenia tabul'ky, 7e sti¢et kazdych dvoch &isel v rovnakom riadku & v rovnakom stipci je

.....

b) Dokdazte, Ze pri I'ubovol'nom zaplneni tabul'ky sa v niektorom riadku alebo stipci ndjdu dve &isla, ktorych sicet
neprevysSuje 12.

Uloha 25.2. [62-1-1-N1] Kobylka skdce po tsecke dfiky 10cm a to skokmi o 1cm alebo o 2cm (vZdy rovnakym
smerom). Kol'’kymi spdsobmi sa mdZe dostat’ z jedného krajného bodu dsecky do druhého?

Uloha 25.3. [62-1-1-N2] Skriatok sa pohybuje v tabul'’ke 10 x 15 skokmi o jedno poli¢ko nahor alebo o jedno policko
doprava. Kol'kymi rdznymi cestami sa mdze dostat’ z 'avého dolného do pravého horného policka?

Uloha 25.4. [64-11-2] V jednom policku Sachovnice 8 x 8 je napisané ”—* a v ostatnych poli¢kach "+, V jednom kroku
mdZeme zmenit' na opacné sticasne vsetky Styri znamienka v ktoromkol’ vek $tvorci 2 x 2 na Sachovnici. Rozhodnite, ¢i
po ur¢itom pocte krokov mdze byt na Sachovnici oboch znamienok rovnaky pocet.

Uloha 25.5. [64-1-3-N3] Simona a Lenka hraji hru. Pre dané celé Cislo k také, 7e 0 < k < 9, vyberie Simona k
polic¢ok Sachovnice 3 x 3 a na kazdé z nich napiSe Cislo 1, na ostatné policka napiSe ¢islo 0. Lenka potom Sachovnicu
nejakym spdsobom pokryje tromi triminovymi kockami, t.j. kockami tvaru 3 x 1, a ¢isla pod ich polickami vynasobi.
Ak je pocet kociek so suc¢inom O neparny, vyhrdva Simona, v ostatnych pripadoch vyhrava Lenka. Urcte, v kol'’kych
percentach pripadov (vzhl’adom na hodnotu k) mé vyhrdvajucu stratégiu Simona.

Uloha 25.6. [61-1-6-N1] Na hracej ploche m x n tvorenej bielymi §tvorcovymi poli¢kami sa Monika a Tamara striedaji
v t'ahoch jednou figirkou pri nasledujicej hre. Najskdr Monika poloZi figirku na I'ubovol'né policko a toto policko
zafarbi namodro. Dalej vZdy hracka, ktord je na t'ahu, urobi s figiirkou skok na policko, ktoré je doposial’ biele a zafarbi
toto poli¢ko namodro. Pritom pod skokom rozumieme t'ah Sachovou veZou, t.j. presuny figirky v smere riadkov alebo
V smere stipcov hracej dosky (o I'ubovol'ny pocet policok). Hracka, ktord je na rade a uz nemdZe urobit’ t' ah, prehrdva.
Rozhodnite, ktoré z hra¢ok mdZe hrat’ tak, Ze vyhrd nezdvisle na t'ahoch druhej hracky?

Uloha 25.7. [62-1-1] Stvorcové tabul'ka je rozdelend na 16 x 16 policok. Kobylka sa po nej pohybuje dvoma smermi:
vpravo alebo dole, priCom strieda skoky o dve a o tri polic¢ka ( t.j. Ziadne dva po sebe idice skoky nie st rovnako dlhé).
Zacina skokom dizky dva z I'avého horného poli¢ka. Kol'kymi réznymi cestami sa mdZe kobylka dostat’ na pravé dolné
policko? (Pod cestou mame na mysli postupnost’ policok, na ktoré kobylka doskoci.)

Uloha 25.8. [61-1-6] Na hracej ploche n x n tvorenej bielymi tvorcovymi poli¢kami sa Monika a Tamara striedaji
v t'ahoch jednou figirkou pri nasledujicej hre. Najskdr Monika poloZi figirku na I'ubovol'né policko a toto policko
zafarbi namodro. Dalej vzdy hracka, ktord je na t'ahu, urobi s figiirkou skok na poli¢ko, ktoré je doposial’ biele, a toto
polic¢ko zafarbi namodro. Pritom pod skokom rozumieme beZny t'ah Sachovym jazdcom, t. j. presun figtirky o dve policka
zvislo alebo vodorovne a sicasne o jedno policko v druhom smere. Hracka, ktord je na rade a uZ nemdZe urobit’ t'ah,
prehrdva. Postupne pre n = 4,5, 6 rozhodnite, ktora z hracok mdzZe hrat’ tak, Ze vyhra nezavisle na t ahoch druhej hracky.
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Seminar 26: Kombinatorika II — hry s hPadanim vit’aznej stratégie a logické
dlohy.

Ulohy a rieSenia

Uloha 26.1. [61-1-6-N2] Na tabuli sd napisané vSetky prvocisla menSie ako 100. Gitka a Terka sa striedajui v ' ahoch
pri nasledujiicej hre. Najprv Gitka zmaZe jedno z prvoéisel. Dalej vzdy hracka, ktord je na t' ahu, zmaZe jedno z prvocisel,
ktoré ma s predchadzajicim zmazanym prvocislom jednu zhodnu Eislicu (tak po prvocisle 3 je mozné zmazat’ trebars 13
alebo 37). Hracka, ktord je na t'ahu a nemdZe uz Ziadne prvocislo zmazat’, prehrava. Ktord z oboch hracok moze hrat’ tak,
Ze vyhra nezdvisle od t'ahov stperky?

Uloha 26.2. [61-11-4] Na tabuli je napisanych prvych n celych kladnych ¢isel. Marina a Tamara sa striedajd v t’ahoch pri
nasledujticej hre. Najskor Marina zotrie jedno z &isel na tabuli. Dalej vzdy hrécka, ktord je na t ahu, zotrie jedno z &isel,
ktoré sa od predchadzajiceho zotretého Cisla ani neliSi o 1, ani s nim nie je sidelitel'né. Hracka, ktord je na t'ahu a nemdze
uz Ziadne Cislo zotriet’, prehrd. Pre n = 6 a pre n = 12 rozhodnite, ktord z hracok moze hrat’ tak, Ze vyhrd nezédvisle na
t'ahoch druhej hracky.

Uloha 26.3. [61-1-6-N3] Dve hracky maju k dispozicii pre hru, ktorti opiSeme, neobmedzeny pocet dvadsat’ centovych
minci a stdl s kruhovou doskou s priemerom 1 m. Hra prebieha tak, Ze sa hra¢ky pravidelne striedaji v t'ahoch. Najprv
prva hracka poloZi jednu mincu kamkol'vek na prazdny stol. Dalej vzdy hracka, ktord je na t ahu, poloZi na vol'ni Gast’
stola d’al$iu mincu (tak, aby nepresahovala okraj stola a aby sa skor poloZenych minci nanajvys dotykala). Ktord z oboch
hra¢ok mdze hrat’ tak, Ze vyhra nezdvisle od t ahov siperky?

Uloha 26.4. [59-1-1] Erika a Klarka hrali hru ’slovny logik* s tymito pravidlami: Hrd¢ A si mysli slovo zloZené z
piatich réznych pismen. Hra¢ B vyslovi 'ubovol'né slovo zloZzené z piatich roznych pismen a hrd¢ A mu prezradi, kol'ko
pismen uhddol na spravnej pozicii a kol'’ko na nespravnej. Pismend povazujeme za ro6zne, aj ked’ sa liSia iba miakceiom
alebo diZfiom (napriklad pismena A, A si rézne). Keby si hra¢ A myslel napriklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo
KOLAC, odpovie hra¢ A, 7e jedno pismeno uhadol hra¢ B na spravnej pozicii a dve na nespravnej. Skritene ozndmi ,,1 +
2%, lebo sa naozaj obe slova zhodujt iba v pismene O vritane pozicie (druhej zI'ava) a v pismendch K a L, ktorych pozicie
sti odli¥né. Erika si myslela slovo z piatich roznych pismen a Klarka vyslovila slovd KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a
ZAPAL. Erika na tieto slovd v danom poradi odpovedalaO +3,0+2,1+2,2+0al + 2. Zistite, aké slovo si Erika mohla
mysliet’.

Uloha 26.5. [63-1-6] Sachového turnaja sa zicastnilo 8 hracov a kazdy s kazdym odohral jednu partiu. Za vit'azstvo
ziskal hra¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru Ziadny bod. Na konci turnaja mali vSetci Gcastnici rozne pocty bodov.
Hrac, ktory skoncil na 2. mieste, ziskal rovnaky pocet bodov ako posledni Styria dokopy. Urcte vysledok partie medzi 4.
a 6. hra¢om v celkovom poradi.

Uloha 26.6. [63-11-2] Sachového turnaja sa zi¢astnilo 5 hradov a kazdy s kaZdym odohral jednu partiu. Za prvenstvo
ziskal hrac¢ 1 bod, za remizu pol bodu, za prehru Ziadny bod. Poradie hracov na turnaji sa urcuje podl'a poctu ziskanych
bodov. Jedinym d’al§im kritériom rozhodujicim o kone¢nom umiestneni hracov v pripade rovnosti bodov je pocet vyhier
(kto m4 viac vyhier, je na tom v umiestneni lepSie). Na turnaji ziskali vSetci hraci rovnaky pocet bodov. Vojto porazil
Petra a o prvé miesto sa delil s TomdSom. Ako dopadla partia medzi Petrom a Martinom?

Uloha 26.7. [64-1-3] Simona a Lenka hrajd hru. Pre dané celé Cislo k také, Ze 0 < k < 64, vyberie Simona k poli¢ok
Sachovnice 8 x 8 a kazdé z nich oznaci krizikom. Lenka potom Sachovnicu nejakym spdsobom vyplni tridsiatimi dvoma
dominovymi kockami. Ak je pocet kociek pokryvajicich dva kriziky neparny, vyhrava Lenka, inak vyhrdva Simona. V
zavislosti od k urcte, ktoré z dievCat ma vyhravajicu stratégiu.

26



Seminar 27: Krajské kolo MO
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Seminar 28: Hra SET

Uloha 28.1. Kol'ko kariet obsahuje hraci balicek?

Uloha 28.2. Ak vyberiem dve 'ubovol'né karti¢ky z balicka, kol'ko karti¢iek existuje takych, aby s pdvodnymi dvoma
tvorili SET a preco?

Uloha 28.3. Kolko rdznych SETov (karticky sa v ramci jednotlivych SETov m6Zzu opakovat’) sa nachddza v celom
balicku?

Uloha 28.4. Z balitka vyberieme jednu karti¢ku. Kol'kych réznych SETov mozZe byt tato karticka sti¢ast ou?
Uloha 28.5. Ako je mozné ukazat’, Ze v danom rozloZeni karticiek na stole sa nenachadza Ziadny SET?

Uloha 28.6. Je moZné SETy nejako kategorizovat’? Ako? Kol'’ko SETov v jednotlivych kategéridch je mozné vytvorit'?
Vieme spravnost’ naSich vypoctov overit’ pomocou nejakych predchddzajicich tivah?
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Seminar 29: Algebraické vyrazy a rovnice VI - siistavy rovnic, rovnice s para-
metrom

Uloha 29.1. [B-66-1I-1] Néjdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati
66 66

a+—=b+—.

a b

Uloha 29.2. [B-58-1I-1] V obore redlnych Cisel rieSte sustavu rovnic

x+y=1,
xX—y=a,

—dax+4y=7>+4
s nezndmymi x, y, z a redlnym parametrom a.
Uloha 29.3. [B-60-S-1] V obore redlnych Cisel vyrieSte rovnicu
Vx+3+Vx=p
s nezndmou x a redlnym parametrom p.
Uloha 29.4. [B-58-1-2] Uréte vietky trojice (x,y,z) redlnych &isel, pre ktoré plati

X txy =y +2,
z2+zy :y2+x2.

Uloha 29.5. [B-60-1-1] 'V obore redlnych &isel vyrieite ststavu

Va2 +yr =241,
VyP+22=x+1,
V242 =y+1.
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Seminar 30: Algebraické vyrazy a rovnice VII — Kvadratické rovnice

Ulohy a rieSenia

Uloha 30.1. [B-57-1-5-N3] Néjdite vietky dvojice (a,b) redlnych &isel, pre ktoré md kazdé z rovnic x> + (a —2)x+b —
3=0,x*4 (a+2)x+3b—5 = 0 dvojndsobny koreii.

Uloha 30.2. [B-57-1-5] Urcte vsetky dvojice a, b redlnych Cisel, pre ktoré ma kazda z kvadratickych rovnic
ax* +2bx+1=0, bx*+2ax+1=0

dva rdzne redlne korene, pricom prave jeden z nich je spolocny obom rovniciam.

Uloha 30.3. [B-57-1I-1] Uvazujme dve kvadratické rovnice
xz—ax—bzo7 P —bx—a=0

s redlnymi parametrami a, b. Zistite, aki najmensiu a akd najvacsiu hodnotu moZe nadobudnit’ sicet a + b, ak existuje
préve jedno redlne &islo x, ktoré sicasne vyhovuje obom rovniciam. Uréte d’alej vSetky dvojice (a, b) redlnych parametrov,
pre ktoré tento sucet tieto hodnoty nadobuda.

Uloha 30.4. [B-62-11-1] Pre I'ubovol'né redlne &isla k # 41, p # 0 a g dokézte tvrdenie: Rovnica
X+ px+g=0
ma v obore redlnych &isel dva korene, z ktorych jeden je k-ndsobkom druhého, prave vtedy, ked’ plati kp® = (k +1)?q.

Uloha 30.5. [B-59-1-6] Redlne &isla a, b maji tito vlastnost’: rovnica x> — ax+ b — 1 = 0 ma v mnoZine redlnych &isel

dva rdzne korene, ktorych rozdiel je kladnym korefiom rovnice x> —ax+b+1 = 0.
a) DokaZzte nerovnost’ b > 3.

b) Pomocou b vyjadrite korene oboch rovnic.

Uloha 30.6. [B-64-11-4] Na tabuli je zoznam Cisel 1,2,3,4,5,6 a ,,rovnica“

0..0..0_,

=X _i_ix_i_i

RN

Marek s TomdSom hraji nasledujicu hru. Najskor Marek vyberie I'ubovol'né ¢islo zo zoznamu, napiSe ho do jedného
z prazdnych poli¢ok v ,rovnici“ a ¢islo zo zoznamu zotrie. Potom Tom4s vyberie niektoré zo zvySnych Cisel, napiSe ho
do iného prazdneho policka a v zozname ho zotrie. Nato Marek urobf to isté a nakoniec Tom4s doplni tri zvysné Cisla na
tri zvy$né vol'né policka v ,rovnici“. Marek vyhrd, ak vzniknutd kvadratickd rovnica s raciondlnymi koeficientmi bude
mat’ dva rozne redlne korene, inak vyhrd Tomas. Rozhodnite, ktory z hraiCov mdze vyhrat’ nezavisle na postupe druhého
hraca.
Uloha 30.7. [B-57-S-2] Urtte vSetky dvojice (a,b) redlnych Eisel, pre ktoré majd rovnice

X+ Ba+b)x+4a=0, x*+Bb+a)x+4b=0
spoloény redlny koren.
Uloha 30.8. [B-59-S-1] Urite vSetky hodnoty redlnych parametrov p, g, pre ktoré ma kazdd z rovnic

x(x=p)=3+q, x(x+p)=3-g¢

v obore redlnych ¢isel dva rdzne korene, ktorych aritmeticky priemer je jednym z korefiov zvySnej rovnice.
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Seminar 31: Geometria VII - stredové, obvodové, asekové uhly, tetivové Stvor-
uholniky

Ulohy a rieSenia

Uloha 31.1. [B-66-11-3] V rovine sii dané kruZnice k a [, ktoré sa pretinaji v bodoch E a F. Doty¢nica ku kruZnici /
zostrojend v bode E pretina kruZnicu k v bode H (H # E). Na obliku EH kruZnice k, ktory neobsahuje bod F, zvol'me
bod C (E # C # H) a priesecnik priamky CE s kruZnicou / ozna¢me D (D # E). Dokézte, Ze trojuholniky DEF a CHF
st podobné.

Uloha 31.2. [B-65-11-2] Dand je tsecka AB, jej stred C a vniitri Gsecky AB bod D. Kruznice k(C,|BC|) a m(B,|BD)|) sa
pretinaji v bodoch E a F. Zddvodnite, preco je polpriamka F'D osou uhla AFE.

Uloha 31.3. [B-65-1-5] Vrcholy konvexného $est uholnika ABCDEF leZia na kruznici, pri¢om |AB| = |CD|. Usetky AE
a CF sa pretinaju v bode G a tdsecky BE a DF sa pretinaju v bode H. Dokazte, ze usecky GH, AD a BC su navzijom
rovnobeZné.

Uloha 31.4. [B-58-1-5] Trojuholniku ABC je opisané kruZnica k. Os strany AB pretne kruZnicu k v bode K, ktory lezi

v polrovine opacnej k polrovine ABC. Osi stran AC a BC pretnd priamku CK postupne v bodoch P a Q. Dokazte, Ze
trojuholniky AKP a KBQ st zhodné.
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Seminar 32: Geometria VIII — vypoctové tilohy

Ulohy a rieSenia
Uloha 32.1. [B-59-II-1] Kruznica [(T’;s) prechddza stredom kruZnice k(S;2cm). Kruznica m(U;t) sa zvonka dotyka

kruZnic k a [, pricom US L ST. Polomery s a ¢ vyjadrené v centimetroch su celé ¢isla. Urcte ich.

Uloha 32.2. [B-66-S-2] Na odvesndch AC a BC daného pravouhlého trojuholnika ABC uréte postupne body K a L tak,
aby stcet
JAK|* + |KL|* + |LB|?

nadobudal najmen$iu moZnd hodnotu a vyjadrite ju pomocou ¢ = |AB].

Uloha 32.3. [B-63-S-3] Na priamke a, na ktorej leZi strana BC trojuholnika ABC, st dané body dotyku vietkych troch
jemu pripisanych kruznic (body B a C nie st zndme). N4jdite na tejto priamke bod dotyku kruznice vpisane;.

Uloha 32.4. [B-65-1-3] V pravouhlom trojuholniku ABC s preponou AB a odvesnami di7ok |AC| = 4 cm a |BC| = 3cm
leZia navzdjom sa dotykajtce kruZnice k;(S1;r1) a ko(S2;12) tak, Ze k; sa dotyka strdan AB a AC, zatial’ Co k; sa dotyka
strdn AB a BC. Urcte najmenSiu a najvacsiu moznd hodnotu polomeru rs.

Uloha 32.5. [B-61-11-3] Pravouhlému trojuholniku ABC je vpisand kruznica, ktord sa dotyka prepony AB v bode K.
Usecku AK otoéime 0 90° do polohy AP a tiseCku BK otoéime o 90° do polohy BQ tak, aby body P, Q leZali v polrovine
opacnej k polrovine ABC.

a) Dokézte, Ze obsahy trojuholnikov ABC a PQK st rovnaké.

.....
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Seminar 33: Opakovanie I — pohPad spit’ na vSetko, co sme sa naudili
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Seminar 34: Opakovanie II — samostatné rieSenie tiloh
Ulohy a rieSenia
Uloha 34.1. [B-51-S-1] Urcte redlne Cislo p tak, aby rovnica
X2 +4px+5p*+6p—16=0
mala dva rdzne korene x1, x, a aby sucet x% —i—x% bol ¢o najmensi.

Uloha 34.2. [B-51-S-2] Vniitri strdn BC, CA, AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC sii po rade vybrané body X, Y
a Z tak, Ze kazdému zo Stvoruholnikov ABXY, BCYZ a CAZX sa dé opisat’ kruZnica. DokdZte, Ze body X, Y, Z su pity
vysok trojuholnika ABC.

Uloha 34.3. [B-51-S-3] Na tabuli su napisané cisla 1,2,...,17. Cisla postupne zotierame, a to tak, Ze z doposial’

nezotretych ¢isel zvolime I'ubovol'né Cislo k a zotrieme vSetky tie ¢isla na tabuli, ktoré delia Cislo k + 17. Dokazte, Ze
opakovanim tejto proceduiry sa ndm nepodari zotriet’ vSetky cisla.
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