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Abstrakt: Tato diplomova prace se zabyva porovnanim historickych feseni slov-
nich tloh s feSenimi zadkovskymi. Jejim cilem bylo popsat, jak Zaci fesi historické
slovni ulohy a pritom hledat analogie mezi feSenimi zakovskymi a historickymi.
Tento zamér mne vedl k lepsimu pochopeni zédkovskych feSeni. V teoretické ¢asti
prace jsou popsany dilezité pojmy pro algebraické slovni tlohy, jako jsou pro-
ménnd, algebraicky vyraz nebo algebraicka slovni tloha. V historické ¢asti chro-
nologicky popisuji vyvoj algebry od starovéku pres sttedovék a renesanci, az po
baroko. V kazdém obdobi zminuji dilezité matematiky tehdejsi doby a pred-
stavuji nékolik fesenych slovnich tloh. Tato feSeni ve vétsiné pripadt rozebiram
z pohledu dnesni matematiky. Teoreticka ¢ast popisuje vyzkum, ktery probéhl
na osmiletém gymnaziu. V ramci vyzkumu jsem zadal zaktim 6 historickych tiloh
napric¢ historickymi obdobimi a nasledné jsem rozebral zptisoby, jakymi zaci tlohy
resili. Pritom jsem zjistil, Ze u vétsiny tloh se mezi zakovskymi feSenimi vyskyto-
valy Teseni podobna fesenim historickym. Nékteré historické postupy se objevo-
valy velice casto. Piikladem je vyuziti s¢itani misto nasobeni, nebo déleni, jako
jej uzivali Egyptané.
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Abstract: This diploma thesis deals with the comparison of historical solutions
of word problems with student solutions. Its aim was to describe how students
solve historical word problems, while looking for analogies between student and
historical solutions. This intention led me to a better understanding of student
solutions. The theoretical part of the thesis describes important concepts for
algebraic word problems, such as a variable, algebraic expression or algebraic
word problem. In the historical part I describe chronologically the development
of algebra from antiquity through the Middle Ages and the Renaissance to the
Baroque. In each period, I mention important mathematicians of the time and
present several solved word problems. In most cases, I analyze these solutions
from the perspective of today’s mathematics. The theoretical part describes the
research that took place at the eight-year grammar school. As part of the research,
I gave students 6 historical tasks across historical periods and then analyzed the
ways in which students solved problems. I found that for most of the tasks, there
were solutions similar to the historical solutions among the student’s solutions.
Some historical methods appeared very often. An example is the use of addition
instead of multiplication, or division, as used by the Egyptians.
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Uvod

Slovni tloha byla velmi dilezita pro vyvoj matematiky v historii. S trochou
nadsazky by se dalo fict: ,Na pocatku matematiky byla slovni tiloha,“ protoze
v dobach, kdy méli lidé omezené moznosti zapisu, se mohly Sitit matematické
problémy pouze slovné. Mozna je to dnes tézko predstavitelné, ale matematika
byla soucasti tstni lidové slovesnosti. Postupem casu se vyvinuly rtzné formy
pisma a symboliky, coz vyrazné prispélo i k vyvoji matematiky.

Cilem této prace je popsat vyvoj algebry, ktera je zakladem pro mnoha jina
odvétvi matematiky, a hledat v historii algebry momenty, které jsou zajimavé
z pohledu dnesni didaktiky matematiky. Pritom hlavni roli v historickém vyvoji
algebry hraji dlouhou dobu pravée slovni tlohy, proto provedu rozbor konkrétnich
historickych feseni historickych slovnich tloh z dnesniho pohledu.

Zameéruji se zejména na vyvoj TeSeni historickych slovnich tloh a didakticky
pristup jednotlivych autori k matematice. Historické matematické texty mély
totiz ve vétsiné pripadu hlavni cil slouzit jako u¢ebnice matematiky tehdejsi doby.
Jednotliva historicka reseni slovnich tloh vysvétluji z pohledu dnesni doby a do-
pliuji je feSenim, kterym bychom je pravdépodobné dnes resili.

Dalsim cilem prace je, zjistit, jakymi zptsoby zaci Tesi historické slovni tilohy
se zamérenim na ty, které vedou na reseni pomoci algebraickych rovnic. Na za-
kladé teorie epistemologickych prekazek, kterou v didaktice matematiky vyuziva
Guy Brousseau, jsem hledal zdroj k lepsimu pochopeni ontogenetického vyvoje
zaku v algebfe pomoci historickych reseni matematickych slovnich tloh. Tato te-
seni jsem ve vyzkumné casti porovnal s feSenimi zakovskymi. Pred samotnym
sbérem dat, jsem nejprve udélal resersi historického vyvoje algebry, kde jsem se
zaméril nejen na podstatné kroky z pohledu vysledk, jakymi jsou naptiklad ob-
jeveni vzorce pro vypocet kubickych rovnic, ale také vyvoj algebraické symboliky,
kterd je pro matematiky klicovym néastrojem, bez kterého si uz dnesni matema-
tiku ani neumime predstavit.

Slovni uloha hraje nezastupitelnou roli i v dnesni vyuce algebry, protoze pro-
pojuje matematicky svét ¢isel a rovnic s realitou. Zaci diky slovnim tlohdm miizou
resit bézné zivotni problémy pomoci matematiky a uvédomovat si jeji uzitecnost
v jejich zivotech.

Préce je rozdélena do tii ¢asti. V teoretické ¢asti popisuji diilezité pojmy vyu-
zité v diplomové praci. Ukazuji dva pristupy k ustfednimu pojmu algebry, kterym
je proménna. Z proménnych, ¢isel a operaci se skladaji algebraické vyrazy. Pokud
se algebraicky vyraz polozi roven jinému algebraickému vyrazu, tak vznikaji alge-
braické rovnice, které se vyuzivaji pri matematizaci slovnich tloh. Tyto zakladni
pojmy popisuji na zacatku teoretické casti. V teoretické ¢asti dale uvadim filo-
zofické myslenky, na kterych je zalozeno hledani zékovskych problémi v historii
zkoumané oblasti matematiky. Této tématice se vénuje podkapitola [1.3[

Druhou ¢ésti je shrnuti historického vyvoje algebry. V této ¢asti chronologicky
popisuji jeji vyvoj. V jednotlivych etapach uvadim priklady fesenych tloh, které
komentuji vzhledem k dnesni didaktice matematiky. Z mého pohledu Ize v historii
algebry identifikovat ¢tyti hlavni etapy. Vyvoj pred Algebraickym traktatem, ktery
je povazovan za prvni knihu o algebre. Druhym obdobim je obdobi rétorické al-
gebry, do kterého spada zejména al-Chvarizmi a pozdéji Leonardo Pisansky. Toto



obdobi se vyznacuje slovnim popisem feseni algebraickych tloh, kde operace ale
nekdy i samotnd ¢isla a neznamé byly zapisovany slovné. Nasleduje etapa synko-
pické algebry, ve které se zacina rodit symbolickd algebra a slova jsou zkracovana
pomoci ruznych zkratek. Poslednim obdobim je symbolickd algebra, ve kterém
matematici jiz vyuzivaji znaky a pismena, podobné jako je vyuzivame dnes.

Tteti ¢ast se vénuje vyzkumu, ve kterém rozebiram zakovska feSeni 6 historic-
kych tloh. Ve vyzkumu jsem tyto tlohy zadal 77 zaktim 2. — 4. ro¢niku osmiletého
gymnazia. V rozboru zakovskych feseni popisuji jakymi zpiisoby je zaci fesili,
a uvadim konkrétni ptiklady feseni, které reprezentuji typ reseni, ktery vyuzila
celd skupina zaku. Zejména mne pak zajimaji reseni, kterd se néjakym zptisobem
podobaji fesenim historickym.



1. Teoreticka cast

Tato prace porovnava vyvoj algebraického mysleni zaka a vyvoj algebry. Na za-
catku je ale potieba upresnit nékteré pojmy a jejich vyznam, jak je budu v praci
uzivat. Naptiklad pojem algebra lze vnimat z mnoha hli pohledu. Pokud bychom
zkoumali jeji historicky vyvoj, tak neni zfejmé, jestli zacit uz v roce 300 n.l., kdy
jiz Diofantos pracuje s né¢im, co by se dalo povazovat za algebraicky vyraz, nebo
jestli je relevantni zkoumat historii algebry od vzniku knihy, jejiz jméno je ptvod-
cem tohoto slova, tedy od vzniku knihy Al-Kitab al-Muchtasar min hisab al-dzabr
Wa'l—muqébalaﬂ jez napsal Al-Chvarizmi v knize (al-Chvérizmi, pocatek 9. st.)
na prelomu 8. a 9. stoleti.

1.1 Vymezeni pojmi

V matematice a zejména v algebre pouzivame pro zapis mnoho symboli, kte-
rymi jsou cislice, pismena a ruzné dalsi symboly, jako je znameni rovnosti nebo
znaky pro ruzné operace. Vymezeni pojmu neznama a jejiho vztahu k proménné
neni v literatufe uplné jednotné. Jedno ze zminovanych rozdéleni vyznami sym-
boli je déleni na proménné a konstantni symboly.

Proménna a konstantni symboly

Konstantni symboly jsou symboly, jejichz vyznam se v matematice neméni.
Jako priklad muzeme uvést znaky pro operace, ¢islice nebo znak rovnosti.

\/’ +7 27 =

Proménna, v dnesni dobé vétsinou pismend], miize reprezentovat riizné hod-
noty nebo jiné matematické objektyﬂ Vyznam proménné muzeme dale rozdélit
do dalsich dvou kategorii.

 parametr (koeficient)
e neznama

Parametr odkazuje v matematice na celou skupinu hodnot, kterych muze
nabyvat. PTi feSeni rovnic jej povazujeme za znamou hodnotu a nesnazime se
je tedy vypocitat. Diky parametru p mizeme napiiklad reprezentovat vsechny
piimky prochazejici pocatkem pomoci rovnice y = px. Pokud popisujeme vsechny
kvadratické rovnice, pak piSeme, Ze to jsou rovnice tvaru ax? + bx + ¢ = 0, kde
jsou pismena a,b koeficienty kvadratického, resp. linearniho ¢lenu. Pismeno ¢
nazyvame absolutnim ¢lenem.

1Cesky preklad: Kratks kniha o redukei a vzdjemném rusent

2Mize se viak jednat o hvézdicku, kiizek nebo jenom prazdny obdélnicek, ktery se ¢asto
pouziva napriklad jako propedeutika vyuziti pismena v matematice

3Napiiklad v zapisu

f(CL') = g/($)>

reprezentuje pismeno f néjakou funkci proménné x, kterd se rovna derivaci jiné funkce g stejné
proménné. Derivaci znac¢i konstantni symbol apostrofu za pismenem g. Proménnd vsak muze
reprezentovat treba také matice.



V ucebnicich je neznama vysvétlovana naptiklad timto zplisobem:

Promeénna zastupuje neznamé cvz/slﬂ které je treba urcit. Nazyjvd se nezndmd,; nej-
casteji se oznacuje pismenem x. UZivaji se vsak i jind pismena. (Herman a kol.,
1999, str. 10)

Nasledujici obrazek ukazuje hierarchické rozvrzeni vyse zminénych pojmi.

symboly i konstantni symboly
proménne < parametry (koeficienty)

nezname

Obr. 1.1: Symboly diagram

Lze se setkat také s pristupem, ve kterém jsou proménna a neznama vnimany
jako pojmy rovnocenné. Termin proménna se nejcastéji pouziva pro pismeno,
pripadné znak, ktery nahrazuje néjaké ¢islo, jez se méni. Oproti tomu neznama
reprezentuje urcitou, i kdyz v dané chvili neznamou, kvantitu, kterd se neméni.
Miize reprezentovat i vice Cisel, ktera hledame a daji se z danych vztaht zjistit.

Tento pristup je casto vyuzivan v didaktice matematiky. Vyuziva jej napri-
klad profesorka Vondrova, pojmy proménna a neznama vysvétluje na prikladu
nasledovné.

,Promeénnd zastupuje dosud nespecifikované hodnoty, které se na rozdil od ne-
zndamé mohou menit. Napr. v rovnici y = x — 5 jsou x i y proménné, hodnota y
se méni v zavislosti na hodnotée x. Pokud jedno z nich urcime, pak se z druhého
stane nezndmda.“ (Vondrova, 2019al str. 117)

Proménna je zde chapana jako pojem, ktery neni nadfazeny pojmu nezniama.
Myslim, Ze tento ptistup vede k jednodussimu pochopeni pojmu zéky.

Algebraicky vyraz

Algebraicky vyraz je stavebnim kamenem pro tvorbu algebraickych rovnic.
Z4ci se v rdmei matematiky udf jak algebraické vyrazy upravovat, zjednodusovat
a porovnavat. Tyto dovednosti jsou velmi dulezité pro jejich zvladnuti dalsich
odvétvi matematiky. Algebraicky vyraz je vétsinou definovan nésledujicim zpu-
sobem.

,Algebraicky viraz je zapis skladajici se z cisel a z pismen (oznacuji pro-
meénné), kterd jsou spojovdna znaky operaci sc¢itani, odcitani, ndsobent, délent,
umocnovani a odmocriovani. Algebraicky viraz obsahuje popripadé také zdvorky
urcujici poradi naznacengch operaci.“ (Smida a kol., (1985 str. 26)

4Autor zde ma na mysli nezndmé ¢islo ve vyrazu s proménnou, kterd je soucédsti néjaké
rovnice.



Lze dodat, Ze na zakladni skole zakiim ve vétsiné pripadi staci pracovat s alge-
braickymi vyrazy, ve kterych se vyskytuji pouze ¢isla celéﬂ
Algebraické vyrazy jsou naptiklad:

5
4+ 1, 5a*— 2z, x_\—}—gy’ (:c—é)y

Pri tomto pojeti algebraického vyrazu tak muzeme tict, ze posledni vyse zminény
vyraz se sklada ze dvou proménnych z, y a ¢isel 5 a 2. Tyto proménné a ¢isla jsou
propojena algebraickymi operacemi déleni a odéitani.

Algebraicka rovnice

Pri Teseni slovnich tloh je velmi dilezita jejich matematizace, ta v mnoha
pripadech vede na treSeni néjaké algebraické rovnice.
Descartes definuje rovnice ve své Geometrii nasledovné.

10 je to, co se nazyvd rovnici, nebot cleny ziskané jednim z téchto dvou zpisobi
jsou rovny clenum ziskangm zpusobem druhym. A je treba najit tolik takovich
rovnic, kolik je neznamych. KdyzZ jich tolik nalézt nelze a nic z poZadovaného
jsme nevynechali, pak to svédci o tom, Ze tato tuloha neni zcela urcend; a misto
téch neznamyjch, jimzZ neodpovidd Zadnd rovnice, lze vzit libovolné znamé usecky.
Jestlize i pak jich zustane nekolik, je nutné pouZit po radée kaZdou ze zbyvajicich
rovnic a zkoumat ji samostatné nebo v porovndni s ostatnimi, a ziskat tak kazZdou
z neznamych tusecek, a rozmotdvat tak dlouho, azZ zbude jen jedna, a kterd se bude
rovnat nejaké znamé, nebo jejiz druha, treti, cturta, pdtd, sestd atd. mocnina bude
rovna tomu, co se dostane secitanim nebo odecitanim dvou nebo vice jinych veli-
cin, z nichZ jsou jedny znamy, a jiné jsou sloZeny z néjakiych strednich umérngch
mezi jednotkou a touto druhou, treti, cturtou atd. mocninou, ndsobenych jinymi
zndamymi velicinamai.”

Dale zde uvedu vysokoskolskou definici algebraické rovnice. Na stfedni skole se
zaci setkaji pouze s konkrétnimi priklady téchto rovnic, jako jsou rovnice linearni,
kvadratické, pripadné kubické.

Algebraickou rovnici n-tého stupné nazyvame rovnici

apx" + a1z + . a, =0, ag#0

kde ag,aq, . .. ,a, jsou redlna, resp. komplexni ¢isla. (Rektorys, 2000, str. 37)

V nésledujicim textu budu vsak zkoumat mnohem mensi skupinu algebraic-
kych rovnic, a to konkrétné algebraické rovnice s celoé¢iselnymi koeficienty. Budu
tedy predpokladat, ze cisla ag,aq, ... ,a, jsou celymi ¢isly.

Slovni tloha

Slovni tlohy jsou nedilnou soucasti vyuky matematiky na zakladni i stfedni
skole. Predstavuji dilezity most mezi matematickym svétem a praktickym zivo-
tem. ReSeni slovnich tloh odpovida na castou zdkovskou otdzku , K ¢emu to je?*

5Celkem zésadni vyjimkou je &islo 7, které se vyuziva napiiklad pii vypocétu obsahu kruhu.
Diky tomu, Ze soucasti algebraickych vyrazu muze byt i znak pro déleni, tedy zlomkova ¢ara,
tak se jedna v podstaté o algebraické vyrazy s ¢isly racionalnimi.
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Slovni tloha je tedy dobrym prosttedkem pro vzbuzovani vnitini motivace zak.
Tento nazor opiram naptiklad o text profesorky Vondrové.

LSlovnd wlohy tvori neopominutelnou soucdst matematiky uz od staroveku. Byly
a jsou vyuZivany jako mdzornd ukdzka skutecnosti, Ze zvlddnuti matematickyjch
operact, ziskdvané ve vyuce matematiky od raného skolniho veku, muze byt po-
mickou pro porozumeni okolni realite, zejména vsak muze slouzit jako ndastroj pro
reseni praktickiych Zivotnich situaci a ukolu. Mely by mj. dokazovat, Ze znalost
a zvladnuti matematiky je uzZitecnou a vyuZitelnou schopnosti, prinejmensim v
tom okruhu témat, kterd se probiraji na zdkladni, resp. nizsi stredni skole.“ (Von-
droval 2019al, str. 9)

V tomto textu profesorka Vondrova mimo jiné zminuje i dulezitost slovnich
uloh v historii matematiky. Zaroven si je potieba uvédomit, ze slovni tlohy stoji
za vznikem matematiky jako takové. Kdyby nebyla potieba fesit ulohy z bézného
zivota, tak by nikdy nevznikla matematika jako prostredek jejich feseni. Dnes
slovni dlohy definujeme naptiklad timto zptsobem.

»Slovni dlohy jsou tlohy, v nichZ je obvykle popsdna urcitd redlnd situace (napr.
s ekonomickou, prirodni, fyzikdlni, spolecenskou ¢i jinou tematikou) a ikolem re-
gitele je urcit odpovédi na poloZené otdzky.“ (Kufinal, 1990, str. 61)

Nékdy se definuje slovni tloha jako matematicky problém formulovany slovy
s kontextem z bézného zivota. Tuto ani vyse zminénou definici by nesplnovaly né-
které tlohy, které v Algebraickém traktatu uvadi arabsky matematik al—Chvérizmiﬂ
V této préci je vsak za slovni tulohy budu povazovat.

Algebraicka slovni tiloha

Tato diplomova préace se zabyva specifickym typem slovnich tloh, ktery je na-
zyvan ,,Algebraickd slovni tloha“. Muzeme Tict, Ze je to typ slovnich uloh, ktery
mezi slovnimi dlohami vyrazné prevazuje. Uvedu zde uptesnéni tohoto pojmu.

Algebraickou slovni ilohou budu rozumét kazdou slovni tlohu, jejiz matema-
tizace (matematicky zapis) muze vést na feSeni algebraické rovnice.

Algebra

Na otazku ,,Co je to Algebra?* neexistuje tplné jednoducha odpoved. Jednim
z matematikt, ktefi na ni odpovidaji, je profesor van der Waerden. Slovo alge-
bra vniklo z arabského vyrazu ,al-djabr wa’l muquabala“, ktery vyjadiuje dveé
zakladni operace pro praci s termy pti feseni rovnic.lZ] Béhem stredoveéku tak byla
algebra vniména jako uméni feSeni rovnic. Tento piistup k algebfe se nezmeénil

6Jedn4 se napiiklad o tlohu: Rozdélil jsi deset na dvé &sti, potom jsi délil jednu druhou
a jejich podil je 4. Jak velké jsou tyto dvé ¢asti. (al{Chvarizmi, pocatek 9. st.| str. 161), ve které
zadny kontext neni. Al-Chvarizmi uvadi velmi jednoduché tlohy, nejspise proto, aby byly pro
Ctenafe co nejpristupnéjsi.

"Vice jsou tyto operace popsany v sekci na strané této prace. Strucné lze rici, ze jde
o pricteni nebo odecteni vyrazu z obou stran rovnice.



ani po rozsiteni jejich myslenek do Evropy. Jedinym rozdilem bylo, Ze se na ob-
dobi nékolika set let zménil jeji nazev, ktery vychazel z italského slova ,cosa“
neboli véc. I[talsti, ale i némecti matematici o algebte mluvili jako o ,,uméni véci®.
Cardano, vyznamny italsky matematik obdobi renesance, se zaslouzil o prilom
v algebre (Teseni kubické rovnice). Knihu, ve které tento vysledek publikuje, na-
zyva Ars M agn v prekladu ,Velké uméni“ Cimz stéle mysli uméni fesit rovnice.
(van der van der Waerden, |1983, str. 70-71)

Pro dnesni matematiky je slovo Algebra mnohem Sirsim pojmem. Jisté pod
tento pojem patii i vySe zminény obsah, ale v dnesni dobé jiz algebra ziskala
mnoho ruznych tvari a nékteré bézné znamé muzeme vyjmenovat

o Elementarni algebra — zabyvajici se algebraickymi rovnicemi prvniho, dru-
hého a popripadé tretiho stupné.

o Linearni algebra — zkoumajici linearni rovnice, vektorové prostory a matice

o Polynomicka algebra — jejiz obsahem jsou polynomy a jejich vlastnosti

o Abstraktni algebra — popisujici zdkladni vlastnosti algebraickych struktur,
jako jsou grupy, pole a okruhy, a zkoumajici jejich vlastnosti.

o Pocitacova algebra — kterd se zabyva zkouméanim vyvoje pocitacovych al-
goritm1, které pracuji s matematickymi strukturami a objekty.

Tato prace se vénuje pouze , Elementarni algebie®, coz je také nejblizsi vyraz pro
,Algebru“ jak byla vnimana od jejiho vzniku az minimalné do doby Descarta,
u kterého konci moje historicka ¢ast této prace. Proto algebrou budu myslet v
této praci vzdy ,,Elementarni algebru®.

Podobné jako vnimam algebru v této praci, ji také pomérné vystizné popisuji
v Ottové nau¢ném slovniku, kde ji déli na dva okruhy:

Drive rozuméla se slovem algebra pouze nauka o Teseni rovnic, coZ puvod svij
melo ve viyznamu arabského slova algebra. Algebra deli se nyni v algebru nizZsi
a vyssi, jejich meze vsak nejsou prisne vytceny; obecné lze rici, Ze algebra niZsi
jest pripravou netoliko pro algebru vyssi ale © pro matematickou analyzu, pocitaje
v to i nékterd odvétvi geometrie, jako jsou: analytickd geometrie, trigonometrie
atd.; (Ottuv slovnik naucny str. 846)

Tato citace shrnuje dobre duvody, proc¢ je algebra velmi dilezitou soucasti
sttedoskolské matematiky. Je totiz zakladem pro pochopeni mnoha dalsich od-
vétvi matematiky nejen na stiredni skole.

1.2 Jazykové prostredky a historické zadani uloh

Slovni tlohy jsou jednim z nejcastéjsich prostredkti formulovani matematic-
kych problémi v historii. Vétsinou jsou soucasti takzvané védecké literatury, ktera
se v kazdém obdobi a prostoru, ve kterém byla vytvorena, obvykle lisi jazyko-
vymi prostiedky, jez jsou pro jeji tvorbu pouzity. Jazykovymi prostredky, které
lze u slovnich tloh zkoumat, jsou zejména:

8Vysledek, ktery v této knize publikuje, ale pravdépodobné neni jeho objevem. Vice se to-
muto tématu vénuji v kapitole



1. rod, ve kterém je text psan,
2. osobu, ke které vypravec mluvi,
3. Cas, ve kterém , pribéh probiha“.

V historii matematiky se mizeme setkat s raznymi typy zadani slovnich tloh,
které se vyznamné lisi ve slovesné formé. Setkat se miizeme s trpnym rodem,
ktery je uzivan ve staroegyptské matematice, kde casto uzitym spojenim je podle
Vymazalové napriklad ,,mé se ucinit®, které podle ni vyjadiuje nutnou akci. (Vy-
mazalova), |2006a))

Cést téchto zvlastnosti v zadani se pFitom ztraci v prekladu, piipadné piekla-
dech, pokud preklad ptivodniho textu do cestiny je ziskan skrz preklad do jiného
jazyka. Proto jsem se snazil v nasledujicim textu cerpat z primarnich prekladi,
jakym je naptiklad prace (Vymazalova, 2006b)), ve které autorka zachovava nejen
obsah Rhindova papyru, ale i charakter textu. Podobné kvalitnim prekladem je
(Neugebauer, 1935)), ktery uvadi nejen preklad babylonskych textu, ale i prepis
klinového pisma do latinky. U obou textl je navic piivodni text pifimo propojen
s jeho prekladem pomoci cisel radku.

1.3 Paralela historie a uc¢ebniho procesu

Fylogeneze algebry je historicky vyvoj tohoto okruhu matematiky. V této praci
mé zejména zajima, jaky krok v jejim vyvoji trval dlouhou dobu (stal hodné usili),
a pokusim se nahlédnout, z jakého divodu se jej podarilo ucinit. Budu hledat
podminky, které pomohly k prekonani néjaké prekazky, ktera stala v dalsim vy-
voji matematiky, jako jsou moznosti zapisu, vyjadrovaci prostfedky autori nebo
ekonomické ¢i cestovni podminky doby.

Ontogeneze algebry je vyvojem algebry v mysleni zaka. Zkoumame v ni, jak
se zdokonaluje a rozviji zakovo matematické mysleni. Jak zak chépe jednotlivé
algebraické pojmy, jak umi matematizovatﬂ algebraické slovni tlohy, ale i jak
je néasledné schopen vyuzivat matematicky zapis pro jejich feSeni. Podobné véci
muzeme zkoumat i u historickych feseni algebraickych tloh, které zname z histo-
rickych pramenti. Historické feseni se muzeme také snazit pochopit a zjistit, jak
pri nich autori postupovali. Pokud zaddame podobné tlohy zaktim, tak miizeme
sledovat, v ¢em se jejich feseni lisi od nékterého z historickych. Nasledné vyvstava
zasadni otazka.

Pokud najdeme néjaky krok ve vyvoji algebry, ktery bylo v historii mate-
matiky tézké prekonat, mizeme takovouto tézkost ocekavat i ve vyvoji zakova
mysleni? Muzeme najit stejné chyby v zakovskych resenich, kterych se dopous-
téli matematici v historiif’] Je mozné vyuzit zkouméni historie matematiky pro
hlubsi pochopeni ontogeneze jednotlivych matematickych pojma? Samoziejmé
nejsem prvni, kdo by si takovouto otazku kladl, a pokud na ni hledame odpovéd,
tak zjistime, Ze snadna neni.

V dalsich odstavcich této kapitoly se budu vénovat nékterym filozofickym smé-
rim, které odpovidaji na obecnéjsi otazku. Vénuji se souvislosti intelektualniho

9Nekdy se téZ pouziva termin algebraizovat. Oba terminy znamenaji prevedeni slovni tlohy
do matematického (algebraického) zapisu, tj. zdpisu pomoci rovnice.

ONemusi se zde jednat piimo o chyby. Hledat se d4 i nevhodné strategie feSeni, nebo prilis
slozity zapis.
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vyvoje jedince a jeho historického vyvoje. Uvedu ale také nékteré predstavitele,
kteri podobnou tvahu, jakou vyse uvadim, aplikuji ve filosofii svych uc¢ebnic ma-
tematiky:.

Geneticky zakon

Jinak také biogeneticky, resp. rekapitulacni zakon je ptivodné biologicky prin-
cip z prelomu 19. a 20. stoleti, ktery tvrdi, Ze vyvoj jedince je zkracenym vyvojem
lidstva. Jde tedy o predstavu, ze jedinec se vyviji od ,divocha“ po vzdélaného
kulturniho clovéka dnesni doby a postupné prochazi etapami historie lidstva.
Hlavnimi predstaviteli tohoto sméru byli Ernst Haeckel a Granville Stanley Hall.
Z tohoto sméru se vyvinula teorie genetické paralely. (Kratka), 2009)

Princip genetické paralely — Jean Piaget

Princip genetické paralely omezuje vyse uvedeny pristup. Nevidi v ontogene-
tickém vyvoji opakovani historie lidstva, pouze srovnava zpusoby prechodii mezi
jednotlivymi stadii vyvoje. Tato ontogeneticka stadia definoval Jean Piaget a na-
chazi je i ve fylogenetickém vyvoji lidstva. (Kratka, 2009))

V ceskoslovenské literature miizeme povazovat za zastance genetické paralely
prof. Hejného:

LwAnalyzou historie matematiky mizZeme ziskat uZitecné predstavy o genezi mys-
lent a ty potom zkusit aplikovat pri vyucovani. Tuto tezi budeme nazyjvat metodou
genetické paralely. ...rust stromu matematickych znalosti v hlavé jednoho clovéka
bude uspesny jen tehdy, kdyz v urcité mire zopakuje historii rozvoje této védy.‘E]
(Hejny a kol., 1990, str. 25)

Tato myslenka vyjadiuje i Hejného vnimani chyby jako soucasti u¢ebniho pro-
cesu zaka. Chyba Hejnym neni vnimana negativné, ale jako nedilné soucast cesty
k dalsimu poznani.

,V nasi skole je chyba casto vnimdna jako jev neZadouct, jako néco, ceho je nutno
se vystrihat, jako néco, ceho se boji nejen Zaci, ale i ucitelé. V zemich s dlouhou
demokratickou tradici je chyba vnimdna spise jako prirozend soucast uceni se.“
(Hejnyl 2004, str. 63)

Podle principu genetické paralely lze tedy hledat obtize ve vyvoji matematiky
v historii, a diky tomu obdobné chyby ocekavat u zakt. Zkoumani historie mate-
matiky tak muze byt prostifedkem pro lepsi pochopeni zaka.

Socialni psychologie — Lev Semionovi¢ Vygotskij

Oproti principu genetické paralely stoji tzv. socidlni psychologie, jejimz hlav-
nim tématem je vliv prostredi na jedince, coz vede automaticky ke sporu s prin-
cipem genetické paralely, protoze dnesni jedinec zije v iplné jiném prostredi, nez

UProfesor Hejny vyuziva historickych tloh (Egyptské déleni chleba) napiiklad k zavedeni
zlomu v uéebnici (Hejny a kol., |2015| 21), vyuziva toho, Ze Egyptané poéitali pouze s kmenovymi
zlomky.
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tomu bylo v historii.

Nesouhlasime s Piagetem jen v jediném, ale za to dileZitém bodée. On totiz predpo-
kladad, Ze vyvoj a vyuka jsou naprosto odloucené, neporovnatelné procesy, Ze totiz
funkce vyucovdni je predevsim v uvedeni do mysleni dospélych, které je v rozporu
s myslenim vlastnim détem a které ho ma nakonec nahmditErI (Vygotskij, 11962,
str. 116 citovano v (Kratka, 2009, str. 17-18));

Na tuto vytku odpovida néasledujici teorie, kterd hledd ¢asti vyvoje, které byly
v historii tézko prekonatelné, a ty nasledné srovnava s obtizemi zaka ve vyuce.

Teorie epistemologickych prekazek — Guy Brousseau

Epistemologie je obor, ktery zkouma lidské poznani, jeho vznik, proces a pred-
met. Epistemologické prekazky lze definovat jako negativni stadia poznani, ktera
je tfeba prekonat. Muzou jimi byt zptsoby uvazovani, rizna pravidla nebo pre-
svedceni, které blokuji dalsi vyvoj v poznani. Pavodnim otcem této myslenky je
Gaston Bachelard. Brousseau vsSak tuto myslenku prenasi do oblasti didaktiky
matematiky.

Chyby nejsou jen ucinkem nevédomosti, nejistoty, ndhody, jak je podporuji em-
pirické nebo behavioristické teorie uceni, ale také ucinkem predchoziho poznani,
které bylo zajimavé a uspesné, ale které je nyni odhaleno jako falesné nebo jed-
noduse neprizpisobené. Chyby tohoto typu nejsou nevypocitatelné a neocekdavané,
predstavugi prekdzky. ...chyba je soucdsti vjznamu ziskaného poznatku. (Brousseau,
2002, str. 81)

Stejné jako Hejny tak Brousseau chape chybu jako pfirozenou soucast vyvoje.
Brousseau dale popisuje, ze epistemologické prekazky lze hledat v historickém
vyvoji konceptt.

Prekazky skutecné epistemologického puvodu jsou prekdzky, pred nimiz nelze unik-
nout, a to kvuli jejich formativni roli v hledaném pozndni. Mohou byt nalezeny
v historii samotnych koncepti. (Brousseau, 2002, str. 87)

Tento moment je jednou z motivaci pro¢ zkoumat historii matematiky. Na za-
kladé téchto myslenek se domnivam, ze historie matematiky muze byt prostred-
kem k hlubsimu pochopeni matematického mysleni zaku.

1.4 Pilire vyuky algebry a jejich vztah k historii
matematiky

Ve vyuce matematiky na zdkladni skole lze identifikovat tii zdkladni pilite
algebry, kterymi jsou:

12Pjeklad Magdalena Kratka piivodni text: ,Our disagreement with Piaget centers on one
point only, but an important point. He assumes that development and instruction are enti-
rely separate, incommensurate adult ways of thinking, which conflict with the child’s own and
eventually supplant them.process, that the function of instruction is merely to introduce“
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o aritmetika
e zobecniovani
e geometrie

Pilite algebry ve vyuce

Profesorka Vondrova tyto tti pilite popisuje v Metodickém materialu ke Stan-
dardim pro zakladni vzdélavani nasledovné:

,Problematika promenné a algebraickych vyrazi spocivd na trech pilirich. Tim
prunim jsou ciselné vyrazy a jejich aritmetika. Nekdy se o algebre rika, Ze je to
zobecnena aritmetika. To vsak neni uplne presné, protoze algebraické procesy se
v mnoha ohledech od aritmetickyjch lisi... Druhym pilirem algebry je geometrie,
resp. korespondence mezi obrazci a vzorci pro obsah, obvod apod.... Tretim pilirem
algebry jsou ulohy na zobecniovdni. Tim myslime ulohy, v nichZ je dano nékolik
prunich clend ciselné rady a Zdci maji nejprve najit dalsi cleny a nakonec obecné
vyjddrent libovolného clenu.” (Zelendova, 2016, str. 26)

V Geometrii zdk casto poprvé vyuziva proménné pro vypocty. Je to jedno
z mist matematiky, ve kterém je potieba pojmenovat geometrické itvary pomoci
pismen. Od toho uz je jen kricek k vyjadfovani obsahi definovanych dtvart
a nejriznéjsim vzorcim, které zaci v geometrii odvozuji. Nedilnou soucasti téchto
vzorcu jsou samoziejmé proménné v roli pismen. Pokud dva zaci vyjadii stejny
vzorec jinym zpusobem, tak lze tyto dva vzorce porovnavat, a tim se zaci snadno
prenesou pres geometrii k algebte. Naptiklad jeden zak odvodi obvod obdélniku
o strandch a, b jako 2a + 2b a druhy jako 2(a + b).

Aritmetika tvori zédklad pro préci s algebraickymi vyrazy. V tomto odvétvi
se zaci uci, jak funguji zakladni operace, jako je s¢itani, odéitani, nasobeni a dé-
leni. Mtze byt ale také prekazkou. Nékteré zkusenosti z aritmetiky totiz v algebte
najednou neplati. Napriklad neni vzdy potieba konkrétni vysledek, nékdy je vy-
sledkem algebraicky vyraz ve tvaru souctu. Dalsim obtiZnym mistem je prace se
zavorkami. V aritmetice byli zaci zvykli nejprve Tesit zdvorku a az pozdéji dopo-
¢itat zbytek ¢iselného vyrazu. V algebre oproti tomu musi vyuzivat distributivni
zakon.

Poslednim pilifem je zobecnovani, v tomto pripadé jde o trochu jiny vyznam
tohoto slova, nez v historickém vyvoji algebry. Jde o tlohy, v nichz je dano nékolik
prvnich ¢lenti ¢iselné fady a zaci maji nejprve nalézt dalsi ¢leny a nakonec najit
vyjadreni ¢lenu obecného. Nékdy ani neni potfeba do tloh zadavat pozadavek na
jeho hledani, staci, kdyz je zadan dostatecné vzdaleny clen tak, aby zaky tloha
nutila k hledani jiné nez ciselné reprezentace. Jedna se tedy o reseni konkrétnich
uloh, kde vysledkem mé byt cislo, které postupné preroste v hledani obecného
pravidla, pri kterém je potfebné zavést néjaky druh proménné. Tento koncept je
dilezity i z hlediska zakova chapani zobecnéni libovolného problému.

Pilife algebry v historii

Tyto tii pilife muzeme nalézt i v historickém vyvoji algebry. Babylonska,
egyptska, indicka a pozdéji arabska aritmetika byla prvnim nastrojem pro vy-
pocet jednoduchych tloh. Davala lidem tehdejsi doby prostredek pro zjisténi od-
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povédi na jednoduché matematické otazky, které doba vyzadovala. Af uz se jed-
nalo o vypocet mzdy, kterou mél stavitel rozdélit svym pracovnikiim, nebo chléb,
které mistodrzici mésta rozdélit mezi své obcany. Zjednoduseni aritmetiky cisel-
nych vyrazu, ke kterému doslo diky vyvoji matematického symbolického jazyka
ve vrcholném stredovéku a na pocatku renesance, pak vedlo k dalsimu posunu ve
vyvoji algebry samotné. Bylo potteba, aby se vyvinuly zakladni symbolické prvky,
jako jsou zavorky urcujici poradi operaci nebo symbol pro mocninu a odmocninu,
aby bylo mozné pohodlné pracovat s jednotlivymi algebraickymi termy.

Symbolického jazyka by ale mozna viibec nebylo potieba, kdyby nedoslo ke
zkoumani toho, jak funguji vypocty, které vedou na zodpovidani téch jednodu-
chych matematickych otazek zminénych v predchozim odstavci. Nastrojem pro
toto zkoumani je zobecnéni, neboli hledani Sirsi odpovédi nez té, ktera primo
odpovida na otazku pouhym ciselnym vysledkem. Tento proces vedl ke zkoumani
matematickych problémi, které se zacinaly vzdalovat od praktickych aplikaci ma-
tematiky. Zacinal se tak budovat matematicky svét rovnic, ktery muze existovat
nezavisle na realité. Tento svét jako prvni popsal al-Chvarizmi v algebraickém
traktatu.

Geometrie byla prvnim odvétvim matematiky, které bylo od zakladu syste-
matematiky, kde matematici vyuzivali jako prvni pismena, v tomto pripadé pro
popis délky usecek. Geometrie se pozdéji stala matematickym zakladem pro praci
s rovnicemi. Al-Chvarizmi svoji algebraickou teorii opird pravé o geometrii, kterou
vyuziva k dokazovani feseni kvadratickych rovnic.
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2. Historie algebry

Hlavni motivaci pro rozvoj matematiky bylo feseni zakladnich problémi, na
které lidé v minulosti narazeli. Tyto problémy byly zpocatku formulované slovné
a lidé neméli prostiedky, kterymi by je zapsali (dalo by se tedy mluvit o slov-
nich tlohach). To se ale postupem ¢asu zlepsovalo. Nejprve zépis probihal formou
psani do pisku, pozdéji na hlinéné tabulky a papyrus a nakonec na papir, jak to
délame dodnes. V Egypté se pri tom psalo hieroglyfy a pro zapisovani ¢isel po-
uzivali nepoziéni desitkovou soustavu (témér kazdy znak tak predstavoval jedno
¢islo), oproti tomu v Mezopotamii se rozvinulo klinové pismo a poziéni Sedesat-
kové soustava. V Recku se nasledné psalo pomoci feckych pismen, ktera slouzila
i pro zapis ¢isel (s vyuzitim jejich nadtrzeni pro rozeznéni od pismen). K sjedno-
ceni téchto prostredkii doslo az mnohem pozdéji. Nebylo bézné sdileni védeckych
poznatkli mezi jednotlivymi kulturami. Prekazkou nebyla jen vzdalenost, ale i ja-
zyk a pismo. V obdobi, kdy se psalo na papir, existuje jesté jeden podstatny krok,
a to je vyndlez knihtisku, ktery mél vliv na sjednoceni matematické symboliky.

V nésledujicim textu postupné projdu historii algebry od roku zhruba 3000
let pr. Kr. po obdobi bitvy na Bilé hote, jejimz ucastnikem byl podle historik
i René Descartes. Tuto historii nelze obsahnout celou proto jsem se snazil do
textu zaradit zlomové okamziky v tomto vyvoji.

Velka cast slovnich tloh vede dnesni resitele k vyuziti algebraického jazyk.
Ukazu, jak byly tyto slovni dlohy feseny v davné, ale i blizsi historii a jak se
pohled na jejich feseni s vyuzitim algebry postupné ménil.

Stejné jako v jinych odvétvich vedla k vyvoji algebry nutnost odpovédét na
konkrétni otazky. Po zodpovézeni zdkladnich otazek bylo potieba jejich zobecnéni
a zjisténi principu, jakym zobecnéni funguje. K tomu uz je ale potieba urcita mira
abstrakce, ktera se musela v premysleni resitelt postupné vyvinout.

Pro vyvoj algebry mél zasadni vyznam zpusob, jakym byla zapisovana, po-
tazmo mira abstrakce a symboliky, ktera byla jednotlivymi matematiky pouzi-
vana. S pouhym fesenim ustné formulovaného problému a snahou o jeho feseni
bez tuzky a papiru vede feSitele prace na jeho reseni spise zkusmo ke konkrétnim
vysledkim. Mozné proto je na pocatku historie matematiky vétsina tloh resena
pouze samostatné a je podavan konkrétni navod jak docilit vysledku. Casto do-
konce tak, ze postup neni ani Zdﬁvodnénﬂ

Na otazku, od kdy datujeme vznik matematiky, odpovida Hejny.

,Objav matematiky v dnesnom zmysle slova, t.j. objav deduktivnej
argumentécie, prindlezi Grékom. (Hejny a kol., (1990} str. 294)

Coz potvrzuje i (Kvasz, [2008], str. 29), ktery tvrdi o egyptskych a babylonskych
matematicich, ze byli spise okouzleni pocetnimi operacemi a slo jim zejména
o vysledek. Nemeéli tak potfebu hledat obecné metody Teseni.

Proto do té doby nebyla poptavka po argumentaci a deduktivnim dokazo-
vani, ktera pozdéji vychéazi z reckého zpusobu zkoumani a filozofie. Deduktivni
dokazovani se stalo zdkladem nejen matematiky, ale védeckého pristupu obecné.

1Jako je tomu napifklad v Rhindové papyru nebo na Babylonskych hlinénych tabulkéch
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Za otce algebry jsou povazovani raznymi historiky dva vyznamni matema-
tici, jimiz jsou Diofantos a al-Chvarizmi. Prvni z nich ptedbéhl dobu v symbo-
lice zapisu, jak rozvedu v samostatné kapitole [2.3.2] Zapisoval neznamou a jeji
mocniny specidlnimi znaky a dokonce pouzival znak pro zaznamenani operace
odéiténﬂ Druhy sepsal vyznamnou praci systematicky shrnujici feSeni rovnic
druhého stupné véetné diikazu takového reseni. Diikaz pritom uvadi geometricky,
po vzoru Teckych matematikl. Povedlo se mu tak propojit arabskou, spise me-
chanickou aritmetiku s feckym deduktivnim myslenim.

Na tom, zda zakladatelem algebry byl Diofantos nebo al-Chvarizmi, neni mezi
historiky shoda. Napriklad van der Waerden o Diofantové feseni jedné z tloh pise:

,Operace, které tu vysvetluje, jsou vlastné zdakladnimi operacemi al-Chvdrizmiho:
al-jabr a al-muquabala. Al-jabr je priddani sobé rovngch termzﬂ k obema stranam
rovnice kvili eliminaci zdpornijch clenu. Al-muquabala je odecteni sobé rovnych
termi od obou stran rovmce.‘ﬁ (van der Waerden, 1983| str. 98, vlastni preklad)

Naopak Vopénka v komentafi knihy (al-Chvarizmi, pocatek 9. st.) o arabském
kalkulu pise

,Pravidla kalkulaci v tomto kalkul@ﬂ jsou totiZ odvozena z chovdni téch algebraic-
kych operaci s kladnymi redlnymi cisly, které do evropské matematiky vstoupily
prostrednictvim al-Chvdrizmiho Algebraického traktatu.“ (al-Chvarizmi, pocatek
9. st., str. 65)

Po tomto obdobi, ve kterém vznikla idea manipulace s jednoduchymi termy, ve
smyslu pri¢itani nebo odé¢itani od obou stran rovnosti, dochazelo k dalsimu vyvoji
v arabském svété (zhruba v 9.-10. stoleti). Do Evropy se toto uméni dostava az
spolecné s arabskymi preklady a nakonec s Fibonaccim, ktery ziskal védomosti
naprti¢ Stredozemim a sepsal knihu Liber Abaci, ve kterém jej shrnuje a doplnuje
mnoha slovnimi tilohami.

Fibonacci zapocal nové obdobi vyvoje algebry, ve kterém se zacind vyvijet
symbolicky zdpis. Toto obdobi je popsédno v podkapitole 2.6, ve které jsem se
snazil shrnout genezi tohoto stézejniho nastroje pro dnesni matematiku.

Symbolika také umoznila dalsi dilezity matematicky vysledek, kterému zpo-
c¢atku ani jeho objevitelé prilis nerozumeéli. Tim vysledkem je feseni kubické rov-
nice, pri kterém ale narazili na imaginarni ¢isla. Pritom relativné problematicka
pro tehdejsi matematiky byla i moznost zapornych kotrent rovnice. Ti totiz z po-
catku prijimali pouze kladné unikatni hodnoty jako vysledek rovnic. Tento pohled
na algebraicky svét moznych vysledk rovnic se ale zménil.

2Coz se znovu objevuje az v Italii ve 14 st. tedy o 1100 let pozdéji.

3Termem zde mysli nejspi§ nezndmou, kterd je piipadné doplnéni o néjakou konstantu.
Konkrétnim prikladem muze byt pricteni 5 kofenti k obou strandm rovnice, kde kotfen vyjadiuje
v dnesni matematice nezndmou oznacenou napiiklad pismenem x.

4Piivodni text: , The operations explained here are just the fundamental opearations of al-
Khwarizmi: al-jabr and al-muqabala. Al-jabr is the addition of equal terms to both sides of an
equation in order to eliminate negative terms. Al-muqabala is the subtraction of equal terms
from both sides of an equation.”

5Mysleno v arabském kalkulu.
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10 znamenalo, Ze ne jenom ,pravdivé’, coz byly kladné koreny, které maji primy
vztah k realit@ ale také (Descartem pouzivany termin) ,falesné‘ a také ,imagi-
narni kofeny.“ﬂ (Kvasz, 2008, str. 162, vlastni preklad)

Nézev pro zaporné koreny rovnic (,falesné‘) a samotné slovo ,imaginarni‘ dava
dobrou predstavu o tom, jakou revoluci tyto objevy v oblasti algebry zpiisobovaly.
Pritom pro dnesni matematiky je kubicka rovnice néco relativné bézného a zda
se nam, ze tento krok od rovnice kvadratické je relativné maly. Bez symboliky
by byl ale v podstaté nemozny. K pochopeni tohoto tvrzeni staci zkusit zapsat
pomoci ,rétorické algebry“lﬂ obecné Teseni jiz zminéné kubické rovnice.

V nasledujicich podkapitolach rozeberu podrobnéji vyse uvedeny vyvoj a do-
plnim jej o historicky kontext a konkrétni tlohy. U vétSiny tloh uvedu reseni
historické i dneénﬂ a pokusim se srovnat oba pristupy.

6Zde je mysleno, Ze jdou snadno reprezentovat geometricky nebo jsou ¢asto vysledkem né&jaké
slovni 1lohy.

"Plvodni text: ,This meant that not only the ,true®, that is, positive solutions, those with
a direct relation to reality, were accepted but also (to use Descartes’ term) the ,false and even
the ,imaginary“ ones.“

8Tak byla nazyvana epocha vyvoje algebry, ve které matematici popisovaly rovnice pomoci
slov. Predstaviteli jsou naptiklad Fibonacci nebo al-Chvarizmi. Prikladem takového zapisu je
treba ,Kofen je rovny kvadratu a c¢islu’

9Bude se jednat o moje autorské Feseni. Samozfejmé je urcité mozné tlohy Fesit i jinymi
zpusoby. Pokusim se volit pravdépodobné feseni dnesniho ucitele matematiky, ktery uz zna jeji
aparat a nema problém vyuzivat symbolického zapisu a algebraického jazyka.
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2.1 Rhindtv matematicky papyrus

Jednd se o nejznameéjsi staroegyptsky matematicky papyrus, ktery byl nalezen
v oblasti dnesniho Luxoru. Jeho staii je odhadovano na 3600 let a pochazi tedy
z obdobi egyptskych faraoni, konkrétné faraona 15. dynastie Apopiho, ktery zil
v 16. stoleti pt. Kr. Papyrus je uloZzen v Britském museu, jedna jeho ¢ast je
190 cm dlouha a zhruba 32 cm Siroka, druha je celkem 323 cm dlouhd a 33 cm
siroka. Text, ktery obsahuje, je ¢isté matematicky a je psany dvéma barvami,
¢ernou a cervenou, kde ¢ervena se pouziva pro zvyraznéni dilezitych ¢asti textu.
Jednu matematickou ulohu zde prikladam pro predstavu, jak zapis vypadd na
obrazku [2.1] podstatnou ¢ast papyru si lze prohlédnout na webovych strankach

The British Museuml

Obr. 2.1: Cést Rhindova matematického papyru

2.1.1 Tri tlohy z Rhindova papyru

Nasledujici tlohy jsou prepisem prekladu Rhindova papyru. Uvedu je se stej-
nym oznacenim, jako je uvddi docentka Hana Vymazalovd v knize (Vymazalovd
. Autorka v této knize zachovava i barevnost textuEl, coz umoznuje lepsi
orientaci v piivodnim textu. V této dobé se v zapisu tloh nevyskytuji zidné nam
dnes znamé symboly pro operace, a proto nelze vzdy presné z textu odvodit,
jak autor pri vypoctu postupoval. U vétsiny tloh je pouze stru¢ny nadpis, ktery
popisuje problém tlohy, za nim nasleduje vysledek a zapis vypoctu. Nakonec au-
tor vétsinou uvadi potvrzeni o tom, ze vysledek vysel tak, jak mél. V prekladu
najdeme napiiklad slova ,celkem® néasledované cislem, které je vysledkem tlohy.

Na zacatku Rhindova papyru je uvedeno nékolik aritmetickych tloh, ve kte-
rych autor uvadi zejména priklady na nasobeni a déleni, které popisuje Vymaza-
lovd v knize (Vymazalovd), 2006a) ndsledujicim zpiisobem [M]

10N adpisy nebo diilezité ¢sti textu jsou v papyru zapsany ¢ervenou barvou

1Vymazalovad pouZiva pro zépis tohoto piikladu 15 - 13 a 43 + 8, pro vétsi autenticitu jsem
priklad modifikoval podle toho, jak pise v kapitole o jazykovych prostredcich Rhyndova papyru
(Vymazalova, 2006a), str. 14-15).
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Pt: secti 15 13krat \1 15 Pt: Pocitej s 8 dokud nenajdes 43 \1 8

2 30 2 16
\4 60 \4 32
\8 120 \s 1

12

Slova ,secti 15 13krat“ dobre vyjadruji princip, na kterém fungoval vypocet.
Prvni tik4, Ze ndsobeni fungovalo jako opakované s¢itani. To co dnes chapeme jako
déleni, Egyptané formuluji uplné jinak. Postupné hledaji nasobky délitele, které
se nakonec secetly, a tim se ziskal vysledek, coz popisuje véta ,pocitej s 8 dokud
nenajdes 43%

V levém sloupecku jsou oznacena ¢isla pomoci znaku ,,\“, kterd byla potfeba
secist, abychom dostali vysledek. Ve vyse zminénych ptikladech to znamen4, ze
poctar pro nalezeni ,,15-13% hledal postupné nasobky ¢isla 15, dokud jejich soucet
nebyl hledanych 13, nakonec je secetl a vysledkem byl tedy soucet ,,15+ 60+ 120
U déleni hledal nasobky 8, dokud nedostal ¢islo 43.

Nejprve uvedu dvé tulohy, ve kterych je hlavnim tématem rozdéleni chlebt
mezi muze. Uloh na toto téma bychom nagli v Rhindové papyru celkem 12, jak
pise Imhausen ve svém clanku (Imhausen) 2003)). Ulohy jsou navic rozmistény
napric¢ celym papyrem ve tfech skupinach. Tvori tak jeho podstatnou c¢ast.

Uloha R5
Pocitani 8 chlebﬁ pro 10 muzt.
Pocitej s g 1—0 % 10krat, vyjde 8.
Postup: 1 2 L L
2 15 g
1
4 3z
\8 6 3 3

celkem 8 chlebt, je to totéz.
Z knihy (Vymazalova, 2006b} str. 111).

Rozbor

U této ulohy je vidét, jak Egyptané aplikovali vyse uvedeny postup déleni,
nebo v tomto pripadé spis nasobeni. Hned na pocatku tlohy prozrazuji vysledek
a pak pomoci hledani jeho nasobkt a jejich s¢itani potvrzuji, Ze je spravny.

Dnes bychom takovou tlohu fesili jednoduchou rovnici pro vypocet hledané
casti. K tomu vede nasledujici ivaha: Pokud vynasobim hledanou c¢ast chleba
poctem muzi, dostanu 8 chlebt.

4
10-z2=8 = = —
s xXr 5

Egyptané ale neznali zlomek ‘—l.ﬁ Ke svému vypoctu pouzivali pouze kmenové

127lomek 2 = odpovidd souctu zlomkt 2 s+ 10 + 30
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zlomk a zlomek % Tyto zlomky se ukazuji jako velmi vhodné pro didaktiku
zlomkti. Podobna tloha muze byt také propedeutikou pro algebraické tlohy, coz
doklada vyuziti téchto tloh tvirci uéebniﬁ. Egypfané také neuméli zapsat nezna-
mou, neméli symbolické znaky pro nasobeni, s¢itani, od¢itani ani znak rovnosti.

Uloha R39

Metoda vypoctu rozdilu.
100 chlebt pro 10 muzi, 50 pro 6
a 50 pro 4. Jaky je rozdil?

1 4 16 1 124 1 83 rozdil je 4 §
\10 40 2 12 1 124 1 83
\2 8 4 24 1 125 1 81
\3 2 \8 48 1 125 1 83
\i 2 1 83
1 83

Z knihy (Vymazalova, [2006b, str. 123-124)

Rozbor

vvvvvv

prvnich 6 muzt chlebi, kteti si jich rozdéli 50, nez zbyli 4 muzi, ktefi si rozdéli
zbylych padesat.

Uvaha, kterou zde Egyptané pro vipocet pouzili, mohla byt nésledujici. Pokud
najdu nasobek ¢isla 4, ktery bude mit hodnotu 50, tak mi staci zjistit, ¢im jsem
¢islo 4 vynasobil, a dostanu mnozstvi chleba, které pripadne na jednoho ze 4
muzu.

Vidime tedy, ze pro ¢isla vyuzitd v prvnim sloupci oznacend znakem ,\“, dé
soucet Cisel v druhém sloupci presné 50. Vynasobim-li soucet 10 + 2 + % ¢islem
4 (pocet muzu), opravdu obdrzim ¢islo 50. Jeden muz tedy dostane 12,5 chlebu.
Podobné najdeme, kolik ziska jeden ze 6 zbylych muzi, a zjistit rozdil téchto ¢isel
uz neni slozité.

BKmenové zlomky jsou zlomky ve tvaru %, kde n je prirozené cislo.
MNapifklad H-mat vyuziva tento typ tloh v ucebnici Hejny a kol.| (2015]).
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Uloha R62

Metoda vypoctu pytle s mnohymi drahymi kovy. Rekne-li se ti:

pytel, v némz je zlato, stribro a cin.

Tento pytel mtze byt ziskan za 84 Satej. Co je to, co prislusi kazdému kovu,
kdyz za deben zlata se da 12 Satej, (za) stribro to je 6 Satej

a (pro) deben cinu to je 3 satej.

Secti to, co se da za Satej vsech kovii, vyjde 21. Pocitej s témi 21, az najdes

84 satej. To je, za co je mozné ziskat tento pytel. Vyjde 4. To das za kazdy kov.

Postup: Pocitej se 4 12krat, vyjde: zlato je 48, to je to, co mu prislusi.

6  stribro 24
3 «cin 12
21 celkem 84

Z knihy (Vymazalova, 2006b} str. 133).

Rozbor

Resen{ této tilohy se skladé ze secteni cen viech typtl kovu za jednotku a na-
sledného ,déleni celkové sumy (84) timto souctem (12). Tak Fesitel snadno zjistil,
7e kazdy kov bude vazit 4 ,,debeny*. Uloha by byla zajimavéjsi, kdyby v nf nebyla
podminka, ze kazdého kovu ma byt stejné, ktera je vyjadrend nasledujici vétou
,Co je to, co prislusi kazdému kovu, kdyz...“. V tu chvili by se z celkem jednoduché
ulohy stala tloha vedouci na linearni diofantickou rovnici, ktera ma vice reseni.
Tento typ tloh se objevuje zejména v Recku o zhruba 2000 let pozdéji.

Uloha R62 je jedna z méala ve Rhindové papyru, ktera nevede jenom na néjaky
jednoduchy vypocet. Jde z ni prejit k vyjadieni jednotlivych véci v pytli pomoci
neznamé nebo jiné reprezentace tieba pomoci obrazki, coz mize byt brano jako
etapa pred zavedenim neznamé. Proto si myslim, zZe je tato tloha vhodné pro
pozorovani, jak zaci uvazuji nad algebraickymi tlohami. Navic, jak jsem uvadél
v kapitole [I.3] predpokladam, ze pokud zadam ,algebraickou tlohu z doby, kdy
nebyla vyvinuta algebra, soucasnym zaktm, ktefi se s algebrou také nepotkali,
pak mizu snaze pozorovat jejich ,prirozeny proces“ algebraického mysleni.

2.1.2 Spolec¢né rysy uloh Rhindova papyru

Ulohy ve Rhindové matematickém papyru jsou z velké ¢dsti pouhym zdpisem
néjakého aritmetického vypoctu, ktery se vztahuje k praktickym potiebam té
doby. Tématicky jde o rozdélovani mzdy, chleba nebo bohatstvi. Kazda tloha ma
uvedené zadani a vysledek, za kterym je uveden postup vypoctu.

Autor pfi feSeni nevyuziva dnesni zpusoby vypocCtu souc¢inu ani podilu, ale
snazi se ,,uhodnout® vysledek. Pii déleni pfitom umné vyuziva vypisu vSech moz-
nych nasobkt délitele, dokud jejich souc¢tem neni délenec.

Pokud se na dilo budeme divat z pohledu didaktiky, tak se autor snazi predat
postup, ktery ale nijak nevysvétluje. Primarné mu tedy nejde o to, aby ¢tenar
pochopil princip feseni tlohy, ale aby zvladnul reprodukovat postup. Ustup od
tohoto pristupu vidime az mnohem pozdéji u reckych myslitelt par set let pred
nasim letopoctem.
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2.2 Babylonska algebra

Tento odstavec vychéazi zejména z c¢lanku historicko-matematického archivu
MacTutor autoru (O’Connor a Robertson), 2000al). Babylonané pochazi z Mezopo-
tamie, coz je prostor mezi dnesnim Irdkem a Irdnem. Mésto Babylon se nachazelo
pobliz dnesniho Bagdadu, ktery byl pozdéji také dilezitym centrem vzdélanosti.
Osidleni v Mezopotamii se datuje od roku 3500 pt. Kr. V té dobé zde bydleli Su-
merané, jejichz vypocty byly zalozeny na pozicni Sedesatkové soustaveé. Pozdéji se
v tomto prostoru prosadili Babylonané, ktefi zalozili novou 1isi, jejiz centrem byl
Babylon. Jednalo se o civilizaci semitského ptivodu. Babylonska matematika pre-
vzala po Sumeranech klinové pismo a pozi¢ni Sedesatkovou soustavu, o které budu
vice mluvit pozdéji. Dochované texty na hlinénych tabulkiach pochazi z obdobi
1700 — 100 pr. Kr. V této dobé se tato matematicka tradice nijak nezménila, do-
konce nebyla ani ovlivnéna Reckou tradici, kters ke konci tohoto obdobi vznikala.
(van der Waerden, 1983| str. 64)

Pro nésledujici kapitolu jsem cerpal informace zejména z knihy (van der
van der Waerdenl, 1954 str. 37-80). Zakladnim rozdilem mezi egyptskou a ba-
bylonskou matematikou je systém, jakym byla zapisovana ¢isla. Egyptané méli
velmi primitivni systém zapisu, jednalo se o systém znakii popisujici jednotky,
desitky, stovky, atd., které se uvadély za sebou a jejich hodnotu neovliviiovala
pozice znaku. Naptiklad tfi ¢arky napsané vedle sebe znamenaly ¢islo tii.

Jak jsem jiz vyse zminil, Egyptané pouzivali pouze kmenové zlomky, zapisovali
je jako ¢islo se znakem ,, <= “ nad sebou. Jak vypadal takovy zapis, je vidét na

obrazku 2.2

1
[ 3

Obr. 2.2: Egyptsky zapis jedné tietiny, Dostupné na: https://en.wikipedia.
org/wiki/Egyptian_fraction

Oproti tomu Babylonané vyuzivali pozi¢ni Sedesatkovou soustavou, ktera je
pro nasledujici feseni tloh casto jednodussi nez prepis do soustavy desitkové.
Je pravdépodobné, ze priklady byly uzplisobeny tak, aby hezky vychazely, tak
jako to délame dnes ve vyuce matematiky. Priklady uvadim v této soustave,
protoze jeji vyuziti umoznuje nahlédnout na dalsi slozitosti s poc¢itanim. Napii-
klad hledat sedminu ¢&isla v Sedesétkové soustave'®l Oproti babylonanim viak
vyuzivam arabska ¢isla, coz je malinko matouci v tom, ze nékteré pozice jsou jed-
nociferné a jiné dvouciferné. Pro oddéleni radt proto pouzivam carky a desetinou
carku predstavuje strednik.

Pro snazsi ¢teni uvedu jedno ¢islo v Sedesatkové soustavé a vypocet jeho
hodnoty v soustavé desitkové.

3,4:10,10 =3-60* +4-60°+10-60"* +10-607% =

15V nésledujicich pifkladech se piesné tato skuteénost vyskytuje, ¢tenaf si miize zkusit tako-
vyto vypocet.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Egyptian_fraction
https://en.wikipedia.org/wiki/Egyptian_fraction

10 10 7 —
60-3+4-1+@+m—64+%—64.194
Na tomto prikladu je také vidét, ze cisla, jejichz zapis je v soustavé Sedesét-
kové jednoduchy, mize byt v desitkové soustavé obtiznéjsi. Samoziejmé to plati
i naopak. V tomto konkrétnim ptipadé jsme dosli od ¢isla, které nevypada nijak
zaludné, k ¢islu periodickému, s kterym se o poznani hiite pracuje.

Nasledujici text znaceny jako AO 8862 pochézi z mésta Larsa z doby vlady
dynastie Chammurapiho. Jeho prepis z klinového pisma a preklad do némcéiny po
jednotlivych fadcich textu uvadi (Otto [Neugebauer, |1935] str. 108-123). Zjedno-
duseny prepis zde dale uvadim, nezachovavam v ném napriklad ¢isla radk textu.
Pti rozboru, ktery nasleduje, jsem cCerpal z knihy (van der Waerden) 1954)).

Zadani ulohy AO 8862:

Délka, sitka. Vynasobil jsem délku a sitku, ¢imz jsem ziskal plochu. Pak jsem
k plose pridal rozdil délky a sitky: 3,3. Navic jsem secetl délku a sitku: 27. Hle-
dani je délka, §itka a plocha[l%]

Je dano: 27 a 3,3 soucty
Vysledek: 15 délka 3,0 plocha
12 sifka

ReSeni:
Nasleduj tento postup: |
27 je soucet délky a sitky, za druhé 0; 30 odebereme od 14; 30
k tomu 3,3 pridej - to d4 3,30 dostaneme 14 jako sfiku
2 pridej k 27 - to da 29 2 jsme pridali k 27
vem polovinu z 29 od 14, té sirky, odectes ty 2
14; 30 krat 14; 30 je 3,30; 15 12 je konecna sitka
od 3,30; 15 odecti 3,30 - rozdil je 0; 15 15 krat 12 da 3,0 plochu
0; 15 ma 0; 30 jako kvadrat 15 délka nad 12 sitku da 3
za prvé 0; 30 pridame k 14; 30 3 k 3,0 plose pridano
dostaneme 15 jako délku 3,3 je vysledek.

(Neugebauer, (1935, str. 113-114)

Dnesni zapis
Nésleduj tento postup:
274 3,3 = 3,30
2 + 27 = 2919
Vezmi polovinu z 29 to je 14;30.

14; 30 x 14; 30 = 3,30;15

16Vlastni preklad: Length,width. I have multiplied length and width, thus obtaining the area.
Than i added to the area, the excess of length over the width: 3,3. Moreover, I have added length
and width: 27. Required Length. Width and Area. (van der Waerden, [1954) str. 63—64)

17V desftkové soustavé to znamena 27 + (3 - 60 + 3) = (3 - 60 + 30), coz je 27 + 183 = 210

187de Babylofiané vlastné zavadi novou proménnou. Piivodni hodnotu souétu zvysuji o dva
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3,30 15— 3,30 =0; 15
Odmocnina z 0;15 je 0;30
14;30 + 0; 30 = 15 délka
14:30 — 0; 30 = 14 sitka

Odecti 2, coz bylo pridano k 27, od sitky 14. 12 je aktudlni sitka. Vynasobil jsem
15 a 12.

15 x12=3,0
15—-12=3
3,0+3=3,3

Zobecnény zapis a dnesni reseni

Tento odstavec se opird o praci profesora van der Waerdena z knihy (van der
Waerden|, [1954, str. 63-66). Pokud zvolim x jako délku a y jako sitku, pak rovnice
vychazejici ze zadani vypadaji nasledovné

xy+x—y=A, (2.1)
r+y=D0, (2.2)

kde A = 3,3 a B = 27. Vyjadiim-li z druhé rovnice y a dosadim-li do prvni,
dostanu

2> -~ (2+B)z+ A+ B=0.

Pokud zavedeme novou proménnou y' = y + 2, pak upravené rovnice [2.1] a
budou mit po dosazeni a odecteni 2.2 od 2.1] tvar

vy = A+ B, (2.3)

r+y =2+ B. (2.4)

Tuto soustavu rovnic uz Babylonané uméli fesit, feSeni které, nasledné uvedu
pouzivaji u mnoha tloh. Nevime, jak k nému dosli, ale z pohledu dnesni mate-
matiky ho umime snadno zdtvodnit. Protoze tento postup znaji, snazi se vzdy
plevést rovnice na tvar podobny rovnicim 2.3 a 2.4, Obecné tedy na tvar

wz = P, (2.5)

w+z=0Q. (2.6)

Pak postupovali podle tohoto postupu. Nasli polovinu z ) a od jejiho ¢tverce
odecetli P. Z toho, co vyslo, ziskali odmocninu (kofen) a pricetli a odecetli polo-
vinu ). To bychom dnes zapsali takto:

2
w:%—k (%) - P
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Q. (9)2_
2 2

Pokud budeme patrat po tom, jak k takovému vysledku dosli, za¢neme tim, ze
vyjadiime z rovnice [2.6| a dosadime do rovnice [2.5} Dostaneme tak kvadratickou
rovnici, kterou mtzeme vytesit pomoci diskriminantu.

w@Q-w)=P = w-Quw+P=0

Resenim rovnice pro w a z dojdeme k vysledku

2
U)LQZ%:I: (%) —P,

2
2172:%:F (%) - P.

Vidime tedy, ze Babylonané znali jen jedno ze dvou moznych feseni. Dosadime-
li do naseho teseni indexovaného ¢islem 2, zjistime, Ze druhé TeSeni vychazi na-

sledovné 2]

Ty = 14,5+ /14,52 — 210 = 14
yh=145—/1452 =210 = 15 = 1 = 15 — 2 = y = 13

Druhé teseni tedy je 14 délka a 13 sitka. Toto feseni Babylonané neznali.

Samoziejmé obé feseni davaji smysl jen v pripadech, ze vysledkem jsou dveé
kladna ¢isla. Babylonané totiz zaporna cisla neznali a navic podobné tlohy po-
uzivali pro vypocet obsahu a rozméra nebo pro vypocet mzdy. U zadné z takto
zadanych 1loh nedava smysl, aby vysledkem bylo zaporné ¢islo.

Zadani alohy VAT 8389:

Na jednom ,bur“ pole jsem sklidil 4 ,,gur” obili. Na jednom ,bur* druhého pole
jsem sklidil 3 |, gur® obili. Sklizen z prvniho pole byla o 8,20 vétsi nez z pole dru-
hého. Obé pole dohromady byly velké 30,0. Jak velké je kazdé z poli?

Ke spravnému pochopeni tlohy je tieba vyjasnit praci s jednotkami. Babylo-
nané zde totiz pouzivaji rizné jednotky. Soucet rozlohy dvou poli je zde uveden
v jednotce SAR, pro kterou plati 1 bur = 30 SAR. Pro rozdil ve velikosti sklizné
pouzivaji jednotku ,sila“, kde 1 gur = 5 sila. SAR a sila byly ,,zdkladnimi met-
rickymi jednotkami® tehdejsiho systému. Proto v tiloze nejsou explicitné zapsany.
Uloha opét pochazi z knihy (van der Waerden, (1954, str. 66-67) v nésledujicim
textu ji popisu slovné podobné, jako je to v ptivodnim textu. Rovnice, které van
der Waerden uvadi, Babylonani neznali, jak je vidét v prekladu a prepisu Otto Ne-
ugebauera v knize (Neugebauer, [1935] str. 323-326), budu je uvadét pouze pro

9Toto feseni uvadi profesor van der Waerden v knize (van der Waerden, 1954, str. 65)

20Prvni feseni je uvedené vyse v ptivodnim babylonském feseni.

2IN4sledujici vypoéty vychazi moc pékné protoze (14,5)% = 210,25 a proto odmocnina z uve-
deného rozdilu je 3.
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doplnéni a lepsi pochopeni principu tloh.

Velmi zajimavé na této tloze je, Ze jeji Variantu@, kterd se vyskytuje v tomtéz
babylonském textu, resi Babylonané jinym zptisobem, a to vyjadfenim neznamé
z jedné rovnice a dosazenim do rovnice druhé.

V nésledujicim teSeni je tieba si uvédomit, ze Babylonané ve své dobé ne-
meli takové vyjadiovaci prostiedky, jako je dnesni symbolicky algebraicky zapis.
Postup byl vyjadien podobné jako v feSeni predchoziho prikladu Pro lepsi
pochopeni budu nasledujici feSeni o dnesni symbolicky zapis dopliovat.

ResSeni:

Pro zde uvedeny priklad tedy plati, ze na 30,0 SAR prvniho pole sklidi 20,0
sila obili a na 30,0 SAR druhého pole sklidi 15,0 sila obili. Celkovy rozdil ve sklizni
na dvou polich je 8,20 sila.

Celou tuto tivahu bychom dnes zapsali rovnici

200 150
300" 30,07

Obé pole dohromady byla velka 30,0 SAR lze vyjadrit jako

= 8,20. (2.7)

x +y = 30,0. (2.8)

Babylonané resili tilohu nasledujicim zptisobem. Nejprve predpokladali, ze obé
pole jsou stejné velka. Z predpokladu, ze soucet jejich velikosti je 30,0 SAR, do-
stavaji, ze kazdé z nich je velké 15,0 SAR. Tim je splnéna druh& rovnice. Pokud
bychom zapsali slovné jejich dalsi postup, vypadal by asi nasledovné:

Prevracend hodnota 30,0 je tedy vyndsobena 20,0 dostavame, ze na 1 SAR
ziskdme 0;40 sila. Takze za 15 SAR ziskame 10 sila obili. Podobné prevracenou
hodnotu 30,0 vynasobili 15,0, dostali 0; 30 a to celé nasledné nasobili 15,0 a do-
stali 7,30 sila obili. Odecetli 7,30 od 10,0 a ziskali 2,30. Mélo vsak vyjit 8,20

podle rovnice 2.7]

Dnes bychom zépis tohoto postupu popsali takto. Do levé strany rovnice dosa-
dime zvolenych 15 pro x i y a dostaneme:

20 15
— 15— —-15=0;40-15-0;30-15 =10 — 7,30 = 2,30
30 30 Y Y ) )

V nésledujicim kroku zjistili, jaky je rozdil od vysledku, ktery mél vyjit podle
zadani, tj. odecetli 2,30 od 8,20, ¢imz dostali 5,50. V textu se pak pise ,, Toto si
zapamatuj“. Déle text pokracuje nasledovné.

Protoze z 1 SAR z prvniho pole je vynos 0;40 a z druhého pole 0; 30 celkem
za jeden SAR z jednoho pole a druhého pole dostaneme 1,10 ,sila“.

Pokud vynasobime 5 krat 1,10 dostaneme 5,50, coz odpovida nasemu hleda-
nému rozdilu. Pokud tedy k 15 pri¢teme 5 a odecteme 5 dostaneme 10 a 20, kde

22Druhé varianta se lis{ pouze v tom, Ze je uveden rozdil velikosti poli misto souctu, tedy
v zadéni je: ,,Jedno pole je o 10,0 vétsi nez druhé®“ misto ,,Obé pole dohromady byly velké 30,0
Pro zjednoduseni oba postupy uvedu na stejné tloze.

26



20 SAR je velikost prvniho pole a 10 SAR velikost druhého pole.

Pomoci druhé rovnice se tak dopocitali k tomu, co je potfeba pridat do té
prvni, abychom dostali predpokladané mnozstvi. Profesor Van Waerden pise, jak
by to nejspis vysvétloval ucitel svému zaku na zakladni skole:

,Pokud by mélo kazdé pole plochu 15 SAR, rozdil v jejich vynosu by byl 2,30.
Podle zaddani by to mélo byt 8,20, rozdil nasi predstavy od zaddni je tedy 5,50.
Za kazZdou pridanou jednotku plochy k poli pruonimu a odebranou od pole
druhého, prvni pole bude produkovat o 0;40 vice a druhé o 0;30 méne. TakzZe
rozdil se zvétsi o 1;10. Pokud toto ucinim 5,0 krat dostanu presné 5,50. Pokud
tedy 5,0 priddm k pronimu poli a odeberu od druhého ziskdm poZadovaniy

visledek.®) (van der Waerden| [1954] str. 67)

Je potteba dodat, ze prestoze
tato iivaha neni iplné snadné, byla

1 (00) n.
nejspis blizsi pro feseni Babylo-

. nanu nez dnesni feseni pomoci vy-
Z A jadreni jedné neznamé a dosazeni
T do rovnice druhé. Musime si také
_ uvédomit, Zze zde je text popsan
T. vice slovy nez v ptvodnim baby-
- A lonském textu. Ten by ¢tenaf mohl
- najit v textu (Neugebauer, 1935,

V0 deficit 5 50 sila str. 323). Pokud bychom babylon-

a=1n. deficit 5 50 sila - 1 10 sila sky text brali jako ucebnici, mu-

a=5n. deficit eliminated zeme Tict, ze pravdépodobné nema

ambici vysvétlit princip, pro¢ vy-
Obr. 2.3: Uloha VAT 8389 z knihy [Friberg Pocet funguje, ale spiSe naucit po-
(2007) stup, kterym lze dojit k vysledku.

Jak pise v rozboru stejné ulohy

Friberg v knize (Friberg), |2007, str.
335) je mozné, Ze vysvétleni této tlohy je geometrické. Obrazek, ktery ve své
knize uvadi ale spise jen vizualné kopiruje zakladni tivahu.

Friberg na obrazku [2.3|znaci A;, Ay obsahy poli, kterd jsou obé sirokd 1 ninda,
coz je délkova jednotka, kde 1 ninda ¢tvereéni = 1 SAR. Pokud presouva délici
c¢aru o a ninda, tak mize dopocitavat, jak se méni velikost vytézku z obou poli.
To je naznaceno v popisku pod obrazkem.

2.2.1 Spolecné rysy babylonskych tiloh

Babylonska matematika je zalozena na néasledovani urcitych postupi, jejichz
potreba je zalozend na problémech z realného zivota. Jako jsou chramové hos-
podarstvi, zemédélstvi nebo stavebnictvi. Neméla systematicky zaklad a chybéla

23Vlastni preklad: If each of the fields had an area of 15,0 SAR, the difference in yield would
be 2,30. It has to be 8,20, so that 5,50 has to be added. For every unit of area, added to the first
field and subtracted from the second, the first would produce 0;40 more and the second 0;30 less,
so that the difference would be increased each time by 0;40 4+ 0;30 = 1;10. This has to be taken
5,0 times to obtain exactly 5,50. Hence the first area must be 15,0 + 5,0 = 20,0 and the second
15,0 — 5,0 = 10,0.
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ji potifeba dokazovani a zdtvodnovani postupt. Mohli bychom ji nazvat mate-
matikou ,algoritmickou®. Zaroven uz ale mizeme vidét dulezity princip prevodu
neznamého problému na problém znamy, ktery se vyskytoval pii feseni tlohy
VAT 8389. Babylonané také byli prvni kulturou, kterd prinasi problémy, jejichz
feseni vede na kvadratické rovnice.
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2.3 Redéti matematici

Recka matematika, jejiz medailonek v podobé dvou konkrétnich predstaviteli
a jejich prikladi zde zminim, je obdobi vyvoje matematiky v oblasti zejména Ale-
xandrie, které trvé od 6. stol. pt. Kr. do zhruba 6. stol. n. 1. Recké matematika bez
pochyby navazuje na starsi matematickou tradici, at uz vyse zminénou egyptskou
nebo babylonskou. Zapis feseni problém je, jak jsem vyse ukazal na nékolika pri-
kladech, zalozen na teseni konkrétnich postupti pro reseni prikladt. Tyto postupy
jsou casto doplnény o jednoduchou formu ovéreni. Nékdy bychom mohli mozna
dokonce mluvit o ditkazu v dnesnim slova smyslu. Je také mozné, ze tyto postupy
odrazeji ve skutec¢nosti obecné pochopeni principi, ale az s feckou matematikou
byla tradice na tomto zdkladnim kameni zalozena. Sir o fecké matematické formé
hovori nasledovné:

LJednd se o slozZity a rozsdhly deduktioni systém obecné formulovangch definic,
postuldti a vet. Zdroven je tematizovdna problematika dukazi a pronich
principt. Toto pojeti matematiky, obecné prijaté jiz v dobé Platonové a
prijimané ve své podstate dodnes, vzniklo pouze jednou v historii, nebot pozdéjsi
tradice byly jiZ vidy vlivem reckym.“ (Zbynék Sir, 2011} str. 16)

Tato doba a tento pristup je obecné spjat se vznikem ,védeckého pristupu®
na kterém je zalozen dnesni svét.

2.3.1 Eukleides z Alexandrie

Eukleides z Alexandrie je povazovan za viitbec nejvlivnéjsiho matematika vsech
dob. Jeho Zdklady patii mezi vibec nejdéle pouzivané ,ucebnice“ svéta a byly
prekladany do mnoha jazyki. Jesté na konci sttedovékuf??] byly soucasti studijnich
0Snov.

.V Praze se predndsel napriklad pilrocni béh o prvych knihdach Eukleidovijch
JZakladi®, za jehoZ navstévovani student musel zaplatit 8 grosu.“ (Juskevic,
1978, str. 400)

Ze Zakladu se zminime pouze o I1. knize, ktera obsahuje 2 definice a 14 vét. Ty,
jak zminuje Sir, ,mohou byt chdpdny jako ndhrada za algebraické vzorce, a proto
jsou nékdy nazjudny ,geometrickou algebrou‘® (Sir, 2011} str. 105)

Uvedu zde jednu vétu z knihy Eukleidovych Zdkladi, jejichz ¢asti uvadi dvoj-
jazyéné ve své knize (Sir, 2011, str. 136-137). Ostatni véty této knihy vypadaji
podobné. Vzdy je nejprve vysloveno tvrzeni, které je nasledné dokazano a vétsi-
nou je doplnéno obrazkem.

Kniha II, Véta 6

LJestlize se prima c¢dra rozdéli napiul a zprima se k ni priloZi né€jakd jind primd,
pak se obdélnik, ktery svird celd prima dohromady s priloZenou primou a priloZend
primd, spolu se ctvercem, ktery je mad polovinou primé, rovnd ctverci, ktery je
nad primou sloZenou z poloviny primé a z priloZené primé“

24V druhé poloviné ¢trnactého stoleti
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Reseni

,Budiz néjakd primda AB rozdélena napul v bodé I a budiz k ni priloZend
néejaka prima BA; tvrdim, Ze obdélnik sevreny AA a AB spolu se c¢tvercem nad
I'B se rovnd ctverci nad I'A.

Budiz tedy nad I'A nargsovdn
ctverec TEZA (viz. Obr. , bu- A T B A
diz vedena spojnice AE, budiz bo-
dem B wvedena prima KM rovno-

(1

béind s ET i AZ, budis bodem /

© wedena prima KM rovnobézind

s AB i EZ a ddle budiz bodem A K A N S M
vedena primd AK rovnobézind s 'A

1 AM. O

Protoze je tedy A" rovna I'B,
je i obdélnik AN roven I'O. Obdél-
nik T'O je vsak roven ©Z. A tak E H Z
je obdélnik AN roven ©Z. BudiZ ey : y
k obéma pridin obdélndk TM :po- Obr. 2.4: Zaklady - Kniha II, Véta 6
tom je cely obdélnik AM roven
gnomonu N=ZO. AM je vsak obdélnik sevreny AA a AB — AM je totiz rovna
AB—, takZe i gnomon NZO je roven obdélniku sevienému AA a AB. BudiZ
k obéma pridan ctverec AH, jenzZ je roven ctverci nad BI'; potom se obdélnik
sevreny AA a AB spolu se ctvercem nad AB rovnd gnéomonu NZO spolu se
ctvercem AH. Gnomon N=ZO a AH vsak dohromady ddavaji cely ctverec TEZA,
jenz je nad AA; obdélnik sevreny AA a AB spolu se c¢tvercem nad I'B se rovnd
ctverci nad I'A.

Jestlize se tedy primd cdra rozdéli napul a zprima se k ni priloZi nejakd jind
prima, pak se obdélnik, ktery svira celd primd dohromady s priloZenou primou
a priloZend primd, spolu se ctvercem, ktery je nad polovinou primé, rovnd ctverct,
ktery je nad primou sloZenou z poloviny primé a z priloZené primé. A to se mélo
dokdzat.“ (Sir, 2011} str. 136-137)

Dnesni reseni

U této tlohy je dobre vidét, jak silnym nastrojem je symbolicky zapis. Dnes
bychom platnost této identity dokazovali pouhym roznasobenim a umocnénim.
Za predpokladu, ze primou z predchoziho prikladu oznac¢ime a a prilozenou pfi-
mou jako b, mizeme cely problém zapsat jako nasledujici rovnost

(a+b)-b+<g>2= (g+b>2.

Po roznasobeni, umocnéni a spravném setazeni ¢lenti dostaneme

o (3 o 3.

¢imz je tvrzeni dokazano.
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Rozbor

Strategie, jakou Eukleides dokazoval podobné algebraické vzorce, je sestro-
jit zakladni geometrické objekty. O téchto objektech ukazuje, ze jejich obsah je
shodny na zakladé vét, které formuloval v predeslych ¢astech Zdkladi. Navic se
nejednda o néjaky konkrétni priklad, ale o obecny diikaz rovnosti dvou algebraic-
kych vyrazi. To je zasadni rozdil oproti predchozim texttim, které pochéazeji ze
starsi doby. Cilem textu je vysvétlit princip, na zakladé kterého dana matematicka
identita plati. Neni tady pouze ukazan vysledek a postup reseni. Lze ale predpo-
kladat, ze ¢tenar, ktery princip prikladu pochopil, bude schopen svoji obecnou
znalost aplikovat v konkrétnim prikladu.

Je dobré si uvédomit, ze v tomto textu se nevyskytuji zadné z dnes pouzi-
vanych technik pro feSeni algebraickych rovnic. Autor neodecitd od obou stran
neéjaké stejné mnozstvi ani neprevadi ,vyrazy® z jedné strany rovnosti na druhou.
Pouze upravuje (vysvétluje, rozebird) jednu a druhou stranu rovnosti do té doby,
dokud neni schopen tvrdit, Ze rovnost plati. To je asi zakladnim divodem, pro¢
nelze toto konani povazovat za algebraické tpravy rovnic.

Eukleides nam ale ukazuje jeden velmi dulezity pristup k algebfe, ktery se
dodneska vyuziva v didaktice matematiky. Dnes jej nazyvame geometricka alge-
bra.

2.3.2 Diofantos z Alexandrie

Diofantos z Alexandrie byl fecky matematik zijici kolem roku 300 n.l. Z jeho
dila se dochovaly ¢ésti dvou dél. Z prvniho z nich ,, O mnohothelnikovijch cislech*
se dochovaly pouze fragmenty. Oproti tomu z dila , Aritmetika“ mame hned 10
z 13 knih, které v tivodu Diofantos zminuje. Sest z nich jsou fecké prepisy a ¢tyii
arabské nalezené az v roce 1968. Sest knih, které se dochovaly v feétiné obsahuje
celkem 187 prikladi. Nejdiive se myslelo, ze Tecké rukopisy tvori prvnich Sest
knih, po objeveni arabského prekladu dalsich ¢tyr se vsak zdd, Ze posloupnost
knih je jina. Prvni tii knihy jsou fecké, pak nasleduji ¢tyti dochované v arabstiné.
Ostatni dvé fecké knihy neni snadné zaradit. (Sir, 2011} str. 492)

O Diofantové zivoté toho neni prilis dochovano. Nejdetajlnéjsi informace, které
méame, jsou mozné fiktivni a pochézeji ze sbirky feckych literarnich dél (Paton),
1918] str. 93-94, ¢. 126), kterou sestavil kolem roku 500 n.l. Metrodorus, jak
uvadi (O’Connor a Robertson, 1999b)) i Sir, z jehoz knihy zde uvadim nésledujici
preklad.

Diofantovo détstvi trvalo sestinu jeho Zivota, za dalsi dvandctinu mu vyrasily
vousy a za dalsi sedminu se oZenil. Za dalsich pét(5) let se mu narodil syn, jehoZ
Zivot byl vsak jen polovicni oproti Zivotu otcovu. Po synové smrti Zil Diofantos
jesté 4(ctyri) roky. Kolika let se celkem Diofantos doZil. 13 zapis. (Sir, 2011,

str. 492)

Diofantos je povazovan za otce algebry, prestoze slovo algebra v jeho dobé
ani neexistovalo Je to ddno zejména tim, Ze ve své praci Aritmetika resi slozité

25Glovo algebra vzniklo az pozdé&ji ze slova al-dZdbr, které miizeme najit v ndzvu knihy al-
Chvéarizmiho, o niz budu psat v nasledujici kapitole.
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algebraické problémy, jez nékteré vedou az na rovnice 6. stupné jak pise v ko-
mentafi Sir v knize (Sir, 2011). Podstatnym divodem pro¢ byl Diofantos schopen
tyto ulohy resit, byl jeho zapis. Pouzival totiz specidlni znaky pro neznamou a jeji
dalsi mocniny.

Diofativ zapis a znaceni

Rekové pro zépis ¢isel pouzivali feckd pismena s pruhem nad nimi, aby je
odlisili od pismen, kterymi psali komentar k reseni tlohy, nebo pripadné operace,
které s cisly provadéli. V Diofantové aritmetice mtizeme ale nalézt také specidlni
symboly jako jsou: ¢/, AY coz byly znaky pro neznamou a jeji kvadrat (¢tverec).
Tyto znaky vychazi podle Heatha ze slov, kterymi tyto ,neznamé* Diofantes po-
pisuje. Znak ¢’ je poslednim pismenem slova aptfuds opatiené o éarku, dalsi sym-
boly jsou slozené z velkého feckého pocatecniho pismene slova, kterym Diofantes
danou mocninu popisuje. Mimo symboly pro nezndmou a jeji mocniny vyuziva
Diofantes také dalsich symboli M pro oznaceni jednotky a specidlni symbol pro
od¢itéani. Tento symbol vypada podobné jako obracené fecké pismeno . (Heath
1910, str. 32-53)

Dnesni  Diofanttv  Diofantiiv slovni italsko-arabsky zapis

x s’ arithmoés (aptfpdc) Cosa, Radix, Lato.

x? AY dynamis (dvvauc)  Censo.

3 KY kybos (kvfoc) Cubo.

x? AYA dynamdédynamis Censo di Censo.

x° AKY dynamokybus Relato 1°

x° KYK kybokybus Censo di Cubo

2’ Relato 2°

x® Censo di Censo di Censo
x? Cubo di Cubo

Tabulka 2.1: Inspiraci pro tabulku byla tabulka Cosaliho uvedend v knize (Heathl,
1910}, str. 40), kterou jsem doplnil o zépis Diofantovych znaku uvedenych Heathem
v téze knize.

V tabulce muizeme vidét srovnani zapisu neznamé a jejich mocnin podle
Diofanta a pozdéjsich italskych matematikti 12. — 13. stoleti, ktefi pfi pojmeno-
vani neznamé a jeji mocnin vychazeli z arabskych texti. Zejména pak z textu
al-Chvarizmiho, ktery rozeberu v nasledujici kapitole. Diofantos ve svych textech
pouziva pouze prvnich Sest mocnin neznamé, proto nejsou vyssi mocniny uvedené
v tabulce 2.1 Dale z tabulky muzeme vy¢ist cely pristup ke konstrukei slov po-
pisujicich jednotlivé mocniny neznamé. Diofantos vyssi mocniny sklada z nizsich
aditivné oproti pozdéjsimu multiplikativnimu pristupu Arabu a Itali. (Heath|
1910)

V dalsi ¢asti textu uvedu dvé Diofantovy tlohy z knihy Aritmetika, jejiz casti
uvadi Sir ve své knize (Recké matematické texty, 2011} str. 530-537) véetnd jejich
reseni. Tento text doplnim o sviij komentar a rozbor z dnesniho pohledu.

Diofanttiv soubor knih Aritmentika je vénovan Dionysovi, coz byl pravdé-
podobné alexandrijsky biskup, ktery se jim stal v roce 247 n. 1. V prvni knize
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jsou ptiklady podobné prvni tuloze, kterou néasledné uvadim. Jde o tulohy s ko-
necnym mnozstvim feseni, které jsou Casto stejné jako tlohy znamé z babylonské
doby. Dokonce i Diofantova feseni jsou napadné podobna babylonskym. Je proto
pravdépodobné, ze je Diofantos znal. V dalsich knihach uvadi rtzné tlohy s ne-
konecénym mnozstvim feseni. Tyto tlohy Tesi odlisSnymi zptsoby. Neda se tak tict,
ze by jeho prace byla jakymsi ucelenym systematickym rozborem pripadi. Spise
jde o kolekci fesenych prikladi.

Tato Diofantova prace a styl, kterym ji pise, se vyrazné lisi od préace jinych
Rekt, Eukleida, Pappa z Alexandrie a jinych. Vypada to, Ze byl spiSe ovlivnén
praci starych Babylonantu. Nad prolinanim matematické kultury také premysli
profesor Van Waerden

»Je pravdépodobné, Ze tradice téchto algebraickych metod nebyla nikdy
prerusena, takzZe spolu s védeckou tradici recké geometrie vidy existovala
populdrnéjsi tradice malych algebraickych problémi a metod reseni, tradice,
ktera pochdzi z babylonské algebry, a kterd konci arabskou algebrou s prolindanim
do tecké kultury, do Ciny a ]ndz'e.‘ (van der Waerden, 1954, str. 280)

V névaznosti na profesora van der Waerdena a jeho tvrzeni si dovolim jeho
text trochu rozvinout. Je totiz z mého pohledu pravdépodobné, ze Rekové, kteif
meli smysl pro exaktni praci v matematice, a jejich dochovana dila jsou plna
konstruovanych struktur a dokazanych tvrzeni, povazovali poc¢etni feseni tloh, bez
dokazani spravnosti feseni, za néco méné hodné zapisu, ale pritom bylo podobné
matematické poc¢inani jejich dennich chlebem.

Véta I, 27

,Nalézt dve cisla takovd, aby jejich soucet a soucin byla zadand cisla.

Ctverec nad polovinou souctu obou nalezengjch cisel musi presahovat jejich
soucin o ctverec. Toto je nutnd podminka resitelnosti ulohy.

Méjme zadano, aby jejich soucet ddaval 20, soucin aby ddval 96. BudizZ jejich
rozdil 2x. A jelikoZ jejich soucet je 20, rozdelim-li je napul, bude kaZdd z casti
z deélent tohoto souctu 10. A jestlize polovinu rozdilu, to znamend x, k jedné cisti
priddm a od druhé ji odeberu, zistane jejich soucet opét 20, rozdil 2z. BudiZ tedy
veétsi c¢islo x + 10 (protoze 10 je polovina souctu). Mensi bude tedy 10 — x. Jejich
soucet zustavd 20, rozdil 2zx.

Zbjvd, aby také jejich soucin ddval 96. Ale jejich soucinem je 100 — 2%. To
se md rovnat 96. Dostaneme, Ze x = 2. Vétsi tedy bude 12 a mensi 8 a splniuji
zaddni.“ (Sir, 2011} str. 531)

Dnesni zapis a rozbor tlohy

Dnes bychom mohli zapsat vyse zminénou tlohu nasledovné:
wz=P w+z=0Q. (2.9)

26Vlastni preklad: ,It is probable that the tradition of these algebraic methods was never
interrupted so that, along with the scholarly tradition of Greek geometry, there has always existed
a more popular tradition of small algebraic problems and methods of solution, a tradition which
originates in Babylonian algebra, and which ends in Arabic algebra, with radiations into Greek
culture, into China and India.“
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Vidime, Ze je to témér stejna tloha, kterou resili Babylonané a kterou jsem zminil
v kapitole , kde jsem rozebral i jeji dnesni feseni. ReSeni Diofanta je ale trochu
jiné. Budu tlohu fesit obecné, i kdyz Diofantos uvadi pouze konkrétni priklad.
Pokud oznac¢ime rozdil mezi w a z jako 2z, pak plati

w+z=Q+xr—uz

7 vyse zminéné rovnosti Diofantos stanovuje pro dvé hledana cisla, nechf vétsi ze
dvou cisel je w a mensi nechf je z, nasledujici vztahy

_Q _Q
w—2+x, 2—2 T.

Soucin pak lze zapsat jako

(3 (47)- &) -

z ¢ehoz plyne pro polovinu rozdilu z

x2:<§>2—P:>a:::|: (%)2—13 (2.10)

Toto Teseni je tedy uz velmi blizkou tomu dnesnimu. Velmi chytre je vyuzito
pric¢teni a odecteni poloviny rozdilu k poloviné souc¢tu dvou ¢isel, ¢imz lze vyjadrit
vétsi a mensi ¢islo.

7 pohledu Diofantova reseni se ale stale jedna pouze o feseni konkrétniho
prikladu. Chybi zde ditkaz obecného tvrzeni. Z rovnice je vidét také divod
podminky pro existenci feseni v oboru realnych cisel (%) < P, které Diofantos
na zacatku zminuje.

a tedy

Nasledujici tloha je velmi zajimava. Diofantos v ni upravuje rovnost, coz je
velmi pokrocilad ¢innost na jeho dobu. Naptiklad pri¢ita k obéma stranam cleny
tak, aby se zbavil ¢lenti zapornych, nebo eliminuje stejné cleny z obou stran.
To odpovida operacim al-dzabr a almuqgabala, které o 500 let pozdéji pojmeno-
vava al-Chvarizmi ve svém algebraickém traktatu. V podstaté se jedna o hledani
pythagorejské trojice cisel.

Véta I1, 8

,Rozdeélit zadany ctverec na dva ctverce.

M¢éjme za kol rozdélit 16 na dva ctverce. BudiZ pruni ctvercem x*. Druhiy
bude tedy 16 — 2%, TudiZ 16 — x* musi bijt rovno cétverci.

Vytvorim ctverec nad stranou nékolik x bez tolika jednotek, kolik jich ma strana
2 16. Bude to treba 2o — 4. Samotny ctverec bude tedy mit 4x> + 16 — 16x. To se
md rovnat 16 — 2%. Pricteme k obéma strandm zdporné cleny a odecteme stejné
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od stejngych.
Takze 5x? = 16x. A dostdvdme x = %. Jeden ctverec bude %6 druhy 12%4. Oba
dva secteny ddvaji % Gili 16 a kaZdij je ctvercem.“ (Sir, 2011 str. 533)

Dnesni zapis a rozbor ulohy

Diofantes stanovuje na zacatku tlohy obecny problém, ale jak je tomu i u ji-
nych tloh nésledné resi konkrétni priklad, kde hleda k ¢islu 16 dva ¢tverce o souctu
tohoto obsahu.

Resme nyni obecnou tlohu. Necht &tverec, jez je zadany je a®. Pak podle
Diofantova postupu hledame dvé ¢isla y a z, pro ktera plati:

a’ = Y+ z2,
kde pro y stanovil y = 22 a z miizeme zapsat jako
z=a®—2° (2.11)

Zaroven ze zadani vime, ze z ma byt Ctverec. Diofantos si tedy stanovuje, ze
kofen z bude mit tvar /z = 2x — a. Pokud tuto rovnost umocnime, dostaneme
z = 42% — 4ax + a%, za z dosadime do rovnosti 2.11]

42% — dax + a® = a® — 22
det d ob 2 . d ’ 4 ¢ { ieiich pFic .
odecteme od obou stran a® a prevedeme zaporné cleny pomoci jejich pric¢teni
k obéma strandm na druhou stranu

522 = dax.

Protoze je x strana jednoho z ¢tvercii nemtze se jednat ani o nulu ani o zdporné
¢islo. Vydélime tedy obé strany x a cislem 5. Dostaneme
4a 9 1642 164>

== = y7$72_57 z =16 — o5

Diofantos nemohl obecny zapis tak, jak jsem ho vyse uvedl, ve své praci zapsat.
Pracoval totiz pouze s jednou neznamou, jak je vidét v jeho feSeni. Opét tedy
narazime na to, ze k dalsimu pokroku, nebo lépe feceno, k obecnéjsimu reseni,
mu chybély urcité vyrazové prostredky.

X

2.3.3 Spolec¢né rysy Diofantovych dloh

Diofantos vyuziva mnoho z tloh, které zname jiz z Babylona. Jeho pojeti alge-
bry ve spise Aritmetika neni ptilis dobfe systematicky sepsdno. Celkem néahodné
resi rizné 1lohy, a pokud nenajde jejich obecné teseni, tak si zvoli konkrétni pri-
klad, ktery vyresi. Svoje feseni je ale schopen zapisovat sofistikovanym zptisobem,
ve kterém vyuziva symboliku, kterd neuvéritelné predbéhla dobu. Je mozné, ze
na zakladé jeho prace se symbolika pozdéji rozvinula v severni Italii. V dobé
jejitho nejvétsiho vyvoje bylo totiz pravée Diofantovo dilo Aritmetika prekladéano
do evropskych jazykil. Jeho prispévek algebre tak neni prilis dilezity z pohledu
matematickych vysledki, ale spise z pohledu jejich zapisu.
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2.4 Arabsky stredovék a al-Chvarizmi

Arabsky svét, ve kterém zil al-Chvarizmi, byl fascinujici tim, jak se v ném
stretaly kultury a pristupy k matematice. Al-Chvarizmi je tohoto stretu typickym
predstavitelem, protoze ve své knize prezentuje jak indicky zptisob zapisu éise]@,
tak dokazuje néktera sva tvrzeni pomoci geometrickych dikazi, které pouzivali
Rekové.

V této kapitole struéné popisu historické souvislosti, ve kterych al-Chvarizmi
napsal své traktaty. Druhou ¢ast této kapitoly vénuji popisu Aritmetického a alge-
braického traktdtu a v té teti rozeberu nékolik konkrétnich priklada z algebraické
casti.

2.4.1 Al-Chvarizmiho doba

Celym jménem Abu Abdallih Muhamad ibn Musa al-Chvarizmi al Madzuasi
(nékde se uvadi jesté al Qutrubbulli, zkrdcené al-Chvarizmi) se narodil kolem
roku 780 pravdépodobné v Bagdadu. O zivoté tohoto velmi dilezitého muze pro
historii matematiky vime jen velmi malo. Historické prameny se lisi i v tom,
odkud pochéazi. Zdrojem pro né je hlavné jeho jméno, které napovida, Ze by
mohl byt z Chvérizmu@ nebo z Qutrubbulli, coz je pobliz Bagdadu. (O’Connor
a Robertson, [1999al)

Mnohem vice toho vime o dobé, ve které zil. Je to doba zhruba 150 let po
smrti proroka Muhammada, kdy je jiz islamska tise upevnéna a rozsirena a sidel-
nim méstem islamského chalifa Haruma al-Rashida z rodu Abbésovet byl pravée
Bagdad. Harum al-Rashid se stal chalifou v roce 786. Po jeho smrti v roce 809
nebylo jasné, ktery z jeho synt prevezme vladu. Po bojich, které mezi sebou jeho
synové vedli se stal chalifou mladsi ze synii al-Mamiin, ktery se stal nejvyznam-
néjsim chalifou z pohledu védy, protoze v Bagdadé zalozil a vSsemozné podporoval
Dum védy (Bajt al hikma), kam povolal vét$inu tehdejsich ucenci.

V bagdaddském Dome védy také piisobil al-Chvarizmi. Mél zde za kol prekla-
dat Tecké védecké rukopisy a dal studovat a psat o algebre, geometrii a astronomii.
Je jasné, ze al-Chvarizmi byl pod patrondatem al-Mamuna, protoze tomuto chali-
psal, bylo dilo vénujici se prave algebre. V originadle Muchtasar min hisab al-dzZabr
wa’l-muqabala, coz lze volné prelozit jako ,,Struéné shrnuti o redukci a vzajem-
ném ruseni“, jak pise Petr Vopénka v ivodu ke knize (al{Chvarizmi, pocatek 9.
st., str. 22). Al-dzabr je pricteni kladného termu k obéma strandm rovnice za
ucelem eliminace zdporného ¢lenu z jedné strany rovnice a al-muqubala je elimi-
nace stejnych ¢lentt z obou stran rovnice pomoci jejich odecteni. Ze slova al-dzabr
pravdépodobné vznikl i nazev algebra. Cela kniha je tedy pojmenovana po téchto
dvou operacich. V dalsim textu budu o dile hovorit jako o Algebraickém traktdtu.
To je také nazev této knihy prelozené do ceského jazyka opatiené predmluvou
profesora Vopénky. Podle Connora a Robertsona ze skotské University of St An-
drews je Algebraicky traktdt viibec prvni knihou o algebre.(O’Connor a Robertson,
1999a)

2"Dnes jim fikdme arabské ¢islice.
28Region ve stfedni asii jihovychodné od Aralského moie. Dnes bychom ho nagli
v Uzbekistanu, kolem mésta Chiva.
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Tuto skutecnost neptimo potvrzuje i profesor van der Waerden, ktery ve své
knize A History of Algebra zkouma historii algebry pravé od al-Chvarizmiho. Pro
toto tvrzeni uvadim nasledujici ¢tyti diavody.

1. Jak bylo zminéno vyse, slovo algebra vzniklo nejspise ze slova al-dZdbr z al-
Chvarizmiho knihy.

2. Algebraicky traktdt je prvnim textem, ktery systematicky shrnuje jednot-
livé ptipady algebraickych rovnic a uvadi jejich feseni, které nasledné do-
kazuje ]

3. Oproti Eukleidové |, geometrické algebte® pouziva prevedeni vyrazi z jedné
strany rovnice na druhou. Eukleides pouze postupné upravuje kazdou stranu
zvlast, dokud neni schopen ukéazat, ze se rovnaji.

4. Diofantos nepodava ditkazy o svych feseni a nepredklada systematicky roz-
bor pripadu jako al-Chvarizmi.

2.4.2 Aritmeticky a algebraicky traktat

Oba traktaty zacinaji chvalou Alldha. Algebraicky traktdt je uveden podéko-
vanim chalifovi al-Mamunovi za jeho podporu védy. Je také zajimavé, ze oba
texty popisuji matematické postupy slovné, coz je pro nas dnes nezvyklé. Arit-
meticky traktdt se zabyva zejména popisem indického poéiténﬂ, tedy popisem
desitkové soustavy a uvadi algoritmy, jak pocitat pomoci konkrétnich prikladi.
Pritom predpoklada préci ¢tenére s deskou pokrytou piskem, coz umoznuje uma-
zavani cislic pri poc¢itani. Postupy jsou popsany pomoci fimskych ¢islic. V knize
(al{Chvarizmi, pocatek 9. st.) najdeme i rekonstrukci Aritmetického traktdtu s vy-
uzitim arabskych ¢islic, coz je pro dnesniho ¢tenare mnohem piijemnéjsi.

Algebraicky traktdt se zabyva zejména popisem feseni kvadratickych rovnic.
P1i jejich popisu vyuziva koren (dzidhr), kvadrat (mal), nezndmou (Saj) a oby-
¢ejné cisla bez vztahu ke korenu a kvadratu. Kofen je v dnesnim slova smyslu
hledand nezndm4 (z), kvadrat je pak kvadratickym clenem dané rovnice (z?)
a obycejna ¢isla jsou absolutnimi ¢leny kvadratické rovnice. Zajimavé je, jak al-
Chvérizmi tyto slova popisuje ve své knize.

,Koren je kazda véc, kterd muze bijt nasobena sama sebou, bud je to cislo vétsi nebo
rovno jedné nebo zlomek mensi neZ jedna. Kvadrdt je to, co obdrZime z korene,
nasobime-li ho sama sebou. Obycejné cislo je kazZdé cislo vyjddrené slovy, nevzta-
hujicimi se ani ke korenu ani ke kvadrdtu. (al{Chvarizmi, pocatek 9. st., str. 139)

Vidime tedy, ze nezndma mize podle al-Chvarizmiho nabyvat pouze kladnych
racionalnich hodnot. Se zapornymi kofeny ani s nulou pfi feseni nepocita.

Al-Chvarizmi rozdéluje kvadratické rovnice na Sest typt. Kazdy typ doplnim
dnesnim zapisem rovnice.

1. Kvadrét je roven kofenu (2% = Ax)
2. Kvadrat je roven obyc¢ejnému céislu (22 = A)

29Jde tedy o uchopeni tohoto odvétvi matematiky vychdzejici z fecké tradice, kterd zaklada
své poznatky na syntetické konstrukci a deduktivnich dikazech.
30Jde o dnesni arabské ¢islice.
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3. Koren je roven obycejnému ¢islu (z = A)

4. Kvadrat a kofen jsou rovny obycejnému &islu (22 + Ax = B)
5. Kvadrat a obycejné ¢islo jsou rovny kofenu (22 + A = Bx)
6. Kofen a obycejné ¢islo jsou rovny kvadratu (Az + B = z?)

Tri ulohy z Algebraického traktatu

V této casti uvedu tii tlohy, které jsou jakymsi prutezem Algebraického trak-
tdtu. Prvni z nich je jednim z pripadi, na které al-Chvarizmi déli feseni kva-
dratickych rovnic. Reseni konkrétni tlohy al-Chvarizmi dopliiuje zd@vodnénim
(dukaz spravnosti postupu). Prestoze je postup ukdzan na konkrétnim pripadé,
je zfejmé, jak postupovat obecné. Déle uvedu jednu tlohu, z ¢asti Oddil o Sesti
tlohdch. Jedna se o ulohy k procviceni. Al-Chvarizmi v ivodu tohoto oddilu pise:

L Zminil jsem se, Ze vypocty algebry a almukabaly té privedou k jednomu ze Sesti
oddili. Nyni vysvétlim ty ulohy, které te privedou k porozumeéni a usnadni ti
osvojent, bude-li to prani vse prevysujictho Boha.“ (al-Chvarizmi, pocatek 9. st.|
str. 159)

Nakonec doplnim dvojici dloh o jednu z kapitoly Oddil o obchodovani. V této
kapitole se nachazeji ulohy, které jsou vice zamérené na bézny zivot. Stejné jako
v poslednim oddilu traktatu, ktery ma nazev Oddil o méreni.

Kvadrat a kofren rovny cislu

,Kvadrat a deset jeho koreni je rovno triceti deviti.“ (al{Chvarizmi, pocatek 9.
st.|, str. 141)

Coz odpovida zapisu.

2® + 10z = 39
Déle al-Chvarizmi uvadi:
,Rozpul pocet koreni a obdrzis pri tomto zaddni pet, ndsob ho sebou samym
a mas dvacet pet. Vysledek pridej k triceti deviti a mas Sedesdt ctyri. Nalezni
z toho koten, mas osm a odecti od tohoto polovinu [poctu] kotenii, coZ jest pét

a zbydou tri a toto bude koren kvadrdtu, ktery jsi hledal, a kvadrdt je devet.”
(al{Chvarizmi, [pocatek 9. st., str. 141)

text miizeme zapsat rovnici nasledovneé:
2? + 107 = (v + 5)% — 25 = 39.

To odpovida sloviim rozpul deset korenti a ndsob sebou samym. Vysledek pride;j
k triceti deviti. Dnes bychom vysledek zapsali jako

(z +5)* = 64.

Nalezni z toho kofen a mas osm. Odecti od toho polovinu poc¢tu korenii a zbydou
tfi a toto bude koren kvadratu, ktery jsi hledal.

r+5=8 = =3 = 12=9
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Vidime, ze tato kniha je ucebnici popisujici, jak pocitat kvadratické rovnice.
Al-Chvérizmi v dalsim oddile dopliuje svoje vypocty oproti predchiudctim o geo-
metricky ditkaz. Nedokazuje obecny tvar kvadratické rovnice, ale jeho dikaz lze
snadno zobecnit. Prekazkou pro obecny zapis je nemoznost oznaceni koeficientt
kvadratické rovnice. Al-Chvarizmiho ,dikaz“ proto doplnim o dnesni obecny po-
stup. Jedna se tedy o feseni rovnice tvaru

z? + Az = B,

kde A = 10 a B = 39 v tomto konkrétnim pripadé. Al-Chvarizmi jako dikaz
uvadi nasledujici text, ktery jsem rozdélil a po c¢astech jej komentuji.

,Co se tyce pripadu, kvadrdt a deset korent je rovno triceti deviti dirhamum,; pak
obrcize tohoto je ndsledujici: Ctvercovy rovinny obrazec s nezndmymi stranamsi
— to je kvadrdt, ktery chces objevit spolu s jeho korenem. Je to rovinny obrazec
AB, jehoz kaZdd strana je koren kvadrdtu.“ (al{Chvarizmi, pocatek 9. st.| str. 144)

D

Sest Sest

a H a
ctvrt étvrt

A
C kvadrat K
B

Sest Sest

a F a
ctvrt cétvrt

E

Obr. 2.5: Doplnéni ¢tverce (al-Chvarizmi, pocatek 9. st., str. 146)

Tim je definovano, co hledame a jak myslenku prevést do geometrické algebry.
Hleddme tedy délku strany ¢tverce o obsahu 2. Dirhamem je v textu oznac¢ovan
absolutni ¢len kvadratické rovnice. (Jde o ménu, kterou se tehdy platilo.) Dale
text pokracuje

,Proto, kdyz rekneme, Ze ke kvadrdtu pricteme deset koreni, vezmeme cturtinu
z deseti [koreni), to jest dva a pil [korene] a sestrojime kaZdou z téchto c¢turtin na
jedné ze stran rovinného obrazce tak, Ze budou pospolu s prunim obrazcem, to jest
obrazcem AB, pricemz jejich sirka je dva a pul, a oznacime tyto plochy H, F, K,
C. Obdrzime rovinny obrazec s ruznymi nezndmymsi stranami, v jehoZ kaZdém ze
Ctyr rohi chybi [obrazce rozmérem] dva a pul na dva a pul. Aby se tento obrazec
zménil na ctvercovy, je nutno doplnit c¢tyri obrazce [rozmeérem/] dva a pul na dva
a pil, coZ je dohromady dvacet pét. (al{Chvarizmi, pocatek 9. st., str. 145)

31Jedn4 se o obrazek
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Al-Chwarizmi tak konstruuje ¢tverec z obrazku . K piivodnimu ¢tverci a2 pii-
¢ita 4-krat obdélnik o délce stran x a %

L Vime, Ze pruni obrazec, to jest obrazec ctvercovy, dohromady s obrazci, které ho
obklopuji, predstavujicimi deset koreni, predstavuje cislo tricet devet.“ (al- |Chva-
rizmi, pocatek 9. st., str. 145)

Tato véta odpovida zapisu
A
x2+4~z-x:B, (2.12)
coz je rovnice vyjadiujici obsah kifzové ¢dsti obrazku [2.5]

L, Pridame-li k tomuto obrazci dvacet pét, to jest ctyri ctverce v rozich obrazce AB,
velky obrazec se zmeéni na ctverec, to jest obrazec DE.“ (al-Chvarizmi, pocatek 9.
st} str. 145)

Al-Chvarizmi si zde tedy uvédomuje, ze ziskal ¢tverec o délce strany = + %‘, ktery

je o ¢tyii Etverce v rozich (4(£)?) v tomto konrétnim p¥fpadé 25 jednotek obsahu

veétsi nez puvodni kiiz. Dnes to miizeme zapsat jako

el (-

Soucet levé strany je tedy po tupravé roven B + (%)2, coz je po dosazeni kon-
krétnich hodnot 64. Proto mtize al-Chvarizmi pokracovat tvrzenim.

,Vime, Ze cely tento obrazec je roven sedesdti ctyrem a kaZdd jeho strana, to jest
koren, je rovna osmi. (aldChvarizmi, pocatek 9. st.| str. 145)

Vidime, ze se zde nepocita s moznosti zaporného korenu. Dnes bychom psali

A A\?

Jestlize od osmi odecteme dvakrdt cturtinu deseti, to jest odecteme pét od konci
strany nejvétsiho obrazce, tedy obrazce DE, je zbytek strany tri, coZ je koren tohoto
kvadrdtu.

Jinymi slovy jedna se o operaci al-muquabala, tedy odecteni ¢lenu z obou stran
za Ucelem jeho eliminace. Vysledek tuprav je nasledujici

A\? A
— /B4 ) —22,
T -+ (4) 1
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Uvodni text pokracuje vysvétlenim.

LA toto jsme také provedli, kdyz jsme rozpulili deset koreni, vyndsobili jsme toto
samo sebou a pricetli jsme toto k obycejnému cislu, to jest k triceti deviti, cimz
jsme doplnili obrazec tim, ceho se nedostdvalo v jeho ctyrech rozich. ProtoZe
cturtina libovolného cisla, vyndsobend sama sebou a poté ctyrmi, je rovna
ndsobku poloviny [¢isla] sama se sebou, vyndsobili jsme polovinu [poctu] koreni
samu se sebou misto [vyndsobeni] cturtiny [poctu korent) sama se sebou a poté
ctyrmi.“  (al-Chvarizmi, pocatek 9. st., str. 145)

Treti tiloha z oddilu o Sesti ilohach

,Rozdelil jsi deset na dvé cdsti, potom jsi délil jednu druhou a jejich podil je 4.
Jak velké jsou tyto dvé casti.“ (al{Chvarizmi, pocatek 9. st., str. 161)

Tato tloha neni naroc¢na a tesitel by ji zvladl vyTesit rozborem ptipadi, pokud
by predpokladal, ze vysledkem je celé cislo. Nasledujici feseni ukazuje, ze al-
Chvérizmi ji uvadi jako priklad aplikace jednoho z Sesti pripadii, na které rozdélil
feseni kvadratickych rovnic.

ResSeni

, Pravidlo je nasledujici: Vezmi jednu z c¢asti jako véc a druhou jako deset bez véci,
dale dél deset bez veci véci a obdrzis ctyri. Vis, Ze pokud nasobis podil delitelem,
obdrzis hodnotu, kterd se délila. Podil je v této tuloze ctyri a délitel je véc, proto
soucin ctyri krdt vec, cozZ jsou ctyri veci, jsou rovny hodnoté, ktera se delila, coZ
je deset bez véci. Proto doplnim cislo deset véci a prictu ji ke ctyrem vécem a ob-
drzim: Pét veci je rovno deseti a tedy jedna dvéma. Toto je jedna z cdsti. Tato
uloha te privedla k jednomu z sesti oddilu, jmenovité: Koreny jsou rovny cislu.“
(al{Chvarizmi, [pocatek 9. st., str. 161)

Nyni prepisu vyse uvedené tivahy do dnesniho zapisu. Véc bychom dnes zapsali
jako neznamou x. Pak zapis vypada takto

x—10

— =

4.

Nésleduje vynasobeni obou stran nezndmou
r—10=42 = 5Hr=10 = x=2.

Pokud by tesitele nenapadlo oznacit si dvé ¢asti jako x a x — 10, mohl by tuto
tlohu tesit jako rovnici o dvou neznamych. Dosel by tak k zapisu

r+y =10, 524.

Néasledné by tesil dvé rovnice o dvou neznamych. Tato uloha je jedna z téch, co
budu zadavat ve vyzkumné ¢asti zakam. Ocekavam, Ze i toto Feseni se tam objevi.

Uloha z oddilu o obchodovani

, Pokud tdazajici rikd: Pracujici, ktery md mésicni vydélek deset dirhamai, pracoval
sest dni. Jaky je jeho dil, vis-li, Ze sest dni je jedna pétina mésice a dil dirhamai
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je takovy, jako dil odpracovaného casu z mésice.“ (al-Chvarizmi, pocatek 9. st.|
str. 179)

Uloha o pracujicim je relativné snadnd. V ndsledujicim fegeni, které al-Chvarizm{
uvadi, je vidét, Ze u tloh tohoto typu nebyla snaha feseni vysvétlit. Stale se jednéd
o jakysi postup, jak dojit k Teseni.

ResSeni

, Pravidlo je ndsledujici: Jestlize, jak bylo receno, mésic je tricet dni, cozZ je mira,
deset dirhami je cena, Sest dni je mnoZstvi a [ptame se/, jaky je dil, to jest
hodnota. Vyndsob cenu, to jest deset, mnozstvim, které stoji proti tomu, to jest
sest, obdrzis sedesdt a dél triceti, to jest zndmym cislem a to mirou; obdrzis dva
dirhamy a to je hodnota.“ (al{Chvarizmi, [pocatek 9. st., str. 179)

Je vhodné si zde uvédomit, pro¢ tento postup funguje. Na prvni pohled neni
zrejmé, na zakladé ceho je ziskan spravny vysledek.

Ulohu bychom si mohli zapsat takto. Neméni se velikost vyplaty za uréitou
dobu. Mohli bychom tedy spocitat, kolik dirhamt si pracujici vydéla za jeden den.
To znamena 10 bychom vydélili 30. Podobné bychom mohli postupovat s nasi
neznamou odménou. Oznac¢me ji x a vydélme ji 6. Tyto hodnoty se rovnaji.

T 10

6 30

Pokud vynéasobime obé strany 6, dostaneme al-Chvarizmiho vyse uvedeny postup.

Shrnuti prace al-Chvarizmiho

Charakter al-Chvarizmiho textu je ¢isté rétoricky. Operace, Cisla, ale i rov-
nost popisuje ve svych textech slovné. Nevyuziva tak velky potencial zjednodu-
seni zapisu pomoci pozi¢ni desitkové soustavy, kterou vsak sam privadi z Indie do
prostoru Stredozemi. Jeho prinos tkvi zejména ve schopnosti propojit védomosti
jednotlivych kultur, které mu umoznilo shroméazdéni velkého mnozstvi matema-
tickych textd z Indie, Recka a Babylonie. Tyto znalosti pietavil v sepsani dvou
stézejnich dél pro dalsi vyvoj evropské aritmetiky i algebry.

Al-Chvarizmiho Algebraicky traktdt je prvni knihou, ktera ucelené shrnuje jed-
notlivé pripady reseni kvadratickych rovnic. Pfitom postupy, které vedou k reseni
dokazuje pomoci recké ,, geometrické algebry“ ¢imz tvori systematicky zdklad pro
vyvoj algebry. Diky této knize tak mohl nastat dalsi vyvoj v tomto oboru ma-
tematiky. Svoji teorii pfitom v knize neopird o prilis mnoho prikladt z bézného
zivota (nasli bychom jich tam kolem 20). Diky jeho Aritmetickému traktdtu se roz-
sitila pozicni desitkova soustava a ta pozdéji vedla k dalsimu rozvoji symbolického
jazyka algebry. Zjednodusila totiz vypocty, ale i zapis jednotlivych algebraickych
vyrazu.
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2.5 Stredovéka Evropa

Za stredovék povazujeme dobu od rozpadu zapadorimského impéria koncem 5.
st. n. 1. po objeveni Ameriky Kristofem Kolombem v roce 1492. Tato doba dobre
ohranicuje etapu vyvoje algebry, ve které doslo k nejvétsimu posunu v symbo-
lickém zapisu algebry. Spada do ni jeji uplny pocatek (al-Chvéarizmi), ktery je
nasledovan dobou, ve které se presouvalo centrum evropské vzdélanosti z oblasti
blizkého vychodu do centra Evropy. Trvalo témér 400 let, nez se podarilo zejména
na severu dnesni Italie rozvinout dalsi generace védcti, ktefi na sebe, podobné jako
to bylo za dob Alexandrijské a posléze Bagdadské knihovny, védecky navazovali
a posouvali vyvoj algebry, ale samozrejmé i jinych odvétvi, rychleji kupredu.

Dalsim diavodem rychlejsiho vyvoje ve vrcholného stredovéku, ktery muzeme
datovat cca od pocatku 12. stoleti, bylo sjednoceni evropského jazyka vzdélanosti,
kterym byla ve vétsiné pripadi latina. Zejména na pocatku tohoto obdobi do-
chazelo k mnohym prekladiim teckych, arabskych nebo indickych dél. Tato dila
byla ¢asto dochovana diky arabskym verzim ptivodnich dél. Jednim z mist, kde
k prekladiim dochéazelo, bylo dnes Spanélské Toledo, které bylo okupovano Maury
az do roku 1085, kdy jej Spanélé dobyli zpét. Piekladatelé ¢asto pochézeli jak
z fad evropskych muslimt, kteii se diky vife naucili arabsky (mozarabové), tak
naopak arabskym krestantim (moriskové), ktefi se asimilovali do nové kiestanské
spole¢nosti. Tato dila, mezi ktera casto patrily i plivodné fecké texty prelozené
Araby do arabstiny a byla nyni prekldadana do latiny, se zacala sirit do zbytku
Evropy. (Juskevic, 1978, str. 334)

2.5.1 Leonardo Pisansky — Fibonacci

Leonardo Pisansky, dnes lépe zndm jako Fibo-
nacci, se narodil pravdépodobné roku 1170 v Pise
a zemrel na stejném misté o 80 let pozdéji. Jeho
prizvisko Fibonacci je odvozeno od jeho rodinného
prislusenstvi k rodu Bonacci, presnéji bylo odvo-
zeno od latinskych slov filio Bonacci“, coz zna-
mena ,,syn Bonacciho“. Mnohé o Fibonaccim zname
z uvodu jeho Liber Abaci, kde uvadi, jak byl diky
praci svého otce, ktery byl diplomatickym zastup-
cem obchodniki mésta Pisa, vzdélavan v tehdej-
sim meésté Bugia, dnes znamého jako mésto Bejaia,
lezici v soucasném Alzirsku. To bylo dobrym za-
kladem proto, aby umél nejen latinsky, ale nej-

5 © spis také arabsky. Jeho nasledné cesty po Stredo-
/ / zemi (Egypt, Syrie, Recko, Sicilie a Provance) zna-
Obr. 2.6: Leonardo da Pisa menaly moznost prostudovat mnohé matematické
(Giovanni Paganucci) spisy. V uvodu svého textu Leonardo nabada k pri-
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padné shovivavosti, pokud néco nenapsal dostatecné presné nebo podrobné.

,Neni nikdo kdo by byl bez chyby a ve vsech vecech je obezf’etny/“@ (Fibonaccil,
1202a, str. 16).

Fibonacci se vratil kolem roku 1200 zpét do Pisy, kde zacal sepisovat vSechny
znalosti, co nabyl na cestach po Stredomori. Nejvyznamnéjsi prace, kterou napsal,
je kniha Liber abaci. Publikoval poprvé v roce 1202. Motivaci pro sepsani této
knihy bylo praveé shrnuti znalosti, které nabyl béhem svych cest. Dnesni anglicky
preklad knihy [Fibonacci| (1202a) mé uctyhodnych 531 stranek.

Tato kniha je ve své prvni ¢asti uc¢ebnici indického poctu, v té dobé tak rikali
praci s arabskymi cisly, tedy desitkovou pozi¢ni soustavou, kterou pouzivame
dodnes. Poznatky, které shrnuje, ovsem nejdou o moc dal, nez jak je predstavil al-
Chvarizmi. Oproti al-Chvarizmimu se kniha 1isi zejména rozsahem a podrobnosti,
jakou jsou jednotlivé ¢asti matematiky popsany. Je neuvéritelné kolika , feSenymi
priklady* Fibonacci ilustruje jednotlivé postupy.

Liber Abaci

V prvnich sedmi kapitolach knihy vysvétluje, jak s arabskymi ¢isly prova-
dét zakladni matematické operace, jako jsou sc¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni.
Ukazuje také praci se zlomky. Vysvétleni demonstruje na mnoha praktickych pti-
kladech. V dalsich sedmi kapitolach uvadi mnoho ptikladi, jejichz feseni vede
na linearni rovnice nebo jejich soustavu. V mnoha piikladech pouziva trojclenku,
kterou opattuje i podobnym zapisem, jaky se dnes v nékterych skolach uci zaci
na druhém stupni zakladni skoly. Ptriklad tohoto feseni mizete nalézt na obrazku
vlevo.

Soucasti této knihy je i nékolik velmi zndmych tloh, jako jsou tloha o kralicich,
jejiz feseni vede na soucet posloupnosti, kterou dnes nazyvame Fibonacciho. Tato
posloupnost nasla Siroké uplatnéni i v dnesni dobé, kdy nachazime jeji aplikace
v prirodé nebo treba v informatice. Samotna posloupnost ma prvni dva c¢leny
0,1 a rekurentni predpis

(p = Qp—1 + Qp—2

V posledni patnacté kapitole svého Liber Abaci Fibonacci uvadi podobnou
cast jako al-Chvarizmiho Algebraicky traktdt, je ztejmé, Ze se jim inspiroval. Text
zapisuje striktné pisemné, pokud nepocitame jeho bocéni nakresy. Jak je vidét na
obrazku str. [46] Velky prinos knihy je ale zejména v tom, Ze sepsal takto kom-
plexni dilo, které shrnuje v podstaté veskeré poznani z aritmetiky a algebry té
doby a postupy demonstruje na mnoha ptikladech. Ukazuje, jak pocitat s indic-
kymi ¢isly, které na rozdil od al-Chvarizmiho zapisuje ¢islovkami, ¢imz umoznuje
dalsi fazi symbolizace zapisu. Dostal tak témér vsechny podstatné matematické
znalosti z celého Stredozemi do jednoho centra, jimz se stava severni Italie.

Ulohy

V této ¢asti uvedu nékolik tiloh z 8.-15. kapitoly Liber abaci, které se jiz vice
vénuji tlohdm vedoucim na algebraické reSeni. Ulohy a feseni budu prekladat do

32 Anglicky pieklad: ,There is no one who is without fault, and in all things is althogether
circumspect.”
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ceského jazyka, i kdyz zdroj, ze kterého ¢erpam, je v anglictiné. Anglickou verzi
uvadim vzdy v poznamce pod carou. V tvodu 8. kapitoly Fibonacci vysvétluje,
jak Tesit primou imérnost. Rozebird, pro jaké pripady lze tento postup aplikovat.
Snazi se zde uvést takovy postup, aby mohl byt pouzit obecné. Jako priklad
vyuziva nakupovani néjakého mnozstvi zbozi za urc¢itou cenu. Predpoklada zde,
ze ¢tenar konkretizované pojmy, jako je mnozstvi zbozi a jeho cena, bude schopen
nahradit podle kontextu pravé resené tlohy.

L Ale nejprve bych mél ukdzat, jak tato metoda funguje. Jak jsem uvedl drive,
mame zde 4 proporciondlni cisla; jmenovité pomer proniho ku druhému je stejny
jako pomeér tretiho ku cturtému. (To znamend, Ze je stejniy pomér urcitého
mnozstvi zboZi a jeho vysledné ceny, jako je pomér jakéhokoli mnozZstvi téhoz
2boZi a jeho ceny. Jinak receno, pomér dvou mnozZstvi téhoz zboZi je stejny jako
pomér jejich ceny) Soucin druhého cisla s tretim bude tedy stejny jako soucin
pruniho cisla s cturtym, jak je to v aritmetickém nebo geometrickém ddkazu.‘ﬁ
(Fibonacci, [1202a, str. 128, vlastni preklad)

Porovnava zde tedy poméry zbozi a na zakladé obrazku podobnému obrazku
vlevo vysvétluje, po¢ miize kiizem nasobit ¢isla zapsand ve schématu, kde
jedno z cisel je hledané. Néasledné rozebira jednotlivé piiklady. (Uvadim zde jen
jeden pro ilustraci)

,Pokud je cturté cislo neznamé, soucin druhého a tretiho cisla vydéleného
prunim, pak je toto nezndmé cislo viysledkem tohoto déleni.” ﬁ(Fibonaeci, 1202a,
str. 128, vlastni preklad)

Prikladim na toto téma vénuje Fibonacci mnoho stranek své knihy. Postupné
od jednoduchych tloh pres tlohy s nékolika pfimymi imérami. Na obrazku [2.7]
je tloha z origindlni ru¢né psané knihy z roku 1202 (Fibonaccil, |1202b) str. 45.v),
knihu lze nalézt ve Florencii v knihovné Biblioteca Nazionale Centrale di Firenze.
Jedna se o nasledujici dlohu:

Uloha o st¥ibrné hrudce

LJedna stribrnd hrudka, kterd vdzi 8 unci, se proddvd za 5 liber. Hleddme, jakou
cenu md stribrnd hrudka o vaze 2 unce.‘ﬁ (Fibonaccil, [1202a, str. 164, vlastni
preklad)

33Diikaz, o kterém tu mluvi, se mi nepodafilo v jeho knize nalézt. Jedn4 se o vlastni preklad.
Origindlni text je nasledujici: ,, But I shall show first how this method proceeds, that there are
indeed, as I said, IIII proportional numbers in negotiations; namely as the first is to the second,
so 1is the third to the fourth, that is as the number of some quantity of merchandise is to the
quantity number of its price, so is any other quantity of the same merchandise to the number
of its price; or as any quantity of merchandise is to any quantity of the same merchandise,
so is the price of one to the price of the other; and as there are 4 proportional quantities, the
product of the second by the third will be equal to the product of the first by the fourth, as is in
arithmetic or in geometrical proof*

34 Anglicky preklad: ,If the fourth quantity is the only unknown, indeed the multiplication of
the second quantity by the third you divide by the first, then certainly the fourth quantity results
from the division.“

35 Anglicky verze textu: ,,One mark of silver, that is 8 ounces, is sold for 5 pounds. and it is
sought how much 2 ounces arc worth*
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Obr. 2.7: Jedna z tloh z Fibonacciho Liber Abaci

ResSeni

.V tomto prikladé si napisete unce pod unce, presnéji 2 pod 8, jak je ukdzdno na
obrcizku.m Vyndsobite 2 a 5, které jsou diagondlné proti sobe. Dostanete 10, coZ
vydélite 8. Vysledek je %11 liber, coZ je 25 soldi. Nebo postupujeme jinym
zpusobem; protoze jsou 2 unce % puvodni hrudky stribra, ziskdte za ni }L ceny,
tedy }11 libry, coz je opét 25 soldi.‘ (Fibonaccil, [1202a), str. 164, vlastni preklad)

Ve vyse zminéném textu najdeme hned dvé feseni. Prvni z nich je popis jak
postupovat, tedy algoritmus, ktery je velmi podobny tomu, jak nékteri dnesni zaci
resi primou imérnost pomoci trojclenky. Druhy postup je vysvétlenim a ovérenim,
ze predchozi postup dava smysl.

Dnes bychom teseni zapsali takto. Pomér ceny ku mnozstvi zbozi zistava
stejny. Proto plati

x 5 10 5

2 8 8§ 4

Fibonacci sice neumél takto symbolicky zapsat postup, presto v jeho nacrtku
na okraji stranky (Obr. [2.7)) uz mizeme spatiovat velké zjednoduseni zapisu oproti
zapisu slovnimu, ktery je ale stale hlavni ¢asti jeho textu.

Uloha z 15. kapitoly

Ulohy o rozdéleni viplaty pro vojaky (muze) jsou jedny z téch, které se v Liber
Abaci vyskytuji v mnoha variantach. Tento ndamét je také castym tématem uz
v dobé Rhindova papyru, kde také mizeme nalézt tlohy na toto téma.

, Rozdélil jsem mezi své muze 60 dendri, tak Ze kaZdy dostal stejné. Pozdéji
jsem ke svym muzum pridal dva navic a rozdélil jsem jim znovu 60 dendri.
KazZdy z druhé skupiny muzi dostal o %2 dendri méné.‘ (Fibonaccil, [1202al,
str. 562, vlastni preklad)

36Na obrazku [2.7] vlevo.

37 Anglickd verze textu: ,,You write the ounces below the ounces in the problem, namely the 2
below the 8, as is shown here, and you will multiply the 2 and the 5 that are diagonally opposite;
there will be 10 that you divide by the 8; the quotient is il pounds, that is 25 soldi, as is shown
in the problem; or in another way, because the 2 ounces are i of a mark, namely of the 8 ounces,
you take % of the price of the mark, namely of the 5 pounds; there will be 25 soldi, as we said
before.”

3812 znamend hodnotu 3 Fibonacci ji zapisoval takto, proto jeho zdpis zachovdvam. Déle jiz
budu uvadét slozené zlomky ve formé, jak je zname.

Piavodni text: ,I divided 60 by a number of men, and each had an amount, and I added two
more men, and I divided the 60 by all of them, and there resulted for each %2 denari less than
that which resulted first®
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Obr. 2.8: Obrazek k feseni tilohy z patnéacté kapitoly Liber abaci. Vlevo z originalni
knihy (Fibonacci, 1202b] str. 191r), vpravo z anglického piekladu (Fibonacci,
1202al, str. 562).

ResSeni

Fibonacciho Teseni tohoto prikladu nebudu uvadét celé. Je mozné ho nalézt
v knize (Fibonacci, [1202a} str. 562-563). Celkové je text feseni dlouhy vice nez
jednu stranku, ve velké ¢asti textu totiz Fibonacci popisuje konstrukeci vyse uve-
deného obrazku . Pro ilustraci zde uvedu prvni dvé véty této konstrukee.

, Necht pocet pruni skupiny muzu je usecka .ab.. Vztyéme nad ni druhou usecku
.bg. pod pravym thlem tak, Ze obsah obdélniku reprezentuje tech 60 dendrﬁ.“@
(Fibonacci, 1202a, str. 562, vlastni preklad)

Nasledné pomoci tohoto obrazku zjisti na zakladé pomért jednotlivych stran
obdélnikil abgd, aehi a behf, ifgd, které maji stejny obsah, ze pokud ab stanovi
jako ,,véc‘, pak bf je 1}1 ,veci, 7 ¢ehoz plyne, ze ab krat bf je 1;11 ,census”, coz je
slovo, které Fibonacci pouziva pro druhou mocninu nezndmé (véci), v tomto pri-
padé ve smyslu obsahu obdélniku bﬂ. V dalsim kroku Fibonacci prida k tomuto

obdélniku obsah obdélniku fd, coz je 21 véci® a to se rovnd celému obdélniku

2 »
bd, ktery ma obsah 60. Ziskava tak rovnici, kterou bychom dnes zapsali
12240k — 60
-x —x = 60.
4 2

Pokracuje takto: Vydélime je vsechny poctem ,census”, jmenovité 1}1, coz vede

k vysledku ,census® plus 2 ,véci se rovna 48 denarid. Nyni vezmeme polovinu
,vecl“ umocnénou na druhou a pric¢teme ji k 48. Dostaneme 49. Nakonec vezmeme

39Na obrazku je uvedeny obrazek z piivodni knihy i obrizek z anglického piekladu. Oba
obrazky tedy ilustruji tutéz tlohu.

40 Anglicky preklad: , Let the number of the first men be the line segment .ab., and erect upon
it a second line segment .bg. at right angles making a rectangle which contains each of the
aforewritten 60 denari.”

41Tak pojmenovaval Fibonacci neznamou, latinsky ,res“ (véc), nékdy té7 ,radiz“ (kofen).

420bdélniky nazyva stejné jako to délali Rekové podle jedné z diagonalni dvojice vrcholi
obdélnika
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koren z 49 a odecteme od néj polovinu ,,véci“ a zbyde ndm 6, coz je ¢islo ab. Dnes
bychom zbytek postupu zapsali takto.

P H2r=48 = (z+1)P2=48+1 = (z+1)*=49

r+1=7 = z=6

Stale zde Fibonacci neuvazuje zaporny koren po odmocnéni jako reseni. V tomto
pripadé by navic ani nedavalo smysl, aby byl pocet muzt zaporny. Nakonec pri-
kladu Fibonacci vSe dtsledné dosazuje do puvodniho zadani a ovétuje, ze vypocet
dava smysl.

Celkové je Teseni této tulohy velmi dlouhé a z dnesniho pohledu i hodné ne-
prehledné, coz je zplisobené absenci symboliky. Porovname-li par rovnic, které
popisuji prubéh feseni, se zestru¢nénym Fibonacciho zapisem ptvodniho slov-
niho feseni, je ihned vidét, ze symbolika vede k vétsi prehlednosti a struc¢nosti pri
feSeni tuloh.

Posledni Fibonacciho tloha, kterou zde uvedu, se fadi v dnesni didaktice
matematiky mezi ,ulohy o spolecné praci“. Nékde jsou tlohy tohoto typu zara-
zovany mezi ,alohy o smésich“@. Zdaleka se nemusi jednat o praci ve fyzickém
slova smyslu. Naptiklad mtze jit o napousténi nadoby z nékolika pritoki, nebo
jako v nasledujicim pripadé mohou zvirata spoleéné pozirat jednu ovci. Cilem
uloh je zjistit, za jak dlouho dojde k naplnéni nebo vyprazdnéni néjakého celku
(vykonéni néjaké prace). Na této préci se podili nékolik zdroju soucasné, pricem?z
jejich rychlost préce je rtuzné. (V nize uvedeném piikladé spolecné zvifata Zerou
ovci.) Uloha pak vede na nésledujici rovnici

1 1 1
—r+—x+--+—x=1 (2.13)

Al %) T,
kde z je hledany casovy udaj a ni,ns,...,n,, je cas, za jak dlouho by praci
zvladl vykonat jeden zdroj, pracoval-li by samostatné. Kazdy zlomek Tf—k tak

udava, jakou cast vykona konkrétni zdroj pri spoleéné préci, a cely soucet je
tedy roven celku tedy 1. Tento typ tloh se zaci uci v 8.-9. ro¢niku zakladni skoly
a vySe uvedeny postup, ktery vede na sestaveni rovnice [2.13] je typickym zptso-
bem Teseni. V dalsim odstavci predstavim Fibonacciho postup, ktery predstavuje
jinou tvahu obchézejici sestaveni rovnice.

Uloha o lvu, leopardu a medvédovi

»Lev by snédl jednu ovci za ¢tyri hodiny a leopard [by ji snédl] za 5 hodin, a
medvéd [by ji snédl] za 6 hodin: Ptaji se nas, pokud by jim byla vhozena jedna
ovce, jak dlouho by jim trvalo, neZ by ji spolecné pozfeli?‘ﬁ (Fauvel a Gray),
1987, str. 243, vlastni preklad)

43Napiiklad v knize (Vondrova, [2019bl str. 85) jsou dvé tilohy tohoto typu zatazeny do kapi-
toly slovni tlohy o smésich.

44 Anglicky preklad: ,A lion would eat one sheep in four hours; and a leopard [would eat it]
in 5 hours; and a bear [would eat it] in 6: we are asked, if a single sheep were to be thrown to
them, how many hours would they take to devour it?“
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Reseni

Udélate toto: protoze lvovi trva snist ovci 4 hodiny, vezmete ;11 a pro leoparda,

kterému to trva 5 hodin, vezmete % a pro medvéda, kterému to trva 6 hodin,

vezmete %, a protoze nejmensi spolec¢ny nasobek 6, 5 a 4 je 60, zjistite, kolik sni
kazdy ovci za 60 hodin. Zvazite tedy, kolik sni ovci lev za 60 hodin; protoze lev
sni jednu ovci za 4 hodiny, je jasné, ze za 60 hodin jich sni 15. Leopard sni pétinu
z 60, coz je 12 ovci za 60 hodin. Podobné medveéd sni 10 ovci, protoze 10 je %
z 60. Protoze za Sedesat hodin sni 15 a 12 a 10 ovci, dohromady je to 37. Proto
si Teknete, za Sedesat hodin snédi 37 ovei. Co bych mél spocitat, abych zjistil, za
jak dlouho snédli jednu ovci? Proto vynéasobite jedna a 60 a vydélite 37. Vysledek
je 1% hodiny. Coz je ¢as, ktery jim dohromady bude trvat pozfeni jedné ovce.
(Fibonacci, [1202a;, str. 280, vlastni preklad)

Prevedenim na spoleény nasobek a zjiSténim kolik kazdé zvite za tento cas
sni ovei ziskdme jejich pocet, ktery zvirata sni spolecné za 60 hodin v tomto kon-
krétnim pripadé. Nésledné sta¢i vydélit tento ¢as (60 hodin) poctem snédenych

ovci a dostaneme, za jak dlouho spolec¢né zvitata sni jednu ovci.

2.5.2 Shrnuti Fibonacciho prace

Fibonacciho Liber Abaci je stézejni dilo pro vyvoj matematiky na konci stre-
dovéku, ale i na zacatku renesance. Je vyjimecéné svoji komplexnosti a rozsahem
(puvodni kniha ma pres 400 stran). Tento rozsah je zptusoben zejména tim, ze
kniha shrnuje v podstaté vsechny matematické poznatky své doby, kromé geome-
trie, které vénuje Fibonacci jinou svoji knihu Praktickd geometrie (1220). Kazdou
kapitolu provazi obrovské mnozstvi prikladi, které jsou gradované od lehkych po
tézsi. Napriklad pri Teseni linearni zavislosti nejprve uvadi zavislost pouze ctyt
¢isel, z nichz jedno je hledané, a tesi jej dnes dobte znamou trojclenkou. Pridava
mnoho prikladi na procviceni a pri jejich reSeni se malokdy spokoji s jednim.
Vétsinou feseni dopliuje jinym zdivodnénim spravného postupu jako v tloze O
stribrné hrudce, kterou jsem uvedl na strané 45|

Nejvétsim prinosem knihy z pohledu vyvoje algebry je zejména predstaveni
pocetnich operaci s pozi¢ni desitkovou soustavou a vyuziti arabskych ¢islic v jesté
stale rétorické algebfﬁ.

45 Anglicky preklad textu: ,You do thus: as it takes the lion four hours to eat the sheep, you
put i and for the 5 hours it takes the leopard, you put % and for the 6 hours it takes the bear,
you put %, and because the least common multiple of the 6, 5, and 4 is 60, you put it that they
devour the sheep in 60 hours. You consider therefore how many sheep the lion eats in the 60
hours; as the lion devours one sheep in four hours, it is clear that he devours 15 sheep in the
60 hours, and the leopard devours a fifth of the 60, that is 12 sheep, in 60 hours. Similarly the
bear devours 10 sheep, as 10 is é of the 60. Therefore in the 60 hours they eat 15, and 12, and
10, that is 37 sheep. Therefore you say, I put 60 hours, and they eat 37 sheep. What shall I put
so that they eat one sheep? You multiply therefore the one by the 60, and you divide by the 37;
there is 1% hours. And in this time they will devour the sheep.

46 A1-Chvérizmi sice také pouzival desitkovou poziéni soustavu a arabské &islice pfi pocitani,
v ramci algebry psal ale ¢isla slovné.
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2.6 Vyvoj symboliky algebry béhem renesance

Na Fibonacciho préci staveli italsti i némecti matematici, kteri déale rozvijeli
algebru. Podstatna pro jeji rozvoj byla zejména symbolika, ktera ndm dnes umoz-
nuje struéné a prehledné zapisovat myslenky. Ve skole tikdme procesu, kdy zak
transformuje slovni tlohu do algebraického zapisu, ,,matematizace slovni tlohy*.
Zakladem tohoto prevodu do algebraického jazyka je stanoveni neznamé, kterou
dnes znac¢ime riznymi pismeny.

Do této ¢asti textu zminéni matematici (s vyjimkou Diofanta) popisovali al-
gebraické rovnice slovy, kde al-Chvéarizmi slovné zapisoval i ¢isla. Nékteri rovnice
doplnovali o zdivodnéni pomoci syntetické geometrie. Fibonacci zacal pouzivat
v ramci zapisu arabské cislice a kraj stranek ilustroval schématy, ktera pomahala
zprehlednit slovné popsany postup. K dnesnimu zapisu rovnic maji ale tyto pri-
stupy jesté daleko. Ve 15.-17. stoleti doslo v Evropé k vyvoji symbolického zapisu
tak, Ze na konci tohoto obdobi zépis Descarta vypada témér stejné jako zapis
dnesni. Doslo tak k pokroku od Al-Chvarizmiho obecného zapis rovnice, kde po-
dobny zapis pouzival i Fibonacci:

, Kvadrdt rovny korenum a cvz”slu.‘@
k zapisu typu

2

g0az+bb

Obr. 2.9: Descartuv zapis rovnice (Descartes, (1637, str. 6)

Descartes rozlisuje neznamé a koeficienty rovnice. Navic vyuziva horni index nad
neznamou pro znaceni mocniny, jak ho zndme dnes, symbol plus i znak rovnosti.
Navic diky jasnému pojmenovani koeficientu u linearniho ¢lenu je mozné pocitat
s timto obecnym vzorcem. V al-Chvarizmiho zapisu neni jasné, kolik korenu je
mysleno, a proto je nutné v konkrétnim ptikladé tento tudaj specifikovat.

V predchozich castech této prace jsem jiz ukazal, Zze Diofantos mél pro ne-
znamou specialni znak a stejné tak pro jeji mocniny, tim ale vyrazné predbéhl
dobu. Nasledné al-Chvarizmi, ale i Fibonacci o nezndmé mluvili jako o hledané
Lveéci v jejich jazyce (Saj, res, cosa), a praveé z italského slova ,cosa“ vznikl nazev
pro celou generaci italskych matematiki, kteti si rikali ,,cosisté®. Dokonce algebra
byla v té dobé nazyvana ,uménim véci“. Dalsi mocniny byly nazyvany slovy, ktera
vétsinou reprezentovala v daném jazyce slovo pro plochu (z?) nebo krychli (z?3).

Problémem tohoto zapisu je, Zze pokud je nezndma a jeji mocnina znacena
uplné jinym slovem nebo pismenem, pak mezi nimi neni nijak vyjadiena jejich za-
vislost. Vyse popsani matematici také neuméli snadno popsat algebraickou rovnici

47Jedn4 se o odhad zapisu, ktery jsem sestavil na zdkladé rovnice uvedené na obrazku
a zapisu podobné rovnice v knize (al{Chvarizmi, pocatek 9. st., str. 140) ,Co se tyce kvadrdti
rovngych korendm.“

48Tento zapis podrobnéji popisuje tabulkana Strénce Kde se miize ¢tenar podivat i na
srovnani zapisu neznamé a jejich mocnin mezi Diofantem a italskymi matematiky, ktefi zapis
prevzali nejspis od al-Chvérizmiho.
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o vice nez dvou neznamych. Prvni nezndméa byla oznacovana jako ,véc“ a druha
jako ,mnohost“. P¥i takovémto znaceni je ale velmi obtizné stanovit dalsi ne-
znamé. Navic je problematické i vyjadfovani dalsich mocnin druhé nezndmé.

V dalsi casti prace shrnu, jak se vyvijel symbolicky zapis, ktery byl dile-
zitym predpokladem pro dalsi vyvoj matematiky. V této praci neni mozné ob-
sahnout veskery vyvoj, ale pokusim se nastinit alespon zajimavé zlomy.V textu
budu vychézet zejména z knihy od Floriana Cajoriho (A History of Mathematical
Notations, 1993).

2.6.1 Johannes Regiomontanus 1436 — 1476

Némecky matematik ktery ptsobil i v Rimé a Benatkach. Podle Connora
a Robertsona byl prvnim evropskym matematikem, ktery cerpal z Diofantovy
Aritmetiky, coz muze byt i duvod v posunu k vétsi symbolizaci zapisu. Dalsim
vyznamnym divodem pro vyvoj a hlavné sjednoceni znakt pouzivanych v mate-
matice byl knihtisk, ktery postupné prichazi na scénu. Regiomontanus si zaridil
vlastni prenosné zarizeni, na kterém vytisknul kalendar a také Ephemerides, ve
kterych popisuje, jak pomoci pozice Mésice urcit zemépisnou délku. Tuto knihu
pozdéji pouzivali jak Christopher Columbus, tak Amerigo Vespucci. (O’Connor:
a Robertson, 2004)

40 et 320 — 2007 et 800
40¢f et 1207 — 800
Idet 3% — 20

Obr. 2.10: Regiomontaniv zapis rovnice z knihy (Cajori, 1993, str. 95)

Vyse uvedeny obrazek je Cajoriho rekonstrukce Regiomontanova zapisu. Jedna
se o ¢ast Feseni rovnice 4022 + 320x = 200z + 800. Pouziva zde symbol «¢ pro z?
a jiny symbol ¥ pro x. Stdle pise misto znaménka souctu ,et*. Zajimavy je také
posledni radek, kde pred znak « pise ¢islovku 1. Regiomontanovo minus muzeme
vidét na nasledujicim obrazku, ve kterém je zapsano feseni vyse uvedené rovnice.

Primus ergo divisor fuit B de 22} 19 1%

Obr. 2.11: Regiomontanuv zapis odmocniny z knihy (Cajori, |1993) str. 95)

Zde pouziva znak B, coz je zkratka ze slova ,radiz“, pro oznac¢eni odmocniny
zZ 22%. Cely text z obrazku m tak odpovida dnesnimu zapisu.

Prvnim délitelem je proto /2251 — 1=

Timto zpusobem vsSak nelze odmocnin cely vyraz. Pokrok v pouzivani tohoto
znaku najdeme u dalstho matematika.

51



2.6.2 Luca Pacioli 1445 — 1517

Italsky matematik Luca Pacioli napsal knihu Summa de arithmetica geome-
tria proportioni et proportionalita, ktera byla béhem 16. stoleti pouzivana jako
ucebnice matematiky. Druhou jeho knihu Divina proportione ilustroval Leonardo
da Vinci, ktery byl jeho pritelem. V prvni zminéné knize se objevuje mnoho
znaki, které zasadné zkracuji zapis algebraickych rovnic. Naptiklad zde najdeme
znak pro plus, minus, odmocninu nebo znak rovnosti. Vétsina téchto symboli je
tvorena prvnimi pismeny slova, které je v italstiné popisuje. Naptiklad pismeno
B pro mnoho vyznamii. Napfiklad pro odmocninu jako v nasledujicim obrazku.
(O’Connor a Robertson), 1999c)

R.200. for V200

B .cuba. de .64, for V64

B .relato. for fifth root

B B B. cuba. for seventh root

B .6.7.R.2. for V6—12

Obr. 2.12: Pacioliho zépis odmocnin z knihy (Cajori, 1993, str. 107)

Jinde je tento znak doplnény o pismeno v (Obrézek [2.13), coz je nejspis
zkratka pro slovo univasale, a je tim mysleno az do konce fadku (nékdy téz po
znaménko rovnosti).

Rv. B.20}.7.%.

Obr. 2.13: Pacioliho zapis slozené odmocniny (Cajori, [1993| str. 107)

Obrazek [2.13| odpovida zapisu 4/ 4 /20% — %

Oproti Regiomontanovi pouziva Pacioli pro nezndmou zkratky co. jako cosa
a ce. podle census. a cu. pro cubus jako napriklad na obrazku[2.14] Dalsi mocniny
znaci zkracen podle tabulky ze strany . Napiiklad z® piSe jako ce.ce.ce,
jednad se o multiplikativni zptsob kumulace mocnin tj. 2 - 2 - 2 = 8. Znaceni
ce.ce.ce je ale z dnesniho pohledu velmi zvlastni, protoZe by odpovidalo x?z222,
coz ale jak vime dava z°. Je tedy vidét, Ze i v textu tak vyznamného matematika,
z jehoz knih se ucilo nékolik dalsich generaci matematikti, se nevyhne symbolicky
nesystematickému zapisu a tuto ,,chybu* budou muset napravit jeho nasledovnici.
Dalsim prikladem vyuziti symbolu B je nasledujici zapis.

co. a. 2. fa. 1. ce

Obr. 2.14: Pacioliho zapis odmocnovani (Cajori, 1993, str. 107)

Obrazek reprezentuje vétu ,,cossa* umocnéno na druhou je ,,census“ (x umoc-
néno na druhou je z?). Vyuziva tedy stejny znak pro naprosto opozitni operaci,
nejspis si uvédomuje jejich inverznost.
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1. co. 7ii. 1. ce. de. 93¢ 36

Obr. 2.15: Pacioliho zépis rovnice (Cajori, 1993, str. 110)

Posledni obrazek ukazuje, jak Pacioli zapisoval rovnice. Misto dnesniho znaku
rovnosti pouzival dlouhé podtrzitko a znaky my a p jako zkraceny tvar italskych
slov ,meno* a ,pii* (minus a plus). Také si mizeme vsSimnout znaku g, ktery
oznacuje druhou neznamou. Celd rovnice by tak dnes méla tvar

r—y* =36

Na tomto zapisu je fascinujici, ze zde Pacioli kombinuje znaky pro prvni nezndmou
(v tomto pripadé ce) s dalsim znakem g8#, ktery symbolizuje druhou nezndmou.
Ziskavame tak zapis, ve kterém jiz bude kazda nezndma a jeji mocnina provazana
pomoci tohoto symbolu. Tato symbolika u predchidct chybéla. Nebylo mozné ze
zapisu primo vidét zavislost proménné a jejich mocnin.

2.6.3 Giralomo Cardano 1501 — 1576

Cardano ziskal své znalosti, kdyz délal asistenta svému otci Faziu Cardanovi,
ktery se vénoval geometrii a pravu. Oba obory vyucoval na université v Pavii. Jak
vazenym matematikem Fazio byl, doklada fakt, Zze k nému na konzultace z geo-
metrie chodil Leonardo da Vinci. Je tak pravdépodobné, ze se znal i s Paciolim.

Girolamo se pozdéji od svého otce oddélil a zacal studovat medicinu postupneé
na univerzitdich v Pavii a Padové. V roce 1539 se potkal s Nicolo Tartagliou,
o kterém veédeél, ze vyhral matematickou soutéz v feseni kubickych rovnic, a chtél
se od néj naucit jeho metody. Slibil mu pfi tom, ze jeho metody nepublikuje. To
ale pozdéji udélal ve své knize Ars Magna a stal se tak prvnim matematikem,
ktery publikoval obecné feSeni algebraické rovnice tfetiho stupné. (O’Connor a
Robertson, |1998))

»Byl to pruni vysledek evropské matematiky, ktery prekonal antické dedictvi*
(Kvasz, 2008, str. 33)

V této knize se mu totiz podarilo najit metodu pro reseni kubické rovnice. Spe-
kuluje se vsak o tom, jestli tohoto vysledku dosdhl sam, je totiz pravdépodobné,
ze opravdovym autorem myslenky byl Nicolo Tartaglia a Cardano z néj jeho mys-
lenku vyldkal. Podrobnéji se 1ze docist o tomto tématu v (van der Waerden, [1985|
str. 54-56).

Ve své predchozi knize Practica arithmeticae generalis (1539) pouziva Pacio-
liho systém pro znaceni neznamé (co., ce., cu.), oproti tomu v Ars Magna znaci
neznamou.

“ 5p: B m:15
S5m: B m: 15

25m:m: 15 Gd est 40 ,”

Obr. 2.16: Cardantv zépis z knihy (Cajori, [1993] str. 118)
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Na vyse uvedeném obrazku je uvedeno nasobeni dvou vyrazi s minusem pod
odmocninou, které jsou napsané pod sebou

Je to viibec prvni zapis zadporného ¢isla pod odmocninou. Lze jej povazovat
za velky krok k objeveni komplexnich cisel. Prestoze byl Cardano schopen zapi-
sovat rovnice zpusobem uvedenym na obrdzku [2.16] postup pro feSeni kubické
rovnice v Ars Magna uvadél ve velké mite slovné. V jeho knize je patrny rozpor
vysledku, na ktery prisel, a jeho presvédceni. Necekal, ze by bylo mozné dojit k
tomu, ze bude potieba vyuzit ziporného ¢isla pod odmocninou. Tento vysledek je
totiz i graficky Spatné predstavitelny, jeho grafickou reprezentaci popsal az Carl
Friedrich Gauss o vice nez 200 let pozdéji.

Zpusob zapisovani algebraickych rovnic se od dob al-Chvarizmiho zménil uz
celkem radikalné, také se zménil objem prikladi a kvalita zapisu. Matematika se
stala diky knihtisku dostupné;jsi a diky tomu dochazi i k vyraznéjsimu posunu ve
vysledcich. Knihtisk mél navic velky vyznam pro sjednoceni symboliky. Je potieba
si ale uvédomit, ze tato zména v zapisu znamend pro tehdejsiho matematika jinou
miru abstrakce a tplné jiny tthel pohledu na problém, ktery resil. Dava mu tedy
mnohem silnéjsi prostredky pro vyjadrovani algebry.

2.6.4 Rafaele Bombelli 1526 — 1572

Rafael Bombelli byl italsky matematik, ktery se narodil v Bologni, odkud
pochézel Scipione del Ferro, ktery je povazovan za prvniho matematika, ktery
vyTesil kubickou rovnici. Témér jisté znal také Cardanovu praci. Zapis jeho rovnic
vypadal nasledovné

Rqu4.m=BJ_1  Egualed 1. m.4.
R R R B e e By
3¢ m . 20.  °  Egualed ¢m.16.p.16.

Obr. 2.17: Bombelliho zapis z knihy (Cajori, |1993, str. 125)

Bombelli stejné jako Pacioli dopliiuje znak R o g zkracené ,quadrata“ nebo ¢
scubica®. Navic zde vyuziva uz velmi podobny zapis pro mocninu, ktery zname
dnes, coz je horni index. Zépis na obrazku [2.17] odpovidd dnesnimu zapisu

V24— 20 =2z — 4

24 — 20x = 42% — 162 + 16

Na obréazku je vidét, ze pro urceni zacatku a konce odmocniny pouzival na zacatku
pismeno L a na konci jeho zrcadlové prevracenou variantu, coz byl vlastné prvni
zapis zavorek, a tedy i upravy prednosti operaci. Podrobnéji Bombelliho znaceni
popisuje nasledujici tabulka, kterda v prvnim sloupci uvadi dnesni formu zapisu,
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v druhém sloupci Bombelliho tisténou a ve tretim sloupci ruéné psanou formu
znaceni.

L L

¥ = c

2 < -

¥ = 5
Fa+76 Rq|4pRq6 | R|4pRE

32+70-121 Rc|2pRg[Om121] | R3|2pR|OmM121

Obr. 2.18: Bombelliho zapis mocnin a odmocnin (O’Connor a Robertson, 2000b)

Tato tabulka ptiblizuje genezi zavorek, ptivodné v psaném textu matematici
této doby vyuzivali podtrzeni pro vyjadieni ,zavorky*“ (Jak je uvedeno v levém
sloupci). Také si miazeme v§imnout, ze pod odmocninou v misté, kde by bylo tieba
aby stalo samotné zaporné ¢islo, doplnuje Bombelli pred toto ¢islo 0, nejspis proto,
ze vnima minus jako binarni operaci.

2.6.5 Vyvoj symboliky a jeho paralela s jeji vyukou

Symbolika je pro algebru klicova, bez ni matematici nebyli schopni rozumné
zapsat nekteré velice abstraktni myslenky. Jeji vyvoj lze proto povazovat za velky
pokrok v algebre jako takové, i kdyz v ramci jejiho vyvoje nedoslo k tolika zajima-
vym vysledkim, jako je objeveni vzorce pro feseni kubické rovnice, ktery je svym
zpusobem vyjimkou v tomto obdobi. Protoze dnes uz mame sofistikovany systém
symbolického zapisu algebraickych vyrazi, tak nam neprijde tato véc podstatna,
je potreba si ale uvédomit, ze i ve vyvoji symboliky nastavaly chyby, které se
mohou opakovat u zaki, ktefi jesté nemaji symbolicky zapis, ktery je ucime, za-
zity. Navic tvorba symbolického zapisu je zkusenost, ktera se pri bézné vyuce ve
skolach neuci a studentim tyto principy pti vyuce, jak se 1ika, ,,spadnou z nebe*.
Tato zkusenost je ¢asti matematiky, kterou si pfi vyuce nezaziji. V historii mate-
matiky tato etapa hraje vyznamnou roli a trvalo nezanedbatelné dlouhou dobu,
nez se vyvinula do dnesni podoby.
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2.7 Matematika na pocatku baroka

Na pocatku baroka se matematicka symbolika zacala blizit té dnesni. V nasle-
dujicim textu predstavim dva vyznamné matematiky, kteri se zaslouzili o vznik
matematické symboliky. Stanovili tak pravidla, kterd dnes uzivdme naprosto sa-
mozrejmé. Napiiklad pokud zadame tlohu: Vytes nasledujici rovnici

axr = b,

tak se jiz nikdo neptd, které pismeno je neznama. Automaticky fesime rovnici pro
neznamou x, prestoze zadani neni jednoznacné. Tak tomu ale nebylo vzdy.

2.7.1 Francois Viéte 1540 — 1601

Francois Viéte je otcem myslenky dnesniho symbolického zapisu, ktery vy-
uziva pismena pro vypocty v matematice. Ve spise Logistica speciosa oznacuje
¢isla pomoci pismen, pficemz pro znamé veliciny (konstanty) voli souhldsky a pro
neznamé (hledané) veli¢iny souhlasky. Je fascinovan tim, ze takto muze prevést li-
bovolny problém do svéta algebraickych rovnic. Pti svych fesenich pritom striktné
dodrzoval zdkon homogenity, coz znamend, ze vSechny ¢leny rovnice museli byt
stejného ,rozméru‘. Neresil tedy rovnice typu

A2 424 =3,

kde je ,plocha® sc¢itana s ,useckou® a ta je polozena do rovnosti s ¢islem. Radsi

doplnil tuto rovnici tak, aby splnovala jeho presvédcéeni, o dalsi znamé velicin
J 9

do tvaru

A% +2CA = 3D?

a tuto rovnici nasledné resi.

Posun v tomto premysleni predstavuje dalsi matematik, ktery je asi viibec nej-
vlivnéjsim matematikem této doby. Je jim René Descartes. Ten ve svych textech
pouziva dnesni znaceni pomoci pismen z konce abecedy pro neznamé a pismen
z jejiho zacatku pro znamé veliciny. Také tak striktné nezachovava zakon homo-
genity.

vvvvvv

Vychézet pritom budu z prekladu této knihy (Descartes, 1637) a pro historicky
kontext vyuziji Historického matematického archivu MacTutor jehoz autory jsou
J. O’Connor a F. Robertson. Descartes ve své knize Geometrie polozil zaklady
dnesni analytické geometrii. Vyuziva zde algebru k feseni geometrickych tloh
a popisuje a tridi pomoci algebraickych rovnic ktivky. I proto je tento text fazen
z pohledu matematiky k nejvyznamnéjsim dilim své doby.

2.7.2 René Descartes 1596 — 1650

Narodil se v roce 1596 v La Haye, které je nyni pojmenovano Descartes a lezi
mezi Parizi a Bordeaux. Jeho otec Joachim Decartes byl poradcem v bretanském
parlamentu v Rennes a jeho matka Jeanne Brochard byla dcerou vojaka, ktery
mél posadku v Poitiers. Jeanne zemfela rok po narozeni Reného pti porodu, pti
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kterém zemrtel i jeho bratr. Po smrti své matky byl René vychovavan v La Haye
u svoji babicky z matciny strany a k otci, ktery si nasel novou Zenu, se jiz nevratil.

Studovat zacal na jezuitské koleji La
Fleche v Anjou ve svych 11 letech. U¢il se
tam zejména logiku a tradi¢ni aristotelov-
skou filosofii. Studoval také matematické
obory z knihy napsané Claviem jmenovité
aritmetiku, geometrii, astronomii a hudbu.

V roce 1616 ziskal na prani otce ti-
tul z prav v Poitieres. Thned ale védél,
ze jeho cesta nevede smérem humanitnich
véed. V této dobé také napsal Rozpravu
o metode, kde vyzdvihuje deduktivni mys-
leni. Soucasti tohoto textu je Descarte-
suv nejznamejsi vyrok , Cogito ergo sum*
(Myslim, tedy jsem).

W V roce 1618 se stal dobrovolnikem v ar-
Obr. 2.19: René Descartes madé a v roce 1619 se pridal k bavorské
(Frans Hals) armadé pod vedenim Maximilidna Bavor-

ského, coz vedlo k jeho 1ucasti v bitvé na
Bilé hore roku 1620, kde ptisobil jako po-
zorovatel.

Po této vojenské c¢asti svého zivota se jiz vice vénoval védé, protoze byl pre-
svédceny, ze je povolan od Boha k jeji reformé. Seznamil se v Pafizi s dalsimi
védci jako byli Marin Mersenne, Claude Mydorge nebo Girard Desargues. V roce
1628 se premistil na tajné misto v Holandsku, kde se skryval pred prehlcenym
méstskym zivotem, aby vSak neztratil kontakt s matematickym svétem, prozradil
tuto lokalitu Mersennovi.

Jeho matematicti pratelé jej presvédcili, aby své myslenky sepsal, coz ne-
dlouho po svém presunu do Holandska ucinil. Roku 1629 zacal psat Le Monde,
ou Traité de la Lumiére (Svét nebo pojednani o svétle), kterou se vSak zdrahal
vydat. V roce 1637 vydal v holandském Leidenu Discours de la méthode pour
bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences, kterou doplnil o
dodatky La Dioptrique (Dioptrie), Les Météores (Meteorologie) a La Géométrie
(Geometrie). Mertennsovi napsal:

Lonazil jsem se ve své Dioptrii a Meteorologii ukdzat, Ze moje Metoda je lepsi
nez metoda bézné uzivand, a ve své Geometrii to i prokdzat.“ (O’Connor a
Robertsonl, |2014)

Evidentné se zde snazil poukazat na spravnost svého filozofického textu pomoci
jeho aplikace v textu prirodovédném.

V této praci se zabyvam zejména dodatkem La Géométria, ktery podrobnéji
rozebiram v dalsi kapitole.

V nésledujicich letech Descartes napsal jesté prace Meditace o pruni filozofii a
Principy filozofie. V roce 1649 prijal pozvani od svédské kralovny Kristyny a odjel
do Stockholmu, kde vsak po nékolika mésicich zemrtel na zapal plic. (O’Connor a
Robertson, 2014])
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La Geomeétrie

Prace je rozdélena do tii ¢asti. Prvni kniha s podtitulem , Problémy, které
mohou byt konstruovdany pouze pomoci kruhi a primek* se vénuje zejména vypoctu
korenti kvadratické rovnice. Vypocty jsou zapsany algebraicky, ale jsou ilustrovany
i geometricky. Opét zde dochézi k propojovani geometrie a algebry. Descartes
navic pii vypoctech uziva z? jako délku tsecek na rozdil od antickych Feckych
autort, ktefi ji uzivali ve smyslu obsahu. V nasledujici ¢asti ukazu, jak resil jeden
z typu kvadratickych rovnic.

Prvni kniha se také vénuje resenim Pappovy tlohy o krivce, kterou tvori body
danych vlastnosti (locus problem), pfi kterém poprvé vznika predchidce dnesni
kartézské soustavy soufadnic (kartézska je pojmenovana po Descartesovi, pro-
toze se v latinsky psanych textech podepisoval Cartesius). V knize La Geométrie
neni primo vysvétlena, ale je jasné, ze jeji principy Descartes uzival. Pozdéji byla
uzivana k vysvétleni Descartesova feseni. Descartes ve své knize casto nechéva né-
které casti problému ¢tenari, aby si je sam nastudoval. Tento sviij zameér v knize
primo zminuje

,Nebudu se tady zdrZovat podrobnéjsim vysvétlovanim, nebot vdm nabizim
potésent, abyste se to naucili sami a pouZili to k zuslechténi svého ducha tim, Ze
se v tom budete cvicit, coz je dle mého minéni to nejdulezitéjsi, co lze z této
vedy ziskat. Neshleddavam zde nic tak obtizného, co by nemohli zvlddnout ti, kdoZ
jsou aspon ponekud zbeéhli v obycejné geometrii a algebre a kteri budou vénovat
pozornost vsemu, co je obsaZeno v tomto pojedndni.

Spokojim se zde proto s prohldsenim, Ze ten, kdo pri rozmotdvdani téchto rovnic
neopomene vyuzit vsech delent, kterd jsou moznd, dospeje neomylne k
nejjednodussim clenim, na néz lze dlohu prevést.“ (Descartes, 1637, str. 5)

Preferuje tedy nechat prostor ¢tenari k vlastnimu promysleni problému.

Druha kniha ,K povaze krivek® popisuje dva typy krivek, které Descartes
pojmenovava geometrické a mechanické. Vénuje se zpusobtim jak konstruovat
jednotlivé typy krivek. Navrhuje i zptisoby jejich konstrukce pomoci riznych pra-
vitkovych systému. Popisuje tyto kiivky i algebraicky(analyticky). V jedné ¢ésti
se vénuje popisu ktivky, ktera vznikne jako TeSeni jiz zminované Pappovy tlohy.
Zda se, ze Teseni této tlohy bylo jednim z klicovych témat tohoto textu.

Treti kniha ,, O konstrukci uloh, které jsou télesné, nebo vice nez telesné” je
vice zamérena na algebru. Descartes v ni vysvétluje co jsou to kladné a zaporné
kotreny polynomu. Déale popisuje takzvany znaménkovy princip, ve kterém pokud
sefadime znaménka koeficientti jednotlivych ¢lentt polynomu podle jejich stupné,
naptiklad od kubického po linearni, pak pocet zmén znaménka je bud poctem
kladnych kofent nebo je nizsi o sudé ¢islo. Toto pravidlo mizeme dnes najit jako
Descartesovo pravidlo znamének i kdyz jej pravdépodobné nepouzil jako prvni.
Jako prvni jej ale popsal obecné.
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Reseni jednoho typu kvadratické rovnice
Descartes popisuje na 6. strané své knihy feseni rovnice

22 =az+ b2

{11) az+bb

Obr. 2.20: Zépis rovnice z (Descartes, 1637, str. 6)

Pise: ,, Udéelam pravouhly trojihelnik NLM, jehoZ strana LM se rovnd b, druhé
odmocniné zndmé wveliciny b*, a druhd, LN, je %a, to je polovina jiné zndmé
veliciny ndsobené z, kterou predpokladdme za neznamou usecku. Pak prodlouzim-
li MN, tj. preponu [la baze] tohoto trojihelniku, aZ k O, aby se NO rovnalo NL,
je celd usecka OM hledanou useckou z. A to se vyjadri timto zpusobem.:“

1 1
Z:§a+“1a2+b2

M
Obr. 2.21: Nékres z knihy (Descartes, 1637, str. 6)

Z obrazku a popisu je jasné, proc je Teseni, které Descartes pouzil, spravné.
Na toto nejspis prisel algebraickymi tipravami rovnice. Cest, které mohly vést ke
geometrickému vysvétleni, ale miize byt podle mého nazoru vice. V nasledujici
casti ukadzu dvé moznosti, jak lze fesit tuto rovnici. Prvni je algebraicka, druha

vice geometricka.
Mizeme vyuzit algebraického zapisu a presunout vyrazy s neznamou z na

jednu stranu a néasledné doplnit na ¢tverec a odmocnit.

2 2 1)’ 1, 2
z°—az=0» = z— =a —Za:b =

1\? 1 1 1
(2—5(1) :ZaQ—I—bZ = ZZECL—F Z&2+b2

Zpétné pak muzeme sestavit geometricky vyznam tak, jak jej sepsal Descartes.
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Druhou moznosti je vyuziti mocnosti bodu ke kruznici. Vime, ze
[LM|* = |OM] - |PM],

déle jak piSe Descartes, volime-li [OM| = z, [LN| = fa a |[LM| = b pak s pomoci
Pythagorovy véty a par dalsich tprav dostavame

Vi + P =|NM|=2z—1a = z=1ia+/1a®+1?

coz je vztah, ke kterému jsme chtéli dojit.

Descartova prace je prilomem pro algebru a jeho zapis algebraickych rovnic
se jiz témer shoduje se zapisem dnesnim, az na drobnosti, jako tfeba uziti znaku
podobného ampersantu pro dnesni znak rovnosti.
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3. Vyzkumna cast

3.1 Pojeti vyzkumu

Vyzkum, ktery jsem provedl, je kvalitativnim vyzkumem. Jeho hlavnim pred-
meétem jsou zakovska reseni historickych slovnich tiloh. Vysledkem ma byt zjisténi,
jakymi zptisoby budou zaci takovéto tlohy Tesit.

Pred hlavni ¢asti Setfeni jsem provedl pilotni testovani, na kterém jsem si
zkusil distancéni zadavani tloh a zjistil jsem, jaky typ tloh vyuziji pro hlavni
cast vyzkumu. Hlavni ¢ast vyzkumu je tvorena rozborem zakovskych reseni Sesti
historickych tloh.

3.1.1 Cile vyzkumu

Hlavnim cilem bylo zjistit, jak se lisi jednotlivé cesty, kterymi zaci dosli k vy-
sledku tlohy, af uz je to klasické feSeni nebo néjaky typ odhadu ¢i heuristiky.
Dalsim cilem vyzkumu bylo zjistit, do jaké miry a jak casto pouzivaji zaci riz-
nych ro¢niki pri feseni tloh podobné myslenkové postupy, jako uzivali matema-
tici v historii. Zajimalo mé také, jak velkd ¢ast zakti bude mit tendenci ovérovat
spravnost svého teseni, pokud k tomu nebudou pifimo vyzvani.

Neméné dilezitym cilem pro mé bylo seznamit zaky s casti historie matema-
tiky a vytvorit sérii iloh, ktera je bude bavit a ze které si odnesou né¢jaké zajimavé
poznatky. Zaroven jsem chtél zjistit, jaké to je vyuzivat historické tlohy ve vyuce,
jestli to bude bavit mé i zaky a nakolik prinosné to bude pro samotnou vyuku.

3.1.2 Vyzkumné otazky

1. Jakymi zpusoby zaci nizsiho stupné osmiletého gymnazia fesi vybrané his-
torické ulohy?

2. Jaky vliv na feseni tloh ma ro¢nik zaka?

3. 'V ¢em lze spattit prinos vybranych tloh pro vyuku algebraickych slovnich
uloh?

4. Lze najit paralelu mezi historickymi zptisoby feseni tloh a zdkovskym fese-
nim? Pokud ano, v ¢em jsou tato feseni podobna?

3.1.3 Vyzkumny vzorek

Pilotniho testu se ucastnili 4 zaci ve véku 11-13 let z 5.-7. ro¢niku zakladni
Skoly (t¥i divky a jeden chlapec). Zaky jsem volil v tomto véku proto, Ze hlavni
cast vyzkumu jsem chtél realizovat na zacich, u kterych dochazi k formovani
predstav o pojmu proménnd (neznama).

Hlavni ¢ast vyzkumu probihala na vzorku 3 tiid, které vede jedna pani uci-
telka. Jednalo se o t¥idy druhého, tfetiho a ¢tvrtého rocniku osmiletého gymnazia.
Celkem se hlavni ¢asti vyzkumu tcéastnilo 77 zaki, z ¢ehoz bylo 35 chlapct a 42
divek. Gymnéazium, na kterém vyzkum probihal, je vybérové a nékteri zaci se
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umistuji v Matematické olympiadé a jinych soutézich na prednich mistech. Ttidy
jsou relativné homogenni co se tyce skolni ﬁspéénostiE] Pani ucitelka vede vSechny
zminéné tiidy od prvniho ro¢niku.

3.1.4 Pilotni test

Na zacatku jsem vybral algebraické slovni tilohy rtizného charakteru z riznych
zdroju a chtél jsem si vyzkousSet, jak je budou studenti resit. Pivodnim cilem prace
bylo hledat historické algebraické principy v zakovskych reSenich slovnich tloh.
Vyzkumné otazka tedy znéla: Jaké historické principy TeSeni lze hledat v zakov-
skych Tesenich algebraickych slovnich tloh? Cil pilotniho testovani byl, provérit
moznost realizace vyzkumu, ktery by odpovidal na tuto otdazku a pripadné ji
upravit tak, aby byla konkrétnéjsi. Druhym cilem bylo vyzkouset si distanéni
zadavani tloh pro pripad, Ze by se nedalo realizovat Setfeni v prostiedi skoly
z divodu opatteni stanovenych vladou v dobé pandemie Covid—lﬁﬂ Tretim cilem
bylo vybrat typ tloh, které pak vyuziji v nasledujicim Setteni.

Tento test tvorilo celkem 8 tloh. Ctyii tlohy z al-Chvéarizmiho Algebraického
traktdtu, z ¢ehoz dvé byly zadany jako tlohy oteviené a dvé tézsi jako uzaviené
se ¢tyfmi moznostmi vybéru. Tyto tlohy jsem doplnil dvéma tlohami z mezina-
rodniho Setfeni TIMSS a dvéma tlohami autorskymi.

Ulohy 1 a 2

U al-Chvarizmiho tloh se konkrétné jednalo o tlohu o rozdéleni deseti na dve
¢asti, uvedenou na strance 41| této prace. Druhd tloha z Algebraického traktdtu
byla tloha o hledani velikosti mzdy, kterou ma pracujici dostat za ¢ast odpraco-
vaného mésice a je uvedena na strané [11] kapitoly 2.4.2] Tyto tlohy byly zadany
jako tlohy oteviené.

Ulohy 3 a 4

Dalsi dvé dlohy vedouci na kvadratickou rovnici zaci fesili jako tilohy uzaviené.
Nechal jsem je vybrat si ze ¢tyl moznosti vysledného reseni, kde néktera reseni
byly formulovana slovné a jind pomoci dnesni symboliky (snahou bylo predstavit
reseni dnesniho typu, ale i feseni, které se inspirovalo historickymi feSenimi tloh).
Chtél jsem, aby mi zaci v nasledném rozhovoru popsali, pro¢ konkrétni reseni vy-
brali. Tento zamér se mi vsak nepodatilo realizovat, protoze byla tloha nad sily
zakt. Kvadratickou rovnici zaci probiraji v 4. roéniku osmiletého gymnazia, zaci
z pilotniho testovani byli ale mladsi. Vysledkem bylo, ze tlohu bud neresili nebo
jako zdtivodnéni uvedli, ze tipovali. Tyto dvé tlohy jsem v predchozim textu ne-
rozebiral, a proto je zde uvadim.

L Reknou-li ti: Rozdeélil jsi deset na dvé cdsti, vyndsobil jsi jednu z c¢dsti druhou
a ddle jsi vyndsobil jednu z nich samu sebou, potom tento soucin sama se sebou
se stal rouvngm ctyrndasobku soucinu obou casti.“ (al-Chvarizmi, pocatek 9. st.,
str. 160)

! Jejich vysledek z matematiky je nej¢astéji hodnocen zndmkami 1 nebo 2.
2Pilotni test probihal na konci biezna 2021.
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,Rozdélil jsi deset na dvé casti a vyndsobil jsi kaZdou cdst samu sebou a kdyz jsi
toto secetl obdrzel jsi 58.“ (al-Chvarizmi, [pocatek 9. st., str. 160)

Ulohy z TIMSS

Dalsi tii tlohy jsem vybral z uvolnénych tloh mezindrodniho Setieni TIMSS.
Jedna se o ulohy M31 (M06-01) a M17 (MO03-04).

Uloha M31 (M06-01)

Karlovi je 24 let. Je o . let stardi nez Jana. Jak vypocitas, kolik let je Jané?

n2a-I g2 ol-22 p)2s A

Obr. 3.1: Uloha z TIMSS

Uloha M17 (M03-04)
Borek si koupil:

stoji 22 zed

Obr. 3.2: Uloha z TIMSS

Vlastni Glohy

Posledni skupinu tloh tvorily mnou sestavené tlohy inspirované stredoskol-
skymi uc¢ebnicemi matematiky. Chtél jsem si vyzkousSet sestaveni tloh, na kterych
bych mohl pozorovat zakovska reseni.
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,Drdat délky 240 cm ohneme do tvaru obdélniku tak, aby délka jedné strany byla
trikrdt vetsi nez délka strany druhé. Jak dlouhé budou strany obdélniku?“

L Iretina mysleného cisla zmensend o Sestinu téhoZ cisla se rovnd tretiné nejvét-
stho dvojciferného cisla. Urcete myslené cislo.”

Zaveér z pilotniho testovani

Pro pilotni test jsem vybral skupinu historickych tloh, tiloh z mezinadrodniho
setfeni TIMSS a tloh inspirovanych skolskymi tlohami, které jsem sam sestavil.
P1i rozboru jednotlivych tloh jsem zjistil nasledujici poznatky.

Zakovska TeSeni historickych tloh lze porovnavat s konkrétnim historickym fe-
senim, které je u vétsiny tloh zndmé. Zaroven neni problém dnesnimi prostredky,
jako je algebraicka symbolika a neznama, ilohy vytesit. Historické a soucasné Te-
seni mohou stanovit urcitou skalu, do které lze zaradit feseni zdkovské. Pricemz
je jasné, ze dnesni feseni mohou byt rtzna.

Zékladni vyhodou tloh z Setfeni TIMSS je moznost srovnani s vysledky zakt
z velkého mezinarodniho Setfeni, kde miizeme mit naptiklad jasnou predstavu
o tspé&snosti zaka v dloze. Ulohy byly navic vytvofeny pro vyzkum a je jasné,
jaké vékové skupiné by mély byt zadavany.

Posledni skupinou byly moje vlastni ulohy inspirované uc¢ebnicemi stfedoskol-
ské matematiky. Zde jako nejvétsi prednost vidim samotnou moznost vyzkouset
si sestaveni tlohy pro vyzkum. Moznost zkoumat, jak se moje vlastni myslenky
promitaji do pestrosti feseni a zakovského hledani vhodného zapisu dané tlohy.

Mym hlavnim zdjmem ve vyzkumu bylo hledani historickych principt Teseni
v zakovskych fesenich slovnich dloh. Pro tento zdmér se mi z vyse uvedeného
rozboru jevi jako nejprinosnéjsi volit historické tlohy, které jsem mohl v ramci
teoretické casti této prace rozebrat pohledem dnesni matematiky. Proto jsem
zvolil pro hlavni Setfeni 6 historickych tloh.

3.1.5 Vybeér testovacich tiloh pro hlavni Setreni

Vybrané tlohy jsou urc¢eny pro zaky 6.-9. tiidy zakladni skoly, ptipadné zaky
odpovidajicich roéniki viceletych gymnézii.

Test méa za cil sledovat, jakymi zplsoby zaci resi jednotlivé historické tlohy
a pripadné porovnat tato TeSeni s TfeSenimi historickymi. Pii volbé tuloh jsem
se snazil vybirat tdlohy napri¢ historickymi obdobimi od nejstarsich egyptskych
a babylonskych pres al-Chvarizmiho tlohy po tlohu, kterou uvadi na pocatku
trinactého stoleti Fibonacci. Zaroven jsem cilil na tlohy vedouci spise na linearni
rovnice, pripadné jejich jednoduché soustavy. V pilotnim testovani se neosvédcily
slozitéjsi ulohy vedouci na kvadratické rovnice.

U vsech tloh, kromé tlohy o Diofantovée Vékuﬂ jsem v predchozi historické
casti textu této prace uvedl jejich ptvodni Teseni, které jsem zaroven rozebral
z pohledu tehdejsi i dnesni matematiky. U kazdé z téchto tloh jsem zéroven
uvedl Treseni dnesni a tato feseni jsem porovnal. V nasledném rozboru zakovskych

3K této tiloze se mi nepovedlo jeji historické feSeni dohledat.
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reseni budu k tomuto svému rozboru prihlizet a sledovat, kolik zakt fesilo tilohu
podobné jako ptvodni autor tlohy.

Ulohu o Diofantové véku jsem zafadil proto, Ze jsem chtél reprezentovat toto
obdobi v testu pro zaky a zaroven ho ozivit ulohou, kterd mé zajimavy kontext
a primo pojednava o Diofantové zivoté.

Fibonnaciho tlohu o selméch jsem zaradil proto, Ze se jedné o tilohu o spole¢né
praci, coz je jeden z typt uloh, které se na druhém stupni zakladni skoly probiraji.

V nasledujicich odstavcich uvedu vzdy ptvodni texty tlohy a zdivodnim je-
jich apravu, kterou jsem udélal, aby pfti zakovskych fesenich nedochazelo k nepo-
chopeni tlohy kvili jejimu kontextu. Nékdy jsem také upravil parametry tlohy
tak, aby testovala zejména matematizaci a nebyla tak pocetné narocna. Cilem
bylo upravit ulohy tak, aby jejich autenticita byla co nejvice zachovana a zaro-
ven jsem priblizil jazyk (jednotky, nejednoznacnost zadani) zakum tak, aby byla
jejich hlavni soustredéni zaméreno zejména na Teseni matematickych problémii.

Struktura dalstho textu bude néasledujici. Vzdy uvedu ptuvodni tlohu, uprave-
nou verzi pro test a zdivodnéni, pro¢ jsem tlohu upravil timto zptisobem.

Uloha 1 — Rhinddv papyrus

,Rekne-li se ti: pytel, v némz je zlato, stifbro a cin. Tento pytel mize byt ziskan
za 84 satej. Co je to, co prislusi kazdému kovu, kdyz za deben zlata se da 12 Satej,
(za) stiibro to je 6 Satej a (pro) deben cinu to je 3 satej?“(Vymazaloval 2006b,
str. 133)

JRekne-li se ti: Pytel, v némz je zlato, stribro a cin, mize byt ziskdn za 84
dukatu. Kolik dilu kazZdého kovu je v pytli, jestlize dil zlata stoji 12 dukdtu, dil
stribra 6 dukdti a cinu 3 dukdty? V pytli je od kazdého kovu stejné dili.“ (4 pruty
od kazdého)

V této tloze jsem zménil ménu, za kterou se nakupuje pytel a mnozstvim kovu
uvedené jednotkou deben jsem prevedl na dily. Dale jsem zjednodusil véty tak,
aby byly pro zédky srozumitelnéjsi. Naptiklad vétu ,,Co je to co prislusi kazdému
kovu“ jsem nahradil dodatkem .,V pytli je od kazdého kovu stejné dila*.

Uloha 2 — Babylonska tiloha

Na jednom ,bur® pole jsem sklidil 4 ,gur® obili. Na jednom ,bur® druhého pole
jsem sklidil 3 ,,qur® obili. Sklizen z pruniho pole byla o 8,20 vétsi nez z pole dru-
hého. Obé pole dohromady byly velké 30,0. Jak velké je kazZdé z poli? (van der
Waerden), (1954, str. 66)

»Na jednom hektaru proniho pole jsem sklidil 4 tuny obili. Na jednom hektaru
druhého pole jsem sklidil 3 tuny obili. Sklizen z celkové plochy pruniho pole byla
0 60 tun vetsi néz z druhého pole. Celkovd rozloha obou poli je 50 hektari. Jak
velké je pruni a druhé pole?“ (30 hektary, 20 hektary)

V zadani tohoto prikladu jsem zaménil tehdejsi jednotky obsahu a hmot-

nosti za dnesni jednotky, které zaci znaji. Navic jsem upravil tilohu tak, aby se
v ni nevyskytovaly dvoji jednotky pro jednu veli¢inu. Tento problém rozebiram
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v predchozi casti na strané [25] Zmeénil jsem zadani v Sedesatkové soustavé
za soustavu desitkovou, také jsem nahradil mnozstvi, aby priblizné odpovidalo
tehdejsim pomérum v zemeédélstvi i se zménou jednotek, kterou jsem provedl.
Zaroven jsem upravil ¢isla tak, aby vysledky vychéazely celociselné.

Uloha 3 — O déleni na dvé &asti (al-Chvarizmi)

,Rozdélil jsi deset na dvé casti, potom jsi délil jednu druhou a jejich podil je 4.
Jak velké jsou tyto dvé casti.” (al-Chvarizmi, pocatek 9. st.| str. 161)

,Rozdelil jsi deset na dve cdsti, potom jsi délil jednu cdst druhou a jejich podil je
4. Jak velké jsou tyto dvé cdsti. (8 a 2)

Jediny rozdil v upraveném textu je ve slove ,cast®, které jsem ptidal do druhé
véty prvniho souvéti. Divodem této zmény je lepsi srozumitelnost textu. Student
z pilotniho Setfeni, na kterém jsem ovéroval spravné pochopeni tlohy, nechépal,
co znamena v textu ,,délil jednu druhou® a nedokazal vysvétlit co je ta ,jedna”
a co je ,,druha® a k ¢emu tato slova patii. Po doplnéni slova ,,¢ast“ doslo k vétsimu
pochopeni.

Uloha 4 — Uloha o pracujicim (al-Chvarizmi)

»Pokud tdzajici rikd: Pracujici, ktery md mésicni vydélek deset dirhami, pra-
coval sest dni. Jaky je jeho dil, vis-li, Ze Sest dni je jedna pétina meésice a dil
dirhamii je takovy, jako dil odpracovaného casu z mésice.“ (al{Chvarizmi, pocatek
9. st., str. 179)

, Pokud tdzajici rikd: Pracujici, ktery md mésicni vijdélek deset dukdti, pracoval
Sest dni. Kolik dukdti dostal, vis-li, Ze tento mésic md 30 dni? (Dil dukdti ze
mzdy je stejny, jako dil odpracovaného casu z mésice.) (2 dukéty)

Opét doslo pro lepsi srozumitelnost ke zméné mény. Dale jsem pouze zjed-
nodusil hlavni otazku tlohy, tak, aby bylo na prvni pohled pochopitelné, ze se
ptame na pocet dukati, ktery pracujici dostal.

Uloha 5 — Diofantova hadanka

»Diofantovo deétstvi trvalo Sestinu jeho Zivota, za dalsi dvandctinu mu vyrasily
vousy a za dalsi sedminu se oZenil. Za dalsich pet let se mu narodil syn, jehozZ
Zivot byl vsak jen polovicni oproti Zivotu otcovu. Po synové smrti Zil Diofantos
jesté 4 roky.f] (Str, [2011], str. 492)

»Diofantovo deétstvi trvalo Sestinu jeho Zivota, za dalsi dvandctinu mu vyrasily
vousy a za dalsi 12 let se oZenil. Za dalsich pet let se mu narodil syn, jehoz Zivot
byl vsak jen polovicni oproti Zivotu otcovu. Po synove smrti Zil Diofantos jesté
4 roky. Jak dlouho Diofantos Zil?“ (84 let)

4Jedn4 se o tlohu, kterou neuvadi Diofantos ve svych pracich. Byla uvedena aZ po roce 600
n.l. v epigramech od Metrodora
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V Diofantové hddance jsem udélal zasadni zménu v parametru tlohy, kde zlo-
mek jedna sedmina pro interval Diofantova zivota nahrazuji 12 lety. Diky tomu
neni potreba prevadét ve vypoctu zlomky na padesati Sestiny. Tim se tloha z po-
cetniho hlediska zjednodusi. Mym cilem totiz neni testovat préaci se zlomky, ale
spise schopnost sestaveni algebraické rovnice.

Uloha 6 — Lev, leopard a medvéd (Fibonacci)

»Lev by snédl jednu ovci za ¢tyri hodiny a leopard [by ji snédl] za 5 hodin, a medvéed
[by ji snédl] za 6 hodin: Ptaji se nds, pokud by jim byla vhozena jedna ovce, jak
dlouho by jim trvalo, nez by ji pozreli?“ (Fauvel a Gray, (1987, str. 243, vlastni
preklad)

»Lev by snédl jednu ovci za Sest hodin a leopard [by ji snédl] za 8 hodin, a medvéd
[by ji snédl] za 3 hodiny: Ptaji se nds, pokud by jim byla vhozena jedna ovce, jak
dlouho by jim trvalo, nez by ji pozreli?*“ (1.6 hodiny)

V posledni tloze jsem opét upravil ¢iselné parametry tlohy, protoze ptuvodni
¢isla v zadani vedou na ,,08klivy* vysledek (% hodiny). Zvazoval jsem jesté zménu
ulohy tak, aby bylo jeji zadani vice jednoznac¢né. Neni totiz primo feceno, ze
vsechna zvirata budou zrat ovci soucasné, dokud ji nesezerou celou.

3.1.6 Popis sbéru dat

Zadani tuloh probihalo ve dvou po sobé nésledujicich patcich. Prvni tyden
jsem zadal tlohy ve tridé 4.A. osmiletého gymnézia a o tyden pozdéji ve tiidach
2.B a 3.A. Hodinu jsem uvedl kratkym predstavenim tloh a jejich historického
kontextu, kdy jsem zakim ukéazal zejména to, ze Babylonané zapisovali svoje vy-
pocty pomoci klinového pisma na hlinéné tabulky a Egyptané pomoci hieroglyfa
na papyrus. Cilem tohoto ivodu bylo zaky motivovat a rozpoutat zajem o tlohy.
Ulohy samotné jsem pak doplnil struénym historickym kontextem. Chtél jsem,
aby Teseni uloh zaky bavilo. Poprosil jsem je o volbu vhodnych psacich potieb
a Citelné pismo. Vysvétlil jsem jim, ze budu analyzovat jejich TeSeni a zZe mé zajima
zejména jejich myslenkovy postup. Také jsem pozadal o to, aby i pripadné chybné
reseni skrtali pouze jednou ¢arou, abych poznal, v ¢em udélali chybu. Tento ivod
trval zhruba 5 minut. Zbytek hodiny (40 min) zaci fesili slovni tlohy.

Vzdy nésledujici tyden jsem od pani ucitelky dostal jesté zhruba 20 min na
seznameni zakl s jejich vysledky, po kterém jsme rozebrali feseni tloh, o které
meéli zaci zdjem. Ukazal jsem zakim nejcastéjsi chyby a jednotlivé typy Teseni,
které se ve tridé vyskytovaly. Z rozboru pro mé také vyplynulo mnoho dalsich
zajimavych poznatkt, které jsem vyuzil v dalsich ¢astech této prace.

Reseni 7zaki jsem také probiral s pani uditelkou, kterd ve t¥idach uéi. Hle-
dali jsme spolecné divody nékterych neocekavanych jevi, které se vyskytly ve
tiidach ]

5Napiiklad vyskyt feSeni pomoci trojélenky v tercii, piestoze se s pani uditelkou pifmou
dmérnost timto zptsobem primarné neucili pocitat.
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3.2 Rozbor zakovskych reseni

Pti rozboru jednotlivych tdloh jsem zakovska feseni roztridil do skupin podle
typu feseni. Typ zakovskych feseni definuji nize. Snazil jsem se pritom, aby kazdé
reseni, v némz se zasadné lisi zdkova tvaha od ostatnich, mélo svoji skupinu.
7 kazdé skupiny feseni jsem pro kazdou tlohu vybral ta, ktera dobre reprezentuji
svoji skupinu. Tato Tfeseni jsem vyfotil, vlozil do této prace a okomentoval.

V nasledujici ¢asti textu postupné popisuji u kazdé dlohy typy reseni, se kte-
rymi jsem se pti rozboru setkal. Kazdy typ pritom v poc¢atecnim shrnuti nazyvam
zkrdcenym nézvem pro lepsi orientaci v textu. Uloha je vzdy doplnéna tabulkou
popisujici ¢etnost téchto typt reseni v jednotlivych tfidéch.ﬁ

3.2.1 Uloha 1 — Rhinddv papyrus

JRekne-li se ti: Pytel, v némz je zlato, stribro a cin, miZe byt ziskdn za 84
dukadtu. Kolik dilu kazZdého kovu je v pytli, jestlize dil zlata stoji 12 dukdtu, dil
stribra 6 dukdti a cinu 3 dukdty. V pytli je od kazdého kovu stejné dili.“ (4 pruty
od kazdého)

Uloha z Rhindova papyru je prvni tlohou, kterou méli Z4ci uvedenou v pra-
covnim listu a setkala se dle mého ocekavani z vysokou tispésnosti, ktera se bli-
zila 95 %. Nejcastéjsi pri¢inou nedspésnosti bylo Spatné precteni zadani. Ve dvou
pripadech to vedlo k zakovskému feseni linearni diofantovské rovnice, tj. rovnice
typu

a1r1 + asxs + -+ apxy, =0, ay,...,a,,b € 7.

Tento typ tulohy vznikl, pokud zak vynechal podminku uvedenou v posledni vété
ulohy, ktera stanovila, ze od kazdého kovu je v pytli stejné prutii. V obou zakov-
skych tesenich se zak spokojil pouze s jednim, i kdyz jich rovnice tohoto typu ma
nekonecné mnoho. Toto zjisténi ale neni nikterak prekvapivé. Sam Diofantos také
nehledal obecné Teseni, ale spokojil se s jednim. Jedno z zakovskych Teseni je na
obrazku kde zak nejprve vzal nejvetsi mozny pocet zlatych prutt a dopl-
nil je stiibrnymi a cinovymi tak, aby vysledna cena pytle byla pozadovanych 84
dukatu.

Zakovska Feseni jsem rozdélil do celkem 7 skupin. Pét z nich je uvedeno v ta-
bulce kde shrnuji etnosti zptisobt Feseni. Sesty typ se vyskytl pouze jednou
ve tride IV.B. a jedna se o vypocet pomoci prumérné ceny kovu. Posledni typem
je Teseni pomoci chybného predpokladu a vyskytl se pouze dvakrat ve tride I11.B.

5Tuto tabulku uvddim na konci rozboru kazdé tlohy. Typy fefeni jsou v ni popsany pomoci
nazvu, ktery je uveden v pocatecnim rozboru. Nékdy v této tabulce neuvadim typ reseni, pokud
mél v celém testovacim vzorku Cetnost 1.
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84:21 Déleni vysledné hodnoty, kterou mél stat cely pytel, souctem hod-
not jednotlivych typu kovu.

Odhad Reseni odhadem: Vétsinou bylo doplnéno slovy ,Prosté jsem to
zkousel a nakonec mi to vyslo“. Do této kategorie ale fadim i feSeni,
u kterych nebylo jasné, jak k nému zak dosel.

Egypt Reseni podobné tomu, jak tlohu Tesili Egyptané.

Rovnice  Reseni pomoci ,algebraizace” slovni tlohy, sestaveni linearni rov-
nice a jejiho nasledného reseni.

Diofan- Spatné pochopeni tlohy a Feseni bez podminky uréujici, ze kazdého
tos kovu je v pytli stejné.

Prameér Vypocet prumérné hodnoty kovu a déleni vysledné ceny pytle touto
hodnotou.

Regula Neboli metoda chybného predpokladu. Resitel zkusil ndhodné do-
falsi sadit ¢islo do definovaného problému a zjistil tak, jak se jeho odhad
lisil od spravné hodnoty.

Nejcastéjsi zptisob, jakym zaci Tesili tuto slovni tlohu, bylo sec¢teni hodnoty
tT1 kov, ¢imz ziskali cenu jedné trojice prutii. Nasledné timto souctem vydélili
celkovou hodnotu pytle a zjistili, kolik trojic pruta v pytli je. Tento postup zvolila
skoro polovina zakl. V prehledu vyse i v tabulce shrnujici ¢etnosti zptisobt feseni
je tento zptsob oznacen jako 84:21.

Druhym nejcastéjsim zptisobem zjisténi vysledku bylo nahodné zkouseni hod-
not nebo odhad. Protoze je vysledek 4 od kazdého, tak se i tento typ reseni dal
cekat.

Treti nejcastéjsi zptisob byl pokus o sec¢teni vSech t¥i hodnot jednotlivych kovi
a postupné pricitani dalsich trojic, jako to ukazuje obréazek na kterém je
fotka jednoho z zakovskych feseni. Tento typ Teseni odpovidéd egyptskému fesent,
protoze Egyptané vyuzivali opakovany soucet az do urcité hodnoty jako nahradu
za déleni, jak popisuji v ¢asti[2.1.1] Tento zpusob vypoctu tlohy se vyskytoval ve
vsech zkoumanych tiidach, coz pro mé bylo prekvapivé Tento typ byl v souhrnu
nazvan Egypt.
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Obr. 3.3: Uloha 1 — Zékovsk4 feseni 1, 2

V Sesti pripadech ze 73 spravnych Teseni zaci vyuzili pro vypocet linedrni rov-
nici, kde za neznamou ve vétsiné pripadu volili pocet pruti od kazdého kovu,
ktery je v pytli a znadili ji pismenem z jako na obrézku [3.4b V nékolika piipa-
dech si zaci nejprve napsali rovnici s neznamymi reprezentovanymi pismeny podle
hledanych kovii

2-1245-6+4+c-3 =84,

kterou doplnili rovnosti z = s = ¢ a nasledné pokracovali bud s x nebo s jednim
z pismen, které jiz vyuzili. Nékteti zaci se snazili vymyslet algebraickou reprezen-
taci, ale nakonec ji nevyuzili viz. obrazek [3.4a]

/t) o taiphes £¢ = x-7) 4 Xob +xef
A=G 124+6+3= B4 =k
E—:P_/__ (f‘!if:% Y X
ML MGely | fazdehe kova Rpou Yprals

=p=0C 59:2(7
TR 4= 42

(a) (b)

Obr. 3.4: Uloha 1 — Zakovsks FeSeni 3, 4

Dva zaci tercie vyuzili pro vypocet ulohy z Rhindova papyru metodu ,re-
gula falsi“ neboli metodu ,,chybného predpokladu®. Jedno z feSeni je uvedeno na
obréazku [3.5

Tato metoda je zalozena na stanoveni odhadu, ve kterém zak v tomto pripadé
volil 5 prutii od kazdého kovu. Nasledné dopocital, ze by dosel k vysledné cené
pytle 105 zlatych. Protoze vysledek ma vyjit 84, zkusil mensi odhad, tentokrat
3 pruty. Dosel k vysledku mensimu, nez jaky mé vyjit, a tak zvolil 4 pruty a nasel
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Obr. 3.5: Uloha 1 — Zékovské feseni 5 pomoci chybného predpokladu

reseni. Je zajimavé, ze ,regula falsi“ je jednou z metod, kterou také vyuzivali
Egyptané. Napriklad ji mtzeme najit v 26. prikladu Rhindova papyru.

Shrnuti c¢etnosti typu reseni predstavuje nasledujici tabulka, ve které jsou
sloupce pojmenovany podle vyse uvedenych typi reseni.

Tfida Uspé&Snost 84:21 Odhad Egypt Rovnice Diofantos

IV.A 24/25 10 5 4 2 2
I11.B 22/25 8 10 1 1 0
ILA 27/27 12 7 5 3 0
Celkem 73/77 30 22 9 6 2

Tabulka 3.1: Uloha 1 — Cetnost typi Fesen{ ve t¥idéch.

3.2.2 Uloha 2 — Babylonské tloha

,Na jednom hektaru prvniho pole jsem sklidil 4 tuny obili. Na jednom hektaru
druhého pole jsem sklidil 3 tuny obili. Sklizen z celkové plochy pruniho pole byla
0 60 tun vetsi nez z druhého pole. Celkovd rozloha obou poli je 50 hektari. Jak
velké je pruni a druhé pole.“ (30 hektary, 20 hektary)

Babylonska tiloha méla zakovskou tspésnost 47 %, pricinou zdkovské nedspés-
nosti podle rozboru tlohy s zéky je, ze prvni ¢ast tlohy popisuje rovnici o sklizni
z pole, zatimco druhd ¢ast popisuje rovnici o souctu obsaht jednotlivych poli.
Kazda z obou rovnic je proto o jiné veli¢iné. Tyto dvé rovnice by mély nasledujici
tvar.

xr—3y=060, x+y=2>50 (3.1)

Cislo 60 je tak po¢tem tun, o které ma jedno pole vétsi vynos nez druhé. Oproti
tomu 50 je pocet hektarti, ktery udava soucet plochy obou poli.

Tato charakteristika tlohy byla u velké ¢asti zakt udavana jako pri¢ina neu-
spéchu pii sestaveni rovnic. Zaci, kterym se povedlo sestavit soustavu dvou rov-
nic o dvou neznamych, byli pouze 3. Dva byli z kvarty a jedna zakyné z tercie.
V kvarté se téma soustavy lindrnich rovnic probiralo béhem distanc¢ni vyuky. Pani
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ucitelka tikala, ze na toto téma Tesili jen jednu slovni tlohu. Presto byla prekva-
pend, jak malo zakl soustavu rovnic pri feseni vyuzilo. Pti rozboru tlohy uvedla,
ze téma jesté zaradi v rdmci opakovani.

U tuspésnych zakl jsem rozpoznal 6 typt feSeni, které uvadim v nasledujicim

shrnuti.
Prosty Regeni odhadem: Vétsinou bylo doplnéno slovy ,Prosté jsem to
odhad zkousel a nakonec mi to vyslo“. Do této kategorie ale fadim i fe-
seni, u kterych nebylo jasné, jak k nému zak dosel.
Ptileni Tito zaci vyzkouseli, jak by vysla prvni rovnice, kdyby pole byly
polovi¢ni rozlohy (25 hektart).

Odecteni Odecetli prebytek, o ktery ma prvni pole vétsi vytéznost.

r ax+60 Pokud ma druhé pole vytéznost x pak méa prvni pole vytéznost
x + 60

Rovnice Sestaveni vysSe uvedené soustavy rovnic

Baby- Zpusob podobny babylonskému reseni tlohy (vice pfipad rozeberu

lonsky nize).

zpusob

Mezi zaky sekundy se zadnému nepovedlo sestavit soustavu rovnic. V zakov-
skych TeSenich mizeme najit pouze naznaky pokust, jako je tomu na obrazku
8.6l V této praci se zak evidentné snazil najit algebraickou reprezentaci feseni,
ale nepovedlo se mu to. V prvnich dvou radcich také vidime, ze kombinuje obé
vyse zminéné rovnice a snazi se napasovat 50 hektart k rovnici o vytézku
z pole, ktery je uvadén v tunach.

dp. = Aha=4ht (CXMMD\D s\dizen = ¥ = ’\K‘*GO} %;m\(\’
Zr: = 4= 5t (celleove’ %Ld]zcmzv(/)o GO) ’

= w+60 SO \na Tiw “\Hw?ﬁ

5O 2 =(m-m) + (4- )

= x/ — 40
y Az/ 9 S0 \f\a’(mvm)JrA’L

twa
|

\

Eﬂ m v = S0—AL
rwm/-’b& ks

Obr. 3.6: Uloha 2 — Zakovské feseni 1 (sekunda)

Ve tretim a ¢tvrtém radku vpravo sestavil rovnici, ale na jeji levé strané uvadi
50ha, i kdyz prava strana opét vyjadiuje pocet tun.

Dalsi fesenti je blizké jinému, které uvedu pozdéji a nazval jsem ho Odectent.
Zak spravné spoéital, ze plocha, na které bylo sklizeno prebyvajicich 60 tun obili
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prvniho pole, je velkd 12,5 hektaru. Chybné to ale povazuje za jedno z TeSeni.
Zajimavé je, ze se ani nepokusil zpétné dosadit do zadani, ¢cimz by zjistil, Ze jeho
vysledek je chybny.

7/4/44 ///L? 4 M/ ?mwa W//WM/
S5 Ml o puds”
7 s/, . _ sl v
Miles .. = 34 7 e 7 il fi
Tope 0 60 bl iy mai 7 '

7.
60 Y= 7235 = 0= 335
72,3

Obr. 3.7: Uloha 2 — Zakovské feseni 2 (sekunda)

Reseni ,, Odecteni“ dotéhli do tspésného konce 3 Zéci kvarty. Reprezentantem
tohoto pistupu je nasledujici obrazek [3.8|

co:4=45h OrBvuni pole (@ ptlie &0k,
50-AS = BSW Frad Ml 20 Lo

16-3260
AS. 4 = O
BrA5=0w

Obr. 3.8: Uloha 2 — Zakovské feseni 3 (kvarta)

Dalsi typ odhadu fesent je v tabulce oznacen jako Prilend. Zak nejprve zkusil,
jak by tloha dopadla, pokud by byla obé pole stejné velka. To je zaznamenano na
obrazku vlevo v krouzku. Néasledné zkousel pridavat od jednoho pole a ubirat
z druhého, dokud nedostal pozadovany rozdil 60. Prvni krok, ve kterém zaci
predpokladali, Ze jsou obé pole stejné velka, je stejny, jako udélali ve svém teSeni
Babylonani, viz. feseni tlohy VAT 8389 v ¢asti na strané

N9 ot 7
gﬁk LM 6o

6 .00 =30, . 104
160:)=20 2.4,

Obr. 3.9: Uloha 2 — Zakovské feseni 4 (sekunda)
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V tercii se vyskytla podobna feseni jako v sekundé. Za zminku vsak stoji
dvé, ktera se vymykala ostatnim. Prvni z nich je feSeni, které v podstaté presné
kopiruje zptisob, kterym tuto lohu pocitali Babylonani (Babylonsky zpisob).
Jedna se o Teseni z obrazku . 73k zde opét zkusil rozdélit pole na dvé stejna
o velikosti 25ha. Po dosazeni do rovnosti o rozdilu sklizné mu vyjde 25, on si ale
uvédomil, ze mu mélo vyjit 60. Rozdil obdrzené hodnoty oproti ocekdvané je tak
35. V tuto chvili si uvédomil, ze pokud prida 1 ha k prvnimu poli, tak ubere 1 ha
druhého. K celkovému rozdilu vytézka tak pribude 4 tuny z pridaného prvniho
pole a 3 tuny, které se neodectou. To je celkem 7 tun. Proto 35 uprostied obrazku
delil 7. Dostal tak pét, coz je pocet tun, ktery musi odebrat od druhého pole
a pridat k prvnimu. Nakonec vysledek vpravo nahote ovéril.

Musim Tict, Ze jsem v zadném pripadé necekal, ze by néktery zak resil ilohu
timto zptsobem. Kdybych navic Babylonské reseni neznal, tak by pro mé bylo
toto zakovské reseni Spatné pochopitelné. V kazdém pripadé zak opravdu uvazoval
timto zpisobem, protoze mi po rozboru této tlohy vyse zminénou tvahu popsal.
Rozbor historického feSeni je uveden v casti na strané [25|

i 7_ = w - .
2. (30\{ = 1“‘«\/\7 /l\qwgc\\r / 0 3 [iﬁl"_%_—'s ?\QO \-‘v«:\/l(\\o\
Olo(’: "“’(?— = 60 hele fapa

EEEEEY ~—
] FO(L = (;O ‘Lb\v\ \/I(Ce \/\42_;‘2? (BcQQ
/z PQ{Q '\MG/ @(OGL\V\ 20 L\m o\z.(agtq 1@ l"&_

Obr. 3.10: Uloha 2 — Zakovské feseni 5 (tercie)

Jako posledni uvedu feseni, které jsem ocekaval, Ze se objevi Castéji (Rovnice).
Jedna se o klasické sestaveni dvou rovnic o dvou neznamych.

X'Ll = '3+60 l_f.x;%o_‘,gsx
’ X+\$=50
)(\-.1 =50 —= )(-‘SO-% g (}0
20 +
(0-q) 4=y 3+60 | 5O-20= 30
200~\~\=’5~(-(—(,0 : =X
A4yo =N [ 7
’LO:\.‘W * 30N = 420 A20 -~ 6O =@C
20 -3 = 6D 604%0:42—6
(a) kvarta (b) tercie

Obr. 3.11: Uloha 2 — Zakovsk4 Tesen{ 6, 7
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Tiida Usp&Snost Odhad Puleni Odedteni 2z a z+60 Rovnice

IV.A 12/25 4 4 3 1 1
IT1.B 11/25 8 3 0 0 1
ILLA 13/27 7 6 0 0 0
Celkem 36/77 19 13 3 1 2

Tabulka 3.2: Uloha 2 — ¢etnost typi Fesen{ ve t¥idéch.

3.2.3 Uloha 3 — O déleni na &asti (al-Chvarizmi)

yRozdelil jsi deset[dvacet] na dvé éasti, potom jsi délil jednu cdst druhou a jejich
podil je 4. Jak velké jsou tyto dvé casti.“ (8 a 2[16 a 4])

U této ulohy jsem se rozhodl po sesbirani a vyhodnoceni vysledki z prvni t¥idy
(kvarta), ze lehce modifikuji jeji matematicky parametr. Mnoho zaki kvarty totiz
resilo ilohu vhledem a nebo jednoduchym rozborem pripadi. V pilotnim testovani
byla tato tloha zatazena a 3 ze 4 zaka uvedli feseni, které bylo zajimavéﬂ Oproti
tomu v kvarté 18 z 25 zaku tulohu resilo odhadem, vhledem nebo rozborem. Divod
byl néasledujici. Pokud 10 délim na dvé ¢asti, nezalezi na poradi a vysledkem je
celé cislo, pak je pouze pét moznosti, jak to mizu udélat. Neni tak tézké prijit
rozborem pripadi na spravné feseni. Pred testovanim mé tento aspekt tlohy
nenapadl.

Ulohu jsem proto modifikoval tak, Ze jsem zdvojnésobil hodnotu, kterou se
na zacatku tulohy déli. Tim jsem zjistil, ze takova zména nema na vysledek ani
charakteristiku zakovskych teseni témeér zadny vliv, coz doklada tabulka EI
Zéci kvart tak pocitali s rozdélenim 10 na dvé ¢asti a zbylé dvé tifdy s rozdélenim
20 na dvé casti.

Odhad  ReSeni odhadem bylo vétsinou bylo doplnéno slovy: ,,Prosté jsem
to zkousel a nakonec mi to vyslo“. Do této kategorie fadim i feSent,
u kterych nebylo jasné, jak k nému zak dosel.

Rozbor  Zaci se v tomto pripadé systematicky snazili vycerpat vsSechny
moznosti Teseni. Pocitali pritom s predpokladem, ze feseni je ce-
lo¢iselné.

Rovnice Sestaveni rovnice, ale neschopnost nebo neochota ji dotesit. K vy-
a odhad sledku zak dosel bud odhadem nebo rozborem.

Rovnice Sestaveni rovnice a jeji vyTeseni.

Na- Hledani nasobkt poméru 4:1, dokud nedoslo k nalezeni souc¢tu 10
sobky pripadné 20.
4:1

Priklad reseni odhadem nebudu uvadét, vétsinou zak napsal feSeni a doplnil
je slovy: ,, Proste jsem to zkouSel a vyslo to“. U nékterych zaki je z feSeni primo

7Zajimavé znamena, ze nenapsali pouze vysledek doplnény slovy uhodnul jsem feseni.
8Pomér zakil Fesicich tlohu odhadem se v nasledujicich dvou t¥idach téméf nezménil
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patrné, jakym zptisobem rozebirali jednotlivé moznosti. Tento typ TeSeni jsem
nazval Rozbor a predstavuji jej nasledujici dva obrazky.

Az M5 6 F 89 ,
\; s/ /4‘{ 0 4o 40 A0
2 prp=n “ 5 § f,\ ANA /N
== > AV ze 33 x:l=4
(a) kvarta (b) kvarta

Obr. 3.12: Uloha 3 — Zakovska Teseni 1, 2

Néktetri zaci sestavili rovnici, ale piiklad vytesili i tak odhadem (Rovnice
a odhad), jako je to vidét na obrazku . 73k tercie v tomto piipadé nejspis
nevedel, jak soustavu fesit (téma se probira az v kvarté). Bylo tak pro néj jedno-
dussi provést rozbor pripadt. Nize uvedené feseni tak dobre reprezentuje i feseni
typu Rozbor, které pro déleni 20 mélo casto tuto formu.

X
10" X:ap=t X>ry xtig=20
v <4

4. v=20(k x=B¢ x=ty
£
o\ x
4

v 0

Lo VRN DS X
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Obr. 3.13: Uloha 3 — Zakovské fesenf 3 (tercie)

V kvarté nékteri zaci tesili tuto tlohu pomoci soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych (Rowvnice). Tento zpusob nejspis vychézi z jejich vyuky. Na nésle-
dujicich obrazcich jsou dvé feSeni. V kazdém z nich pfitom 74k zvolil jiny
zpusob postupu. Prvni fesil rovnici pomoci dosazeni vyjadiené neznamé y. Druhy
zvolil velmi zajimavé Teseni, ve kterém prvni rovnici z + y = 10 celou vydélil y,

X

¢imz ziskal dvé rovnice, které obé obsahuji vyraz 4+ 8 Po odecteni téchto rovnic

se vyrazu zbavil.
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Obr. 3.14: Uloha 3 — Z4kovska TeSeni 4,5

Nakonec jsem dohromady u trech zaki v tercii a sekundé zaznamenal Feseni
nazvané Ndsobky 4:1, které je podobné egyptskému premysleni. Zaci vedéli,
jaky je pomér velikosti obou ¢asti (4:1). Postupné tak tento pomér nésobili, dokud
nedosli k souctu 20, coz je hezky vidét na obrazku [3.15]

Obr. 3.15: Uloha 3 — Zakovské feseni 6 (sekunda)

Tfida Usp&Snost Odhad Rozbor Rovnice Rovnice Nasobky

a odhad 4:1
IV.A 24/25 14 4 3 3 0
I11.B 21/25 11 3 5 1 1
I1.A 26/27 14 7 3 0 2
Celkem 71/77 39 14 11 4 3

Tabulka 3.3: Uloha 3 — Cetnost typi Fesen{ ve t¥idéch.

3.2.4 Uloha 4 — O pracujicim (al-Chvarizmi)

,Pokud tdzajici rikd: Pracujici, ktery md mésicni vydélek deset dukdti, pracoval
Sest dni. Kolik dukdti dostal, vis-li, Ze tento mésic ma 30 dni? (Dil dukdti ze
mzdy je stejny, jako dil odpracovaného casu z mésice.) (2 dukéty)

Ctvrtd tloha méla tspésnost feSeni 61 %. Nejcastéjsim duvodem zdkovské
neuspésnosti bylo opét Spatné ¢teni zadéani, ale také nezvladnuti vypoctu primé
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umeérnosti. PTi feseni této tlohy vyuzilo 9 z 25 zaki tercie vyuzilo pro vypocet
troj¢lenku. Spravny vysledek mélo jen 5 z téchto zaki, méli celkovou tspésnost
dokonce pod 50 %. Dalsim duvodem, pro¢ bylo mnoho zédkiu netspésnych, byla
chybnd préce s periodickym ¢islem, viz. obrazek [3.17b Tato chyba se vice obje-
vovala zejména v sekundé a tercii. Poslednim divodem netspéchu byla chybna
tvaha, kterd vedla napiiklad k nésledujicimu zakovskému feseni (obrézek .
Zak v ném déli 30 dni 10 dukaty a mysli si, Ze tim ziskd pocet dukatf, které
pracujici dostal za den. Ve skutecnosti spocital, za kolik dni dostane pracujici
jeden dukat.

30.10=3

%M»M”‘M/
c-3=1f
%ewwwwmm

Obr. 3.16: Uloha 4 — Zakovské feseni 1 (sekunda)

Ve vétsiné pripadi by k eliminaci zakovské chyby stacilo zpétné dosazeni
vysledku do tlohy. Tim by zdk ovéril spravnost svého postupu a pripadné se
mohl opravit. Nékteri zaci dokonce formulovali odpovéd s chybnym vysledkem.
Ani to je ale nedovedlo k odhaleni chyby. Ve vySe zminéném obrazku napriklad
zak tvrdi, Ze pracujici vydélal 18 dukatii za Sest dni, i kdyz za 30 dni jich vydélal
20.

Spravna Teseni, kterd jsem v tomto pripadé rozpoznal, jsou nasledujici.

Pétina Zéci si uvédomili, Ze 6 dni tvoii pétinu z mésice. Vysledek byl
pétina z 10, coz je 2.

Ttetina  Zakladem tohoto feseni byl vypocet odmény, kterou dostal pra-
za den cujici za den.

Troj- Vyuziti trojélenky pro vypocet.
¢lenka

TFi dny Resitel si uvédomil, ze kdyz za 30 dni pracujici dostane 10 dukéti,
dukat pak je to za 3 dny jeden dukat.

Rovnice Zak sestavil a vypocital rovnici.

Nejasné Ve trech ptripadech nebyl zakovsky postup ziejmy. Mozna se jed-
nalo o odhad.

Nejcastéjsim fesenim byl vypocet pres vydélek za jeden den Tretina za den.
U tohoto zptisobu dochazelo ke spatné praci s periodickym ¢islem. Tato chyba se
vyskytla v 11 fesenich. Celkem timto zptisobem tulohu fesilo 23 zakia a z nich 12
Uspésné (viz. tabulka na strané . Jen dva zaci pritom pocitali s % misto
periodického cisla 0,3.
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Obr. 3.17: Uloha 4 — Zakovska Tedeni 2, 3

Uspé&sné fesilo tlohu nejvic zéka pomoci Gvahy, kdy si zék uvédomil, Ze za
pétinu casu vydeéla pracujici pétinu mzdy. Vsichni zaci, kteri tlohu resili touto
uvahou, méli spravné i vysledek. Na néasledujicim obrazku zdk nejprve zkousel
ulohu pocitat pomoci trojclenky, kterou pouzil spravné. Nejspis si tim nebyl jisty,
skrtnul tento postup a zvolil k feSeni jiz zminénou tvahu Pétina.

A0 dal ./ .
, ﬂ ’ﬂ-c\c N ,S“Ed:,m lhi-f-fhk

v y lL_l -

Cen ol | hqs;t&.—:,?musfdgg/.c&
/fj;_é{-r'p!\,\ P)q}-m.
"',...:_}:’-—?_//Q:’l

“-—:,_:

Doshl 2 dukahy
Obr. 3.18: Uloha 4 — Zakovské fesenf 4 (tercie)

Jind tvaha T7 dny dukdt, kterou pouzilo celkem 5 zaki, je nasledujici.
Pokud za 30 dni vydeélal pracujici 10 dukati, pak za 3 dny vydéla jeden. Pii této
uvaze opét zadny zak nedosel k chybnému tesSeni.

30[!/\5 . 4
50 dui ... Ac

{ dut L
\ | ’
70‘:1“ /Z, clklu\l\)

Obr. 3.19: Uloha 4 — Zékovské feeni 5 (sekunda)

Poslednim fesenim, které se objevilo pouze v kvarté, je reseni pomoci Rov-
nice. Zak si uvédomil, ze pomér mezi mzdou a ¢asem, ktery pracujici pracoval,
se neméni a tento pomér vyjadril rovnici, jak je vidét na obrazcich |3.20a| nebo
3.20Di
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Obr. 3.20: Uloha 4 — Zéakovské FeSen{ 6,7

Je zajimavé, kolik riznych tvah nebo postupt muze zak vyuzit u takto jed-
noduché tlohy. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o tilohu na klasickou pfimou timeér-
nost, tak by méli mit zaci s takovymi tlohami zkuSenost a oc¢ekaval bych, ze jejich
Gspésnost bude vyssi, nez jakou jsem zaznamenal viz. tabulka [3.2]

Tento typ uloh je jednim z téch, pro které Fibonacci v Liber Abaci uvadi
mnoho prikladi. Témeér kazdy priklad ptitom fesi dvéma zptsoby, z nichz jeden
casto byva dnesni trojc¢lenka. Druhym je pak néjaky typ tvahy, kterym postup
pomoci troj¢lenky vysvétluje a potvrzuje. Tomuto tématu se vénuji v kapitole
2.5.1 na strand [45]

Myslim si, ze zdtivodnéni postupu trojélenky pomoci ivahy je moment, ktery
zaktim velmi chybi, pokud je k tomu ucitel nevede. J4 sam jsem se trojclenku
naucil az v didaktice matematiky na vysoké skole. Do té doby jsem ji nerozumél
a nepouzival jsem ji. I tak jsem byl schopen pocitat tlohy na primou i neptimou
umeérnost.

Zéci si Casto spojujf troj¢lenku s pravidlem, které se musi naudit. Pii rozboru
ulohy s zéky tercie jsem vidél, ze skoro zadny z nich toto pravidlo neumi zdavod-
nit. Navic jej pouzivali relativné ndhodné. Jeden z zaki v rozhovoru po hodiné
dokonce tikal, Ze si ¢isla vzdy napise pod sebe a zkusi z nich napsat vztah, ktery
nasledné ovér, jestli dava smysl. Pokud déva smysl, tak je to podle n¢j spravné.
Nejistota zaka ohledné trojélenky byla vidét i na obrazku @ na strané Re-
seni pomoci trojclenky se objevilo pouze v tercii.

Po rozhovoru s pani ucitelkou jsem zjistil, ze trojclenku neprobirali. Nasledné
od zakl jsem zjistil, ze si toto pravidlo ptinesli z chemie, kde jej pouzivaji. Coz
poukazuje na casty problém, kdy je v jinych predmétech nez je matematika po-
tfebny matematicky aparat, ktery zaci v matematice samotné neprobirali.
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Tfida UspdSnost Pétina  TFe- Trojélenka Tri dny Rovnice

tina za dukéat
den
IV.A 20/25 9 7 0 0 2
III.B 11/25 3 2 5 1 0
II.A 16/27 8 3 0 4 0
Celkem A7/77 20 12 5 5 2

Tabulka 3.4: Uloha 4 — etnost typt feSeni ve t¥idéach.

3.2.5 Uloha 5 — Diofantova hiadanka

,Diofantovo détstvi trvalo sestinu jeho Zivota, za dalsi dvandctinu mu vyrasily
vousy a za dalsi 12 let se oZenil. Za dalsich pet let se mu narodil syn, jehoZ Zivot
byl vsak jen polovicni oproti Zivotu otcovu. Po synove smrti Zil Diofantes jeste 4
roky. Jak dlouho Diofantos Zil?“ (84 let)

Tato tdloha je odlisna od ostatnich v tom, ze se mi nepovedlo nalézt jeji his-
torické Teseni. Nemam tedy s ¢im primo porovnavat zakovska reseni. Presto se
budu snazit hledat principy historickych feseni napti¢ obdobimi, které v kapitole
shrnuji.

Zakovskd tspésnost u této tlohy byla pouze 36 %, proto jsem se rozhodl
pridat do tabulky i ¢etnosti dvou hlavnich divodi zdkovského netispéchu.
Nésledujici shrnuti predstavuje typy feseni uspésnych zaku.

Rovnice Typ Teseni, ve kterém si zaci uvédomili, ze 21 let je ¢tvrtina Dio-
21 fantova zivota. Casto kvuli tomu nedoresSili sestavenou rovnici.

Rovnice Reseni pomoci sestaveni a vyreseni rovnice.

Nejasné  Reseni, ve kterém zaci dosli ke spravnému vysledku, ale ze zapisu
neni jasné jak.

Déle zde dopliuji dvé hlavni pticiny zdkovského netspéchu v této tloze.

Pro- V tomto pripadeé se zaci snazili sestavit rovnici, ale nedarilo se jim

blém to. Pricinou byla neschopnost zatradit do rovnice idaj o synovi.

syn

Num Zaktm se podarilo sestavit rovnici, ale nepovedlo se jim ji spravné

Chyby vyresit. Jednalo se o numerické chyby nebo nespravné feseni rov-
nice.

Tato tloha byla mnohymi zéky vnimana jako tézka. Nékteri zaci si vytvorili
jejl zapis, ale v jejich praci neni vidét ani naznak reseni. Jini tllohu neftesili viibec.
Tyto dvé kategorie dohromady tvorilo 13 zaku, coz je témér 17 %.

Nejcastéjsimi diavody zakovského netispéchu byla neschopnost zakt zaradit
udaj o synovi do jejich matematického zapisu.
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Béhem rozboru tlohy se tfidou vyplynulo, Zze divodem byla pravdépodobné
casova souslednost ulohy. Nékteri zaci si neuvédomili, ze obdobi, kdy zil syn, je
zaroven c¢ast Diofantova zivota. Jini zaci si stanovili dvé neznamé, prvni délku
zivota Diofanta a druhou délku zivota jeho syna. Méli pak problém najit vztah
mezi témito nezndmymi a vyuzit ho pri vypoctu. V historii matematiky pritom
obdobi, ve kterém matematici neumeéli dobie pracovat s vice nez jednou nezna-
mou, hraje velmi vyznamnou roli. Pfipad, ve kterém zék nezvladl praci se dvéma
neznamymi, reprezentuje nasledujici obrazek.
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Obr. 3.21: Uloha 5 — Zakovské feseni 1 (sekunda)
Dalsi Zaci udaj o zivoté syna vypustili viz. obrazek [3.22
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Obr. 3.22: Uloha 5 — Zakovské fesenf 2 (tercie)

Neékolik zaki se také snazilo o néjakou grafickou reprezentaci tlohy. V 5 pri-
padech se jednalo o kolacovou reprezentaci. V 6 pripadech zaci volili zakresleni
na osu. Oba tyto ptistupy reprezentuje obrazek [3.23, kde zak barevné vyznacil

jednotlivé ¢asti zivota jak na osu, tak do kolace. Obréazek ale ani v jednom pripadé
nevedl ke spravnému feseni.
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Obr. 3.23: Uloha 5 — Zékovské feSeni 3 (tercie)
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Nakonec se v nékolika ptipadech zakiim povedlo matematizovat slovni tilohu, ale
nebyli schopni vyTesit sestavenou rovnici, jako je tomu na obrazku
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Obr. 3.24: Uloha 5 — Zékovské feseni 4 (kvarta)

Spravna Teseni Casto vychazela ze secteni vsech c¢isel, ktera zak nasel. Nékdy pri-
tom zpétné popsal, co nékteré ¢asti znamenaji, jako je tomu na obrazku kde
zak az zpétné dopsal, ze zlomky ve vypoctu reprezentuji ¢asti z celého Diofan-
tova zivota. Jinak by zapis prilis nedaval smysl. Toto feseni také reprezentuje typ
feseni Rovnice 21.

V jinych pripadech zak polozil hledany vék Diofanta (nezndmou x) roven
souctu vsech zlomki a celych ¢isel, které v tlloze nasel a dosel k feseni Spatnému.
Nezarazilo ho ani to, ze mu vék Diofanta vysel 21%7 toto Teseni se objevilo ve 3
pripadech.
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Obr. 3.25: Uloha 5 — Zékovské Feseni 5 (sekunda)

Poslednim typem tesSeni, které se vyskytlo ve vsech tridach, bylo feSeni pomoci
klasické linearni rovnice. Tato Teseni reprezentuji napriklad obrazky a[3.27,
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Obr. 3.26: Uloha 5 — Zéakovské feseni 6 (kvarta)
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Obr. 3.27: Uloha 5 — Zakovské feseni 7 (tercie)

Tfida Usp&Snost Rov- Rovnice Nejasné Pro- Num
nice 21 blém Chyby
syn
IV.A 8,25 4 2 2 5 4
II1.B 10/25 2 5 3 3 1
LA 10/27 5 2 3 6 1
Celkem 28/77 11 9 8 14 6

Tabulka 3.5: Uloha 5 — etnost typi Feseni ve t¥iddch.

3.2.6 Uloha 6 — Lev, leopard a medvéd (Fibonacci)

»Lev by snédl jednu ovci za Sest hodin a leopard [by ji snédl] za 8 hodin, a medvéd
[by ji snédl] za 3 hodin: Ptaji se nds, pokud by jim byla vhozena jedna ovce, jak
dlouho by jim trvalo, nez by ji pozreli?“ (1.6 hodiny)

Uloha o lvu, leopardu a medvédovi méla tspésnost 14 %. Nejvétsi prekdzkou

pro zaky se jevi opét nepochopeni zadani tilohy, nebo neschopnost sestaveni sprav-
ného situaéniho modelu jako na obrazku [3.28| kde zak s¢ita ¢asti ovce, kterou sni
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jednotliva zvitata, a za tento soucet pise ,h*“ jako hodiny. Dochézi tak k chyb-
nému zavéru. V nasledujicim shrnuti opét popisuji typy uspésnych zakovskych
reseni.

Za Zéci nejprve spoditali, kolik zvifata sezerou ovce za hodinu, a na-
hodinu  sledné dopocéitali, za jak dlouho sni zbytek.

Rovnice ReSeni pomoci sestaveni a vyreseni rovnice. Do tohoto pripadu
zarazuji i alternativou s vypocitanim, kolik toho sni zvitata za 24

hodin.
Césti 74k se snazil rozdélit ovci tak, aby kazdé zvife dostalo tolik, kolik
ovce stihne snist za dobu, po kterou zvirata jedi spolecné.
Th
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Obr. 3.28: Uloha 6 — Zékovské feseni 1 (sekunda)

Je potreba dodat, zZe tato tloha méa nejednoznacné zadani. Neni totiz primo
feCeno, ze zvitata budou ovci zrat najednou, dokud ji celou nesezerou. Nékteri
zaci napriklad predpokladali, ze si zvirata rozdéli ovei na tretiny. Jini zaci pole-
mizovali s tim, jestli by se nejprve nepoprala zvirata mezi sebou a az vitéz tohoto
souboje by ovci sezral. Myslim si, ze tato zakovska interpretace zadani méla né-
kdy motivaci snazsfho fesen{ tlohy. Regeni tilohy vypadalo napiiklad nésledujicim
zpusobem.

KOMBY SU DU BOIDTUILL ROVNOHERNE OKS
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Obr. 3.29: Uloha 6 — Zéakovské feseni 2 (kvarta)

Nékteri zaci pocitali primérnou dobu, kterou zvirata zerou, a predpokladali,
ze je to Teseni. Tato tvaha ale odpovida na jinou otézku. Jak dlouho trva pri-
mérné jednomu ze t¥i zvitat sezrat celou ovci? Pokud by navic zrala vSechna tii
zvirata soucasné, tak je jasné, ze jim to musi trvat kratsi dobu nez samotnému
medvédovi, ktery Zere nejrychleji (primérna doba je 5,6 hodiny, medvéd Zere ovci
pouze 3 hodiny). Piiklad zZdkovského TeSeni timto zpisobem je uveden na obrazku
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.30 Tento typ FeSeni byl nejcastéjsi, picemz vice se objevoval v tercii a kvarté.
V tabulce Cetnosti [3.6] je zaznamenén pod nizvem Primér.
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Obr. 3.30: Uloha 6 — Zéakovské feeni 3 (tercie)

Nejcastéjsim zptisobem spravného feseni byl vypocet pres cast ovece, kterou
zvitata snédi spoleéné za hodinu Za hodinu. Piikladem tohoto feseni je napfti-
klad nasledujici obrazek [3.31}
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Obr. 3.31: Uloha 6 — Zakovské fesenf 4 (kvarta)

Zak v tomto pripadé spocital, ze zvitata snédi za hodinu é—‘:’ ovce a zbyva jesté

5. Protoze 32 trva 60 min. pak 5; trvd snist 4 minuty. Di4ky tomu dopodcital
celkovy vysledek.

Druhym fesenim, které se objevilo pouze v kvarté, je feSeni pomoci rovnice.
Tady zaci sestavili rovnici, kde na jedné strané meéli ¢asti ovece, které snédi jed-
notlivé selmy za hodinu nasobené hledanym casem (vyjadiené nezndmou x), a na
strané druhé jednu celou ovci. Priklad tohoto feSeni je na obrazku |3.32]
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Obr. 3.32: Uloha 6 — Zéakovské feseni 5 (kvarta)
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Fibonacci ale pri svém Teseni rovnici nevyuzival. Nepouzil ani zadnou z vyse
zminénych tvah. Jeden zék ale pouzil stejnou ivahu jako Fibonacci ve svém reseni
viz. obrazek [3.33]
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Obr. 3.33: Uloha 6 — Zéakovské feseni 6 (kvarta)

Tento zak (31810 ﬁ které vétsina zdki interpretovala jako 53 15 ovee za hodinu,
vysvétluje Jlnak podle néj znamena, ze zvirata spolecné snedl 15 ovei za 24

hodin. Proto je potreba 24 hodin vydélit 15 a dostaneme vysledek. Pfi porovnani
obrézku[3.32]a[3.33]jsem navic zjistil, Ze tato tivaha pfesné odpovidé Feseni rovnice
uvedené na prvnim ze dvou zminénych obrazki.

Rovnice ma tak velmi prirozené vysvétleni, které logicky ukazuje, pro¢ se ma
takto pocitat.

Tfida UspéSnost Za Rov- Casti  Pramdr Numerické
hodinu nice ovce

IV.A 8/25 4 3 1 8 0

I11.B 1/25 0 0 0 9 1

II.A 1/27 2 0 0 3 3

Celkem 11/77 5 3 1 17 4

Tabulka 3.6: Uloha 6 — Getnost typi Fesen{ ve t¥idéch.

3.2.7 Zavéry z vyzkumu

Pti rozboru teseni se mi povedlo definovat jednotlivé typy zakovskych feseni
slovnich tdloh. Cekal jsem, ze se vétsi ¢ast zakt bude snazit matematizovat slovni
ulohy. Zejména v prvnich ¢tyfech tlohach zaci ve vétsiné pripadi vyuzivali roz-
boru pripadii, odhadu nebo metody pokus omyl. Tomuto typu zakovskych reseni
by se dalo predejit zvolenim jinych matematickych parametrﬁﬂ uloh. Napriklad
bych mohl zvétsit tyto parametry, aby nebyl rozbor tak jednoduchy, nebo jejich
zménou zajistit, aby vysledek nebyl celoéiselny.

Ve vétsiné chybnych feseni chybél néjaky typ ovéreni spravného pocitani
(zkousky nebo dosazeni vysledku do ptvodniho kontextu). Myslim si, ze tato

9Matematickymi parametry mam na mysli ¢iselné parametry tlohy. Napiiklad v tloze o pytli
je timto parametrem jeho celkova cena nebo ceny jednotlivych druhi kovu.
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dovednost zaklim této pani ucitelky mozna trochu chybi. V mnoha ptipadech by
pritom vedla k odhaleni chybné tivahy nebo chyby v feseni.

V zZékovskych Tesenich jsem také nasel prvky feseni historickych. Naptiklad
v uloze z Rhindova papyru, kde nékteri zaci misto déleni pouzivali stejné jako
Egyptané opakované s¢itani do hodnoty délence. Prekvapivé na tomto typu feseni
bylo, ze se vyskytovalo v kazdé ze zkoumanych tiid, viz. tabulka cetnosti [3.1]
V dalsi tdloze z babylonského obdobi se vyskytlo jedno Teseni, které odpovidalo
feseni babylonskému, ale mnozi dalsi zaci udélali pri svém odhadu stejny prvni
krok. Rozdélili pole na dvé o stejném obsahu. Nasledné vétsinou pouzivali néjaky
typ odhadu.

U dvou tloh od al-Chvarizmiho se feSeni zakt prilis nepodobala slovnimu za-
pisu, ktery al-Chvarizmi pouzival, coz se do jisté miry dalo c¢ekat, protoze jsou
zaci zvykli na dnesni symbolicky zapis. V al-Chvarizmiho druhé tloze, ktera by
se dnes zaradila do typu stfedoskolskych tloh vyuzivanych pti vyuce primé timeér-
nosti, bylo necekané, kolik zaka neuspélo. Zaroven byl tento typ tloh mnoha
priklady popsan ve Fibonacciho Liber abaci, kde Fibonacci témér kazdou tlohu
tohoto typu doplnuje nékolika zptsoby Teseni, pricemz je casto jedno z nich za-
lozeno na tvaze. Toto by se dalo prenést do vyuky, kde pestrost feseni muze vést
k hlubsimu pochopeni tloh zaky.

V paté uloze se vétsina zakua snazila o jeji matematizaci. Hlavni davody ne-
uspéchu byly dle mého nazoru dva, kde jeden bychom mohli najit jako velkou
prekazku i v historii. Tim je vice nez jedna neznama a jejich nasledné vzajemné
vyjadieni. Navic se pTi TeSenich objevovaly zapisy, ve kterych roli neznamé ne-
hralo pismeno, ale rovnou celé slovo. Zejména pro kratka slova, jako byl ,,syn®, se
zda byt tato volba neznamé relativné casto uzivana. I zde mtzeme najit paralelu
s historickym vyvojem.

Posledni tloha mé prekvapila asi nejvice. V ucebnici pro gymnazia je TeSeni
uloh na spolecnou praci ¢asto vedeno pouze na sestaveni rovnice, kde tradi¢né na
jedné strané stoji ¢islo 1 a na strané druhé zlomky s pismenem z. Matematizace
6. ulohy by vypadala takto.

1 +1 +1 1
T+ -+ -z =
6 8 3

Prestoze se tilohy tohoto typu v kvarté jiz vyucovaly, nasel jsem pouze 3 TesSeni
tohoto typu. Ostatni zaci vyuzivali néjaky druh ivahy. V tomto pripadé mi prijde
moc hezka uvaha, kterou prestavil Fibonacci, ta se v jednom ptipadé objevila mezi
zakovskymi TeSenimi. Pouhé sestaveni rovnice na zakladé jejtho typu vede zaky
k zkratkovitému pouzivani tohoto nastroje a myslim si, ze miize vést k formalismu.
Na druhou stranu jsem v fesenich nenasel zadné, u kterého bych jej objevil.

Vyuziti historickych tloh ve vyuce podle mého nazoru dava smysl, stejné tak
analyza historickych feseni. Naptiklad u tlohy 2. z ¢asti|3.2.2] na strané |[71{ bych
nejspis z zakova zapisu spravné nepochopil jeho tivahu, kdybych historické feseni
neznal. U tohoto zdkovského teseni mé fascinovalo, Ze se viibec nasel zak, ktery
tilohu takto Fesil. Zaci fikali po rozboru feseni, ze je Glohy bavily a pfirovnévali je
k tlohédm z prijimacich zkousek. Jejich jedinou spole¢nou charakteristikou pritom
dle mého nézoru je jejich netradi¢nost z pohledu zaki.
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Zaver

Cilem prace je popsat historicky vyvoj algebry pomoci rozboru konkrétnich
historickych feseni. Abych mohl tento rozbor provézt, nastudoval jsem a popsal
klicové kroky v historickém vyvoji algebry. Pii tomto studiu jsem zjistil, ze vy-
znamnym aspektem historickych pramenii, které mtzu zkoumat, jsou i didaktické
vlastnosti téchto textu.

Egyptané a Babylonané uvadi konkrétni feseni slovnich tloh, kde cilem je
ukazat jak tlohy Fesit. ReSeni v téchto textech pritom nejsou pifli§ vysvétlena
a jedna se tak vétsinou o holy popis kroki, které musi ¢tenatr udélat, aby dosahl
vysledku. Diofantos ve svém dile sice pouziva zajimavou symboliku, ale tento
pristup je u néj podobny. Chce predvést, ¢eho docilil, a nehledi pritom tolik na
srozumitelnost svého dila, coz se projevuje zejména nesystematickym zarazenim
ruznych tloh za sebe. Prvni text vyraznéji prizpusobeny c¢tenaii z pohledu alge-
bry, ktery jsem v praci rozebiral, je al-Chvarizmiho Algebraicky traktdt, v jehoz
uvodu al-Chvarizmi popisuje tcel knihy nasledovné.

,Proto jsem ja sepsal kratkou knihu o algebre..nebot to je nezbytné pro lidi pri
déleni majetki v zaleZitostech soudnich, v obchodé, pri uzavirdni smluv a také pri
vymeéerovdani pudy, vedeni kandlu, ve stavitelstvi a pri nejruznéjsich jinych pra-
cich.“ (Chvarizmi, pocatek 9. st. str. 139)

Algebru zde tedy vnimé jako nastroj pro feseni kazdodennich problému a chce
jejl uméni naucit lidi své doby. Tento cil se také projevuje v charakteru knihy,
ve které pouziva priklady, které jsou jednoduché na vypocty, aby byly snadno
pochopitelné pro ¢tenate. Fibonacci ma oproti nému jiny ptistup k volbé tloh.
Ve své knize Liber abaci doplnuje kazdé téma mnoha gradovanymi tlohami, od
lehkych tloh po tlohy, které jsou tézké a vysledkem je zlomek. Navic vétsinu
fesenych tloh doplnuje vice zptsoby feSeni. Na konci historického shrnuti jsem
zminil Descarta, ktery misto feseni jedné tlohy napsal:

,Nebudu se tady zdrZovat podrobnéjsim vysvetlovanim, nebot vam nabizim poté-
sent, abyste se to naucili sami a pouZzili to k zuslechteni svého ducha... Neshleddvam
zde nic tak obtizného, co by nemohli zvladnout ti, kdoZ jsou aspon ponékud zbéhli
v obycejné geometrii a algebre.“(Descartes|, 1637, str. 5)

Nechava tak prostor k dofeseni problému ¢tendii. Ctenaf uz nenf pouhym pasiv-
nim prijemcem informaci, ale musi se nad tlohou zamyslet a vyuzivat aktivné
nabyté znalosti. V case se tak neposouva pouze vyvoj algebry, ale i pristup k cte-
nartum téchto knih v roli zaki. Od ¢isté pasivni role, kdy je ¢tenéri sdélovan postup
reseni bez vysvétleni, k vyzveé fesit tlohu samostatné a ucit se tak premyslet nad
problémem. Je zde také patrna zména cile. Egyptané méli za cil naucit se repro-
dukovat postup. Descartes mél za cil rozvijet ¢tenarovo matematické mysleni.
Zjistil jsem, jakym zptisobem se vyvijel didakticky charakter matematickych
textll. Podobné se ale zménil i samotny obsah téchto praci o algebte. Tyto zmény
jsem popsal v historické éasti. Jednalo se o vyvoj od jednoduchych aritmetickych
operaci s ¢isly pres nahodnou manipulaci s ¢isly a striktni vyuzivani konkrétnich
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algoritmi po uvedeni slovniho popisu algebraickych rovnic typu ,Dva koreny
a jeden kvadrdt roven péti.“ (kolem roku 800 n.l.). Déle se zacala vyvijet symbo-
lika algebry a pritom se dlouho neptichazelo s novymi védeckymi vysledky az do
doby italského matematika Cardana (pocatek 16. stoleti), ktery publikoval feseni
kubické rovnice. V tomto mezicase (zhruba 800 let) se postupné vyvijela mate-
matickd symbolika. Ve vyuce oproti historickému vyvoji zavadime matematickou
symboliku velmi brzy. Mozna z toho diivodu je uciteli algebra uvadéna jako jedno
z kritickych mist matematiky. Tato myslenka je uvedena i v knize (Rendl a kol.,
2013, str. 302). V dnesnich uéebnicich je cestou napriklad tvorba néjakého mezi-
stupné mezi matematikou bez dnesni symboliky a s ni. Tou muze byt napriklad
tvorba prostredi, kterd jsou nabizena zaktm v ucebnicich profesora Hejného.

Dalsim cilem bylo zjistit, jakymi zplsoby zaci Tesi historické slovni tlohy
s diirazem na Teseni podobna fesenim historickym. V tomto rozboru se ukézalo,
ze nekteré historické principy, jako je egyptské postupné sc¢itani misto nasobeni
nebo déleni, jsou v zacich relativné silné zakorenény. Tento jev se totiz objevil
napri¢ vSemi testovanymi rocniky zejména v fesenich prvni tlohy.

U druhé tdlohy se objevoval ¢asto jev, ktery jsem nazval Piileni. Pokud bylo
tfeba hledat velikost dvou poli, tak si student nejprve zvolil, Ze jsou pole rozdélena
na polovinu, a podle toho, jak tloha dopadla s timto zvolenym vstupem, upravil
svij odhad.

V zakovskych TeSeni al-Chvarizmiho tloh se projevily pfilis jednoduché mate-
matické parametry iiloh. Misto algebraickych feseni téchto slovnich tiloh Zaci casto
volili feseni odhadem nebo rozborem ptipadii. Prekvapilo mé vsak v jaké mite.
Tato teseni byla oproti symbolickému zapisu rovnice casto jednodussi. Pokud
bych pristé ulohy zadéaval, tak bych uvazoval o volbé matematickych parametri
s vétsimi ¢isly, nebo o upravé ulohy tak, aby jeji vysledek nevychazel celociselné.
To by nejspise vedlo zaky k nutnosti vice vyuzivat algebraicky zapis.

Zbylé dvé ulohy byly pro zaky tézsi, coz vyplynulo z rozboru tloh ve t¥i-
dach i rozboru jednotlivych feseni a celkové tispésnosti. Vedly také ke slozitéjsim
algebraickym zapistim.

Celkové lze Tici, ze v zakovskych Tesenich se objevovaly principy z feSeni his-
torickych, a to v rtizné mire. Pro pochopeni tloh a zakovskych feseni byl rozbor
historickych feseni prinosny. Zejména pak rozbor konkrétnich fesenych tloh.

Nejvétsi prinos vyzkumu vidim ve zkusenostech, které jsem touto diplomovou
praci nabyl. Historické tilohy i historicky kontext vyvoje matematiky urcité vyuziji
pri své ucitelské praxi.
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A. Prilohy

A.1 Zadavany test

Historické matematicke ulohy

V tomto testu si zkusite vypoéitat rozliéné Glohy z historie matematiky. Ulohy jsou z obdobi dlouhého
2200 let. Zacina zhruba 1600 let pred nasim letopoétem a konci celkem nedavno. Nejmladsi tloha je
stara jenom 820 let. Uvidite, Ze v ddvné minulosti lidé fesily celkem podobné problémy, jaké rfesime
dnes. Pocitali rozlohu pole, velikost vydélku nebo rozdélovali mzdu.

Prvni Gloha je ze starovékého Egypta. (1600 let pF. n. l.) Z doby pyramid a faradn, ktefi potfebovali
védét, jak velké bohatstvi se ukryva v pytli. DalSimi Ulohami, ktefi tehdejsi matematici resili, byly
ulohy o rozdélovani chleba, mozna jste takové potkali pfi vyuce matematiky.

1) Rekne-li se ti: Pytel, v némi je zlato, stfibro a cin, miZe byt ziskan za 84 dukati. Kolik pruti
kazdého kovu je v pytli, jestlize prut zlata stoji 12 dukatt, prut stfibra 6 dukatd a cinu
3 dukaty? V pytli je od kazdého kovu stejné prutt. (4 dily)

Druha uloha je z podobného obdobi jako Gloha prvni. Jejimi autory jsou tentokrat stafi Babylonané,
ktefi Zili v Mezopotamii, kde péstovali obili.

2) Na jednom hektaru prvniho pole jsem sklidil 4 tuny obili. Na jednom hektaru druhého pole
jsem sklidil 3 tuny obili. Sklizen z celkové plochy prvniho pole byla o 60 tun vétsi néz z druhého
pole. Celkova rozloha obou poli je 50 hektart. Jak velké je prvni a druhé pole?“ (30 hektary, 20
hektary)
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Dalsi dvé ulohy pochazeji z obdobi potomku proroka Mohameda. Konkrétné asi 800 let n. |., z doby,
kdy Arabové ovladali rozsahlé izemi od Indie po jih Spanélska. Tehdy se vétsina svétového védéni
soustredila do Bagdadské knihovny, kde pracoval Al-Chvarizmi a ustanovil tam pocatky
matematického oboru, na kterém je zaloZena vétsina dnesni matematiky. Tento obor se jmenuje
Algebra a jeho nazev pochazi z arabského slova al-dzabr, coZ by se dalo preloZit jako uméni prevést
vyraz z jedné strany rovnice na stranu druhou.

3) Rozdélil jsi deset na dvé casti, potom jsi délil jednu ¢ast druhou a jejich podil je 4. Jak velké

jsou tyto dvé casti. (2,8)

4) Pokud tazajici fika: Pracujici, ktery ma mésicni vydélek deset dukatdi, pracoval Sest dni. Kolik
dukati dostal, vis-li, Ze tento mésic ma 30 dni? (Dil zlatych ze mzdy je stejny, jako dil
odpracovaného ¢asu z mésice.) (2 zlaté)
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V nasledujici Uloze se vratime o zhruba 300 let zpét do tehdy fecké Alexandrie, kterd se dodnes
nachazi na severu Egypta. V ni byla znama Alexandrijska knihovna, ktera se da povaZovat za centrum
védéni tehdejsiho svéta. Z Alexandrie také pochazela celd fada véhlasnych matematiku jako byli
Eukleides, Pappos, Hérdn nebo tieba Diofantos. O Diofantovi také zname nasledujici povidku, ktera
je zaroven zajimavou ulohou.

5) Diofantovo détstvi trvalo Sestinu jeho Zivota, za dal$i dvanactinu mu vyrasily vousy a za dalsi
12 let se oZenil. Za dalSich pét let se mu narodil syn, jehoZ Zivot byl vSak jen polovi¢ni oproti
Zivotu otcovu. Po synové smrti Zil Diofantes jesté 4 roky. Jak dlouho Diofantes zil? (84 let)

Posledni text je od syna italského obchodnika, jehoz pravé jméno je Leonardo Pisansky, fikalo se mu
Fibonacci. Tato prezdivka pochazi ze dvou latinskych slov ,filio Bonacci, ktera znamenaji syn
Bonacciho. Fibonacci tim vyjadroval pfislusnost ke svému rodu. Byl to matematik, kterému se
podafilo shromazdit a sepsat prehled o matematickém védéni z celého stfedomofi a polozil tak
zaklad, na kterém stavéla pozdéjsi evropska matematika. Jeho dilo pochazi z poéatku 13. stoleti.

6) Lev by snédl jednu ovci za Sest hodin a leopard (by ji snédl) za 8 hodin, a
medvéd (by ji snédl) za 3 hodiny: Ptaji se nas, pokud by jim byla vhozena jedna
ovce, jak dlouho by jim trvalo, nez by ji pozieli? (1,6h)
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