
Kvantová, atómová  
a subatómová fyzika

Vlnové vlastnosti častíc 
Schrödingerova rovnica



Elektróny (a iné častice) ako vlny
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Louis de Broglie (1924, Nobelova cena 1929): 

častice sa správajú ako vlny s vlnovou dĺžkou a 
frekvenciou danými hybnosťou a energiou

Louis-Victor 7e duc de Broglie
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Popis častice s hybnosťou p a energiou E
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Rovinná vlna

 (x, t) = exp
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Zavedieme:

vlnočet kruhovú frekvenciu
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redukovanú  
Planckovu konštantu 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 (x, t) = ei(k·x�!t)

Upravená rovinná vlna



Interpretácia vlnovej funkcie
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Ak z nej vypočítame druhú mocninu absolútnej hodnoty,  
dostaneme hustotu pravdepodobnosti 

⇢(x, t) =  ⇤(x, t) (x, t)

Normalizácia hustoty pravdepodobnosti
Z 1

�1
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Z 1
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 ⇤(x, t) (x, t)dx = 1

Pravdepodobnosť nájsť časticu v intervale (a,b) je

P ((a, b)) =

Z b

a
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Ako dostať z vlnovej funkcie informáciu o hybnosti
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Inšpirácia z rovinnej vlny:
d

dx
ei(kx�!t) = ikei(kx�!t) =

ip

~ ei(kx�!t)

Zavedieme operátor hybnosti
p̂ = �i~d

dx
p̂ei(kx�!t) = pei(kx�!t)

Operátor kinetickej energie 

p̂p̂

2m
= � ~2

2m

d2

dx2

Veličiny získavame z vlnových funkcií pôsobením operátorov

Prirodzene zavedieme operátor polohy
<latexit sha1_base64="5yqLfLPQqWPWdWPzuE1kWNzJskA=">AAAB8XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKqBcl4MVjBPPAZAmzk9lkyOzsMtMrCSF/4cWDIl79G2/+jZNkD5pY0FBUddPdFSRSGHTdbye3srq2vpHfLGxt7+zuFfcP6iZONeM1FstYNwNquBSK11Cg5M1EcxoFkjeCwe3UbzxxbUSsHnCUcD+iPSVCwSha6bHdp0iG5JoMO8WSW3ZnIMvEy0gJMlQ7xa92N2ZpxBUySY1peW6C/phqFEzySaGdGp5QNqA93rJU0Ygbfzy7eEJOrNIlYaxtKSQz9ffEmEbGjKLAdkYU+2bRm4r/ea0Uwyt/LFSSIldsvihMJcGYTN8nXaE5QzmyhDIt7K2E9ammDG1IBRuCt/jyMqmflb2L8vn9ealyk8WRhyM4hlPw4BIqcAdVqAEDBc/wCm+OcV6cd+dj3ppzsplD+APn8wdTppAJ</latexit>

x̂ = x



Komutátor operátorov
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toto znamená

Operátory nemusia komutovať!

<latexit sha1_base64="X1JdCQBwFNRrOe/mEsQ0vwgHHvw=">AAACGHicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwoTWRom6EWjcuK9gHpKFMppN26GQSZiZCCf0MN/6KGxeKuO3Ov3GaRNDWA8M9nHMvd+7xIkalsqwvo7C0vLK6VlwvbWxube+Yu3stGcYCkyYOWSg6HpKEUU6aiipGOpEgKPAYaXuj25nffiRC0pA/qHFE3AANOPUpRkpLPfPM6Q6Rgjcnaam78BpmQlbq8PSHZHLPLFsVKwVcJHZOyiBHo2dOu/0QxwHhCjMkpWNbkXITJBTFjExK3ViSCOERGhBHU44CIt0kPWwCj7TSh34o9OMKpurviQQFUo4DT3cGSA3lvDcT//OcWPlXbkJ5FCvCcbbIjxlUIZylBPtUEKzYWBOEBdV/hXiIBMJKZ1nSIdjzJy+S1nnFvqhU76vlWj2PowgOwCE4Bja4BDVwBxqgCTB4Ai/gDbwbz8ar8WF8Zq0FI5/ZB39gTL8BvJOcdw==</latexit>

[Â, B̂] = ÂB̂ � B̂Â

<latexit sha1_base64="yGjXbGKZzNOw58YhS3sgIhPrLmg=">AAACLnicbVBbS8MwGE3nbc5b1UdfgkOYoKOVob4IcyL4OMFdoC0jzdItLL2QpOIo+0W++Ff0QVARX/0ZZm0FnR4I38k530fyHTdiVEjDeNEKc/MLi0vF5dLK6tr6hr651RZhzDFp4ZCFvOsiQRgNSEtSyUg34gT5LiMdd3Qx9Tu3hAsaBjdyHBHHR4OAehQjqaSefmnZQyTh+UFaGg60I0Erd/vwDGZGVhrf8mF+z91c7ullo2qkgH+JmZMyyNHs6U92P8SxTwKJGRLCMo1IOgnikmJGJiU7FiRCeIQGxFI0QD4RTpKuO4F7SulDL+TqBBKm6s+JBPlCjH1XdfpIDsWsNxX/86xYeqdOQoMoliTA2UNezKAM4TQ72KecYMnGiiDMqforxEPEEZYq4ZIKwZxd+S9pH1XN42rtulauN/I4imAH7IIKMMEJqIMr0AQtgME9eASv4E170J61d+0jay1o+cw2+AXt8wvRgaTG</latexit>

[Â, B̂] (x) = ÂB̂ (x)� B̂Â (x)

Komutátor operátorov polohy a hybnosti

Ak operátory nekomutujú, 
zodpovedajúce veličiny nie je možné určiť obe zároveň.

<latexit sha1_base64="Rm/HPuq78k8YGo04fQLVC6OuWlM=">AAACC3icbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl7AheNDRylAvwjYvHie4F+jKSLN0C0vTkqTCKLt78at48aCIV7+AN7+NWduDbj4Q8uf3fx6S5+9FjEplWd9GYWV1bX2juFna2t7Z3TP3DzoyjAUmbRyyUPQ8JAmjnLQVVYz0IkFQ4DHS9SY3c7/7QISkIb9X04i4ARpx6lOMlEYDs+z0x0jBxml6NV14Dc8y1MxQwx2YFatqpQWXhZ2LCsirNTC/+sMQxwHhCjMkpWNbkXITJBTFjMxK/ViSCOEJGhFHS44CIt0k3WUGjzUZQj8U+nAFU/p7IkGBlNPA050BUmO56M3hf54TK//KTSiPYkU4zh7yYwZVCOfBwCEVBCs21QJhQfVfIR4jgbDS8ZV0CPbiysuic161L6q1u1ql3szjKIIjUAYnwAaXoA5uQQu0AQaP4Bm8gjfjyXgx3o2PrLVg5DOH4E8Znz/U2Jhk</latexit>

[Â, B̂] = �[B̂, Â]

platí

<latexit sha1_base64="L18rRF198X/BYGssU3v2UmS3MeM="></latexit>

[x̂, p̂] =


x,�i~d

dx

�
= i~



Lokalizácia častice
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Pri rovinnej vlne vôbec nevieme kde je častica.  
Máme len presne určenú hybnosť.

Ak chceme poznať aj polohu, musíme upustiť od presnosti pri hybnosti.

(Heisenbergov) princíp neurčitosti:
Neurčitosť v popise polohy a hybnosti častice musia spĺňať vzťah

�x�p >
~
2

Dôsledky:
• Neexistujú klasické trajektórie
• Neexistuje častica v pokoji
• Neexistuje delenie energie na potenciálnu a kinetickú



Schrödingerova rovnica
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Vlnová rovnica pre vlnovú funkciu

Ê (x, t) = Êk (x, t) + Êp (x, t)

Schematicky:

i~d
dt
 (x, t) = � ~2

2m

d2

dx2
 (x, t) + Ep(x) (x, t)



Stacionárny stav
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Je špeciálny stav, v ktorom je časový vývoj vlnovej funkcie daný ako

 (x, t) =  (x)e�i!t

Ak tento stav dosadíme do Schrödingerovej rovnice, dostaneme

E (x) = � ~2
2m

d2

dx2
 (x) + Ep(x) (x)

Tomuto sa niekedy hovorí bezčasová Schrödingerova rovnica 
(aj keď je to vlastne nesprávne).


