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1. POČIATKY
1.1. Charakteristika obdobia
Prvé predstavy o čísle a tvare pochádzajú už z dávneho obdobia staršej doby kamennej, paleolitu. Človek vtedy žil po storočia či skôr po tisícročia v jaskyniach a podmienky jeho života sa len málo líšia od života zvierat; jeho hlavnou snahou bolo získanie potravy všade, kde to bolo možné. Vyrábal si zbrane pre rybolov a lov zvery, v pospolitom živote rozvíjal reč k vzájomnému dorozumievaniu a v neskoršom paleolite obohatil svoj život tiež tvorivými umeleckými prejavmi, sochami a maľbami.


Pochopenie číselných hodnôt a priestorových vzťahov pokročilo len o málo až do doby, v ktorej sa začína prejavovať prechod od zbierania potravy k jej skutočnej výrobe, od lovenia a rybárstva k poľnohospodárstvu. Revolučne od základu sa zmenil pasívny postoj človeka k prírode v aktívny; nastala mladšia doba kamenná  -neolit. Táto pre ľudstvo dôležitá zmena sa uskutočňovala asi pred 10 000 rokmi, keď ľadový povlak pokrívajúci Európu a Áziu sa  začal topiť a uvoľnil miesto pre lesy a púšte. Kočovnícke putovanie ľudstva za hľadaním obživy pomaly končilo. Rybári a lovci sa z veľkej časti menili na primitívnych poľnohospodárov. Roľníci si začínali stavať trvalé  obydlia; vznikali dediny ako ochrana pred počasím a pred lúpežnými nepriateľmi. Objavy veľkého množstva neolitických sídel a vykopávky z rôznych miest ukazujú postupný vývoj jednoduchých remesiel, zvlášť hrnčiarstva, tesárstva a tkáčstva. V sídlach boli sýpky, takže obyvatelia sa mohli uskladňovaním prebytku zaistiť na zimu a nepriaznivé roky. Piekli chlieb, varili pivo a v neskorom neolite tavili a upravovali meď a bronz. Objavili niektoré technické prostriedky, z nich najvýznamnejší bol hrnčiarsky kruh a kolesá na voz;stále zdokonaľovali člny a svoje prístrešia. Všetky tieto dôležité novinky však vznikli v určitých oblastiach a mnohokrát sa vôbec nerozšírili do ostatných území. Tak napríklad americký indiáni nevedeli použiť kolesá na vozy až do preniknutia belochov. Predsa však v porovnaní  s paleolitom prebiehalo v neolite zdokonaľovanie techniky omnoho rýchlejším tempom. Medzi sídlami bol naviazaný čulý obchod, ktorý sa rozrástol natoľko, že ho môžeme sledovať medzi mestami vzdialenými na sto kilometrov. Obchodné styky boli ešte viac podnecované objavom spôsobu tavenia, najprv medi a potom bronzu; ovplyvnila ich tiež výroba  náradia a zbraní. Obchod potom  znova pôsobil na ďalšom  utváraní reči. Slová  primitívnych jazykov vyjadrovali hlavne konkrétne veci a veľmi Milo abstraktné pojmy; i medzi nimi však už nachádzame jednoduché početné termíny a pojmy pre niektoré vzťahy medzi tvary. Na takej úrovni žilo mnohoaustralských, amerických a afrických kmeňov až do doby svojich prvých vstykov s belochmi; niektoré kmene žijú v podmienkach ešte dnes, takže máme možnosť študovať ako v ich zvykoch, tak i spôsoby v ich vyjadrovaní. 

1.2. Vývoj čísel

„Názvy čísel – číslovky  sú výrazom jednej z najabstraktnejších myšlienok, akú je ľudská myseľ schopná vytvoriť. ˝

                                                       Adam Smith


Názvy čísel sa začali používať iba pomaly. V prvých prípadoch mali skôr kvalitatívni ako kvantitatívni charakter a rozlišovali iba medzi jedným, dvoma a viac. Napríklad pri výraze ,,jeden muž“ bol dôraz kladený na význam ,,nejaký, určitý muž“, než na kvantitatívne označenie ,,jeden“. Pôvodné kvalitatívne počiatky číselných pojmov sa stále ešte objavuje vo špeciálnych duálnych ( podvojných ) tvaroch niektorých jazykov, ku príkladu v gréčtine  alebo keltčtine. Keď sa pojem číslo rozširoval, vytvárali sa väčšie čísla spájaním; 3 vzniklo sčítaním 2 a 1, 4 sčítaním 2 a 2, 5 sčítaním 2 a 3. Ukazuje to i príklad termínu užívaných pre číslovky u niektorých austrálskych kmeňov: 

Murray River: 1=enea, 2=petcheval, 3=petcheval-enea, 4=petcheval-petcheval

Kamilaroi :1=mal,2=bulan,3=guliba,4=bulan-bulan,5=bulan-guliba, 6=guliba-guliba

Ku kryštalizácii pojmu „číslo“ prispel tiež rozvoj remesiel a obchodu. Čísla boli usporiadané a spájali sa do vyšších, obsažnejších jednotiek, obvykle s pomocou prstov ruky alebo pomocou oboch rúk, čo bolo prirodzene najčastejšie pri obchode. Viedlo to taktiež k vyjadrovaniu čísiel najprv s pomocou základu päť, neskôr desať za použitia sčítania a niekedy odčítania, takže napríklad číslo 12 sa chápalo ako 10+2 alebo 9 ako 10-1. Niekedy bol zvolený základ dvadsať, tj. súčet prstov rúk a nôh. W. C. Eels našiel u primitívnych amerických národoch 307 číselných systémov, z ktorých 146 bolo desiatkových, 106 bolo pätkových a kombinovaných pätkovo-desiatkových, dvadsiatkových a pätkovo-dvadsiatkových. Najcharakteristickejšie  formy dvadsiatkových číselných sústav boli nájdené v Mexiku u Mayov a v Európe u Keltov.

Číselné správy sa uchovávali  rôznymi spôsobmi: uzlíkami, zárezmi na palici, uzlami na povraze, obrázkami alebo lastúrami zoradenými do skupín po päť – teda spôsobmi, ktoré sú veľmi podobné tomu, čo ešte v nedávnej minulosti používal krčmár na svojej tabuli  dlžníkov. 


Od týchto metód bol len krok ku zavedeniu zvláštnych symbolov pre 5, 10, 20 atď. S takými symbolmi sa stretávame už v dobe, z ktorej pochádzajú tiež písomné pamiatky- na úsvite civilizácie. Najstarší doklad o použití vrubovky pre číselné záznamy pochádzajú z paleolitu a bol nájdený v roku 1937 v dedinách na Morave. Je to asi 18cm dlhá kosť mladého vlka, na dol je vyrezaných 55 hlbokých zárezov, z nich 25 je usporiadaných do skupín po päť. Po nich nasleduje dvakrát tak dlhý zárez, ktorým rada končí. Potom začína opäť dvojnásobne dlhým zárezom nová rada, ktorá dosahuje počet 30vrubov. Je preto zrejmé, že starý názor, vyskytujúci sa u Jakuba Grimma a často sa opakujú, že počítanie vzniklo ako počítanie na prstoch, nieje správne. Počítanie na prstoch, to znamená počítanie na päťky a desiatky, sa vyvinulo až na istom stupni spoločenského vývoja. Ako rýchlo však už existovalo, mohli sa čísla vyjadriť pomocou základu, ktorý tiež pomáhal pri vytváraní väčších čísel; tak vznikla primitívna aritmetika. Štrnásť sa vydarilo ako 10+4, inokedy ako 15-1. Operácia násobenia vznikla vtedy, keď sa číslo 20 začalo vyjadrovať ako 2.10. Operácia zdvojnásobovania sa

využívala po tisícročia zvlášť v Egypte a v Indii v predárijskej kultúre v Mohendžo

-Daro. Začiatky delenia potom môžeme sledovať od tej doby, kedy sa číslo 10 začalo vyjadrovať ako „polovica tela“ aj keď zlomky sa vedome vytvárali len veľmi zriedka.

 Tak napríklad  medzi severoamerickými kmeňmi bolo známe len niekoľko príkladov 

                                                                                    1                                                  1

zlomkov a skoro vo všetkých prípadoch to bolo iba ( a však náhodne sa vyskytli aj (                                                    

         1                                                                        2                                                   3

alebo( .

         4


Bolo tiež potrebné merať dĺžky a objemy rôznych predmetov. 

Často sa merné jednotky odvodzovali z častí ľudského tela; tak vznikli jednotky, ako sú palce, stopy a hrsti. Keď sa začali stavať domy, nachádzali sa spôsoby, ako stavať pozdĺž priamky a vytyčovať pravé uhly. 

2. STAROVEKÁ EGYPTSKÁ MATEMATIKA

2.1. Spoločenská situácia v starovekom Egypte

Pyramídy - kolosálne hrobky panovníkov, ktoré boli postavené v Egypte v období Starej ríše (okolo r. 3600-2700 pr. n. l.) nie sú iba svedkami despotickej vlády faraónov. Tiež potvrdzujú dohad, že matematické vedomosti Egypťanov boli už vtedy na pomerne vysokom stupni. Stavba pyramíd vyžadovala veľké zručnosti v počítaní s veľkými číslami a v najjednoduchších geometrických meraniach. 

Podobné vedomosti potrebovali aj tí, ktorí viedli štátne stavby kanálov, priehrad a vodných nádrží, správcovia faraónových chrámových statkov. Podľa historických správ sa pravidelne v celom štáte už od prvých dynastií sčitovali pozemky, dobytok, ľudia a zlato. Podľa sčítania sa vyrubili dane v prospech panovníka. PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
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Ani v astronómii sa nedalo obísť bez matematických poznatkov: "Nutnosť vypočítavať obdobie rozvodňovania Nílu". Potreba kalendára, ktorý Egypťania používali už od 4. tisícročia pr. n. l., bola dôležitým podnetom matematického rozvoja.

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=Imhotep"
Egypťania z obdobia Starej ríše mali pomerne vysoké matematické vedomosti. Zachovalo sa meno legendárneho architekta a matematika Imhotepa, prvej známej osoby v histórii matematiky. A však z tohoto obdobia sa zachovali len nadpisy, ktoré neobsahovali žiadne matematické údaje, okrem záznamu čísel a mier. Tie len umožňovali určiť tvar egyptských číselných znakov, sústavu egyptskej numerácie a používaných jednotiek merania. 

2.2. Číselná sústava starých Egypťanov

Starý Egypťania používali desiatkovú číselnú sústavu, pričom existovali odlišné číselné znaky začínajúce jednotkou vrátane pre mocniny 10 do 107 takto:

[image: image3.png]o=



[image: image4.png]


[image: image5.png]


[image: image6.png]) TR e (MRAam o mo



[image: image7.png]


[image: image8.png]


[image: image9.png]


[image: image10.png]


PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=ukazovÃ¡k"
PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=uk"
jednotka PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=obraz meracej palice"desať sto tisíc desaťtisíc stotisíc milión desaťmiliónov 

Egypťania vyjadrovali všetky ostatné čísla tak, že tieto znaky opakovali a kládli vedľa seba. Všetky svoje hieroglyfické nápisy písali sprava doľava a tak isto zapisovali aj čísla. Zápis začali 
od najnižších rádov. Pritom rovnaké znaky písali v skupinách najviac po štyroch. Napríklad číslo 15 377 sa zapisovalo takto: 


        PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=15 377 vyjadre"PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="V ďalšom rozvoji egyptskej kultúry sa hieroglyfické písmo, ktoré vznikalo v najstaršej dobe z obrázkov sa menilo na hieratické (rýchlopisnými skratkami hieroglyfov) a potom na démotické (abecedné). Podobne sa menili aj symboly čísloviek. V hieratickom písme začali Egypťania písať číslice od vyšších radov k nižším, v rovnakom smere ako ostatné pojmy. 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
Premeranie pyramíd svedčí o tom, že ich základné rozmery boli stanovené v celých "lakťoch". Egypťania, ktorí stavali z celých blokov, nepotrebovali vo svojom stavebníctve merať zlomky dĺžok, ktoré sa objavujú až pri meraní dĺžok v zememeračstve.

2.3. Matematika v Egytských pisárských školách
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Rozsiahle svedectvo máme o matematike v období Strednej ríše (2000 až 1710 pred n. l.) . Táto doba sa vyznačuje snahou po centralizácii vlády a rozkvetom kultúry. Zachovali sa nielen rôzne hospodárske zápisy, výkazy, ktoré obsahujú matematické výpočty, ale i niekoľko matematických dokumentov, ktoré boli učebnými pomôckami v egyptských pisárskych školách.

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=pi"
Zo zachovaných matematických papyrusov sú najdôležitejšie dva. Londýnsky, ktorý písal pisár Ahmes, obsahuje 84 úloh vznikli asi v 18-16. st. pred n. l. Druhý papyrus, nazvaný moskovský, obsahuje 25 úloh a jeho vznik sa kladie do doby 13. dynastie, t.j. 18. st. pred n. l. Obidva papyrusy vznikli ako príručky v pisárskych školách, kde sa pripravovali úradníci, stavitelia, zememerači t.j. nositelia všetkých vedomostí tej doby. 
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=Rhindov papyrus (Ahmesov, Lon"
Moskovský papyrus:

2.4. Aritmetické operácie
2.4.1. [image: image17.png]
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Sčítanie a odčítanie
Z matematických papyrusov sa dozvedáme predovšetkým, ako Egypťania vykonávali základné štyri aritmetické úkony (s prirodzenými číslami). Sčítanie a odčítanie (vždy menšieho čísla od väčšieho) im nerobilo problémy. Obidva tieto úkony sa vykonávali v podstate rovnako ako dnes. Napr. pri sčítaní sa sčítali jednotky rovnakých rádov (vyjadrené rovnakými znakmi), a keď počet jednotiek presiahol desať, pripočítala sa jednotka k následovným vyšším rádom. Tieto úkony si Egypťania uľahčili používaním kamienkov. Úkony sčítanie alebo odčítanie sa naznačovali hieroglyfmi 






PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
ktoré pôvodne znamenali "chôdzu" jedným alebo druhým smerom.

2.4.2. Násobenie
Inak tomu bolo s násobením. Egypťania sa pri násobení opierali o tradíciu z ďalekej minulosti, kde ich predkovia ešte používali dvojkovú sústavu a vykonávali násobenie ako zdvojnásobovanie a sčítanie, napr. keď mali vynásobiť 15 x 13, zostavili tabuľku 

	PRIVATE
/1
	15

	2
	30

	/4
	60

	/8
	120

	**********
	****

	Dohromady
	195


Každý nasledovný riadok tejto tabuľky bol dvojnásobkom predchádzajúceho (sčítaním čísel samých so sebou). Posledné číslo v ľavom stĺpci nesmelo prevyšovať násobok (13). Potom vyhľadávali v ľavom stĺpci čísla, ktorých súčet bol 13 a označili ich šikmou čiarkou. Pritom sa postupovalo od posledného čísla nahor. Čísla v ľavom stĺpci sa dali ľahko vybrať. Vynechávali sa tie čísla, ktorých súčet so skôr zaškrtnutým prevyšoval násobok (13). Potom sčítali odpovedajúce čísla na pravej strane a výsledok napísali pod pravý stĺpec. 

2.4.3. Delenie
Podľa rovnakého vzorca sa taktiež delilo, napr. 195 : 13. Tu zdvojnásobovali 13 tak dlho, pokiaľ označené čísla v pravom stĺpci nedali súčet 195: 


	PRIVATE
/1
	13

	/2
	26

	/4
	52

	/8
	104

	**********
	****

	15
	195




Podiel potom vytváral súčet odpovedajúcich čísel v ľavom stĺpci, teda čísel 1, 2, 4, 8. 

Však vo všeobecnom prípade (delení so zvyškom) používali zlomky. Poznačme si , že zdvojnásobovanie a polenie sa ako samostatné aritmetické operácie zachovali v západoeurópskych učebniciach až do 17. stor.

2.5. Egyptské zlomky
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Zlomky vznikli pri meraní a delení plôch poľa na časti. Preto sa zlomok vyjadroval ako časť jednotky konkrétnej plochy označovaná ako "setata". Najstaršie zlomky boli tie, v ktorých menovateľ je mocnina dvoch, t.j.                                    
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=""setat". Pre zlomky                                        existovali odlišné symboly, z 

ktorých sa však neskôr používali iba         a           PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Okrem nich Egypťania používali iba 
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"kmeňové zlomky " (t.j. zlomky tvaru          PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=") vyjadrené hieroglyfom "ra"                  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=ra". 
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[image: image26.bmp]Pod neho sa písal číselný symbol vyjadrujúci menovateľa. Napr.        PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="sa písalo 

[image: image27.bmp]
                  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Na kmeňové zlomky (a na zlomok       PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=") sa prevádzali všetky ostatné

zlomky.

Pri kalendárnych výpočtoch dochádzalo k ďalšiemu rozvoju počítania so zlomkami. Egypťania delili rok na 12 mesiacov po 30 dňoch a keď uplynuli, pridávali 5 ďalších dní. Dní v mesiaci sa merali časťami celého mesiaca. Potom prvý deň mesiaca bol 
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         PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="mesiaca, tretí       PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=", dvanásty         PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=" a teda dvadsiatyštvrtý deň, t.j.               PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=" 
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sa vyjadroval ako súčet                           PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". 
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Kmeňové zlomky a zlomok             PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="umožnili Egypťanom všeobecné delenie celých čísel 

[image: image34.bmp]podľa už zmienenej schémy polenia. Pre tento spôsob bolo však nutné vyjadriť zlomky 

[image: image35.bmp]                PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="ako súčet kmeňových zlomkov. Ak bolo n párne, tak         PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="sa nahradilo skráteným 

zlomkom. Pre nepárne n boli zhotovené zvláštne tabuľky. V londýnskom papyruse je uvedená taká tabuľka pre všetky nepárne n=3,...,101.

[image: image36.bmp]Tak napríklad zlomok  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="        sa rozkladá na súčet kmeňových zlomkov: 
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                                             PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". Najčastejšie sa používali rozklady podľa vzorca:

[image: image38.bmp]PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="

 PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="
[image: image39.png]


Vo všetkých zachovalých tabuľkách, nech už pochádzajú z moskovského, alebo z iných papyrusov, sú rovnaké rozklady. Z toho sa dá usúdiť, že sa pravdepodobne používali iba tieto rozklady. Zlomok PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="      sa dá rozložiť na súčet kmeňových zlomkov rôznymi spôsobmi, a preto nie je zrejmé prečo sa Egypťania držali jediného spôsobu rozkladu.

[image: image40.bmp]Príklad: Na príklade 28 : 5 si ukážeme, ako sa delilo pomocou tabuliek rozkladu zlomku PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="                                  na kmeňové zlomky. Egypťania začali zostavovať tabuľku podľa predchádzajúceho vzorca:

	PRIVATE
/1
	5

	2
	10

	/4
	20

	**********
	****

	5
	25


V nej našli, že 5+20=25, čo je menej ako 28. Teda súčet odpovedajúcich čísel v ľavom stĺpci 1+4=5 nebol ešte hľadaným výsledkom. Teraz miesto ďalšieho zdvojnásobovania v pravom stĺpci (čo už bolo zbytočné) napísali 

[image: image41.bmp][image: image42.png]1,1 1 1
101 202 303 606



[image: image43.png]wl=

3




v ľavom stĺpci  PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="      , potom PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="        , pre ktoré našli v rozklade zlomku     PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="     rozklad PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="    
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                   . To znamená, že pokračovali v tabuľke: 
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Keď potom spočítali všetky označené čísla v ľavom stĺpci (miesto   PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="     napísali PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="  
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                      ), získali hľadaný podiel           PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="                           .
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[image: image52.bmp]Používali sa aj pomocné červené čísla. Dajme tomu, že potrebovali získať              PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="       
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 (t.j. PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="                        ); potom zapísali PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="                   (čiernym tušom) 3, 2 (pomocné čísla, 

červeným tušom).
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To znamenalo, že jednotka obsahuje 3 tretiny,           PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="obsahujú 2 tretiny, dohromady teda 

              
PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="obsahuje 5 tretín a týchto 5 tretín z          PRIVATE "TYPE=PICT;ALT="dáva           PRIVATE "TYPE=PICT;ALT=". 
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